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1.
Ldgica

RICARDO SANTOS

1. Légica: o que se segue do qué?

A légica trata da relagio de consequéncia. O que principalmente queremos
saber, nesta disciplina, é o que se segue do qué. Por exemplo, se eu disser que
alguns acontecimentos sdo acg¢oes, pode concluir-se dai que algumas acgdes sdo
acontecimentos; e aindaque seja verdade que todas as acgdes sio acontecimentos,
isso ndo pode deduzir-se daquela afirmacio. Analogamente, se digo que o sol é
uma estrela mortal, segue-se do que digo que alguma estrela é mortal; e ainda que
todasas estrelas sejam mortais, isso ndo se pode concluir dali. Uma nogéo aparen-
tada com a de consequéncia légica é a de argumento valido. Um argumento é uma
maneira de estabelecer ou suportar uma conclusao a partir de certas premissas: um
encadeado de enunciados que, partindo das premissas, conduz passo a passo até a
conclusdo desejada; e s6 ¢ véalido, ou logicamente correcto, se a conclusdo for uma
consequéncia logica das premissas. Um argumento valido é uma espécie de prova
condicional: uma prova de que a concluséo ¢ verdadeira se as premissas o forem.

Em légica queremos saber que argumentos so validos e que argumentos nio
o0sdo. O estudante de 16gica nao captara o interesse da disciplina, ou a razio de ser
do seu estudo, enquanto nio tiver uma nogao viva da importéincia e da dificuldade
desta tarefa. Uma maneira de sublinhar a sua importancia ¢ através da relagao com
anogio de saber. Se formei a convicgdo de que p (por exemplo, de que o universo
estd a expandir-se) derivando p de um certo conjunto de dados A, mas a inferéncia
que fiz ndo ¢ logicamente correcta, entdo nio se pode dizer que sei que p, ainda
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que seja verdade que p. Alguns dos nossos conhecimentos nao sao obtidos por via
inferencial, mas muitos s3o. E, em todo o caso, a procura de novos conhecimentos
ou de respostas e solugdes para os problemas que nos interessam ¢ uma actividade
que envolve normalmente a consideracio de argumentos, objecgoes e respostas as
objecgoes — tendo muitas vezes como meta desejada a construgdo de uma demons-
tragdo conclusiva; e ai é essencial que as inferéncias que fazemos nao contenham
erros légicos. Em muitos casos, o uso da nossa inteligéncia natural, sem treino
16gico especifico, é suficiente para avaliar se um argumento é correcto ou n3o. Por
exemplo, é relativamente facil ver que o seguinte argumento nio ¢ valido: «Todas
as virtudes beneficiam os seus possuidores. A moderagdo beneficia os seus possui-
dores. Logo, a moderacio ¢ uma virtude.» Pois o que est4 dito nas premissas nao
exclui a possibilidade de a moderagdo ser benéfica sem ser uma virtude. Mas
quando a complexidade dos argumentos aumenta, essa inteligéncia nio treinada
comega a falhar-nos, deixando-nos indecisos e na duvida. Ser4 este argumento
vélido: «Nenhum ser mortal é infinito. Aquiles ¢ divino, Nenhum ser finito é divino.
Logo, Aquiles ¢ imortal»? E este: «A maioria das pessoas felizes sao corajosas.
Todos os sabios sdo pessoas felizes. Logo, a maioria dos sabios sao corajosos»?

Queremos dispor de um modo sistemdtico de avaliar argumentos (quanto a sua
validade dedutiva ou correcgio légica). Tal como na aritmética os algoritmos da
adicio e da multiplicagdo nos ddo uma técnica fidvel para encontrarmos a resposta
para as questdes aritméticas, gostariamos de ter algum método igualmente eficaz
para avaliar inferéncias e argumentos. E é precisamente isso que a légica nos pro-
porciona, embora de um modo algo indirecto: os métodos 16gicos sio métodos
formais, o que significa que se aplicam, ndo directamente aos argumentos dados
na linguagem natural, mas a sua tradugdo para uma linguagem formal. Isto ¢é assim,
como veremos, devido ao caricter formal da prépria relagio de consequéncia
légica. Como se costuma dizer, os argumentos sao validos ou invalidos por causa
da forma ~ e ndo do contetdo particular — que tém.

Além da relagdo de consequéncia, a légica também se ocupa das chamadas
verdades légicas — o que ¢ natural, se pensarmos que também a fisica se ocupa das
verdades fisicas, a matematica das verdades matematicas, etc. E uma verdade fisica
que o sol é uma estrela, mas ¢ uma verdade 16gica que se o sol é uma estrela, entdo
hé pelo menos uma estrela. Em geral, para que algo seja verdade, costuma ser
preciso que o que ¢ dito concorde com a realidade, com o modo como as coisas
sd0. Mas as verdades l6gicas sao especiais, na medida em que sdo verdadeiras ape-
nas por causa da sua forma, e independentemente de como é o mundo. E a forma
da frase «se 0 sol é uma estrela, entdo hd pelo menos uma estrela» que determina
que ela seja verdadeira. Por isso, qualquer outra frase com a mesma forma serd
igualmente verdadeira e pela mesma razio (por exemplo: «se a terra é um planeta,
entdo hd pelo menos um planeta»). Devido a este cardcter formal, as verdades
légicas sdo caracteristicamente muito triviais ou pouco informativas — com elas nao
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parece que aprendamos muito acerca do mundo. Os métodos légicos, a0 mesmo
tempo que permitem testar se um argumento é valido, também servem para testar
se uma afirmacdo ¢ ou nio ¢ uma verdade ldgica. E é natural que sirvam para as
duas coisas, pois as verdades l6gicas sio uma espécie de caso limite de consequén-
cia logica: elas sdo consequéncias do conjunto vazio de premissas; o que significa
que podemos demonstra-las usando légica apenas, sem nos apoiarmos em nenhuma
premissa.

2. Logica para filésofos

Como disciplina, a légica conheceu uma revolugdo na viragem do século deza-
nove para o vinte, com o trabalho de Frege, de Russell e de alguns outros. Dessa
revolugdo (e por um processo histérico interessante, mas que nao podemos aqui
abordar) resultou aquilo a que hoje ¢ habitual chamarmos a «légica classica».
De modo quase universal, ¢ a 16gica classica o que actualmente se ensina nas dis-
ciplinas introdutdrias de l6gica que integram o plano de estudos dos cursos uni-
versitarios de filosofia. Nao lhe chamamos «classica» por causa de alguma afinidade
especial com o que se cultivava no mundo grego e romano antigos, mas apenas
para indicar que se trata da légica padrao, ou seja, aquela que constitui a teoria
canoénica nos estudos logicos contemporéaneos. Ela inclui a 16gica proposicional e
a logica de predicados de primeira ordem (normalmente, enriquecida com o pre-
dicado légico de identidade), consideradas nos seus trés componentes: uma lin-
guagem formal, uma semantica (dada em termos de interpretagdes ou de modelos)
e um sistema dedutivo (como a dedugédo natural ou o método das arvores).
Na meta-teoria desta logica, é possivel provar que o sistema dedutivo estd em har-
monia com a semantica dada, quer dizer, que o sistema dedutivo € correcto e com-
pleto relativamente 4 seméntica. (Voltaremos a cada um destes conceitos mais
adiante). Seguindo esta tradi¢do, dedicaremos este capitulo a légica clssica.
No final, acrescentaremos uma extensao dessa logica — a légica modal -, porque
defendemos que o cinone deve ser alargado de modo a inclui-la, pelo menos no
ensino da légica para futuros filésofos.

Significa isto que a légica cldssica ¢ a légica correcta (ou a légica com que
devemos pensar)? Muitos autores responderdo que sim, mas outros discordario.
A resposta para esta pergunta dependerd também da concepgdo que se tenha a
respeito da relacdo entre os sistemas légicos, por um lado, e as praticas de argu-
mentagio e de raciocinio que lhes servem de referéncia, por outro. Alguns autores
defenderam, por exemplo, que as linguagens formais da l6gica, porque nio tém as
«imperfei¢des» das linguas naturais — ambiguidade, vagueza, termos sem denota-
¢do, inconsisténcia, etc. —, deveriam tomar o lugar destas no discurso cientifico.
Uma perspectiva mais adequada consiste em considerar que as linguagens formais
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sdo modelos matematicos das linguas naturais — do mesmo modo que as constru-
¢oes de Bohr, por exemplo, sdo modelos dos atémos. Neste sentido cientifico de
«modelo», a correspondéncia entre um modelo e aquilo de que ele é um modelo
nunca é exacta. Um modelo simplifica sempre a realidade que pretende ajudar a
compreender. Mas, para que desempenhe a sua fungio, os aspectos essenciais do
modelo devem mostrar como é que funciona a realidade a ser modelada — ainda
que isso envolva idealizacdes e a desconsideragdo de aspectos considerados pouco
ou nada relevantes para o objectivo principal que se tem em vista. Em geral,
para ser mais realista, um modelo tem de se tornar mais complexo. Mas um modelo
pode ser bom para certos propdsitos e insuficiente ou mesmo inadequado para
outros — e a questdo da sua correcgao estd sempre sujeita a avaliagdo critica.

E um facto histérico que a 16gica classica foi desenvolvida tomando como refe-
réncia o raciocinio matematico. Os seus fundadores pretendiam criar um modelo
do raciocinio correcto — mas o raciocinio que tinham em vista era aquele que as
demonstragdes em matemética tipicamente exemplificam. Entre os préprios mate-
maticos existem controvérsias acerca da aceitabilidade de certas formas comuns
de raciocinio. Em particular, os intuicionistas' contestam as chamadas «provas nao-
-construtivas», nas quais, fazendo um uso essencial da lei do terceiro excluido
(A ou ndo A), se pretende provar a existéncia de objectos de um certo tipo (na
medida em que ela se segue tanto de A como de ndo-A) sem que, no entanto, se
consiga apresentar qualquer exemplo de um objecto desses. Como ¢é natural, entéo,
os intuicionistas negam que a légica classica seja a légica correcta do raciocinio
matematico e propdem como alternativa uma légica mais fraca, na qual o terceiro
excluido nio ¢ vélido (e em que também nio ¢ vilida a eliminacdo da negagio
dupla, que permitiria concluir A a partir de nd@o-nio-A). A 16gica intuicionista cons-
titui um desvio 4 16gica classica, no qual, para a mesma linguagem formal, é proposta
uma seméntica diferente e regras de inferéncia também diferentes, alegadamente
mais correctas. Outras légicas sdo apenas extensoes da légica classica: tal como a
légica de predicados ¢ uma extensdo da légica proposicional, que preserva as suas
verdades ldgicas e a sua relagdo de consequéncia, mas lhe acrescenta novos casos,
que usam os novos simbolos (nomes e predicados, varidveis e quantificadores),
existem sistemas que pretendem suplementar a légica classica com novas constan-
tes l6gicas, de onde resultariam também novas verdades légicas e novos casos de
consequéncia légica. A légica modal é uma dessas extensdes, que trata os advérbios
«possivelmente» e «necessariamente» como novas constantes logicas (represen-

! O intuicionismo é um movimento em defesa da revisao da matematica classica que foi fundado pelo
matematico holandés Brouwer na primeira década do século vinte. Nos anos setenta, Michael Dummett,
professor em Oxford, procurou renova-lo e transforma-lo em movimento filoséfico com implicagoes mais
amplas.
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tadas na linguagem formal pelos simbolos ¢ e O). Tendo sido iniciada por Arist6-
teles e muito discutida na Idade Média, a 16gica modal foi retomada no século vinte
por C. I. Lewis, criticada por W. V. Quine e marcada pela invengdo da seméntica
dos mundos possiveis, nos anos sessenta, por Kripke e alguns outros. O desenvol-
vimento da l6gica modal moderna iniciou um movimento amplo com esforgos
importantes para captar a l6gica de outros discursos, para além do matematico.
A lista inclui, além da légica modal, a 16gica temporal, a légica deodntica, a 16gica
epistémica e a légica doxastica. O intenso trabalho desenvolvido nestas 4reas nos
tltimos cinquenta anos testemunha uma tendéncia geral para ultrapassar o ante-
rior «paradigma matematico», procurando construir modelos mais ricos do racio-
cinio correcto, sobretudo quando este raciocinio envolve o uso de linguagens com
aspectos que esto ausentes na linguagem matemética, tais como predicados vagos,
operadores intensionais, termos sem denotagdo, indices temporais, predicados
semanticos auto-aplicéveis, etc. Se o esfor¢o de modelar o raciocinio correcto com
estas linguagens € ou ndo ¢ compativel com a manutengio da logica cléssica, isso
¢ uma questio que se mantém em aberto.

Estamos, portanto, numa época de intensa renovagio da légica. E prematuro
tentar dizer que novo consenso viré a resultar daqui. Entretanto, a decisdo peda-
gogica mais sensata parece ser a de continuar a fazer com que alégica cldssica esteja
sempre disponivel na caixa de ferramentas do filésofo contemporaneo, juntamente
com uma abertura para considerar propostas de enriquecimento, ou mesmo de
reviso, desse canone. A légica modal ¢ um enriquecimento que tem boas razoes
para ser adoptado desde j&. Em primeiro lugar, devido ao papel central que os
conceitos de possibilidade e de necessidade (incluindo as suas relages com o con-
ceito de existéncia) desempenham no pensamento filoséfico. E, em segundo lugar,
porque alégica modal e o seu tipo de seméntica constituem a base sobre a qual se
podem entender muitos dos desenvolvimentos inovadores posteriores. Incluire-
mos por isso, neste capitulo, uma apresentagio preliminar da l6gica modal propo-
sicional. Comecemos, entio.

3. Ldgica proposicional

A ldgica proposicional classica (LPC) é a légica do «ndo», do «e», do «ou», do
«se... entao» e do «se e somente se», que ¢ consensual dever ser o ponto de partida
de qualquer introdugio a légica. Nela estuda-se um conjunto de operagoes ele-
mentares sobre frases declarativas:

* A negagdo — operagio que transforma a frase «O universo é finito» na frase
«O universo nio ¢€ finito» (frase esta que também se classifica como uma

negagio).

11
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* A conjungdo — operacgao que transforma as frases «O Sol é uma estrela» e
«A Terra é um planeta» na frase «O Sol é uma estrela e a Terra ¢ um planeta»
(também classificada como uma conjungio).

* A disjungio — operagio que transforma as frases «H4 vida em Marte» e
«Hé vida em Jupiter» na frase «H4 vida em Marte ou (h4 vida) em Japiter»
(também classificada como uma disjuncéo).

* A condicionagdo - operagdo que transforma as frases «Aprender é recordar»
€ «A alma é imortal» na frase «Se aprender é recordar, entio a alma ¢ imor-
tal» (classificada como uma condicional, que tem uma antecedente e uma con-
sequente).

* A bicondicionagdo — operagdo que transforma as frases «526 ¢ par» e «526 ¢
divisivel por 2 sem resto» na frase «526 é par se e somente se é divisivel por
2 sem resto» (classificada como uma bicondicional).

Como o objecto de estudo so as operagdes, e hido as frases sobre as quais elas
operam, a LPC ignora o contetdo especifico dessas frases (registando apenas que
s3o frases declarativas, que dizem algo acerca de algo) e representa-as por letras
esquemdticas como p, ¢, 1, §...

Por outro lado, como as linguas naturais costumam ter uma consideravel varie-
dade de maneiras de expressar aquelas operagdes (considerem-se, por exemplo,
as seguintes variantes das frases ja dadas: «O universo € infinito», «O Sol é uma
estrela, mas a Terra ¢ um planeta», «Entre Marte e Jupiter, num deles h4 vida»,
«36 se a alma for imortal ¢ que aprender ¢ recordar», «Para que 526 seja par ¢
necessdrio e suficiente que ele seja divisivel por 2 sem resto»), a LPC adopta uma
representacao uniforme dos operadores através dos simbolos = (ndo), A (¢), v (ou),
—> (se... entiio) e <> (se e somente se).

Com estes poucos elementos, o estudante de LPC tem entio de exercitar a
pratica da formalizagdo, que é um modo peculiar de traduzir frases declarativas ou
mesmo argumentos completos dados em portugués para a linguagem da LPC.
A peculiaridade advém de esta ndo ser uma «linguagem» em sentido proprio: as
suas «frases» ndo dizem nada acerca do mundo, nao tém um contetido completo
avalidvel quanto a sua verdade e, precisamente por isso, preferimos chamar-lhes
formulas. Enquanto a frase «Se aprender é recordar, entdo a alma é imortal»
expressa um contetdo com o qual Platdo concordava, relativamente a férmula
(p = ¢) nao faz sentido perguntar se alguém concordaria com ela. Mas se suple-
mentarmos esta férmula com o que podemos chamar um diciondrio (que seria, neste
caso, uma estipulagdo de que p significa «Aprender € recordar» e g significa
«A alma ¢ imortal»), j4 podemos recuperar o contetido expresso pela frase portu-
guesa inicial. Paralelamente a distingao entre frase e férmula, é também fécil de
entender a distingao entre argumento (dado em portugués) e forma argumentativa
(escrita na linguagem de LPC).
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O uso de linguagens formais ¢ essencial em légica e constitui um dos aspectos
mais caracteristicos da disciplina. E importante nio perder de vista a sua razio de
ser fundamental. A 16gica, como dissemos, trata da relacio de consequéncia, de
saber o que se segue do qué. E a relagdo de consequéncia ldgica esta presente num
argumento quando a verdade é preservada — das premissas para a concluso — em
virtude da forma do argumento. Os argumentos validos (ou logicamente correctos)
sdo aqueles que tém uma forma tal que, exclusivamente por causa dela, se as premissas
forem verdadeiras, a conclusdo também o seré. E, portanto, o caricter formal da
relagdo de consequéncia logica que estd na origem do uso de linguagens formais
em légica. Estas linguagens servem bem a fungio para que foram criadas: isolam e
exibem aquelas caracteristicas dos argumentos das quais a sua validade ou correc-
¢ao légica depende exclusivamente.

Uma frase como «Anténio comprou um c4o e um gato ou um rato» devera ser
considerada uma conjungio ou uma disjun¢ao? Sem mais informagio, ¢ impossivel
saber. Depende de qual for o operador ou a conectiva («e» ou «ou») mais forte,
quer dizer, com maior 4ambito: a ac¢do do «e» estende-se a toda a frase ou termina
em «gato»? Para evitar este tipo de ambiguidade sintactica, a chamada notagio
polaca adoptava a convencio de escrever sempre cada operador antes das férmulas
sobre as quais opera (assim, Apvgr seria diferente de vApgr). Mas esta notagdo
torna as férmulas mais dificeis de ler e, por isso, acabou por ser geralmente subs-
tituida pelo uso de paréntesis, a semelhanga do que se faz na aritmética: cada ope-
rador bindrio (s6 a negagio é undria, os outros quatro sdo bindrios) vem sempre
acompanhado por um par de paréntesis que indica onde comega e onde acaba a
sua ac¢do. Deste modo, podemos diferenciar a conjungio (p A (g v r)) da disjuncio
((p A @) v ). (Por vezes, por uma simples questio de economia, podemos permitir-
-nos omitir os paréntesis externos de uma férmula: a rigor, eles estdo 14, mas diga-
mos que ficam invisiveis?.)

Eis alguns exemplos de formaliza¢oes em LPC:

la. Tales ndo nasceu em Atenas.

1b. ~p

2a. Tales ¢ sibio e ndo gosta de dgua.

2b. (pA-9q)

3a. Nem Pitdgoras nem Platio sdo materialistas.
3b. (=pA-g)

4a. Aristételes concorda com Platdo ou com a verdade, mas nao com ambos.

4b. (v r-(@nrg)

% O uso desta pratica simplificadora envolve alguns riscos pedagégicos. Por exemplo, se permitimos
ue uma conjungio se escreva p A ¢, é importante recordar que a sua negac¢io é = (p A g). Os paréntesis
P!
«invisiveis» tém de ser restaurados antes de prefixarmos o simbolo de negaco.

13
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Sa. Se Querefonte foi a Delfos e ndo mentiu, entdo Socrates é o mais sabio.

Sb. ((p A ~q) ")

6a. A menos que esteja a fingir-se ignorante, Sécrates nao sabe o que é a
virtude nem o vicio.

6b. (=p— (=g ~7)

7a. Sdcrates s6 ndo serd esquecido se continuarmos a ler Platdo ou Xeno-
fonte.

7. (=p—(gv")

8a. Se continuarmos a ler Platao ou Xenofonte, Sécrates nio serd esquecido.

8b. ((gv1)—-p)

9a. Se, e s6 se, continuarmos a ler Platdo ou Xenofonte é que Socrates nao
serd esquecido.

9. (~p<(qv1)

10a. Querefonte foi a Delfos e consultou o oraculo e, se fez isso, entdo, se nao
mentiu, Sdcrates é o mais sabio.

10b. ((pAg) A ((p A g)— (=r—>5)))

Uma pressuposigio basica da LPC ¢ a de que as frases declarativas atomicas
representadas pelas letras esquemdticas p, ¢, 7, s, etc., seja qual for o seu contetudo
especifico, na medida em que dizem alguma coisa de alguma coisa e assim repre-
sentam o mundo como sendo de uma certa maneira, sdo sempre ou verdadeiras ou
falsas (mas ndo ambas). LPC &, por isso, uma légica bivalente, segundo a qual exis-
tem dois valores de verdade e cada frase, simples ou complexa, tem exactamente
um deles. Outra pressuposi¢io igualmente bésica é a de que as conectivas 16gicas
consideradas expressam fungoes de verdade. Isto significa que o valor de verdade
de qualquer frase logicamente complexa ¢ completamente determinado pelos
valores de verdade das frases atémicas que a constituem. O modo como esse valor
¢ determinado deixa-se captar nos seguintes principios:

(NEG) A negacdo inverte o valor de verdade. (Se uma frase for verda-
deira, a sua negacio ¢é falsa; e se for falsa, a sua negacio é ver-

dadeira.)

(CONJ) Uma conjungio s6 ¢ verdadeira se as frases que a compoem
forem ambas verdadeiras. (Nos outros casos ¢ falsa.)

(DIS]) Uma disjuncio s6 é falsa se as frases que a compdem forem
ambas falsas. (Nos outros casos ¢ verdadeira.)

(COND) Uma condicional s6 é falsa se a antecedente for verdadeira e
a consequente for falsa. (Nos outros casos ¢ verdadeira.)
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(BICOND) Uma bicondicional s6 ¢ verdadeira se os seus dois lados tive-
rem o mesmo valor de verdade. (Nos outros casos ¢ falsa.)

Estes cinco principios dizem o essencial que hd a saber acerca das operagoes
légicas que sdo o objecto de estudo da LPC. Eles também podem ser graficamente
representados do seguinte modo:

X |-X X T| (Xa® X B ARV Y)
¥ o0 F vV Vv 4 vV Vv \4
F | v V F F V F v
F V F F V s
F F F F F F
X Y| (X-V X Y| XeV
¥iv Y \' s o \s
V F F V F F
F V v F V F
F F s F F v

Para testar a validade de um argumento, temos de indagar se ele preserva a
verdade (das premissas para a conclusio) em virtude da sua forma. Para isso, temos
primeiro de tornar patente a forma do argumento - formalizando-o em LPC.
Depois, temos de examinar o que acontece caso todas as premissas sejam verda-
deiras: obriga isso, dados os principios seménticos que regulam as conectivas, a que
a conclusio seja também verdadeira? Ou h4, pelo contrério, alguma possibilidade
de as premissas serem verdadeiras e a conclusio falsa? As tabelas de verdade sio um
método de anilise semintica exaustiva de tais «possibilidades» (que, de facto, mais
nio sdo que combinagdes possiveis dos valores de verdade das frases atémicas que
compdem o argumento), o qual fornece uma resposta & pergunta crucial que aca-
bdmos de fazer. Vejamos o seguinte argumento:

«QOu eu ndo sou 0 meu corpo ou nio sou uma coisa que pensa. Nio é verdade que a
minha existéncia seja dubitdvel e eu ndo seja 0 meu corpo. Portanto, se a minha existén-
cia € dubitdvel, eu ndo sou uma coisa que pensa.»
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Este argumento tem a seguinte forma (com as premissas separadas por uma
virgula e a conclusdo anunciada pelo simbolo .-.):

(=pv=9),~(rA=p) . (r=>=9)

Para determinar se a conclusio se segue realmente daquelas premissas, pode-
mos construir a seguinte tabela de verdade:

p g 7 p VvV "9 VAR =g )
vV vV F V F F V V VF F V V F F V
V V F F V F F V V F F F V F V F V
V F V F v v V F vV V F F V V V V F
V F F F vV v V F V F F F V F v V F
F vV V V F V F V F v v V F V F F V
F V F V ¥ V F V V F F V F F V F V
F F V V ¥ V V F F v vV V F VvV V V F
F F F V ¥ VvV V F V F F V F F vV V F

As oito linhas desta tabela representam a totalidade das possibilidades légicas
(dado o pressuposto da bivaléncia) relevantes para este argumento. As premissas
do argumento sdo ambas verdadeiras em apenas quatro delas - e, nessas quatro
linhas (32, 4%, 6 e 8), a conclusdo ¢ também verdadeira. Portanto, o argumento
tem uma forma tal que a verdade das premissas ¢ necessariamente transportada
para a conclusdo, ou seja, ¢ um argumento vélido. (Seria invalido se houvesse
alguma linha na qual as premissas fossem verdadeiras e conclusio fosse falsa.)

A construgio de tabelas de verdade ¢ um método relativamente simples de nos
assegurarmos que diversas formas argumentativas de uso bastante frequente sao
logicamente correctas. Eis uma lista com algumas dessas formas de inferéncia
valida e as suas designagoes mais habituais:

Chndl )N modus ponens
@0—=9,~q- —p modus tollens

@—=9,@q—=>n-@—=>n silogismo hipotético
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@veg,-p.-.q silogismo disjuntivo

vy, p—=n,(g—=r r dilema construtivo

i), o negagio dupla

=(nrg o (=pv -9 leis de De Morgan

=(pvyq .. (=pAr-9g) leis de De Morgan

@—=9 - (=pvy condicional material
—p—=>q . (pr-g) condicional material negada
@<= - ((@rgv(=pr-9) bicondicional material
e ((pAa=g) v (=prg) bicondicional material negada
@nr(@vn) . (agv(par) distributividade
@van) (v alvr) distributividade

Mas as tabelas de verdade nao servem apenas para testar a validade de argu-
mentos. Elas podem também ser usadas, entre outras coisas, para determinar se
um conjunto de frases declarativas ¢ consistente, ou se duas frases sio logicamente
equivalentes, ou se uma frase ¢ uma tautologia (ou verdade lgica), uma contradi-
¢o (ou falsidade logica) ou uma frase logicamente contingente.

No entanto, como método l6gico para uso corrente, as tabelas de verdade sio
pouco préticas (sobretudo quando o nimero de letras de frase que ocorrem num
argumento se torna maior) e pouco econdémicas (pois requerem a realizagdo de
muitos cdlculos que acabam por ser intiteis para o resultado que se pretende obter).
As drvores de verdade (também conhecidas como «quadros semanticos») proporcio-
nam um método alternativo, de procura mais directa de contramodelos, que é bas-
tante facil de manejar pelo principiante e lhe permite ganhar com relativa rapidez
um «olho» para o que € e o que ndo ¢ logicamente valido. Contudo, se o que se
pretende € dotar o filésofo contemporaneo de um modelo formal de um procedi-
mento rigoroso de prova, ou seja, de um método para raciocinar a partir de premis-
sas, passo a passo (e em que cada passo corresponde 4 aplicagio de uma regra de
inferéncia), até uma conclusio - e que, além disso, permita o recurso a suposicoes
provisdrias no raciocinio —, entdo um sistema de dedu¢do natural serd o mais reco-
mendavel. Na secgdo seguinte, veremos exemplos de aplicagdes destes métodos.
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4. Légica de predicados

A légica de predicados (LPr) - que, por vezes, também é chamada teoria da
quantificagdo de primeira ordem — ¢ a légica do «todos» e do «alguns» (entendido
como sinénimo de «pelo menos um»), tal como estas expressoes ocorrem em fra-
ses como «Todos os fil6sofos tém algum ponto fraco». As cinco operagoes conside-
radas na légica proposicional, a 16gica de predicados acrescenta duas que lhe sdo
especialmente caracteristicas (e que foram, no essencial, uma inovagio introduzida
por Gottlob Frege):

* A quantificagdo universal — operagdo que transforma a frase «Deus criou
Adao» na frase universal «Para todo o x, Deus criou x» (ou seja, «Deus criou
tudo»).

* A quantificagdo existencial — operacio que transforma a frase «Teeteto voa»
na frase existencial «Para algum x, x voa» (ou seja, «Alguns seres voam» ou
«Hé seres que voam»).

A expressao «para todo o x» ¢ um quantificador universal e a sua representagio
formal é composta pelo simbolo V seguido de uma variavel «x». Usamos como
varidveis as ultimas letras mintsculas do alfabeto, com ou sem numerais subscritos:
X,, 2,2, Z,... No primeiro exemplo, partimos de uma frase atémica, substituimos o
nome proprio «Adio» pela varidvel «x» e, ao resultado, prefixamos o quantificador
Vx. No segundo exemplo, o quantificador prefixado ¢ antes o existencial, que se
simboliza como 3x. Na realidade, ndo precisamos de ter os dois géneros de quan-
tificadores, pois podemos definir um deles por meio do outro e da negagao: aquela
frase universal é equivalente a «~3x =Deus criou x» (Ndo hd nada que Deus nio tenha
criado) e, quanto 4 frase existencial, ela é evidentemente equivalente a «-Vx -x
voa» (Nio é verdade que todos os seres sejam ndo-voadores).

O uso de varidveis em légica foi um procedimento que Frege importou da dlge-
bra, generalizando-o: enquanto em «2x + 1» a varidvel representa de modo nao-
-especifico qualquer nimero, em légica as varidveis podem representar coisas de
todos os géneros. Ao conjunto das coisas que uma varidvel pode representar — ou
que ela pode tomar como valores — chama-se o dominio dessa varidvel. Por exemplo,
quando simbolizamos «Teeteto ama alguém» como «Jx Teeteto ama x», estamos a
supor que o dominio de «x» é o conjunto das pessoas — e a considerar que a frase é
verdadeira se hd pelo menos um elemento desse conjunto que ¢ amado por Teeteto.

Além de se juntarem a V ou a 3 para formar um quantificador, as varidveis
podem ocupar, como vimos, os lugares de nomes proprios. Ha, porém, uma dife-
renca fundamental: enquanto uma varidvel toma como valores qualquer objecto
pertencente ao dominio, um nome - como «Teeteto», «Lisboa», «o Tejo», «a lua»,
«5» ou «a Critica da Razdo Pura» — refere especificamente um objecto desse dominio,



LOGICA RICARDO SANTOS

e nunca mais do que um. Usamos as letras mintsculas do inicio do alfabeto - a, b,
¢, d... — para simbolizar os nomes préprios que ocorrem nas frases e nos argumen-
tos que seleccionamos para consideragao légica.

O facto de a prépria quantificagdo requerer que reconhe¢amos uma categoria
de nomes préprios revela uma diferenca importante desta nova teoria: a necessi-
dade de levar a analise logica das frases ao nivel da sua estrutura atémica. Uma vez
mais, a justificagdo para isso provém do caracter formal da relagdo de consequén-
cia. Alguns argumentos sio dedutivamente validos em virtude da estrutura mole-
cular das frases que os compdem e, por isso, a légica proposicional ¢ suficiente para
os analisar (vejam-se as formas de inferéncia valida que listimos nas paginas 16
e 17). Outros, todavia, exigem uma andlise mais fina. Por exemplo, no famoso argu-
mento «Todos os homens sio mortais; Sécrates ¢ um homem; logo, Sécrates é
mortal», é essencial que as duas tltimas frases mencionem o mesmo individuo.
E ¢ também essencial que aquilo que ¢ atribuido a Sécrates na conclusio - viz. o
ser mortal — seja 0 mesmo que, na primeira premissa, é atribuido a todos os homens.
Esses elementos comuns as diferentes frases desapareceriam se o argumento fosse
formalizado usando apenas a légica proposicional - e com eles desapareceria a
propria validade do argumento.

Nomes e predicados sio, para esta légica, os elementos bésicos a partir dos
quais se formam as frases atémicas. Um predicado, em sentido légico, é uma
expressdo incompleta do género de «_ voa», «_ é mortal», «_ criou _», «_ama _»,
«_ prefere _a _», etc. Os predicados podem ser de-um-lugar, de-dois-lugares,
de-trés-lugares, etc., consoante o numero de lugares vazios que tém. Usamos letras
maiusculas do alfabeto para representd-los e adoptamos a convengao de escrever
sempre a letra antes dos espacos ent branco: assim, escrevemos «V_» para «_voa»,
«C__»para«_criou_»e«P___»para«_prefere _a_».Quando os lugares de um
predicado sdo todos ocupados por nomes (diferentes ou nao), o resultado é uma
frase atémica. H4 portanto uma nova operagao - a predicagdo—, que funciona a nivel
sub-atémico e que, a partir de nomes e predicados, gera frases atdmicas. As res-
tantes operagdes — a que correspondem as constantes logicas =, A, v, =, <>, V e
3 - ja podem ser descritas, como o fizemos, ao nivel molecular.

Em suma: nomes e predicados, conectivas proposicionais e paréntesis, varidveis
e quantificadores sdo os elementos que compoem a linguagem formal da légica de
predicados (LPr). Com estes elementos e com as regras de formagao implicitas no
modo como descrevemos as operagoes estudadas, o aprendiz de LPr tem uma vez
mais de exercitar a pratica da formalizagdo. Eis alguns exemplos:

la. Pirro é céptico, mas ndo ¢ discipulo de Sécrates.
1b. (Ca A =Dab)

2a. Se Sdcrates ndo é sibio, entdo nio ha sibios.

2b. (=Sa— -3xSx)
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3a. Existem filésofos e sibios.

3b. (3xFx A 3xSx)

4a. Alguns filésofos sdo sébios e alguns nao o sdo.
4b. (3x (Fx A Sx) A 3x (Fx A = 8x))

5a.  Alguns gregos sio filésofos cépticos.

5b. 3x (Gx A (Fx A Cx))

6a. Alguns filésofos cépticos nao sio gregos nem romanos.
6b. 3x ((Frx A Cx) A (=Gx A =Rx))

7a. Todos os cépticos sio fildsofos.

7b. Vx(Cx— Fx)

8a. Nenhum fil6sofo idealista é céptico.

8b. Vx ((Fx A Ix) = =Cx)

9a.  S6 os filésofos empiristas é que sdo cépticos.
9b. Vx(Cx— (Fx A Ex)) '
10a. Aristételes foi tutor de um imperador.

10b. 3x (Tax A Ix)

1la. Todos aprendem com alguém.

11b. Vx 3y Axy

12a. Alguns aprendem com todos.

12b. 3x Vy Axy

Depois de conhecermos a gramatica da linguagem da légica de predicados,
precisamos de considerar a sua seméntica. Tal como acontecia com as f6rmulas da
légica proposicional, também aqui, em si mesmas, isoladas de qualquer tradugdo
de ou para a linguagem natural, férmulas como Vx (Fx — 3y Ray) ndo dizem nada
que possa ser avaliado como verdadeiro ou falso. S6 relativamente a uma interpre-
tagdo é que tais férmulas podem ser verdadeiras ou falsas. Na légica proposicional,
uma interpretagdo da linguagem formal nio era mais do que uma atribuicio de
valores de verdade — do valor verdadeiro ou do valor falso — s letras esquematicas
de frase atémica p, ¢, , etc. Depois, as regras semanticas para as conectivas deter-
minavam, para cada férmula (simples ou complexa) e para cada interpretagio, se
essa férmula era verdadeira ou falsa nessa interpretagao.

Naldgica de predicados, as interpretacdes chamam-se modelos e sao compostas
por um conjunto de objectos e uma funcio valorativa de nomes e predicados.
O conjunto de objectos, que nio pode ser vazio, é o dominio de quantificagio: é
dele que as varidveis recebem os seus valores. A fungio valorativa define a referén-
cia dos nomes e a extensio dos predicados da linguagem, a partir dos objectos per-
tencentes ao dominio. Cada nome recebe um objecto tinico do dominio como sua
referéncia. Cada predicado de um lugar recebe um subconjunto de objectos do
dominio como sua extensio (os objectos a que o predicado se aplica); cada predi-
cado de dois lugares recebe como extensdo um conjunto de pares ordenados; cada
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predicado de trés lugares um conjunto de triplos ordenados, e assim por diante.
Com base nisto, precisamos de definir o que ¢, para uma férmula qualquer da
linguagem, ser verdadeira ou falsa num modelo.

Uma predicac¢ao monddica junta um predicado de um lugar e um nome para
gerar uma férmula atémica; esta férmula serd verdadeira num modelo se a refe-
réncia do nome (nesse modelo) pertencer a extensio do predicado (nesse modelo).
Se a predicagdo envolver antes um predicado de dois lugares e duas ocorréncias
de nomes (ndo necessariamente distintos), é o par ordenado formado pelas referén-
cias dos nomes que tem de pertencer a extensio do predicado para que a férmula
atémica seja verdadeira. A generalizacio desta regra para predicados de n lugares
(em que n é qualquer ntimero natural maior ou igual a um) é facil de entender. As
formulas atémicas assim geradas podem aplicar-se as cinco operagdes estudadas
na légica proposicional e as regras semanticas para avaliagdo das férmulas mole-
culares dai resultantes sao as mesmas: uma negacio serd verdadeira num modelo
se a férmula negada for falsa nesse modelo, uma conjungéo s6 sera verdadeira se
as duas férmulas que a compoem forem ambas verdadeiras no modelo, etc.

Resta-nos descrever o comportamento seméntico da quantifica¢io. Pode-
mos considerar apenas o quantificador universal (e definir 3_ como sinénimo de
=V _ =). As instdncias de uma férmula universal Vv ¢v num modelo M sio as for-
mulas que resultam de (7) apagarmos o quantificador Vv e (i) para cada objecto
do dominio de M, substituirmos todas as ocorréncias livres da variavel v em v por
ocorréncias de um nome n desse objecto. Assim, uma férmula universal tera,
em cada modelo, tantas instdncias quantos os objectos existentes no dominio
desse modelo. Por exemplo, num modelo com trés objectos, nomeados por a, b
e ¢, as instancias de Vx Fx seriam as forntulas Fa, Fb e F; e as instincias de Vx 3y
(Ryx — Gx) seriam dy (Rya — Ga), Iy (Ryb — Gb) e Iy (Ryc — Gc). Entio,
uma férmula universal serd verdadeira num modelo M se todas as suas instin-
cias forem verdadeiras em M; e ser4 falsa se tiver pelo menos uma instincia falsa
em M.

A semantica da légica de predicados pode ser estudada com niveis de aprofun-
damento diferentes. O que acabamos de apresentar nos paragrafos anteriores é a
versdo simplificada dessa seméntica, a qual assenta na suposi¢io de que, em todos
os modelos, todos os objectos do dominio tém pelo menos um nome na linguagem.
Se pretendemos que os modelos sejam representagbes matematicas de maneiras
de o mundo ser e de a linguagem se relacionar com ele, esta suposigdo é pouco
realista. Pois quem € que acharia razoavel, quando por exemplo passeia na rua ou
anda numa praia, supor que cada pedra da calgada e cada grao de areia tem um
nome proprio? Mas, pior do que isso, tal suposicdo é mesmo inviavel em geral:
ainda que uma linguagem contenha tantos nomes quantos os nimeros naturais,
ha modelos com dominios maiores do que isso, que nos forgam a reconhecer a
existéncia de objectos sem nome. Uma segunda deficiéncia da versao simplificada
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da semantica da légica de predicados reside no facto de ela violar o principio da
composicionalidade, segundo o qual o valor seméntico de qualquer expressio com-
plexa deve ser determinado pelos valores semanticos das expressoes mais simples
que a compoem. Mas, por exemplo, Fa ndo é uma parte constituinte de Vx Fx. Pela
composicionalidade, o valor de Vx Fx e o valor de Vx 3y (Ryx — Gx) devem ser
determinados pelos valores, respectivamente, de Fx e de 3y (Ryy — GXx), as quais
sao chamadas formulas abertas, com varidveis livres. A versio mais rigorosa, e com-
pletamente composicional, da seméntica desta linguagem, cujas ideias centrais sio
devidas ao trabalho de Alfred Tarski, lida com férmulas abertas e requer uma dupla
relativizacdo da verdade das férmulas, ja ndo apenas a um modelo, mas também a
uma atribuigdo de valores as varidveis em cada modelo. Todavia, para muitos pro-
positos, a versao simplificada desta semantica revela-se suficiente. Por exemplo,
no caso presente, ela é o quanto basta para que se possam apresentar, de um ponto
de vista semantico, as defini¢6es formais das no¢oes fundamentais de verdade ldgica
e de consequéncia Iogica. o

O uso de linguagens formais e da formalizacio pretende, como dissemos, iso-
lar e exibir as caracteristicas dos argumentos que determinam se eles sio validos
ou invalidos, quer dizer, se s3o logicamente correctos ou incorrectos. Precisamos
por isso de definir uma relagdo de consequéncia légica que directamente se apli-
que, n3o s frases portuguesas (ou de outra lingua natural) que compdem os argu-
mentos, mas as férmulas que as representam na nossa linguagem formal. As ante-
riores defini¢des de modelo e de verdade num modelo permitem-nos, precisamente,
definir uma relagio de consequéncia entre férmulas da 16gica de predicados: uma
férmula ¢ é uma consequéncia semantica de um conjunto de férmulas '={y,, p,, ...,
Y } se e somente se, para todos os modelos M, sempre que as férmulas de I sdo
todas verdadeiras em M, ¢ também ¢é verdadeira em M. Com base nesta defini¢io,
podemos entio dizer que a representacio formalizada de um argumento sera
semanticamente valida se a sua conclusdo for uma consequéncia seméntica das
suas premissas. E se uma férmula ¢ for verdadeira em todos os modelos sem excep-
¢ao — o mesmo ¢ dizer, se ¢ for uma consequéncia seméntica de qualquer que seja
o conjunto I" (mesmo que I' seja o conjunto vazio) -, dizemos que ¢ é uma férmula
vdlida. As férmulas vélidas representam na linguagem formal as verdades l6gicas
da linguagem natural (i.e., frases como por exemplo «Nenhum animal é e ndo é um
mamifero», que sio verdadeiras de uma maneira especial, ou especialmente trivial
e muito pouco informativa, que muitos consideram envolver um certo tipo de
necessidade, a qual parece fundamentar-se mais no significado de algumas expres-
soes do que no modo como as coisas realmente sdo no mundo).

E importante que o leitor tenha aqui presente que os conceitos definidos de
consequéncia seméntica e de férmula valida sdo apenas representacdes formais
propostas para os conceitos genuinos de consequéncia légica e de verdade 16gica
que constituem o interesse fundamental e que fornecem a razio de ser da prépria
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16gica. E uma caracteristica que a légica moderna adquiriu, esta de abordar as
questoes «O que é uma verdade légica?» e «O que ¢ isso de uma coisa ser uma
consequéncia légica de outras coisas?» (enquanto outras areas disciplinares abor-
dam questées como «O que € o conhecimento?» ou «O que € a justica?») de uma
maneira indirecta, construindo modelos ou representacdes formais destes concei-
tos e estudando as suas propriedades. O modo semantico (ou baseado na teoria
dos modelos) de o fazer ¢ aquele que predomina, mas nio ¢ de modo algum o
tnico. O que acabamos de dizer significa que a adequacio de cada uma das repre-
sentagoes formais propostas é uma questao em aberto. Os métodos légicos por si
mesmos ndo resolvem as controvérsias filosoficas a respeito da natureza e do fun-
damento das verdades légicas, a respeito de se um certo principio légico (como o
terceiro excluido ou o principio da ndo-contradi¢do) deve mesmo ser aceite sem
excepgao ou, até, discussdes mais circunscritas sobre se uma certa afirmacao se
segue realmente de tais ou tais outras.

Voltemos entdo ao sistema formal que estdvamos a apresentar. Dadas as defi-
ni¢des de férmula vilida e de consequéncia semantica apresentadas, podemos
agora provar (ou demonstrar), raciocinando sobre os diversos modelos, que certas
férmulas sdo vélidas e que certas férmulas sdo consequéncias semanticas de outras.
Por exemplo, podemos provar que Vx (Fx v = Fx) é uma férmula vilida, na medida
em que podemos mostrar que, para ela ser falsa num modelo, teria de haver um
modelo em cujo dominio houvesse um objecto, nomeado por algum nome (por
exemplo: a), que pertencesse e ndo pertencesse a extensio de F (paraque Fae ~Fa
fossem ambas falsas, tornando assim a sua disjungio falsa também, nesse modelo);
mas isso ¢ impossivel. Analogamente, estipulando que os simbolos = e ¥ se usam
para expressar a relagdo de consequéncia semantica e a sua negagdo, pode-se pro-
var que, na légica de predicados, entre outras coisas, temos que:

VxFx = Fa
Fa &= 3xFx
Vx VyRxy = VxRxx
Jx Fx A 3x Gx ¥ 3x (Fx A Gx)
Vx (Fxv Gx) # VxFx v Vx Gx
Jx Vy Rxy &= Vy 3x Rxy
Vx 3y Rxy & dy Vx Ryy
Além da linguagem formal e de uma seméntica, uma légica inclui tradicional-

mente um sistema dedutivo (por vezes também chamado um procedimento de prova):
algum método que nos permita, partindo de certas premissas, inferir consequén-
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cias, passo a passo, seguindo regras muito precisas, até chegar a alguma conclusao.
Existem diversos métodos para esse efeito, tais como o método axiomitico, o cél-
culo de sequentes, a dedugéo natural, o método das arvores invertidas e outros.
Todos estes métodos légicos permitem que fagamos demonstragdes, que provemos
coisas, usando a linguagem formal. Nessa medida, também eles sao modelos ou
representagoes formais (cuja adequagio tem de ser avaliada) de algo que fazemos
nas linguas naturais: o processo de raciocinar correctamente, quer dizer, de inferir
correctamente conclusdes a partir de premissas. Nos livros mais recentes de intro-
dugcdo a légica de predicados, os métodos mais usados sao a dedugio natural ou o
método das arvores. Poderemos aqui fornecer apenas exemplos de aplicacdes des-
ses métodos logicos.

Suponhamos que queremos estabelecer a conclusio de que «Alguns animais
ndo sao mamiferos» a partir das premissas «Nenhum invertebrado ¢ mamifero»
e «Alguns animais sdo invertebrados» (um silogismo no modo Ferio, reconhe-
cido por Aristételes). A tradugdo destas frases na linguagem da 1gica de pre-
dicados &, respectivamente, Vx (Ixr — = Mx) e 3x (Ax A Ix), para as premissas, e
Jx (Ax A -~ Mx), para a conclusdo. Usando o método das arvores, podemos provar
esta ultima férmula, se tomarmos aquelas duas como premissas. O método das
arvores ¢ um método de demonstragio por redugdo ao absurdo, quer dizer,
um método que prova X mostrando que se seguem contradi¢des da suposi¢io de
- X (juntamente com as premissas, se houver algumas). Neste exemplo, comega-
mos entdo por escrever as duas premissas e a negagao da conclusio:

L Vx(Ix—-Mx)
premissa

2. Ix(AxnIv) v
premissa

3. -3x(AxA-Mx) vV
negacio da conclusio (para redugdo ao absurdo)

4. Vx-(Ax A -Myx)
a partir de 3, dada a equivaléncia geral entre -3 e V=3

* Aférmula da linha 4 contém toda a informagdo que estava na linha 3 e, por isso, esta pode ser igno-
rada daqui em diante na prova. Em vez de a apagarmos ou de a riscarmos realmente, assinalamos esse facto
acrescentando 2 sua direita o simbolo v'.
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5. (Aanla)v
a partir de 2, escolhendo arbitrariamente
uma instancia verdadeira da existencial
6. Aa
a partir de 5, pela regra da conjuncao
7. Ia

a partir de 5, pela regra da conjuncio

8. (Is—-Ma)v
a partir de 1, formando uma instancia
da universal com o nome ‘¢’

V% ~
9. =-Ia -Ma

a partir de 8, bifurcando a drvore pela regra da —

(se uma condicional é verdadeira, ou a sua antecedente
¢ falsa ou a sua consequente ¢é verdadeira);

o sinal x indica que o caminho do lado

esquerdo se encerrou devido a contradigdo

entre In (em 7) e —=Ia (em 9)

10. -(Aan-Ma)v
' a partir de 4, formando
uma instancia da universal

1. -Aa -=Ma

a partir de 10, pela regra da A negada

(se negamos uma conjungao, temos

de negar algum dos seus membros);

os dois caminhos fecharam (e com eles a propria arvore),
devido as contradicoes das linhas 6 e 11
(Aae-Aa)e9ell (-Mae --Ma)

* Em contraste com o que dissemos na nota anterior, neste caso especifico, ao formarmos uma instén-
cia de uma férmula universal, nio acrescentamos a esta o simbolo v/, pois podemos vir a ter a necessidade,
mais adiante na prova, de formar outras instincias da mesma universal - a qual deve por isso ficar disponivel
para ser reutilizada.
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O facto de todos os caminhos da drvore terem revelado contradicoes
mostra que a negagdo de Ix (Ax A ~Mx) ndo é consistente com a afirmagdo de
Vx (Ix — = Mx) e de Ix (Ax A Ix). Fica assim provado que 3x (Ax A —=Mx) é uma
consequéncia dedutiva do conjunto formado pelas duas premissas.

Na deducio natural, é igualmente possivel fazer demonstragoes por redugao
ao absurdo, mas também ha provas directas. E um método em que as provas se
apresentam linearmente, com as premissas nas primeiras linhas, cada passo inter-
médio ocupando uma linha subsequente e a conclusdo na tltima linha. Cada linha
¢ numerada e, além da férmula que nela ¢ inferida, inclui a indicacao das linhas
anteriores a partir das quais a inferéncia foi feita, bem como da regra dedutiva que
autoriza essa inferéncia. A deducio natural tem a vantagem de permitir introduzir
suposic¢oes tempordarias na cadeia de raciocinio: sdo férmulas que nio podemos
realmente afirmar (pois ndo temos garantias para elas), mas que escrevemos com
o intuito de examinar que consequéncias seria possivel extrair dai; quando esse
exame termina, pomos fim a suposi¢io (descartamo-la) e prosseguimos com o
raciocinio principal, baseado apenas nas premissas. De facto, a experiéncia no uso
de sistemas dedutivos formais mostra que, muitas vezes, ¢ dificil provar coisas se
nao pudermos recorrer a suposigoes no raciocinio. Além disso, nos argumentos do
dia-a-dia n6s usamos efectivamente suposicdes e este método tem precisamente
a pretensdo de, apesar da sua formalidade, ser o mais préximo possivel do racioci-
nio em linguagem natural. O uso de suposi¢des numa prova requer que disponha-
mos de algum método para indicar quando ¢ que uma suposi¢do estd ainda a ser
usada e quando ¢ que j4 foi descartada. Ha diversas maneiras de o fazer, mas a que
se tem revelado mais pratica é um sistema de numeragio no lado esquerdo de cada
linha em que, seguindo instrug¢des incluidas na prépria regra usada nessa linha, se
indicam as linhas que sdo os «fundamentos wltimos» em que se apoia a afirmagdo
que estd a ser feita; torna-se assim facil verificar se hd alguma suposicio entre esses
fundamentos e se a conclusdo da prova se apoia unicamente em premissas.

Para exemplificar o uso da dedug@o natural, vamos considerar um argumento
simples e famoso que costumava ser apontado como caso paradigmdtico de uma
inferéncia correcta com que a légica tradicional (anterior a Frege) ndo conseguia
lidar: «Todos os cavalos sdo animais; logo, todas as cabegas de cavalo sdo cabegas
de animal». De que modo ¢ que, no predicado complexo «_ ¢ uma cabega de
cavalo», estdo relacionados os predicados mais simples «_ é uma cabega de _» e
«_ é um cavalo» (que podemos representar pelas letras B_ _ e C_, respectiva-
mente)? Dizer, de uma coisa x, que é uma cabeca de cavalo é dizer que existe
um y tal que y é um cavalo e x é uma cabeca de y. Usando A_ para representar
«_ ¢ um animal», a conclusdo do argumento deixa-se entdo formalizar como
Vx (3y (Cy A Bxy) — Iy (Ay A Bxy)). A formalizacio da premissa é facil e escre-
vemo-la na primeira linha da prova:
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15y ¥x(Cx—=Ax) premissa

2 (2) 3y(CynBay) suposicao

3 (3) (Cbn Bab) suposi¢ao

3 4 Cb 3, Eliminagdo da A

3 (5 Bab 3, Eliminagdo da A

1 (6) (Cb— Ab) 1, Eliminagdo do V

1,3 (7) Ab 4,6, Eliminacio da —
1,3 (8) (AbA Bab) 5,7, Introdugdo da A
L3 (9) 3y (Ay A Bay) 8, Introdugio do 3

1,2 (10) 3y (Ay A Bay) 2,3,9, Eliminacao do 3

1 (11) 3y (Cy A Bay) — 3y (Ay A Bay)) 2,10, Introducido da —
1 (12) Vx(3y (Cy A Bxy) = 3y (Ay A Bxy)) 11, Introdugdo do V

Como se vé neste exemplo, cada uma das regras diz respeito ao modo como se
pode introduzir ou eliminar uma constante légica da linguagem (i.e., o modo como
se raciocina em direc¢do a, ou a partir de, uma conjungio, uma condicional, etc.).
O caminho seguido nesta prova faz um uso crucial de suposi¢des: na linha 2, supu-
semos que um certo objecto, arbitragiamente chamado ‘a’, é uma cabeca de cavalo;
e isso (aliado a informagdo da linha 1, de que todos os cavalos sdo animais) permi-
tiu-nos tirar a consequéncia, na linha 10, de que a ¢ uma cabeca de animal. Fica
assim provado que, se 2 ¢ uma cabega de cavalo, entdo a é uma cabega de animal
(e esta afirmacéo ja ndo depende daquela suposicio). Uma vez que 4 foi de facto
arbitrarjamente escolhido (nao usimos nenhuma informacio especifica acerca
dele), o que provamos para 4 vale também para qualquer outro objecto, e entio
conclui-se, na linha 12, que todas as cabegas de cavalo sdo cabecas de animal. Quod
erat demonstrandum.

5. Teoria da identidade

Alégica de predicados, tal como a descrevemos na sec¢do anterior, possui uma
capacidade expressiva muito grande e capta um conjunto muito abrangente de
verdades lgicas e de formas de inferéncia valida. No entanto, ela possui limitacoes
e, por isso, diversas extensoes dessa l6gica tém sido estudadas e propostas, de modo
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a supera-las. Consideraremos aqui a primeira e mais importante dessas extensoes,
que ¢é a logica de predicados com identidade (LPr=).

Como poderemos formalizar a frase «Narciso s6 gosta de si préprio»?¢ Se adop-
tarmos a letra «a» para representar o nome «Narciso» e a letra «G_ _» para repre-
sentar o predicado «_ gosta de _», podemos escrever Gaa para dizer que Narciso
gosta dele préprio. Mas como ¢ que podemos representar o «sé», ou seja, a ideia
de que ndo hd mais ninguém de quem ele goste? Para isso, precisamos do conceito
de identidade (também chamada identidade numérica), quer dizer, daquele conceito
que estd envolvido na afirmagio de que Manuel Tiago (o autor de Até Amanha,
Camaradas e de outros livros) ¢ Alvaro Cunhal. Quando dizemos isto, queremos
dizer que eles sao a mesma pessoa. Alegadamente, terd sido também este conceito
que Heraclito tinha em vista quando disse que nao podemos entrar duas vezes nas
aguas do mesmo rio: impressionado com o fenémeno da mudanca, considerava que
o rio em que entramos na primeira vez e o rio em que entramos na segunda vez ndo
s@o o mesmo. Voltemos a Narciso: ele ndo gosta dénenhuma outra pessoa, quer dizer,
de nenhuma pessoa que nio seja (numericamente) idéntica a Narciso. Ou, dito de
outro modo: todas as pessoas de quem Narciso gosta tém a particularidade de
serem idénticas a (i.e., de serem a mesma pessoa que) Narciso. Em simbolos:

(Gaa A Vx (Gax — x=a))

A identidade é um predicado de dois lugares. Se seguissemos a convengio
anterior, formalizariamos «Tiago ¢ Cunhal» como Iab, em que «I_ _» seria o pre-
dicado de identidade. Em vez disso, usamos o simbolo matematico =, que escreve-
mos no meio (e nio antes) dos dois nomes, assim: 2 = b. Analogamente, em vez de
formalizarmos «Tiago ndo é Camdes» como - Iac, preferimos fazé-lo com o simbolo
mais habitual, assim: 4 = ¢. Porém, mais importante do que estas convengdes gra-
maticais, o que torna a teoria da identidade uma extensao da légica de predicados
¢ a decisdo de adoptar = como um predicado légico (que ird receber um tratamento
analogo ao dos quantificadores e das conectivas proposicionais). O que justifica
esta decisdo € a convicgdo de que «Todas as coisas s3o idénticas a si mesmas» é uma
verdade ldgica e de que «Tiago ¢ comunista» ¢ uma consequéncia /dgica de «Tiago
¢ Cunhal e Cunhal é comunista»®.

O enriquecimento da linguagem da l6gica de predicados com o novo predicado
= obriga a que, na definicdo de verdade num modelo, seja também acrescentada

* Podemos comparar estes exemplos com os seguintes: «Nenhuma mulher solteira é casada» ¢ uma
verdade, de um certo tipo especial (alegadamente, uma verdade conceptual ou analitica), mas que ndo é
reconhecida como verdade ldgica; e «Beatriz é uma mulher» tem como consequéncia «Beatriz néo ¢ um
peixe», mas a consequéncia, neste caso, ndo ¢ reconhecida como consequéncia légica, que deva resultar das
regras de inferéncia ou dos principios seménticos de um sistema légico.
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uma cldusula especifica para as férmulas com a mesma forma que a = b. Isso é facil:
tais férmulas serdo verdadeiras num modelo M se os dois nomes que nelas ocorrem
tiverem em M a mesma referéncia, isto é, se a fungio valorativa lhes atribuir como
referéncia 0 mesmo objecto do dominio; de outro modo, serdo falsas. Isto é sufi-
ciente para que se possa provar, por exemplo, que Vx 3y x =y é uma férmula valida
de LPr=. Pois, se esta férmula nio fosse valida, haveria pelo menos um modelo no
qual ela seria falsa. Nesse modelo, haveria algum objecto, arbitrariamente nomeado
por «a», tal que Iy a = y seria falsa. Mas, para esta tltima férmula ser falsa, todas as
suas instincias no modelo teriam de ser falsas, incluindo a instincia 2 = 4, o que
nio ¢ possivel, dada a cldusula que acabamos de descrever para este género de
formulas.

Asregras de inferéncia relativas ao predicado de identidade dependem, como
é natural, do género de método légico que adoptarmos. No método das arvores,
por exemplo, precisamos de incluir duas novas regras. A primeira diz que devemos
fechar qualquer caminho no qual ocorra uma férmula com a mesma forma que
2 = a (ja que correspondera sempre a uma falsidade légica). E a segunda diz que
se, num caminho aberto, ocorrer uma afirmacao de identidade, por exemploa = b,
e também uma qualquer outra férmula em que ocorra um desses nomes, por exem-
plo Gaa, podemos acrescentar ao caminho uma nova férmula semelhante a esta
ultima, mas com o outro nome nos lugares (um ou mais) ocupados por este — por
exemplo, neste caso, podemos acrescentar Gbb ao caminho (mas também poderi-
amos escolher antes Gab ou Gba). Esta segunda regra pode ser vista como uma
aplicagdo de um principio fundamental, geralmente conhecido como Lei de
Leibniz ou Lei da Indiscernibiilidade dos Idénticos, que diz que, se uma coisa x e
uma coisa y forem a mesma coisa, entdo tudo o que for verdadeiro de x serd também
verdadeiro de y.

Usando o novo predicado de identidade, hd diversos géneros de frases da lin-
guagem natural que passamos a poder formalizar. Um exemplo um pouco mais
complexo do que aquele que analisimos antes ¢é o da frase «As pessoas que s6
gostam de si préprias sdo tristes». Ao dizer isto, estamos a atribuir tristeza a todas
as pessoas que tém uma certa propriedade complexa C, ou seja, estamos a dizer
algo com a forma geral Vx (Cx — Tx). A propriedade complexa C ¢ a propriedade
gue antes atribuimos a Narciso (a saber: gostar de si mesmo e de mais ninguém);
por isso, podemos substituir Cx por (Gxx A Yy (Gxy =y =x)), obtendo a seguinte
formalizacao:

Vx ((Gxx A Yy (Gxy = y=x)) = Tx)

Interessante também ¢é a capacidade que LPr= tem de representar afirmacdes
numéricas, como por exemplo «H4 pelo menos duas sereias». E o predicado de
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identidade que permite fazé-lo, pois as sereias serdo pelo menos duas se forem
diferentes uma da outra:

Jx Iy ((Sx A Sy) Ax=y)

Se quisermos dizer que ha pelo menos trés sereias, podemos fazé-lo assim (omi-
tindo alguns paréntesis, que s6 dificultariam a leitura):

JxIyAz(SxASyASzAx=yAy=zAax=2)

Agora, se negdssemos esta tltima férmula, estarfamos a dizer que ndo é ver-
dade que as sereias sejam trés ou mais, ou seja, que elas sdo no mdximo duas. Uma
maneira equivalente de o fazer é:

VxVyVz((SxASyaSz) =5 (z=xvz=Yy))

Por fim, se gerarmos a conjuncio da afirmagao de que hd pelo menos duas com
aafirmagio de que ndo hd mais do que duas, obteremos uma férmula que serd verda-
deira se e somente se existirem (exactamente) duas sereias. Este procedimento é
obviamente generalizavel, o que significa que, para todo o nimero natural n e para
toda a propriedade (simples ou complexa) P, podemos sempre representar na
linguagem de LPr= a afirmagdo de que hé n Ps. Deste modo, as afirmagdes da arit-
mética podem ser representadas nesta linguagem, sem que precisemos de intro-
duzir nomes para os nimeros.

Também as frases que, em vez de nomes como «Platdo», usam descrigdes defini-
das como «o fundador da Academia» sdo formalizdveis com os recursos da LPr=.
O método para formalizar estas frases foi proposto por Bertrand Russell, na sua
famosa Teoria das Descrigoes. Segundo este método, a frase «O fundador da Aca-
demia era aristocrata» pode ser parafraseada como «Existe pelo menos um x tal
que: (i) » fundou a Academia e (ii) mais ninguém fundou a Academia e (iii) x era
aristocrata». Como sabemos agora, dizer que ninguém mais além de x fundou a
Academia é o mesmo que dizer que, para todo o y, se y fundou a Academia, entdo
y éidéntico a x. Portanto, aceitando a paréfrase, a frase pode ser formalizada como:

dx (Fxa A Yy (Fya — y =x) A Ax)

Uma vantagem deste método de formalizacdo ¢, segundo Russell, que ele per-
mite distinguir trés maneiras que uma frase com a forma «o F ¢ G» tem de poder
ser falsa. Efectivamente, ela pode ser falsa: (i) porque ndo hé Fs, ou (ii) porque hé
mais do que um F, ou (iii) porque, apesar de haver um tnico F, ele ndo é G. Russell
defendeu que a frase «O actual rei de Franga ¢ calvo» ¢ falsa da maneira (i) e ndo
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pela razao de ndo se encontrar nenhum rei de Franga no conjunto das pessoas
calvas - o que seria problematico, visto que também nio se encontra nenhum no
conjunto das pessoas nao-calvas®.

6. Correccdo e completude

A légica de predicados com identidade possui uma semantica bem definida,
dada em termos de modelos. Essa seméntica diz-nos, para cada férmula da lingua-
gem formal, quais sdo exactamente as condi¢oes a que um modelo tem de obede-
cer para que a férmula seja verdadeira nesse modelo. Além disso, ela determina
como férmulas validas (correspondentes a verdades l6gicas) aquelas que sio ver-
dadeiras em todos os modelos; e, por fim, diz-nos que uma férmula ¢ é uma con-
sequéncia semantica de um conjunto de férmulas I se e somente se @ for verda-
deira em todos os modelos nos quais as formulas do conjunto I' sejam todas
verdadeiras.

Existem, para esta légica, diversos sistemas dedutivos. Exemplificimos os dois
que sao actualmente mais usados: o método das arvores e a dedugio natural. Estes
métodos dao-nos um conjunto de regras de inferéncia muito bem definidas, por
cuja aplicagdo podemos derivar certas férmulas a partir de férmulas dadas. Esta
derivagdo de férmulas obedecendo a regras ¢ entendida como um processo de
demonstragdo: cada férmula que conseguimos derivar é vista como uma férmula
que demonstramos. Mas estara correcta esta perspectiva? Desejavelmente, a nogao
de demonstragao deverd estar ligada a nogao de verdade, pois demonstrar alguma
coisa é provar que o que ela diz ¢ verdade. Mas esta maneira de falar s6 ter4 justi-
ficacdo se as regras de inferéncia que seguimos forem realmente fiaveis, isto é, se
pudermos estar seguros de que, seguindo tais regras, tudo o que demonstrarmos
serd verdade e todas as verdades poderao ser demonstradas. Colocar esta questdo
a respeito de um sistema dedutivo equivale a perguntar se o sistema é correcto’ e
completo.

As regras de inferéncia que compdem um sistema dedutivo podem ser vistas
como fornecendo, no seu conjunto, uma defini¢do de demonstrabilidade: uma
formula @ serd demonstrdvel a partir de um conjunto de férmulas I se e somente se
@ puder ser derivada pelas regras do sistema a partir das férmulas do conjunto I.
Tal como adoptdmos antes o simbolo & (e a sua negacdo ) para representar a

¢ Esta opinido de Russell é controversa. Outros autores consideram que, uma vez que nio existe actu-
almente nenhum rei de Franga, aquela frase nao fala acerca de nada e, por isso, quem a proferir nem dir4
algo que seja verdadeiro nem dird algo que seja falso.

7 «Correcto» e «correcgao» tém sido adoptados como tradugdes portuguesas habituais dos termos
ingleses «sound» e «soundness».
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relagdo de consequéncia semantica, podemos agora adoptar o simbolo + (e a sua
negagio i) para representar a nogao de demonstrabilidade. Como forma de res-
ponder a questdo levantada no pardgrafo anterior, o melhor que os 16gicos podem
fazer, usando os métodos formais ao seu dispor, ¢ comparar as duas nogoes — a
nog¢do de consequéncia semantica e a nocao de demonstrabilidade. Apesar de
terem defini¢coes bem distintas (a primeira em termos de modelos e a segunda em
termos de regras de inferéncia), serd que estas duas nogdes coincidem quanto a
sua extensdo? Esta comparagio faz-se usando os dois conceitos seguintes:

Correcgdo: Um sistema dedutivo S é correcto (relativamente a uma semén-
tica dada) se e somente se, para toda a férmula ¢ e todo o conjunto de férmu-
lasT,se ' @ entdo I' = ¢. (O sistema nao permite provar férmulas «erradas»,
i.e. férmulas que nio sejam consequéncias semanticas de I'.)

Completude: Um sistema dedutivo § é completo (relativamente a uma
semantica dada) se e somente se, para toda a férmula ¢ e todo o conjunto de
formulas T, se T = @ entdo I' - @. (O sistema permite provar todas as férmu-
las «certas», i.e. que sejam consequéncias seménticas de I'.)

O método das arvores e o método da dedugdo natural (assim como outros
métodos, hoje menos usados, como o célculo axiomatico ou o célculo de sequentes)
que costumam ser apresentados para a légica de predicados (com ou sem identi-
dade) constituem sistemas dedutivos correctos e completos. A nogdo de demons-
trabilidade que eles implicitamente definem coincide exactamente com a relago
de consequéncia semantica. Este facto, além de nos assegurar que estamos a tra-
balhar com um método légico fidvel, pode ser usado de modo ttil, por exemplo,
permitindo-nos provar que uma férmula ¢ ndo ¢ demonstrdvel a partir de um con-
junto I através da constru¢do de um contra-exemplo, quer dizer, de um modelo
no qual todas as férmulas de I" s3o verdadeiras mas ¢ ¢ falsa. Pois, se existe um tal
contra-exemplo e se o sistema dedutivo é correcto, entdo nio haverd nenhuma
demonstracio de @ a partir de I'. Por outro lado, também podemos mostrar que
uma férmula ndo é falsa em nenhum modelo e, depois, mencionar a completude
como prova de que 1\ é demonstravel a partir de qualquer conjunto de premissas.

Este ultimo exemplo torna saliente que, nas anteriores defini¢oes de correcgdo
e de completude, nada foi dito a respeito do tamanho do conjunto I" de premissas.
Esse conjunto pode ser finito, infinito ou mesmo vazio. Quando I é vazio, escre-
vemos simplesmente = ¢ para dizer que @ ¢ uma férmula valida, ou seja, que é
verdadeira em todos os modelos. Analogamente, ento, escrevemos ¢ para dizer
que @ é um teorema, quer dizer, uma férmula para a qual existe uma demonstragao
que ndo requer nenhuma premissa (o que ¢ equivalente a dizer que ¢ ¢ demons-
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travel a partir de qualquer conjunto de premissas). Neste caso particular em que
I é o conjunto vazio, a correcgao diz-nos que todos os teoremas sdo férmulas vali-
das e a completude diz-nos que todas as férmulas validas sdo teoremas.

7. Logica modal proposicional

A légica modal ¢ a légica do possivel e do necessario. Aqui iremos considerar
apenas a parte proposicional dessa 16gica (LMP), o que significa que regressaremos
a linguagem da légica proposicional cldssica — com as suas letras esquematicas de
frase, cinco conectivas e paréntesis — e a enriqueceremos com dois operadores
modais: a caixa, isto &, o simbolo [, para representar o advérbio «necessariamente»
ou a expressdo «& necessario que»; e o diamante, isto é, o simbolo ¢, para repre-
sentar «possivelmente» ou «¢ possivel que». Do ponto de vista gramatical, estes
operadores funcionam do mesmo modo que a negacio: prefixam-se a uma frase
para gerar uma nova frase. Quanto ao seu significado, podemos comegar por con-
trasti-lo da seguinte maneira: dada uma afirmacio X, (i) - X serd verdadeira se e
somente se X néo for verdadeira, (ii) © X serd verdadeira se e somente se houver
alguma possibilidade de X ser verdadeira e (iii) 0X serd verdadeira se e somente
se X for uma verdade necessaria.

Na realidade, tal como antes no caso dos quantificadores, também aqui pode-
riamos adoptar apenas um operador modal e definir o outro com o auxilio da nega-
c3o. Pois dizer que uma coisa é necessariamente de um certo modo ¢ o mesmo que
dizer que ndo ¢é possivel que ela ndo seja desse modo (ou seja, OX tem a mesma
forca que - ¢ =X); e, em sentido inverso, dizer que uma coisa poderia ser de um
certo modo equivale a dizer que nio é necessério que ela nio seja desse modo (ou
seja, © X diz 0o mesmo que —~O-X). Por comodidade, e para facilitar a leitura das
formulas, usaremos os dois operadores modais.

Dispondo destes novos simbolos, ha diversas frases que passamos a poder for-
malizar, tendo em conta que a linguagem natural, com a sua criatividade caracte-
ristica, tem muitas maneiras de expressar as no¢des modais. Eis alguns exemplos:
«Platdo poderia ser um politico famoso», «As contradi¢des ndo podem ser verda-
deiras», «Necessariamente, se eu penso, entio existo», «O mundo tem de ter um
comeco no tempo», «O céu é azul, mas poderia ser verde ou laranja», «Necessaria-
mente, amanha haver4 ou nio haverd uma batalha naval». De especial interesse,
para a l6gica modal, sdo as frases nas quais os operadores modais sao multiplos e
interagem uns com os outros, como por exemplo nestes casos:

la. Se é necessério que Deus exista, entdo ¢ possivel que seja necessario que
Deus exista.

1b. (Op— <0Op)
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2a. Necessariamente, se Deus existe, entdo ¢ possivel que seja necessario que
Deus exista.

2b. O(p — ©0Op)

3a. E possivel que o universo tenha de ter um fim, mas nio ¢ possivel que isso
seja impossivel.

3b. (¢Op A =0=0p)

4a. Necessariamente, se posso ser poeta, entao posso necessariamente ser
poeta.
4b. O(op—0O0p)

Os operadores modais ndo sdo verofuncionais e isso dificulta a tarefa de cons-
truir uma semantica para a légica modal. Enquanto na légica proposicional classica
pudemos usar tabelas de verdade para explicar o modo como funcionam semanti-
camente as conectivas, j4 ndo podemos fazer o mesmo quando acrescentamos cai-
xas e diamantes a linguagem formal. Ao contrério do que acontece com a negagao
€ com as outras conectivas, aqui, o valor de verdade de uma frase X ndo determina
de modo tnico o valor de verdade dos compostos 00X e ¢X. Duas frases Xe Y
podem ser ambas verdadeiras e, no entanto, 0X e OY podem ter valores diferentes:
por exemplo, isso passa-se com X = «O céu é azul» e Y = «Se o céu € azul, entdo o
céu ¢ azul». E também existe a possibilidade de duas frases X e Y serem ambas
falsas, a0 mesmo tempo que ¢ X e ©Y tém valores diferentes: é o que acontece,
por exemplo, com X = «Cunhal nio é comunista» e Y = «Cunhal ndo ¢ Cunhal>.
De facto, ha verdades que s3o0 necessarias € outras que nao o 530, € 0 MESMO se
aplica as falsidades.

Para ultrapassar este obstaculo, os légicos contemporaneos (merecendo aqui
especial destaque o trabalho de Saul Kripke no inicio dos anos 1960s) recuperaram
anogio leibniziana de uma pluralidade de mundos possiveis e procuraram enten-
der as verdades necessérias como verdades que o s3o, nio apenas neste mundo em
que efectivamente vivemos, mas em todos os mundos possiveis. A nogao intuitiva de
mundo possivel parece simples de compreender: quando imaginamos que uma
certa coisa poderia ser diferente do que é, o que estamos a imaginar é um mundo
possivel no qual essa coisa ¢ diferente (e tudo o resto permanece igual). Quando
digo que eu poderia ter nascido na India, isso pode ser interpretado como que-
rendo dizer que hd um mundo possivel no qual eu, em vez de nascer em Portugal,
nasci na India. Analogamente, quando digo que eu nio poderia ser um peixe, isso
deixa-se interpretar como significando que ndo hd nenhum mundo possivel no
qual eu seja um peixe. Os mundos possiveis sdo assim uma espécie de cendrios
alternativos e completos (uma vez que tudo neles se encontraria especificado).
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Obviamente, o mundo em que efectivamente estamos — que os 16gicos se habitu-
aram a chamar «o mundo actual» - ¢ um dos mundos possiveis.

E claro, no entanto, que estas explicages da nogio de mundo possivel sio
insuficientes. Se quisermos levar os mundos possiveis a sério (como muitos fildso-
fos contemporéneos fazem), teremos de perguntar o que ¢ que eles realmente sio.
Tém sido propostas diferentes concepgoes a esse respeito. Alguns consideram que
os mundos possiveis sdo exactamente como o mundo actual: compostos de objec-
tos fisicos, situados no espago e no tempo (ou com objectos fora do tempo, se tal
for possivel), mas um espago e um tempo que nio é o deste mundo. Outros consi-
deram antes que os mundos possiveis sdo entidades abstractas, como conjuntos de
proposicdes ou, entdo, modos diferentes de dispor e combinar as coisas deste
mundo. Outros ainda defendem, mais simplesmente, que, tal como as fadas, os
mundos possiveis sdo coisas que nio existem, mas a respeito das quais podemos
fazer afirmacdes verdadeiras. A controvérsia acerca deste assunto é bastante acesa,
mas o desenvolvimento da légica modal nio é afectado por ela, na medida em que,
qualquer que venha a ser a resposta que pareca mais adequada, ela serve para a
légica. Quer dizer, para o trabalho que a 16gica modal faz com eles, os mundos
possiveis podem ser objectos de qualquer tipo: é preciso apenas que nunca haja
falta deles e que, a respeito de cada mundo p, possamos dizer coisas como
«a férmula @ é verdadeira (ou falsa) em p».

Tal como acontecia na l6gica de predicados, a semantica da légica modal pro-
posicional (LMP) é dada em termos de modelos. Para os diferenciar, podemos
chamar-lhes modelos, , , sempre que o contexto nio torne isso suficientemente
claro. Um modelo, ,, ¢ composto por: (i) um conjunto M de mundos possiveis;
ii) uma relacdo bindria  chamada relacio de acessibilidade — definida sobre esse
conjunto M; e (iii) uma fungio que atribui um dos dois valores de verdade a cada
letra esquemitica de frase em cada mundo pertencente a M. A relacio de acessi-
bilidade ¢ um instrumento necessario para dar representagao formal a nogio de
possibilidade relativa. De facto, quando pensamos e falamos acerca do possivel e
do necessario, muitas vezes relativizamos as nossas afirmagdes modais a certas
situages de referéncia. Por exemplo, a respeito de uma mulher que esté casada,
podemos dizer que ela pode divorciar-se; mas, se tomarmos como referéncia uma
outra situagdo em que ela ¢é solteira, o que na situagdo anterior era possivel agora
ja ndo é. Outro exemplo: relativamente ao mundo actual, nio é possivel que eu v4
amanha assistir a um espectaculo na Opera do Tejo; mas, relativamente a um
mundo possivel no qual o terramoto de Lisboa de 1755 ndo aconteceu e aquele
edificio foi preservado, tal seria possivel. Neste caso, estamos a considerar trés
mundos possiveis — 0 mundo actual (), o mundo em que a Opera do Tejo foi
preservada (1) e o mundo em que vou amanha assistir a um espectdculo na Opera
do Tejo (u,) —, e podemos apreciar que o que se passa em W, é possivel relativa-
mente 3 situagao existente em , (dizemos entdo que p, € acessivel a partir de w,
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ou que W, vé w,), mas nio ¢ possivel relativamente a situagdo actual (ie., u,
nao veé w,).

Dado um modelo d, com o seu conjunto de mundos, a sua relagao de acessibi-
lidade entre mundos e a sua valoragio das letras esquematicas da linguagem em
cada mundo, podemos definir, para todas as férmulas de LMP, em que condi¢oes
¢ que elas sdo verdadeiras em cada um dos mundos de d. As férmulas simples,
constituidas apenas por uma letra, recebem em cada mundo o valor de verdade
que a fungdo do modelo lhes atribui. As negagdes, conjuncdes, disjungoes, condi-
cionais e bicondicionais - ou seja, os compostos verofuncionais — recebem em cada
mundo o valor que as respectivas tabelas de verdade determinam. Por exemplo, a
conjungdo (p A q) seréd verdadeira num mundo p se e somente se p for verdadeira
em e g for verdadeira em p. Isto significa que o valor destes compostos verofun-
cionais em cada mundo ndo depende em nada do valor que os seus componentes
imediatos tenham noutros mundos. O mesmo ja ndo acontece com as férmulas
modalizadas, pois uma férmula O serd verdadeira num mundo p se e somente se
@ for verdadeira em todos os mundos vistos por u; e ¢ @ serd verdadeira num
mundo w se e somente se @ for verdadeira pelo menos num mundo visto por W.

Com base nestas defini¢oes de modelo, , e de verdade num mundo, podemos
finalmente definir as no¢des de férmula vélida e de consequéncia semantica. Uma
formula @ sera valida (em simbolos: = @) se e somente se @ for verdadeira em todos
os mundos de todos os modelos. E uma férmula ¢ serd uma consequéncia seméan-
tica de um conjunto de férmulas I' (em simbolos: I' = @) se e somente se ¢ for
verdadeira em todos os mundos de cada modelo nos quais as férmulas pertencen-
tes a I sejam todas verdadeiras.

A l6gica modal proposicional é uma extensao da légica proposicional classica
e, por isso, todas as férmulas validas desta sdo também validas naquela. A questao
de saber quais s3o as novas validades trazidas pela 16gica modal levanta um pro-
blema filoséfico importante, pois ndo existe consenso suficiente a respeito de quais
s30, no dominio das modalidades, as verdades l6gicas que deveriamos reconhecer
como tais. Por exemplo, serd (Op — OOp) uma verdade légica? Serd O<¢p uma
consequéncia logica de ¢ Op? Talvez sejam. Depende. O modo como os 1égicos
contemporaneos (desde os tempos de C. I. Lewis) tém lidado com este problema
é desenvolvendo, ndo um, mas vérios sistemas de légica modal - estudando bem
as propriedades de cada um deles e procurando relacionar depois, de algum modo,
esta multiplicidade de 16gicas modais com a reconhecida multiplicidade de con-
ceitos diferentes de necessidade e possibilidade que usamos em édreas de estudo
distintas.

Pela defini¢ao dada, uma férmula de LMP ser4 valida se for verdadeira em
todos os mundos de todos os modelos. E entdo ébvio que a extensio do conceito
de férmula vilida depender4 do conjunto dos modelos disponiveis. Uma férmula
que é valida relativamente a um certo conjunto de modelos poderd ndo o ser rela-
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tivamente a um conjunto maior, onde podem surgir mundos, antes nao incluidos,
nos quais a férmula seja falsa. A maneira apropriada de fazer variar o conjunto de
modelos ¢ impondo condigoes diferentes a relagdo de acessibilidade entre mundos
que faz parte de cada modelo. Explicaimos o significado que atribuimos a esta rela-
¢do bindria, mas nao dissemos mais nada a seu respeito. Serda uma rela¢io simétrica,
segundo a qual sempre que um mundo p, é possivel relativamente aum mundo w,
u, também ¢ possivel relativamente a w, (4, € u, véem-se um ao outro)? Serd uma
relacdo transitiva? Que outras propriedades tera? Convém revermos aqui algumas
das propriedades mais frequentes das relagées bindrias. Uma relagdo bindria R
definida sobre um conjunto A pode ser:

* serial (em A) se e somente se para todo o x € A, existe algum y € A tal que
Ry

* reflexiva (em A) se e somente se para todo o x € A, Rxx

* simétrica se e somente se para todo o x e todo 0 y, se Rxy entdo Ryx

* transitiva se e somente se para todo o x, y € z, se Rxy e Ryz entao Rxz

* total (em A) se e somente se paratodooxeyE A, Rxy

Os diversos sistemas de l6gica modal diferem entre si precisamente pelas con-
dicoes diferentes que impdem a relagdo de acessibilidade entre mundos. Os siste-
mas mais conhecidos e mais usados sdo os seguintes:

Sistema Arelagio de acessibilidade tem de ser

K : nenhuma condicao

D serial (em M)

T reflexiva (em M)

B reflexiva (em M) e simétrica

S4 reflexiva (em M) e transitiva

S5 reflexiva (em M), simétrica e transitiva

A légica K ¢ uma légica muito fraca, com poucas férmulas validas (porque
¢ aquela cujo conjunto de modelos ¢ maior, ja que niao impoe nenhuma condicio
arelagdo R). Apesar disso, todas as férmulas que resultem da necessitagio de (ou
prefixagdo do operador O a) validades da l6gica proposicional clissica sao validas
em K. Por exemplo: O(p v =p), O(p —p), O — (¢ —p)), O((p A 9) = p), etc.,
sio férmulas validas nesta 16gica. Além disso, segundo K, se uma condicional e o
seu antecedente sio ambos necessérios, entdo o seu consequente também serd
necessario; quer dizer, a logica K autoriza a distribui¢do do operador de necessi-
dade sobre a condicional, como ocorre na seguinte validade: O(p — ¢q) — (Op —
— [O¢). Outras validades em K sio, por exemplo, O(p A ¢) <> (Op A Og) €
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(Opv Oq)—O(p v q). Mas,em K, de uma férmula ser necessariamente verdadeira,
ndo se segue que ela seja verdadeira, nem sequer que isso seja possivel. Apesar da
sua fraqueza, K é a base sobre a qual se constroem as outras 16gicas (listadas acima).
Como todos os modelos de qualquer das outras légicas sao modelos de K, as fér-
mulas validas em K s3o também vélidas em todas as outras l6gicas. As outras 16gi-
cas sdo extensoes de K, que lhe acrescentam novas validades.

Naldgica D, a acessibilidade ¢é serial, o que significa que todos os mundos véem
algum mundo. A serialidade de R juntamente com as condigoes de verdade de O
garantem que, sempre que uma férmula O é verdadeira num mundo p, hd algum
mundo que u vé e ¢ é verdadeira nesse mundo. Ora, se @ ¢é verdadeira nalgum
mundo visto por p, entdo <@ é verdadeira em . Portanto, ao contririo do que
acontecia em K, em D a necessidade implica possibilidade (a férmula Op — ©pé
valida em D).

Na légica T, a acessibilidade ¢ reflexiva, o que significa que todos os mundos
se véem a si proprios. Repare-se que a reflexividade implica serialidade e, por isso,
Op — ©ptambém é valida em T. Mas T ¢ ainda mais forte do que D e, em T, temos
pela primeira vez um conceito de necessidade «alética», quer dizer, um conceito
que obedece ao principio de que a necessidade implica verdade: se O é verdadeira
num mundo w, entdo @ também é verdadeira em p (uma vez que  se vé a si pro-
prio).

Haé alguma necessidade que nio seja alética? Sim, a chamada necessidade
moral, que se expressa em afirmacdes do género de «As promessas tém de ser
cumpridas». Pois ¢ sabido que as pessoas nem sempre fazem o que devem. O sis-
tema D, com o seu principio caracteristico Op — <¢p (o qual pode ser interpretado
como expressio do principio kantiano de que «o dever implica poder»), tem sido
visto por muitos autores como podendo ser adoptado como sistema de «l6gica
deontica». Nesta légica, o possivel ¢ aquilo que ¢ moralmente aceitavel ou permis-
sivel, enquanto o necessario ¢ o obrigatdrio, aquilo que ¢ exigido pelos principios
morais.

J4 a necessidade epistémica é claramente alética, ou seja, verifica o principio
Op — p da légica T. Na chamada «ldgica epistémica», o operador de necessidade
é interpretado como sinénimo de «E sabido que» e considera-se que o possivel é
aquilo que ¢é consistente com o que se sabe. Sera a légica do conhecimento uma
légica mais forte do que T? Os epistemélogos discutem a correcgdo do chamado
«principio da introspecgdo», que afirma que se sabemos que p, entao sabemos que
sabemos que p. Se a 16gica epistémica tiver de validar este principio, talvez seja
melhor procuri-la em S4, onde Op — OOp é uma férmula vilida.

Os sistemas B e S4 sdo ambos extensdes de T, mas nenhum é mais forte do que
o outro. Todas as férmulas validas em T sdo vilidas em B e em S4, mas ha férmulas
que sio validas em B e ndo em S4 e ha férmulas que sdo validas em S4 mas ndo em
B. Com estes dois sistemas, comegamos finalmente a dizer coisas interessantes a
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respeito das modalidades iteradas. Em S4, onde a acessibilidade ¢ reflexiva e tran-
sitiva, as verdades necessarias s3o necessariamente necessarias, o que por sua vez
também implica que, se um estado de coisas é possivelmente possivel, entdo ele é
possivel (¢ ©p — ©p é vilida em S4). Em B, por seu lado, onde a acessibilidade ¢
reflexiva e simétrica, aceita-se que aquilo que é verdadeiro é necessariamente pos-
sivel: p =00 p e ©Op — p sdo ambas vilidas em B.

S5 ¢ o sistema mais forte, com o conjunto maior de férmulas validas (e que
inclui todas as validades dos outros sistemas). Nos modelos de S5, os mundos véem-
-se todos uns aos outros (o efeito é o mesmo que obteriamos se exigissemos que a
acessibilidade fosse uma relagao total). Por isso, nas condigoes de verdade de O,
a referéncia a acessibilidade entre mundos ¢ inttil; poderiamos dizer apenas: O¢
¢ verdadeira num mundo p se e somente se @ é verdadeira em todos os mundos
(pois os mundos vistos por p sdo todos os mundos). Em S5 aceita-se como vélido
que, se uma verdade pode ser necessaria, entdo ela ¢ necessaria (0 Op — Op); e
também que, se algo ¢ possivel, entdo é necessariamente possivel (Op — O<Op).

Além da necessidade moral e da necessidade epistémica, que ja menciondmos,
é habitual distinguirem-se ainda os conceitos de necessidade (e possibilidade)
fisica, metafisica e 16gica. Fisicamente necessério ¢ aquilo que é determinado pelas
leis da natureza. E nesse sentido que podemos afirmar, por exemplo, que nio é
possivel viajar mais rapido do que a luz. Mas o raciocinio metafisico considera
muitas vezes possibilidades que implicam que as leis da natureza fossem diferentes
do que sdo. Neste sentido, j4 poderiamos entdo afirmar que seria possivel viajar
mais ripido do que a luz. E isto é também algo que é logicamente possivel. E dis-
cutivel qual seja a melhor caracterizagdo da necessidade metafisica e da necessi-
dade 16gica, mas muitos autores propdem as seguintes: metafisicamente necessario
é aquilo que ¢ exigido ou determinado pela esséncia das coisas, e logicamente
necessério ¢ aquilo que ¢ verdadeiro unicamente em virtude do significado das
expressoes usadas. Igualmente controversa é a questdo de saber qual seria o sistema
de 16gica mais adequado para representar estes diferentes conceitos de necessi-
dade. Muitos filésofos tém defendido que o sistema S5 é especialmente adequado
para lidar quer com a necessidade l6gica quer com a necessidade metafisica. Mas
também hd quem discorde disso, argumentando por exemplo que a acessibilidade
metafisica ndo ¢ transitiva.

O método légico mais facil de usar para estes sistemas modais é o método das
arvores. As arvores para o sistema S5 s3o as mais simples de todas (porque, como
apontimos antes, nas condi¢oes de verdade de Og e ¢ @, a referéncia a relagdo de
acessibilidade pode ser eliminada). Quando se escreve uma férmula num né de
uma 4rvore, fazemo-la agora acompanhar por um niimero natural - como, por
exemplo: O(p — ¢), 3 — querendo com isto dizer que O(p —> ¢) ¢ verdadeira no
mundo p,. Se queremos testar a validade dedutiva (em S5) de um argumento,
comegamos a drvore com a suposicao de que cada uma das premissas e a negagao
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da conclusio sdo verdadeiras em .. (Se o que queremos ¢ testar se uma férmula
¢ valida em S5, comegamos por supor que a sua negagao ¢ verdadeira em u.) As
regras para as conectivas verofuncionais sao as mesmas que em LPC, acrescen-
tando-se agora apenas o nimero do mundo possivel considerado. Para os opera-
dores modais, existem quatro novas regras:

* regradapossibilidade negada: se -~ © @, i ocorre num né de um caminho, acres-
centa-se ao caminho um n6 com O-g, i (e marca-se o nd inicial com v).

* regra da necessidade negada: se —~ O, i ocorre num né de um caminho, acres-
centa-se ao caminho um né com ¢ —@, i (e marca-se o nd inicial com v');

* regrada possibilidade afirmada: se ¢ @, i ocorre num né de um caminho, acres-
centa-se a0 caminho um né com @, j, sendo j um ndmero novo, que ainda
ndo ocorra no caminho (e marca-se o no inicial com v');

* regra da necessidade afirmada: se O, i ocorre num né de um caminho, acres-
centa-se ao caminho ndés com @, j, para cada niimero j que ja ocorra ou que
surja entretanto no caminho (nio se marca o né inicial com v/, porque
podem surgir ainda novos nimeros e termos de continuar a aplicar a regra).

Os caminhos da arvore fecham quando neles se obtém contradigdes, isto &,
quando, para alguma férmula @ e algum nimero i, ¢, i € =, i ocorrem ambos no
mesmo caminho. Se todos os caminhos de uma 4arvore fecharem, a inferéncia ¢
dedutivamente vélida (a conclusdo é demonstrével em S5 a partir das premissas)
ou, se a lista inicial tiver apenas uma férmula negada —¢, a férmula ¢ é um teorema
de S5. Se houver pelo menos um caminho da 4rvore que ndo fecha, a inferéncia
nao é valida em S5 ou ¢ ndo é um teorema de S5 (e, por isso, também ndo serd uma
inferéncia vilida ou um teorema de nenhuma das outras logicas modais mais
fracas).

Exemplificaremos agora o uso deste método construindo uma arvore para pro-
var que, em S5, (Op A Og) - < (p A Og):

(opaOg),0v

@ premissa

-o(padg),0v
@) negacao da conclusdo
op, 0V
3) regra da A aplicada a (1)
g, 0

4) regra da A aplicada a (1)

O-(p A Og),0

(5) regra da — ¢ aplicada a (2)
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p,1
(6) regra da ¢ aplicada a (3)
7,0
@) regra da O aplicada a (4)
q,1
(8) regra da O aplicada a (4)
~(pA 09,0V
9) regra da O aplicada a (5)
~(pA0Og),1v
(10) regra da O aplicada a (5)
"4 ¥
-p,0 -=0¢,0v
(11) regrada - aplicada a (9)
'3 N ©=g,0v regrada -0
=p, 1 -~0g,1 regrada aplicadaa (11-2)
(12) x - A aplicada a
(10). Contradicao
entre (6) e (12-1)
O=g, 1V -2 regra da regrada ¢
(13) —~Oaplicadaa aplicada a (12-3)
(12-2)
-q,2 g,2 regra da © regrada O
(14) x aplicada a (13-2) aplicada a (4)
- Contradi¢io
com (13-3)
q,2 regra da O
(15) X aplicada a (4).
Contradigio com
(14-2)

Observe-se que as féormulas em (4) e (5), quando lhes ¢ aplicada a regra da
necessidade afirmada, ndo sdo marcadas com o sinal v e ficam disponiveis para
movas aplicagdes da regra, motivadas pelo aparecimento de novos numeros no
caminho. Em (11), quando ¢ aplicada a regra da conjungio negada a (9), a arvore
bifurca. Desenvolvemos primeiro o caminho da direita. Em (13-3) aparece um novo
aumero (por obra da regra da ©) e isso conduz a uma nova aplicagio da regra da
0 a (4), gerando assim a contradi¢do e o encerramento do caminho da direita.
Voltamos a (11), ao lado esquerdo. De novo, aplicando a regra da conjungio negada
2(10), o caminho divide-se em dois (12-1 e 12-2). Mas o caminho da esquerda fecha
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logo, por contradi¢do com (6). Resta desenvolver o caminho do centro. Também
aqui, novamente, aparece um nimero novo em (14-2) por obra da regrada ¢ e
isso conduz a uma nova aplicag¢io da regra da O a (4), gerando a contradigdo. Todos
os caminhos fecham e, por isso, a inferéncia ¢é valida em SS. Significa isso que
©(p A Og) é uma consequéncia semantica (em S5) de (¢p A 0g)? Sim, porque
este conjunto de regras ¢ correcto e completo relativamente 4 seméntica de S5.
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