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Preambulo — Um caso sobre horizontes
temporais

O caso pratico que se segue pretende ilustrar as possiveis consequéncias, ao
nivel de um horizonte temporal alargado (por exemplo, o longo prazo), de um compor-
tamento tipico de curto prazo. Assim, mostrar-se-a que a repeticdo de comportamentos
de curto prazo, ainda que maximizadores da utilidade nesse horizonte temporal, ndo
corresponde (regra geral) ao comportamento dptimo, ou seja maximizador da utilidade,
para um horizonte temporal que vé para além do curto prazo.!

Assuma-se que o governo considera importantes a evolucdo da inflacdo (7) e do
desemprego (u) de tal forma que a sua ‘desutilidade’, num dado momento ¢, é uma
funcdo dos desvios entre os valores efectivos (7, u:) € os valores desejados (7, ) tal
como se indica a seguir:

O, = (ﬁ (m — 7)% + (ug —a)Q), (1.1)

DN | =

onde 3 é uma constante positiva.?

Quanto a estrutura da economia, considere-se uma ‘curva de Phillips’ simplifi-
cada, em que a inflacdo corrente/actual, 7, depende linearmente do desemprego cor-
rente/actual, u,;, e da inflagcdo esperada, 7§, sendo esta, de acordo com a hipdtese das
expectativas adaptativas, uma proporc¢ao a da inflacio do momento anterior, ou seja:

m=am_1 —buy, b>0,0<a<l. (1.2)

Note-se, desde ja, um aspecto crucial para as conclusoes que se irdo obter, resul-
tante da curva de Phillips, (1.2). Conforme a expressdo claramente mostra, existe uma
ligacdo entre o (momento) passado e o (momento) presente, a qual deriva do facto de
se admitir que a taxa de inflacdo esperada para o momento presente, sendo esta uma
proporcao da taxa de inflacio do momento anterior, influencia o valor registado, neste

momento, pela taxa de inflacdo. Assim, aquilo que acontece no momento ¢ — 1, ao nivel

1Embora os exemplos mais flagrantes deste tipo de comportamento se encontrem na realidade quotidiana,
iremos considerar um modelo econémico para ilustrar este caso.

2Para simplificar assuma-se que os valores desejados para ambas as variaveis sio zero, i.e. & = @ = 0.
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da taxa de inflacdo, reflectindo o nivel de taxa de desemprego nesse mesmo momento,
¢ relevante para aquilo que acontece no momento ¢. Em termos simples, ¢ esta ligacéo
entre os momentos temporais que explica a conclusdo a que iremos chegar.

Dito isto, nestas circunstancias, qual devera ser a decisdo, neste caso a politica
econdmica, Optima a fixar por um governo cujo horizonte temporal corresponda a um
Unico periodo? Por outras palavras, qual deverd ser o comportamento 6ptimo de um

governo que considere importante somente o momento presente?

Admita-se, entdo, sem perda de generalidade, que ¢ = 1 e que o governo realiza a
tarefa da politica econémica através da manipulacdo da taxa de desemprego. Assim, da
optimizacdo de

0, = (ﬁﬂ'f + u%)

N =

sujeita a restricao

w1 = amy — buy,

resulta a politica éptima:

_ pab
= 1.3
(75} /Bb2 + 17T07 ( )
a qual conduz ao nivel de inflacdo
a
7= ——— 7. 1.4
™ 802 + 17T0 (1.4)

Considere-se agora o0 momento seguinte, ¢ = 2. Qual a politica e o resultado opti-
mos para o mesmo género de governo? Obviamente, os mesmos poderao ser encontrados
‘actualizando’ as expressoes (1.3) e (1.4), ou seja

. Bab
= 1.
Uz 6b2+1ﬂ-17 ( 5)
e
a
ffg = =, 1.
T2 BbQ—l—lm (1.6)

Claramente, em qualquer outro momento (posterior), o governo actuara de acordo
com a mesma ‘regra’ éptima:

5 Bab
Ut = —7 - Tt—
t ﬂbQ + 1 t—1,
dai resultando
~ a
T = mﬂ'tfl.

A nossa conjectura é a de que tal ndo corresponde a um comportamento éptimo

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica
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para um horizonte temporal que comporte mais do que um periodo.? Para a sua confir-
macao (ou nio) basta ‘extrapolar’ a andlise do caso mais simples em que se consideram
apenas dois periodos. Assim, pretende-se verificar a veracidade da seguinte afirmacéo:

A repeticdo dos comportamentos éptimos em ¢t = 1 e £ = 2 nao é o comporta-

mento Optimodet =1 atét = 2.

Dado que a determinacéo analitica do comportamento 6ptimode ¢ = 1 até ¢ = 2 se
deve fazer recorrendo a uma técnica matemadtica particular que, de momento, se admite
desconhecida, iremos prosseguir recorrendo a uma analise grafica onde, para simplificar,
se considerard a = b= =1.4

Comecemos por analisar o comportamento assinalado na primeira parte da afir-
macdo anterior. Dado que a = b = 1, sabe-se através da curva de Phillips (1.2) que
m + uy = m—1. Porque 8 = 1, os valores éptimos, periodo a periodo, para a inflacdo
e o desemprego serdo iguais; veja-se (1.3) e (1.4), (1.5) e (1.6). Quer isto dizer que as
solucdes dptimas estardo sempre sobre a linha de 45°, tal como se ilustra na figura 1.1
através dos pontos A e B. Comecando no ponto A, a curva de Phillips deslocar-se-a para
P4 conduzindo a solucdo B no momento seguinte. Estes pontos correspondem, entéo,
as solucdes optimas parat = 1 e ¢t = 2 se o horizonte temporal corresponder a um tnico
periodo.

Curva de Phillips inicial
Curva de indiferenca

Figura 1.1: As diversas solugoes

3Note-se que os aspectos relacionados com a taxa de actualizacdo nio serdo considerados por agora.
Saliente-se, no entanto, a sua crucial importdncia como se pode comprovar na solugdo analitica que apre-
sentaremos no final deste preambulo.

4Veja-se, no entanto, a parte final deste preAmbulo.
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No que diz respeito a segunda parte da afirmacdo, note-se que quanto menor for a
inflacdo no periodo anterior, ou seja m;_1, menor serd m; + u;. Quer isto dizer que podera
compensar aceitar um valor superior para 377 + u? através de uma solugéo ‘assimétrica’
caracterizada por m; < wu; porque, no periodo seguinte, estard garantida uma menor
soma de inflacio e desemprego.® Assim, dever-se-4 aceitar a solugdo dada pelo ponto C
ainda que a mesma conduza a um nivel de ‘desutilidade’ superior ao minimo possivel no
momento ¢ = 1 porque, neste caso, a curva de Phillips deslocar-se-a para Pc o que torna
possivel uma solugdo (simétrica), dada pelo ponto D, relativamente melhor em ¢ = 2.

Tendo em conta a andlise anterior — note-se que a soma das distdncias entre a
origem e os pontos A e B é superior a soma das distancias entre a origem e os pontos C
e D — podemos considerar verdadeira a afirmacéo de que a repeticdo de comportamentos
de curto prazo (miopes), ainda que dptimos, ndo corresponde ao melhor comportamento

a médio e longo prazos.°

Exercicio Pratico N

Considere my = 0.1. De acordo com esta informac3o determine os valores de inflacdo e

desemprego que se registardo se o governo utilizar as ‘regras’ (1.3), (1.4), (1.5) e (1.6)
bem como os correspondentes niveis de desutilidade ©; e ©5. Verifique que ©1 + @2@
representa um nivel de desutilidade superior ao obtido se o governo implementasse
1 = 0.06 e 42 = 0.02.1

1.1

A solucao analitica
Como atras foi considerado, a funcéo de desutilidade em cada periodo ¢ é

@t = (677'152 + Ut2) s

N =

enquanto o funcionamento da economia se rege pela seguinte curva de Phillips:

T = ami—1 — buy.

5Claramente, se o governo considerar como horizonte temporal somente o0 momento presente, serd impos-
sivel ‘explorar’ este trade-off.

6Por outras palavras, “fazer hoje (e todos os dias) aquilo que nos dd mais prazer nio é o que nos dard
mais prazer ao longo da vida, a n3o ser que amanh3 estejamos mortos”.
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Se assim for, entdo para ¢t = 2:

O2

1
B (875 +u3)

% (6 (am — bU2)2 + ug)

e, por isso, um governo que se preocupe com o que se passa em cada periodo (isolada-
mente) estabelecerd os seguintes planos:

_abp

_ﬂb2+17rl

—b abﬁ T = a4 ™
Bb% + 1 B2 + 1

min©s = ug = (1.7)

) = a7y

e
b
mn®; = ul:ﬂbcgiflm: (1.8)
b
™ = am abp a (1.9)

—b - .
B2+ 10 " Bzl

Um governo que tenha em conta o que se passa de t = 1 até t = 2, terd como
funcéo objectivo:

1
e = (Bt +ui) + 5 (873 +u3)

1 2 b 2
(i ) 0 (ﬂ <6b2a+ 17”) i <Bb(z i 1”1> )
b )2 9 1 a b 2 abp b 2
(ﬂ (amp — buy)” + ul) + P3 B (76172 1 (amo — ul)) + <7ﬁb2 1 (amg — u1)> ,

onde p representa a taxa de actualizacdo. Neste caso

N = DN

N | —

Bb% + 1 + pa?
B2b* + 2802 + pfa?b® + 1
Bb% +1
T 3208 1 2802 1 pBa2Z + 10

mn® = wu; = abfmy = (1.10)

m™ = amy— buy

Note-se, em primeiro lugar, que s6 se p = 0, ou seja se o0 momento futuro ndo for
considerado importante, é que os planos, ou seja as regras de decisdo (de tipo feedback)
miopes (1.8) coincidem com as regras de decisdo ndo-miopes (1.10).

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica
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Note-se, em segundo lugar, que se se considerar us = kom € uy = kym entao

ky B2b* 4 282 + pBa’b® + 1 _
ki 5264 +2Bb2 + pBa2b? + 1 + pa? ’

0 que significa que a politica econdmica no momento 1 deve ser mais ‘agressiva’ no
combate a inflacdo que aquela registada no momento 2 precisamente porque os ganhos
resultantes de uma quebra na taxa de inflacdo se repercutem no momento seguinte.

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica
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Analise de Decisao em Contexto
Estatico

2.1

Teoria da Decisao

De acordo com o esquema mais simples possivel de decisdo econdmica, o agente decisor
(por exemplo, o governo, o banco central, os investidores, os consumidores, os produ-
tores, etc.) usa variaveis de decisdo, x, segundo uma escala de preferéncias, W, para
influenciar variaveis objectivo, y, as quais podem depender de outros elementos de natu-
reza exdgena, z, ndo controldveis por parte do agente decisor em causa (ou mesmo por
parte de qualquer outro agente decisor).!

Os elementos bdsicos deste esquema sdo:

* z, 0 qual representa uma decisdo (plano ou politica) possivel para o decisor, des-
crito como aquilo sobre o qual o decisor pode decidir directamente e ndo aquilo
que o mesmo desejaria ou espera controlar. Quantitativamente, = pode ser enca-
rado como um vector de (valores para os) instrumentos, varidveis instrumentais,
de controlo ou de decisao.

* X, representando o conjunto de todas as possiveis decisdes econdémicas. Este con-
junto estd limitado por razdes de ordem técnica, legal, fisica, etc.

Assume-se entdo que, por definicdo, Vo € X representa uma decisdo possivel,

enquanto que Vz ¢ X representa uma decisdo impossivel.

* 2, representando um estado possivel para os factores que influenciam a situacdo
relevante para o agente decisor mas que nao sdo controlaveis pelo mesmo. S&o
varidveis ou factores exdgenos ndo controldveis mas, neste capitulo, considerados
previsiveis com certeza.?

INote-se, desde j4, como é perceptivel a partir desta linha de exemplos de agentes decisores, que a
abordagem assumida permite considerar diversas vertentes, nomeadamente as de natureza micro- e macro-
econdmicas.

2De ora em diante, sempre que tal nfo seja inconveniente, far-se-4 referéncia a estes elementos como sendo
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* 7, representando o conjunto de todos os possiveis estados ou situagdes para aque-

les factores exdgenos nao controlaveis.

Assume-se entdo que, por definicdo, Vz € Z representa um estado possivel para
os factores ex6genos nio controlaveis, enquanto que Vz ¢ Z representa um estado

impossivel para esses factores exdgenos.

* y, representando uma descricdo do estado, da situacdo concreta dos aspectos (eco-
nomicos) importantes, isto €, daqueles elementos que o decisor considerar rele-
vantes para poder avaliar da maior ou menor desejabilidade daquele estado ou
situacdo (econdmica). Quantitativamente, y pode ser encarado como um vector de

(valores para as) varidveis objectivo do decisor.?

* W (y), representando a escala de preferéncias do decisor permitindo fazer a orde-
nacdo dos estados respeitantes as varidveis objectivo, tal que, Vy1, y2,:

— Se y; for igualmente desejavel que y2, entdo W (y1) = W (y2);
— Se y; for preferivel a yo, entdo W (y1) > W (y2);
— Se yso for preferivel a y;, entdo W (y2) > W (y1).

* y = f(x,z2), representando o mecanismo (forma) como o sistema econémico fun-
ciona. A cada par de elementos exdgenos x e z corresponde um uUnico y, enquanto
elemento enddgeno, o qual depende das decisbes x e dos factores ndo controlaveis

z, de acordo com a relacdo f.

* Y, representando o conjunto de todos os possiveis estados ou situa¢des para os as-
pectos econdmicos relevantes para o agente decisor, isto é, aquilo que pode suceder

paratodososz € X ez € Z. Assim,Y = U U
z€Z xe€X

* Y,, representando o conjunto dos possiveis estados y para um dado z, i.e. Y, =
UXy para aquele dado z. Assim, Y = UZYZ o que implica, naturalmente, Y, C Y.
kS ze

A figura 2.1 mostra como estes elementos se interligam.

Como se determina, entdo, a melhor decisdo? As fases que se seguem sdo geral-

mente as necessarias para tal:®

os factores néo controlaveis, dado o seu, habitual, cardcter exdgeno, por natureza.

3H4 casos em que as varidveis objectivo, y, coincidem com as varidveis de decisdo, . Neste caso, a questio
associada a determinacdo da decisdo 6ptima coloca-se porque existe alguma restricdo ao nivel das decisoes.

4Note-se que, pela forma como a escala de preferéncias foi definida, esta é uma funcéo de tipo utilidade
ou de bem-estar, a qual, obviamente, se pretende maximizar. Se acaso a funcio objectivo do decisor for
de tipo perda ou de desutilidade, L (y), esta podera ser considerada como o simétrico de W (y), ou seja
W(y) =—-L ().

5A ordem, embora nio sendo completamente arbitraria, pode ser alterada.

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica
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. .. Escala de
Factores nao controldveis preferéncias
Estados W(y)
/ = 1w LN
Decisoes ’ 7/
Y,
Y
X

Figura 2.1: O esquema basico de decisao econémica

1. Determinacéo do conjunto X.

2. Estabelecimento da escala W (y). Em principio, tal deve ser feito antes da deter-
minacdo da relagdo y = f(x, z) pois aquela indica quais as varidveis enddgenas
relevantes, i.e. objectivo, para as quais se resolvera o modelo.

3. Determinacdo da forma reduzida do modelo, y = f (z, z).

4. Eventual previsdo do estado z, isto é, a determinacdo de Z, o que pode implicar a
determinacéo do conjunto Z.°

5. De acordo com o modelo, eventualmente tendo em conta o valor previsto Z, determi-
na-se, entfio, o elemento r que maximiza W (y).”
A melhor decisdo 7, a priori, serd aquela que levar a
W (5) = maxW (y)
YEY:
8

para o dado %, onde § = f (&, 2).

O exemplo que se segue pretende clarificar a andlise anterior recorrendo a uma

abordagem grafica.

Suponha-se que, numa determinada economia, existem uma varidvel instrumental
x, a qual deve assumir valores pertencentes ao conjunto X = [0, 3], e uma variavel
exdgena ndo controlavel z, a qual deve assumir valores pertencentes ao conjunto Z =

SEm algumas situacbes, esta previsio torna-se desnecessaria como, por exemplo, quando, independente-
mente de z, a decisdo Optima é sempre a mesma.

"Para esta fase é obviamente relevante ter-se determinado (previamente) o conjunto X.
8Note-se que nio se trata de ma})/(W (y) pois este maximo absoluto, isto é, o de maior preferéncia pode
ye

néo ser alcancavel dada a situacéo verificada pelos factores exégenos nédo controlaveis.

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica



ANALISE DE DECISAO EM CONTEXTO ESTATICO 12

[0,5]. Se o modo de funcionamento da economia for tal que = e z ddo origem a um

estado da economia y definido como
y=a"+ 2%,

entdo o conjunto dos possiveis estados para a economia Y terd a representacdo grafica

que se apresenta na figura 2.2.

Figura 2.2: O conjunto dos possiveis valores, Y

Suponha-se que se prevé que os factores nio controlaveis assumam o estado z = 1.
Neste caso, o conjunto Y;_; poderd ser representado como se mostra na figura 2.3.

Figura 2.3: O conjunto dos possiveis valores, Yz—;

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica
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Se a escala de preferéncias do decisor for
W(y)=—-(y-57,

entdo, para Z = 1, a sua representacdo grafica, em funcio dos valores de z, tal como se
mostra na figura 2.4,

—16
—20 |-

—24 +

W(y)

Figura 2.4: A escala de preferéncias, W (y)

permite determinar a decisdo econémica 6ptima como sendo & = 2.

Exercicio Pratico N

Considere um pais, cujo estado da economia, y, é funcdo de uma dada varidvel instru-

mental, z, e de um factor exégeno n3o controlavel, z, de tal forma que:
y=2z+z.

Sabendo que x € [—5,—1] ou = € [3,7] e que z apenas pode tomar os valores 0 ou 1:°
1. Determine os conjuntos Y,—q, Y,—1 e Y. m

2. Que decisdo econémica sugeria que se tomasse, sabendo que a fun¢do utilidade
do agente decisor é
W=-ly-2|

e se prevé que z tome o valor 07 Ese Z = 1?

“Note-se que, evidentemente, neste caso ja n3o se estaria perante a situacdo de certeza.

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica
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Questao

Atrds admitimos, por hipdtese, que a uma decisdo, x, € a um estado para os factores
exdgenos, z, corresponde um tnico estado, y, para a economia, de acordo com a relagdo

f (z,2) . Quais seriam os possiveis problemas se esta hipStese ndo se verificasse?

Ainda antes de passarmos para o campo das aplicacoes torna-se importante forma-
lizar o modo de operacionalizacdo de aplicacdo da abordagem anterior. Como é sabido,
em muitos campos da Economia encontramos problemas de optimizagao, cuja formula-
¢do geral se pode colocar da seguinte forma:

Maximizar U(x1, x2, ..., ;) Sujeito a (x1, xa, ..., z,) € C.

Neste sistema, U(-) denomina-se, muito frequentemente, por funcdo objectivo,
assumindo-se n variaveis de decisdo w1, xs, ..., 5, as quais estdo sujeitas a um conjunto
de restricoes C.

No caso da optimizacao estdtica, as varidveis de decisdo ‘ndo dependem do tempo’
t e as restricOes pertencem a um subconjunto no espaco euclideano R™. Nos problemas
de optimiza¢do dindmica, como iremos estudar mais tarde, as varidveis de decisdo sdo
funcdo do tempo ¢ (chamadas varidveis de estado e variaveis de controle) enquanto
que as restricoes envolvem, normalmente, sistemas dinamicos de equacoes diferenciais
ou as diferencas. Nestes problemas, a funcdo U(-) toma valores reais, frequentemente
expressos através de um integral ou um somatdério ao longo do tempo.

Para introduzir o método de Lagrange num contexto estdtico, utilizemos um pro-
blema simples de optimizacdo com trés variaveis de decisdo x1, z2, r3 € uma restricdo de

igualdade. Trata-se, pois, de:

Max. U(z1, x2,x3) s.a. F(x1,x2,23) = c.

A equacdo F(-) = ¢, onde ¢ é uma constante conhecida, é a restricio do pro-
blema e interpreta-se geometricamente como uma superficie que podemos denotar por
S. Assim, o problema consiste em determinar o maior valor da fungdo U(-) para pontos
pertencentes a superficie S.

O Lagrangiano, £, associado a este problema de optimizacao sera:

L(z1, 72,23, \) = U(21, T2, 73) — A[F'(71, 72, 73) — (]

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica



ANALISE DE DECISAO EM CONTEXTO ESTATICO 15

onde o factor A se denomina, habitualmente, por multiplicador de Lagrange. A condigdo
necessdria para resolver este problema é:

oL _oc oL _oL_ . o
a$1_8$2_8$3_8>\_ ’

Loy =Ly, =Ly =Ly =0.
Assim, obtemos, para este caso, o seguinte sistema:

Up, = AFy, = 03Uy, — AFy, =0;Uy, — AFyy =0;Ly=—F(-)4+¢=0

Este sera um sistema de quatro equages com quatro incégnitas (z1, 2, 3, \) que
constituem as condi¢des de primeira ordem para resolver o problema de optimizacdo que
foi colocado.

Podemos agora apresentar a forma geral de um problema de optimizacdo com
multiplas restricoes:

Max U(z1, x2, ..., Tm) sUjeito a Fj(z1, 2, ...,Tm) =c¢; com j =1,2,..., k.

O Lagrangiano associado a este problema sera:

k
ZAJ - ¢

=1
Note-se que cada uma das k restricoes tem associado um multiplicador de La-
grange, \;.

As condicOes necessarias para este problema de optimizacdo obtém-se através do
mesmo argumento de tangéncia, ou seja, % =0,1=1,2,....m
i

De forma explicita, aquelas equacdes serdo:

axl Z J axl .: 1,2,...,7’)’1; ] - 1,2,---,k, (21)

as quais se devem acrescentar as condicdes:

oL

a—Aj:fFj(-)ﬂj:o i=1,2,...k (2.2)

As equacdes (2.1) e (2.2) constituem um sistema de m + k equacdes com m + k

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica



ANALISE DE DECISAO EM CONTEXTO ESTATICO 16

incégnitas, x1, s, ..., Tm € A1, A2, ..., \p. Em principio, este sistema pode ter multiplas so-
lucbes, uma das quais sera a solucdo do problema original de optimizacdo (obviamente,
se este tiver solucdo).

Antes de se avancar, facamos um breve comentario sobre a interpretacdo econd-
mica dos multiplicadores de Lagrange, A;. No problema geral anterior, os valores éptimos
das variaveis de decisdo dependem dos parametros ¢y, ¢z, ..., ¢; das restricoes e, portanto,
de estes parametros também dependera o valor da funcio objectivo. De facto,

n k
ou oF; \ Ox; .
oo~ 2\ XN | g, TRk 23

i=1 \j=1

Se derivarmos as restri¢des com respeito aos parametros ¢; teremos:

" OF; Ox; lsei=j
S =y = Y (2.4)
P dz; dc; Osei#j

Combinando (2.3) com (2.4) teremos:
k
oUu
a—Ci = Z)\jajyi = )\z
j=1

Assim, o multiplicador de Lagrange \; € igual ao acréscimo marginal que expe-
rimenta a funcdo objectivo perante uma variacdo no parametro ¢; da restricdo, ou, de
outra forma, )\; representa o valor marginal de relaxar a i-ésima restricdo.

Até aqui tratdmos problemas de optimizacdo com restricoes de igualdade. No
entanto, em Economia é frequente encontrar problemas com, por exemplo, a seguinte
formulacao:

Max. U(z1, 22, x3) sujeito a F'(x1, 29, x3) < c.

Neste caso, o campo das restri¢des, ¢, consiste em qualquer ponto que se encontre
sobre a superficie S ou num lado particular da mesma. Portanto, temos duas possibilida-
des:

1. O ponto de optimizagdo (z1, 22, x3) encontra-se num lado de S satisfazendo F(x1, x2, z3) <
cedU/0xy = 0U/Oxs = OU/Ox3 = 0.

2. O ponto de optimizacdo (x1, x2, x3) encontra-se em S, satisfazendo F(x1, xo, 23) =
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¢, em cujo caso se podem aplicar as condi¢des de Lagrange 0L/0x; = 0L/0xo =
0L/0x3 =0,onde L =U(-) = A[F(-) — ¢].

Ambos os casos se podem combinar sob as mesmas condi¢des necessarias, chama-
das condi¢des de Kuhn-Tucker, as quais se podem exprimir como:

oL _ oL _ AL _

Doy~ Dus ~ oas 08
A=0se F(-)<c
A>0se F(-)=c

ou, de uma forma equivalente:

oL _ 9L _ 9L
Oz, ~ Oxs ~ Ozs

= 0;
AF() — ¢ =0;A>0.

Em muitos casos, a estes problemas de optimizacdo junta-se a restricdo da nio-
negatividade das variaveis de decisdo (x; > 0; 22 > 0;23 > 0). Neste caso, as condi¢des
necessarias de Kuhn-Tucker serio:

oL _ 0L __ 0L =0
le - 6$2 - 6$3 - )

x1 > 0;22 > 0;23 > 0;
AF() —c=0;1>0.

2.2

Aplicacoes Econémicas/Casos Particulares

Uma possivel aplicacdo de natureza microecondémica é aquela que considera como agente
decisor o consumidor, cujas variaveis de decisdo, x, correspondem as quantidades consu-
midas, sendo estas também as suas varidveis objectivo dado que o seu nivel de utilidade
depende explicitamente daquelas quantidades, ou seja U (¢;) . Assim, a funcdo de uti-
lidade corresponde a sua escala de preferéncias, a qual deve ser optimizada sujeita a
restri¢do orcamental:

m
> g <R,
7j=1

onde os precos p; e o nivel de rendimentos se assumem como varidveis exdégenas nédo
controldveis.

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica



ANALISE DE DECISAO EM CONTEXTO ESTATICO 18

Exercicio Pratico \

A ilustrar aquele tipo de aplicagdo considere-se o exercicio 8.9 em Mills (1984), pg.
142.* Um consumidor de dois bens dispde de preferéncias de acordo com a seguinte
func3do de utilidade:

U (q1,92) = 201 + 16g> — 243 — ¢3,

onde as varidveis (continuas) g1 e g2 representam as quantidades compradas e consu-
midas dos dois bens. Os precos (unitérios) dos dois bens s3o, respectivamente, 1 e 2
unidades monetarias, dispondo o consumidor de 15 unidades monetarias para gastar
nestes dois bens. Nestas circunstancias:
1. Na auséncia de qualquer restricdo orcamental, quais as quantidades consumidas
dos dois bens que maximizariam a utilidade deste consumidor?

2. No caso de se aplicar aquela restricdo orgcamental, estard o consumidor disposto
a gastar todo o seu rendimento naqueles dois bens? Se sim, que quantidades

devera aquele consumir?

@MILLS, Gordon (1984), Optimisation in Economic Analysis, London: George Allen & Unwin.

No caso anterior, claramente, consideramos um tnico agente decisor. Quando
existem varios agentes decisores uma das abordagens mais utilizadas em Economia € a
da teoria dos jogos. Ilustre-se a situacdo correspondente a teoria dos jogos considerando
dois agentes decisores, os quais controlam, respectivamente, as variaveis de decisdo x;
e zo por forma a influenciar o valor assumido pelas suas varidveis objectivo, y; € ys
de acordo com as suas escalas de preferéncia, U; e U;. Note-se que a situacdo deve ser
estudada do ponto de vista da teoria dos jogos sempre que as escalas de preferéncia, U; e
U,, ndo garantam uma harmonia absoluta de interesses e que, naturalmente as decisdes

de cada agente sejam relevantes para o outro agente, ou seja que y; = fi(x1,22) €

Y2 = fa (w1, 72).

Em teoria dos jogos, conceitos como linhas de reaccio, equilibrio ndo-cooperativo,
linha de contrato e solu¢des cooperativas sdo fundamentais.

Em termos graficos, as linhas de reaccdo correspondem as representacoes geomé-
tricas das melhores decisdes de um dos agentes dadas as decisdes do outro agente. Em
termos formais, a linha de reaccéo do agente 1 serd obtida resolvendo para x; a seguinte
expressao:

dU; (+)

——2 =0
dl’l ’
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enquanto a linha de reac¢do do agente 2 serd obtida resolvendo para z, a seguinte
expressao:
dUs (+)
—= =0.
dl’g
O equilibrio ndo cooperativo, ou também designado equilibrio de Nash, situa-se no
ponto de intercepcdo das duas linhas de reacgdo. O par de decisdes (1, z5") constitui o

equilibrio ndo cooperativo se

dUy (-

%z():szlzxivsexgzxév
¢ dU.

—dij):()ézgzxévsezlzxiv,

conduzindo, estas decisdes, a niveis de utilidade, digamos, UN e UL .

Por ‘oposi¢do’ ao equilibrio ndo cooperativo temos, naturalmente, as solu¢des coo-
perativas. Estas obter-se-do quando:

{maX}U = wU; + (1 —w)Us, onde 0 < w < 1, (2.5)
s.aUS > UNeUS >UY. (2.6)

A expressdo (2.5) determina, implicitamente, a linha de contrato, — ou seja, os
pares de decisdes optimas associados aos diversos pesos w —, a qual é a linha que une
os pontos de tangéncia entre as linhas de iso-utilidade. A solugédo cooperativa situar-se-a
sobre esta linha dado que fora dela é sempre possivel melhorar a situagdo de um dos
agentes sem piorar a de outro. A expressdo (2.6) determina, implicitamente, a parte da
linha de contrato que contém todas as possiveis solucdes cooperativas.

As duas anteriores aplicacdes consideram a situa¢do de certeza. Por nos parecer
importante, a terceira aplicacdo, de &mbito macroecondmico, ird considerar a situa¢do de
risco, ou seja aquela em que, existindo variaveis aleatdrias, se conhece integralmente a
sua distribuicdo de probabilidades. Claramente, as duas formas mais evidentes e impor-
tantes de se considerarem varidveis daquele tipo sdo as que admitem que, ou se tratam
das varidveis exdgenas nao controldveis ou se tratam dos multiplicadores das varidveis

de decisio.
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2.3

Teoria da Decisao: as variaveis exdégenas nao controlaveis
e os multiplicadores das variaveis de decisao

2.3.1

Introducao

Quando se faz a escolha da melhor decisdo (plano ou politica) econémica podem existir
quatro situacoes:

1. Certeza (completa) — Considerem-se:

T o . -
* y=[y1---yn] o vector de varidveis endégenas objectivo;

T e - - . .
* © =[x - -x,] o vector de varidveis de decisdo econdmica ou instrumentais;

T P 7 ~ 1o .
* z=]z1---24] ovector de varidveis exdgenas ndo controldveis.

A relagdo entre os elementos anteriores admite-se ser da forma:

y = F =z 4+ G =z
(nx1)  (nxm)(mx1)  (nxq)(gx1)

ou

m q
inZfij$j+Zgijzj =10
j=1 j=1

Neste caso:

1.1. Se o numero de variaveis objectivo for igual ao nimero de variaveis de deci-
sdo, i.e. n = m, e se F~! existir, entdo poder-se-do fixar n objectivos/metas
~ ~ 1T ~ <7 . ~
[1---9n] =7, e decidir de acordo com a seguinte expressao:

r=F1(j-Gz).

1.2. Se existirem menos varidveis objectivo que varidveis de decisdo, i.e. n < m,
poder-se-iio fixar jj = [, - - - §»] " Objectivos/metas e consider-los, regra geral,
atingidos através de n instrumentos, existindo (m — n) variaveis de decisdo
supérfluas.

1.3. Se existirem mais varidveis objectivo que varidveis de decisdo, i.e. n > m,
entdo, regra geral, ndo se conseguem atingir todos os objectivos. H4, assim,
que proceder a sua ordenacdo por importancia ou prioridade, o que pode
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ser conseguido, por exemplo, se se ponderar aqueles objectivos numa funcdo
objectivo ©, que se admite ser quadratica. Assim:

n
~\2
0= Zwi (yi — i), (2.7)
i=1
onde wy, - - - , wy, sdo constantes (positivas) que formam a matriz diagonal W.

Se se pretender
min® sujeito a y = Fo + Gz,
xr

ter-se-a como solucao

r= (FTWF) ' FTW (j — G=2).

Mostre-se de seguida como se pode chegar a solucdo anterior. Considere-se a
funcéo objectivo ponderada:

n
~ 2
e = E wi (Ji — yi)”~
i=1
a qual, em termos matriciais, se pode expressar como

O = "We,

onde

eE=9y—y= — ,Yy=Fr+Gze W =

0 = ¢
(
= (j—Gz—Fz)' W (j— Gz—Fuz)
(7 — G2)"W (§ — G2) — 22"FTW (§ — G2) + 2"FTWFz.

Por forma a minimizar a funcdo objectivo O:

d (ETWE)

= “2F"W (j — Gz) + 2F"WFu 2o,
X
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donde resulta o conjunto 6ptimo de decisbes:

v = (FTWF) ' FTW (j — G2).

2. Risco — Neste caso, existe o conhecimento da distribuicdo de probabilidades para
os factores aleatdrios. Este conhecimento permite utilizar os métodos ‘tradicionais’
de optimizaciio mas agora em ambiente estocastico. E esta a situaciio que ird ser
estudada neste capitulo.”

3. Incerteza — Neste caso, desconhecem-se as probabilidades de acontecimento para
os varios estados das varidveis aleatdrias, em particular dos factores exdgenos nao
controldveis.?

4. Incerteza total — Pelas suas caracteristicas, ndo analisaremos esta situacao.

2.3.2

O caso das variaveis exégenas nao controlaveis

Neste caso, z passa a ser um vector de varidveis aleatdrias, o mesmo acontecendo a y ja
que y = Fx 4+ Gz. Sendo assim, ha a necessidade de trabalhar com o valor esperado da
funcao objectivo (2.7),

EO] = ZwiE {(yzfﬂz)ﬂ
=1
= > wiE [y} — 2ydii + 7]
i=1

= > wi(E[yf] — 26 g + 57)

= Zwi E® [ys] — 2B [wi] 9 + 97 + E [y7] — E*[wi] | ,
i1

(Elyil—=5:)* o?[yi]

onde

9Como forma de tornar mais facil a compreensio desta situacdo, em anexo ao texto de apoio aos alu-
nos apresenta-se uma breve nota sobre distribuicdes discretas de probabilidade, a qual pode (também) ser
consultada no anexo deste documento.

10Esta situacdo ird ser ilustrada aquando do estudo do conceito de estratégia.
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m q
E[yi]:Zfijxj+ZgijE[Zj] i=1,--,n.
Jj=1 j=1

Como, neste caso, > ., w;o” [y;] é uma constante independentede z; (j = 1, ,m)
entao
n
min E [O] = minz w; (E [yi] — gi)Q ) (2.8)
i=1

A partir da expressdo (2.8) pode verificar-se que esta corresponde a obtida em
condi¢bes de certeza onde se fez a substituicdo dos valores certos y; e z; pelos seus
valores esperados E [y;] e E[z;]. Este é precisamente o chamado principio do equivalente
certo (de Theil-Simon). Por outras palavras, o principio do equivalente certo diz-nos que
a decisdo econdmica Optima determinada em condicoes de risco (baseada nos valores
esperados) corresponde a solucdo de certeza tendo sido substituidos, nesta, os valores
certos pelos valores esperados.

Para a melhor compreensdo do referido principio, considere-se o caso de uma
varidvel objectivo e uma varidvel instrumental. Neste caso, a relacdo y = Fz + Gz é
simplesmente

Y1 = [z + gz
Sendo a funcéo objectivo
0= (y1 — i),
a solucdo/decisdo éptima em condicOes de certeza sera:

Y1 — g1121

fu

c _
Ty =

(2.9)

Se z; passar a ser uma varidvel aleatéria com valor esperado E [z1] entéo

El0] = E|m-)]
E [ffle +2fn1rig1121 — 2f11T101 + g 25 — 29112191 + Qﬂ
= fhzl+2fuzignEa] — 2fuzg + ¢4 E [27] — 2911E [21] 1 + 71
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A minimizacdo de E [0)],

dE[O]

o
p =2f4 1 +2f11911E [21] — 2f1151 = 0
T

conduz a solugdo/decisdo Optima (em condicOes de risco):

. 1 —gnkElz
ol = w_ (2.10)
fi1
Por comparacdo entre as solucdes (2.9) e (2.10) é evidente que esta dltima —
risco — corresponde a primeira — certeza — onde o valor certo foi substituido pelo valor
esperado.

Exercicio Teorico-Pratico \

Suponha que a relag3o entre a (inica varidvel exdgena ndo controldvel z, a tinica varidvel

instrumental = que um agente decisor dispde para atingir um dnico objectivo y é dada
por x = 0.5y — 2z. Admitindo que o agente decisor tem como fun¢3o objectivo © =
(y — 100)°:

1. Determine o valor éptimo a atribuir a varidvel instrumental, sabendo que z toma

o valor de 10.

2. Se z passar a ser uma varidvel aleatdéria com distribuicdo de probabilidades: m
z = 10 com probabilidade 0.4
z = 13 com probabilidade 0.6,

determine o valor éptimo para x.

3. "Embora éptima, a decisdo encontrada na alinea anterior nunca conduzird a me-

Ihores resultados que a encontrada na alinea 1.” Comente.

2.3.3

O caso dos multiplicadores das variaveis de decisao

As funcoes objectivo quadréticas sdo importantes na medida em que sdo uma condicdo
necessdria para a aplicacdo da regra do equivalente certo. Nao sdo, no entanto, uma
condicdo suficiente pois existem casos em que, mesmo com func¢des objectivo quadrati-
cas, o principio do equivalente certo nio se pode aplicar. E o caso em que a matriz F dos
multiplicadores das varidveis de decisdo passa a ser aleatéria, com valor esperado E [F].
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Neste caso,

m

E[yz] = ZE fzg $]+Zgl_]z] 1=1,---,n,
Jj=1 j=1

sz T Cov fzja fzk]

j=1k=1

Se se definir a matriz C = )" | w;C;, onde

cov[fu, fu] -+ cov[fi, fim]
Ci = ?
cov [fim, fir] -+ cov|[fim, fim]

as decisdes dptimas, ou seja a solucdo para o programa:

onde a matriz F em y = Fz + Gz é uma matriz de variaveis aleatérias, serdo dadas por:
-1
z= (E F|T WE [F]+C) E[F]"W (j — G2), (2.11)

a qual difere, obviamente, da obtida em condicbes de certeza — e também da obtida
por aplicagdo da regra do equivalente certo — dada a existéncia da matriz de varidncias-
covaridncias C.

Para clarificar a impossibilidade de aplicacdo da regra do equivalente certo volte-

se a considerar o caso de uma variavel objectivo e uma variavel instrumental em que,
/7 .7 7. . ~ \2
agora, f1; € uma variavel aleatdria. Assim, se © = (y; — ¢1)":

EG] = E [(fllxl + 911721 — ?}1)2}
E [ffle +2f1iz1 (91121 — 91) + (91121 — ?11)2}
= E[fha] +2fuzignz — 2fuzii + 91121 — 29112001 + Ui
E|

fh) #7 + 2E[fu] w1g1121 — 2E [fu] w1 + 97127 — 29112100 + 07
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A decisdo 6ptima resulta do seguinte programa:

d;i?] = 2E[f}] z1 +2E [fu1] g11z1 — 2E [fui] B L0
ro_ E [fll] (331 - 91121)
TN TER
Sendo
o’ [ful =E[fi1] — E*[ful,
entdo

ro_ E[f11] (91 — g1121)
T Bl t o2 [l (212)

Exercicio Teorico-Pratico

Experimente usar a expressio (2.11) para verificar como é ficil o uso daquela express3o,

por forma a obter a expressdo (2.12).

S6 se 02 [f11] = 0 é que z7 corresponderia a aplicacdo da regra do equivalente certo.!!
Ora, na verdade, o2 [f11] # 0.

Se se considerar E [f11] = f11, entdo:

E2 [fll] IL'C
E2[fu1] + 02 [fu] "

T __
Ty =

ou seja:

21| < Jas]-

O valor da varidvel instrumental em condi¢des de incerteza quanto ao seu multi-
plicador serd, em valor absoluto, inferior ao estabelecido em condi¢des de certeza.

Para terminar este ponto, considere-se o caso de um objectivo e dois instrumentos.
Neste caso,
Y1 = fuiz + fr2@2 + g1121,

onde fi; e f12 sdo ambos varidveis aleatdrias.

1 Comparem-se as expressdes (2.9) e (2.12).
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Quanto a funcdo objectivo, ter-se-a

EO = E {(flll'l + f1222 + 1121 — ﬂl)z}

E {ffll’% + 21121 froxe + fiows + 2 (f11m1 + fioxe) (91121 — §1) + (91121 — ?11)2}

Considerando f1; e f12 independentes,

E@]=E [f121] 2142E [f11] 21 E [f12] z2+E [f122} 2342 (E [fi1] 21 + E [fi2] 22) (91121 — §1)+(g1121 — 331)2 .

As condicoes de primeira ordem do problema de minimizagio de E [©] sdo:

agsv[?] = 2E [ff1] @1 + 2E [fu] E [f12] @2 + 2E [f11] (91121 — §1) =0
agz[(j] = 2E[f11] x1E [f12] + 2E [f122} w2 + 2E [fi2] (91121 — §1) =0

Apés algumas transformacoes algébricas chega-se a

{ o? [fir)zr + E[fu1] (E[fu) x1 + Elfi2] z2 + 91121 — 1)

=0
o2 [fi2) @2 + E[f12) (E[f11] z1 + E[fiz] w2 + g1121 —G1) =0

Exercicio Teorico-Pratico

Experimente usar a expressio (2.11) para verificar como é ficil o uso daquela express3o,

por forma a obter aquele sistema de equagGes.

Este sistema de duas equagdes permite, entdo, afirmar que s6 se o2 [f11] = 02 [f12] =0 €
que ambas as equacoes se reduziriam a uma dnica,

(E[fi1] z1 + E[fi2)x2 + 91121 — 91) =0,

caso em que se poderia escolher, arbitrariamente, x; ou x5 para minimizar E [©]. Exis-
tindo incerteza, ou seja, tendo o2 [fi11] # 0 e o2 [fi2] # 0, regra geral, ter-se-d4 uma
solucdo Unica para aquele sistema, o que significa que, neste caso, é 6ptimo usar ambos
os instrumentos para fazer face a um unico objectivo. Mais, a intensidade relativa do uso
dos instrumentos € inversamente proporcional a variancia dos seus “multiplicadores” ja

que
1 E[fu]o® [fi2]
zo  E[fia] o [fua]
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analitica.

Exercicio Teorico-Pratico

Suponha que o governo de um determinado pais dispde de dois instrumentos de politica

econémica x; € xo para influenciar uma unica varidvel objectivo y1, os quais estdo
relacionados da seguinte forma:

y1 = fuzr + fiazo.

Admita, também, que a fungdo objectivo é © = (y; — 3]1)2.

Se existir certeza quanto ao impacte do instrumento z; e incerteza quanto ao impacte
do instrumento x2, ou seja se f11 for um valor certo e f12 uma varidvel aleatéria, como

deverd o governo usar os instrumentos para atingir o seu objectivo?

Nota-bene: A resposta deve basear-se, tanto quanto possivel, numa demonstracdo

Para ilustrar as questdes que atrds foram analisadas, considere-se o seguinte mo-

delo Keynesiano:

A equacio da forma reduzida do modelo em ordem a Y é:

Y=C+I+G+X-M

C=a+bYy
Yo=Y -T
T =u-+vY
I=1
G=G
X=X
M=n+mY

Y:k(afbu+f+G+X—n),

onde o multiplicador genérico k é dado por:

. 1
C1l—b+bv+m’

Se o Governo dispuser da seguinte fun¢édo objectivo:

Anténio Caleiro
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(2.13)

(2.14)
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onde Y é dado por (2.13) torna-se fécil verificar que a decisdo 6ptima, por parte do
Governo, no que diz respeito aos gastos publicos, ou seja o nivel de G que minimiza
(2.14) é:
bw+m)Y —a+bu—bR—I—X+n

(2.15)

onde A=a—bu+bR+I1+ X +n.

Se alguma das varidveis exdgenas ndo controldveis como, por exemplo, I ou X
for de natureza aleatdria, a regra do equivalente certo permitir-nos-d4 imediatamente
determinar como decisdo 6ptima em condi¢cdes de risco:

1 -
"=-Y —-E[A
Gr =V —E[4],

0 que, obviamente, significa que, se A = E[A] entdo, a decisdo éptima em condicdes
de risco coincide com a decisdo 6ptima em condi¢des de certeza. Tal ndo acontece se a

variavel aleatoria for o préprio multiplicador da variavel de deciséo.

Admita-se, agora, que o multiplicador genérico, k, € uma variavel aleatéria com
valor esperado E[k] e varidncia V[k]. Se assim for, a decisdo 6ptima por parte do Governo
deve resultar da minimizacéo de:

E[] = E [(Y— Yﬂ

E[(kz(a—bu—l—f—f—@—i—f(—n)—?)Q]

E[(F(a-butT+G+X —n)"=2k(a—bu+t +G+X —n)V+7?)]
ER] (a—bu+T+G+X—n)? =26k (a—bu+T+G+X —n)V + V2
A condicao de primeira ordem é dada por:

2E [k*] (a—bu+T+G+X —n)—2E[k]Y =0,

donde resulta:

r E[k]"' T v
G" = E[kQ]Y—a+bu—I—X+n
ER] - o
V—atbu—T—X+n 9.16
vie e " (216)
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Se, por hipétese, se admitir que E[k] = k, entdo, da comparacgdo entre o nivel
de gastos publicos em condicoes de certeza, G¢, dado por (2.15), e o nivel de gastos
publicos em condicbes de risco, G", dado por (2.16), resulta que o nivel de gastos ptiblicos
em condicOes de certeza é superior ao nivel de gastos publicos em condicdes de risco
(‘teorema’ da precaucio):

G°—G" >0,
ja que:
1 E [k
- >
k= V[k?] + E* [k]
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Analise de Decisao em Contexto
Dinamico

3.1

A Situacao a Tempo Discreto

3.1.1

Teoria da decisao

Um exemplo simples de um problema dindmico em tempo discreto pode apresentar-se
da seguinte forma:

T—-1
max U(ys, xe,t) + F
nax &, Ulve o) + Flyr) (3.1)

sujeito a yiy1 — y¢ = f(yt, T); Yo = Yo, dado,

onde t = 0,1,...,7T assinala os periodos de tempo, sendo ¢ = 0 0 momento presente e
t =T o periodo final ou terminal.

U = U(xy,y:,t) é a funcdo objectivo a maximizar. y; representa a variavel objec-
tivo (ou de estado), a qual descreve o sistema no periodo t. A varidvel x; denomina-se
por variavel de controle no periodo ¢. F(yr) representa uma funcéo final que indica o
valor dos niveis alternativos da varidvel de estado no tempo terminal 7. A equacdo as
diferencas y;+1 — y+ = f(ys, x:) define a alteracdo da variavel estado desde o periodo ¢ a
t+1.

Como se pode observar em (3.1), o objectivo deste problema consiste em maximi-
zar a soma dos valores intermédios da utilidade mais o valor liquido associado ao estado
terminal yr, sujeito a restricdo que nos descreve a evolucdo da variavel estado através
do tempo para uma dada condigéo inicial, yg = 7.

Assim, devemos determinar os valores 6ptimos para x; entre t = 0,1,....,7 — 1, 0
que implicard valores y; para os periodos de tempo ¢t = 1,2, ..., 7.

31
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O Lagrangiano deste problema sera:

T—1
L= Z{U() = Negafye + f() = yera]t + F() (3:2)
t=0
onde \; 1 € o multiplicador associado a v 1.

As condig¢bes de primeira ordem com restri¢des de nio negatividade serdo:

oL U (.) af()

-~ _ A =0; t=0,1,....,. T —1
dry ox T A Oy 0 Ol

oL au(.) af ()

= = 2 A A =0, t=1,2,...,T—1

o a0, t+1 t+1 o, t

oL

= - M F() =

Dyr T+ F'()=0

oL

— yt+f(')7yt+1:07 t:(),l,,T*l

OAit1

Podemos reescrever este sistema para facilitar a sua interpretacdo como sendo:

aaUx(t') + Amagx(;) =0; t=0,1,..,T—1 (3.3)
Aes1 — A\ = aaU—y(t') + Amagy(;); t=1,2,...T—1 (3.4)
Yeer —ye = f(*) (3.5)

Ap = F'(\) (3.6)

Yo = Yo (3.7)

A condicdo (3.3) é a tipica condicdo marginal que x; deve satisfazer. Junto a
expressao %U—z(t’), denominada utilidade marginal liquida no periodo ¢, aparece um se-
gundo termo, Ay %f—;t'), o qual reflete a influéncia de uma alteracdo em z; sobre a
variavel estado. Se um incremento em xz; reduz a variavel y, 1, este segundo termo
refletird um custo intertemporal (denominado frequentemente custo de uso). Quer di-

zer, este segundo termo representard as perdas marginais em que se ocorre no periodo
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t+1,t+2,...,T, associados a decisdo de implementar a decisdo, x;, no periodo ¢.

A equagdo (3.4) é uma equacdo as diferencas que nos define as variagdes 6ptimas
do multiplicador através do tempo.

A equagdo (3.5) é a restricdo para a variavel estado e as outras duas equagdes (3.6)
e (3.7) denominadas condicdes fronteira, definem o valor terminal para o multiplicador
e a condicdo inicial para a varidvel estado.

Estas equacOes formam um sistema de 37 + 1 equacdes com 37 + 1 incédgnitas: z;
parat=0,1,.... T —1;y, parat =0,1,....T; \y parat = 1,2,...,T.

Uma outra possibilidade de resolucdo destes problemas consiste na utilizacdo da
programacio dindmica, a qual se baseia no seguinte principio:!

A sequéncia de decisées éptimas num problema de optimizagdo intertemporal
caracteriza-se pela propriedade de, quaisquer que sejam os valores assumidos
pelo estado inicial, todas as decisbes remanescentes devem formar uma sequéncia
éptima para a parte remanescente do problema.

Em termos praticos, para se determinar a sequéncia de decisoes dptimas através da
programacdo dinamica deve partir-se do momento final para o momento inicial, cons-
truindo recursivamente a sequéncia de decisdes Optimas. Este facto torna-se evidente
através do seguinte exemplo.

Considere-se, entdo, que o agente decisor esta perante a seguinte equagéo de evo-

lucdo para a variavel objectivo, v,

Yt+1 = Yt + Xy

para a qual se assume yq = 7o, € x; € representa a varidvel de decisdo. O decisor pretende
fazer variar y de yg = 7o para y3 = g3 (no final do terceiro periodo) através da escolha
optima de z, x1 € x5, onde o cardcter éptimo significa minimizar

—W(z) = fo (3.8)

Em termos simples, a funcédo objectivo (3.8) significa que o custo de ‘passagem’ do

10 principio que se segue associa-se a Bellman, ao qual se deve um contributo importante para o desen-
volvimento da teoria e prética da programacéo dindmica.

Anténio Caleiro Texto de Apoio de Anélise de Decisao Econémica



ANALISE DE DECISAO EM CONTEXTO DINAMICO 34

momento 0 para o momento 1 é 73, o custo de ‘passagem’ do momento 1 para 0 momento
2 é 27 — ou seja, o custo de ‘passagem’ do momento 0 para o momento 2 é z3 + x? — etc.

Comecando a partir do momento final, temos que a imposicdo da restricdo de se
alcancar y3 = 73 conduz imediatamente, sem necessidade/razdo de optimizacédo expli-
cita, a

To = U3 — Y2, (3.9)

ou seja

Zo = fa(y2) Regra de decisdo A

A partir de (3.9) torna-se evidente que o custo de ‘passagem’ do momento 2 para
o momento final serd (3 — y2)>. Qual ¢ entdo o custo de ‘passagem’ do momento 1 para
. /s ~ 2 . 7
o momento final? Serd naturalmente 2% + (93 — y2)~, onde yo = y1 + 21. Assim, hd que
minimizar este custo através da escolha de x1, ou seja:

min {xf + (73 — (y1 + 551))2} =

B o= B0 (3.10)
Desta forma,

71 = f1(y1) Regra de decisdo B

Tendo em conta a expressdo (3.10), o custo (6ptimo) de ‘passagem’ do momento

. 2
1 para o momento 3 sera 2 (93—;&) . Assim, repetindo o procedimento para o momento
inicial teremos que o custo de ‘passagem’ do momento 0 para o momento 3 serd xg +

. 2
2 (%) ,onde y; = yo + z¢. A minimizacdo deste custo conduz a

o = @ (3.11)

ou seja a

Zo = fo (o) Regra de decisdo C
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O uso das regras de decisdo A, B, e C, apds o ‘fornecimento’ da informacao yo = 7o,
desencadeia, entdo, a sequéncia de decises dptimas. Por exemplo, se yo = 0 e 73 = 3
ter-se-a:

1. Zo = 1 a partir da regra de decisdo C;
2. y1 =yo+x9=1= & =1 a partir da regra de decisdo B;

3. yo =y1 +x1 = 1= Ty =1 a partir da regra de decisdo A,

* y3 = Yo + x2 = 3 conforme requerido..

3.1.2

Aplicacdes Econémicas/Casos Particulares

Como forma de ilustrar a aplicacdo da analise de decisdo em contexto dinamico a tempo
discreto (com horizonte temporal finito), considere-se, em primeiro lugar, um caso de

natureza microeconémica, retirado da teoria do consumidor. Admita-se, entdo, que o
consumidor se caracteriza por possuir preferéncias logaritmicas, de tal forma que o nivel
(instantaneo) de utilidade, por este retirado, no momento ¢, depende do seu nivel de
consumo nesse momento, ou seja que U; = In ¢;. Admita-se, também, que aquele agente
decisor, pretende determinar os niveis de consumo 6ptimos desde o momento 0 até ao
momento 2, para tal valorizando-os a uma taxa de actualiza¢do 8. Assim, a sua funcéo

objectivo sera:

2
U:Zﬁtlnctzlnco—l—ﬁlncl + 6% 1n cs. (3.12)
t=0

Para suportar as despesas inerentes ao consumo, o agente dispoe de recursos mo-
netarios, os quais, ndo sendo gastos em consumo, podem ser alvo de uma capitalizacdo
a uma taxa de juro r. Tal significa que a maximizacéo de (3.12) deve ser feita sujeita as
restricoes

atr1 = (14 7)ar — ¢,

parat =0, 1,2, onde ag = ap representa o montante inicial de recursos (monetarios).

Em primeiro lugar, considere-se o modo de resolucdo deste processo de tomada
de decisbes por parte do consumidor assente no principio do éptimo (de Bellman).

Obviamente, dado o horizonte temporal das decisdes, ndo faz qualquer sentido
ndo utilizar plenamente o montante de recursos monetdrios que estard disponivel no
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momento 2 para consumo. Tal significa que se deverd ter as = 0, o que significa, obvia-
mente, que

ca=(1+7)as. (3.13)

Assim, tendo em conta a regra de decisdo (3.13), os dois dltimos momentos, em
termos da func&o objectivo (3.12) , podem ser reescritos como:

Uimisi=2 = Bln(er) + % In(ez) = Bln(er) + 52 n (1 +7) az)
= Bln(c) +A2m(A+7)((1+7r)a; —c1)),

cujo maximo se obtém quando:

- 1+7r
1+
B

C1

ai, (3.14)

+

OUi=1-1=2)
dcy

52 —(147r)

!
aFaEe=s = 9 dando aquela

ja que é esta a solucdo de

3]

1
origem a um valor maximo:

2
Uim1p—0 = ﬁln (111_;@1) + BQ In <6(11+g)a1> .

Tendo em conta este valor, ou seja a regra de deciséo (3.14), toda a func¢éo objec-
tivo (3.12) pode ser reescrita como:

2
U=1n(c)+ BIn (ii;al) + 8%1n <B(11+g)a1> .

Cumprindo-se a restri¢do a; = (1 + r) agp — ¢o, a funcdo objectivo sera:

1+7r

UZIH(CO)—f—ﬁln (— ((1+T)GO—CO)) +621n <B(1+T)

1+

15 ((1+r)a0—co)>,

cujo maximo se obtém para:

1+r
= ——ay,
1+6+p62"°

€o

(3.15)
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_ 147 _B(+4n? |
e 4 5 ou _ 1 +B 2 1+8 =
ja que € esta a solucdo de 52 = - +ﬁ}ig((1+7')ao—(o) + 8 B (14 r)ag—co) 0.
Em termos sequenciais,
_(3.15) e
ang = q Co—= ——57a
0 = Qo L e Pl
_ 1+r)(1+8)_ (314) 147 (1+7)?
a; = 1+’I" ag —Co) = P—————FF——5Q — 1 = a]; = a
1= ( ) Go 061+ﬂ+ﬂ2 0 1= e ﬁ1+ﬂ+520

2 3.13 3
o = (1 +’I“) a; —Cc1 = ﬁ21(i;_l)ﬁ?d0 ( — ) Co = (1 +’I“) ay = BQ%E/O.

Em segundo lugar, considere-se o modo de resolucéo deste processo de tomada de
decisdes por parte do consumidor assente no método dos multiplicadores de Lagrange.

Obviamente, dado o horizonte temporal das decisdes, independentemente do mé-
todo de resolucdo do problema, continua a ndo fazer qualquer sentido néo utilizar ple-
namente o montante de recursos monetdrios que estard disponivel no momento 2 para
consumo. Tal significa que se devera ter a3 = 0, o que significa, obviamente, que

co=(1+7)as. (3.16)

Assim, o Lagrangeano associado a este problema ser4:?

L =1n(co)+BIn (c1)+B2In (1 +7)az)—A1 [(1 +7)ao — co — a1]-A2 [(1 +7) a1 — 1 — as],

ou, em termos equivalentes:

L =1n(co)+B1n (c))+B*In ((1 +7)ag)+ [a1 — (1 +7)ag + co — ar]+ s [ag — (1 +7)ay +c1].

Para aquele Lagrangeano, as condi¢des de primeira ordem resultardo de:

2Note-se que, para simplificar, se admitird que os multiplicadores se consideram em valor actualizados.
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oL 1 |
A ad T WL
600 CojL ! 0
8_E = é+>\2£0
601 C1
oL !
N —((1+r)a0—co—a1);0
oL
N —((1+r)a1—cl—a2)é0
oL |
— = A1 — X (1 =
(’)al ! 2( +T) 0
2
8_E = ﬂ—+>\2£0
6@2 as

A solucdo deste sistema de equacdes sera:

B (1+7r) _
“° T 1Ti1p%"
2
. = 5%%7
1 1
1 2
ay = 52%50,
NS R &
Lt (1+r)ao’
N — 14845
? 1+ 2ay’

obviamente encontrando-se, para além das decisbes Optimas de ¢y, ¢y, em funcdo de

elementos conhecidos, tais como ag.

Como forma de ilustrar a aplicacdo da andlise de decisdo em contexto dindmico

a tempo discreto (com horizonte temporal infinito), considere-se, em segundo lugar, um

caso de natureza macroeconomica, retirado da teoria do crescimento econémico. Admita-
se, entdo, uma versao nio estocastica do modelo de crescimento de Brock-Mirman, ou
seja, em que se pretende determinar uma sequéncia infinita de decisdes éptimas de con-

sumo agregado, i.e.

maXZﬁt In ¢, (3.17)

L
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admitindo que existe uma func¢éo de producao (de bens de capital passiveis de consumo)
tal que
kt+1 = kta — Cy, (318)

em que ko = ko.

O Lagrangeano associado ao programa de optimizacéo da funcdo objectivo, (3.17),
sujeita a restrigdo inter-temporal (3.18), serd:3

T
L=) [B'ne =BT Ngr (k) — v — kuy1)] -
t=0

Claramente:

oL B

9 o + B N1,
oL
OAi41 - ﬂtJrl (kte1 — k' + ),
OL _
_ak = Bt)\t - aﬁtﬂsz‘ 1)\t+1-
t

As condig¢des de primeira ordem séo:

t
f— + B8N = 0 B (¢ +BNg1) =0= ¢ h = =By, (3.19)
t
ﬁt-’_l (kt+1 — kta + Ct) = 0= k/’t+1 = kta — Ct, (320)

BN — BT ST A

0 B (A — Bk " Ap1) = 0= A = aBky ' A {3.21)

Note-se, desde jd, que se existisse um horizonte temporal finito, ¢ = 7', entdo, em
termos éptimos, k41 = 0, ou seja ¢ = k. Esta solugdo permite conjecturar que a
solucdo para um horizonte temporal infinito serd do tipo:

¢t = aky,

onde a é um parametro a ser determinado. O processo de determinacio deste consiste
em:

3Note-se a actualizacio do préprio multiplicador de Lagrange.
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* Notar que, a partir da equacéo (3.19), se obtém

N
e Ber  Baky

* Assim, da equacdo (3.21), depois de efectuada a substituicdo de A\;y; = ﬁ, ter-

se-4
«
At = —
akt ’
o que significa que
«
At41 = .
akt+1

* Dado que, de acordo com a equagéo (3.20), ki1 = ki — ¢, entdo

« «

a(kf —c)  a(ky —aky)

)\t—i-l =

Substituindo esta expressdo na equagdo (3.21), ter-se-a

_ a1 « 2 6 _ aﬁ i
)\t—aﬁk/’t a(k}ta*ak?)_a kta(lfa)_lfaakt'

Tal implica que 22 = 1, o que significa que

l—a

a=1-—ap.

Assim, as decisdes éptimas de consumo serdo:

e = (1—ap)ky,

enquanto que
a -1

1—aﬁkt

At =

3.2

A Situacao a Tempo Continuo
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3.2.1

Teoria da decisao

A tomada de decisoes éptimas em tempo continuo € alvo da, chamada, teoria do controle
optimo, na qual o principio do mdximo desempenha um papel fundamental. Para a sua
ilustrago, considere-se o seguinte problema:*

T
max [ U (y(0).20).1) dt+ F (u(7)

sujeita, esta maximizacao, a:

i= = ,0);
y(0) = g, dado.

Note-se, em primeiro lugar, que o intervalo de optimizacédo corresponde a 0 < ¢ <
T, sendo o periodo terminal, 7', livre ou fixo, i.e., respectivamente, alvo de escolha ou
previamente determinado.® Para este problema, hd que definir um, dito, Hamiltoniano,
que sera:

H(y(t), x(t), At),1) = U (y(t), =(t), 1) + A(0) [f (y(t), ()],

onde \(t), habitualmente designado de varidvel de co-estado, representa o papel de mul-
tiplicador ou de preco sombra, na medida em que é equivalente ao valor marginal da
varidvel de estado no momento ¢.

As condi¢des de primeira ordem necessdrias associadas a este problema podem
expressar-se Como:

4Note-se que, sem perda de generalidade, se ird considerar o caso de uma funcéo de utilidade U, podendo
ser esta o simétrico de uma funcio de perda, L, pretendendo-se, neste caso, obviamente, minimizar a funcdo
objectivo.

5Iremos privilegiar o caso em que 7" é finito e pré-determinado.
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ML) _

oz (t) ’
dx(t)  OH()
At ayt)’

AR ()

NT) = T
dy (t) _ OH()
- OAt)’
y(0) = %o

Note-se que podem ser consideradas outras condi¢des terminais. Se o estado ter-
minal for especificado previamente [y(7T) = yr], a condicdo \(T) = ‘;5—((1;)) ndo serd
vélida. Se o horizonte temporal for livre, a condicdo serd H (y(7'),«(T),\(T),T) = 0,
condicdo que, juntamente com a de \(T") = ij ((t')), se designam por condicbes de trans-

versalidade.

A terminar, chame-se a atenc¢éo para a introducdo do desconto neste tipo de pro-
blemas, a qual se torna relevante por, em Economia, ser efectivamente usual considerar
problemas do tipo:

T
max/ U (y(t),z(t),t) e dt, (3.22)
{z®} Jo

onde p representa uma taxa de actualizacdo, medindo a importancia de valores futuros
de utilidade sobre o momento presente. Por forma a ter-se em conta o valor presente de
uma corrente futura de fluxos de utilidade liquidos, alguns autores recomendam que se
considere um Hamiltoniano a valores correntes, ou seja, para o caso de (3.22):

He = He?,
onde
H=U (y(t),=(t),t) e + X (1) [f (y(t), 2(1))],
representa o Hamiltoniano a valores actuais. Assim:

He = U (y(1),2(2),t) +n (8) [f (y(t), z(t))],

onde:
n(t)=A(t)e”,

representa a varidvel de co-estado a valores correntes.

Para este caso, as condi¢des de primeira ordem serdo:
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O
ox(t) 0
d77 (t) _ ch()
- ay(t) +pn(t),
) = .
dylt) _ OH()

da  ont)’

y(0) = o

Conforme se pode observar, a segunda condicdo é a Unica que se modifica de
forma significativa em relacfio ao problema a valores actuais. Dado que 7n(t) = \(t) e

entao:
dn(t) _ dX() ot
T = @ © +pA(t)e
dX (t) ot
— ).
prl + pn(t)

COH() M)
ayt)  oylt) 7
a expressao:
dr(t)  OH()
dt Ay(t)’

resulta em
dn (t) IH.(")

TR TS +pn (1)

3.2.2

Aplicacdes Econémicas/Casos Particulares

Como aplica¢des de analise de decisdo econdmica a tempo continuo serdo considerados
dois casos, ambos com horizonte temporal finito: (i) um de natureza macroeconémica,

consistindo no modelo de ciclo politico de Nordhaus, e (ii) um de natureza microecondmica,

consistindo num modelo de consumo.

O modelo de ciclo politico-econdmico considerado por Nordhaus consiste nas se-
guintes hipdteses:
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* Uma funcéo de votacdo ou de popularidade, dependendo dos niveis de inflacdo,
m, e de taxa de desemprego, u, ou seja V = f (w,u) com V, < 0,V, < 0, mais
especificamente V; = —u? — Bm;

* A popularidade do governo é acumulada ao longo do seu mandato, o qual dura
desde t = 0 até ¢ = T, sendo a data das eleicoes, 7', um dado, sendo a popula-
ridade recordada de acordo com uma determinada ‘taxa’ de memdria, tal que a
contribuicfio para a popularidade acumulada no momento ¢ é V;e!?;

* A taxa de inflacdo 7; depende (inversamente) da taxa de desemprego u, (variavel
de decisdo) e (directamente) da taxa de inflacdo esperada v, mais especificamente

T = Qp — QU + YUt

* A taxa de inflacdo esperada evolui de acordo com a seguinte expressao: % =
¢ (m —vt), com vy = v (0) dada e vr livre.
Se o objectivo for
T
max / (—ui — Bmy) et'dt [funcio objectivo] (3.23)
Ug 0
sujeita a
T = Qg — aiug + vy [curva de Phillips], 0<~y<1 (3.24)
d
d_zt) = ¢(m —ve) [expectativas adaptativas], 0<¢p<1 (3.25)
e

v(0) =vg v (T) livre,

onde vy (taxa de inflacdo esperada) e 7' (duragdo do mandato) sdo dados, as decisdes
6timas do governo resultam de se maximizar o Hamiltoniano:

Ho= (~ui = Bme) e + N [¢(me — vr)]
= (*Uf — B (o — oyug + ’th)) e’ + A [¢ (0 — arug +yvp — vy
= (*U? — B (o — oyug + ’th)) e’ + A [¢ (a0 — arug + (v — 1) vy)]

No que diz respeito as condi¢des de primeira ordem, teremos:
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oH
e, = (T2ue+far) et — Moo (3.26)
t
d\ oH
L= = (B e Ao (7 D) = B+ (L- ) ek (3:27)
Ut
OH
D4 (a0 — arug + (v — 1) vy) (3.28)
t
Note-se que PH — _gent < 0, o que significa que estd perante uma trajectdria

Ou?
de decisdes 6ptimas, i.e. permitindo maximizar o nivel de votacdo no dia das eleicoes,

t="1T.

Claramente, para que se possa determinar a trajectoria Optima de decisdes ha que
determinar a trajectéria para a varidvel de co-estado, \:. Esta, de acordo com (3.27),
evolui de acordo com a seguinte equacao diferencial:

dA
— =By + (1) 6,
cuja solucgéo é:
Bryert (1-
A (1) = —A——— + Crel=19,
= a e T4

A condicdo de transversalidade para este caso, ou seja \: (T') = 0, permite deter-
minar a constante C; como sendo:

By (p—(1—
Oy = — eln=( ’Y)<1>)T7
T Y
donde resulta:
57€”t ( By —(1— T 1—
(D) = — eh=(1=)T | o(1-7)¢t
t( p—(1-7)¢ p—(1-=7)¢
— By eht By eHT—(1=7)¢(T—1)

p—=(1-7)¢ p—(1-=7)¢

Assim sendo, tendo em conta que a partir de (3.26) :

o a9

= — = —

2 2ent™"

ter-se-a:
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y - 4B o < By ot Lewuwww)

2 2t \p—(1-7)¢ p—(1=7)9¢

_ aB wd By ad B (u-(-me) -
2 2 p=1=-79¢ 2 p—(1-7)0¢

_ owf af &y B Y u-a-me T
2 2 p=1=-7¢ 2 p—(Q1-7)¢

_aB(, & el (u(17)¢)(Tt)>
2 (1 w— 1—7)¢+u—(1—7)¢e

(
_ ap ( p-9 ¢ e(u(lvw)(Tt))
p—=1=v¢ p—(010-7)0

_ b 1 B (= (1=)$) (T—1)
= (s (o rmrer0))
_ . (1= (1=7)d)(T—1)
T eyl Gk ais ).
ou
utz%f(u—qﬁerﬁeA(T‘“),

onde A=pu—(1—7)¢.

No que diz respeito as decisdes éptimas hd que notar o seguinte:

* No inicio do mandato, ¢t = 0, a taxa de desemprego devera ser colocada ao nivel

u(0) = %2 (1 — ¢ + ypeAT). Claramente, este valor depende da duragéo do man-
dato. Quanto maior for a duracdo do mandato maior deverd ser o valor inicial da
taxa de desemprego.

* No final do mandato, independentemente da duracdo do mesmo, a taxa de desem-
prego deverd atingir o valor u (T") = %ﬁ

* Dado que 4t = — 21092 AT—) < () tal significa que a taxa de desemprego deverd
decrescer ao longo do mandato. Este facto, em conjunto com os dois anteriores,
permite afirmar que quanto maior for a duracdo do mandato mais acentuado serd
o ciclo econémico no que diz respeito a taxa de desemprego.

* Note-se que a curvatura da trajectéria da taxa de desemprego depende do sinal de

. ’ 2 A > . o) , A
A. Assim é porque % = %AeA(T t) = 0se A = 0. A trajectoria serd concava
se A < 0 e convexa se A > 0. A figura que se segue ilustra a situacdo.

* Note-se ainda que, a partir de (3.24) e de (3.25) seria possivel determinar as trajec-
térias para as taxas de inflacdo, m; e seu nivel esperado, v;.

Um caso (muito) particular deste problema ocorre quando a taxa de inflacdo es-
perada ndo influencia a taxa de inflacdo, ou seja quando v = 0. Neste caso, a taxa de
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desemprego deve ser constante ao longo do mandato, ou seja:

o1
Ut = %,Vt

enquanto a taxa de inflacdo deverd ser também constante ao nivel

aip

vt.
2 )

Ty = Qg —

Intuitivamente, este resultado explica-se pelo facto de, neste caso, o governo sim-
plesmente dever maximizar, em cada periodo do seu mandato, a sua popularidade V; =
—u? — [ sujeito & restricdo m = ap — a1 uy.

Finalmente, note-se que seria possivel definir um Hamiltoniano a valores ‘corren-

tes”:
H, = He M= (—uf — Bﬂ't) + e HN [p(m — vp)]
= (*U? — B (o — arug + ’Wt)) + 0 [¢ (a0 — arue + (v — 1) vg)],
onde 7; = e~#t)\;, 0 que significa também que d—gti =4 % — Ung.

Considere-se, agora, o problema associado a um consumidor que pretende decidir
sobre quanto consumir, ¢ (¢), e quanto poupar, s (¢), em cada momento do tempo, entre
t =0et =T. Admita-se também que, em cada momento do tempo, o consumidor
aufere um rendimento (fixo) do seu trabalho, y, e um rendimento de capital rw (¢), onde
r é a taxa de juro e w (t) representa a riqueza/capital acumulada no momento ¢, tal
que, por hipdtese, w (0) = 0 e, obviamente, w (T') = 0. As preferéncias do consumidor
sdo de natureza logaritimicas em relacdo ao nivel de consumo, sendo o consumo futuro
descontado a taxa de actualizagéo p.

O Hamiltoniano associado a este problema é:
H=e " Inc,+ N\ [y + rw; — ¢
No que as condicOes de primeira ordem diz respeito, ter-se-a:

M _ e
aCt N Ct

— )\t
cuja solucéo para g—;’t‘ = 0 resulta em:

e~ Pt

At

(3.29)

Ct =
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Claramente, para a trajectéria de decisOes éptimas, importa determinar a trajectoria
optima da variavel de co-estado, )\;. Esta pode obter-se a partir de:

ar __oH
dt - 8wt’
o que resulta em:
d\
d_tt = *T}\t.

Esta equacdo diferencial admite a seguinte solugéo:
A =e Ay, (3.30)

onde A; é uma constante a ser determinada. Neste caso, esta constante ndo pode ser
determinada (imediatamente) recorrendo a uma condicio de transversalidade.® A, deve
ser determinada, neste caso, recorrendo as condicOes inicial e final para a riqueza acu-
mulada, w;. Esta evolui de acordo com a seguinte equacao diferencial:

dw
dt

=Y + Twt — Ct,
ou seja, tendo em conta (3.29) e (3.30),

dwy e(r—p)t
o YtTee T

cuja solucéo genérica é:

re(r=Pt 4 etrp Ay As — ypAy

= rpA;

As constantes A; e A, devem, entdo, ser determinadas por forma a garantir o
cumprimento das condicOes inicial e final para a riqueza acumulada, ou seja wy = 0 e
wp = 0. A solucgéo serd:

A - e(r—p)T _TeTTL,
I—er Py
1 — elr=n)T
Ay = ¢ J

erT _ e(r—p)T r

SNote-se que o valor de A; deveria ser 0, o mesmo significando A\: = 0, V¢, se, erradamente, se considerasse
uma condicdo de transversalidade A = 0.
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Esta solucdo permite, entdo, determinar as trajectorias éptimas:

(1 _ erT) e(rfp)t Py
e(r=p)T _ orT .’

Cy =

(3.31)

5\ - e(r—p)T _ T L
t — 1_— T )
e Py

~ e(r—p)t-{-rT _ e(r—p)t + ert — ert-l—(r—p)T 4 e(r—p)T —_ T y
Wt = —.
T

erl _ e('r'—p)T

A partir da trajectéria de decisdes de consumo 6ptimas, (3.31), é possivel verificar
que o consumo deve evoluir de acordo com o sinal da diferenca entre a taxa de juro, r, e
a taxa de actualizacdo do consumidor, p, ja que:

o5 (1=¢T)(r—p)elropy

ot (elr=P)T —erT)

AV
o

consoante

rfpg().

A figura que se segue, representando as trajectdrias de ¢; (linhas superiores) e w;
(linhas inferiores) ilustra duas situagoes: (i) (linha a cheio) r < p; (i) (linha a ponteado)
7
r > p.

Um caso particular de interesse €, assim, aquele em que r = p. Neste caso, é
optimo consumir, em cada momento do tempo, todo o rendimento do trabalho, ou seja:

ét =Y, vt

o que resulta numa riqueza acumulada

wy = 0 V.

"Note-se que, obviamente, foi considerado T' = 8.
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