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O conjunto que forma estas notas é composto pelos resumos das aulas
tedricas do curso de Andlise Matemaética II, do ano lectivo 2011/12 na Uni-
versidade de Evora, prestado a vérias licenciaturas em engenharias. Depois
da primeira edicao em formato electrénico para ser lida em monitor, acrescen-
tamos agora o programa da cadeira, algumas das demonstragoes mais impor-
tantes mas dificilmente seguidas nas aulas, todos os exercicios de treino dos
conceitos, elaborados pelo autor de propdsito para o curso, e ainda algumas
resolucoes dos mesmos. Este texto nao contém muitos dos exemplos apresen-
tados durante as aulas, nem as mais elementares demonstracoes ai feitas, as
quais formam a maior parte do curso. Também se deseja que muitas delas o
leitor possa deduzir ou reproduzir por si.

O texto contém, por outro lado, algumas demonstragoes mais técnicas
ou exigentes, que nao couberam nos breves e inicos momentos de encontro
entre alunos e professor consentidos por um dos varios ‘actos de agressao’ ao
ensino em efectividade, a aplicacao desastrosa e nao isenta do denominado
Processo de Bolonha.

Agradecem-se notas, observagoes e quaisquer outros reparos que possam
e devam alterar a substancia da matéria leccionada.
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1 - Topologia e Continuidade em R"

2 - Diferenciabilidade em R”

3 - Formula de Taylor e Extremos

4 - Teoremas da Funcao Inversa e da Funcao Implicita

(5 - Integracao em R")

6 - Extremos Condicionados

7 - Integrais de Linha, Campos Gradientes e Campos Fechados
8 - Teoremas de Green, da Divergéncia e de Stokes
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Aula 1

O espaco euclideano R":

Trata-se de um espaco vectorial sobre R, espaco de pontos e vectores
denotados a = (aq,...,a,), * = (21,...,x,), etc..., onde estd escolhida uma
norma.

Admite soma de vectores e multiplicacao por escalares A € R. Por exem-
plo,

A=Ay, 0,) = (Ao, .., Awy,)

Norma euclideana = comprimento de um vector = distancia do ponto a
origem:

|(z1,.. ., zn)|| =23+ + 22 .
Propriedades:
Vu,v € R", A € R,
llu+v|| < |ull + ||v]| (desigualdade triangular),
[[Av[] = (ALl

o] =0 v=0.

Nogoes topologicas em R™, nocao de vizinhanca de um ponto.
Bola aberta de centro em a € R™ e raio € € R*:

B(a)={z €R": ||z —a| <€} .

As vizinhancas podem ser dadas por n-intervalos: dado o mesmo ponto
a € R", os “cubos”

lag —€,a1 + €[x -+ - X]a, — €,a, + €]

geram a mesma topologia em R™. Claramente, pois, sempre com o mesmo
centro, toda a bola contém um cubo e todo o cubo contém uma bola.

Classificacao dos pontos e subconjuntos



Dado um subconjunto S C R" e dado a € R™. Este ponto diz-se:

Ponto interior a S: quando a e toda uma sua vizinhanga estao contidos
em S.

Ponto exterior a S: quando a e toda uma sua vizinhanga estao contidos
em R"\S (complementar de 5).

Ponto fronteiro a S: quando qualquer vizinhanca de a tem pontos em S

e fora de S.

Definem-se em seguida de forma ébvia os subconjuntos de R™:
int(9) ext(9) fr(S)

como o interior, o exterior e a fronteira de S.

Por exemplo, int(S) = {pontos interiores a S'}.

Por definicao, cada par de entre estes trés subconjuntos tem intersecgao
vazia um com o outro.

Claramente,

int(R™\5) = ext(95) e fr(R™\S) = fr(S) .

S diz-se aberto se int(S) = S.

S diz-se fechado se R™\S é aberto. Ou seja, se S DO fr(S). Ou ainda, o
que é o mesmo, S = S U fr(9).

S diz-se limitado se existir um numero positivo L > 0 tal que ||z| <
L, Vx € S.

S diz-se compacto se for fechado e limitado.

Ezercicio: Prove que:

1) toda a bola aberta é um subconjunto aberto.

2) Toda a bola fechada B.(a) = B.(a) U fr(B.(a)) é um subconjunto
compacto de R".

Aula 2

Funcoes, limites, continuidade
Seja S C R" e f uma funcao em S com valores em R™:

fiSCR"—R"
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r=(r1,...,2,) +—— f(x)=f(z1,. ., 20n) = (Y1, Ym)
Y1y Um) = (fi(xy, .oy zn), ooy frn(@1, oo @)
Claramente, f tem componentes f;: S =R, f=(f1,..., fm)-

Recordamos que S é o dominio ou conjunto de partida de f.
Recordamos que Im f = f(S) = {f(z) : = € S} é a imagem de f.
f diz-se injectiva se ... e sobrejectiva se ... (recordar!).

f diz-se limitada se f(.S) é um subconjunto limitado.

Seja a € R".
Dizemos que f tem limite b € R™ em a se:

V>0, 3¢ >0: Vr € SNB(a) = f(x) € Bs(b) .
Ou seja,
V6>0,3e>0: VeeSel|z—al|<e = |[f(z)—0| <9.
Neste caso escrevemos

lim f(z) =b.

r—a

Proposicao 2.1. O limite, se existe, é unico.

Prova-se, por defini¢ao, que, sendo f,g: S — R™ e A : S — R funcgoes
em S com limites em a:
lim f(z) =0, lim g(z) = ¢, lim A\(z) =1,
Tr—a Tr—a Tr—a

entao existem os limites:
lm(f + 9)(2) = lim(7(z) + g(a)) = b-+c.
lm(A.f)(x) = lim A(x) f(x) =1.b .
Tr—a r—a
Mais ainda, se [ # 0, entao existe o limite lim,_,, i(x) = %

Sendo a € S dizemos que f é continua em a se existe o limite em a e este
é igual a f(a), ou seja,

lim f(z) = f(a) .

T—a
Consequéncia imediata do anterior:
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Proposicao 2.2. A soma de duas fun¢oes continuas em a é uma func¢dao
continua em a.

O produto de uma func¢do continua em a por uma funcdo escalar continua
em a € uma fun¢ao continua em a.

A inversa de uma funcdo continua e nao nula em a € uma funcdao continua
em a.

Funcao composta e mais sobre limites
Suponhamos agora que f : .S C R® — R™ é uma fungao com limite b em
aequeh:U CR™— RFéuma funcio com limite ¢ em b.

(Repare bem nos pontos e nos conjuntos)

Poderemos entao falar da fungao composta:

hof:DCR"=RF hof(x)=h(f(z)).

O seu dominio, D, sera obviamente o conjunto de pontos de S cuja im-
agem por f esta no dominio de h

(isto é mesmo o que faz sentido!).

Agora, é simples demonstrar que ¢ é o limite de ho f em a:

lim(ho f)(z) =

Proposicao 2.3. A composicao de duas fungoes tais como f e h acima, a

primeira continua em a e a seqgunda continua em f(a), é uma fun¢do continua
em a.

Aula 3

Uma fungao diz-se continua (no seu dominio) se for continua em todos os
pontos.

FEzercicio: Mostre que toda a funcao racional em R?, f(z,y,2) = M,
o ) N = ', a(z,y,2)
com p, ¢ polinémios, é uma fungao continua no seu dominio.
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Proposicao 3.4. Se existir um dos limites, tém-se as sequintes equivalén-
clas:

lim f(z) =b <« lmfa+a)=b < lim|f(z)=b]=0.

T—a

Poderemos também falar de limites direccionais no ponto a e na direcgao
de um vector v de uma dada fungao f:

%ir% fla+tv)=b comt a variar em R .
%

Nota. H4 fungoes que tém todos os limites direccionais (para todo o v) e no

entanto nao tém limite em a !
E o caso de f : R? — R definida por

[ 1 sey>aouy<0
f(:v,y)—{o sey<aley>0

Limites laterais ou parciais sao os limites na direccao dos eixos candnicos,
ou seja na direccao de um vector da base candnica de R".

Nota. Nem sempre existem os limites laterais, podendo existir o limite no
ponto. Por exemplo,

lim (lim z sen y) nado existe, mas existe o lim xseny=0.
z—0 " y—0 (z,y)—(0,0)

Derivacao e diferenciabilidade I

Seja f: D C R — R™ uma fung¢ao definida num aberto D e seja a € D.

Define-se a derivada parcial de f no ponto a em ordem a x; como o limite,
se existir,

of (a) = lim flag, ...,z a,) — flag, ... a,)
aLL’i T;—a; T, — a;
— lim f(al""7ai+h7"'7an)_f(al,-..,a,n)
=0 h

(do lado esquerdo estd a notagao para o limite).



Mais geralmente, falamos de derivada direccional de f no ponto a € D
e na direccao de v € R" quando existe o

fla+hv) — f(a)

h—0 h

(do lado esquerdo estao duas notagoes usuais para o limite, se existir).

E de facto noc¢ao mais geral, pois é claro que

Af(@)(e) = 5@

onde ¢; = (0,...,0,1,0,...).

Note-se que, fixando v € R", se existirem as derivadas em todos os pontos,
voltamos a ter uma nova func¢ao x — df(z)(v).

Podemos entao falar em nova derivada ou derivada de segunda ordem de
f em z na direcgao de w € R™ e depois de v:

: o df(a et hw)(v) = df(2)(v)
& () (w,0) = lim . .

E, assim por diante, definimos as derivadas de terceira ordem, quarta
ordem, .... ordem p, etc.
No caso das direcgoes principais, temos as notacgoes:

O’ f >Pf
Ox;0x;’ O0x;0x 0y’

Por agora nao vamos dizer mais do que isto sobre as derivadas de segunda
ou maiores ordens.

etc...

Aula 4

Aplicagoes lineares
Recordemos agora a nogao de aplica¢ao linear: uma fungao

A:R" —- R™



satisfazendo as propriedades, Vv, w € R", VA € R,

Alv+w) = Av) + A(w) , A(Av) = AA(v) .

Fixemos a base candnica ja antes referida.
Por exemplo para R" trata-se do sistema de vectores ey, ..., e, onde

e; =(0,...,0,1,0,...,0) com 1 no lugar 7.
Em R™ tratar-se-a do sistema de vectores fi,..., f,, onde
fi=1(0,...,0,1,0,...,0) com 1 no lugar j,

mas este vector, bem entendido, com m entradas.

Como bem se sabe, fixadas as bases, uma aplicacao linear A fica deter-
minada pela sua matriz [a;;].
Cada vector A(e;) € R™ escreve-se de novo a custa da base canénica

fiyooos fn de R™
Ale;) = Zaijfj :
j=1

A matriz determina A pois, se v € R" se escreve como v = (vy,...,0,) =
> vie;, entao

Av) = A(Z vie;) = ZU@'A(&') = Zviaijfj :

Isto prova em particular o seguinte

Corolario 4.1. Toda a aplicacdo linear é continua.

Derivacao e diferenciabilidade 11

Voltemos as derivadas.

E possivel dar exemplos de fungoes f(z,y), (z,y) € R?, que tém as duas
derivadas parciais g—£ e g—g num ponto a mas nesse mesmo ponto a funcao nao
é continua.

Ora, tal situacao nao é nada conveniente.
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Nota. Um exemplo a estudar:

flx,y) = { 62?@;2 Ei:z; i Eg:g; no ponto a = (0,0).

Recordemos brevemente a férmula de Taylor (a que voltaremos mais
tarde) para fungoes reais de varidvel real: se existir, vale
h? h3
P+ h) = [@) + F@h+ @)% + ")+
Repare-se entao que o chamado resto de sequnda ordem tende para 0 com h
mesmo quando dividido por h.

Daqui se abstrai a nocao de diferenciabilidade conveniente para fungoes
definidas em abertos de R™ e com valores noutro espaco vectorial R™.

Dizemos que uma fungao f : D C R" — R™ definida num aberto D é
diferenciavel no ponto x € D se existir uma aplicacao linear A, : R® — R™
tal que, escrevendo para um vector v

[l +v) = f(x) + Az (v) + o(v)

resulta

m@—o.

=0 Jlof|

Se f for diferenciavel em x, denotamos

Az (v) = df(z)(v) = f'(z)(v) .

A aplicagao linear df(z) : R — R™ é chamada diferencial de f no ponto

Propriedades imediatas da diferenciabilidade:

e A notacdo nao é ambigua nem esta repetida: se for diferencidvel, a
funcao f tem mesmo derivada parcial na direccao de v no ponto z e
qualquer que seja v.
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e Por razoes anteriores, s existe uma aplicacao linear A, nas condicgoes
da definicao acima.

e Vemos agora que df(z) é mesmo uma aplicagao linear (isto nao é ime-
diato da férmula dada muito atras).

e Uma fungao diferencidavel em z é continua em z.

FEzercicio: Prove estas afirmagoes (como viu durante a aula tedrica).

Recordemos o teorema do valor médio ou de Lagrange: para uma funcao
f definida num intervalo [«, 8] C R e diferencidvel nesse intervalo, existe um
ponto zy €|a, ] tal que

E claro, temos o mesmo para a restricao de uma funcao real e diferenciavel
num aberto D C R™ que contenha ‘intervalos’.

Teorema 4.1 (do valor médio ou dos acréscimos finitos). Sejam a,v € R"
e f: D — R fungao diferencidvel. Suponhamos que o segmento [a,a + v] =
{z; =a+tveR": t €|0,1]} estd contido em D. Entao existe um ponto
Ty, nesse segmento tal que

fla+v) = fla) = df (z4,)(v) -

Aula 5

Jacobiano
Chama-se matriz jacobiana de f = (fi,..., f;) no ponto x a matriz de
f'(x) = df(x) escrita a custa das bases candnicas de R™ ¢ R™:

oh ... 9h

ox1 Oy
Jac f = )

Ofm .. Ofm

ox1 Oy
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Havendo necessidade, dizemos qual o ponto em questao assim: Jac(f)(z).
Por exemplo, se g : R — R ¢ diferenciavel em = = (z1,...,2,) e v =
(v1,...,v,) € R™ é um vector qualquer, entao temos as identidades:

dg. (v Z vidg.(€;) Z Uz 81:2

correspondendo a multiplicacao de matrizes

U1

Jacg(x)v:[g—fl ;l—i} | =dga(v)
Un

Regras da diferenciacao

Prova-se, por definicao, que, sendo f,g: D — R™ e X\ : D — R fungoes
definidas num aberto D C R" e diferencidveis em a € D, entao também sao
diferenciaveis em a as funcgoes f + g e A.f.

Tem-se para qualquer v € R™

(f +9)(a) = f'(a) + 4'(a)

e a regra de Leibniz (note bem as aplicagoes lineares em causa)
(A-f)(a)(v) = N(a)(v).f(a) + Aa).f'(a)(v) .

Outras versoes do resultado anterior:

d(f+g)=df +dg, d(Af) = (AN f+Adf,
0 _of Oy OAf) O of
ox; (F+9)= 0x; + ox; ’ or; O f+ )\axi ’
ou ainda
fi
Jac(f +g) =Jacf +Jacg, Jac(\f)= | JacA+ ANJacf .
fm
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Regra da derivagao da funcao composta:

Suponhamos agora que f : D C R"™ — R™ é uma funcao diferencavel em
a, que f(a) pertence a um aberto D C R™ e que h: D — RF é uma funcio
diferencidvel em f(a).

Entao prova-se que h o f é diferenciavel em a e que, Vv € R,

d(h o f)(a)(v) = dh(f(a))(df(a)(v)) .

Por outras palavras,

(ho f)(a)(v) = h'(f(a))(f'(a)(v)) .

O diferencial (ho f)(a) : R® — R* verifica portanto

(ho f)(a) =N (f(a))e f(a).

E em termos matriciais, recordando que a composicao de aplicacoes lin-
eares da lugar a multiplicacao das respectivas matrizes que as representam,
tem-se

Jac (ho f)(a) = Jac (h)(f(a)) Jac f(a) .

Uma funcao diz-se diferencidvel (no seu dominio D, aberto) se for difer-
enciavel em cada um dos pontos de D.

Exemplo 1:

Seja g : D C R® — R uma funcao diferencidvel. Como habitual, usamos
as coordenadas (z,y, z) € R3.

Seja f : I € R — R?® uma funcao diferencidvel num intervalo I, uma
curva no espago que admitimos passando em D.

Claro que f(t) = (f1(t), f2(t), f5(t)).

Entao go f: I — R ¢é diferenciavel e teremos,

pela regra da derivacao da funcao composta:

d ~Ogdfi | dgdfy 0Ogdfs
—(gof)=—+ o+
dt Or dt Oy dt 0z dt
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Se quisermos mais pormenor, o que se tem é:

(go f)(t) =

g dfi dg dfs dg dfs
%(f(t))g(t) + a—y(f(t))g(t) + a(f(t))g(t)-

Repare-se na multiplicacao de matrizes:

Jac (g o f). = Jac (g) s Jac ()

Exemplo 2:

Seja h: R? -+ R? e g : R? — RR®.

Suponhamos h(z,y) funcdo de (z,y) e g(ai, az) funcao de (aq, az).

Entao, por exemplo, a derivada em ordem a = da quarta componente de
g composta com h: g4(hi(x,y), ha(x,y)):

894 oh . 894 Bhl 4 6’94 8h2
dr  Oa; Or  Das Ox

Aula 6

Derivacao e diferenciabilidade I1I
O seguinte critério permite decidir quando é que uma dada funcao é difer-
enciavel:

Teorema 6.2. Uma funcao f: D C R" — R € diferencidvel em D se admitir

as n deriwadas parciais % en — 1 delas forem continuas em D.
2

Fazemos aqui a demonstragido pois esta nao foi feita na aula tedrica:

Usamos o método de indugdo em n. Para n = 1, estd provado porque a diferenciabilidade é o mesmo que a existéncia
de derivada.

Suponhamos por hipétese que o resultado foi provado até dimensao n — 1 e tratemos de provar para dimensao n.
Seja a € D e v € R". Como existem as derivadas parciais, definimos o diferencial de f:

—5 2
df @ = S v

Vejamos agora a condic¢do de diferenciabilidade: f(a + v) — f(a) —df(a)(v) = o(v) é um infinitésimo com v, ou seja
lim o(v)/||v|| = 0 quando v — 0.
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Fagamos a decomposi¢ao v = (v1,...,Vn) = u + vpen onde v = (vy,...,vy_1,0). Podemos supér, sem perda de

of

generalidade, que é z*— que é continua. Entéo a restrigdo de f a cada um dos hiperplanos em que an, estd fixo é uma
n

fungao diferencidvel pela hipdtese de indugdo (tem n — 1 — 1 derivadas parciais continuas). Agora, somando e subtraindo
f(a + u) e usando a linearidade do diferencial, temos

of

o(v) = fla+u+vnen) — fla+u) —vn
Oxp

(a) + fla+wu) = fla) —df(a)(u) -

Pelo teorema dos acréscimos finitos no ponto a+ u e na direc¢ao de ey, conclui-se que existe um 6 €]0, 1[ tal que o anterior
fica igual a

= v

o
! (a+u+ Ovpen) — vy f

n
Oxp Oxp

(a) + f(a+w) — f(a) —df(a)(u)

= vn(;f (a+u+9vnen)788f (a>)+o(u)

Tn Zn

Reparando que [[v]| = /||u|[2 + v%, lembrando que 9, f é continua e a hipétese de indugado, torna-se fécil concluir que

limy, 0 % =0.

Pelo teorema, tornou-se muito facil decidir se uma funcao é diferenciavel
ou nao: basta reparar nas derivadas parciais!!!

Ja faldmos de derivadas de ordem superior a 1 (Aula 3).
Uma utilizacao criteriosa do teorema dos acréscimos finitos (como a que
se usou na demonstragdo acima) permite mostrar o teorema seguinte.

Primeiro, o diferencial de ordem p no ponto x define-se como:

& f) (o, ..., v,) = d(dp‘lf(x)(vl, o ,vp_l))(vp) ,

onde vy, ...,v,_1,v, € R" sao as vérias direcgoes - vectores - em que repeti-
damente se diferencia, na varidavel = apenas, a fun¢ao f. (nota: do lado
esquerdo estd a notacao para a derivada da derivada de ordem p — 1 do lado
direito, se existir.)

Surge entao o seguinte resultado de grande acerto de meios.

Teorema 6.3 (da igualdade das derivadas mistas). Se f: D C R" — R ¢
duas vezes diferencidvel, entao para quaisquer direcgoes u,v, tem-se

d*f(2)(u,v) = d*f(2)(v, u) .
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Ezercicio: Estude a simetria do diferencial de 2* ordem pela definicao e
repare que a demonstracao do teorema nao é imediata.

Tomando u = e; e v = e; vectores da base candnica, o resultado acima
traduz-se em:

02 f 2 f

81’,’81']' N 833]0:171

ou ainda
*f Bf
O0r;01;0z),  Ox)07;07;

Ezercicio: 1) Explique a segunda igualdade acima.
2) Experimente a primeira com f(z,y) = x cos(zy).

Aula 7

Eis finalmente os conjuntos de fungoes num aberto D que mais vamos
estudar (notagao do lado esquerdo):

CO={f:D—=TR: fécontinua em D} .

Ch = {f: 3 derivadas parciais

e sao continuas em D} .
i

o f

C¥ = {f : 3 derivadas parciais m

continuas em D} .

Funcao de classe C* em D é a que pertence a CF.
Funcao de classe C® é a que é de classe C* para todo o k € N.
Claroque C* C ---C CFc---c C?c C' c C°.

Por teoremas vistos acima, deduzimos

Teorema 7.4. C% ¢ um espago vectorial sobre R.
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Ezercicio: Utilize inducao matematica para provar que a composicao de
aplicacoes de classe C* é de classe C*.

Produto interno euclideano, gradiente

A norma euclideana vista na Aula 1 surge de um produto interno, de uma
métrica.

Recordemos da Algebra Linear que se define o produto interno euclideano
entre dois vectores u = (z1,...,2,) € v = (Yy1,...,¥y,) de R" como o valor
real

(u,v) = (1, 20), WY1, Yn)) = 101 + -+ + TpYn -

Trata-se de uma aplicagao R™ x R™ — R bilinear, simétrica e nao-
degenerada, ou seja, Vu,v,w € R*, A € R:

(u, v+ w) = (u,v) + (u, w)

(Au, vy = (u, \v) = Xu,v)

(u,v) = (v, u)

(u,u) >0 com igualdade se e sé se u =0 .

Ezercicios: 1) Provar as propriedades de (-, -).
2) Para qualquer v € R" fixo, é linear a aplicagao h : R” — R definida
por h(z) = (v, x).

E claro que
(u,u) = Jlulf* .

Dito de outra forma, [|ul| = /(u,u).

Vectores u,v € R™ tais que (u,v) = 0 dizem-se ortogonais.

Temos sempre a chamada desigualdade de Cauchy-Bunyakovski ou Cauchy-Schwarz: [{(u,v)| < ||ul|||v], com igual-
dade se e s6 se os dois vectores sao linearmente dependentes. A demonstragao resulta do estudo da funcao em X definida
por ||u + /\UH2 sabendo-se de antemao que é sempre positiva.

Temos assim que o nimero cos £(u, v) = % estd entre —1 e 1, o qual de facto coincide com o coseno.

Nota. Estas propriedades sdo provadas em curso de Algebra Linear e Geometria Analitica.
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Formula muito prética:

(u, v) = [[ul[lv]| cos £(u,v).

Tal como a seguinte, voltando ao inicio, em multiplicacao de matrizes:

Y1
(wovy=[a1 - x| | ¢ | =u'v

Yn

Seja f: D C R" — R uma fungao diferencidvel num aberto D.
Chamamos gradiente de f no ponto x ao vector

w:<3_f 3f).

oxy" " Oxy,

Um ponto a € D diz-se um ponto critico de f se df(a) = 0, ou seja, se
%(a) =0, V1 <7 <n. O mesmo ¢ dizer

a é um ponto critico de f <= Vf(a)=0.

Como se vé, o gradiente determina o diferencial de f:

df(2)(v) = Xiy vigh (2) = (Vf(2),0)

Nota. Estaigualdade é de grande importancia do ponto de vista geométrico.
O vector gradiente da-nos outra forma de olhar para df, isto é, para a
matriz-linha Jac f.

Ezercicio: Suponha f diferencidvel numa bola e que df(z) = 0 em todos
os pontos. Mostre que f é uma constante.
Sugestao: teorema de Lagrange.
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Aula 8

Interpretacao geométrica, funcao implicita

Comecemos com um exemplo em dimensao 1:

Seja f(z) uma funcio C! real de varidvel real num intervalo D C R.

O seu gréfico é dado como o conjunto de pontos de R = R?* G, =
{(z, f(x)) : = € D}. A recta tangente ao grafico, em cada ponto, é gerada
por T' = (1, f'(x)).

O gradiente da funcao (z,w) s w — f(z) é o vector V& = (—f'(z),1).
Tem-se

(T,Ve) = (1, f'(x), (=f'(2),1)) = =f'(x) + f(z) = 0.

Em conclusao, o gradiente de ® é ortogonal ao grafico de f.

Novo exemplo, em dimensao 3:
Seja f(x,y,z) uma fungao C* real e definida num aberto D C R3.
O seu gréfico é igual ao conjunto de pontos de R**' dado por Gy =

{(z,y,2, f(z,y,2)): (2,y,2) € D}.
O espaco tangente ao grafico, em cada ponto, é gerado por trés vectores:
of of of

Ty =(1,0,0,20), Ty = (0,1,0,2L), Ty = (0,0,1, %) .
1 ( 70707 8I>’ 2 (OJ 707 ay)a 3 (0707 762)

(E claro que estas definigoes se generalizam a qualquer dimensao.)

Para se aperceber da nogao de espago tangente a um gréafico em R”, neste
caso R?, tomem-se curvas no gréfico e suas velocidades:

T, surge como a velocidade da curva x — (x,0,0, f(x,y, 2)),

T5 surge como a velocidade da curva y — (0,y,0, f(x,y, z)), etc.

Os trés vectores geram um subespaco vectorial de R*, o espaco tangente
a Gf.

O gradiente da funcao ®(z,y,z,w) = w — f(x,y,z) é o vector V& =
(=Vf,1). Tem-se entao (exercicio), Vi = 1,2, 3,

(T;,V®) =0 .
Dito de outra forma, d®,,, . )(7;) = 0.
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Em conclusao, o gradiente de ® é ortogonal ao gréafico de f.

Nos dois exemplos anteriores repare-se que Gy é sempre o conjunto dos
zeros de ®: {(z,w) € D xR : ®(x,w) = 0}, um conjunto de solugoes de
S (z,w) = 0.

Em geral, suponhamos que é dada ® : V' C R""! — R de classe C'. Um
conjunto de nivel ¢ (chamado superficie de nivel caso n = 2 ou curva de nivel
caso n = 1) é definido como

MC:{(xh'”axn—i—l): CI)(IEh...,ITH_l):c} .

Suponhamos que alguma derivada parcial ;I—f # 0. Entao, pelos exemplos
0

acima, podemos afirmar que o espago tangente a M, em cada ponto é dado
pelos vectores Tj tais que (T, V®) = 0.

Nota. Em linguagem da Geometria Analitica: o espago tangente é o ntcleo do diferencial, Ty (M.) = Nucd®,;.

Como conclusao, de novo: o gradiente de ® é ortogonal a M.

E também possivel recuperar a fungao implicita.

Teorema 8.5 (da fungao implicita em dimensao n + 1). Suponhamos que é
dada ® como acima. Suponhamos, sem perda de generalidade, que num certo

ponto (ay,...,a,,b) do dominio de ® temos
0P
d(ay,...,a,,b)=c e aanrl(al,...,an,b) #0 .

Entao existe uma vizinhanga D C R™ de (ay, .. ., a,) € uma func¢ao f : D — R
de classe C! tal que

flar,...;a,) =b e ®(xq,..., 2, f(x1,...,2,)) =cC .

Mais ainda, pela regra da derivagao da funcao composta, temos

0D 9D Of

0= .
8:v,~ 893n+1 &v,
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Ou seja, V < i < n,
of 0%, 0P

(9.1'1‘ N _8:151 aan '

Exemplo: ®(z,y, 2) = 22 4+ y? + 2% Entdo 92 = 2z # 0 para z # 0.
Claro que a fungao implicita sé existe para ® = ¢ > 0, ai sendo igual a

z =4/c—a? —y? em torno da solugao (0,0, \/c).

Aula 9

Teoremas da funcao implicita e da funcao inversa
Continuando a aula anterior, suponhamos que em vez de uma temos duas
equagcoes

Qsl(xl; .. axn—lyxnvl‘n—&—l) - O ) ng(Il? «o 3 Tn-1,Tn, mn-i—l) = 0

e que temos uma solugao de ambas: ¢(aq, ..., a,_1,b1,by) = 0.
Poderemos entao tentar escrever z, 1 a custa das n primeiras variaveis,
usando ¢, ou ¢, e depois talvez escrever x,, a custa das variaveis que sobram.

E para tal necessario que as duas equagoes sejam mesmo funcionalmente
dependentes de z,, e z,.1, e independentes uma da outra. Prova-se - nao o
faremos neste curso - que tal condigao é garantida por:

91 91

Orn  Ozp

det | 2g; “ags' | # 0.
6xn 8xn+1

Continuando o exemplo anterior, suponhamos que além de 22 +y? + 22 =

¢ > 0 temos 2zy — 2% = 0, entdao vem (x + y)? = ¢ e daf resulta, por exemplo,
Ve Ac <)

y=+/c—xez=+/2x(y/c—x) em torno da solucao (5, %, /5)-

Generalizando, temos o

Teorema 9.6 (da fungao implicita em dimensao n+m). Suponhamos que é
dada ® : V C R* x R™ — R™ de classe C* num aberto V e que num certo
ponto (ay,...,an,by,...,by) temos

0xjinlij=1,.m

O(ay,...,an,b1,....,0pn) =0 e det[ #0
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(determinante calculado sé mo ponto em questdo). Entdo eziste uma vizin-
hanga D C R"™ de (ay,...,a,) e uma funcio f : D — R™ de classe C' tal
que

flag,...;a,) = (b1,...,by) € ®(x1,..., 2, f(21,...,2,)) =0

Do teorema anterior aplicado a ¢(y,x) =y — f(x) resulta logo o

Teorema 9.7 (da funcao inversa). Seja f : D C R" — R" uma fungao de
classe C' tal que num certo ponto a do aberto D wverifica:

det(Jac f(a)) #0 .

Entdo existe uma vizinhanca de a onde f € invertivel com inversa f~1 de
classe C'.

Derivando a igualdade f~' o f(x) = z pela regra da derivada da fungao
composta do lado esquerdo e por definicao do lado direito, temos, para todo
o vector v,

df ! (y) o df(@)(v) = v .

onde y = f(x), ou seja

df M (y) = (df(x) .

Para a representacao matricial, vem imediatamente

Jac [ (y) = (Jac f(x)) ™" .

Exemplo
Recorde a funcao exponencial ¢ : R — R e sua inversa, que se sabe bem
por que existe. A inversa é log, verificando assim €°8¥ =y e loge® = z.
A derivada da exponencial é conhecida: d(e*)(v) = e®v = w. Entao a
derivada da inversa é
1

1
1 et = — = — .
d(logy)(w) =wv i yw
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Ezercicio: Encontre um intervalo onde y = sen x é invertivel e prove que

I 1
(arcseny)’ = TS

Aula 10

Extremos relativos
Quase sempre daqui em diante f : D C R®™ — R serd uma funcao de
classe C* com valores reais.

a € D diz-se um ponto onde f tem um méaximo (local) ou, por abuso de
linguagem, diz-se um maximo (local) de f se

de>0: f(z) < f(a), Vo € Ba) .

Note-se que o valor f(a) é que é um méaximo do subconjunto f(B.) C R.

Se a condicao for f(x) < f(a), Vx € D, entdo o ponto a passa por ser
um maximo global de f.

Da mesma forma se define minimo (local) de f: um ponto a € D para o
qual 3e > 0: f(x) > f(a), Y € B(a).

Mas é o valor f(a) que é minimo!

a é minimo global se a condigao for f(a) < f(x), Vo € D.

Os quatro tipos acima sao chamados de extremos relativos.
Falando de minimos e méximos, em geral, falamos de extremos locais.

Nota. falamos de maximos ou minimos estritos se eles forem isolados. Ou
seja, para um méximo, por exemplo, na definicdo acima tem-se f(z) <

f(a), Vz # a.

Da definicao de diferenciabilidade e do facto de uma aplicagao linear nao
nula de R” em R tomar sempre, perto da origem 0, valores positivos e nega-
tivos (porqué?), resulta logo o

Teorema 10.8. Se a é um extremo relativo, entio df(a) = 0.

Assim, os extremos estao entre os pontos criticos de f

(cf. Aula 7, recordemos que df(a) =0 < Vf(a) =0« f'(a) =0).
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Por f ser de classe C?, podemos falar da férmula de Taylor de ordem 2.

Eis como se obtém de forma rapida:
Primeiro, fixados a € D, v € R", repare-se que derivando em ordem a t € R a seguinte fungdo temos logo (pela

regra da derivada da fungdo composta e por ser %(a + tv) = v):

2

t _ d ’ t el +
@(f(a-k v)) = E(f (a+tv)(v)) = f(a + tv)(v)(v)

Em particular, em t = 0, a primeira derivada em ordem a t é mesmo f’(a)(v) e a segunda derivada é f''(a)(v)(v).
Posto isto, o resto oz(a, v,t) em

2
Fla+t) = £(a) + /(@) () + = £ (@)(0)(@) + 02

hé-de verificar lim;_,q w =0.

(Para t = 1 e v suficientemente pequeno resulta a préxima identidade)

Como diziamos,

fla+0) = f(@) + F(@)) + 3 @00) + oy
02(v)

T 0 quando v — 0.

co1m

Notas. E muito facil provar que o diferencial de 2* ordem f”(z)(u, v) é linear
em cada uma das entradas u ou v (cf. Aula 6 donde alids se prova o mesmo
em geral para o diferencial de ordem p).
Se virmos v = (vy,...,v,) € R", a expressao de f”(z)(v,v) é um polind-
mio nos v; de grau 2, pelo que f”(z)(v,v) é uma forma quadrdtica.
Situemo-nos agora numa vizinhanga B.(a) dum ponto critico a. Como
f'(a) = 0, temos

Fla+v) = f(a) + %f”(a)(v, 2) + 03

e assim, para € suficientemente pequeno, o que determina se f(a+v) > f(a)
ou f(a+v) < f(a) numa vizinhanga de a, isto é com ||v|| < €, é mesmo o sinal
de f"(a)(v,v) — desde que este nimero nao se anule (mas ha excepgoes!).

Suponhamos agora que, nalguma base €y, ..., €, de R", a matriz de f”(a)
era diagonal:
A0 0
. b 0 X
H = [f"(a)(é, ;)] =
0 An

24



E claro que, Vv € R", v =x161+ - -+ 2,6, para certos escalares x; € R.
Entao

= Z x,;xjf"(a)(éi, éj) = )\1(13% + -+ )\nxi

1,j=1

e, da férmula de Taylor,

fla+v) = f(a) + %(Ale o A22) 0o

pelo que
-se \; >0, Vi=1,...,n, conclui-se que f(a) é um minimo estrito
-se \; <0, Vi=1,...,n, conclui-se que f(a) é um méximo estrito
-se,Vi=1,...,n, A\; # 0, alguns de sinal 4+ e outros de sinal —, entao o

ponto a é chamado de ponto-sela.

Hessiana, o teorema dos extremos relativos
Chamamos matriz hessiana de f a matriz das segundas derivadas:

H = H(f)(a) = [afg <“>} '

Considerem-se dois vectores de R”

U= (Ur,...,Up) =D Wi, V=_(V1,...,0,) =D . V€.

Por lineariedade,

df( Z uvi f"(a)(e;, €5) Z UVj—o— ax 83: (a) .
0T

7.7 1 ,] 1

Em termos matriciais,

2f o2 f
x3 0xn0x1 (%1
dgf(a)(u7v): [ Uy -+ Up }
02 f 92 f
0x10Ty @ Un
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= u’(Hv)
Como H ¢ simétrica (pela igualdade das derivadas mistas), denotando
por -T a transposta, temos H = H” e logo
u” (Hv) = (u, Hv) = (Hu,v) = (Hu) .

Vamos chamar determinantes principais aos nimeros reais A, que resul-
tam de tomarmos os determinantes das matrizes quadradas de H que vao
crescendo com a diagonal. Ou seja,

2f 0% f
0x? Oz, 0x1
Ak = det .
_o*f *f
Ox10xy 8xi

comk=1,...,n.

Por exemplo, A, = P o A, =det H.

0x3
O sinal destes nimeros é invariante por condensacao simétrical

Teorema 10.9. Seja f: D C R® — R uma fungdo C? num aberto D e seja
a € D um ponto critico de f.

- Se na sucessao 1, A1, Nq, ..., ..., A, todos tém sinal positivo, entdo a € um
minimo de f.

- Se na sucessao 1, A1, Ao, ..., ... A, 08 sinais estao sempre a alterar (+ —
+ — ...), entdo a é um mdzximo de f.

- Se na sucessao 1, A1, Do, ..., ..., A, aparecem ambas repeticao e alternan-

cia de sinal, entdo a € um ponto-sela de f.
- Se algum A; = 0, nao devemos concluir nada.

Demonstragao.

Queremos primeiro ver que H é diagonalizdvel. Isto é, conseguimos encontrar matriz n X n de mudanca de base,
denotada FE, tal que ETHE = H como suposemos atras, ou seja H diagonal. Com efeito, nesse caso encontraremos uma
base de vectores préprios associados aos valores préprios \; e conseguiremos decidir dos extremos.

Confirme-se, como condi¢ao necessaria, que H tem valores préprios reais. Para isso lembremos que todo o polinémio
tem uma raiz complexa. Logo o polinémio caracteristico de H tem uma raiz o + /—18 € C. Seja u + v/—1v um vector
préprio de H no espago vectorial R @ /—1R". Significa entdo que H(u + v/—1v) = (o + v/—=18)(u + v/—1v). Como H é
real, as partes reais e imagindria equacionam-se:

Hu = au — Bv e Hv = av + Bu .

Da igualdade (Hu,v) = (u, Hv) vem também a(u,v) — B|lv||? = B|lu||? + a(u,v). Logo 8 = 0. Porque u e v nio sio
ambos nulos.
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Assim descobrimos pelo menos um, eventualmente dois vectores préprios reais associados a @ € R (podem u e v ser
o mesmo)!
Hu = au e Hv = av .

Agora recordemos o processo de condensagao. Na triangularizagdo de uma matriz simétrica como H, para chegar a
diagonalizacdo podemos fazé-lo a par de mais um processo que nao lhe quebra a simetria. A cada passo do processo de
operagdes elementares sobre linhas fazémo-lo repetir sobre colunas respectivas. E se algum elemento da diagonal principal
for nulo, entdo ora se troca com a linha em baixo que nao tenha na mesma coluna essa entrada nula, fazendo também a
troca das colunas respectivas, ora, sendo todas essas entradas nulas, passa-se a entrada principal seguinte, & direita e em
baixo, onde podera ja haver entrada nao nula. Assim temos o processo

H--» EyHEY - BEy(BEyHET)E] -5 ... —-» H = matriz diagonal .

A cada passo, ndo s6 se mantém a simetria como se mantém os sinais dos determinantes principais A;. Vejamos: é
claro que somar linhas ou colunas nao altera os determinantes. Para além disso, a cada passo, os determinantes principais
de por exemplo EQHE;, que altera por suposto a linha e coluna 2, verificam

T T 2
|E2HE; | = |E2||H||Ey | = |E2|”|H| .

Isto porque o determinante de um produto de matrizes é o produto dos determinantes e o determinante da matriz transposta

é igual ao da matriz dada. Como |E2|2 > 0 e E1 nao altera nem a linha 1 nem as que estao abaixo da linha 2, esta
explicado por que se matém os sinais de A;. Para outros processos a prova é andaloga.

Por exemplo, os sinais de Ay, As, A3z sdo sempre +, —, — na seguinte cadeia:
2 4 -1 2 0 -1 2 0 0 2 0 0
4 0 3 -3 0 —8 5 - 0 —8 5 -3 0 -8 0
-1 3 0 -1 5 0 o 5 -1 o o 2

Por dltimo lembremos que ao condensar a matriz para encontrar a base de vectores préprios, s6 podemos utilizar
as transformagoes sobre linhas (para nao fazer o erro do tipo 2v + 3w = 5%). Entdo temos uma base 8 = {u1,...,un}
de R™ tal que EHu; = Ejgi Tjiug- Ou seja, EH = X com X nula por baixo da diagonal principal (matriz triangular
superior). Mas note-se que E, pelas defini¢ées, é de dois tipos: ou triangular inferior ou simétrica. No primeiro caso, a
base ETB é uma base de vectores préprios, pois repare-se: temos EHET = xET simétrica, por outro lado o produto
de duas triangulares superiores é triangular superior. Pelo que XET s6 pode ser matriz diagonal! O segundo caso, que
é quando a linha e coluna i se trocam respectivamente pelas linha e coluna j > %, corresponde sem outro perigo (!) a
trocar o vector u; pelo uj na base. Tal transformagdo E tem det < 0 mas a sua inversa é E-1=EgT = E, ela prépria,
e portanto também nao influi nos A; como se viu acima. No final da condensacao a esquerda estamos sempre na situagao
do primeiro caso. E logo a respectiva mudanga de base dd-nos a base de vectores préprios que queriamos.

Finalmente, de termos uma base de vectores préprios de H com a qual f se escreve no ponto a essencialmente como
f(z1,...,2n) = f(a) + )\11% + -+ )\nri, como vimos atrés, resulta que:
- f(a) é um méximo se todos os A; < 0, ou seja, se os determinantes principais 1, A1, Ag, ... da matriz H, a hessiana de
f, a matriz inicial, vao alternando o sinal.
- f(a) é um minimo se todos os A\; > 0, isto ¢, todos os A; > 0.
- a é um ponto-sela se nenhum dos \; é nulo, algum A; < 0 e outro A; > 0; tal que significa que na sequéncia dos A; vao
aparecer repeticoes e alteragGes de sinal.
- finalmente se v é um vector préprio associado a um A; = 0, entdo é o resto de ordem 2 na férmula de Taylor na direccao
de v que héa-de dizer da natureza do ponto critico.

As condigdes reciprocas das acima também valem, porque o polinémio caracteristico de H é invariante por trans-
formagdo de bases. Mais precisamente, dadas duas bases de R" notemos @ a matriz de mudanga de base. Entao
det (H — A\1y,) = det (Q(H — Aln)Qfl) = det (QHQ*1 — Aly,). Pelo que X é valor préprio de H se e s6 se é valor
préprio de QHQ714

(Em Algebra Linear dirfamos: um valor préprio é um invariante da representagao matricial de uma dada aplicagdao
linear.)

Exemplo: Seja f(x,y,2) = 2® + 4xy — xz + 3yz. O tnico ponto critico
é (0,0,0). A hessiana é a matriz que aparece na demonstracao acima. A
origem ¢é assim um ponto-sela pois na cadeia dos determinantes principais
1,2, —16, —42 temos repeticao e alternancia de sinal.
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Aula 11

Extremos condicionados, multiplicadores de Lagrange

Suponhamos que temos duas funcoes reais de classe C' definidas num
aberto D C R".
f,o:D—R

Seja M a superficie de nivel 0 de ¢: M ={x € D: ¢(x) = 0}.

Suponhamos que queremos encontrar os extremos de f sobre M ; essencial-
mente interessam-nos os maximos e minimos que f toma quando restringida
a M. Esse é um problema de extremos condicionados: extremos de f na
condigao de ¢ = 0.

Recorde: V¢(x) é um vector ortogonal a T, M em cada ponto x € M (cf.
Aula 8).

Vendo agora f a variar sobre M, interessam-nos os pontos criticos no
sentido em que restringimos o diferencial de f a T'M. Ou melhor, um ponto
extremo a de f sobre M fard anular df(a)(v) em todas as direcgoes v sobre
M, isto é, nas direcgoes v tangentes a M. Em suma,

a é ponto critico de f condicionado a ¢
— df(a)(v) =0, Yo e T,M .
Escrevendo df(a)(v) = (Vf(a),v), vemos que a ¢ critico condicionado

se Vf(a) L T,M. Supondo que a é ponto regular de ¢, isto é, Vo(a) # 0,
acabamos de provar que os dois gradientes tém de ser paralelos, colineares!

Teorema 11.10. Seja a um ponto reqular de ¢. Entao a é extremo condi-
cionado de [ sobre M = {¢ = 0} se I\ € R tal que

Vf(a) + AVé(a) =0 .

A mesma equagao escreve-se V(f + A¢)(a) = 0 — entdo procurar os

extremos condicionados acima é o mesmo que procurar os pontos criticos de
F(z,\) = f(x) + Ap(x) com a fungdo F definida em D x R.
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Com efeito, ‘g—f(x, A) = 0 se e s6 se ¢(x) =0, que é a condigao inicial, a
nao esquecer.
Este método de resolugao chama-se mctodo dos multiplicadores de La-

grange.

Exemplo: Supomos o problema de minimizar a distancia de (0,0) & curva
M dada por 22 + y° = 3.

Todos os pontos de M sao regulares.

A funcao “distancia” mais apropriada ¢ f(x,y) = 2% + y*.

F(x,y,\) = 2> + 3> + Ma? +y*> — 3) tem 3 pontos criticos: (0, /3, \o),

(v3,0,—1) e (y/ ;—3, %, —1). Por inspec¢ao directa, o minimo procurado esta
em (0, \3/3)

Nota. Os valores de A\ nao nos interessam sumamente, sao auxiliares de
calculo.

Aula 12

Multiplicadores de Lagrange com duas condicoes

Suponhamos que estamos no problema anterior de extremos de f, mas que
em vez de uma temos duas condicoes ¢1, ¢o. Portanto f,¢1,¢2 : D C R* =+ R
sao funcoes de classe pelo menos C*.

Cada uma das superficies M; = {x € D : ¢;(x) = 0} oferece uma
condicao a f; porém queremos extremos sobre M = M; N M.

Usando os mesmos argumentos acima temos de analisar T'M.

Tem-se sempre T (M; N My) C TM; N'TM,. Teremos igualdade se de
facto o ortogonal a V¢, e o ortogonal a V¢, nao coincidirem, ou seja, se os
dois vectores nao forem linearmente dependentes, o que vamos supor - e o
que consiste na regularidade de (¢1, ¢2).

Novamente, f tem extremo em a € M; N Ms se o seu gradiente for ortog-
onal a T'(M; N M) nesse ponto. Ou seja, V f(a) estd no plano gerado por
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Vi(a) e Vpo(a). Ou seja, o primeiro gradiente é combinagao linear dos dois
ultimos.

Teorema 12.11. Seja a um ponto regqular de (¢1,¢2). Entdo a € extremo
condicionado de f sobre M = {¢1 =0, ¢ =0} se I\;, A2 € R tais que

Vf(a) + >\1ng51 ((I) + /\2ng52 =0.

De novo, torna-se entao mais pratico considerar a funcao

F(x1,. .. 20, A, A2) = f(2) + A1 () + Aaga()

e estudar os seus pontos criticos na totalidade.
Exemplo: Encontrar o minimo de f(x,y, z) = |z| sobre o corte da esfera
de raio 3 e centro na origem pelo plano 2z + 3y — z = 0. Entao

Flz,y,z, \p) =2+ Ma® + " +2° —=9) + (2 + 3y —2) = 0.

O ponto onde se da igual extremo é =4/ 51)—513(1, %, %)

Ezercicio: Generalizar a definicao de regularidade e o teorema anterior
para m condigoes @1, ..., Om.

Aula 13

Nocoes sobre curvas em R3

Neste curso chamamos caminho, curva, linha ou trajectoria, denotada por
7, a uma fungao continua r : [a, b] — R3.

Uma reparametrizacao da curva «y é dada pela composicao de r com uma
fungao ¢ : [c,d] — [a, b] bijectiva e crescente.

Estamos interessados na imagem de r e nao muito na forma como ~y é
percorrida.

r :e,d] — R3 e ry : [a,b] — R?® sdo parametrizagoes equivalentes de -y
(ou dizem-se curvas equivalentes) se existe uma reparametrizagao da primeira
que se transforme na segunda, ou seja,

L =17200
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A curva inversa de v = r(t), a < t < b, é definida por —y = r~(t) =
r(a+b—t).
Trata-se da mesma curva, percorrida de tras para a frente.

A justaposicao de duas curvas, a primeira terminando onde a segunda
comeca, ¢ a curva que resulta das duas fungoes parametrizada num sé inter-
valo.

Exemplo. As seguintes curvas sao equivalentes
2
r(t) = (cost,sent), t € [0,27], e ri(t) = (cos5t,sen5t), t € [0, 57?]

Mas nao sao equivalentes a ro(t) = (cost3m,sent3r), t € [0, 1].

Chamamos comprimento de v = r(t), t € [a, b], a0 nimero real

n—1
L, = s%pz |7 (tig1) — r(ts)]]
=0

onde P denota particoes do intervalo fechado [a,b] descritas por tg = a <
th<ty<---<t,=0.

Teorema 13.12. Se r € de classe C', entao o comprimento é dado por
L= [t
v alldt :

Fazemos a justificagdo de acordo com a teoria do integral de Riemann estudada em Anélise Matemaética de uma
variavel.
Note-se primeiro que

n—1 n—1

ti ’ ti ’ by
> lrien) = el = 0 [ @ an < 3 [ i @nac= [T @ ae
i=0 i=0 ’ti Tt o

Agora seja s(t) o comprimento da curva restringida a [a, t] (a curva que vai do ponto r(a) a r(t)).
Para t > tg, temos pela desigualdade triangular e pela desigualdade acima que

t ’
Im(t) = r(to)ll < s(t) — s(to) < /, [Ea
“0

Dividindo tudo por t — tg e tomando o limite quanto t — tq, resulta |7/ (tg)|| < s’(to) < ||/ (t0)]||, donde se conclui (para

top < t seria o mesmo) que s’(tg) = ||’ (to)]l-

31



A funcao s(t f |7(2)|| df é chamada de funcdao comprimento de arco.
s é Claramente crescente e bijectiva, do intervalo [a,b] em [0, L,].
Deve-se notar bem:

ds = ||r'(t)]| dt .

Seja agora ¢ : [0, L,] — [a, ] a fungdo inversa de s(t), isto é, ¢(s) = t. E
claro que ¢ também é crescente.

Entao r o ¢ dd-nos uma parametrizacao equivalente de .

Eis a parametrizacao por comprimento de arco de ~.

Integrais de linha

Seja agora D um aberto de R" e f : D — R uma funcao C°.

Seja v = r(t), a <t < b, uma curva cuja imagem esté contida em D.
Prova-se que o integral

/fds—/f DI (1] dt

“nao depende da (escolha da) parametrizacao”; mais precisamente, nao de-
pende da escolha de r entre todas as parametrizagoes equivalentes de +.

f7 f ds chama-se integral de f ao longo de v relativo ao comprimento de
arco.

Suponhamos que v é dada por r(t) = (x(t),y(t), z(t)) (s6 para simplificar,
escolhemos R?).
Podemos falar do e calcular o integral

[yfdx:/abf(r(t))x’ t)dt

o qual também nao depende da escolha da parametrizacao

f,y f dz chama-se integral de f ao longo de ~ relativo a x.
Da mesma forma define-se o f7 fdy ou fw fdz.
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Aula 14

Trabalho de um campo vectorial e campo conservativo; potencial
Seja agora F' : D C R® — R3 uma funcao classe C° — descrita entao
por

F([L’,y,Z) = fl('r7y7z)61 + f2(xay7z)62 + f3($,y72’)63

o que também se designa de campo vectorial sobre D.

. . - / .
Seja v = r(t) uma curva como acima e t = ”:—,” o versor da velocidade de
r (supondo que nao se anule).
Tem-se a igualdade

b
Lﬂﬂﬂﬁzjkﬂmmwﬁ»&z

= [ (AG@) T O + L@ )+ flr0) 210 de =

:/fldx+f2dy+f3d2-
g

Assim se comporta o integral de linha: o trabalho de F' sobre +, con-
ceito da Fisica, é o integral do campo vectorial F' ao longo do caminho
na direccao da tangente.

Suponhamos agora que F' é um gradiente, ou seja, existe v» : D — R
tal que F' = V. Neste caso diz-se que F' é um campo conservativo ou
campo vectorial gradiente.

A funcao escalar ¢ da-se o nome de potencial.

Proposicao 14.5. Condicao necessdaria para um campo vectorial F : D C

R" — R™, F = (f1,..., fn), de classe C* ser conservativo é que
ofi _9f;
Ox;  Om;
Repare-se que dizer que F' = (f1,. .., f,) ¢ um campo conservativo, ou seja
(fi, s fn) = g—j’l, e % , ¢ o mesmo que dizer que f; dz+- -+ f, dog =
d.

Neste caso, temos:
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Proposicao 14.6. Se ' é um campo vectorial gradiente, com potencial 1,
entao

/fldx1+---+fndx3=w<B>—w<A>
Y

para qualquer curva v em D com inicio em A e fim em B.
Em particular, ¢ nulo o trabalho de F' ao longo de qualquer curva -~y

fechada:
[ (R ds =) - v =o.
v
A condigao anterior permite integrar o campo vectorial F. Ou seja, en-
contrar o resultado reciproco.

Com efeito, pode-se provar que sendo o integral de circulacao de (F ,f}
nulo ao longo de toda a curva fechada, entao F' é conservativo, isto é, é um
campo vectorial gradiente.

Aula 15

Integral de Riemann em dimensao > 1

Temos agora por objecto de estudo um dos mais incisivos instrumentos do
calculo em varias variaveis. Nem todos os teoremas podem ser provados pelos
meios simples que temos procurado mostrar. Essas outras demonstragoes
deixaremos para curso mais especializado.

Seja I um intervalo de R™. Existem reais a; < b; tais que
I =lay,b1] x -+ X [an, by
Chamamos volume de I ao ntimero real V(1) = (by —ay) - -+ - (b, — ay).
Chamamos diametro de I ao nimero d(I) = /(by — a1)? + -+ + (b, — a,)>.

Chamamos parti¢ao do intervalo I a um conjunto P = {Iy, I5,..., I} de
subintervalos de I tais que

Dadas duas particoes Py, P, do mesmo intervalo I, dizemos que P; é mais
fina que P (o que se denota por P; < P») se cada intervalo de P estéd contido
num intervalo de Ps.
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E claro que dadas duas particoes, ha sempre uma terceira mais fina que
qualquer uma delas (porqué?).

Chamamos diametro da particao P ao maximo dos diametros dos inter-
valos que a compoem.

Seja & = { X1, Xs, ..., Xx} uma sucessao de pontos do intervalo I.
A sucessao diz-se compativel com a partigao P = {[1,I5,..., I}, se X; €
L V1<i<k

Agora seja f : I C R" — R uma funcao real definida no intervalo I,
onde se tem também uma particao P e uma sucessao £ compativel com P.
Ao nimero real

SMROIZﬂ&W@)

damos o nome de soma de Riemann de f relativaa P e a &.

Pode-se compreender a soma de Riemann como a soma dos volumes dos
paralelipipedos de base I; e altura f(X;).

Dizemos que f é integravel a Riemann, integravel-R ou, simplesmente,
que f é integravel sobre o intervalo I se existir um nimero real A tal que

Vo > 0, de > 0 tal que V P particao de [

d(P)<e = |S(f, P,§) — A| <4, V& compativel com P .

Outra forma de dizer é que, em vez de um €, existe uma particao P, tal
que, sempre que P < F, temos a mesma desigualdade entre as respectivas
somas de Riemann e o nimero A.

Proposicao 15.7. Se f ¢ integrdvel, entao A € unico.

a=[r.
3

5

Denota-se



O conhecimento profundo da construcao dos niimeros reais, tomados como
limites de sucessoes de Cauchy, permite escrever a mesma condi¢ao sem se-
quer invocar A:

Teorema 15.13. f: I C R" — R € integravel a Riemann se e so se
Yo > 0, AP, particao de I, tal que VP, P, <X Py =
1S(f, P1,61) — S(f, P2, &2)| < 6, ¥ &1,6

(Subentende-se, &1, & compativeis com Py, P, respectivamente).

O primeiro propédsito do integral de Riemann é o calculo de volumes.

Seja M um subconjunto qualquer do intervalo I limitado: M C I C R".
Seja xar : I — R a funcao definida por

1 zeM
XM(QJ):{O v ¢ M

Dizemos que M é mensuravel (a Jordan) se xjs é integrével.

Se tal for o caso, chamamos volume de M ao nimero real V(M) = [, xum.

Propriedades do integral de Riemann

Teorema 15.14. Sejam f,g: I — R fungoes integrdaveis num intervalo I.
Entao:

(i) f+g, fg e|f| sao integraveis

(i1) se |f(x)] > ¢ >0, Yz € I, entdo % ¢ integravel.

Aula 16

O seguinte teorema acenta na nogao de continuidade uniforme de f,
funcao continua sobre um compacto, que nos garante em termos estreitos
o controle global da varia¢do de f no intervalo limitado e fechado I (com-
pacto).
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Teorema 16.15. Toda a fungao continua em I é integrdvel a Riemann.

Mais geralmente:

Teorema 16.16. Toda a funcdo continua num conjunto mensurdavel M C I
¢ integravel, no sentido que € integrdvel a fun¢io F dada por F(x) = f(x),
sexe M, eF(zr)=0sex e I\M.

Lo fr

Teorema 16.17 (do valor médio). Seja f : M — R continua num conjunto
conezo e compacto. Entao existe xo € M tal que [,,f = f(xo) [},1 =

f(zo) V(M).

Claro que se escreve

Nota. Um conjunto diz-se conexo se nao for a uniao de dois abertos de
R™ disjuntos e nao-vazios. Intuitivamente exprime-se a ideia de que M é
constituido de um sé pedaco.

Os proximos dois teoremas permitem calcular diversos integrais. O pri-
meiro é facil de provar.

Teorema 16.18 (fundamental do célculo integral). Seja f : [a,b)) CR — R
integravel. Entdo, sendo ¢(z) = f; f(t)dt, = € [a,b], tem-se
=1

Em particular,
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Teorema 16.19 (Fubini). Seja f : I x J — R continua num intervalo de
R™P com I C R™, J C RP intervalos fechados e limitados. Entao:

(i) y — f(z,y) € integravel em J, Yx € I

(i) x — [, f(z,y)dy € continua e por isso integrdvel em I

(iii) tem-se
| //Mf_/l(/Jf(x,y)dy)dx.

Do teorema de Fubini conclui-se que é indiferente a ordem de integracao!

Como coroléarios dos resultados acima temos que se f é integravel sobre
um subconjunto M C R™"! descrito pela condicaio M = {(x,y) € R :

x el CR" ¢i(x) <y < o), Vo € I} para certas fungdes continuas
v1,99 : I — R, entao

| swnaca=[ [ " ey dyde

w1(z)

Exemplo 1: Procura-se calcular a drea entre a parabola 22 e a cibica 3
para z € [—2,2].

Note-se que a esquerda de 1 temos 2® < 22, enquanto a direita temos o
contrario. Assim, a drea (volume em 2 dimensoes) é calculada por

(/_l/ij—i-/lz/J:jg)ldydx:/_:(xQ—xg)dx+/12(x3—x2)dx:

1 8+16+16 8 1+1
4 3 4 4 3 4 3 12 2

1
3
Exemplo 2: Calculamos agora o volume da regiao M em R? entre o

paraboléide z = 3 — 22 — y? e o plano z = x + ¥.
E claro que a interseccao das duas superficies é dada por

1 1, 7
3—a’ -yt =rty = @+ +y) =
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portanto uma circunferéncia. E f4cil compreender que a regiao fica descrita
por
M={(z,y,2): s+y<z<3-2"—¢’, (x+5)’+@y+3)’ <5}

A partir daqui o problema resolve-se facilmente recorrendo a coordenadas
polares, que se introduzem a seguir.

Aula 17

Teorema geral de mudanca de varidaveis em integracao

O teorema que aqui vem em titulo é sem divida o mais dificil de provar
neste nosso curso, o qual nao se deseja sobrecarregar com mais defini¢oes e
instrumentos que seriam apenas necessarios para tal prova. Mas é também
um daqueles resultados que o préprio engenho e a necessidade nos ilumi-
nam. Alids o teorema foi utilizado em diversas formas aplicadas, por grandes
matemaéaticos como Euler ou Lagrange, mais de cem anos antes da primeira
demonstragao rigorosa.

Vejamos as hipdteses.
E dado um subconjunto mensuravel £ C U C R" contido num aberto U,
por sua vez contido num intervalo limitado de R".
E dada uma fungao ¢ : U — V bijectiva sobre um outro aberto V', de classe
C! e com inversa continua.
Denotamos ainda por M = ¢(F) o subconjunto imagem de F por ¢.
Finalmente, é dada funcao f : M — R integravel a Riemann.

Teorema 17.20 (de mudanga de varidvel em integracao). Nas condi¢oes
descritas anteriormente, temos que M = ¢(E) € mensurdvel e que

/Mf(y)dyI/Efoqb(x)\detJacgb(a:)\d:z:.

Note-se que a funcgao integranda do lado direito contém o mddulo do
determinante da matriz jacobiana.
Um pouco mais devemos observar sobre a demonstragao. Recordemos que
uma qualquer base {uy, ..., u,} de R" define um volume ou sélido, a saber, o
paralelipipedo P de arestas u; e um mesmo vértice a origem do referencial. P
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¢ o sdlido com pontos ), x;u; onde (x1,...,2,) € [0,1]". Ora demonstra-se
em curso proprio de Algebra Linear que

Ui
V(P) = det

Unp

Este valor é obviamente igual ao determinante da aplicacao linear que trans-
forma a base canodnica {e;} na base dos {u;}.

Assim, se L : R" — R™ é uma aplicacao linear qualquer (em particular
transforma subespagos lineares em subespacos lineares), entao o determinante
de L é o quociente entre os volumes de um paralelipipedo L(P), imagem por
L de outro paralelipipedo P do qual partimos:

V(L(P)) = V(P)det L

(porqué?).

Finalmente note-se que, infinitesimamente, o aparecimento do determi-
nante da jacobiana de ¢ no teorema geral de mudanca de variavel se deve ao
que acabamos de observar.

Coordenadas polares e cilindricas
Somente para R? e R?.
A transformagao ¢ de coordenadas cartesianas (x,y) de R? em coordena-
das polares
(z,y) = (pcosb, psend)

onde p = /22 + y? €]0, 4+00[ é o raio e 6 €]0, 27| 0 a&ngulo que o ponto-vector
faz com o semi-eixo positivo dos z, é muito importante.
Feitas as contas, temos

= p>0.

det Jac ¢ = det [ cost —psent 1

senf) pcosf

Exemplo 1: Podemos agora calcular o volume que queriamos atras (Aula
16):

40



Escrevendo D = {(z,y) € R* : (z+ 3)*+ (y + 3)? < 1}. Tinhamos
parado no célculo de

3—x2—y2
/// 1dzdxdy://3—x2—y2—x—ydzdxdy
D Jx+y D

://D;—(a:jL%)Q—(er%)dedy-

Porém! Note-se que a transformacao que convém nao é exactamente aquela
das coordenadas polares de centro em (0,0) mas sim outras de centro em

-1

E claro que o jacobiano de (x,y) = (—% + pcost, —% + psenf) também
resulta no valor p.
O integral anterior continua como

S AL dpdf = 27 | L2 PV
—/0/0 (§—P)PP —Wzlp—zo —gﬂ-

Exemplo 2: Para calcular a drea do circulo B,(0) de raio r, temos

2m r )02 T
// 1dydx:/ / pdpdf =27 {—] = 7r?
B, (0) o Jo 2],

tal como se esperava.

Note-se que no exemplo 1 consideramos inicialmente uma regiao em R3.
De facto o que fizemos foi utilizar coordenadas cilindricas, o que mais nao
sao do que as coordenadas polares ampliadas com uma terceira, cartesiana,
z:

(x,y,2) = (pcosb, psenb, z) .

Verifica-se facilmente que o determinante da matriz jacobiana é o mesmo: p.

Coordenadas esféricas
Sao apenas para R3.
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(x,y,2)

=u\ P

Necessitando descrever os pontos em trés dimensoes por meio de coorde-
nadas esféricas, como se viu na figura, temos:

(z,y,2) = (psenpcos b, psenpsent, pcosp) = ¢(p, 0, p)

com < p<4oo, 0<0<2m, 0< <.

Note-se que p = /22 + y? + 22.

O factor a ter em conta pelo teorema da mudanca de variavel em inte-
gragao, Teorema 17.20, é o factor

senpcosf) —psenpsenf pcosycosb
det Jacg = | senpsenf psengpcos pcospsend | = p’sen .
Cos 0 —psen @

Eis um exemplo fundamental, o calculo do volume da bola B = B,.(0) de

raio r:
i 21 r 4
V(B):/lz/ / / pisenpdpdfdp = —mr? |
B o Jo Jo 3

formula que jé era conhecida na antiguidade classica.

Aula 18
Teorema de Green
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Eis um primeiro teorema que relaciona a integracao de uma funcao sobre
um dado dominio, com outra integracao sobre a fronteira do mesmo.

Suponhamos que v C R? é uma curva seccionalmente de classe O, sim-
ples e fechada (simples significa que s6 passa uma vez em cada ponto, para o
que nao conta o inicial — que neste caso se supoe igual ao final por a curva
ser fechada).

Nas condicoes anteriores, v define um dominio do plano, denotado int y C
R2, a saber, o maior aberto limitado que tem ~ como fronteira.

Suponhamos ainda que 7y é percorrida no sentido positivo ou trigono-
métrico, ou seja, no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio, no plano
descrito em coordenadas (z,y). (O que estd em causa é a escolha de uma
orientagdo, outro conceito matematico que nao dependerd do observador).

Teorema 18.21 (de Green). Sejam f,g : D C R? — R duas funcies de
classe C' num aberto. Seja v uma curva nas condicoes acima, tal que a
regigo do plano R :=~ U int(vy) C D. Entao:

ygfdxwdy = /A(%-%) dzdy .

Note-se que se F' = (f,g) é um campo vectorial conservativo em D, entao
necessariamente 22 — 2 — () (veja-se a Aula 14).
ox dy

Tendo em conta o reciproco deste resultado, analisado no fim da referida
aula, podemos afirmar ainda que, se para qualquer v C D, curva simples
e fechada, o interior de v também esta contido em D (por exemplo se D
é convezo), entdao a condigdo acima ¢é também suficiente. Ou seja, dado

F=(fg) o0 of
9 _

Fptal que dy = fdr +gdy <= — = .
or Oy

A condigao geométrica sobre D é identificada como a nogao de D ser simplesmente conexo. E esse, com efeito, o
caso dos subconjuntos convexos (por defini¢dao, os que contém os segmentos de recta entre os seus pontos).
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Observe-se ainda no teorema de Green a coeréncia dos sinais se mudarmos
o sentido & curva.

Outra conclusio imediata é a férmula

1 .
—ygxdy—ydx— //1dxdy—Area(R).
2 ) X

Integrais de superficie

Nao se pode conceber a nocao de area de uma dada superficie de acordo
com a intui¢ao comum, mas sim como uma nova defini¢ao; pois uma superfi-
cie, em geral, possui aquilo que é conhecido como curvatura, dependente em
cada ponto e de forma intrinseca da estrutura métrica do espago.

Chamamos superficie a imagem S de, ou a, uma fungao injectiva e con-
tinua

f:DCR* —R?
(s,t) — (x(s,t),y(s,t), 2(s,1)) .

Mais geralmente, uma superficie podera ser descrita por varias expressoes
funcionais, como seja o caso da descricao da fronteira de um sélido.

Suponhamos f de classe C*.
Tendo em conta a diferenciabilidade em cada ponto (s, ty) € D, requere-se
que infinitesimamente a area de S sobre o rectangulo R, ; de arestas geradas
pelos pontos (s, to), (So + S, to), (S0, to + 1) — 0 qual tem &rea st — coincida
no limite com a &rea do paralelogramo em R? gerado pelas imagens por meio
de f dos vértices de Rs;).
Por outras palavras, requere-se o elemento de area igual a

1.
do = —tArea(df(RS,t)) dsdt .
s

Note-se que aqui a notagdo, apesar de cldssica, é um pouco incoerente. Com efeito, nao definimos em geral o como
uma fungao elemento de drea. Tomamos sim ‘do’ em analogia ao ds da fun¢ao comprimento de arco definida na Aula 13.
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Como se viu na Aula 17, o determinante é uma operacao algébrica que
nos dd a drea em R? ou o volume em R3. Podemos calcular a drea do
paralelogramo d f(R;;) em R? utilizando o determinante, se aos dois vectores
%, % juntarmos um terceiro N de norma 1, que lhes seja perpendicular (por
isso perpendicular a T'S).

A area desejada serd igual ao volume do paralelipipedo com aquela base
e com altura 1 !

. of o
Queremos entao encontrar um vector Ny := (a,b,c) L 8—];, a—{ tal que:

ax!, + by, +cz, =0
axy + by, +cz, =0

Uma solucao é

a=1y.z — Y2, b=zla, — 22, c=axly, — 2yl .
~ _ N (a,b,C)
Entao, sendo N = N = Vo
L5 (df(Rsy)) = det N 9L 91 L b y
—Area st)) = de v s Ys %
st * os’ ot ) V| s Vs s
Ty Yy %

= TN H(a2+b2+02) =V + >+ =M.
1

Nota. —N; também é solucao do sistema que da Ny = (a, b, ¢). Obviamente
escolhemos o sinal em N de acordo com o que faz o determinante positivo!
Isto corresponde a uma escolha de orientagao pois ha duas normais, +N, a
superficie dada.

Eis por que se define a area de uma superficie S por

A(S) :://Sma://D\/mdsdt.
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Podemos escrever a regra mneménica (correspondendo a uma escolha de
orientagao em R?):

€1 €2 €3

— / / /

Ny = |z, vy, z,
/ / /

Ty Yy 2

e logo
a?+ b2+ c2dsdt = | Ny||dsdt .

Definimos ainda o integral de superficie para uma dada funcao continua
g:S — R por

//Sgd” - / /Dg<x<“>7y<sat>7z<s,t>> |V st .

Nota. Pode-se definir muito naturalmente uma equivaléncia de superficies,
tal como fizemos para as curvas, essencialmente considerando que se teriam
outras coordenadas para o mesmo subconjunto S de R3, e pode-se depois
demonstrar que o integral de superficie nao depende da escolha dessas para-
metrizacoes de S.

Exemplo: o mais habitual é S ser dada por uma equagao z = ¢(z,y),
(x,y) € D; nos termos anteriores trata-se da funcao, injectiva,

f:DCR* — R,

f(x,y) = (z,y, 0(x,y)) .

Entao encontramos facilmente a expressao

//Sgdaz//Dg(x’y’Z(x’y))\/1+<¢&)2+(¢;)2dxdy,

Exercicio: mostre que a drea da esfera S? = {||(x,y, 2)|| = 7} de raio r é

472,
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Aula 19

Bordo de uma superficie e orientacao induzida no bordo
Para melhor compreender um dos teoremas cimeiros deste curso devemos
observar algumas situagoes gerais da teoria das superficies.

Uma superficie S em R? poderd ser dada nao apenas por uma, mas por
varias funcoes injectivas; nesse caso S coincide com a reuniao das imagens
dessas varias fungoes, ou seja, S =S US U ---.

E o caso da superficie de um cubo, a uniao de seis faces.

E também o caso de uma superficie dada implicitamente por o(z,y,2) =
0, como é exemplo a esfera x? +y? + 2% = 1, uniao de z = /1 — 22 — y2? com

z2=—y/1—22—y>

Em geral, vamos admitir que as imagens das funcoes das S; nao se inter-
sectam, senao, eventualmente, sobre as suas arestas ou bordos. O resultado
poderd nao ter bordo nenhum (como é o exemplo da esfera). Também existem
superficies descritas por uma sé expressao e com bordos disconexos.

Sendo ¢ : D C R? — R3, definida num aberto D, dando origem a uma
superficie §, chamamos bordo de S, ao conjunto

0S = p(fr(D)) .

Admitimos ¢ como estando também definida na fronteira de D, por
isso chamamos orientagao induzida no bordo de S ao sentido da curva ¢ oy
quando v é o caminho que descreve a fr(D) no sentido trigonométrico do
plano R2.

Suponhamos que S é dada por ¢(s,t) = (x(s,t),y(s,t),2(s, 1)), (s,t) €
D, funcao de classe C*.

Referimos j4 a existéncia de uma normal N a S (estamos também sempre
a admitir que 22, 22 € R3 sio linearmente independentes).

0s? Ot
Como se sabe, N 1. TS.

S é naturalmente orientada pela base de R3 N, g—f, %—f ou, se se preferir,
¢ ¢
ds? ot’ N

(se nao se fizerem mais assumpgoes - atengao - cf. banda de Moebius).
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Por exemplo um disco D = B;(0) C R? coincide com uma superficie em
R3, por meio de (x,y) < (z,y,0). E facil ver que N = e3 = (0,0,1) e que
a orientacao induzida no bordo é dada pelo sentido 6bvio tﬂ(x,yﬁo) = (—y,x,0)
para pontos no bordo 2?2 +y? = 1. Por exemplo no ponto (1,0,0) temos
t= €9.

Este exemplo é paradigmatico.

Suponhamos que nos dao a superficie S e a normal N em cada ponto,
sem nos darem as funcoes coordenadas. Poe-se entao a questao:

Para um ponto (z,y, z) € S, como adivinhar a orientagao induzida, ou
seja, como escolher ¢7

A resposta é: tomar o plano tangente T'S nesse ponto, imaginar nesse
plano um vector unitario @ que aponta para fora de S e depois escolher ¢ de
tal forma que as bases

u,t, N e ej,es,e3 tém a mesma orientacao.

(Mais precisamente, de forma que o determinante de transformacao de uma
na outra seja positivo).

Exemplo. Seja S = {#?+y*+22 =2, —1 <z < 1} e N anormal ezterior
a bola.

Entdo o bordo 95 tem duas componentes. E onde z = 1, temos #(,,.) =
(y, —x,0). Onde z = —1, temos {(%W) = (—y,x,0).

O rotacional e o teorema de Stokes
Seja F': U C R® — R3 um campo vectorial de classe C! definido num
aberto de R®. Na habitual base canénica, existem funcoes f,g,h: U C— R
tais que
F=(f,g,h)=fe1+ges+hes.

Chamamos rotacional de F' ao novo campo vectorial rot F' definido, tam-
bém sobre U, por

€1 €2 €3

_ | 8 9 9

rot [ = or Oy 0z
f g h



“\oy az) " oz oz ) or  oy)

Finalmente podemos enunciar:

Teorema 19.22 (de Stokes). E dada wma superficie S seccionalmente de
classe C* em R3. Supde-se que a superficie estd incluida no dominio de um
campo vectorial F de classe C'. E também dada uwma normal N sobre S.

Entao
//(rotF, N)do zyg (F, 1) ds
S oS

onde se toma OS com a orientacdo induzida, t como o versor da tangente ao
bordo e s o comprimento de arco.

Uma versao local do teorema, admitindo que sao conhecidas as funcoes
coordenadas ¢(5,t), com (3,t) € D, obriga-nos a recordar

N, (a,b,c)

do = || Ny|| d5 dt | N = _
I M Vair e

/(F,f}ds:/fdx+gdy+hdz.

Diz-nos entao claramente o teorema de Stokes que

oh  Og of 0Oh dg Of .
G at)es (53 e (5 ) s

= fdx+gdy+ hdz .
oS

Note-se que, se h =0 e f, g nao dependem de z, entao temos uma versao
do teorema de Green no espaco.

Claro que a versao inicial do teorema de Stokes resulta da versao local,
da decomposi¢ao S = S; US; U - -+ e da linearidade dos integrais de linha e
de superficie.
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Note-se que, uma vez N fixado, o mais frequente é a orientacao induzida
numa parte do bordo comum a duas faces 1, Ss ser deduzida pela primeira,
simétrica da que se deduz pela segunda.

Exemplo 1. Seja Q a superficie de um cubo em [0, 1]> C R3 aberto em
cima, ou seja, faltando-lhe a face superior. Seja N a normal exterior (per-
pendicular a cada face e apontando para fora).

Seja F' = xy? es.

Entao a circulacao nas arestas de lado e em baixo cancelam duas a duas; s6
sobrando a circulacao nas arestas da face que falta. Note-se que a circulagao,
em cima, se faz toda no mesmo sentido! Porém, a circulacao daquele F' no
bordo de @ é nula porque ez L. Q. Por outro lado, rot F' = 2zye; — y? es.

Entao
// (rot F, N)d // // 2:By do
{z=1} {z=0}
—(// —// )y2d0:/ / 2ydydzr —1dzdy =0
{y=1} {y=0} 0o Jo

como esperévamos.

Exemplo 2: Seja F' um campo vectorial de classe C! qualquer, numa
regidao contendo a superficie esférica S = 22 + 3% + 22 = r? de raio r. O

bordo é vazio. Entao
//(rotF,N>da—O .
s

O integral [[4(G, N)do chama-se fluxo de G através de S.

Aula 20

Divergéncia e o teorema de Gauss ou da divergéncia
Suponhamos que é dado um campo vectorial F = (f,g,h) : U — R? de
classe C'!' num aberto U C R3.
Define-se a divergéncia de F' como a fungao escalar div F' : U — R,
af dg 0Oh

ivE = — + =+ — .
div 8:U+8y+8z
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Este conceito, por estranho que parega, surge de forma natural em ge-
ometria diferencial. Tem importancia por si mesmo na medicao da variacao
instantanea de F', alids como mostra o préximo teorema.

Suponhamos que M ¢é uma regiao de R® com volume nao nulo; como
exemplo, podemos ter M um aberto nao vazio.

Um tal sdlido da lugar a uma superficie S = OM, o bordo de M, a qual
vamos admitir coincidir com a fronteira de M em R3.

Admitimos também de modo ilustrativo, como ja ocorreu e ocorre geral-
mente, que S tem algum plano tangente T'S em cada ponto.

Chamamos normal exterior a & = dM ao vector unitario N,, ortogonal a
TS e que aponta para fora de M.

Portanto, tendo em conta as hipoteses, N, s6 esta definido nos pontos de
S onde nao haja ambiguidade de todas as nog¢oes anteriores.

Teorema 20.23 (de Gauss ou da divergéncia). Suponhamos que é dada uma
regiao M, com bordo seccionalmente de classe C?, contida no dominio de um
campo vectorial F' como acima. Entao

///MdivF ://8M(F,Ne>da.

Note-se que o integral triplo é sobre o volume M.

O resultado é linear sobre uma uniao M = M; U My U - - -

Por exemplo, se se fizer uma decomposicao cirirgica de M, repare-se que
as normais exteriores vao aparecer em bordos contiguos em direcgoes iguais
mas sentido oposto.

A demonstracao do teorema é um interessante e facil exercicio, desde

que admitamos que M se possa decompor em regioes mais simples do tipo
M;=IxD,comICReDcCR2

Exemplo. Seja M = B,(0) C R? e suponhamos F = (z + y)e;.
Entao & = OM é a superficie esférica de raio 1.
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Como div F' = 1, temos [[[,, div F =V (M) = g7,
Por outro lado, é ébvio que N, = %(w, y,z) em cada ponto (z,y,z) € S.
Entao (F, N,) = *(2* + zy).

Usando a parametrizacao de S usual, z = +4/r2 — 22 — 2, temos

do = || V]| dzdy =

7”2—372—y2

e logo

2
//(F,Ne>da:2// T qedy
oM D \/1% — 22 —y?

Em coordenadas polares chegamos também a %m“?’.
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Folha 1 de Exercicios de Analise Matematica 11

1 ) Represente graficamente os
seguintes subconjuntos de R? ou R?:

x> 1

)
)
(m) 2 +y* +8y+ 2> =0
(n) 22 = 2% + 5y?
(0) z = a*+ 5y?
(p) z=u=y
(q) os pontos a igual ou menor dis-

tancia de (1,2,0) do que de
(2,1,0).

93

(r) o plano que contém (0,0,0),
(0,1,2),(3,0,1).

2) Determine o exterior, o interior
e a fronteira dos conjuntos definidos
em 1) que s@o abertos.

3) Mostre que a uniao de qual-
quer familia de subconjuntos abertos
é um aberto; e que a interseccao de
qualquer familia finita de abertos é
também um aberto de R".

Que dizer de familias de subcon-
juntos fechados de R"?

4) Mostre que:
(a) é 0 o limite em (0,0) de:

YW (2,y) # (0,0)
fry) {0 (e,4) = (0,0)

(b) nado existe em (0,0) o limite de
g(z,y) =2¥, x> 0.

5) Qual o dominio onde sdo con-
tinuas:
i

(a‘) f(xh e wxn):z CLilminaj‘il R
(generalizacao de polinémio a n
varidveis)



(b) f(x,y,z) =log(xz(yz — 1)) para quaisquer vectores u,v € R™:

(¢) A:R"™ — R™ uma aplicacao lin- (a) |lu 4 v|]? + [Ju—v|? = 2(]|ul]® +
ear qualquer. |lv]|?)

(identidade do paralelogramo)
Justifique as respostas.
(b) [Ju—+v||* = |Jul]*+ [Jv]||* se e sé se

(u,v) =0

6) Deduza as seguintes igualdades (teorema de Pitagoras).

Folha 2 de Exercicios de Analise Matematica 11

1) Encontre uma base ortonormada uy,us, us de R3, isto é, satisfazendo
1 1=j 5
(Ui, uj) = { 0 ity e que contenha o vector u; = %(1,2,0).

2) Calcule o gradiente e resolvaa  h) (3z —y)(y — 2)
equagao Vf =0, onde f é dada por

a) % =y i) (v,a2), 7,0 €R?

b) cos(zy) k) a

c) zy + xy?

d) e* 3) Continuando o exercicio 2, cal-

e) senz — ycosx cule a matriz jacobiana e calcule o
diferencial no ponto (0,0, 1,2,2) e na

f) 2% + 22 +y? — 4y direcgao de (1,2,0,0,1):

g) 2 +y* +52° ao (c(z,y), his,t,z))
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O mesmo para d(z,c(y,z)) no 5) Estude o limite em (0, 0) de:
ponto (1,3,1) e na direcgdo de
(1,0,2). VT (y 0,0

) Jy) =) Ve TOFOO
0 (z,y) = (0,0)

4) Mostre /que a 1ntersecg‘ao de b) g(:ic,y) — sen (xseny)’ > 0.
qualquer familia de subconjuntos
fechados é um fechado; e que a re- ¢) h(z,y) = % e o limite de
uniao de qualquer familia finita de h(z,z) em O.
fechados é também um fechado de
R™. d) i(z,y) = &

v

6) Estude a diferenciabilidade das fungoes todas da alinea 2) e da fungao
f acima no ponto (0,0).

7) Mostre que a esfera S"! = {x € R": ||z|| = 1} é um compacto (isto
é, fechado e limitado).

8) Sabe-se que toda a funcdo real e continua num compacto tem um
maximo. Sejam A, B : R™ — R™ duas aplicagoes lineares. Mostre que

nmA(i> |B(v)|| = 0.

v=0 -\ o]

Folha 3 de Exercicios de Analise Matematica I1

1) Estude a diferenciabilidade em (0, 0) da fungao

] ES @y £00)
ﬂx’”‘{o (e,9) = (0,0)
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2) Prove a desigualdade de

Cauchy-Bunyakovski:
[{u, )| < [ulllo]] Vu,v € R"

com igualdade se e s6 se u, v sao co-
lineares.

(Sugestao:  considere a pardbola
f(A) = |lu+ M|? a qual sabemos
ser sempre > 0.)

3) Sejam f(t) e g(t) fungoes de
uma varidvel e p(x,y) uma fungao
de duas variaveis, todas elas varias
vezes diferencidveis e com valores em
R. Encontre as primeiras, segundas
e terceiras derivadas de:

a) h(t) = fog(t)
b) i(t) =po (f(t)g(t))
fp(z,y)).

) q(x,y)

4) Sejam u(x,y) e’ cosy,
v(z,y) = e*seny e f(u,v) = u? —

vzu.

of

a) Como funcdo de =z, calcule 3%
primeiro directamente e depois
pela féormula da derivada da
funcao composta.

b) Calcule o diferencial de f no
ponto (0,0) e direcgao (2, 3).
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5) Determine e estude os pontos
criticos de

a) f(z,y) =a*+2y* — 3ay
b) f(z,y) =2 + 2y — 32%y

c) flz,y) =2°y*(5 — 5z —y).

6) Continuando o exercicio 5,
comprove o teorema da igualdade
das derivadas mistas em duas das
alineas.

7) Prove as férmulas para a soma
e o produto de duas fungoes diferen-
ciaveis g, h definidas em R™ e com
valores reais:

V(h+g)=Vh+Vyg

V(gh) = (Vg)h+ gVh .

8) Suponha que f: B C R" - R
¢ diferenciavel numa bola e que o
diferencial verifica df(x) =0, Vz €
B. Mostre que f é uma func¢ao con-
stante.
(Sugestao: Teorema dos acréscimos
finitos.)



9) a) Comprove com calculos que o gradiente da funcao f(z,y) = x> —

3zy — y* — 1 é ortogonal a curva de nivel My = {(z,y) : f(z,y) = 8} nos
seguintes pontos: i) (2, —1), ii) nos pontos da recta 3z + y = 0 e centro na
origem.

b) Verifique que, para qualquer fungao escalar f, o gradiente é ortogonal
a cada superficie de nivel e que,

|df(z)(v)| < ||V f(z)|| para qualquer vector v de norma 1.

Folha 4 de Exercicios de Analise Matematica 11

d=dificuldade elevada=exercicio facultativo

1) Seja f: D C R" — R™ uma fungao diferencidvel num aberto D. Seja
v = 7, uma curva diferencidvel contida em D. Verifique que df : R" — R™
aplica o vector-velocidade v; de v no vector-velocidade da curva f o .

2) & Mostre que o produto interno euclideano em R™ satisfaz a igualdade
(u,v) = ||ul|||v]| cos £L(u,v), VYu,v € R". Nota: recorde que o coseno de um
angulo ¢ definido como a razao entre o cateto adjacente e a hipotenusa, num
triangulo-rectangulo.

3) &< Considere a equagao de Laplace % + '327]; = 0. Mostre que, sendo
f(s,t) uma solugao no plano (s,t), entdao também é solugao a fungao g dada

no plano (z,y) por

_ L Yy )
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4) Seja f(u,v) = (uv, ). Verifique que f transforma Q1 = R™ x R em
Q; e transforma Q3 = R~ x R™ em Q3 = —(); de forma bijectiva. Visto que
f é uma fungao de classe C* no semi-plano {(u,v) : v > 0}, explique por
que é que f cortou este dominio em dois sectores (ainda ligados pela origem).

5) & Deduza a férmula da derivada da fungao inversa de y = cosz,
1

x €0, 7[: (arccosy)/ byt y€e]l—1,1[.
)

6) $<¢ Em virtude do teorema da fungao implicita podem-se colocar e
resolver os seguintes problemas:

a) Seja ¢(x1,...,T,, z) uma funcao de classe C*° num aberto de R™™, que
em dado ponto (ay, . .., an,b) verifica ¢(aq, ..., a,,b) =0e % # 0. Mostre
que os pontos criticos da func¢ao implicita z = g(z1,...,x,) em torno de
(ay,...,a,) sdo dados pelos zeros de %. Mostre que messes pontos a

Hessiana de g é dada por

0%g - %9 ¢
Ox0x;  Ox;0x;' 02

b) Estude os extremos da funcdo z = g(z) implicita na equagao ¢ = 0 onde
Pz, z) = 4a* + 52% + 222 — 95.

c¢) Estude os extremos da fungdo z = ¢(z,y) implicita na equacdo ¢ = 0
onde
¢(l’,y,2’) = 223 + 2$QZ + 41'2 - 2y2 — 333y —2rx+5.

7) Determine e estude os pontos 8) Calcule:
criticos de

) a) os extremos de zy na condigao de

b z,y) = (x —y)? —a* — ¢
) flay) = 2 Y b) os extremos de xy + yz + zz na
c) f=a2?+y*+322+yz+ 22z —wy. condicao zyz =1
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c) os extremos de x? — y? sobre a  g) { a equagao da recta do plano

curva y — 322 =1 que mais se aproxima dos pontos
(0,0),(1,2),(2,2),(—=1,5), me-
dida na soma total das distancias
verticais

d) extremos de 1/(x? + y?) sobre a
curva y* + 3zt = 1

e) distancia entre (0,0) e a hipér-

bole y* — % + 2 3=0
ooy Tt art h) os  extremos da  funcado

f) distancia entre o ponto (1,1,2) € f(z,y,2) = x sobre a intersecgao
R3 e a curva definida por z +y + do plano 2z 4+ 3y — 5z = 0 com a
z=3e2z+22=0 superficie 222 + 4y% + 22 = 6.

Folha 5 de Exercicios de Analise Matematica 11

{=dificuldade elevada=exercicio facultativo

1) & (Coordenadas polares) Verifique que (z,y) = f(p,0) = (pcos, psen )
¢ uma transformacao bijectiva de 0, +oo[x|[0,27[ em R?\0. Restrinja o
dominio a um aberto de modo a ter uma transformacao de classe C* com
inversa da mesma classe. Calcule det Jac f.

2) ¢ Descubra a funcao inversa de f(z,y) = (2tgz + 3,ysenz), para

z €] — 2,2, y € R, no maior dominio aberto de R? possivel. Estude a

diferenciabilidade.

3) ¢ Considere o sistema de duas equagoes e 4 incégnitas

e —yu+22—1=0
ve' +vy +3u =10
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a) Mostre que é possivel escrever (u,v) como fun¢ao (implicita) de (x,y) em
torno de cada solugao (zg, yo, uo,vo) de certo dominio aberto de R*. Nota:
nao precisa calcular as expressoes de u e v.

b) Sendo (zg, Yo, uo,v0) = (0,2,0,0), diferencie o sistema em ordem a z e
descubra 2% e 2% no ponto (0, 2).

¢) O mesmo que o anterior para derivadas em ordem a y.

4) & Considere f(x,y,2) = 2xy — 2%. Encontre, se possivel, a expressao
de uma funcao:
a) g(s) definida num intervalo de R tal que f(x,y,g(s)) = (x + y)s.
b) h(s,t) = (hi(s,t), ha(s,t)) definida num aberto de R? e tal que

1
f(z, h(s,t)) = 2tgt(zsens — 75en 2t) .

5) Suponha que sdo dados k pontos Zi,...,Z;, € R". Mostre que o
minimo da soma dos quadrados das distancias de x € R™ aqueles pontos, ou
seja, f(x) =Y 0_ |lo — Za|?, 6 assumido em 1 3" Z,.

6) Calcule: d) os extremos de e”y — z sobre a in-
terseccao das superficies e® +y> =
a) ¢ os extremos de f(x,y,z) = 0e2y—2—1=0
2%’ 2¢ na condicdo de v+y+2z =
1 (a,b,c > 0 constantes) e) osextremos de f(z,y) = seny so-

bre a curva
b) os extremos de 2xy + yz + zz na

condi¢ao zyz = V (V. > 0 con-
stante) f) & a distancia entre o ponto
(0,0,0) € R? e a curva definida
pela interseccao de 322 +3% = 3 e
de z —ax = 0 (estudo em fungao
da constante a)

cosx +senxseny =0

¢) < o minimo da drea do trian-
gulo limitado pelos eixos coorde-
nados de R? no primeiro quad-
rante e a recta tangente a elipse

2?2 g) os extremos da funcao f(z,y) =
—2+b—2=1 x sobre a curva y* — 22 + zy —
“ 2y +4 = 0.

60



7) $O Prove que: a média geométrica € menor ou igual a media arit-

mética. Ou seja, para quaisquer nimeros reais positivos x1,...,,, tem-se
sempre
i, < A
n
com igualdade se e s6 se x1 = 9 = --- = x,. Sugestao: comece por
transformar x; = y! e escreva a condi¢ao como f(y1,...,y,) < 0. Calcule os

pontos criticos de f sobre a superficie y' + ... + y; = C constante > 0.

Solucoes da Folha 5 de Exercicios de AM 11

1) Claro que f é bijectiva.

As chamadas coordenadas polares sao muito importantes. Permitem es-
crever algumas equacoes em R? de forma muito rdpida.

Visto que as coordenadas descrevem uma volta em torno da origem (0, 0)
para cada p > 0 fixo, a inversa nao pode estar definida de forma continua
(caso contrario, uma circunferéncia fechada seria topologicamente o mesmo
que o intervalo [0, 27().

Agora, a matriz jacobiana e o jacobiano (o seu determinante) sao dados
por

Jacf:{ e detJac f =p .

Pelo teorema da funcao inversa, a inversa de f existe em cada ponto e é da
mesma classe C*> - mas note-se que existe localmente, nao globalmente.

cos) —psent
senf)  pcosf

Assim, para o semi-plano positivo £ > 0 e a determinacao habitual do
arctg, a inversa C® de f é (p,0) = f~(x,y) = (/22 + y? arctg ).

Como se sabe, det Jac ! = det (Jac f)~" = (det Jac f) " = % = \/ﬁ
x4y

2) A funcao inversa de (s,t) = f(z,y) = (2tgx + 3,ysenz), para x €
2

] —Z,Z[, y € R, é dada por
53 tVITG=F)

2 s—3

(z,y) = f(s,t) = (arctg
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com + para s >3, t € Re com — para s <3, t € R.

f € de classe C* no seu dominio. Como bem se vé, nao é invertivel sobre
a recta x = 0 contida no plano.

3) a) A matriz

au¢1 av¢1 o et — Yy 0
Oupa Opda | | ve"+3 e’ —y

tem determinante e?* —y?. Entao no aberto {(z,y,u,v) € R*: e* —y? #£ 0},
o teorema da funcgao implicita pode ser aplicado. Basta seguir o que diz o
teorema.

b) Agora temos

Op1 =0 _ “‘9” yg —1—21:—0
Oppo =0 a—e +odtet + SUy 4394 =0

No ponto (xg, yo, o, vo) = (0,2,0,0), temos

gm . 23u =0
8v2+38“ =0
Logo 0,u = d,v = 0 no ponto (0, 2).

c¢) Também resulta em d,u = d,v = 0 no ponto (0,2).

4) a) Nao é possivel: teria de ser 2zy — (g(s))? = (z + y)s. Entdo, por
exemplo derivando em ordem a x, viria 2y = s, o que é absurdo por serem
variaveis independentes.

b) Temos em equagao 2zhi(s,t) — (ha(s,t))? = 2tgt(zsens — isen2t).
Derivando em ordem a x, vem hy(s,t) = tgtsens. Logo (hy(s,t))* =
2tgt }lsen 2t = i‘;‘;;sent cost, pelo que podemos tomar hs(s,t) = sent.

5) Podemos usar a expressio f(1,...,Tn) = Sor_ (21 — Zan)? + - +
(x, — Zavn)Q. Mas vamos tentar manter a notacao vectorial.
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E claro que f(z) =S¢ (2 — Z,,x — Z,). Os pontos criticos sao dados

a=1
pelos zeros do diferencial:

Adf@)(v) = (2= Zo) + > (# = Za,v) =2 (v, — Zy)

«

Entdo df(zo) = 0 se e s6 se 3. (20 — Zo) = 0. Ou seja kxog = 3., Zo. E
claro que se trata de um ponto onde f tem valor minimo, pois o problema é
geométricamente 6bvio.

Mas também podemos calcular a hessiana: VY € R™, temos d? f(z)(u)(v) =
2k(v,u). A sua matriz é 2k1,. Entdo todos os determinantes principais sao
positivos, logo f nao tem méximo, s6 minimo. (Tal ponto x, designa-se por
centro de massa de 71, ..., Z.)

6)

1
a+b+c
funcao g(x,y) = 2%y°2¢ descobrimos a hessiana, pondo ¢ = a + b+ ¢ — 2,

l—z—y
2

a) O ponto critico é (a,b,c/2). Escrevendo z = e estudando a

B a® 1pb—1lee1 —(a+c)b ab
~2¢(a+b+ o) ab —(b+c)a

(ao derivar segunda vez, pode-se simplificar as contas sabendo que sé nos
interessam os pontos criticos). A sucessdo dos determinantes principais
tem os sinais de 1, —(a + ¢)b, a®bc + ab®c + abc®. Concluimos que o ponto
critico ¢ um maximo.

b) O extremo aparece com as medidas 2z = 2y = z = V/4V. E um minimo.

((Z2y2+b2$2)2
2a2b2zy
(r,y) = (\%, \%) onde a area entao vale ab.

¢) A funcao de drea é A(z,y) = . O minimo ¢é assumido no ponto

d) Méximo em (z,y, z) = (log 1, _i’)/; _2{&/%_ 1).

e) Méaximo 1 nos pontos (%” + kn, 5 + 2km), k € Z. Minimo —1 nos pontos
(2 + km, 38 + 2km), k€ Z.
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f) A funcdo a minorar é 2%+ y? + 2% (se formos minorar a norma euclideana
temos de incluir a raiz quadrada, mas nao é necessario - isso s6 complica
as contas). Trata-se entao de estudar os extremos condicionados de

F(z,y,2) = 2 +y* + 22 + M32% +y* — 3) + pu(z — ax) .

Descobre-se entdo: se a? > 2, o minimo 3 estd em (0,4+/3,0). Se a =
++/2, entdo o minimo 3 estéd sobre a curva, ou seja f é constante sobre a
curva. Se a® < 2 entdo minimo 1+ a* é obtido em (+1,0, +a).

).

g) Méximo em (2,0) e minimo em (—

[Si1 [
wt|oo

)

7) Fazendo a substitui¢ao z; = y, queremos encontrar o maximo global

de . .
ittty

f(y177yn):ylyn
n

Primeira resolugao. Considere C' > ( constante e a superficie de nivel
S={yeR": y >0, ¢(y) = C} onde ¢(y1,....yn) = yi' + -+ yy.
Restringida a S, f tem claramente o valor minimo —%, tomado sobre a
fronteira (quando algum y; = 0). Como S é compacto, f tem de ter um
maximo em S. Ora os extremos relativos de f sujeitos a condigao de ¢ = C
estao na diagonal A = {y e R": y; = ... =y, }, como veremos.

Derivando em ordem a y;, vemos que os pontos criticos de F(y,\) =
Fyi, - yn, A) = f(y) + Mé(y) — C) sao dados pelo sistema de n equagoes
(g; significa que esse factor é omisso),

aF ~ n— n—
S =y iy =y Ay =0
Yi

Multiplicando os dois lados por y;, vem
yi- Yo = (L= Ay, V1<i<n.

Entao y; = ... = y, é ponto critico isolado em &: sé ha uma solugao y; =
=Yp =7 % Tal ponto estd também na diagonal A. Ao longo de A ve-se

que f(y1,y2,.-.,yn) = 0 é valor maximo.
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Finalmente, resta-nos reparar que todo o ponto P = (py,...,p,) € R,
com os p; > 0, V7, estd nalguma superficie de nivel de ¢ — aquela em que
C =p!+---+p!. Conclui-se que 0 é um valor maximo global.

Segunda resolucao. E ficil encontrar os tnicos pontos criticos de f —
estao na diagonal. Na direccao da diagonal, f é mesmo constante 0, pelo
que esses pontos criticos também terao segunda derivada nula na direccao
da diagonal. Ou seja df(y)((1,1,...,1),(1,1,...,1)) = 0, Vy € A. Assim,
para analisar o extremos pela matriz hessiana, teremos em conta que ha uma
direccao degenerada.

Resta-nos entdao analisar d?f(y)(u;,u;) em base conveniente. Primeiro,
temos Vi # j

a2f - (1 77,) n—2 82f _ T N
ayzg - yi ) aylyj =0 Yi y] Un-
Sejam, para i > 2, u; = (a,0,...,—1,0,...,0) com —1 na entrada i e a =

%ﬁ. Tem-se (1 —n)a? —2a+ 1= 0. Agora, para i,j > 2, y € A,

20 f >’f O’ f o’ f
5 —a —a +
8y1 01y 3ylyj 3%%‘
(@*(1—n)—2a+ 1)yt =0 se i j

d*f (y) (ui, uy)

(a®?(1—n) —2a+1—n)y 2 =—ny] > sei=j

Sendo v = (1,1,...,1), é muito facil ver que v, us,...,u, é uma base de R™
(tome-se o determinante). Finalmente a hessiana nas direcgoes ua, ..., u,
fica:
—ny? 0 0
n—2
0 —nYy;

H = [d*f(y)(ui, uy)] =
0 —nyt?
Portanto, da andlise dos determinantes principais, vé-se que y € A é um
maximo local de f. Como f < 0 na fronteira, se houvesse valores positivos

de f, teria de haver pontos criticos fora da diagonal — o que nao ¢é verdade.
f <0 globalmente.
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Folha 6 de Exercicios de Analise Matematica 11

{=dificuldade elevada=exercicio facultativo

1) Prove que uma curva parametrizada pelo comprimento de arco é per-
corrida a velocidade de norma 1. Conclua que a fungao comprimento de arco
¢ a identidade.

2) Escreva a parametrizacao por comprimento de arco e calcule o com-
primento das curvas (i) C' = C(t) = 3(cost,sent cost,sent), t € [0,27], (ii)

T=p(t)=2t+1,Vt—1), t€]0,2].

3) Dé o exemplo de trés parametrizagoes de classe C! de curvas em R?
ligando os pontos (0,0) e (1,2) com a mesma imagem, duas delas nao equiv-
alentes a terceira.

4) Uma campo vectorial F': D C R" — R” diz-se central se existe uma
funcao real f(r), que s6 depende de r = ||(z1,...,2z,)], tal que

F(zy,...,x,) = —=(21,...,2,) -

Mostre que um campo vectorial central pode ser conservativo, ou seja, satisfaz
Ox; — Oz’ ' J

5) & a) Sejam v,7; duas curvas em D C R", dominio de uma fungao
escalar e continua f bem como de um capo vectorial. Prove que

/vfds:/wfds, /W(F,dr>:—/7(F,dr), /Wfdx:—/vfdx,

+1fd3:/fd5+/1fds.

b) Mostre que um integral de circula¢ao é nulo ao longo de qualquer caminho
fechado em D se e s6 se dados quaisquer pontos A, B € D o integral de linha
é independente dos caminhos de A para B.
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6) Calcule:

a) < o comprimento da cardidide, curva descrita pela equacao p = a(l
cosf), 0 € [0,27], a > 0 constante, em coordenadas polares (z,y)
(pcos, psend).

+

b) o integral f7 pdy onde 7 é a cardidide p = 2 4 cosf. (Por que nao é nulo
este integral?)

¢) o integral f7 6 ds sobre a espiral de Arquimedes v = {(z,y) : p=af, 0 <
6 < 2m} com a > 0 constante.

d) o comprimento da hélice circular v = v(t) = (acost,asent,bt), 0 <t <
2m com a,b > 0 constante.

e) [ ———dz sobre a curva 7 = {p = 2senf : 0 <6 < w}.

Va2
f) o integral f7 2%y dz + y/x dy onde 7 é o segmento que une (0,1) a (2, 3).
zh—zy2 4354+ Y , ,
g) o integral [ c (3”;312;23)% dx+ (;f ;;3);3 dy onde C' é o segmento de pardbola
(x,2%) que une (1,1) a (3,9).

h) [, &dr— (y% +1)dy onde C' é a circunferéncia de raio 1/2 e centro (1,1).

i) fy(:ch + /zy)dx + /x(y — 2)dy onde 7 contorna o quadrado de vértices
(0,0),(2,0),(2,2),(0,2).

Nota: curvas fechadas no plano sao percorridas no sentido trigonométrico.

7) & Seja F': D C R?* — R3 um campo vectorial de classe C'. Suponha

que fixamos A € D e que o integral ¢(X) = fj((F, dr) ¢é independente do
caminho de A para X qualquer que seja X € D. Mostre que

dy(X)(e:) = (F(X), e:)

ou seja, mostre que existe uma fungao ¢ tal que % = F;.
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Folha 8 de Exercicios de Analise Matematica 11

{=dificuldade elevada=exercicio facultativo

1) Calcule: 2) Calcule recorrendo a coorde-
nadas polares ou cilindricas:
2 rz? y
dyd

) Sy J, we'dyda a) fBQ(O) r?ydy dx

13 02 o o

b) fo [y J2,67%y/zdydedz b) lim, ;e fBT(O) e~V dx dy
N

) fol fo o xy® dydz . f[wal(O)( 22)/1T+yzdrdydz.

3) a) Mostre que a drea de um intervalo I C R? aumenta em ¢? quando I é
transformado em ¢(I) por ¢ : R*? — R? ¢(z,y) = (cx, cy), com ¢ constante.
Conclua o mesmo para um aberto regular D.

b) Prove que o volume de um cone C'(D) C R? com base D e altura h ¢

c¢) Um sélido de revolugao M em R3 .- € descrito pelas condigoes /22 + 32 <
f(z) com f:[a,b] — RT continua. Mostre que V(M) = Wf;(f(Z))Q dz

4) Inverta a ordem de integracao:

3 2 V122 x2
a) / / f(z,y)dydx / / f(z,y)dydx .
2 % T+

5) & Calcule o volume da mtersecgao do cilindro em nyz de equacao
(x —1)2+ 9% <1 com a bola 22 + ¢y* + 2% < 4.
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6) Calcule: 7) Calcule o volume dos seguintes
solidos delimitados por superficies

a) [ffy = cénicas (a, b, ¢ constantes):
M =A{(z,y,2) : z,2>0, y >

1, x4+ 2y + 2z <6}

2 2
b) Jfp(z* =)y a) My={(z,y.2) €R*: G4+
D ={(z,y): 2*+y*~2r <0,y < 5 <1}
0}
C) fnyseniU b) M. _{(ZL' z)€R3. z2 v
= S T
= {42 1> M < 22 ' Ys a2 b2
D=lyicosr b 120 G ses 2oy <y
7T} &
d) V(M) o
M={(z,y,2) ER®: 22 +y> < ) My={(z,y,2) eR®: L+ L <
z < 3+ 2z} Z <1}

8) Calcule os integrais de linha percorridos no sentido trigonométrico:
a) %xzy dz + ™ dy
v

onde 7 é o quadrado que percorre os vértices (—1,—1) — (1,—1) — (1,1) —
(—1,1).

2% — 1 3
b) 5& i+1 dor + y;wdy onde 7 é o triangulo (1,1) — (3,1) — (3,3) .
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