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Resumo:

Breve introdugéo ao espago de gwistor, a estrutura Gs natural existente
no fibrado de esferas tangente 7 : SM — M de qualquer variedade rieman-
niana M, orientavel e de dimensao 4.

Abstract Brief introduction to gwistor space or the natural Ga-structure
associated to any oriented riemannian 4-manifold.
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1 Estruturas Gs

Seja T um espago euclidiano orientado de dimensao 4 e fixemos um vector
u € 8% C T, onde S? denota a esfera de raio 1. Qualquer outro vector de T
escreve-se de forma tinica como A+ X, com A € R, X € u™’.

Reparamos entdo que T suporta uma estrutura quaterniénica natural,
ou seja, de algebra de divisdo isomorfa a H, com a métrica euclidiana inicial
e tal que u é o elemento unidade. Com efeito, a operacdo produto é dada
por

()\1U+X)()\QU+Y) = ()\1)\2 — <X,Y>)u+)\2X+)\1Y+X XY,

sendo x um produto-cruzado, definido em u™* pela identidade (X x Y, Z) =
vol(u, X, Y, Z) para qualquer triplo X,Y, Z € u*. A operacio de conjugacao
em T compativel é descrita obviamente por A\u + X = Au — X.

Lembremos agora que a maior dlgebra de divisdo normada com elemento
unidade que existe, a algebra dos octonioes O = H@eH, pode ser encontrada
através do processo de Cayley-Dickson:

(21,22) - (23, 24) = (2123 — Za22, 2421 + 22%3), Vz; € H.

Note-se que e é um novo elemento de quadrado —1, como 0 é i em C = R®iR
ou j em H = C @ jC; porém, nao sé por si definem tais vectores a estrutura
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desejada (ha muitos quadruplos ortonormados i, j, k, e na mesma relacdo).
A operacao de produto é suficiente. Por outras palavras, e voltando ao
espaco 1" acima, interessa-nos a estrutura de moédulo de T sobre H e a de
TodT ~R.1®R" sobre O. Finalmente temos

Go = AutO

que é grupo de Lie simples, compacto, simplesmente conexo, de dimensao 14.
Elementos de Gy preservam a unidade 1 e a métrica, bem como a orientagao,
logo G C SO(7).

Tal grupo de Lie encontra-se entre as poucas classes de grupos de Lie
simples dando origem a uma geometria riemanniana, dita excepcional, ac-
tualmente muito em voga em geometria e fisica. Aparece como um dos
possiveis grupos de holonomia irredutivel de variedades riemannianas nao
simétricas (classificagdo descrita num bem conhecido resultado de M. Berger
de 1955). Mas Ga C SO(7) s6 aparece de modo irredutivel em variedades
de dimensao 7. Sabe-se que existem mesmo variedades com aquele grupo de
holonomia (R. Bryant, 1987).

Uma estrutura Go numa variedade S, de dimensao 7, é definida por
uma 3-forma ¢ estdvel, i.e.

e Jum produto vectorial tal que ¢(X,Y, Z) = (XY, Z), o qual corresponde
ao produto octoniénico dos imaginarios puros R” C O, ou

o ¢ = 0 4 01 4 025 4 036 _ o126 0234 _ 0315 paloum referencial (por
definicio, 7% = ¢f A el A €F), ou

e ¢ pertence a certa GL(7)-érbita aberta de A3T*S (dim 35 = 49 — 14).

A existéncia de tal 3-forma implica a redugao do grupo de estrutura GL(7)
da variedade S para SO(7) D Gg, de forma tinica. Com efeito:

¢ determina a orientacdo e uma tinica métrica sobre S.

Como acontece noutras geometrias, a holonomia da variedade riemanni-
ana e orientada (S, ¢) reduz-se a {g € SO(7) : g*¢ = ¢} = G2 se VI¢ =0,
onde VY denota a conexao de Levi-Civita. Neste caso, S diz-se uma varie-
dade Gz. A topologia de S é condicionada, cf. [6].

Um teorema de A. Gray garante: VIp =0seesésedp=0edx¢p =
0. Tais equagOes sdo raramente satisfeitas nos espagos que se conhecem
actualmente; interessam-nos, por outro lado, parte das equacGes. ¢ diz-se
calibrada se d¢ € A*T*S se anula. E ¢ diz-se cocalibrada se d * ¢ se anula.
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2 O espago de gwistor

Seja (M, g) uma variedade riemanniana, orientada, de dimenséo 4 e seja
SM={ueTM: |u| =1}

Seja w : TM — M o fibrado vectorial tangente. Tem-se dw : TTM —
7T M, morfismo de fibrados sobre T'M. Como bem se sabe da geometria
cléssica de T'M, identifica-se ker dm ~ 7*T'M de forma natural. A conexdo
V9 sobre M permite escrever TTM = HY’ @ kerdnr ~ 7*TM & n*TM.
O fibrado, dito vertical, kerdw contém uma seccdo candnica, U, que em
cada ponto u € SM toma o valor u € #*T'M. Nao é dificil provar que
TSM = Ut c TTM. Reproduzindo a construcio algébrica da seccio 1,
com estrutura métrica ébvia em (7*T'M), = T, fica demonstrado o

Teorema 2.1 SM admite uma estrutura Go natural.

A tal estrutura damos o nome espago Go-twistor ou gwistor de M.

Sobre o espaco de gwistor podemos sempre construir, localmente, um
referencial mével ortonormado directo, eg = u, ej,e2,e3 € HY’, sistema
depois reproduzido como U,,ey,e5,e¢ € kerdm no subespago vertical, de
modo a descrever as seguintes formas globais de SM:

a = 3-forma volume nas fibras de SM = %6 | 0=e,
ap = €150 4 (264 4 (345 iy = 126 | 234 4 (315
ag = e, vol = *voly = €923 =9 A ag

Sendo U e eg campos definidos globalmente, em boa verdade a estrutura de
SM reduziu-se a SO(3). Note-se que ja se conheciam a métrica (de Sasaki)
em SM, o campo vectorial ey € Xgpr e logo a 1-forma 6, a qual verifica
(d6)2 A6 # 0, implicando o resultado que diz que (SM, ig, %0, 2e0) constitui
uma estrutura métrica de contacto (Y. Tashiro).
Finalmente,
¢=ay—a+0Ado.

Observamos ainda que se pode generalizar a construgao do espago de gwistor
com HY provindo de qualquer conexdo métrica V em M.

Agora, sobre SM definem-se r = 1, = ¥ (u,u), p = vV ( ,U) =
(ricU)?. Tem-se que d*¢ = pAvol e que dp = 20 Ay —r vol — RV a + (df)?
onde

RUOz =da = Z Rij01€ij56 + Rijozeij64 + Rijogeij% .
0<i<5<3
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Teorema 2.2 Tem-se sempre d¢ # 0; Temos d* ¢ =0 se e s se (M, g) €
variedade de Einstein.

Exemplos. 1. se M = H* é o espaco hiperbélico real com curvatura seccional
—2, entdo SM = SH* = S(Sjg)i(é’)l) é de tipo puro W3 = {1 € A3: 7A@ =
T Ax¢p =0}

d¢ = *17 = %(20 A df + 6), dx*¢=0.

2. espacos simétricos de rank 1 geram espacos de gwistor homogéneos,

SU(3
SSt=Vss , SCP? = U((l)) =Ny, SHE =

SU(2,1)
U(1)

Outros resultados sobre Gy e novos desenvolvimentos na teoria dos es-
pagos de gwistor encontram-se na bibliografia.
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