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Capitulo 1

INTRODUCAO AO ESTUDO DO MOVIMENTO DOS FLUIDOS

1.1 Definicao de fluido

O ambito da matéria leccionada nesta disciplina relaciona-se com a representagdo
matematica do comportamento fisico dos fluidos.

Denomina-se por fluido toda a matéria que se deforma indefinidamente quando sujeita a
accdo de uma forca tangencial. Nos fluidos a resisténcia a deformacao ¢ finita e por isso nao
tém forma propria, tomando a forma do recipiente que ocupam.

Na defini¢do anterior podem enquadrar-se os liquidos e os gases. No entanto, estes dois

fluidos podem apresentar comportamentos muito diferentes.

1.2 Fluido como meio continuo

Os fluidos s3o constituidos por um conjunto de moléculas com espagos entre si, ndo
sendo por isso possivel identificar a continuidade. Nao sera feita a caracterizagdo do
comportamento de um fluido com base na molécula.

E possivel, a uma escala maior, definir o equivalente ao ponto material da fisica que na
mecéanica dos fluidos tomard o nome de particula. Define-se particula como o elemento mais

pequeno possivel de identificar na Mecanica dos Fluidos e que garante a continuidade.
1.3 Propriedades fisicas dos fluidos
1.3.1 Isotropia
E a propriedade do fluido possuir as mesmas caracteristicas independentemente da

direc¢do do versor normal a cada um dos planos que passam numa particula.

1.3.2 Massa, peso, massa volumica, peso volumico e densidade



Massa, m, ¢ a quantidade de matéria que existe num dado volume de fluido. Peso, P, a
accdo da forca atractiva exercida pela Terra (forca da gravidade) sobre a massa do fluido.

Estas grandezas ndo apresentam grande interesse na Mecanica dos Fluidos se nao
introduzirem uma referéncia relativa ao volume. Assim, define-se massa volumica, p, como a
massa que existe por unidade de volume do fluido e peso volumico, ¥, como o peso da
unidade de volume do fluido. Estas duas grandezas sdo caracteristicas de cada fluido, podendo
variar mais ou menos com a temperatura € a pressao.

As unidades destas grandezas no sistema internacional, sdo apresentadas no Quadro 1.1.

Quadro 1.1 Unidades de grandezas no SI

Grandeza massa Peso massa peso
voliimica voliimico
Unidade kg kgms?=N kg m” kg m?s?=Nm>

No Quadro 1.2 s3o apresentados os valores da massa volimica e do peso volumico da

agua e do ar para diferentes temperaturas, a pressao atmosférica normal.

Quadro 1.2 Valores da massa volumica e do peso volumico para diferentes temperaturas, a
pressdo atmosférica normal

temperatura massa volimica peso voliimico
C) (kg m) (N m™)
agua ar dgua ar

0 999,9 1,293 9809,0 12,68
4 1000,0 1,274 9810,0 12,50
10 999,7 9807,1

20 998,2 1,204 9792,3 11,81
30 995,7 9767,8

40 992,2 1,129 9733,5 11,08
50 988,1 9693,3

60 983,2 1,062 9645,2 10,42
80 971,8 1,009 9533,4 9,90
100 958.4 0,946 9401,9 9,28

Para simplificar esta caracterizacdo fisica dos fluidos aplica-se uma grandeza
adimensional que ¢ a densidade, d, e que relaciona a massa ou peso de um dado volume de
fluido com a massa ou peso de igual volume de agua a temperatura de 4°C e a pressao

atmosférica normal. A densidade de um dado fluido pode ser determinada pela relagdo entre a



massa volumica ou peso volumico desse fluido e a massa volumica ou peso volumico da dgua

a temperatura de 4°C e a pressao atmosférica normal.

No Quadro 1.3 sdo apresentados os valores da densidade, relativos a diferentes liquidos

e gases a temperatura de 15,6°C e a pressao atmosférica normal.

Quadro 1.3 Densidade de alguns fluidos a temperatura de 15,6 °C e pressdo atmosférica

normal
fluido Gasolina | 4cido etilico (100%) azeite acido sulfarico (100%) | mercurio
densidade | 0,68 a 0,74 0,79 0,912-0,918 1,83 13,6
fluido Ar diéxido de carbono oxigénio hidrogénio hélio
densidade 1,22 E-3 1,87 E-3 1,35 E-3 0,085 E-3 0,17 E-3

A comparagdo dos valores da densidade dos liquidos e dos gases permite identificar a
primeira grande diferenca entre estes fluidos, a quantidade de massa por unidade de volume

nos gases tem uma ordem de grandeza de cerca de 1000 vezes inferior a dos liquidos.

1.3.3 Compressibilidade

A compressibilidade de um fluido manifesta-se na diminui¢cao do volume de uma dada
massa de fluido quando sujeita a ac¢do de um aumento de pressdo. Neste caso verifica-se o
aumento da massa volumica do fluido.

Esta propriedade pode ser representada através do coeficiente de compressibilidade, a,
definido como a relacdo entre a diminui¢do relativa do volume e o aumento de pressdo que
lhe deu origem.

AV
a= —ﬁ (1.1)

E usado ainda o inverso deste coeficiente, o modulo de elasticidade volumétrico, €:

E =

(1.2)

1

a
Tendo em conta a diferenca entre o valor da massa volumica dos liquidos e gases sera

facil perceber que nos gases existird mais espago entre as moléculas, permitindo uma maior

diminui¢do do volume para a mesma variacao de pressao.

1.3.4 Viscosidade. Liquidos perfeitos

A viscosidade ¢ uma das propriedades mais importantes dos liquidos, que se manifesta

quando estes entram em movimento. Pode, de modo geral, definir-se como a resisténcia a



deformacao, ou seja, a maior ou menor capacidade do fluido tomar a forma do recipiente que
ocupa. A comparacdo de duas situacdes bem distintas em que se despeja uma quantidade de
mel ou dgua de um jarro para um copo permite-nos concluir que o mel tem uma viscosidade
superior a viscosidade da agua.

A viscosidade de um fluido pode ser facilmente identificada pelo estudo de um
escoamento unidimensional desse fluido em que se define um conjunto de camadas que se
deslocam na mesma direc¢do, mas com velocidades diferentes, Figura 1.1. A camada com
maior velocidade tende a exercer uma for¢a de arrastamento sobre a camada com menor
velocidade, que por sua vez exerce uma forga de atraso sobre a primeira. Estas duas forgas
tém o mesmo modulo, a mesma direcgdo e sentidos opostos. A for¢a de arrastamento por
unidade de area chama-se tensdo tangencial, T, apresentando sinal contrario ao sentido do
escoamento.

Os fluidos estudados no ambito deste curso (agua, ar, 6leos) sdo os chamados fluidos
Newtonianos em que a tensdo tangencial de arrastamento ¢ directamente proporcional ao

gradiente da velocidade segundo a direc¢do normal ao escoamento, Figura 1.1.

v ¥ T
F+dV
v
—— —
L S — e
x v dv
dy

Figura 1.1 Movimento unidimensional de um fluido Newtoniano (escala deformada)

Esta relacdo pode ser representada pela equacgdo (1.3)

<
3y (1.3)

O coeficiente de proporcionalidade ¢ a viscosidade dinamica, u. Por simplifica¢do, no
desenvolvimento de estudos hidrdulicos ¢ normalmente usado o parametro, designado por
viscosidade cinematica, v, relacionado com a viscosidade dindmica através da

, - M equagdo:
0

(1.4)



No Quadro 1.4 sdo apresentados os valores da viscosidade cinematica para diferentes

fluidos, a 38°C.

Quadro 1.4 Viscosidade cinematica para diferentes fluidos a 38°C

fluido mercrio gasolina azeite Mel bruto
viscosidade cinematica
(10°° m%/s) 0,11 0,40 - 0,71 43 74

A viscosidade dos fluidos Newtonianos varia com a temperatura, no entanto de modo
diferente nos liquidos e nos gases. A viscosidade nos liquidos diminui com o aumento da
temperatura por diminuicao das forgas tangenciais de arrastamento. A viscosidade nos gases
aumenta com o aumento da temperatura por se manifestar através do movimento das
particulas.

No Quadro 1.5 e no Quadro 1.6 sdo apresentados os valores da viscosidade cinematica
para diferentes temperaturas no caso da dgua e do ar, respectivamente. E possivel identificar a
diminui¢do da viscosidade na 4gua e o aumento da viscosidade no ar, com o aumento da
temperatura. Para variacdes de temperatura entre os 0°C e os 20°C a variagdo da viscosidade
cinematica ¢ de cerca de -43.3% e 8.5% para a 4gua e para o ar, respectivamente. A variagao
da viscosidade cinematica com a temperatura na agua ¢ de ordem de grandeza superior a

variac¢ao no ar.

Quadro 1.5 Viscosidade cinematica da agua a diferentes temperaturas e a pressao atmosférica

normal
temperatura 0 4 10 20 30 40 50 80 100
O
viscosidade cinematica
(10" m%/s) 1,78 | 1,57 | 1,31 | 1,01 | 0,80 | 0,66 | 0,56 | 0,37 | 0,30

Quadro 1.6 Viscosidade cinematica do ar a diferentes temperaturas e a pressdo atmosférica

normal
temperatura 0 20 40 60 80 100 | 120 | 150
(W)
viscosidade cinematica
(10 m%/s) 11,7 | 12,7 | 13,6 | 14,7 | 15,7 | 16,6 | 17,5 | 19,3




Sendo a viscosidade cinematica uma medida da resisténcia entre particulas do fluido em
movimento, deve ser tomada em consideragdo a sua variagdo com a temperatura no estudo do
escoamento. Na figura 1.2 representa-se a variacdo da viscosidade cinematica da dgua com a
temperatura. E possivel visualizar a variagio da viscosidade cinematica dentro da gama de
temperaturas da agua dos escoamentos em estudo, no ambito desta disciplina. E ainda
apresentada a curva de ajustamento calculada pelo Método dos Minimos Quadrados, a que

corresponde um coeficiente de determinacdo igual a unidade.

v (10° m2s)
2
1.8 ¢
1.6 4
14 4
1.2 4
14
0.8 -
0.6 4
0.4 1
0.2 1

0 T T T T
0 20 40 60 80 1

V= 3E-14T* - 9E-12T° + 1E-09T? - 5, 5E-08T + 1.7765E-06
R=1

01 (oc)

Figura 1.2 Variagdo da viscosidade cinematica da 4gua com a temperatura

Define-se como fluido perfeito ou ideal aquele que, sendo homogéneo e isotropico, se
apresenta sem viscosidade. Naturalmente que este fluido ndo existe na natureza, tornando-se
um conceito teorico. Existem, no entanto fluidos que em certas circunstancias se comportam
como perfeitos, é o caso de fluidos altamente acelerados. A medida que a velocidade de

escoamento do fluido aumenta, diminui a influéncia da viscosidade.
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1.3.5 Coesdo e tensdo superficial

A coesdao manifesta-se através da accdo atractiva entre moléculas no interior de um
liquido, que se considera desprezavel fora da esfera de actividade molecular (zona de
influéncia de uma célula sobre as outras). As moléculas estdo em equilibrio quando as suas
esferas de actividade molecular se encontram totalmente dentro do volume liquido.

Quando uma molécula estd muito perto da superficie livre do liquido, a sua esfera de
actividade molecular inclui um dado volume de gas que, por ter um numero de moléculas
inferior a igual volume de liquido, desequilibra o sistema de forgas. Isto acontece com todas
as moléculas que estdo a uma distdncia da superficie livre inferior ao raio da esfera de
actividade molecular, Figura 1.3. A for¢a resultante ¢ maxima quando a molécula estd a
superficie do liquido. O mesmo efeito se verifica no caso de dois liquidos ndo misciveis.

Esta forca por unidade de superficie chama-se tensdo superficial e estd directamente
relacionada com a maior ou menor capacidade de evaporacdo de um liquido. A tensdo
superficial é quantificada pelo coeficiente de tensdo superficial, 8, que representa a energia
correspondente ao trabalho efectuado pela molécula para atingir a superficie, por unidade de

area.

Figura 1.3 Representagdo esquematica da forga superficial

No Quadro 1.7 sdo apresentados os valores do coeficiente de tensdo superficial para

diferentes liquidos, a temperatura de 20°C.

Quadro 1.7 Coeficiente de tensdo superficial para diferentes liquidos a temperatura de 20 °C

liquido em contacto com | coef. de tensao superficial
(N/m)
alcool etilico ar 22,37 E-3
oleo lubrificante ar 35,3 E-3a383E-3
agua ar 72,89 E-3
mercurio ar 513,85 E-3




mercirio \ agua \ 392,69 E-3

1.3.6 Solubilidade dos gases nos liquidos

Coeficiente de solubilidade de um gas ¢ a relacdo entre o volume de gés dissolvido e o
volume de liquido dissolvente, em condi¢des de saturacdo do gas.

As leis que regem a solubilidade dos gases nos liquidos sdo a Lei de Henry e a Lei de
Dalton. Segundo a lei de Henry o coeficiente de solubilidade de um gas num liquido ¢
constante se a temperatura se mantiver constante. Segundo a Lei de Dalton, no caso de varios
gases dissolvidos num liquido, cada um dos gases se comporta como se fosse o unico.

No ambito desta disciplina s6 serdo estudados fluidos gasosos com comportamento de

gas perfeito, verificando-se a constancia do produto do volume pela pressao, equagao 1.5.

Vp = const (1.5)
Se o coeficiente de solubilidade do géas for constante, quando ocorre um aumento da
pressdo do liquido os gases dissolvidos, respeitando a relagdo (1.5) dos gases perfeitos,
diminuirdo de volume permitindo aumentar a massa de gas dissolvida. No caso de diminui¢ao
de pressdo no liquido, diminui a quantidade de massa do gas com possibilidade de dissolucao,
ocorrendo a libertacao de parte do gas dissolvido.
No Quadro 1.8 sdo apresentados valores do coeficiente de solubilidade de gases na

agua, a pressao atmosférica normal.

Quadro 1.8 Coeficiente de solubilidade de gases na 4gua a pressdo atmosférica normal

gas temperatura coef. de solubilidade do gas

(U9

hidrogénio 0 0,023

20 0,020

azoto 0 0,026

20 0,017

oxigénio 0 0,053

20 0,033

dioxido de 0 1,87

carbono 20 0,924

1.3.7 Tensao de saturacdo do vapor de um liquido
Define-se como tensdo de saturacdo do vapor de um liquido a pressdo absoluta para a

qual o liquido passa ao estado gasoso. Neste caso, quando num dado liquido existem regides



em que a pressao toma valores baixos ocorre a libertagdo de gases como foi apresentado no
sub-capitulo anterior. Se a pressdo continuar a diminuir e atingir o valor da tensdo de
vaporizagdo o liquido passa ao estado gasoso.

A tensdo de saturagdo varia com a temperatura atingindo o valor da pressdo atmosfera
normal a temperatura de 100°C e ao nivel da 4gua do mar. No Quadro 1.9 sdo apresentados os

valores desta grandeza para diferentes temperaturas.

Quadro 1.9 Tensao de saturagdo do vapor da agua a diferentes temperaturas

Temperatura 0 4 10 20 30 40 50 80 100
(9]

Tensao de
saturacao do vapor
da agua
(N/m’)

608 814 1226 | 2345 | 4248 | 7387 | 12341 | 47392 | 101367

A variacgio da tensdo de saturagdo do vapor de agua (N/m?) com a temperatura (°C)
ajusta a um polindbmio de 3° grau, equagdo 1.6, calculado pelo Método dos Minimos

Quadrados, a que corresponde um coeficiente de determinagao igual a 0,997.

Tv=0,1595T"> -8,3562T* +251,43T - 13,466 (1.6)

1.4 Forcas exteriores

Sobre um dado volume de fluido podem actuar dois tipos de forcas exteriores; as forcas
de massa ou volume e as forcas de contacto ou de superficie.

No ambito desta disciplina apenas sdo consideradas as forcas de massa ou volume
relativas a ac¢do da gravidade - peso proprio.

As forg¢as de contacto ou superficie sdo as forcas que actuam no volume de fluido
através da superficie limitrofe. Estas for¢as podem decompor-se na componente normal e
componente tangencial a superficie.

A componente normal da forca de contacto por unidade de superficie ¢ designada por
pressdo, p. Esta ¢ uma grandeza escalar e isotropica, ou seja toma o mesmo valor numa
particula qualquer que seja a orientacdo do plano que passa nessa particula. A componente

tangencial por unidade de superficie ¢ designada por tensdo tangencial, T.



A tensdo tangencial s6 se manifesta quando os fluidos estio em movimento. A
velocidade das particulas numa sec¢do transversal do escoamento varia porque existe

resisténcia na interface entre o fluido e a fronteira solida e porque os fluidos t€m viscosidade.

1.5 Variaveis a considerar na Mecénica dos Fluidos e sua representacio

1.5.1 Variaveis envolvidas no estudo do comportamento de um fluido

Qualquer problema de dinamica dos fluidos pode ser estudado a partir do conhecimento

das seguintes grandezas em cada particula, P, e ao longo do tempo:

- pressao p=p(P,t)

- massa volimica p=p(Pt)

- temperatura T =T(P,t)

- vector velocidade V=vi+ Vy} + Vzl:r

Na maioria dos problemas praticos de Engenharia Hidraulica, no entanto, os processos
sdo considerados isotérmicos, ou seja processos em que a variacdo de temperatura ¢
desprezédvel em termos de resultados obtidos. Neste caso o nimero de variaveis reduz-se para
cinco. No escoamento de fluidos incompressiveis a massa volumica ¢ constante, reduzindo o
niamero de variaveis a quatro. A agua ¢ um fluido moderadamente compressivel que, em

determinadas condi¢des, pode ser considerado incompressivel.

1.6 Equacées Gerais da Mecanica dos Fluidos
As equagoes que representam o comportamento do fluido podem apresentar-se na forma
local ou na forma global. As equacdes locais representam o que se passa com cada particula
ou com cada posi¢ao do dominio fluido; as equacdes globais representam regides do dominio
fluido.
Nos problemas gerais de Dinamica dos Fluidos ¢ necessario determinar seis variaveis,
ver sub-capitulo 1.5.1, sendo necessario, para tal, definir seis relagdes entre as varidveis:
- Equacdo da continuidade que representa o principio da conservacao da
massa;
- Equacdo do equilibrio dinamico aplicado a um dado volume de fluido.
Sendo uma equacao vectorial serd representada pelas suas trés componentes num sistema de

eixos cartesianos;
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- Equacdo de estado de um fluido que representa a relagdo entre a pressao, a
massa volumica e a temperatura;

- Equacao do balango de energia que representa o principio da conservagao da
energia.

No caso de ser desprezavel a variagdo da temperatura o nimero de varidveis reduz-se a
cinco, a equagdo de balango de energia ndo serd aplicada e a equagdo de estado do fluido
reduz-se a uma relacdo entre a pressao e a massa volumica.

Se for desprezdvel a variagdo de temperatura e o fluido for considerado como
incompressivel, a equacdo de estado do fluido deixa de ter significado por ndo existir variagao
da massa volumica com a pressdo e o problema de dindmica dos fluidos fica reduzido a quatro
variaveis: a pressao e as trés componentes da velocidade, que sdo determinadas pela resolucao
das quatro equagdes: a equacdo da continuidade e as trés componentes da equacdo de
equilibrio dinamico.

A aplicagdo dos principios da conservagdo a uma dada regido do dominio fluido permite
obter as equagdes globais do comportamento do fluido:

- Equacdo da continuidade na forma global que representa o principio da
conservacdo da massa;

- Teorema de Euler ou Teorema da Quantidade de Movimento que representa
o equilibrio de forgas aplicado a uma dado volume de fluido;

- Teorema de Bernoulli que representa um balanco energético

No ambito da Engenharia Hidrdulica a maioria das aplicagdes pretende determinar as
grandezas globais. Por essa razdo serdo deduzidas no ambito da Mecénica dos Fluidos as
equacdes basicas na forma local e no ambito da hidraulica as equagdes basicas na forma

global.

1.7 Nocdes e parametros de caracter hidrocinematico
1.7.1 Representacao do vector velocidade

1.7.1.1 Variaveis de Lagrange

A representacdao do vector velocidade em Varidveis de Lagrange significa o estudo do

comportamento de cada particula ao longo do tempo. E registada a histéria de cada particula.
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A nomenclatura usada ¢ v = V(M,t), que significa a velocidade da particula M no

instante t. Interessa conhecer a velocidade de cada particula em diferentes instantes, figura

1.4.

f—ﬁb

L0 F=F(MLFAD
1= f{WLt+AL)

Figura 1.4 Representagdo da velocidade em Varidveis de Lagrange

A velocidade ¢ determinada como a variagdo do vector de posicdo, T, da particula M, no

tempo:
- dr(M,t (1.7)
V(M,t)= —r( 4
dt
Esta representag@o torna-se, em Mecanica dos Fluidos, de dificil representacdo por nao

ser possivel seguir cada particula no seio do volume fluido

1.7.1.2 Variaveis de Euler

Neste caso sdo estudadas as caracteristicas das particulas que passam numa dada
posicao do dominio fluido, ao longo do tempo. Em cada instante, ¢ determinada a velocidade
das particulas que nesse instante se encontram nas varias posi¢des do dominio fluido.

A cada posi¢do do dominio fluido corresponde um vector velocidade e um valor da
pressdo (relativos a particula que se encontra naquela posi¢ao), constituindo um campo de
vectores € um campo escalar.

A nomenclatura aplicada 3 = v(P,t) € que significa a velocidade da particula que

estd na posicao P no instante t, figura 1.5.
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Figura 1.5 Representacao da velocidade em Varidveis de Euler

No ambito da Engenharia Hidraulica serd aplicada a representagdo pelas variaveis de

Euler.

1.7.2 Trajectorias e linhas de corrente
Designa-se por trajectéria de uma particula o lugar geométrico da posicdo dessa
particula ao longo do tempo. As trajectérias sdo definidas para as particulas e a sua

representacdo € no tempo e no espago, figura 1.6.

;’}=-{’(P 1) ;f).:;;(Q,H’At)

Figura 1.6 Trajectéria de uma particula

As linhas de corrente definem-se no dominio fluido, para um dado instante. S3o as
curvas que tém em cada ponto, como tangente o vector velocidade de cada particula

localizada nesse ponto em cada instante, figura 1.7.

Figura 1.7 Linha de corrente para o instante t,

Tendo em conta as caracteristicas das trajectorias e das linhas de corrente pode concluir-
se que:
- Em cada instante as linhas de corrente sdo tangentes as trajectorias das particulas

no ponto onde estéd localizada a particula nesse instante
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- Se a velocidade das particulas que ocupam uma posi¢cdo do dominio fluido for
constante no tempo, as linhas de corrente em cada instante coincidem com a trajectoria das

particulas que se localizam nessa posi¢ao.

1.7.3  Tubo de fluxo

Seja uma linha fechada, ndo coincidente com uma linha de corrente, e faga-se passar por
cada ponto dessa linha fechada uma linha de corrente. A superficie geométrica definida pelas
linhas de corrente apoiadas no contorno fechado chama-se tubo de fluxo, figural.8.

A propriedade principal do tubo de fluxo ¢ que as suas paredes ndo sdo atravessadas
pelo fluido, ja que a velocidade de todas as particulas de fluido localizadas na parede sé tém

componente tangencial.

cormerde

Figura 1.8 Tubo de fluxo para um dado instante

A vantagem da defini¢cdo do tubo de fluxo estd em que qualquer conduta de qualquer
material se comportar como um tubo de fluxo, pois através das suas paredes também nao se

verifica escoamento.

1.7.4 Caudal e velocidade média de escoamento

Caudal, Q, ¢ o volume de fluido que atravessa uma dada superficie por unidade de
tempo. Seja S uma superficie e dS a superficie elementar onde a velocidade ¢ considerada
constante e igual a v. S0 a componente da velocidade, normal a superficie, contribui para o
caudal através dessa superficie. O comprimento percorrido pelas particulas, localizadas na
superficie no instante inicial, durante um intervalo de tempo dt ¢ v,dt em que v, =vcosa ¢ a

componente da velocidade segundo a direc¢do normal a superficie, figura 1.9.
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Figura 1.9 Caudal elementar

O volume do fluido que atravessa a superficie dS com a velocidade v no intervalo de

tempo dt é:

Vol = v, dtdS (1.8)

O caudal elementar que atravessa a area elementar dS é:

(1.9)
dQ=v, dS =v|fidS

Na equacdo 1.9 o termo Vv | n representa o produto interno entre o vector velocidade e o

versor normal a superficie. O caudal através de uma dada superficie S ¢ igual ao integral, do

caudal elementar, a toda a superficie:

Q= [dQ = [V]idS = [v,dS (1.10)

Usualmente, o diagrama de velocidades na seccdo transversal de um tubo de fluxo nao
estd disponivel, tornando impossivel o calculo do caudal nessa seccdo. Para ultrapassar esta
dificuldade foi definida uma grandeza designada por velocidade média e que ¢ a velocidade
ficticia, constante na sec¢do, que transporta o mesmo caudal num tubo com iguais

caracteristicas geométricas:
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(1.11)

1.8 Classificacio do movimento dos fluidos

1.8.1 Nota introdutoria

A classifica¢ao dos escoamentos pode ser feita de acordo com diferentes critérios sendo
cada um deles independente dos outros. Classifica-se o escoamento quanto a variagdo das
grandezas no tempo; quanto a variagdo das grandezas no espago; quanto ao comportamento

relativo das particulas e quanto a posi¢ao relativa entre o fluido e a fronteira sélida.

1.8.2 Classificagdo quanto a variagdo das grandezas no tempo € no espaco

Os escoamentos em que todas as grandezas envolvidas ndo variam com o tempo
designam-se por permanentes. Se alguma das grandezas ¢ dependente do tempo o escoamento
chama-se variavel.

No caso de um escoamento permanente as grandezas envolvidas sdo apenas funcdo da
posicdo em que as particulas se encontram, ndo variando de instante para instante. As

derivadas parciais em ordem ao tempo anulam-se:
9 _ 0 (1.12)
at
As linhas de correntes mantém-se ao longo do tempo, coincidindo com as trajectorias das
diferentes particulas, uma vez que a velocidade em cada posi¢do se mantém qualquer que seja
a particula nessa posi¢ao e qualquer que seja o instante.

Relativamente a variacdo das grandezas no espaco podem os escoamentos ser
classificados como uniformes ou variados.

Escoamento uniforme ¢ aquele em que as grandezas nao variam de posi¢ao para posi¢ao
no dominio fluido, ou seja a derivada das grandezas em ordem ao espago (sendo s medido ao

longo da linha de corrente definida para um dado instante) anula-se:

(1.13)

No movimento variado as grandezas variam de posi¢do para posicdo em que as

particulas se encontrem, ou seja:
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9 (1.14)

— =0
Js

Na pratica, teremos um escoamento permanente no caso do abastecido a partir de um
reservatdrio de grandes dimensdes, em que a entrada e/ou saida de caudal desse reservatorio
ndo se faz sentir na cota da superficie livre no reservatdrio. Mantendo-se constante ao longo
do tempo a energia no reservatorio, o caudal e a velocidade média na seccdo transversal da
conduta que sai do reservatorio também sdo constantes. Por outro lado, se o reservatorio for
de pequenas dimensdes o abastecimento provoca a diminui¢do da cota da superficie livre
dentro do reservatério e consequentemente a energia disponivel no reservatério, variando o
caudal e a velocidade média na secg¢do transversal da conduta abastecida.

Se as caracteristicas geométricas de uma dada conduta de transporte de um liquido se
mantiverem constantes ao longo do seu comprimento o escoamento ¢ uniforme. Caso

contrario sera variado.

1.8.3 Classificagdo quanto ao comportamento relativo das particulas

A andlise do comportamento relativo das particulas permite identificar o escoamento
laminar e o escoamento turbulento. O escoamento laminar caracteriza-se por um
deslocamento regular de todas as particulas, mantendo, estas, uma posi¢ao bem definida entre
si. O movimento turbulento caracteriza-se por uma deslocamento desordenado das particulas,
as trajectorias de cada particula cruzam-se variando a direc¢ao da velocidade das particulas de
modo muito irregular.

Nos movimentos turbulentos sé faz sentido falar no valor médio das grandezas, pois os
valores instantdneos variam de instante para instante. As particulas tém trajectorias que se

intercruzam sem ordem. A velocidade em cada instante e em cada posi¢ao € igual a:

i

e
=

que:

v, ¢ a velocidade instantanea,
v ¢ a velocidade média e

v, a flutuagdo em torno da média

A velocidade instantanea de flutuacdo considera-se aleatdria apresentando como média

o valor zero.
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A visualizag¢do do escoamento laminar e do escoamento turbulento pode ser feita através
da Experiéncia de Reynolds que se caracteriza pela injec¢do de um liquido corado no
escoamento de um liquido transparente (ex: agua). Para velocidades baixas de escoamento
verifica-se que o fluido corado se desloca segundo uma linha recta, estamos perante um
regime laminar. A medida que a velocidade da 4gua aumenta a linha correspondente ao
escoamento do liquido corado comeca a apresentar curvatura e para certo valor da velocidade
a linha rompe e o escoamento do liquido corado confunde-se com o escoamento da dgua, nao
permitindo distinguir os dois fluidos. Neste caso estamos em regime turbulento. O
escoamento entre o regime laminar e o regime turbulento designa-se por escoamento de

transi¢ao.

1.8.4 Classificagdo quanto a posi¢ao relativa do fluido e da fronteira solida

Quanto a posicao relativa do fluido e da fronteira sdlida classifica-se o escoamento
como exterior ou interior. O escoamento exterior caracteriza-se por o fluido envolver
completamente a fronteira sdlida. Como exemplo refere-se o escoamento do ar em torno da
asa de um avido, para um sistema de referéncia colocado na asa do avido. Escoamentos
interiores sdo aqueles em que o escoamento ¢ envolvido totalmente ou parcialmente pela
fronteira solida. Este € o tipo de escoamento que iremos estudar e refere-se a:
- escoamento em canais: escoamento em superficie livre
- escoamento em tubos fechados: ocupando a totalidade da sec¢do (escoamento em pressao)

ou parte da sec¢do (escoamento em superficie livre).

Problemas resolvidos

1 - A que pressdo pode esperar a ocorréncia de cavitacdo na entrada de uma bomba que
eleva 4gua a temperatura de 20°C?
Qual pensa ser o valor superior: a tensdo de saturagdo do vapor da agua ou a tensdo de

saturacdo do vapor do mercurio?

Resolucao:
Consultando a tabela 1.9, conclui-se que a agua, a temperatura de 20°C, passa ao estado de vapor para a pressao

absoluta de 2345 Nm™.
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Tendo em conta que o coeficiente de tensdo superficial é muito superior no mercurio em contacto com o ar do
que na agua em contacto com o ar, ¢ necessario ocorrer uma diminui¢do maior nas for¢as de coesdo entre as
moléculas no mercurio o que se consegue com uma maior diminui¢do da pressdo no fluido. Assim, conclui-se
que a tensdo de saturagdo do vapor do mercurio ¢ inferior a tensdo de satura¢dao do vapor da dgua. Os valores da

tensdo de saturagio do mercurio e da agua & temperatura de 20°C sdo respectivamente 2345 Nm™e 0,173 Nm™,

2 - Determine o volume libertado de gases dissolvidos (hidrogénio, oxigénio e didxido de
carbono) em 1 m® de agua a pressdo absoluta de 5 bar, para uma diminuico de pressdo de 42
m c. a., sabendo que a temperatura se manteve constante e igual a 20°C durante a ocorréncia

do fenémeno.

Gas coeficiente de solubilidade na coeficiente de solubilidade na
dgua a temperatura de 20°C dgua a temperatura de 0°C
Hidrogénio 0,020 0,023
Oxigénio 0,033 0,053
dioxido de carbono 0,924 1,870
Resolucao:

Neste problema pretende-se determinar o volume de gas libertado, para tal sera aplicada a Lei de Dalton que
defende o comportamento de cada gés ser independente dos outros gases existentes num dado liquido; a Lei de
Henry que admite o coeficiente de solubilidade manter-se constante para a mesma temperatura; e a Lei de gases
perfeitos em que ¢é constante o produto da pressdo absoluta pelo volume ocupado pelo gas.

a pressdo inicial ¢ 5 bar =5 . 10° Nm™

a diminuigio da pressdo ¢ 42 m c.a. =42 . 9800 Nm™= 411600 Nm™

a pressdo final ¢ 5. 10° Nm™- 411600 Nm™ = 88400 Nm

hidrogénio

O volume ocupado pela massa de hidrogénio no instante inicial é:

Vi

=0,020 = V}; =0,020.1=0,020m*

H,0

O valor da constante do gés perfeito, com base nos dados fornecidos para o instante inicial é:
ipi, =const = const=0,020.5.10° =10* Nm

no instante final a press@o diminuiu e o volume ocupado pelo hidrogénio aumentou para:

VI .88400=10" = V! =0113m’

O volume de hidrogénio libertado foi:
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Vi -V =0,113-0,020 =0,093m’ =93/

oxigénio
O volume ocupado pela massa de oxigénio no instante inicial é:
\% A
© -0033 = V), =0,033.1=0,033m’
H,0

O valor da constante do gés perfeito, com base nos dados fornecidos para o instante inicial é:

oPo =const =>  const=0,033.5.10° =1,65.10* Nm

no instante final a press@o diminuiu e o volume ocupado pelo oxigénio aumentou para:

Ve .88400=1,65.10" = V/=0,187m’

O volume de oxigénio libertado foi:

V& -V, =0187-0,033=0,154m’ =154 ¢

didéxido de carbono

O volume ocupado pela massa de diéxido de carbono no instante inicial é:

i
Co,

=0924 = Vio, =0,924.1=0,924m’
H,0
O valor da constante do gés perfeito, com base nos dados fornecidos para o instante inicial é:

to,Pto, =const = const=0,924.5.10° =4,62.10° Nm

no instante final a press@o diminuiu e o volume ocupado pelo didxido de carbono aumentou para:

Vio, -88400=4,62.10° = V{, =5226m’

O volume de didxido de carbono libertado foi:

Vio, = Vio, =5226 0,924 =4302 m’
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Capitulo 2

EQUACOES GERAIS DO MOVIMENTO DOS FLUIDOS

2.1 Introdugao

Neste capitulo serdo deduzidas as equagdes bdsicas locais que representam o
comportamento das particulas fluidas.

Considera-se que a variacdo da temperatura ndo afecta os resultados obtidos no estudo e
que os fluidos sdo incompressiveis. Pelo que, o sistema de equagdes fica reduzido as equagdes
da continuidade e de equilibrio dindmico e as variaveis a determinar sdo a pressdo e o vector
velocidade.

E aplicada a representa¢ido de Euler na dedugdo das equagdes locais, ou seja ¢ estudado
0 que se passa em cada posi¢do do dominio fluido, procurando representar o escoamento das

particulas de fluido que passam nessas posicoes.

2.2 Equacgdo da continuidade

2.2.1 Nota introdutoria

Esta equacdo representa o principio da conservacdo da massa aplicado a um dado
volume do dominio fluido, denominado por volume de controlo, V, e limitado por uma
superficie de controlo, S, considerada indeformével relativamente a um sistema de eixos de
referéncia, figura 2.1.

A equacdo do balanco de massa representa a igualdade entre o fluxo de massa através
da superficie de controlo e a variacdo de massa dentro do volume de controlo, na unidade de
tempo e pode ser representada por:

m, -m, =Am,, (2.1)
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t=t t=t + 4t
massa de fhido que se mantém
dentro do v.c. no intervalo At

massa de fhido que entra no
v.c. no intervalo At

massa do fhido que sai do
y Sy v.c. no intervalo it

¥ vohime de controlo, v.c.

Figura 2.1 Representagdo do volume de controlo e da superficie de controlo

A massa que sai menos a massa que entra no volume de controlo, através da superficie
de controlo, na unidade de tempo, ¢ igual a variagdo da massa no interior do volume de
controlo, na mesma unidade de tempo.

Convenciona-se como positivo o sentido de saida de massa do volume de controlo,

através da superficie de controlo.

2.2.2 Dedugdo da expressdo geral e local da Equacao da Continuidade

Se dQ ¢ o caudal elementar, ou seja o volume de fluido que atravessa uma area
elementar da superficie de controlo, por unidade de tempo, entdo a massa que atravessa a area
elementar da superficie de controlo, por unidade de tempo ¢ determinada através de:
dm=pdQ (2.2)

Substituindo a equagdo do caudal elementar, equacao 1.9, obtém-se:
dm=pv|ndS (2.3)

De acordo com a convengao referida n € o versor normal a superficie de controlo, com o
sentido positivo para o exterior e a expressao (2.3) € positiva quando o fluido sai da superficie
de controlo e negativa quando o fluido entra na superficie de controlo.

A massa que atravessa a superficie de controlo, por unidade de tempo, ¢ determinada

pelo integral da equagdo anterior a superficie de controlo:

ms—me=f,0*\ﬁdS (2.4)
S

Relativamente a representagdo da variagdo da massa dentro do volume de controlo

comegamos por definir a massa de um volume elementar que ¢ representada por:
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odv 2.5)
A massa total contida no interior da superficie de controlo, no instante inicial ¢

representada por:

my, = [pdV (2.6)
\'%

A variagdo da massa dentro do volume de controlo, na unidade de tempo, ¢ determinada
pela equagdo 2.7, em que o sinal negativo representa a diminuicdo da massa existente no
volume de controlo quando o fluxo de massa através da superficie de controlo, na unidade de
tempo, ¢ positivo, ou seja a massa que sai € superior a massa que entra na superficie de

controlo, por unidade de tempo.

d
Amy, =-— [pdV 2.7
mmt a t!/‘p ( )
A equagdo do balango de massa, na forma integral, pode ser representada do seguinte
modo:
fp?/|ﬁdS+ifpdV=O 2.8)
S gt \%

Para simplificar a equacdo anterior aplica-se o Teorema da Divergéncia de Gauss que
iguala o fluxo de um vector através de uma superficie fechada ao integral no volume, limitado

pela superficie referida, da divergéncia desse vector:

f(f |1)dS= [diwidv (2.9)

S
Na equacdo anterior S ¢ a superficie fechada que limita o volume V e em que o
vector T e a sua divergéncia estdo definidos.

Substituindo a equagdo 2.9 aplicada ao vector r =p v na equacdo 2.8, esta transforma-se

cm:
fdivdeV+ifpdV=0 (2.10)
v atV

Admitindo que, o volume de controlo ndo varia no tempo, a derivada em ordem ao

tempo do segundo termo da equagdo (2.10) pode passar para dentro do integral:
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fdivpvciV+fa—pdV=o .11
3 Vat

Substituindo a soma de integrais pelo integral da soma, vem:

f(divp?f+%)d\/=0 (2.12)

\Y

Como ndo foi considerada qualquer restricdo na definicdo do volume de controlo, a
anulacdo do integral pressupde a anulacido do argumento do mesmo integral.

A expressdao geral e local da Equagdo da Continuidade, sob a forma vectorial,

representa-se por:

.~ dp

divpv+ —= 2.13
pv+=2 (2.13)

Em notagdo tensorial cartesiana, a expressao geral e local da Equagdo da Continuidade

representa-se do seguinte modo:

oov,), obv,) alov,), a0 _, (2.14)
JX ay 0z 0t

2.2.3 Casos particulares da expressao geral e local da Equagdo da Continuidade
No caso particular de fluidos incompressiveis, a massa volumica ¢ constante no espaco
e no tempo. O segundo termo anula e no primeiro termo a massa volimica sai da derivada. A

Equacdo da Continuidade, na forma vectorial, fica reduzida a:
divv=0 (2.15)

Em notagdo tensorial cartesiana a Equagio da Continuidade aplicada a fluidos
incompressiveis ¢€:
av, vy v
—r+—+

x Y2 _0 2.16
0x dy 0dz ( )

No caso particular de escoamento permanente ndo existe variagdo no tempo, anulando-

se o segundo termo da equagdo (2.13).
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A Equagdo da Continuidade aplicada a escoamento permaanente, na forma vectorial,

fica reduzida a:

divpv =0 (2.17)

Em notagao tensorial cartesiana:

opv,), dov,) alov,)_, 2.18)
0 X dy 0z

2.2.4 Equagdo da continuidade aplicada a um tubo de fluxo
No caso de um tubo de fluxo, o volume de controlo a que seré aplicado o principio da
conservacdo da massa pode ser definido de um modo geral, como representado na figura 2.2,

em que a seccao transversal pode variar ao longo do eixo do tubo.

+5(pQ)ds
oS

Figura 2.2 Volume de controlo representado por um tubo de fluxo

O fluxo de massa da-se através das secgOes transversais do escoamento, Al ¢ A2. A
superficie lateral do volume de controlo ¢ formada por um feixe de linhas de corrente, nao
havendo passagem de particulas fluidas através dele.

O principio da conservacdo da massa pode, neste caso, ser enunciado do seguinte modo;

a massa que sai, por unidade de tempo, do volume de controlo através da seccdo A2

3(pQ)

(pQ+TdS) menos a massa que entra, por unidade de tempo, no mesmo volume de

controlo através da secgdo A; ( pQ) ¢é igual a variacdo, na mesma unidade de tempo, da massa

que existe dentro do volume de controlo, equagdo 2.19.

25



m,, -m,, =Am,, (2~19)
A massa que existe dentro do volume de controlo no instante inicial, admitindo um

volume tronco-conico, €:

pV=p%ds=pAds (2.20)

A variagdo da massa dentro do volume de controlo, na unidade de tempo, ¢ determinada

por:
0
Am,, =-—(pAds) 2.21)
Jt
Substituindo na equacao do balango, obtém-se:
d
[pQ + 20 ("Q) ] ~pQ=-"-(p Ads) (2.22)
(pQ)

ds + (p Ads)=0 (2.23)

Admitindo que ndo existe variacdo da forma ou dimensdo do volume de controlo, o
comprimento do trogo em estudo, ds, ¢ finito e constante no tempo, podendo sair da derivada

no segundo termo, obtendo-se:

(pQ) o (p A)ds =0 (2.24)

Dividindo a equagdo 2.24 por ds, a expressao da Equacdo da Continuidade, aplicada a

um tubo de fluxo, reduz-se a:

a(pQ), alpA) _, (2.25)
s ot
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2.2.5 Casos particulares da expressdo da Equagdo da Continuidade, aplicada a um tubo de

fluxo

No caso particular de fluidos incompressiveis a massa volimica ¢ constante no espaco e
no tempo. Nos dois termos a massa volimica sai da derivada, podendo ser dividida a equacao
pela massa volumica.

A Equacdo da Continuidade, aplicada ao longo de um tubo de fluxo e escoamento de

um fluido incompressivel, escreve-se:

9Q A
Js ot

_ (2.26)

No caso particular de escoamento permanente ndo existem variagdes no tempo,
anulando-se o segundo termo da equagdo (2.25). A Equacdo da Continuidade, aplicada ao

longo de um tubo de fluxo e escoamento permanente, escreve-se:

a(ng) -0 (2.27)
PQ = const. (2.28)

Introduzindo na equagao 2.28 a defini¢ao de velocidade média do escoamento, obtém-

se:
pUA = const. (2.29)
Se escoamento de um fluido incompressivel ¢ permanente, a Equacao da Continuidade
reduz-se a:
UA = const. (2.30)

Como exemplo de aplicagdo da equagdo (2.30) refere-se a determinagdo da velocidade
média de escoamento de um fluido incompressivel na sec¢do A, em fungdo da velocidade

média na sec¢do A, figura 2.3.

p ) N —
= - — — ]
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UA,=U,A, < U =U,

Ay

b ) R —

A
UA =UA, = U =U,—=%
Al

Figura 2.3 Aplicagdo da Equagao da Continuidade aplicada ao longo de um tubo de fluxo
2.3 Equacio de equilibrio dinimico

2.3.1 Introdugao

Esta equagdo resulta da aplicacdo da equagdo fundamental da dindmica a um dado
volume de fluido em movimento que, no instante t, ocupa a posi¢cdo definida pela superficie
de controlo, superficie fronteira do volume de controlo.

Partindo da equagio fundamental da dindmica, equagdo 2.31, em que F, ¢ a resultante

das forcas exteriores que actuam sobre o volume de fluido contido na superficie de controlo e

- ma ¢ a for¢a de inércia da massa contida no volume de fluido.

F,-ma=0 (2.31)
As forgas exteriores a considerar sdo:

- Forca de massa ou volume: - peso proprio

A massa contida num volume elementar de fluido dentro do volume de controlo é

dm=pdV e o peso dessa massa dG = pgdV. O peso proprio da massa contida pela

superficie de controlo é:

G= f,o gdv (2.32)
\%

- Forca de contacto ou superficie:

O fluido circundante exerce sobre o fluido contido no interior do volume de controlo,
através da superficie de controlo, ac¢des distribuidas ao longo desta. Designando por T a
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tensdo em cada ponto da superficie de controlo, para uma dada orientacdo da superficie de
controlo (estado de tensdo num ponto) com a normal a superficien e para um dado instante.

A resultante das forcas de superficie serd determinada pelo integral:

fT(P, i, t)dS (2.33)

S

A tensdo depende do ponto da superficie de controlo, P; da orientacdo da superficie de

controlo nesse ponto definida através da normal a superficie n, ¢ do tempo.

A forga de inércia ¢ determinada para uma massa elementar, dentro da superficie de
controlo, por:

-dma=-padVv (2.34)
Integrando a equagdo (2.34) no volume de controlo, a forga de inércia ¢é:

F =-[pdav (2.35)
Vv

Substituindo na equacdo fundamental da dindmica, equagdo 2.31, as equagoes 2.31, 2.32

e 2.35 obtém-se a equacdo de equilibrio dindmico na forma integral:

fpng+deS-fp§dV=0 (2.36)
\Y% S \Y%

2.3.2 Representacdo de Euler do vector aceleracao

A aceleragdo mede a variagdo da velocidade no tempo e no espaco. Em representacao
de Euler, a caracterizagdo ¢ feita relativamente a cada posicao contida no volume de controlo,
ou seja, relativamente as particulas fluidas que se encontram localizadas em posi¢des dentro
do volume de controlo. Na representacdo de Euler, a aceleracdo ¢ caracterizada pelo gradiente
de velocidade das particulas localizadas em posi¢des diferentes do volume de controlo, num
dado instante, e pelo gradiente de velocidade ao longo do tempo, em cada posi¢ao do volume

de controlo, figura 2.4.
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Figura 2.4 Caracterizagdo da aceleracdo em Representacdo de Euler

No caso geral, o vector velocidade ¢ dependente das varidveis independentes tempo e

posicao no meio fluido.

=V(t,x,y,z)

=V (bx.y.2)
y =Vy(t, x,y,z)
v, =v,(tx.y.2)

v
v
v

Com base na defini¢do de variavel, a aceleragdo ¢ determinada por:

4y _ ¥(Q, t + At) - ¥(P, t) (237)
dt a=o At

a=

Se a equagdo 2.37 somarmos e subtrairmos no numerador o valor da velocidade na

posicao P e instante t+At, vem:

. [9(Q, t + At)- ¥(P, t + At)]+ [V(P, t + At) - ¥(P, t)] (2.38)
At—0 At
. [9(Q, t + At)- v(P, t + At)] . [¥(P, t + At)- v(P, t)] (2.39)
At—0 At At—0 At
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A primeira parcela do membro da direita representa a variacao da velocidade no espago,
para um dado instante, ¢ a segunda parcela representa a varia¢ao da velocidade no tempo, para
uma dada posi¢ao.

A variagdo no espago pode ser decomposta nas trés direcgdes do sistema de

coordenadas ortogonais.

- [9(Q.t + At)-¥(P, t + At)| Ax . [9(Q.t + At)- ¥(P, t + At)| Ay .

a=lim lim
e Ax At = Ay At
(2.40)
_ [(Qt+At)-3(P,t+ At)| Az . [9(P,t+ At)- (P, )]
}tlgtl) Az At ¥ ltn—r’}) At

Az—o0
Os limites da equagdo anterior correspondem a derivadas parciais do vector velocidade

em ordem as variaveis independentes; tempo e posi¢ao no meio fluido.

Wdx vdy, de OV (2.41)
gx dt dy dt odz dt at

A variagdo das componentes, num sistema de eixos cartesianos, da variavel
independente posi¢cao no meio fluido com a variavel independente tempo ¢ igual a respectiva

componente da velocidade e a equagdo vectorial da aceleragdo ¢é representada por:

(2.42)

a,6 = v, + v, + v, + (2.43)

Introduzindo a defini¢do de grad a equacado (2.42) ¢ representada do seguinte modo:
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5 = ‘Z_f + (V- grad v (2.44)

A primeira parcela do segundo membro da equacdo 2.44 corresponde a variagdo da
velocidade no tempo, denomina-se por acelera¢do local; o segundo termo, correspondente a

variagdo da velocidade no espago, denomina-se por aceleracao convectiva.

2.3.3 Equagdo de Euler
Substituindo a aceleracdo, equagdo 2.44, na equagdo de equilibrio dinamico, equacao

2.36, obtém-se:
[pgdv+[Tds-fp [‘2—:+ | grﬁd)?r} dv =0 (2.45)
v S A\

No caso particular de um liquido perfeito, ou seja um liquido homogéneo, isotropico e
sem viscosidade, as forcas tangenciais sdo nulas e as for¢as de superficie ficam reduzidas as
forcas normais. A tensdo em qualquer ponto da superficie de controlo ¢ representada pela
pressdo com sinal negativo de acordo com a convencdo definida, por ter o sentido de

compressao da superficie de controlo:

fT(P, f,t)dS = - [piids (2.46)

S

Substituida a equagdo 2.46 na equacao de equilibrio dindmico, equagdo 2.45, obtém-se:
[p&dV - [pidS- fp [‘z—: + (5] grﬁd)v] dv =0 (2.47)
A% S v

A aplicacdo do Teorema da Divergéncia de Gauss, permite substituir o integral em

superficie em integral no volume limitado pela superficie referida, ou seja:

[oRdS= [gradpdV (2.48)
S \%
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Na equagdo anterior S ¢ a superficie fechada que limita o volume de controlo V e em

que o escalar ¢ e o seu gradiente estdo definidos. A aplicagdo do Teorema da Divergéncia de

Gauss a grandeza escalar pressao, p, permite obter a seguinte relagdo:

—fp ndS = -fgrﬁd pdV (2.49)
S A%

A equagdo anterior substituida na equagdo de equilibrio dinamico, equacdo 2.47,

permite obter:
fpng—fgrﬁdpdV-fp[a—v+(?/|grﬁd)§]d\/=0 (2.50)
\Y% \Y% v at

A soma dos integrais ¢ igual ao integral da soma dos trés argumentos:

L F N
j{pg—gmdp—p{§44vmmdw
A\

}dV=o 2.51)

Nao tendo sido referido nenhuma condi¢do na defini¢do do volume de controlo, sendo

por arbitrario, a anulac¢do do integral pressupde a anulagdo do argumento do mesmo integral.

p{g—lgré’dp— Z—:+(V|grﬁd)§1H=O (2.52)
p

A Equagdo de Equilibrio Dindmico aplicada ao caso particular de um fluido perfeito

reduz-se a seguinte equacdo e denomina-se por Equacao de Euler.

-1 v o e

g——gradp—a—:—(v|grad)v=0 (2.53)
p

Por ser uma equagdo vectorial, as componentes da Equacdo de Euler, segundo os trés

eixos cartesianos, sdo representadas por:

1 dp av, v, v, v,
- -V, -V -V, =0
pox ot ox 7 ay 0z
19 av ov ov av
L F-v, -V, —-Vv,—=0 (2.54)
pady Ot 0x ay 0z
1
_g__a_p_ v, v, v, v, v, v, v, _0
poz ot (0D aJy 0z

2.3.4 Casos particulares da Equagdo de Euler
No caso particular de um escoamento permanente ndo existe variacdo no tempo,

anulando-se o terceiro termo da equagdo 2.53.
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A Equacgao de Euler para escoamento permanente, na forma vectorial, fica reduzida a:
S R - =\ R
g——gradp—(v|grad)v=0 (2.55)
p

No caso particular do fluido em repouso, a estudar no capitulo seguinte, situagdo em que
ndo se manifesta a viscosidade, ou seja o fluido se comporta como perfeito, a velocidade ¢
nula e a Equacgdo de Euler reduz-se a:

g—lgrﬁdp =0 (2.56)
P

2.3.3 Equagdes de Navier-Stokes

A dedugdo das equacdes de equilibrio dindmico ao caso de fluidos reais, em que se
manifestam as forgas tangenciais de arrastamento, permite obter as equagdes gerais do
movimento.

No caso de fluidos Newtonianos serdao acrescentados a equacao 2.53 os dois termos:
1 e - ~
§V grad(divv)+vVv? v (2.57)

O primeiro termo representa a influéncia da compressibilidade e o segundo termo
representa a influéncia da viscosidade.

As Equacgdes de Equilibrio Dinamico, na forma vectorial, para o caso de fluidos reais e
Newtonianos denominam-se por Equacdes de Navier-Stokes e representam-se do seguinte

modo:

-1 | . e OV L

g——gradp+§v grad(dlv V)+VV V—E—(V | grad)v =0 (2.58)
Y

Problemas resolvidos

1 - Verifique a equagdo da continuidade dos escoamentos de um liquido incompressivel

com os seguintes campos de velocidades:

a) V=2yf

1 -1 - 2 -
b V=—X1i-—yj+— Kk
) 3 3V 1*3
Resolucao:

A Equagdo da Continuidade aplicada ao caso particular do escoamento de um liquido incompressivel é:
divv=0
a) Trata-se de um escoamento unidimensional, ou seja em que a velocidade apenas tem componente segundo a
direcgdo xx.
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Aplicando a defini¢ao de divergente de um vector, vem:

ov, vy oy, _a(y) 90) a(0)
ox dy o0z ox dy oz

A anulagdo do divergente da velocidade verifica a equagdo da continuidade.
b) Trata-se de um escoamento tridimensional em que o vector velocidade apresenta componente segundo os trés
eixos do sistema de coordenadas cartesianas. Aplicando a definicdo de divergente ao vector velocidade:

v, v, a a(;x) 8(—;y) a(i) 11
dive=2x p Ty Ve + + = +0=0

0X ay 0z X ady 0z 3 3

A anulacdo do divergente do vector velocidade verifica a equacdo da continuidade.

divv=

2 - Considere o escoamento de um liquido incompressivel entre dois planos, representado
pelo seguinte campo de velocidades:
V=2z1-17
a) Verifique a equacdo da continuidade
b) Calcule o caudal através de uma sec¢do rectangular, cujo vector normal coincide com o
eixo dos xx, para a coordenada z entre 0 ¢ 1m e a coordenada y entre 0 e Sm.
c) Deduza a equacdo que representa as linhas de corrente
d) Deduza a equacdo que representa as trajectorias
e) Conclua acerca da permanéncia do escoamento

Resolucao:
a) A equagdo da continuidade, para o caso particular do escoamento de um liquido incompressivel,
¢:divv=0
aplicando a defini¢do de divergente ao vector velocidade, obtém-se:
. - 0(2z) adl-z) a0
divv= ( )+ ( )+ ()=O
0x ay 0z

A anulagdo do divergente da velocidade verifica a equagdo da continuidade.
b) Aplicando a definigdo de caudal: Q = f v ‘ ndS
S

e tendo em conta que: i=1i+0;+ 0k
ven=(22)1+(-z):0+0-0=2z
vem: Q=fV-ﬁdS=f22dS
S S
como a sec¢do de escoamento se define no plano yoz, a sua area ¢ determinada por:

S=yz = dS=dydz

que substituido na equagdo anterior permite determinar o caudal transportado:

Q=~Sf22dS=sz:‘(l):1:‘(5)2zdydz=Z)2z.5dz=5m3s‘1
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¢) As linhas de corrente sdo definidas pelo sistema de equagdes diferenciais:

dx dy dz
a aplicag@o ao campo de velocidades apresentado neste problema permite obter:
2z _-z
2z -z 0 dx dy 2dy = -dx 2y = -x+C,
—_— = = = =
dx dy dz -z 0 zdz =0 z=C,
dy dz

Para cada valor das constantes de integracdo ¢ definido o sistema de equagdes que representa uma linha de
corrente.

d) As trajectdrias sdo definidas pelo sistema de equagdes diferenciais:

dt dx =2z dt dx =-2dy x=-2y+C,
l—=-z =Jdy=-zdt = =
dz=0 z=C, z=C,

dt

Para cada valor das constantes de integragdo C; e C4 ¢ definido o sistema de equacdes que representa uma

trajectoria.
e) Como as equagdes das linhas de corrente e as equagdes das trajectérias coincidem, o escoamento €

permanente.
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Capitulo 3

HIDROSTATICA

3.1 Introducao

Hidrostatica ¢ o capitulo da Hidraulica que estuda o comportamento dos fluidos em
repouso. Num fendémeno hidraulico em que a temperatura ¢ constante, o fluido incompressivel
e a velocidade das particulas nula, existe uma incognita que ¢ a pressao.

A equagdo da continuidade deixa de ter significado, ficando o sistema de equagdes
reduzido a equacdo de equilibrio dindmico que permite determinar a relacdo entre os valores
de pressdo nas particulas que ocupam as diferentes posi¢cdes do dominio fluido.

Se a velocidade relativa entre particulas ¢ igual a zero, ndo se manifesta o efeito da
viscosidade, comportando-se o fluido como perfeito. Aplica-se assim, a hidrostatica, a
equacao de Euler simplificada para velocidade de escoamento nula, equacao (2.56):

-1
g—-—gradp=0 (2.56)
p
O primeiro termo representa o efeito das forgas de massa ou volume (peso proprio) € o

segundo termo representa o efeito das forg¢as de contacto normais.

3.2 Lei hidrostatica de pressoes

As componentes, da equagdo 2.56, segundo os trés eixos cartesianos, 0xyz, representam-

se por:
_la_p=0 ra_P= B
p dx 0x
J-Lop o Jop_ (3.1)
p dy dy y
_g_la_p=0 a_p=_Y b
p o0z | 0z
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A integracao da 1* equagdo ao longo do eixo ox, permite obter a relagdo da pressdo entre

dois pontos localizados ao longo da direc¢@o definida por ox:
fa_pdx = = (pxz _px1)=0 = px2 =px1 (32)

A variagdo da pressdo ao longo do eixo ox ¢é representada pela equagdo 3.3 e permite
concluir que a pressao € constante para qualquer posi¢do em ox:
p(x) = const. (3.3)

A integragdo da 2% equagdo ao longo do eixo oy permite concluir que a pressao também

¢ constante para qualquer posi¢do do eixo oy:

20
p dX O = (p}’z _p}’1 )= 0 = pY2 = pY1 (34)

p(y) = const. (3.5)

Integrando a 3* equagdo ao longo do eixo oz, permite obter:

Z, 9 Z, 2

f—pdz=—fydz =>(pzz_pzl)=_deZ i (pZZ_le)=_Y(ZZ_Zl)

Z, 0z Z, Z,

7,420 _ 7 P (3.6)
Y Y
A variagdo de pressao ao longo do eixo oz ¢ representada pela equagdo:

Z(z)+ P (z) = const (3.7)

Y
em que: Z ¢ a cota topografica;
p/y ¢ a altura piezométrica de uma particula de fluido com pressao p.

Cota topografica ¢ a distancia, medida na vertical, entre a posi¢do que a particula ocupa
e um plano horizontal de referéncia. Altura piezométrica de uma particula ¢ a altura a que
sobe o fluido num tubo piezométrico quando instalado nessa posi¢do (ver pag. 45).

A soma dos dois parametros designa-se por cota piezométrica que, em Hidrostatica, ¢
constante para qualquer valor de z.

Da dedugdo anterior pode concluir-se que, no caso de um fluido incompressivel, para o

sistema de eixos cartesiano considerado:
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- apressdo ¢ constante ao longo do eixo ox;
- apressdo ¢ constante ao longo do eixo oy;

- acota piezométrica é constante ao longo do eixo 0z;

Tendo em conta que a pressdo ¢ constante ao longo do eixo ox e ao longo do eixo oy,
conclui-se que a pressdo ¢ constante no plano definido por estes eixos, o plano horizontal.
Como a cota topografica e o peso volumico sdo constantes nesse plano, € possivel dizer que a
cota piezométrica também € constante.

Fica, assim, deduzida a Lei Hidrostética de Pressdes que se apresenta do seguinte modo:

A cota piezométrica é constante, em qualquer particula de um fluido em repouso:

7+ b_ const (3.8)
Y

3.3 Aplicacdes da Lei Hidrostatica de Pressoes

3.3.1 Relac¢ao entre pressdes em diferentes posi¢des de um fluido em repouso

Os gases apresentam peso volimico muito baixo, ver capitulo 1, pelo que qualquer
diferenga da cota topografica, dentro do reservatdrio, corresponde a pequenas diferengas de
pressdo com ordem de grandeza do peso volimico do gés. Assim, no caso de fluidos gasosos,
a pressao ¢ considerada constante em qualquer ponto do dominio fluido.

No caso de fluidos liquidos a relagdo entre as pressdes das particulas em diferentes
posicdes do dominio liquido ¢ determinada através da aplicagdo da Lei Hidrostatica de

Pressoes.

ar
E— E
hy
A B
h
z=0 | Hy0 ¢ :
E— D hy

Figura 3.1 Reservatdrio com um liquido em repouso
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No reservatorio representado na Figura 3.1, a cota piezométrica € igual nas particulas
localizadas nas posi¢des A, B, C, D e E por serem particulas pertencentes ao mesmo liquido
em repouso.

O célculo comega pela particula em que a pressdo € conhecida, ¢ o caso da particula E
que, por estar em contacto com a atmosfera, estd sob accio da pressdo atmosférica local

A partir da particula E, ou qualquer outra particula na superficie livre do liquido, ¢

possivel escrever as seguintes igualdades:

Zy+ 2 =ZE+p7E:>0+p7D=(h1+hz+h3)+ P :>pD=pE+YH,o(h1+h2+h3) (39)
YH,0 YH,0 YH,0 YH,0 )

Zo+ Pe =ZD+p7D=>h3+p7C=O+ Py =>pc=pD_YHzoh3 (310)
YH,0 YH,0 YH,0 YH,0
p Pc p Pc

Zy+ 2 =Z.+ 2 =>(h2+h3)+78=h3+ < =>pB=pc_YH20h2 (311)
YH,0 YH,0 YH,0 YH,0

Zy+ Pa =ZB+p7B:> (h2+h3)+ Ps =(h2+h3)+ Pr =Pa=Ps (312)
Yu,0 Yu,0 Yu,0 Yu,0

3.3.2 Relagdo entre pressoes em particulas pertencentes a fluidos diferentes

No caso de um reservatdrio que contenha liquidos diferentes ndo misciveis, em repouso,
¢ possivel relacionar a pressdo em particulas dos diferentes liquidos através da superficie de
interface entre os liquidos. A partir da referéncia (ex: particula na superficie livre) ¢
determinada a pressdo numa particula localizada na superficie de interface entre os liquidos.
Admite-se que essa particula pertence aos dois liquidos, mantendo a pressdo qualquer que seja
o liquido em estudo. A partir da pressdo nessa particula, calcula-se a pressao nas particulas do
outro liquido.

Refere-se, ainda, que nas particulas pertencentes a superficie de interface entre os
liquidos, a pressdo ndo varia com o liquido em estudo, no entanto a cota piezométrica ¢é

diferente.
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ar

oleo

HZO

Figura 3.2 Reservatorio com dois liquidos diferentes em repouso

No reservatorio representado na Figura 3.2, a cota piezométrica € igual nas particulas
localizadas nas posicdes A e B, por serem particulas pertencentes ao mesmo liquido em
repouso, o 6leo, por outro lado, a cota piezométrica ¢ igual nas particulas localizadas nas
posicdes B e C por serem particulas pertencentes ao mesmo liquido em repouso, a agua. A
cota piezométrica da particula B sera dependente do liquido em estudo.

O calculo comega pela particula A em que a pressao ¢ igual a pressdo atmosférica local.

A partir da particula A € possivel escrever as seguintes igualdades:

Z,+ Pa =Zy+ Py 3pB=pA"'Yf)loo(ZA_ZB) (3.13)
Y(’)leo Y()leo

Zy + Py Zc +p—c = Pc =P t*Vu,0 (ZB _Zc) (3.14)
Y10 Vw0

3.3.3 Diagrama de pressdes sobre a fronteira sélida

Chama-se diagrama de pressdes sobre uma superficie solida a representagdo da variagao
de pressdo do fluido que estd em contacto com essa superficie. A determinagdo das pressdes
nas diferentes particulas em contacto com a superficie premida permite o tragado do diagrama
de pressdes. No caso da superficie premida ser um rectdngulo com dois lados horizontais, o
diagrama de pressdes fica bem representado por uma figura geométrica plana, correspondente
ao diagrama sobre um corte da superficie premida. O diagrama de pressdes tem uma forma
prismatica com base igual a figura geométrica plana e com a altura igual a largura da

superficie premida (na perpendicular a folha de papel).
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Na figura 3.3 a) estdo representados os diagramas das pressoes interior e exterior sobre a
parede lateral esquerda do reservatorio apoiado. Na figura 3.3 b) esta representado o diagrama

de pressoes resultante.

a) b)
Py Py
S ar ar
E : : E
Hy0 |y i. Hy0 |y
A B 3 4 B
ll‘] C h2 b'_i C h2
A=—— D hy =t D hy
Fy ID ’ PPy ’

Figura 3.3 Diagrama de pressdes sobre a parede lateral esquerda do reservatdrio apoiado
a) diagrama de pressdes interior e exterior
b) diagrama de pressodes resultante

No caso de se tratar de outra superficie premida qualquer, o diagrama de pressdes ndo ¢
prismatico. No caso particular de uma superficie premida circular, na posi¢do horizontal, o
diagrama de pressdes ¢ um cilindro; se a mesma superficie estiver num plano ndo horizontal o

diagrama de pressdes ¢ um cilindro cortado por um plano obliquo ao eixo desse cilindro.

3.3.4 Pressoes absolutas e pressdes relativas

A andlise do diagrama da figura 3.3 b) permite concluir que representa a variagdo de
pressdo calculada relativamente a uma referéncia que € a pressao atmosférica local.

Define-se, assim, a escala de pressdes absolutas que tem a sua origem no vacuo ¢ a
escala de pressodes relativas que apresenta a origem na pressao atmosférica local. A escala de
pressdes relativas relaciona-se com a escala de pressdes absolutas através do esquema da

figura 3.4.

pressdo absoluta

vacuo pressEo atm local p abs

I t t

]

pressdo relativa

vacuo pressEo atm local prel

- 1 3

" T t

- pressdo atm local 0

Figura 3.4 Escala de pressdes absolutas e pressdes relativas
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A relacdo entre pressdo absoluta e pressdo relativa € representada pela seguinte equagao:

(3.15)

pabsoluta = pre]aﬁva + patmlocal

O termo pressdo ¢ identificado com a pressao relativa.

3.3.5 Manometros de liquidos, medi¢ao de pressao

3.3.5.1 Mandmetros simples

A medicdo da pressdo numa particula localizada numa posi¢do de um dominio liquido,
relativamente a pressdo atmosférica local, ¢ feita através da instalacio de um mandmetro
simples.

O manometro simples mais elementar ¢ o tubo piezométrico, figura 3.5, que permite

medir a pressdo na posi¢ao onde foi instalado, relativamente a pressdo atmosférica.

Pa=Pog +7h

Figura 3.5 Tubo piezométrico

Pode definir-se altura piezométrica (p/y) como a altura a que sobe um liquido dentro de
um tubo piezométrico quando instalado num ponto em que a particula de liquido, com peso
volumico y, tem a pressao p.

Existem, no entanto, algumas excepg¢des de aplicagdo do tubo piezométrico que sao
apresentadas na figura 3.6, em que se pretende determinar a pressdo na particula A,

relativamente a pressdo atmosférica local.
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a) medicdo de pressdes com b) medi¢do de pressdes ¢) medicdo de pressdes com
valores baixos: negativas: valores elevados:

::ihl
“Z1On e

pA=psup+Yh pA=psup_Yh pA=psup+y'(h1+h2)_yh2

Figura 3.6 Exemplos de manoémetros simples

Para pressdes baixas, caso a), o tubo inclinado permite a leitura numa escala maior,
permitindo maior rigor.

Para pressdes negativas, caso b) o tubo em U permite que a superficie livre com pressao
relativa nula ocupe uma posi¢cdo com cota topografica inferior a cota topografica da particula
A tendo esta uma pressao inferior a zero.

Para pressdes muito elevadas ¢ aplicado um mandmetro simples um U e um liquido com
maior peso volumico de modo a que a igual pressdo corresponda menor altura da coluna

liquida. O liquido usado ¢ normalmente o mercurio, ja que apresenta uma densidade de 13,6.

3.3.5.2 Manémetros diferenciais
Existem situagdes em que apenas interessa a determinacdo da diferenca de pressodes
entre dois pontos. Esta medi¢@o pode ser feita com a instalagdo de dois mandmetros simples,

figura 3.7, ou pela aplicagdo de um mandmetro diferencial, figura 3.8.

Whﬁ, "“I’h pA'=psup+YhA
B
pB‘ = psup + YhB

Pa —Pp =Y(hA _hB)

A B’

Figura 3.7 Mandmetros simples aplicado na medicao da diferenca de pressdes
entre dois pontos

44



H == < \\O.I‘ pA'=par+)/hA
-[h,q 1 ""]’h pB'=par+}/hB
B
pA'_pB'=}’(hA_hB)
A B'
ki
A B

Figura 3.8 Mandmetro diferencial

Os manometros diferenciais permitem medir a diferenca de pressdes entre dois pontos.

No caso de pressdes muito elevadas em A e B o mandmetro diferencial da figura 3.8
deve conter ar comprimido permitindo diminuir a altura da coluna liquida.

Se a diferenga de pressdes entre A e B ¢ muito elevada deve ser aplicado um liquido de

maior peso volumico, figura 3.9, para o que o manémetro deve ter a forma de U.

Pa =P +Y, hy

. 1” iz T Pw =P, +Y, hy
-{h’" hg p1=p2+Y2(hB_hA)

¥
X : L Pa —DPp = (pl +v, hA)_(p2 +v, hB)
Pa—Pp =72 (hB _hA)"'Yl (hA _hB)
Li " - Pa —DPm =(Y2_Yl)(hB_hA)

Figura 3.9 Mandmetro diferencial em U

3.4 — Impulsao hidrostatica

3.4.1 Introdugdo

Chama-se impulsao hidrostatica a resultante das forgas de pressdo que um fluido exerce
sobre uma superficie com que esteja em contacto (quando exista essa resultante).

Designando por forca elementar de pressdo a forga de pressdo sobre uma area elementar,
dA, em que a pressdo se considera constante; as for¢as de pressdo t€ém resultante Unica se as
forcas elementares sdo concorrentes ou paralelas, o que acontece no caso de superficies planas

ou superficies curvas cilindricas ou esféricas.
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Tratando-se de uma forca, a impulsdo hidrostdtica s6 fica bem definida quando
determinados: o mddulo, a direc¢do, o sentido e o ponto de aplicagdo. Ao ponto de aplicagao

da impulsdo chama-se centro de impulsao.

3.4.2 Impulsdo hidrostatica sobre uma superficie plana qualquer

Considere-se o caso geral de uma superficie plana com uma forma qualquer e cujo plano
em que se desenvolve faz um angulo a com o plano horizontal, figura 3.10. Nesta figura, para
possibilitar a visualizagdo da superficie plana premida, foi projectada a parede do reservatorio
onde se encontra a superficie premida em estudo, que € perpendicular ao papel, sobre a folha
do papel.

A pressdao numa area elementar, dA, da superficie premida ¢ considerada constante e
igual a pressdo no centro de gravidade dessa area elementar. A forca elementar de pressao que

actua sobre essa area elementar é:

dF =p dA (3.16)

O modulo de dFrepresenta fisicamente o volume de um prisma com base igual a dA e
altura igual ao valor da pressdo nessa area elementar, ou seja o volume do diagrama de

pressoes correspondente a area elementar.

rebatimento da parede do
reservatdrio sobre o papel

Figura 3.10 Forga elementar de pressdo sobre uma area elementar pertencente a uma
superficie plana qualquer
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A integracdo da equagdo (3.16) a area total da superficie premida permite obter a

impulsdo total sobre a superficie premida:

I = [dF = [pdA (3.17)

Fisicamente, este integral representa a soma de todos os volumes do diagrama de
pressoes relativos as areas elementares que constituem a superficie premida.

Identifica-se, assim, a impulsdo hidrostatica com o volume total do diagrama de
pressdes. Na figura 3.11 esta representado o corte do diagrama de pressdes, segundo a linha

de maior declive que passa no centro de gravidade da superficie premida.

rebatimento da parede do
reservatdrio sobre o papel

Figura 3.11 Diagrama de pressdes e impulsao hidrostatica sobre uma superficie plana
qualquer

A determinacdo analitica da impulsdo hidrostatica serd desenvolvida para as seguintes

hipoteses simplificativas: a superficie livre no reservatorio estd a pressdo atmosférica local e

existe um unico liquido no reservatorio em contacto com a superficie premida.

Na representacdo grafica foi considerado um sistema de eixos oxy definido de modo a
que o eixo ox coincida com a direc¢do de maior declive do plano da superficie premida, a
passar no centro de gravidade da superficie premida e o eixo oy ¢ normal ao eixo dos xx e
coincide com o trago (intercep¢do) dos dois planos definidos pela superficie livre e pela

superficie premida, figura 3.10.
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Em qualquer ponto da superficie premida, com a superficie livre a pressdo atmosférica

local, a pressdo ¢ determinada por:
p=vh (3.18)

e a forga elementar de pressdo que actua sobre a area elementar dA com centro de gravidade

no ponto referido ¢ determinada por:
dF=p dA =yhdA (3.19)

A resultante das forgas de pressdo sobre toda a superficie premida ¢ obtida pela

integracdo da equagdo anterior a toda a area:

I1 = [dF = [yhdA (3.20)

A

Se y = const ., a equagdo anterior transforma-se em:

Il = [dF = y[hdA (3.21)

Aplicando o sistema de eixos oxy, referido, a relacdo entre a profundidade h e a

abcissa x de uma dada posi¢ao da superficie premida ¢ dada por, figura 3.10:
h =xsena (3.22)

que, substituida na equacao (3.21), permite obter:

H=y.£hdA=y_£xsenoch=ysenoc.£di (3.23)

Por definicdo, centro de gravidade de uma superficie plana é o ponto cuja posicao

permite igualar o momento da érea total relativamente a um eixo e o integral a toda a area do
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momento da area elementar relativamente ao mesmo eixo. A aplicagdo desta definicdo a

superficie premida, e ao eixo oy, permite escrever a seguinte igualdade:

[xda=X, A (3.24)
A

que substituida na equacao (3.23) permite obter:

H=ysen0cfx dA =ysena X, A (3.25)
A

Com base na aplicagdo das equacdes (3.18) e (3.22) ao centro de gravidade e na
substitui¢do destas na equagdo (3.25), a equagdo geral da impulsdo hidrostatica é representada

por:
IM=ysenoa X; A=vh; A=psA (3.26)

A andlise da equagdo (3.26) permite concluir que a impulsdo sobre qualquer superficie
plana premida ¢ igual ao valor da pressdao no centro de gravidade da superficie premida a
multiplicar pela area da superficie premida.

A equagdo (3.26) ¢ equivalente a impulsdo sobre uma superficie premida em que a
pressdo ¢ constante em toda a superficie, o que s6 se verifica no caso da superficie premida
ser horizontal, em todos os outros casos a pressdo aumenta a medida que a profundidade
aumenta.

Fisicamente, ¢ possivel verificar que cortado o diagrama de pressdes com um plano
paralelo a superficie premida que passa no valor relativo a pressdo no centro de gravidade, o
volume excluido ¢ igual ao volume necessario para completar o sélido definido pelo plano de
corte, a superficie premida e as geratrizes que passam no limite da superficie premida, figura

3.12.
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Figura 3.12 Impulsdo hidrostatica sobre uma superficie plana qualquer,
equivaléncia do diagrama de pressdes

Verificamos, assim, que a unica restricdo que se mantém na dedu¢do da equacdo da
impulsdo ¢ a superficie premida estar em contacto em toda a sua area com o mesmo liquido.

A substitui¢do de yh, por p, permite aplicar a equagdo 3.26 qualquer que sejam as

condi¢des de distribui¢do de pressdo acima do ponto mais alto da superficie premida.

A direc¢do da impulsdo ¢é perpendicular a superficie premida

O sentido da impulsdo ¢ de compressdo, ou seja sempre no sentido da superficie
premida.

O ponto de aplicagdo da impulsdo, centro de impulsdo, fica bem definido quando sao
conhecidas a sua abcissa e a sua ordenada relativamente ao sistema de eixos cartesianos oxy.

As coordenadas do centro de impulsdo podem ser determinadas através da igualdade
entre o0 momento da impulsdo e o integral a toda a superficie premida do momento da forca

elementar de pressao, relativamente a um dado eixo.

Determinagdo da abcissa do centro de impulsdo, X.;
Para determinar a abcissa do centro de impulsdo igualamos o momento da impulsio
relativamente ao eixo oy com a integracdo a toda a area da superficie premida do momento da

forca elementar de pressdo, relativamente ao mesmo eixo oy, figura 3.13.
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Figura 3.13. Determinacao da abcissa do centro de impulsdes

O momento da for¢a elementar relativamente ao eixo oy ¢ determinado por:
x dF

E o equilibrio de momentos é:

dF =11 X
o=

Substituindo as equagdes (3.19), (3.22) e (3.25) na equagao 3.28, obtém-se:

fy x* senatdA =y X, sena A X

A

Tendo em conta os pardmetros que sdo constantes, a equagao fica reduzida a:

;/senafx2 dA=ysenaXg; AX,
A

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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permitindo calcular a abcissa do centro de impulsdes, X, em fungdo do momento de inércia

da superficie premida relativamente ao eixo oy, I, , equagdo (3.31).

X, =2 S (3.31)

Na bibliografia existem tabelas com a equacdo do momento de inércia de uma figura
geométrica relativamente a um eixo que passa no centro de gravidade. Deste modo na
equacao (3.31) relaciona-se o momento de inércia relativamente ao eixo oy com o momento
de inércia relativamente a um eixo que ¢ paralelo a oy e passa no centro de gravidade da

superficie premida, o eixo GG’:

I, =I,; +AX; (3.32)

oy
Obtém-se, assim, a equagdo geral para a abcissa do centro de impulsdes:

Lo (3.33)
X, A

X, =Xg +

Cl1

Na tabela 3.1 sdo apresentados os momentos de inércia de figuras geométricas planas

relativamente a um eixo paralelo a oy que passa no centro de gravidade, o eixo GG’.

A anélise da equagdo (3.33) permite concluir que, no caso da superficie premida ser
horizontal, a abcissa do centro de gravidade ¢ infinita, anulando a segunda parcela do membro
direito, e a abcissa do centro de impulsdes coincide com a abcissa do centro de gravidade. No
caso geral de um plano ndo horizontal, o centro de impulsdo localiza-se sempre abaixo do

centro de gravidade, ja que o segundo termo do membro da direita ¢ sempre positivo.

A determinacdo analitica do centro de impulsdo assumiu as seguintes hipoteses

simplificativas: a superficie livre no reservatdrio estd a pressao atmosférica local e existe um

unico liquido no reservatorio.
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Tabela 3.1 Momento de inércia de figuras planas

Figura plana e Momento de inércia
posicao do centro de gravidade
rectangulo
bi2
N =
A ‘/
o gl I? a’b
S R S =
i “ T2
2 oo
2 ,(/ N .
_
b
triangulo
2 a’b
GG' 36
f i
b
circulo
G aR*
I log =
R 4
semicirculo
|5 Lo =01095R°
To4244r ag =Y,

Determinagdo da ordenada do centro de impulsdo, Y,
A ordenada do centro de impulsdo ¢ calculada seguindo o procedimento aplicado na
determinagdo da abcissa, com alteracao do eixo de referéncia que passa a ser o eixo dos xx.

O momento da forca elementar relativamente ao eixo ox é:

y dF (3.34)

E o equilibrio de momentos é:

[ydF=T1Y, (3.35)
A
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Substituindo as equagdes (3.19), (3.22) e (3.25) na equacao (3.35), obtém-se:

fy yxsenadA =y X, sena A 'Y, (3.36)
A

Tendo em conta os pardmetros que sdo constantes, a equagao fica reduzida a:

ysenaf xydA =ysena X, AY, (3.37)
A

permitindo calcular a ordenada do centro de impulsdes, Y, em fun¢do do produto de inércia

da superficie premida relativamente aos eixos ox e oy, I, na equagdo (3.38)

fxydA

I
Y, =2 i (3.38)
XoA  XgA

No entanto, normalmente as superficies sobre as quais pretendemos determinar a
impulsdo sdo simétricas relativamente ao eixo ox, sendo neste caso a ordenada do centro de

impulsdo nula, porque o produto de inércia € nulo.

3.4.3 Impulsdo hidrostatica sobre uma superficie curva

Nao sendo facil determinar o modulo da impulsdo hidrostatica através do volume do
diagrama de pressdes € necessario apresentar o modo analitico mais expedito.

Em qualquer superficie curva a impulsdo hidrostatica ¢ decomposta na componente
vertical que ¢ a resultante de todas as forgas verticais, I1, € na componente horizontal que € a

resultante de todas as forgas horizontais, IT, , figura 3.14.

No caso mais geral de uma superficie curva, a pressio numa area elementar dA ¢
constante e igual a pressdo no centro de gravidade dessa area elementar. Por defini¢do de area
elementar esta pode ser considerada plana. A forga elementar de pressdo que actua sobre essa

area elementar ¢ determinada pela equagao (3.16), figura 3.14:

dF =p dA (3.16)
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Figura 3.14 Impulsdo hidrostatica sobre uma superficie curva,
forca elementar de pressao

No caso particular da superficie livre do reservatorio estar a pressdo atmosférica local e

dentro do reservatorio o peso volimico ser constante, o valor da pressdo num ponto da

superficie premida ¢ determinado por:

p=vh (3.18)

e a forga elementar de pressdo que actua sobre a area elementar dA com centro de gravidade

no ponto referido ¢ determinada por:

dF =p dA =yhdA (3.19)

Componente vertical:

A componente vertical da forga elementar de pressdo ¢ dada por, figura 3.14:

dF, =dFcosa=yhdA cosa (3.39)

em que o factor dA cosa representa a projeccdo vertical da drea elementar sobre um plano

horizontal representada pordA ,,, que substituido na equagéo (3.39) permite obter:.

dF, =yhdAcosa =y hdA, (3.40)
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O factor hdA, representa o produto de uma area horizontal por uma altura do fluido,

ou seja o volume do liquido acima da projec¢do vertical da area elementar. Tendo a area
elementar dimensdes muito pequenas, pode ser considerada plana, coincidindo o volume
referido atras com o volume de liquido acima da area elementar premida.

A componente vertical da for¢a elementar de pressdo pode associar-se, assim ao peso do
volume do liquido limitado pela area elementar, a superficie livre do liquido e as projectantes
verticais que passam no contorno da area elementar.

A resultante da componente vertical das forgas de pressdo sobre toda a superficie ¢

obtida pela integra¢ao da equacdo (3.40) a toda a area da superficie premida:

v

I ={dFV - {yhdAv (3.41)

Verificada a hipdtese simplificativa de peso volimico do liquido constante, obtém-se:

I, =y [hdA, (3.42)
A

O integral da equacdo (3.42) ¢ igual ao volume do liquido limitado pela superficie
premida, a superficie livre do liquido e as projectantes verticais que passam no contorno da
superficie premida.

A componente vertical da impulsdo sobre a superficie curva ¢ igual ao peso do volume
referido, equacdo (3.43)
IT, =y Vol (3.43)

Na figura 3.15 estd representada a componente vertical da impulsdo sobre a superficie

curva representada na figura 3.14.

Figura 3.15 Componente vertical da impulsdo hidrostatica sobre uma superficie curva
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Componente horizontal:

A componente horizontal da for¢a elementar de pressao ¢ dada por, figura 3.14:
dF, =dFcosp=yhdAcosf (3.44)

O factor dA cosp representa a projeccdo horizontal da area elementar sobre um plano

vertical que se representard por dA, , que substituido na equagdo (3.44) permite obter:
dE, =yhdAcosp =y hdA, (3.45)

O factor hdA, representa o produto entre a drea vertical (projecgdo horizontal da

area elementar) e a distancia do centro de gravidade dessa area a um dado eixo, definido no
mesmo plano vertical.
A resultante da componente horizontal das forgas de pressdo sobre toda a superficie

curva ¢ obtida pela integracdo da equagdo anterior a toda a area elementar, com y = const :

I, = [dF, = v [hda, (3.46)
A A

A comparagdo desta equacdo com a equagdo da impulsdo sobre uma superficie plana,
equacdo (3.21) permite concluir que a componente horizontal da impulsdo hidrostatica sobre
uma superficie curva ¢ calculada do mesmo modo que a impulsdo sobre uma superficie plana,

sendo essa superficie plana a projec¢ao da superficie curva sobre um plano vertical:

I, = vy fhdAh= Y hg Ay =ps A, (3.47)

A

Na equagdo anterior hg ¢ a profundidade do centro de gravidade da projeccao horizontal
da superficie curva sobre um plano vertical e Ay € a area da projec¢do horizontal da superficie
curva sobre um plano vertical.

A componente horizontal da impulsdo sobre uma superficie curva ¢ dada por:
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II, = pg A, (3.48)

Na figura 3.16 ¢ representada a componente horizontal da impulsdo sobre a superficie

curva representada na figura 3.14.

Figura 3.16 Componente horizontal da impulsdo hidrostatica sobre uma superficie curva

Impulsdo hidrostatica sobre a superficie curva:
Quando se trata de uma superficie curva cilindrica ou esférica as forcas de pressdo

admitem resultante tnica sendo a impulsdo hidrostatica sobre a superficie curva determinada

por:
=411 +1,° (3.49)
A direccdo da impulsdo ¢ determinada através do angulo formado com o plano
horizontal:
IT
= arctoe —¥- 3.50
o = arctg - ( )

h

O sentido da impulsdo ¢ de compressao.

Relativamente ao ponto de aplicacdo, tendo em conta que as linhas de ac¢do de todas as
forcas elementares de pressdo sdo perpendiculares a superficie premida e concorrentes no
centro geométrico da superficie premida, também a linha de ac¢do da impulsdo hidrostatica ¢
perpendicular a superficie premida e concorrente no centro geométrico da superficie curva,

figura 3.17.
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Figura 3.17 Impulsdo hidrostatica sobre uma superficie curva cilindrica ou esférica

3.4.4 Impulsdo sobre corpos imersos

E conhecido o Teorema de Arquimedes aplicado a corpos mergulhados num fluido em
repouso que se enuncia do seguinte modo: todo o corpo imerso num liquido em repouso
recebe da parte deste uma impulsdo vertical, de baixo para cima, igual ao peso do volume do
fluido deslocado.

No caso de um corpo estar totalmente imerso aplicam-se do mesmo modo os conceitos
aprendidos neste capitulo, sendo no entanto necessario subdividir a superficie premida de
modo a determinar as componentes verticais de cima para baixo e de baixo para cima e as
componentes horizontais da esquerda para a direita e da direita para a esquerda.

A aplicacdo das equagdes analiticas da impulsdo sobre superficies curvas, a um corpo

totalmente imerso, demonstra o Teorema de Arquimedes.
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Capitulo 4

TEOREMA DE BERNOULLI E SUAS APLICACOES

4.1 Introducgao

Na maioria dos problemas de hidraulica ¢ importante conhecer o que se passa numa
dada regido do fluido em movimento, ndo sendo imprescindivel conhecer o que se passa em
cada posi¢ao do escoamento.

Sera, assim, deduzido o Teorema de Bernoulli que representa o Principio da
Conservacao da Energia e que relaciona as diferentes formas de energia mecanica ao longo do
tubo de fluxo: a energia potencial de posi¢do, a energia potencial de pressdo e a energia
cinética.

Este capitulo comega por apresentar a deducdo do Teorema de Bernoulli ao longo de

uma linha de corrente e, de seguida, generaliza a um tubo de fluxo.

4.2 — Teorema de Bernoulli ao longo da linha de corrente

O Teorema de Bernoulli pode ser deduzido pela aplicacdo da Equacdo de Euler a um
dado volume de controlo, através da sua componente segundo a direc¢do da linha de corrente.
Obtém-se, neste caso, a Equacdo de Bernoulli ao longo da linha de corrente, aplicada a
liquidos perfeitos.

O volume de controlo foi escolhido de modo a permitir relacionar as diferentes formas
de energia mecanica ao longo da linha de corrente e garantindo que ndo existe variagdo, dos
parametros do escoamento, na normal a linha de corrente. O volume tem a forma de um
cilindro com altura ds na direccdo da linha de corrente e sec¢do transversal com arca
elementar, dA, onde as grandezas pressdo ¢ velocidade possam considerar-se constantes,
figura 4.1. O sistema de eixos a considerar ¢ cilindrico, em que as direc¢des s e n definem o

plano (0xz) e o terceiro eixo corresponde a direc¢ao oy.
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linha de
cotrente

Figura 4.1 Volume de controlo para aplica¢ao da equagdo de Euler
segundo a direc¢do da linha de corrente

A componente da equagdo de Euler, segundo a direccao da linha de corrente, aplicada ao

volume de controlo da figura 4.1, ¢ representa-se por:

d
—gsen(x—la—p= Vs bl i+V i+V 9 Vs (4.1)

pods ot o9s "on Yoy

Tendo em conta que:

- sen o representa a variagdo da cota topografica com a variacdo da distancia

segundo a direc¢do da linha de corrente: sen a = Z—Z;
S

- Vs ¢ a componente da velocidade segundo a direcgado da linha de corrente e que,
pela defini¢do de linha de corrente, coincide com o vector velocidade: v, =v;

- Vn ¢ a componente da velocidade segundo a direcgdo normal a linha de corrente
eque énula: v, =0;

- vy ¢ a componente da velocidade segundo a direc¢do normal ao plano definido

pela linha de corrente e pela normal a linha de corrente que ¢ nula: v, =0.

a equacao (4.1) transforma-se em:
aZ 1 dp ov av
- = + V—
s pads It ds (4.2)

Tratando-se de um liquido incompressivel, o peso volimico do fluido ¢ constante, os

argumentos da derivada parcial em ordem a direc¢ao segundo a linha de corrente, podem ser

associados:

2
O P vy __1ov (4.3)
s y 2g g ot
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A equagdo anterior ¢ a representacdo do Teorema de Bernoulli aplicado a liquidos
perfeitos e ao longo de uma linha de corrente.

O significado fisico dos diferentes parametros da equagao (4.3) é:
Z - cotatopografica relativamente a um dado plano horizontal de referéncia, ¢ a energia

potencial de posi¢ao por unidade de peso do fluido;

P . altura piezométrica, & a energia potencial de pressdo por unidade de peso do fluido;
Y
V2 . .
5 altura cinética, ¢ a energia cinética por unidade de peso do fluido;
g
Z +% - cota piezométrica relativamente a um dado plano horizontal de referéncia;

2

H=7+24 ;—- energia mecanica total por unidade de peso do fluido ou carga, relativamente
Y g . AL
a um dado plano horizontal de referéncia;

1 ov

2 ot - forga de inércia local por unidade de peso do fluido, variagao da quantidade de

movimento por unidade de tempo.

Para o caso particular de um escoamento permanente, a variagdo no tempo anula-se e a

equacao de Bernoulli fica reduzida a:
2
i(Z+B+V—)=o (4.4)

Esta equacdo significa que, no caso de liquidos perfeitos, a energia mecanica total por
unidade de peso do fluido é constante. No entanto, os liquidos perfeitos ndo existem na
natureza. Os liquidos reais comportam-se como perfeitos quando fortemente acelerados,
tornando-se desprezaveis as tensdes tangenciais de arrastamento.

No escoamento de liquidos reais existe resisténcia sendo necessario acrescentar na
equacao (4.4) o trabalho realizado pelas forgas resistentes ao escoamento, por unidade de peso
do fluido e por unidade de comprimento, a que chamaremos perda de carga unitaria e se
representa por j.

A equacgdo de Bernoulli toma, neste caso, a seguinte forma:
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2
i(z,,BJ,V_):_la_V_j (4.5)

Para escoamentos permanentes e liquidos reais, a equagdo de Bernoulli aplicada ao

longo da linha de corrente ¢ representada por:

2
i(z+£+v_)=_j (4.6)
s y 2g

4.3 Teorema de Bernoulli no aspecto global. Aplicacio a um tubo de fluxo.

4.3.1 Introdugao

O Teorema de Bernoulli ao longo de um tubo de fluxo ¢ deduzido pela integracdo, na
seccao transversal do tubo de fluxo, da Equag¢do de Bernoulli ao longo de uma linha de
corrente. Nesta dedugdo € necessario garantir que a poténcia mecanica do escoamento real ou
seja, a energia mecanica por unidade de tempo, numa secgdo transversal do tubo de fluxo seja
igual ao somatorio da poténcia mecanica relativa a cada uma das linhas de corrente que
passam nessa secc¢ao transversal.

A energia mecanica total por unidade de tempo que passa numa area elementar, dA,
correspondente a uma linha de corrente ¢ determinada através do produto da energia mecanica
por unidade de peso do fluido pelo peso do fluido que passa na area elementar por unidade de

tempo (y vdS).

ad

ds

2
7+P Y byvas| ==L (vyvds)-jyvds (4.7)
Yy 2g g ot

Para determinar a energia mecanica total por unidade de tempo que passa na seccao

transversal do tubo de fluxo ¢ integrada a equagao anterior na sec¢do do tubo de fluxo:

2

p Vv 190 .
7+~ +— dS|=—-—— dS)- ds 4.8
( +y+2g]yv ] !gat(vyv ) {]}/V (4.8)

d
[
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Aproximando o integral, na sec¢do transversal do tubo de fluxo, da variacdo da carga ao
longo da linha de corrente pela variagdo ao longo do tubo de fluxo da integragdo da carga na

sec¢do, obtém-se:

2
9 z+ 2, deS=—fli(vdeS)—fjj/vdS 4.9)
ds y 2g < & ot 3

A resolugdo da equagdo anterior obriga a defini¢do de coeficientes globais que permitem
substituir o diagrama de velocidades e diagrama de pressdes na sec¢do transversal do tubo de
fluxo por uma fun¢ao da velocidade média e uma fung¢do da pressao no centro de gravidade da

seccdo transversal, respectivamente.

2

9 p d v 19 . (4.10)
— 1 Z+*= dS+ — (| — dS=-[—— dS)- ds
7 Epres g5 res= Lyt vash-firs

4.3.2 Coeficiente de distribuicdo de pressdes

O primeiro termo da equagdo (4.10) representa a variagdo, ao longo do tubo de fluxo, da
cota piezométrica na seccao transversal.

Para deduzir este termo € necessario calcular a representagdo da cota piezométrica na
seccdo transversal do tubo de fluxo. A relacdo entre as cotas piezométricas em diferentes
posicdes da seccdo transversal do tubo de fluxo ¢ deduzida através da aplicagdo da
componente segundo a direc¢do normal a linha de corrente da Equacao de Euler

O volume de controlo escolhido ¢ um cilindrico com altura, segundo a direc¢d@o normal
a direccdo da linha de corrente, igual a dn e em que a base ¢ uma area elementar dA, de modo
a que ndo exista variagdo de pressao e de velocidade na base, figura 4.2.

A componente da Equagdo de Euler, segundo a direc¢do normal a linha de corrente e

aplicada ao volume de controlo definido na figura 4.2, ¢ representada por:

lap o ad ad 0
—gcosa———p—i—v ;“—Vn aV“—Vy (;/n=0 (4.11)
S n y

64



3 normal a linha de corrente

linha de corrente

.

Figura 4.2 Volume de controlo para aplicagdo da equacao de Euler
segundo a direc¢dao normal a linha de corrente

Tendo em conta que:

- cos o representa a variagdo da cota topografica com a variacdo da distancia

. ~ \ 1 07
segundo a direc¢do normal a linha de corrente, n: cos a = a—;
n

- vy € a componente da velocidade segundo a direc¢@o da linha de corrente. Pela
definicdo de linha de corrente esta componente coincide com o vector
velocidade: v, =v;

- Vvp € a componente da velocidade segundo a direccdo normal a linha de

corrente. Esta componente ¢ nula: v, =0. As suas derivadas em ordem ao

tempo e a direccdo n sdo nulas e a sua derivada em ordem a direccdo s € igual
ao cociente entre a velocidade segundo a direc¢do s e o raio de curvatura da
linha de corrente;

- vy ¢ a componente da velocidade segundo a direc¢do normal ao plano definido

pela linha de corrente e pela normal a linha de corrente que ¢ nula: v, =0.

a equacao (4.11) transforma-se em:
-g—-———-v—=0 (4.12)

Dividindo a equagdo (4.12) por —g e admitindo a hipotese de que o fluido ¢

incompressivl ou seja, o peso volumico € constante, obtém-se:
a0 1 v?
_(Z+B)=___ (4.13)
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Casos particulares

No caso particular de linhas de corrente rectilineas, em que o raio de curvatura das
linhas de corrente ¢ infinito, o membro direito da equacdo (4.13) ¢ igual a zero e a cota

piezométrica, segundo a normal a linha de corrente, ¢ constante, figura 4.3.

i(Z+B)=O (4.14)
on

Qualquer que seja o tubo de fluxo em que as linhas de corrente sdo rectilineas, numa

superficie normal as linhas de corrente a cota piezométrica ¢ constante, figura 4.3 b) e ¢).

a) b) c)

=

/’

Figura 4.3 Variagdo da cota piezométrica numa superficie normal
as linhas de corrente rectilineas

Integrando a equagdo (4.14) para os trés casos apresentados na figura 4.3, entre os

pontos 1 e 2, obtém-se:

(Z+B) _(Z+B) -0 = (Z+B) =(Z+R) (4.15)
Y 2 Y 1 Y 2 Y 1

Na figura 4.4 sdo representadas linhas de corrente curvas: concavas e convexas. Neste
caso o raio de curvatura das linhas de corrente ¢ sempre finito e 0 membro direito da equagao
(4.13) é sempre negativo.

Integrando a equagdo (4.13) entre dois pontos 1 e 2 de uma seccdo transversal, obtém-

S€:

(Z+B) —(Z+R) L V—2dn (4.15)
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R
Vi

il
T

Figura 4.4 Variagdo da cota piezométrica numa seccao transversal
as linhas de corrente curvas

Sabendo que o raio de curvatura da linha de corrente e que o quadrado da velocidade sdo
sempre positivo, o membro da direita da equacdo (4.15) é sempre negativo. A cota
piezométrica, segundo a direc¢do normal as linhas de corrente (com o sentido positivo para
dentro da curvatura) diminui & medida que aumenta a cota segundo a direc¢do normal as

linhas de corrente.

(zi) _(Z+B) <0 = (z+2) <(Z+B) (4.16)
Y/, Y Y/, Y

De um modo geral, a cota piezométrica em qualquer ponto da sec¢do transversal de um
tubo de fluxo pode ser representada em funcdo da cota piezométrica no centro de gravidade
dessa seccao:

(4.17)

Z+£—Z pl E
/4 vy

r
y

=0 se as linhas de corrente sdo rectilineas

em que

P 0se as linhas de corrente sdo curvas
4

Substituindo a equagdo (4.17) no primeiro termo da equacao (4.10), obtém-se:

(z + Lo )ydeS [{% VdS]] (4.18)

8
as

f(z +p}/G)},vdS+f—yvdS} -
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Sendo a cota piezométrica no centro de gravidade da secgdo transversal do escoamento

constante e aplicando a definicdo de caudal, a equacdo (4.18) transforma-se em:

fEVdS fEVdS
d Pc s 7 d De 5V
— I Z. +=< + = Z. +=%+2 - 4.19
™ (ﬂy)yQ] yQ 3 ™ yQ G+y 3 (4.19)
Pyds fp'VdS
9 7 Q ZG+&:L _9 7 Q ZG+p—G l#5 —— (4.20)
ds 4 Q ds 4 Qpg

4.21
Qpg ( :

O coeficiente de distribuicdo de pressdo toma o valor 1 se as linhas de corrente sdao

rectilineas e um valor diferente de 1 se as linhas de corrente sdo curvas.

Com base na demonstracao anterior, conclui-se que o primeiro termo da equagdo (4.10)
¢ representado por:

if z+2 }/VdS=i
ads % s

N

70( Zo+ ﬁp_c) (4.22)
y

4.3.3 Coeficiente de energia cinética

O segundo termo da equagdo (4.10), representa a variacao ao longo do tubo de fluxo da

poténcia cinética do escoamento na sec¢do transversal:
3

9 V> Jd A~V
as{2g as{2g ( )
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Define-se o coeficiente de Coriolis, a, como sendo a relagdo entre a poténcia cinética do
escoamento real, numa secc¢do transversal do escoamento, e a poténcia cinética do escoamento

ficticio em que a velocidade ¢ uniforme na seccdo e igual a velocidade média:

V3 V3 3
~——ydS [-—ydS ds
P !2gy [2gy !V
a=g-=>rs T ~ s (4.24)
mof—ydS ¢S
L 28 2g

A poténcia cinética do escoamento real, na equacdo de Bernoulli aplicada ao longo de
um tubo de fluxo, serd substituida pela poténcia cinética do escoamento ficticio a multiplicar

pelo coeficiente de Coriolis.

9~V a( U a( U? (4.25)
—[—ydS=—|a—yS|=—|a— )
65-!2g 4 as (a 2gy ) s (a Zng)

4.3.4 Coeficiente de quantidade de movimento
O terceiro termo da equacdo (4.10), representa a integracdo, na secc¢do transversal do
escoamento, da quantidade de movimento por unidade de tempo. Se considerarmos a sec¢ao
constante no tempo, o integral na sec¢do transversal pode ser incluido no argumento da
derivacdo em ordem ao tempo:
19 91
Sggvyvd =§~£§V y dS (4.26)
Definiu-se o coeficiente de quantidade de movimento, o’, como sendo a relagdo entre a
quantidade de movimento por unidade de tempo do escoamento real, numa sec¢ao transversal
do escoamento, e a quantidade de movimento por unidade de tempo do escoamento ficticio

em que a velocidade ¢ uniforme na secc¢ao e igual a velocidade média:

V2 V2
f—}/dS f—de fvz ds
M _S g _S g _S
M_ U2 ST TP (4.27)
o Yes Uys U
L8 g

o'=
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A quantidade de movimento por unidade de tempo do escoamento real, na equacao de
Bernoulli aplicada ao longo de um tubo de fluxo, serd substituida pela quantidade de
movimento por unidade de tempo do escoamento ficticio a multiplicar pelo coeficiente de

quantidade de movimento.

d v a( U a( ,U
e ydS=L]a—yS|l=2|a= 4.2
at!gr at(a o J at(agVQ) (4.28)

4.3.5 Perda de carga unitaria ao longo de um tubo de fluxo

O quarto termo da equacdo (4.10), representa a integragdo, na secc¢do transversal do
escoamento, do trabalho realizado pelas forcas resistentes por unidade de tempo e por unidade
de comprimento do tubo de fluxo.

Designaremos por J o trabalho realizado pelas forcas resistentes por unidade de peso do

fluido e por unidade de comprimento do tubo de fluxo.

fj vdS
[irvds=yQ3 -7QJ (4.29)
3 Q

A substituicdo dos coeficientes globais na equacao de Bernoulli generalizada a um tubo

de fluxo, equagdo (4.10), permite obter:

9
ds

o ( U? a( U
+g(agy Q) -—l“5re)rav (430)

}’Q(ZG +/3)p_6)
/4

Ao longo do tubo de fluxo o peso volimico (liquido incompressivel) e o caudal

(defini¢do de tubo de fluxo) sdo constantes. Dividindo a equacdo anterior por y Q, obtém-se:

—(ZG +ﬁP_G+aU_2)=_li(avu)_ J (431)
4

A equacgdo 4.31 representa a Equagdo de Bernoulli global, aplicada ao longo de um tubo

de fluxo e para o caso de liquidos reais.
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O significado fisico dos parametros envolvidos na equacao 4.31 é:

Zg cota topografica do centro de gravidade da sec¢do, relativamente a um dado plano
horizontal de referéncia, ¢ a energia potencial de posi¢ao por unidade de peso do

fluido do centro de gravidade da seccdo transversal do tubo de fluxo;

=6 - altura piezométrica do centro de gravidade da secc¢do, ¢ a energia potencial de pressao
por unidade de peso do fluido do centro de gravidade da seccao transversal do tubo de

fluxo;

Lo+ f Po cota piezométrica da seccdo transversal do tubo de fluxo, relativamente a um
4

dado plano horizontal de referéncia;

2
alzj— - altura cinética da secgdo transversal do tubo de fluxo, ¢ a energia cinética por
g
unidade de peso do fluido da seccao;
2
H=Z;+ /jp_G + aU_ - energia mecanica total por unidade de peso do fluido ou carga na
/4 2g N :
seccao transversal do tubo de fluxo, relativamente a um dado plano
horizontal de referéncia;
1o C . . ~
- —5(a'U) - forga de inércia local por unidade de peso do fluido da sec¢do transversal do
g

tubo de fluxo, variagdo da quantidade de movimento por unidade de tempo

da seccao;
—-J - perda de carga unitaria ao longo do tubo de fluxo, trabalho realizado pelas forgas
resistentes por unidade de peso do fluido e por unidade de comprimento do tubo de

fluxo.

Casos particulares:

- Escoamento permanente

i(ZG+ﬁ&+Oz—2)=— J (4.32)
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A integracdo da equagdo 4.32 entre as seccdes A e B de um tubo de fluxo, figura 4.3,

escreve-se:
B 2 B
fi ZG+ﬁ&+aU— ds=—des (4.33)
) 0s y 2g )
B
Hy-H, == [Jds (4.34)
A

A B

L

Figura 4.5 Tubo de fluxo. Integracdo da Equacgdo de Bernoulli

- Escoamento permanente ¢ uniforme, J=const
No caso de um escoamento uniforme a velocidade, o didmetro e a natureza do tubo
mantém-se constantes ao longo do tubo de fluxo e a perda de carga unitaria também.

B

Hy=H, =~ [Jds=~JL (4.35)
A

4.4 — Linha piezométrica e linha de energia

No projecto de um sistema de condutas, ¢ necessario verificar o sistema de pressdes ao
longo do escoamento, comparando a cota piezométrica com a cota topografica do eixo da
conduta. Para tal, sobrepomos o tracado de uma linha que representa a cota piezométrica em
cada seccdo transversal do tubo, linha piezométrica, ao tragado do perfil longitudinal do eixo
da conduta. A distancia, medida na vertical, entre a linha piezométrica e o tragado do eixo da
conduta ¢ igual a altura piezométrica.

Pela aplicagdo da Equacdo de Bernoulli ao longo do tubo de fluxo ¢ possivel calcular a
carga nas seccOes transversais desse tubo. A representagdo da energia mecanica total por
unidade de peso do fluido ao longo de uma linha de corrente ou de um tubo de fluxo chama-se
Linha de Energia. A Linha Piezométrica ¢ facilmente tragada a partir do tragado da Linha de

Energia diminuindo em cada sec¢@o o valor da altura cinética.
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A Linha de Energia, no caso particular do escoamento permanente de um liquido
perfeito, ao longo de uma linha de corrente, ¢ uma recta horizontal, figura 4.6. Por se tratar de

escoamento permanente a linha de corrente coincide com a trajectoria de uma particula.

=

72 2 linha de energia
— _ﬁfj)g L

R linha piezométr

4

()4 (%)B

;k—‘i—— linha de corrente = trajecténia
A Zg

Z=0

plano honzontal de referéncia

Figura 4.6 Tracado da linha piezométrica e da linha de energia no caso particular de
um escoamento permanente de um fluido perfeito, ao longo de uma linha de corrente

No caso particular de um escoamento permanente de um liquido real, ao longo de uma

linha de corrente, a carga diminui ao longo da linha de corrente, figura 4.7.

I \——vg_ - 2

o (— 4 — B linha de energla
e x 2 linha piezométrca
B

()4 (B

k—‘é—— linha de corrente = trajectdnia

Zy

Zp

Z=0 plano horizontal de referéncia

Figura 4.7 Tragado da linha piezométrica e da linha de energia no caso particular
de um escoamento permanente de um fluido real, ao longo de uma linha de corrente

Quando se trata de um tubo de fluxo a representacdo da cota topografica corresponde ao

eixo do tubo, a Linha Piezométrica fica localizada acima da linha de cotas topogréaficas,

medido na vertical, o valor da altura piezométrica no eixo de cada sec¢do transversal (p,/y)
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e a Linha de Energia fica localizada acima da Linha Piezométrica, medida na vertical, o valor

da altura cinética na secgdo transversal (o U? / 2g).

Significado fisico da linha piezométrica e da linha de energia, relativa a linha de corrente:
Linha piezométrica — ¢ a linha que une a superficie livre de tubos piezométricos

instalados ao longo da linha de corrente.

Linha de energia — ¢ a linha que une a superficie livre de tubos de Pitot instalados ao

longo da linha de corrente.

Tubo piezométrico, Figura 4.8
Um tubo piezométrico instalado perpendicularmente a uma linha de corrente num dado

ponto dessa linha de corrente, se ndo alterar o comportamento do fluido, permite através da
cota da superficie livre medir a cota piezométrica no ponto da linha de corrente onde foi
instalado. Dentro do tubo piezométrico o fluido estd em repouso sendo a cota piezométrica
constante em qualquer ponto do fluido dentro do tubo piezométrico (Lei Hidrostatica de
Pressdes). A cota piezométrica na base do tubo piezométrico ¢ igual a cota piezométrica da
particula que se encontra na posi¢ao da linha de corrente onde o tubo foi instalado e por outro

lado igual a cota piezométrica a superficie do tubo que, por a pressdo ser nula, coincide com a

cota topografica da superficie livre.

1
1)
I

- 1 B

P {f tubo comopy =0
e /| plezométrico P
¥ /! A _
h""-.\___ Il"u'l Zy+t—-=Zp
z B i II Ill 7/
Za A linka de corrente
plano hornzontal de referéncia

Figura 4.8 Tubo piezométrico. Transferéncia de energia.

Tubo de Pitot, Figura 4.9
Este tubo tem a forma de L e ¢ instalado paralelamente a linha de corrente permitindo

que a carga da particula localizada a entrada do tubo seja igual a carga da particula localizada

na posicao da linha de corrente onde foi instalado. Desprezando a perda de carga entre as duas
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posicdes referidos e por o fluido estar em repouso dentro do tubo, a energia cinética do fluido
na linha de corrente transformou-se em altura piezométrica que por sua vez se transformara

em energia potencial de posi¢do na superficie livre do Tubo de Pitot, figura 4.9.

como vy =0

wrd v
T T %7 Cr , z,+P2a YA _7 4 PB
2z T tubo de Pitot y 2g 14
FE
rpo® =0epc =0
Ze y comov. =0ep; =
1 i ; B
‘Hﬁ“‘"“‘ linha de corrente Zy+—=12Z¢
Zp Za /4
plano hornzontal de referéncia

Figura 4.9 Tubo de Pitot. Transferéncia de energia.

4.5 — Poténcia hidraulica. Bombas e turbinas
E interessante fazer o estudo de um circuito hidraulico através da analise da
transferéncia de poténcia hidraulica em substitui¢do da andlise de equilibrio de energia.
Considere o circuito hidraulico constituido por dois reservatérios de grandes dimensdes
com uma conduta que liga os dois reservatorios e que permite o transporte de um caudal Q do

reservatorio de montante R; para o reservatorio de jusante Ry, figura 4.10.

Z1
v_
R1
52
~
D = const.

0 raesmo materal
53
Ra

Figura 4.10 Circuito hidraulico. Poténcia hidraulica

A poténcia hidraulica do liquido no reservatorio de montante (de grandes dimensdes), é:

P, =7 QH, (4.36)

em que a carga no reservatorio ¢ igual a cota topografica da superficie livre no reservatério de

grandes dimensdes porque a velocidade do liquido ¢ nula dentro do reservatdrio, verificando-
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se a Lei Hidrostatica de Pressdes. Se a cota piezométrica ¢ constante também ¢ igual a cota
piezométrica a superficie livre que, por ter uma pressao nula, iguala a cota topografica.
Do mesmo modo, no reservatorio de grandes dimensdes de jusante a poténcia hidraulica

do liquido é:

Pescz = }/QH2 (437)

A poténcia do liquido numa sec¢do da conduta, Ss, ¢é:

Po; =7 QH; (4.38)
em que:

P U32
H3 =Z3 +/37+a2—g (439)

A poténcia do escoamento, necessaria para o transporte do caudal Q entre os dois

reservatorios, é:

P, =y QAH (4.40)

em que AH ¢ a perda de carga ao longo do percurso, entre o reservatdrio de montante e o

reservatdrio de jusante.

Podem ocorrer dois casos:

1°caso - Se AH >H, —H, = ¢ necessario instalar uma bomba que transmite ao escoamento

uma poténcia correspondente a uma carga, designada por altura total de elevagcdo da bomba,
igual a, figura 4.11:
H,=AH-(H, -H,)ou H,=H,-H, (4.41)

A poténcia transmitida pela bomba ao escoamento ¢:

Pyoe =7 Q Hy (4.42)

e a poténcia da bomba ¢ superior, tendo em atencao as perdas na bomba:

_y QH,
s

Py (4.43)
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A poténcia necessaria no motor da bomba é:

yQH
Pp =" (4.44)
Nm B

LE.

Figura 4.11 Linha de energia e linha piezométrica no circuito hidraulico-conduta elevatoria

2°caso - Se AH < H, —H, = pode ser instalada uma turbina que recebe do escoamento uma

poténcia correspondente a uma carga, desinada por queda util, igual a, figura 4.12:

H,=(H,-H,)-AH ou H,=H, -H, (4.45)

A poténcia recebida pela turbina a partir do escoamento é:

Pesc—T = }/ Q Hu (446)

A poténcia da turbina ¢ inferior, tendo em atengao as perdas na transformagao (na turbina):

Pr=n:y QH, (4.47)
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LE.
LP.

Figura 4.12 Linha de energia e linha piezométrica no circuito hidraulico-
conduta gravitica com turbina

4.6 — Campo de aplicacdo do Teorema de Bernoulli

4.6.1 Tubo de Pitot

Do ponto de vista de balanco de energia, o funcionamento do Tubo de Pitot ¢ uma das
aplicacdes tradicionais do Teorema de Bernoulli ao longo de uma linha de corrente. A
associagdo do Tubo de Pitot com o tubo piezométrico permite a determinagdo experimental da
altura cinética e indirectamente da velocidade de escoamento na particula que ocupa a posi¢ao
da linha de corrente em que os dois tubos foram instalados.

E possivel com a instalagdo de um tubo piezométrico numa sec¢do de um tubo de fluxo
com eixo rectilineo, em que as linhas de corrente sdo rectilineas e paralelas entre si, e a
instalacdo de um Tubo de Pitot em diferentes posicdes da sec¢do transversal determinar o
diagrama de velocidades nessa seccdo, figura 4.13.

A medida que a posi¢do do Tubo de Pitot se aproxima do centro de gravidade da secgdo
transversal do tubo de fluxo a diferenca da cota topografica da superficie livre entre os dois

tubos aumenta, porque a velocidade também aumenta
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Figura 4.13 Associagdo do Tubo Piezométrico com o Tubo de Pitot para determinacio do

diagrama de velocidades numa secg¢do transversal de um tubo de fluxo

4.6.2 Tubo de Venturi

O tubo de Venturi ¢ usado para medir a velocidade média (e consequentemente o
caudal) num trogo de um tubo de fluxo com sec¢do constante. E constituido por um tubo de
seccdo menor e um manometro diferencial que permite determinar a diferenca entre a cota
piezométrica na secgdo do tubo de fluxo em estudo relativamente a cota piezométrica numa

seccao do tubo de menor area, figura 4.14.

51

Figura 4.14 Tubo de Venturi
A aplicagdo do Teorema de Bernoulli ao longo de um tubo de fluxo permite relacionar
as velocidades medidas nas duas sec¢des que, em conjunto com a equacdo da continuidade, as

permite calcular. Calculada a velocidade média numa das secgdes € possivel calcular o caudal

escoado.

Problemas resolvidos

2- Uma bomba estd instalada numa conduta de PVC, que liga dois reservatérios com

superficie livre as cotas 95 m e 120 m, conforme a figura. A bomba funcionando durante 10
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horas didrias com um rendimento (bomba-motor) de 85%, eleva um volume de 720 m’.
Nestas condi¢oes determine:

a) a altura total de elevacao da bomba;

b) o consumo diario de energia;

c) apressdo da agua na seccdo a montante da curva D.

Nota: Considere os reservatorios de grandes dimensdes e despreze as perdas de carga

localizadas
120
v—
d
10 Dac = 150 mm
_Y__.
D Lao=5m
Lo =100 m
Lec = 1000 m
__!_??_ Jpc =0,008 m c.a./m
Al
Resolugao:

a) A altura total de elevacdo da bomba ¢ o ganho de carga na bomba necessdrio a transportar o caudal
pretendido a carga pretendida. A perda de carga unitdria é constante ao longo de toda a conduta pois, o didmetro,
a natureza da conduta e o caudal também.

Aplicando o Teorema de Bernoulli entre os dois reservatdrios obtenho:
Hy —Hpy=J 3L —H, +Jg.L,-emque J , =Jp-

H =Hy -Hp, +J 3L +J gLy

H, =120-95+0,008 *105 + 0,008 *1000 = 33,84 m c.a.

A altura total de elevagdo da bomba ¢ de 33, 84 m c.a.

b) O consumo didrio de energia ¢ funcdo da poténcia do motor:

p _JOH, 98*0*3384
" anm 0’85

O caudal ¢ definido pelo volume diério a elevar e o periodo de elevagao:
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% *
P - 9.8%0,02*33,84 _ 7,803 kW
0,85

A energia consumida diariamente ¢é:

E=P, *t=7.803*10=7803kWh

¢) A determinagdo da carga na sec¢do a montante da curva D e da velocidade média nessa secg¢do permite, pela
definicdo de carga, determinar a pressdo no eixo da seccdo. A cota topografica dessa sec¢do ¢ um dado do
problema.

A aplicac¢do do Teorema de Bernoulli entre o reservatdrio de montante e a sec¢do a montante da curva D:

HRm —Hp=Jplyp
Hy=H, -J, L, =95-0008%5=9496mca.

A velocidade média na conduta é:

00
A x*0,15
4

O coeficiente de distribuigao de pressdes ¢ igual a /5 = 1para linhas de corrente rectilineas e paralelas entre si.

O coeficiente de Coriolis tem um valor, em regime turbulento, de & =1,15 que, afectando a altura cinética com

1,13
valor da ordem de ’* 2 =0,07, é desprezavel.

A aplicacdo do conceito de carga permite obter:
U’ 1,13?

Pp Pp
Hy=7Z,+pf—+a— = 9496=100+1 +115 = =-512mc.a.
b ﬁy 2g 9800 2%98 Po

A pressio na secgio a montante da curva é negativa e igual a - 5,12 m c.a. = - 50126 Nm™
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Capitulo 5

TEOREMA DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO E SUAS APLICACOES

5.1 Introducao

Nos problemas de hidraulica, em que se pretende determinar as forgas que o fluido
exerce sobre a fronteira solida, ndo ¢ suficiente a aplicacdo da Equagdo da Continuidade
(Principio da Conservagdo da Massa) e do Teorema de Bernoulli (Principio da Conservagao
da Energia) sendo necessaria a deducdo de uma equagdo que considere o equilibrio das forcas
que actuam sobre um dado volume de fluido (Teorema da Quantidade de Movimento ou
Teorema de Euler).

O Teorema da Quantidade de Movimento permite determinar os esfor¢os sobre a
fronteira solida em contacto com o fluido permitindo, no caso particular de escoamentos
permanentes, a caracterizacdo do escoamento com base, apenas, no conhecimentos do que se
passa na fronteira.

O Teorema da Quantidade de Movimento em conjunto com o Teorema de Bernoulli e a
Equacdo da Continuidade permitem resolver qualquer problema no ambito da hidraulica, com

base na caracterizacao de um dado volume no dominio fluido.

5.2 Deducio do Teorema da Quantidade de Movimento a partir da Equacio de Euler e
da Equacio da Continuidade
A Equacao de Euler (2.55), equacao de equilibrio dindmico aplicada a liquidos perfeitos,
e a Equacdo da Continuidade (2.13) constituem um sistema de duas equagdes que, na forma

tensorial, se representa por:

ap av. av

R SN S B il Sy |
PE; ox; FTE ox; (5.1)
9 )
(ij)_l_a_p:()
ox ot

J
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Com base na defini¢do de derivada de um produto, a terceira e quarta parcelas da

Equacdo de Euler podem ser substituidas pelas seguintes equagoes:

i _opvi ., 9k (5.2)
ot ot ot

‘%=a(p"i"j)_v a(ﬂ"j) (5.3)
! o, ox; oo, '

Obtém-se assim a Equacdo de Euler na forma:

ot "ot

— -V

X, "oox

op (a,ovi V'a_p)+(a(ﬂViVj) a(ﬂvj)] (5.4)

_a_p=apvi +6(ﬂViVj)_V'
"oax, ot x '

J J

a_pM] 55

ot ox .

J

O termo dentro de parénteses na equacdo (5.5) anula-se se verificada a Equagdo da

Continuidade, obtendo-se a equagao simplificada:

Toax. ot ox .

J J

_ap _opv, olevivy) (5.6)

A integracdo da equacdo (5.6) num dado volume de fluido, volume de controlo, e a
aplicagdo do Teorema da Divergéncia de Gauss aos segundos termos dos dois membros,
surgindo dois integrais na superficie fronteira do volume de controlo, superficie de controlo,

permite obter a equagao:

fpgidV+f—pnjdS=f%dV+fpvivjnde (5.7)
Vv N 4 S

A equacdo (5.7) representa a Equacdo do Teorema da Quantidade de Movimento, na
forma integral aplicada aos liquidos perfeitos. Em notacdo vectorial, a equagdo (5.7)

representa-se por:
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B} _ dpv -
ipgdv + !—pn ds - leV - lpv(v| i)dS =0 (5.8)

5.3 Interpretacio do Teorema da Quantidade de Movimento

O significado fisico de cada um dos termos da equagdo (5.8) é:

v _
!pg

-pndS i
oo

(ov) ;
[

-fpv(w fi)ds -

forcas de massa que actuam sobre o fluido contido no interior da

superficie de controlo, G

impulsdo exercida, ao longo da superficie de controlo, pelo fluido
circundante ou por paredes solidas (positivo quando dirigido para
fora). Neste termo, de modo a generalizar a aplicagdo da equagdo

deduzida a liquidos reais, tém que ser incluidas as parcelas

correspondentes as tensdes tangenciais na superficie de controlo, I1
forca local de inércia (anula-se para escoamentos permanentes), I

quantidade de movimento através de toda a superficie de controlo, na
unidade de tempo, ou seja a quantidade de movimento que sai menos
a quantidade de movimento que entra na superficie de controlo, por
unidade de tempo. O integral afectado pelo sinal negativo,
corresponderd a quantidade de movimento que entra menos a

quantidade de movimento que sai pela superficie de controlo,

M. -M

€ N

De modo simplificado, o Teorema da Quantidade de Movimento, pode ser escrito:

Gali+T+M, M

S

0 (5.9)

5.4 Teorema da Quantidade de Movimento aplicado a um tubo de fluxo

Tratando-se da aplicagdo a um fluido incompressivel que se desloca em regime

permanente através de uma conduta, figura 5.1, a superficie de controlo ¢ constituida pela
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superficie lateral do tubo de fluxo e por duas secgdes transversais A; € Ay € o volume de

controlo ¢ o volume de fluido contido na superficie de controlo.

\FL LY, il

Figura 5.1 Volume de controlo ao longo de um tubo de fluxo

A aplicacdo do Teorema da Quantidade de Movimento ao volume de controlo referido

anteriormente, permite obter, figura 5.1:
G+f11+ﬁ2+f1L+1\711—1\712=6 (5.10)
A incognita ¢ a resultante das forcas exercidas pelo fluido sobre as paredes do tubo que
¢ simétrica a forca de contacto da parede do tubo sobre a superficie lateral da superficie de
controlo: R =-IT,
A substituicdo na equacao (5.10) permite representar directamente a incdgnita na

Equac¢do da Quantidade de Movimento:
G4l + 10, ~R+ M, ~ M, =0 (5.11)

Como determinar cada uma das forgas representadas?

- tratando-se de um fluido homogéneo, o peso do volume de fluido, dentro da
superficie de controlo, ¢ dado pelo produto do peso volimico pelo volume do fluido,G = y Vol

- as forgas de contacto sobre as secgdes transversais do escoamento, A; e A,, t€m uma
componente normal (impulsdo) e uma componente tangencial. Considerando as linhas de
corrente que atravessam as secc¢Oes transversais praticamente rectilineas, a distribuicdo de
pressoes na direc¢do normal as linhas de corrente ¢ hidrostatica e o valor da impulsdo ¢ dado
pelo produto entre a pressdo no centro de gravidade da superficie premida e a 4rea da secgdo

transversal. A componente tangencial das for¢as de contacto anula-se nas sec¢des transversais
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por a velocidade do escoamento principal apenas ter componente segundo a normal a seccao
transversal, [T;=p;A; e [l,=p,A..

- R ¢ o vector incognita

- considerando que ndo existe transporte de massa fluida através da superficie de
controlo lateral, mas apenas através das secc¢les transversais Al e A2, a quantidade de
movimento que entra por unidade de tempo no volume de controlo acontece através da sec¢ao
transversal A; e a quantidade de movimento que sai por unidade de tempo acontece através da
seccao A,.

O modulo da quantidade de movimento por unidade de tempo que atravessa uma sec¢ao
elementar, dA, ¢ dada por (tendo em conta apenas a componente normal da velocidade

relativamente a sec¢do elementar, v=v):

dmv _pdVolv _ p(vdtdA)v
dt dt dt

dM =

pVidA (5.12)

O médulo da quantidade de movimento por unidade de tempo que atravessa a sec¢ao

transversal do tubo de fluxo ¢ dada por:

M= [dM=p[ v’dA=a'pU*A (5.13)
|

O coeficiente de quantidade de movimento, o’, ¢ a relacdo entre a quantidade de
movimento por unidade de tempo do escoamento real e a quantidade de movimento do
escoamento ficticio que transporta o mesmo caudal através da mesma conduta no mesmo

intervalo de tempo:

2 ds
R

a =

s (427
oU*S )

A aplicacao da equagdo (5.13) as secgdes transversais do tubo de fluxo permite obter:

- M,=M,=a'pU; A,
- M,=M, =a'pU; A,
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A direccdo e sentido da quantidade de movimento por unidade de tempo ¢ igual a

direcc¢do e sentido do vector velocidade.

5.5 Campo de aplicacdo do Teorema da Quantidade de Movimento

5.5.1 Resultante das for¢as exercidas por um liquido numa curva, acessorio de um sistema
de condutas

Seja o caso de uma conduta de aducdo entre uma albufeira e um reservatdrio. Nessa
conduta existem trogos rectos € ndés que unem os trogos rectos. Os nos podem ser
materializados por acessoérios como: curvas, t€s, unides, etc.

Para determinar a resultante das for¢cas que o liquido exerce sobre o acessorio-curva
aplica-se o Teorema da Quantidade de Movimento, em regime permanente, ao volume de
fluido contido na curva de modo a que o simétrico da incognita coincida com a forca de
contacto exercida pela curva sobre o volume de liquido definido e que as sec¢des transversais
sejam atravessadas por linhas de corrente rectilineas, figura 5.2.

A aplicagdo do Teorema de Bernoulli e da Equacdo da Continuidade ao longo do tubo
de fluxo permite relacionar as cotas topograficas, as velocidades e as pressdes nas secgdes

transversais de entrada e saida da curva.

Figura 5.2 Volume de controlo na curva

5.5.2  Accdo exercida por um jacto sobre uma superficie

Pretende-se determinar a resultante das forcas que um jacto, de um liquido
incompressivel e em regime permanente, exerce sobre a placa em que incide. A aplicacdo do
Teorema da Quantidade de Movimento permite resolver este problema, admitindo-se que o
atrito agua-ar ¢ desprezavel e que a for¢ca de contacto normal, ou seja a impulsdo, se anula

para superficies em contacto com a atmosfera.
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A escolha do volume de controlo deve ser feita tendo em ateng¢do o seguinte: qual a
superficie de contacto do liquido com a placa (a superficie de controlo tem que conter essa
superficie); quais as sec¢des do jacto que estdo melhor caracterizadas ou que sdo de mais facil
caracterizagdo (estas seccdes também devem pertencer a superficie de controlo); quais as
superficies laterais que unem as superficies referidas anteriormente. Normalmente a maior
parte da superficie de controlo esta em contacto com a atmosfera. O volume de controlo é o
volume do liquido limitado pela superficie de controlo.

Escolhido o volume de controlo desta maneira, a equagdo que representa o Teorema da
Quantidade de Movimento fica muito simplificado.

A aplicagdo do Teorema de Bernoulli e da Equacdo da Continuidade ao longo do tubo

de fluxo permite relacionar a velocidade média nas diferentes sec¢des do escoamento.
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Capitulo 6

TEORIA DA SEMELHANCA EM HIDRAULICA

6.1 Introdugao

Nem sempre os fendomenos fisicos, estudados no ambito da Hidraulica, podem ser
representados por modelos matematicos, sendo necessdria a constru¢do de modelos fisicos
em laboratorio ou em campos experimentais.

Neste capitulo serdo estudados os conceitos que nos permitem dimensionar o modelo
reduzido a construir para estudo do comportamento de uma obra hidraulica em projecto (a
que chamaremos protdtipo). Aprenderemos, ainda, a relacionar as grandezas medidas no
modelo com o valor das grandezas esperadas no protétipo.

Designa-se por escala de uma dada grandeza a relagdo entre o valor da grandeza no modelo
e o valor da mesma grandeza no protdtipo.

E necessario definir inicialmente a escala geométrica ¢ em fungdio dessa as escalas de

velocidades, de tempo, de caudal, de pressao, etc.

De modo geral ¢ possivel esquematizar da seguinte forma:

Relagdes fisicas
entre as
grandezas
envolvidas

E e Modelo fisico,
Fendémeno hidraulico a I
estudar, prototipo geometricamente
2 semelhante,
V\ aescalar,
>
Resultados
experimentais
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Este capitulo pode ser subdividido em dois sub-capitulos principais:
- Anadlise dimensional
- Semelhanga hidraulica
6.2 — Analise dimensional
A analise dimensional permite obter relagdes fisicas envolvidas num fendmeno hidraulico, a
partir exclusivamente das respectivas dimensdes.

Teoremas da Anéalise Dimensional

Sao aplicados dois Teoremas que, na sua aplicacdo a Hidraulica, se descrevem do seguinte
modo :
- Teorema da Homogeneidade
toda a relagdo fisica tem de ser dimensionalmente homogénea.
- Teorema de Vaschy — Buckingham (ou dos )
toda a relagdo dimensionalmente homogénea entre n grandezas fisicas:
F(a,a,,a,, ..., a,)=0
pode ser substituida por uma relacdo entre n-p (em Hidraulica p=3) grandezas
adimensionais:
O, 7y, 75y, 5) =0
sendo p o numero de grandezas dimensionalmente independentes que intervém no
fenémeno.
Os parametros adimensionais sdo definidos cada um deles com essas 3 grandezas

fundamentais (ay, aj, a,) € cada uma das n-3 grandezas restantes:

a,
]rl = Xp %k Y1 %k 471
Clk (l[ am
a
”2 Xy %k ;2 k4722
a a, am
a
_ n-3
”n—S

Em que os expoentes Xi, yi € z sdao determinados pela condicdo de m; ser

adimensional, verificando o Teorema da Homogeneidade.

Aplicacdo do Teorema dos 7t a um problema de Mecéanica dos Fluidos
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1* Variaveis que condicionam o fenémeno

caracteristicas geométricas — grandezas lineares identificadas genericamente por ¢

caracteristicas cinematicas — velocidade média do escoamento, U

caracteristicas dindmicas — variagoes de pressdo, Ap; aceleragdo da gravidade, g

propriedades do fluido — massa volumica, p; viscosidade cinematica, v

Estas grandezas relacionam-se através de uma relagdo dimensionalmente homogénea:

F(ﬂ, U, Ap, p, g, U) =0

2%  Seleccionar entre as diferentes grandezas um sistema de unidades fundamentais, em

hidraulica sdo tradicionalmente adoptadas as varidveis (¢, p, U)

3*  Definir a equagdo fun¢do de grandezas adimensionais:

O(7,,7,,75) =0
com:
(%
A =— o, = g 7y =
fxl *UY1 *pzl gxz *UYZ *pzz €x3 *UY3 *pz3

os valores X, yi, zi podem ser determinados tendo em conta que m; sdo parametros

adimensionais e que as equagdes anteriores verificam o Teorema da Homogeneidade. Sera

facilitado o trabalho se nos apoiarmos num sistema de unidades conhecido como por

exemplo o sistema MLT, ou seja:

grandeza equacao as
dimensoes

¢ ML'T?

U MLIT!

Ap M'LIT?

g ML'T>

v ML T!

M'L'T?
MLOT? = (MOLITO)XI *(MOLIT_I )y] *(MIL‘3T°)Z]
MOLIT?
MLOT? = (MOLITO)XZ *(MOLIT_I )yZ *(MlL‘3T°)22
. MOL2T!

(MOLlTo )Xs * (MOLIT'I )ys " (MIL'3TO )Zs

E aplicando o Teorema da Homegeneidade, vem:

Relativamente a m;:

Relativamente a m,:

[1=0x, + 0y, +1z,
{-1=1x, +1y, -3z,

(0=0x, + 0y, +1z,
1=1x, +1y, -3z,

z, =1

X; =0 ”1=€0*U2*p1=pU2

~—2=Oxl—ly1+021 y, =2

-0
2 g _el

x, =-1 T2 R e

\—2=0xz—1y2+022 y, =2
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Relat . 0=0x; +0y; +1z; [z;=0 o v v
clativamente a Jts: -
v ¥ 12o1x, 41y, —3z, Ix; =1 PUtxUTxp® (U

-1=0x; -1y, +0z; |y; =1

O Teorema dos mrw permite transformar a fungdo F , que exprime uma relagdo entre seis

grandezas, numa expressdo que relaciona trés grandezas adimensionais:

A { v
(I)( p2 1g_2a_)=0
pU? U’ U
ou de modo equivalente:
. Ap U? (U
®'(—2 =, =)=0
pu” gl v

Os parametros adimensionais assim determinados traduzem importantes propriedades do

escoamento e por isso tém designacdes proprias:

Eu = Ap
Numero de Euler | ————————» B oU?
U? /=h U2
Nuamero de Froude | ——————»  Fr=— > Fr=—
gl gh
Numero de Reynolds > Re = Ul (=D Re = Ub
v v

A fungao @’ pode ser representada do seguinte modo:
®'(Eu, Fr,Re)=0 ou Eu = ®"(Fr,Re)

A aplicacdo da Andlise Dimensional permite obter uma expressdo que representa o

fenémeno hidraulico. A fun¢ao @’ pode ser determinada experimentalmente.

Significado fisico dos pardmetros adimensionais

Tendo em conta a forma de representacdo das forgas envolvidas no problema anterior ¢

possivel relacionar cada um dos pardmetros com formas de forga.
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Tipo de Forga Representagao das forgas no sistema (¢, U, p)
Forga de inércia Fi=-ma=-pf Ut'=-pU*¢
Forc¢a de pressao F,=Ap s
Forgas graviticas Fo=v¢

Forgas da viscosidade F=uU¢")yFé=vpU¢

Comparando as equagdes deduzidas para os trés parametros adimensionais com a
representacdo das diferentes forgas, verificamos que:

- O ntimero de Euler representa a relagdo entre as forgas de pressdo e as forgas de inércia

- O numero de Froude representa a relagdo entre as forgas de inércia e as forgas graviticas

R U _pUC _pUtL F
gl pgll? y®  Fg

- O namero de Reynolds representa a relagdo entre as forcas de inércia e as forcas de

viscosidade

U¢ puUrur pu?s?
v pvU/ pvU/

Re =

FU

6.3 — Semelhanga hidraulica

Dizemos que dois sistemas sdo fisicamente semelhantes relativamente a um conjunto de
grandezas se existir uma relagcdo constante entre valores homologos dessas grandezas nos
dois sistemas.

A semelhanga fisica pode ser caracterizada de modos diferentes: Semelhanca geométrica em
que apenas se verifica constante a relagdo entre as grandezas geométricas no modelo e no
prototipo; Semelhanca cinematica em que se verifica a constancia da relagdo entre as
grandezas geométricas e cinematicas entre o modelo e o protdtipo; Semelhanga dindmica em
que se verifica a constancia da relacdo entre as grandezas geométricas, cinematicas e
dindmicas entre o modelo e o protétipo. De um modo esquematico pode ser representado do

seguinte modo:
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Semelhanga geométrica > T,

Semelhanga fisica Semelhanga cinematica [ » I, Ty,

. >
Semelhanga dinamica I, Ty, LTy IF

Em Hidraulica a Teoria da Semelhanca baseia-se na igualdade dos valores dos parametros
adimensionais no modelo e no protétipo.

Nao sendo, no entanto, compativel a igualdade entre todos os parametros para representar
um dado fendmeno hidréulico ¢ normalmente estudado qual o parametro adimensional que
melhor representa um dado fendmeno tendo em conta as forgas intervenientes no fendémeno
e depois de escolhido esse pardmetro ¢ igualado no modelo e no prototipo. As semelhangas

sdo designadas pelo nome do parametro a igualar.

Semelhanca de Euler, Froude e Reynolds

Cada uma das semelhangas referidas serd conseguida com base na escala geométrica e na
igualdade dos parametro adimensional correspondente que permite obter o valor das escalas
das diferentes grandezas envolvidas.

De modo esquematico:

r,=0_//
prototipo ' ’ modelo

+

Igualdade dos parametros adimensionais

Escalas
(relagodes entre grandezas homologas no modelo e no prototipo)
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Serdo de seguida apresentadas as escalas a verificar para os diferentes tipos de semelhanga,
conhecida a escala geométrica aplicada. As semelhancas de Froude e de Reynolds ndo
podem ser verificadas simultaneamente se for aplicado o mesmo fluido no prototipo e no
modelo e para a mesma aceleragdo da gravidade.

No entanto, a semelhan¢a de Euler ¢ compativel com a semelhanca de Reynolds ou com a
semelhanca de Froude por permitir determinar a escala de pressdes a partir da escala de
velocidades.

A Semelhanca de Froude ¢ aplicada nas situagdes em que exista predominancia das forgas
graviticas relativamente as forcas da viscosidade, ex: regimes turbulentos completamente
estabelecidos e escoamentos determinados pela ac¢do do peso (escoamentos em superficie
livre). Despreza-se o efeito da viscosidade (Re muito elevados)

A Semelhanga de Reynolds ¢ aplicada no escoamento de liquidos no interior de condutas,
desde que ndo esteja presente uma superficie livre, que determinaria a intervengao das forgas

da gravidade. Escoamentos sob pressdo e escoamentos interiores.
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Semelhan¢a de Froude

Conhecida a escala geométrica, r,

Verificada: Fr, =Fr,

gl), \&l)
U2

2
m = Up
Emlm 8,70,

S

2
Up gP KP

2—
I, =T, T,

para o mesmo local: r, =1

2
ry =1, OU 1y =4I,

Semelhanca de Reynolds
Conhecida a escala geométrica, r,

Verificada: Re, =Re,

L)),

Ul U, ’,

(2 v,
Un fn _Un
UP KP UP
I'UI'( —I'U

para o mesmo liquido: r, =1

-1
Iy =1,

compativeis

Incompativeis para o
mesmo liquido

compativeis

Semelhanca de Euler

Conhecida a escala geométrica, r,

Verificada: Eu,, =Eu,

Ap _( Ap

Iy, =T, Iy
para o0 mesmo liquido: r, =1

2 1/2
rAp =TIy ou Iy = rAp
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Problemas resolvidos

1 - Verifique a homogeneidade dimensional da equagdo que exprime o Teorema da

Quantidade de Movimento:

Resolucao:
Para uma relagdo fisica estar correcta precisa de verificar o Teorema da Homogeneidade, o que pode ser

comprovado com o apoio do sistema de unidades MLT:

grandeza G =y Vol I=-ma II=pA M=pU*A
[yI=M'L?*T? [m]=M'L°T’ [pI=M'L'T? [pI=M'L T’

. [V 01]=M0L3T0 [ a]=MOLlT'2 [ A]=M0L2T0 [U]:MOLIT-I

equacdo de dimensdes o 20
[A]J=ML*T

[GI=M'L'T? [I=M'L'T? [1]=M'L'T? [M]=M'L'T?

Todas as parcelas t€m a mesma equacdo de dimensdes, logo conclui-se que a equagdo ¢ dimensionalmente

homogéna

2 - Considere o reservatorio de grandes dimensdes representado

na figura, com um orificio de pequenas dimensdes numa das

paredes laterais. Pretende-se determinar a velocidade média na

seccdo contraida do jacto, sabendo que ¢ funcdo da carga no eixo I'i——
do orificio (H), das caracteristicas do liquido (p) e que o
escoamento ocorre devido a ac¢do das forcas da gravidade. Deduza a expressdo da

velocidade na secgdo contraida aplicando o Teorema dos .

Resolucao:

Se a velocidade média na secc¢do contraida (U) depende da carga no eixo do orificio (H), da massa volumica do
liquido (p) e da acelerag@o da gravidade (g), o escoamento ¢é traduzido por uma relagéo:

F(U,H, p,g)=0

O Teorema dos nrt transforma esta expressao em (admitindo como grandezas fundamentais - U, H e p):

g

®(7,)=0 S S
(.7[1) com U 1 pll

MOLIT2
(MOLIT'I )Xl % (MOLITO )Y1 % (MIL'3T° )Zl

MOLOT? =
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0=0x, +0y, +1z, z,=0
1=1x, +1y, -3z, y, =-1
-2=-1x, +0y, + 0z, [x, =2

Assim, 77, ==— ou Cb(ﬂ) =0
U

Uma fung¢do de um Unico pardmetro significa que este parametro nao depende de nenhum outro por isso sera

uma constante:

Através da aplicagdo do Teorema dos mm ¢é possivel concluir que a velocidade média ¢ directamente
proporcional a raiz quadrada da carga e da acelerag@o da gravidade.
A constante de proporcionalidade tem que ser determinada a partir de trabalho experimental ou

desenvolvimento analitico, fora do ambito da Analise Dimensional.

3 - A galeria de desvio, do caudal do rio Guadiana, para constru¢do da Barragem do
Alqueva, tem aproximadamente um comprimento de 450 m e 8 m de didmetro. Pretende-se
construir um modelo reduzido em laboratorio. Sabendo que o didmetro ndo deve ser superior
a 0.5 m e inferior a 0.2 m e que o comprimento disponivel ¢ 20 m, determine o caudal a

utilizar no modelo para representar o caudal no protdtipo de 50 m’/s.

Resolucao:
Neste problema ndo se pretende encontrar a relagdo entre pardmetros envolvidos, mas sim as caracteristicas de

um modelo reduzido geometricamente semelhante ao prototipo.

Comecamos por definir a escala geométrica, de seguida escolhemos o tipo de semelhanga a adoptar e
calculamos as escalas de alguns parametros:
1° - 0 espaco disponivel para construir estd limitado ao comprimento por 20 m, logo a escala geométrica
tem que ser inferior a:
20
<=
450

2° - 0 didmetro no modelo deve estar entre:

ou  1,50,04444

I,

0,2=D_ =0,5, ou seja a escala geométrica teria que estar entre os valores:
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0,025 =< r,<0,0625

3° - interessando-nos usar a escala de comprimentos maior possivel serd considerado um valor igual a:
1~0,04444 que corresponde a um comprimento no modelo igual a 20 m e a um didmetro no modelo de
D,;=0,04444%8=0,36 m

4° - ¢ necessario agora escolher o tipo de semelhanga a considerar:

Semelhanca de Froude ou Semelhanga de Reynolds?
tendo em conta que o escoamento se faz em superficie livre, ou seja devido a accao das forcas de gravidade,

estas tornam-se mais importantes que as forgas da viscosidade escolhendo-se a Semelhanc¢a de Froude.
5° - a semelhanga de Froude permite obter a escala de velocidades: 1, = \/; =0,21082

6° - através da relacdo fisica entre:
- adrea e o comprimento
- o caudal a velocidade e a area

¢ possivel determinar a escala de areas e a escala de caudais:
r, =1,° =0,00198
Io =Tyl, = r,r,° =r€5/2 =0,00042
7° - conhecida a escala de caudais e o valor do caudal previsto no protétipo, determina-se o caudal no

modelo:
I, = Qu = =0,00042*50=0,02082m>s™ =208 ¢s™
Q Q m
p
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Capitulo 7

LEIS DE RESISTENCIA DOS ESCOAMENTOS
PERMANENTES E UNIFORMES EM PRESSAO

7.1Conceitos fundamentais

Os escoamentos permanentes em pressdo acontecem em condutas com condigdes de
fronteira, a montante e jusante, constantes ao longo do tempo. Os escoamentos uniformes em
pressdo acontecem em condutas de eixo rectilineo com secgdo transversal e caudal constantes,
em que as caracteristicas do escoamento se mantém constantes ao longo do escoamento.

As leis de resisténcia sdo relagdes fisicas que permitem relacionar a perda de carga
unitaria com o didmetro da conduta, D, a natureza do material da conduta ¢ o caudal
transportado de um dado fluido. As leis de resisténcia apresentadas neste capitulos sdo
aplicaveis a escoamentos permanentes e uniformes.

A perda de carga unitaria, J, perda de carga por metro linear de conduta, ¢ representada
pela unidade mc.a./m. Esta unidade ¢ adimensional do ponto de vista formal, mas do ponto de
vista fisico ¢ uma unidade de energia por unidade de peso do fluido sobre uma unidade de
comprimento, assim € normalmente usado o factor de resisténcia, f, que representa a sua
forma adimensional obtida pela divisdo de J pela altura cinética e a multiplicacdo pelo

didametro da conduta:

U2 (7.1)

Em célculo hidraulico o didmetro da conduta refere-se ao didmetro interno, que em
regime uniforme € constante.

A natureza do material da conduta ¢ representada pela sua rugosidade, caracterizada
pelo parametro denominado rugosidade absoluta equivalente, k, cujo significado serd

explicado a frente. Em regime uniforme este parametro é constante na conduta.
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O fluido ¢é representado pelas caracteristicas fisicas: peso volumico, y e viscosidade
cinematica , v, ou viscosidade dindmica, u. No ambito do nosso estudo o fluido ¢ a dgua.

O caudal transportado pela conduta é constante no tempo e ao longo da conduta. Se o
diametro ¢ constante também a sec¢do molhada e o modulo da velocidade média sdo
constantes. No regime uniforme a direc¢do da velocidade também tem de ser constante, ou
seja, a conduta tem obrigatoriamente eixo rectilineo. As linhas de corrente, coincidentes com
as trajectorias, sdo rectilineas e paralelas entre si, sendo por isso a distribuicdo de pressdes
hidrostatica, na sec¢do transversal do escoamento.

Para o caudal (ou velocidade), a natureza do material da conduta ¢ o diametro da
conduta constantes no espago € no tempo, a perda de carga unitaria, no transporte de um dado
fluido, também € constante ao longo do percurso e ao longo do tempo. A linha de energia, que
representa a carga total em cada seccdo da conduta, ¢ uma recta e o seno do angulo formado
pela recta com a horizontal, 3, ¢ a perda de carga unitaria, figura 7.1. A linha piezométrica
que representa a cota piezométrica das sec¢des transversais ao longo da conduta, ¢ paralela a
linha de energia. Se o diagrama de velocidades ¢ constante ao longo da conduta, a velocidade

média e o coeficiente de Coriolis também sdo constantes, Figura 7.1.

g2 — ==
ai“?—-___ __"‘——-___
28+ — === — —
| — el
| C(g—l@-r_____ "-ﬁ_j'e__—
l €+ =l ~.LE
p ! ! T '
¥ : ~—LP
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S——, |
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Z=0

Figura 7.1 Representagdo esquematica da linha de energia e da linha piezométrica de um
escoamento permanente e uniforme em pressao
Ao longo de um escoamento permanente e uniforme numa conduta em pressdo, a perda

de carga unitéria ¢ determinada pela equagdo seguinte:
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J=—L-2 (7.2)

em que, substituindo a carga em cada sec¢ao pela soma das trés formas de energia mecanica,

permite obter:

2 2
Zl+&+oc1g - Zz+p—2+a2&
Jo Y 2¢g Y 2g (7.3)

L

Para o caso particular de regime uniforme, em que a velocidade média e o Coeficiente
de Coriolis sdo constantes ao longo da conduta, é possivel simplificar a equagdo anterior do

seguinte modo:

b, P,
z,+2 |- [z, + P2
J=( +v)( +Y) 74

L

podendo concluir-se que, em escoamentos uniformes, a perda de carga unitaria também pode

ser determinada a partir da linha piezométrica.

Em laboratdrio e no caso de escoamentos permanentes e uniformes em pressao, a perda
de carga unitaria pode ser determinada instalando dois tubos piezométricos em duas secgdes
da conduta afastadas de um dado comprimento. A diferenca entre as cotas topograficas da
superficie livre nos dois tubos piezométricos € igual a perda de carga continua entre as duas
seccoes; esta diferenca a dividir pelo comprimento da conduta entre as duas secc¢des referidas

permite obter a perda de carga unitdria.

O calculo analitico da perda de carga unitaria obriga a uma analise da causa imediata da
sua ocorréncia: o gradiente de velocidade na sec¢do transversal. A velocidade varia na sec¢do
transversal do escoamento porque a conduta apresenta rugosidade e porque o fluido
transportado tem viscosidade. Se ndo existisse rugosidade, o fluido deslocava-se como um
solido deslizando sobre as paredes do tubo sem atrito, a rugosidade da parede obriga a que as
particulas de fluido em contacto com a parede fiquem retidas e, como existe resisténcia ao
deslocamento entre as particulas, atrasem as particulas que lhe estdo junto. Acontece assim a
variagdo da velocidade na seccdo transversal, desde a velocidade nula junto as paredes do
tubo até a velocidade maxima no eixo do tubo. O gradiente de velocidades na secgao

transversal d4 origem a tensdo tangencial de arrastamento que realiza trabalho. O trabalho
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realizado pelas forgas resistentes por unidade de peso do fluido e por unidade de comprimento
¢ a perda de carga unitaria.

Os diagramas de velocidade na sec¢do transversal de um escoamento variam com o
regime de escoamento: laminar ou turbulento, figura 3.6, dando por isso origem a leis de

resisténcia diferentes.

7.2Escoamento laminar

No regime laminar as particulas mantém a sua posicdo relativa, ndo existindo
transferéncia de informacao entre as laminas de fluido que se deslocam ao longo da conduta.
As particulas que estdo encostadas a parede tém velocidade igual a velocidade do tubo,
influenciando as particulas vizinhas através do efeito da viscosidade.

Em regime laminar a perda de carga unitéaria ¢ fun¢do da velocidade média, do didmetro
da conduta e das caracteristicas fisicas do fluido, ndo se manifesta a influéncia da rugosidade
do tubo. Esta relacdo ¢ representada pela Formula de Hagen-Poiseuille que, para o caso

particular das secgdes circulares, se representa através da equagao seguinte:

J=322— (7.5)

No escoamento laminar de um fluido com viscosidade e peso volimico constantes, num
dado tubo de seccdo constante, a perda de carga unitaria ¢ directamente proporcional a
poténcia um da velocidade.

No caso de escoamentos laminares em tubos de sec¢do ndo circular a equagdo 7.5 ¢
diferente no valor da constante.

A equagdo de Hagen-Poiseuille pode ser apresentada de um modo adimensional através
da introdugdo do factor de resisténcia, equacao 7.1, ¢ do n° de Reynolds, equagdo 7.6,

obtendo-se a equagdo de Hagen-Poiseuille adimensionalizada, equagdo 7.7.

Re =D (7.6)
L)
_64 (7.7)

7.3 ﬁ%oamento turbulento em tubos circulares comerciais
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7.3.1Nota introdutdria

A maioria dos escoamentos de dgua em circuitos hidraulicos fazem-se em escoamento
turbulento. Se a viscosidade cinematica da dgua tem o valor de v=1,01 E-6 m’s" para
T=20°C, ¢ necessario que as velocidades de escoamento tomem valores muito baixos para que
o regime de escoamento seja laminar, tendo em conta que para condutas circulares o regime
turbulento acontece para N° de Reynolds superiores a 3000-4000.

Os primeiros trabalhos experimentais e analiticos desenvolvidos para o calculo das
perdas de carga unitirias em escoamentos turbulentos foram realizados em tubos de
rugosidade uniforme.

Na realidade, os tubos comerciais ndo apresentam rugosidade uniforme e por isso foi
necessario adaptar as equagdes desenvolvidas para tubos de rugosidade uniforme. Para tal, foi

introduzido o parametro rugosidade absoluta equivalente, k.

7.3.2 Equagao de Colebrook-White

Com base nos estudos realizados por Nikuradse em tubos de rugosidade uniforme, nas
equacdes de Karman-Prandtl para tubos lisos, equacao 7.8, e para tubos rugosos, equagio 7.9,
e em trabalho experimental com tubos comerciais, Colebrook e White deduziram uma
equacdo que permitiu relacionar a perda de carga unitaria com o caudal ou velocidade, o
diametro e a rugosidade absoluta equivalente dos tubos, equagdo 7.10, designada por Equagao
de Colebrook-White. Esta equacdo ¢ implicita, relativamente a perda de carga unitéria,
obrigando a aplicacdo de um método numérico para a sua resolu¢do (ex: Método das

Substitui¢des Sucessivas).

PN Ref (7.8)
JE 2,51
1 3,7D (7.9)
—=2lo :
N g
U? . L k 2,51v
J=——1o +— (7.10
8D (37D D4/2gDJ ] )
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A equacao de Colebrook-White pode ser apresentada na forma adimensional através da
introducdo de trés pardmetros adimensionais: o factor de resisténcia, o n° de Reynolds ¢ a

rugosidade relativa, equagao 7.11.

1
—=-2log +
JE (3,7 D ReVf

kK 251
) (7.11)

O factor de resisténcia e 0 o n° de Reynolds ja foram apresentados, a rugosidade relativa
¢ a rugosidade absoluta equivalente adimensionalizada com o didmetro interior do tubo, k/D.

Define-se rugosidade absoluta equivalente como a rugosidade uniforme ficticia,
calculada pela equacdo de Karman-Prandtl para tubos rugosos, que dé origem a mesma perda
de carga quando transporta o mesmo caudal através de um tubo com o mesmo didmetro.

O valor da rugosidade absoluta equivalente de cada material comercial estd disponivel
no catalogo do fabricante. No Quadro 7.1 sdo apresentados valores da rugosidade absoluta

equivalente de diferentes materiais.

Quadro 7.1 Rugosidade absoluta equivalente de diferentes materiais (Novais Barbosa, 1985)

Natureza do tubo Rugosidade absoluta
equivalente (mm)

Vidro 0,001 a 0,003
Cobre 0,01 20,04
PVC 0,01 20,04
Fibrocimento 0,03a0,1
Ferro fundido novo 0,25a1,0
Ferro galvanizado 0,1a0,3
Betdo liso 0,3a 2
Betdo rugoso 2al0

7.3.3 Abaco de Moody

Na época em que foi deduzida a equagdo de Colebrook-White ndo existiam meios de
calculo compativeis para a sua aplicacao. Foram tragados varios dbacos com a representagao
da Equagdo de Colebrook-White que permitiam a aplicacdo directa no célculo da perda de

carga unitaria. O mais conhecido ¢ o Abaco de Moody, figura 7.2, que permite o calculo
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rapido de um valor aproximado da perda de carga unitéria e a identificacdo das caracteristicas
dos diferentes tipos de escoamento que se verificam no transporte de um fluido através de um
tubo.

O Abaco de Moody tem os eixos graduados em escala logaritmica e representa a
variagdo do factor de resisténcia em funcdo da variagdo do n° de Reynolds para tubos com
diferente rugosidade relativa. E um Abaco universal porque também representa a equagdo de

Hagen-Poiseuille para escoamentos laminares e tubos circulares que, em escala logaritmica, ¢

uma recta.
f
k/D
0.100 A
0.01
0.001
0.010 0.0001
’ 0.00001
0.0
0.001 T T T T T T T 1
1.0E+03 1.0E+04 1.0E+05 1.0E+06 1.0E+07 1.0E+08 1.0E+09 1.0E+10 1.0E+11
Re

Figura 7.2 Abaco de Moody

Numa anélise cuidada do Abaco de Moody verifica-se que os tubos com um dado
diametro e uma dada rugosidade comportam-se com se fossem lisos para pequenos valores de
Re (velocidades baixas). No caso de um tubo com rugosidade relativa igual a k=0,00001, a
curva que representa a variagao do factor de resisténcia com o n° de Reynolds coincide com a
curva relativa a rugosidade nula (tubo liso) até ao valor de Re de aproximadamente 5,0E05.
Este fenomeno verifica-se para valores tdo mais pequenos da velocidade quanto maior for a
rugosidade absoluta equivalente do material. Pode assim concluir-se que para uma dada

rugosidade relativa existe um intervalo de Re em que o tubo se comporta como liso, o factor
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de resisténcia apenas depende do n° de Reynolds e o regime turbulento ¢ designado por
regime turbulento liso. Existem algumas excepg¢des como por exemplo no caso de tubos com
rugosidade relativa k=0,01 em que o escoamento nunca ¢ turbulento liso.

No mesmo tubo, quando o caudal aumenta, aumenta a velocidade e o n° de Reynolds ¢ a
partir de um dado valor o factor de resisténcia mantém-se constante. No Abaco de Moody a
curva de varia¢do do factor de resisténcia com o n° de Reynolds transforma-se numa recta
horizontal, o que acontece para valores do Re tanto maiores quanto menor for a rugosidade
relativa. Pode assim concluir-se que neste caso o factor de resisténcia apenas depende da
rugosidade relativa e o regime turbulento ¢ designado por regime turbulento rugoso. Se o
factor de resisténcia se mantém constante com o Re, a perda de carga unitéria ¢ directamente
proporcional a poténcia dois da velocidade média, equagdo 7.1. No caso do tubo com
rugosidade relativa igual a k=0,00001, o escoamento turbulento rugoso acontece para valores
do n° de Reynods superiores a aproximadamente 9,0E07. Em tubos lisos ndo ¢ possivel
acontecer um escoamento turbulento rugoso.

Entre o regime turbulento liso e o regime turbulento rugoso o escoamento turbulento
designa-se por turbulento de transi¢do e caracteriza-se por o factor de resisténcia variar com o

n° de Reynolds e com a rugosidade relativa.

Pode assim concluir-se que em escoamentos turbulentos, para uma dada rugosidade
relativa :
- até um dado valor de Re, a perda de carga unitaria em tubos rugosos coincide com a perda
de carga em tubos lisos e apenas depende do Re — regime turbulento liso
- a partir de um dado valor de Re, a perda de carga unitidria em tubos rugosos apenas
depende da rugosidade — regime turbulento rugoso
- entre os dois valores de Re anteriores a perda de carga unitaria depende da rugosidade e

do Re — regime turbulento de transi¢dao

7.3.3 Equagdes empiricas

Existem ainda equagdes empiricas para determinacdo da perda de carga unitaria. Estas
equacdes sdo de utilizagdo simples e devem ser cuidadosamente aplicadas por terem sido
deduzidas para condigdes especificas. As equacdes empiricas s6 podem ser aplicadas nas

condi¢des para que foram deduzidas.

107



Sao apresentados alguns exemplos:

Equacdo de Blasius:

f=03164Re™

2 para 3000<Re<10’

(7.12)

O factor de resisténcia ¢ apenas funcdo do Re, o que s6 sera admissivel em regime

turbulento liso. A sobreposi¢do desta equagio com o Abaco de Moody, figura 7.3 permite

concluir que a equagdo de Blasius representa bem o factor de resisténcia para valores do n° de

Re até 10°.
f
k/D
0.100 A
0.01
0.001
0.0001
0.010 0.00001
Equacdo Blasius
0.0
0.001 T T T T T T T 1
1.0E+03 1.0E+04 1.0E+05 1.0E+06 1.0E+07 1.0E+08 1.0E+09 1.0E+10 1.0E+11
Re

Figura 7.3 Sobreposi¢do da Equagio de Blasius ao Abaco de Moody

A substituicao da Equacdo de Blasius na equagdo 7.1 permite obter:

JD

-0,25

= - 0,3164(@)
v v
2g
0,25
J=0,3164 2”D1 _y'”
D"
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Esta equagdo permite concluir que, tendo em conta que a viscosidade cinematica e o
diametro ndo dependem da velocidade média, a perda de carga unitiria ¢ directamente

proporcional a poténcia 1,75 da velocidade média, em regime turbulento liso.

Equacdo de Manning-Strickler:

Q=K AR, *J" (7.15)
em que:

Ry, — raio hidréaulico que ¢ a relagdo entre a drea molhada e o perimetro molhado, no caso do
tubo circular ¢ determinado por Ry=D/4;

K- coeficiente de Manning-Strickler, depende da natureza do tubo e do diametro;

Esta equacdo foi deduzida para escoamentos em superficie livre, devendo por isso ser
evitada a sua aplicacdo a escoamentos em pressdo. Tendo em conta que os parametros K e Ry,
ndo dependem da velocidade média, conclui-se que a perda de carga unitaria ¢ directamente
proporcional a poténcia dois da velocidade média, ou seja esta equacdo pode dar bons
resultados em escoamentos turbulentos rugosos.

No Quadro 7.2 sdo apresentados os valores do pardmetro K, para diferentes materiais do
tubo.

Quadro 7.2 Coeficiente de Manning-Strickler para diferentes materiais
(Novais Barbosa, 1985)

Natureza do tubo Coeficiente de Manning-
Strickler (m'’*s™)
Betao 70
Ferro fundido novo 80
Betdo muito liso 85
Fibrocimento 95a 105
Cobre, PVC 115a 125

Para estudar o campo de aplicacdo desta equagdo foi substituido, na Equagdo de
Manning-Strickler, o pardmetro J pela relacdo com o factor de resisténcia, equagdo 7.1,

obtendo-se:
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211/3g

= W (7.16)
A equacdo 7.16 mostra que o factor de resisténcia ndo depende da velocidade. Para um
dado tubo de um dado material o factor de resisténcia ¢ constante.
Na figura 7.4 ¢ sobreposta a Equacdo de Manning-Strickler para tubos de ferro fundido
novo e trés didmetros diferentes, em que o Coeficiente de Manning-Strickler foi considerado
K=80m"s'ea rugosidade absoluta equivalente k= 0,25 mm, com Abaco de Moody. Nesta

representacdo apenas foi considerada a gama de n° de Reynolds correspondente a velocidades

possiveis nos circuitos hidraulicos.

f Equasio FEN K0 0005
Manning-Strickler FEN k/D=0.00025
0.100 A = = =Fib k/D=0.00012
= = =Fijb k/D=0.00006
Fib k/D=0.00003
k/D
0.01
0.001
. 0.0001
0.010 : , w.ooom |
1.0E+03 1.0E+04 1.0E+05 1.0E+06 1.0E+07
Re

Figura 7.4 Sobreposi¢do da Equagio de Manning-Strickler ao Abaco de Moody

Conclui-se que para tubos de ferro fundido novo a Equag¢do de Manning-Strickler
calcula valores do factor de resisténcia superiores ao valor obtido pela aplicagdo do Abaco de
Moody.

Equacdes de Scimemi (aplicadas a tubos de seccdo circular e escoamento de agua):

0=K, DI’ [0]=m’s"  [D]=m [/]= mc.a.m™ (7.17)
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Estas sdo equacdes empiricas especificas do material e aplicadas ao escoamento da

agua. No Quadro 7.3 sdo apresentados os valores destes parametros para diferentes tubos.

Quadro 7.3 Valores dos parametros das Equacdes de Scimemi para diferentes tubos

(Quintela, 1981)

Natureza do tubo K, a B
Fibrocimento 48,3 2,68 0,56
Ferro fundido novo 35 2,625 0,535
Betéo liso novo 38,77 2,67 0,53
Aco sem soldadura 36,4 2,59 0,55

A perda de carga unitdria ¢ directamente proporcional a poténcia 1/p da velocidade

média, que toma o valor de aproximadamente 1,8.

Estas equacdes permitem obter bons resultados quando aplicadas em regimes
turbulentos de transi¢do, como se pode verificar na figura 7.5 (para v=1,01E-06,
correspondente a temperatura de 20°C) em que ¢é apresentada a sobreposicao das equagdes de
Scimemi, para tubos de ferro fundido novo (k=0,25mm) com trés diametros diferentes,
equacdo 7.18, e para tubos de fibrocimento (0,03mm) em que a relagdo entre o factor de
resisténcia e o n® de Reynolds ndo depende do didmetro, equagdo 7.19 , ¢ o Abaco de Moody.

Para representagio sobre o Abaco de Moody foi deduzida a equagdo de Scimemi
especifica do ferro fundido novo com introducdo dos parametros adimensionais factor de

resisténcia e n° de Reynolds:

1

f=( T )0’535 28 (7.18)

140 0,07 0,07 0,02

0535 Re 0535 1) 0.535

e a equagdo de Scimemi especifica do fibrocimento é:

1

f=( n )0’56 28 (7.19)

02 0,12
193,2 4056 R0

A andlise das equagdes 7.18 e 7.19 permite concluir que o valor do factor de resisténcia
varia ligeiramente com o didmetro do tubo para o material ferro fundido novo e que nao varia

no caso de tubos de fibrocimento.
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i FFN k/D=0.001
f Equagao Scimemi FFN k/D=0.00025
FFN k/D=0.0005
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Figura 7.5 Sobreposigdo das Equagdes de Scimemi com o Abaco de Moody

A relagdo entre a perda de carga unitaria e a velocidade média do escoamento pode ser

um indicador do regime de escoamento a que se aplicam as equacdes empiricas disponiveis na

bibliografia:

Em regime laminar a perda de carga unitaria ¢ directamente proporcional a poténcia 1
da velocidade média;

Em regime turbulento liso a perda de carga unitaria é directamente proporcional a
poténcia 1,75 da velocidade média;

Em regime turbulento rugoso a perda de carga unitaria ¢ directamente proporcional a
poténcia 2 da velocidade média;

Em regime turbulento de transicdo a perda de carga unitaria ¢ directamente

proporcional a poténcia entre 1,75 e 2 da velocidade média.

7.4 Notas conclusivas

Com base no estudo desenvolvido neste capitulo podemos concluir que:

- o escoamento da agua da-se em regime turbulento com excep¢ao de algumas situagdes de

inicio de escoamento, paragem ou escoamento variavel;
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Capitulo 8

PERDAS DE CARGA LOCALIZADAS EM ESCOAMENTOS
PERMANENTES SOB PRESSAO

8.1 Introducao

Neste capitulo pretende-se estudar o método de calculo das perdas de carga que ocorrem
nas singularidades, de um sistema de condutas em pressdo, que se encontram entre trechos de
condutas de eixo rectilineo como sejam alargamentos, estreitamentos, juntas, curvas,
bifurcagdes, valvulas, entre outros.

Quando acontece uma variagdo da direc¢ao de escoamento, ou seja a curvatura das
linhas de corrente estabelece-se um regime permanente variado. A variagdo ndo estd
localizada no acessorio instalado, mas a um dado comprimento antes e depois da
singularidade. Isto pode ser verificado, em laboratério, através da determinacdo da linha
piezométrica com a instalagdo de uma banda de piezémetros.

Num sistema de duas condutas de eixo rectilineo, unidas por um estreitamento brusco,
figura 8.1, a instalagdo de uma série de tubos piezométricos permite concluir que a linha
piezométrica definida pela superficie livre dentro dos tubos piezométricos toma uma forma
linear ao longo do tubo enquanto ndo se manifesta a influéncia da singularidade, nos
primeiros cinco tubos da esquerda. O tubo 1 ¢ de didmetro constante, caudal constante e
natureza do material constante, logo a perda de carga unitaria também ¢ constante. Como a
velocidade ¢ constante a linha de energia ¢ paralela a linha piezométrica e sdo rectas. O
mesmo raciocinio se aplica ao tubo 2 relativamente aos trés tubos da direita que definem a
linha piezométrica do tubo 2 correspondente a perda de carga unitaria superior. Quando o
escoamento se aproxima da singularidade comega a sentir a influéncia da variacdo da direc¢ao
das linhas de corrente e a linha piezométrica desce, sofrendo uma variagdo superior a

correspondente as perdas de carga continuas.
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tubo 1 tubo 2

Figura 8.1 Representacao da linha piezométrica num sistemas de duas condutas em série

com diferentes didmetros

No entanto, ¢ mais facil do ponto de vista de calculo concentrar a perda de carga
localizada na sec¢do da singularidade, dessa maneira a perda de carga localizada ¢ calculada
pela seguinte equacao, a partir dos valores experimentais:

2 2
AHloc=A Z+E +ﬂ_& (81)
Yy) 2¢g 2g

A perda de cota piezométrica esta representada pela descida brusca da Se a velocidade
de escoamento for da ordem de 1ms™ a altura cinética toma valores muito pequenos e a linha
de energia p unirmos dois tubos rectilineos  As perdas de carga que ocorrem numa
singularidade ndo se manifestam, na realidade, numa sec¢do. O escoamento quando se
aproxima da singularidade comega a perder energia, depois de atravessar a sec¢ao da
singularidade ainda esta a perder energia.

De um modo geral a linha de energia em trogos prismaticos representa-se através de uma

recta sendo essa recta tanto mais inclinada quanto maior a perda de carga unitaria, figura 8.4.
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Figura 8.4 Linha de energia em trocos de conduta prismaticos

Se os dois trogos representados na figura 8.4 forem ligados através de uma singularidade —
alargamento brusco, a linha de energia serd representada como se mostra na figura 8.5. Na
figura estdo representadas a linha de energia real e a linha de energia ficticia em que se

considera que a perda de carga localizada acontece apenas na sec¢do da singularidade.

— ) - -___._L‘E‘ real
L.E.

ficticia

Figura 8.5 Linha de energia em trocos de conduta prismaticos com singularidade

A perda de carga localizada ¢ expressa através da equacao geral:

2
AH=K 8.1)
2g
em que:
AH ¢ a perda de carga localizada
K ¢ o coeficiente de perda de carga localizada (depende da geometria da

singularidade, das condi¢des de escoamento e do n.° Reynolds)

U?/2g ¢ a altura cinética de referéncia (normalmente o maior valor envolvido)
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Os valores do coeficiente de perda de carga localizada sdo determinados
experimentalmente, tendo alguns autores tabelado esses coeficientes para diferentes
singularidades. A excepgdo das vélvulas as perdas de carga localizadas tomam valores da
ordem da altura cinética.

Em casos excepcionais, K ¢ calculado analiticamente:

- Alargamento brusco (Equagdo de Borda), figura 8.6.

~ —  LE
T LP.
S p—

Figura 8.6 Alargamento brusco

Neste caso o investigador deduziu analiticamente a equacdo que permite determinar a perda

de carga localizada, obtendo:

2
anWi-Usf 8.2)
2g
Esta equacgdo também pode ser apresentada na forma da equagdo 8.1:
U2
AH=K —L
29 (8.3)
com:
S 2
K={1-- 8.4
( Sz) (84)

A comparagdo da perda de carga de Borda com a Diferenca entre as alturas cinéticas nas
condutas a montante e jusante da singularidade permite concluir que a linha piezométrica sobe
na passagem da singularidade. A perda de carga localizada na singularidade est4 associada a

transferéncia de energia cinética em energia potencial de pressao.
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Para o caso particular de passagem de uma conduta para um reservatorio o alargamento
brusco com sec¢do de jusante muito superior a seccdo de montante, corresponde a um valor

do coeficiente de perda de carga localizada igual a um, figura 8.7.

—— | LE.
LP.

Figura 8.7 Alargamento brusco — passagem de uma conduta para reservatorio
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a avaliagdo rigorosa da perda de carga unitaria em regime permanente ¢ uniforme deve
basear-se na aplicagdo da Equacao de Colebrook-White;

uma avaliagdo aproximada da perda de carga pode ser feita através da aplicagdo de
equacdes empiricas escolhidas de acordo com as suas condigdes de aplicacao;

em qualquer caso de duvida na escolha da equacdo empirica a aplicar deve ser aplicada a
Equacdo de Colebrook-White;

O Abaco de Moody pode permitir averiguar uma primeira aproximagio do valor do factor
de resisténcia num dado escoamento;

O coeficiente de rugosidade equivalente, ou uma equag¢do empirica para aplicacdo no

calculo de um dado tubo deve ser fornecido pelo fabricante do mesmo.
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Capitulo 9

ESCOAMENTOS PERMANENTES SOB PRESSAO

9.1 Introdugao
Neste capitulo serdo estudados os passos que permitem dimensionar ou verificar o

funcionamento de um circuito hidraulico.

9.2 Tipo de escoamentos permanentes

Num circuito hidraulico com escoamento em pressdo, o regime permanente pode ser
uniforme ou variado. O regime permanente uniforme acontece em condutas de sec¢do
constante (tubo prismatico) em que o caudal se mantém ao longo da conduta, figura 9.1.
No caso de varia¢ao gradual da seccdo ou varia¢ao gradual do caudal escoado, o regime
de escoamento ¢ dito permanente gradualmente variado, figura 9.2. No caso de variagdo
brusca da sec¢do ou variagdo brusca de caudal numa dada sec¢do da conduta, o regime

de escoamento ¢ designado por regime permanente rapidamente variado.

Figura 9.2 Escoamento permanente gradualmente variado
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Figura 9.3 Escoamento permanente rapidamente variado

9.3 Perdas de carga continuas

No capitulo anterior foram apresentadas as leis de resisténcia que permitem determinar
a perda de carga unitaria em regime permanente ¢ uniforme, ou seja no caso de
escoamento em condutas prismaticas.

Se o regime de escoamento for gradualmente variado, as leis de resisténcia apresentadas
no capitulo anterior sdo aplicadas para determinar a perda de carga unitaria,
considerando-se que em cada sec¢do a perda de carga unitaria € igual a perda de carga
unitaria que se verificaria se fosse prismatica e com a sec¢do igual a da sec¢do em
estudo. Este ¢ o chamado regime uniforme tangente.

No caso de regime permanente rapidamente variado ndo é possivel calcular uma perda
de carga continua, mas sim uma perda de carga localizada na seccdo em que ocorre a
variagdo brusca. No proximo sub-capitulo sdo calculadas as perdas de carga localizadas

para diferentes singularidades.

9.4 Perdas de carga localizadas

As perdas de carga que ocorrem numa singularidade ndo se manifesta, na realidade,
numa sec¢do. O escoamento quando se aproxima da singularidade sente e comega a
perder energia, depois de atravessar a seccdo da singularidade ainda estd a perder
energia.

De um modo geral a linha de energia em trogos prismaticos representa-se através de
uma recta sendo essa recta tanto mais inclinada quanto maior a perda de carga unitaria,

figura 9.4.
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Figura 9.4 Linha de energia em tro¢os de conduta prismaticos

Se os dois trogos representados na figura 9.4 forem ligados através de uma
singularidade — alargamento brusco, a linha de energia serd representada do seguinte
modo, figura 9.5. A verde esta representada a linha de energia real. A encarnado a linha
de energia ficticia em que se considera que a perda de carga localizada acontece apenas

na sec¢ao da singularidade.

—_— — real

LE.

ficticia

Figura 9.5 Linha de energia em trogos de conduta prismaticos com singularidade

A perda de carga localizada ¢ determinada através da equacdo geral:

2
AH=K
2g

em que: AH ¢ a perda de carga localizada

K ¢ o coeficiente de perda de carga localizada (depende da geometria da
singularidade, das condi¢des de escoamento e do n° Reynolds)

U’/2g é a altura cinética de referéncia (normalmente o maior valor

envolvido)
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Os valores

do coeficiente de perda de carga localizada sdo determinados

experimentalmente, tendo alguns autores tabelado esses coeficientes para diferentes

singularidades.

Em casos excepcionais, K ¢ calculado analiticamente:

- Alargamento brusco (Eq. de Borda), figura 9.6.

AH =

Equacdo de Borda

(U, -U,)

2g

com K=(

Figura 9.6 Alargamento brusco

15

2

)

Para o caso particular de passagem de uma conduta para um reservatério temos um

alargamento brusco com secc¢do de jusante muito superior a sec¢do de montante, vem,

figura 9.7:

—— | LE.
LP.

Figura 9.7 Alargamento brusco — passagem de uma conduta para reservatorio

9.5 Calculo de instalagoes

Na resolugdo de um circuito hidraulico em pressdo podem existir dois objectivos no

calculo:

- dimensionar:

dados:

natureza do tubo

caudal

carga disponivel
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determina: didmetro
- verificar:
caso 1
dados: carga disponivel
natureza do tubo
diametro
determina: caudal
caso 2
dados: caudal
natureza do tubo
diametro

determina: carga disponivel

caso 3
dados: carga disponivel
caudal
diametro

determina: natureza do tubo

Para um circuito hidraulico constituido por dois reservatorios e uma conduta com varias
singularidades, figura 9.8, a aplicacdo do Teorema de Bernoulli, da lei de resisténcia
conveniente ¢ da equagdo da perda de carga localizada permite resolver os problemas de

dimensionamento e verificacao.

Zim

e

Figura 9.8 Circuito hidraulico
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Z,-Z,=AH, +AH, ; + AH; + AH, . + AH. + AH. , + AH, + AH  + AH

Z,-72Z,=AH, + AH; + AH. + AH, + AH; + AH, ; + AH; . + AH. , + AH,

AH=LJ] = AH=L J(Q,D,k)

9.6 Influéncia do tracado da conduta

Em igualdade de todos os parametros: caudal, energia disponivel, didmetro e
comprimento da conduta, natureza da conduta

Nota: desprezamos as perdas de carga localizadas e a altura cinética

Podemos ter diferentes situagdes relativamente ao tracado da conduta:

Tragado 1 — a conduta esta sempre abaixo da L.P., figura 9.9

LP.

- relativa

p>0 J=% Q=Q(D,kJ)

Figura 9.9 Tracado 1 da conduta
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Tragado 2 — a conduta tem um trogo com cota topografica superior a L.P. cpativa , figura

9.10.

LP.
absohita

LF.

relativa

pap <0 J=% Q=Q(D,k,J)

Figura 9.10 Tragado 2 da conduta

Tragado 3 — a conduta tem um trogo com cota topografica superior & L.P.rcjativa ©

superior a cota topografica da superficie livre no reservatdrio de montante, figura 9.11.

LP.
absohita

LF.

relativa

Pas <0 J=Z"1—£ZJ Q=QD,k,J)

Figura 9.11 Tragado 3 da conduta
Funcionamento em sifao

Para se estabelecer o escoamento ¢ necessario criar uma depressdo na conduta

(escorvamento ou ferragem do sifao)
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Tragado 4 — a conduta tem um trogo com cota topografica superior a L.P.spsomuta, figura

9.12.

LP.
absohita

LFP.

relativa

m

4 /4
L, ¢

m

Z _(ZC_'_tv_patm

) Q<Q Q=Q(D.k,J")

pap<0 T<J T=

Figura 9.12 Tragado 4 da conduta

Escoamento em superficie livre entre C e D.

Funcionamento com caracter pulsatorio.

9.7 Condutas com consumo uniforme de percurso

Este escoamento classifica-se como gradualmente variado.

conduta com 0 A A

consumo uniforme ” Qm Q.

de percurso
R R R

L

caudal de percurso: P=Q, -Q,

Qm _QJ

consumo unitario: p=—= C

perda de carga continua: AH=J_L
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perda de carga unitaria equivalente, J , , ¢ calculada atraves da aplicacdo das leis de

resisténcia estudadas para o regime permanente uniforme com um caudal constante ao

longo da conduta e igual ao valor do caudal equivalente, Q-

0,45F 0,55p
T 1

Q. =Q, +0.55P LT Om

9.8 Redes de condutas
As redes de condutas sdo constituidas por trogos de conduta que se unem formando uma

rede ramificada, figura 9.13, ou rede malhada, figura 9.14.

Nas redes ramificadas o dimensionamento baseia-se na aplicacdo de:
- equagdo da continuidade;
- equacao de Bernoulli;
- leis de resisténcia;
+ conceito velocidade maxima;
pressao maxima;

pressao minima.

Figura 9.13 Rede de condutas ramificada

Nas condutas malhadas o dimensionamento baseia-se na aplicagdo de:
- equagdo da continuidade em cada no;
- equacdo de Bernoulli nas malhas;

- leis de resisténcia.
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+ conceito velocidade maxima;
pressao maxima;

pressao minima.

método numérico: Hardy-Cross

Figura 9.14 Rede de condutas malhadas

128



Bibliografia

Lencastre, A. Hidraulica Geral Ed. Hidroprojecto, Lisboa, 1983

Manzanares, A. Abecasis Hidrdaulica Geral Vol I e Vol II Técnica, A.E.I.S.T., Lisboa,
1979

Novais-Barbosa, J. Mecdnica dos Fluidos e Hidraulica Geral Vol 1 e II Porto
Editora, Porto, 1985

Quintela, A. de Carvalho Hidraulica Ed. Fundagdo Calouste Gulbenkian, Lisboa,
1981

129



