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RESUMO: Neste trabalho apresenta-se um processo de solag@ditica para placas
rectangulares contendo laminas de materiais compgspiezoeléctricos e piezomagnéticos.
Mostram-se resultados para um laminado espess@dotmecanicamente e electricamente,
comparando uma situagdo sem a presenca de defstagturais com 0 caso em que existe
uma delaminagem total ao longo de uma interface.

1. INTRODUCAO

O projecto de sistemas que integram partes mecmlEtromagnéticas ou materiais activos
(ex. piezoeléctricos, também ditos Mecatronicos)yotvem a solugdo de problemas
mecanicos e electromagnéticos de forma acopladesApta-se aqui o desenvolvimento de
um modelo analitico para a modelagdo de componestesturais do tipo placa laminada
rectangular Q=[0,L,]x[0,L,|x[-H/2,H/2], ver Fig 1, fabricados com materiais

anisotropicos [Reddy, 2004], piezoeléctricos (p)Jezomagnéticos (pm).
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Fig 1. Sistema de referéncia global, geometrisgaeama de empilhamento do laminado.

Segue-se o formalismo original de [Pagano, 197@om processo de solugcédo para placas
laminadas de material compdésito foi pela primega apresentado. Esse trabalho foi depois



generalizado por [Bisegna & Maceri, 1996] e [Hegtigl997] ao caso de laminados contendo
laminas de material piezoeléctrico. O caso piezowgp € em tudo analogo ao

piezoeléctrico e foi considerado por [Pan, 20019. pdesente trabalho procura efectuar-se
uma deducéo clara de todo este processo de solypgddpi implementado simbolicamente

(sempre que possivel) através do software Maplepldsaft, 2008]. Os resultados obtidos

podem ser utilizados na validagdo de modelos naeogdproximados.

2. EQUAGOES DE GOVERNO DO PROBLEMA

Um laminado consiste hum empilhamento de variasnksn que podem ser de diferentes
materiais, ligadas entre si. Assim sendo, do pdetwista de modelacdo, cada lamina é a
unidade do sistema para a qual interessa conhecemportamento, ficando a resposta do
laminado determinada pela combinag&o da respostadielamina.

Como se explicard na sequéncia, o processo decgdioteta solugdo analitica baseia-se no
seguinte conjunto de pressupostos:

« As deformacdes sdo pequenas pelo que o problemangegricamente linear.

- O material de cada lamina é linear elastico, homegée ortotrépico (ou de maior
simetria).

« Cada lamina possui espessura uniforme.

- Na&o existem accdes volumicas.

+ As accBes mecéanicas sdo estaticas e as electraicagnédo assumidas como
aproximacdes electroquasiestatica e magnetoquiiasiHaus & Melcher, 1989].

Consequentemente as equacdes que governam o paobleranalise, sdo para cada lamina
(k) de dominioQ® :]O,Ll[X]O,L2[X}x§k),x§k+1)[, (i,j=1,2,3):
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em que{ai(jk),Di(k),Bi(k),Ei(k),Hi(k)} sdo as componentes do tensor das tensdes de Caectyy
deslocamento eléctrico, campo magnético, campotrieléce intensidade do campo
magnético, €f,,p,} as componentes da for¢a volimica e a carga @adivie por unidade
de volume. Sob as hipoteses efectuadas e em densi@in conducéo eléctrick,e H séo
irrotacionais pelo que podem ser definidos comdigrdaes deg.e ¢,, 0S potenciais escalares
eléctrico e magnético. Como assumimos que as aogdlémicas {f,,p,} Sao nulas, as
equacdes Eq.(1.1) sdo homogéneas. No entanto,atodatodologia apresentada pode ser
estendida ao caso ndo homogéneo, acrescendo apemsts computacional &, p,} forem
suficientemente regulares. Associadas com as egsad® governo existem condi¢cdes de
fronteira, que ao longo do bordo de cada laminaomite-se o indicex) por simplificacdo)
se assumem ser do tipo (simplesmente apoiado):

Uy (7,69 =0,25) =1y (7,09 = Ly,x3) =0 5 071(x; =0,%9,%5) = 0y7(x%y = L;,%9,%5) =0
Ug(x; = 0,%9,%3) Tug(; = Ly,%9,x5) =0 ;5 O99(%x1,%9 = 0,%5) = Ogq(xy,%9 = Lg,x3) =0
ug () = 0,%9,%5) = ug () = Ly,%9,%5) = ug(x7,%5 =0,%5) = ug(%7,%5 = Lg,x3) =0 1.2)

@ (x; = 0,29,%3) = (%) = Ly,%5,%3) = @ (%1,%5 = 0,x3) = (%, %5 = Ly,x3) =0
By (xy =0,%9,%3) = @y (% = Ly, %9,%3) = @y (%1, = 0,23) = @y(%1, %5 = Ly, x3) =0



em quey;, i =1,2,3 S&0 as componentes do campo de deslocamentos.

Em cada interface{® tém se ser também especificadas condi¢des desifimara uma (e
uma sé) das fungdes que formam cada par ordefads,), (us,05:), (u5.033), (@.Ds),
(@1,Bs;) , OU Seja, se &, for prescrito um valory, sera livre ou continuo entre duas laminas,

ndo se podendo impor-lhe um valor. Designaremosvanéveis primérias as funcdes que
constituem o primeiro elemento dos pares ordenadteriores, ou seju,,u,,us, @, %}, €

por variaveis secundarias as fung§e§,Di,Bi},i, j=1,2,3 obtidas através da lei constitutiva
do material.

O comportamento do material (assumido linear edsirespeitando uma classe de simetria
similar a ortotropia, ou de maior simetria) escregeno referencial global da placa, como:

analog
k) — (k) (R k k k k) . k) — (k) o(k k k k k) . k k
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em que, utilizando notac&o contraida, as matrinexdeficientes de rigidez e piezoeléctricos
possuem como estrutura:

Cy Cy Cs 0 0 0P
C, C. C 0 0 0
C12 sz C23 . o o 0 0 0 0 e5 0 (k)
i 53 33 83 c o o ;e 10 0 0 ey 00 (1.4)
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a matriz dos coeficientes piezomagnéticos e a malos coeficientes de eventual
interactividade entre os campo eléctricos e magmétiqui incluida por complemento, sé@o
dadas por:

0 0 0 0 hy 0% d, o o®
AP 10 0 0 hy 0 0 s dP: 0 dy 0 (1.5)

e a matriz de permitividade eléctrica e matriz elereabilidade magnética se admitem ser:

k k
& o o]? wy 0 07"

';(i(rk): 0 & O ; ,Ui(rk): 0 oy O (1.6)
0 0 43 0 0 g

Se o0 material apresentar caracteristicas de qutatr@ntdo as laminas s6 podem possuir
orientacdes de 0° e 90° face ao referencial gltdbalaca laminada.

3.PROCESSO DE SOLUGCAO PARA PLACAS LAMINADAS RECTANGUL ARES

As equacdes de governo do problema constituem stensd de equacgles diferenciais
parciais Eq.(1.1). Empregando um método de sepesagé variaveis podemos reduzi-lo a
um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, @gual existe uma teoria de solugdo bem
estabelecida. Ndo se apresentam todas as express@gdas no processo de solucdo por
isso aumentar muito a extensdo do presente tex#s, apresentam-se as consideradas



suficientes para que todo o processo seja correctanentendido.

Todo este processo de calculo foi implementado ctacmpnalmente recorrendo ao software
Maple.

3.1.Expressofes das fun¢des incognita para uma laminargeica

Considerem-se as seguintes expressdes em sérieudierFpara as fungdes incognita do
problema numa lamina genériga:

k o o Ak
™ (x),%5,25) = 3 D Q) (3) coS(py; ) sen(p,xy)
m=1n=1

uék)(xl,xz,x3) = Z Z Q:g}fyzn(xg)sen(pmxl)cos(pnxz)
m=1n=1

u? ()25, 3) = Z ZQé L (x3)sen(p,,x;)sen(p,x,)

m=1n=1 i a.7)
k) _ v Q%;fn(xs)
@ (x1,%9,%3) = Z Z—sen(pmxl)sen(pnxg)
m=1n=1 f
— S()};rin( 3)
(/{{ (x1,%9,%3) = Z Z sen(p,,x;)sen(p,xy)
m=ln=1 Yt
_mir . —nrn
Pm Ll 5 Pp I

em queQ® (x,): [xgk%xgk“)] - R sé&o funcdes a determinar para cada valon@eIN, e 0s

factores g, e @ sdo factores constantes cuja utilidade se expliediante. Definam-se
também as funcgdes:

(k) (k) (k)
Q) = (1) 5 QU x0) = T )+ Q) = T
aQae) " 20 i (1.8)
fan (3) = =12 (1) g,;nug):—gm"( )
X3 X3

Substituindo Eq.(1.7) e Eq.(1.8) nas expressdesxtassdes; = 1/ (du; /ox; +du; /ox;), E; €

1

H, obtém-se expressdes de que sédo exemplo:

0

e (xy,209,25) = Y. > -QF) (x3)p,, sen(p,,x;)sen(p,x,)

i (L.9)
26l (01, 25,%0) = 3 Y (4, () + Q) (3, ) sen(p,x,) cos(p, )
m=1n=1
(k) 2 2 QW (x5)p
EY (x),%9,%5) = —Z Z#’"cos(pmxl)sen(pnxz) (2.10)
m=1n=1 f
o o Qe
HP (x),25,%5) = - Z AL sen(p,,x;)sen(p,x,) (2.11)
m=1n=1 f

Introduzindo o resultado na lei constitutiva do eniai Eq.(1.3) obtém-se expressdes como:



& e & & k & B) A (k
o (x),%5,25) = ) Z[(_Cl(l) @Y, (x5) = CHp, Q) (x3) + CHQL), () +

m=1ln=1
o) 30! ]
+ LW (xy) [+| 21-Q) (x3) ||sen(p,,x;)sen(p,x,)
Ber e ] (1.12)
o) 30,200 = 3 2| (-CF 2 QU (63) = € p, Q) () + CEHQUR, () +
m=1n=1
eg:? (k) h:(a}?i) (k) ]
+ EQSmn(xS) + EQmmn(xS) _Sen(pmxl)sen(pnxz)
(k) N | () k) N e
037 (%1,%9,%3) = Z Z (C55 Qg (3) + C5 meE)mn(xS)) + EmeWnn(xB) +
m=1n=1 f
(k)
+[h1—5 meé}f,zn (xB)H cos(p,,x;)sen(p,xy) (2.13)
e
OB (o1,%0,23) = Y 3 (CS8) QU (23) + C P Q) (03) ) c08(p, %1 08 (P, %)
m=1n=1
D (), x5,25) = 3" Z[(—eé’i)pm 0, () = e D, QU1 () + QL) () -
m=1n=1
&Y ) dss) ) (1.19)
- Engn(xs) - EQM" (x5) | |sen(p,,x;)sen(p,x;)
o ()
B = 51 (00 0+, 0 ) - A, 80 -
m=1n= f
et (1.15)

,Uff) (%)
- Emegmn(xg) cos(p,,x,)sen(p,x,)

f

Verifica-se das expressdes anteriores, que pasiazatr as condi¢cdes de fronteira assumidas
na Eq. (1.2), as variaveis primarias tém de posauforma considerada em Eq.(1.7), e
também que as propriedades dos materiais devenecdrea Eq.(1.4-1.6).

3.2.Sistema de equac0es diferenciais

Substituindo as expressfes das variaveis secusd#m equacdes diferenciais de governo
Eqg.(1.1) obtém-se equagbes com a forma:

k k (k)
001y, 907y | oy

=0:
0x; 0x,, 0xg
S 5 00 0B _ () 32 4 0B (p 12\ 0B (B 4 o ) 1.16
221G o 11 (P)” + Cg (£,)7 ) @in —(Ciz’ + Cog | PP @pmn * (1.16)
m=1n=1 3

(eff +ef?) (hi + 1)

o

+(Cl(§) + Cé’g))meé’frzn + 2" lp Q)+ P o |COS(D%1)sen(p,xy) =0
f f
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m=1n=1 Oxg Gy Oxg @i Oxg (1.17)

k k k k 2 k 2 k
(el + el ) 2aQi = (el (2)® + ) (2) ) QAL +
k k k k
(P @+ &0 @0?) ) (AP0 +dBw,))
+

Tmn + 9mn Sen(pmxl)sen(pan) =0
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Multiplicando cada termo da série por funcbes haioas de diferentes frequéncias,
integrando em todo o dominio plano e utilizandagéés de ortogonalidade ([Braun (1993)]
e [Figueiredo (1987))):

L
J.sen mrnx cos nm dx=0; nm=1
L L

‘LL (1.18)
[mﬂxj (nﬂx} _{ L;n=mz1
.[sen —— |sen| —— |dx =
L L L 0; nZm,nm=1
verificamos que nas Eq.(1.16)-Eq.(1.17) os terrmiseeparéntesi§ -] tém se ser nulos para
cada harmonicém,n), resultando dai um sistema de equac@es difersraridinarias (uma sé

variavel independente, ) para as funcdeg® (x;) em cada laminak), em que por se terem

considerado as Eq.(1.8) € um sistema de equacfeerdiiais ordinarias linear de primeira
ordem homogéneo [Costa, 1998]:

1 0o o o o o o o o oY (g, ®
0 Mpy O 0 0 0 0 0 0 O Qs

0o 0 1 0 0 0 0 0 0 O Qs

0 0 0M,0 0 0 0 0 O Qo
00 0 01 0 0 0 0 O d Qs

0 0 0 0 0 Mg 0 Mgs 0 Meyo | doy | Qepn [
0o 0 0 0 0 0 1 0 0 Q7n

0 0 0 0 0 Mg 0 Mg 0 Mg, Qsn

0o 0 0 00 0 0 0 1 0 Qomn

0 0 0 0 0 My 0 My 0 My,| Qionn
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N,y 0 Ny; 0 0 Ny 0 Ny 0 Ny Qo
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 Qsn

Ny 0 Ny 0 0 Ny 0 Nyg 0 N4m Qumn

_| o 0 0 0 0 1 0 0 0 0 Qsmn (1.19)

0 Ngg O Ny Ngg O Ngg 0 Ngg O Qsmn
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 Qrmn
0 Ngg O Ng Ngs 0 Ng 0 Ng 0 Qgmn
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 Qo

| 0 Ny 0 Nygg Nys 0 Ny 0 Nyg 0 | (Quomn

gue também podemos escrever compactamente ob®ie NQ, sendo as matrized e N

de coeficientes constantes, com entradas dependdaslopropriedades dos materiais,
dimensbes da lamina no plano, e harmonica consideRara a resolucao deste sistema linear
existe uma teoria completa ([Costa, 1998], [Bralifi93]), apresentada para o0 sistema
Eq.(1.19) colocado na forma:

Q' =AQ ; Q:{Qi(r};)n};i:L...,lO ; mnON (2.20)

sendoA =M"'N.

O sistema de equacdes diferenciais parciais EJy.éntolve funcdes déx,,x,,x;), mas
assumindo as variaveis primarias de acordo com.@. .2y (o que restringe as condi¢des na
fronteira possiveis de considerar) e as propriesdlads materiais como Eq.(1.4-1.6), essas
equacdes diferencias parciais Eq.(1.1) e respscticandicbes na fronteira, s&o
automaticamente satisfeitas no plarpx,), se as funcde®” (x,) definidas na direcgdo da
espessura do laminado, forem a solugéo exacta q&.H) e verificarem as condi¢des de
fronteira especificadas em cada interface da langnaA aplicacdo do processo descrito é

também conhecido por método de separagéo de viar{®raun, 1993].

3.3.Solucéo do sistema de equacdes diferenciais ordiias

O sistema EQq.(1.20) possui dimensdo 10, pelo quspaco vectorial de todas as suas
solucdes possui dimensdo 10, e a sua base é cawstpor 10 solugdes linearmente
independentes, que designaremos paot;) . Assim, para cada lamina) e cada harmonica

(m,n) podem definir-se, uma matriz solucdo fundamenRtal), cujas colunas séo cada uma
das 10 solu¢des linearmente independentes:

(k) (k) (k)

Nimn  N2mn " Viomn
(k) (k) (k)
k _[o(k k k _| Y21 Y2 )
Foo() = [y, yio, o Yo, |=| T T T (1.21)
(k) (k) (k)
ymlmn ymZmn ymmmn

€ uma matriz principal num pontg designada poP(x,), que verificaP(x3) =1 (I é a matriz
identidade de dimenséo 10), e que pode obter-seatt&z solugdo fundamental por [Costa,
1998]:



P,(nk,Z(x?,) = F,(nk,f(x?,)F_lﬁ,]f,)L(xg) ; x?l] R,0Ox4 O [xgk),xékﬂq (1.22)

Verifica-se que a matriz principal possui a progaige de ser dada por uma exponencial de
matrizes:

N, j 2 g )2
P(xy) = e A% =ZAJ E‘d‘x3)1 =I+Ax3+A Weeg)” | APHE)” (1.23)

’ =0 J! 2! p!

Portanto, a solugéo de Eq.(1.20) é dada por umanexgial de matrizes:
QUxy) = be™ (1.24)

em queb é um vector de constantes obtido das condi¢Oesodieira e compatibilidade
interlaminar para cada lamin@). O célculo da exponencial de matrizes pode setwefdo
por varios métodos, ver por exemplo ver por exenfiBlosta, 1998] e [Braun, 1993], mas
aqui é realizado através de uma funcéo do Maple. &dculo envolve sempre a solugéo de
um problema de valores e vectores proprios paraa@iznA. Por este facto, devido a
dimensdo do sistema de equacgdes, a solucdo ohdida g exponencial de matrizes é
parcialmente numeérica, pois a solu¢do do probleeneatbres e vectores proprios € numérica.
Por este motivo 0 processo de solugdo ndo é campdete simbodlico, embora se possam
extrair as expressdes simbolicas da solucdo camspectivos valores numéricos associados
ao processo de célculo.

A observagdo das entradas da matizlo sistema de equagOes diferenciais, revela gsande
diferencas nas suas ordens de grandeza, o quecpodar dificuldades na resolugédo do
problema de valores e vectores proprios. As erdradaociadas com o problema mecénico,
possuem valores com algumas ordens de grandezaiosapeaos valores de entradas
associadas com o problema eléctrico e magnéticm €mtuito de diminuir essa diferenca,
foram introduzidos os factores constanigs e g;; nas expressoes Eq.(1.7). Considesgar

igual a permitividade eléctrica do vacuogg igual a permeabilidade magnética do vacuo, é
uma boa hiptese em muitas situacdes e foi a segeste trabalho.

3.4. Aplicacao das condi¢cbes na fronteira

As condi¢des na fronteira correspondentes ao bdaldaminado, sdo automaticamente
satisfeitas pela forma assumida para as funcoégita dada pela Eqg.(1.7). As restantes
condigdes na fronteira que tém de ser impostasasdmespeitantes as interfaced do
laminado, e traduzem-se em condi¢cdes na fronteippstas sobre as func6@s” (x,). De
acordo com a solugéo do sistema de equacg0es dif@ieimdicada em Eq.(1.24), tem-se que:

k k k (k)
o (%3) i (¥5) Homn (5) tiomn (¥3)
k k k k
érrin(xS) — bl(k) yél)mn(x?)) +b§k) y;Z)mn(x?)) ... +b1(§) y;ﬁmn(x?)) (l 25)
: mn : mn : 10mn . )
(k) (k) (k)
X X X (k)
10 10 10 3
Qomn (*3) N01mn (%3) Y1o2mn (¥3) Yotomn *3)

em que »® sdo constantes a determinar das condicGes de ifeoreeistentes sobre as

jmn

superficies inferior e superior de cada lamipapara cada harmonida,n).



Nos paragrafos seguintes toma-se como referéneimmificativa a interface do laminado
localizada a cota{® .

Condicbes de valor imposto na fronteira

Por convencgéo estas condi¢cbes sdo sempre aplisables a |amina localizada abaixo da
interface, excepto no caso da superficie extenfarior do laminado em que sao impostas
sobre a lamina acima da interface.

No caso de condi¢des na fronteira de valor impsstwe o deslocamento ou 0s potenciais
eléctricos ou magnéticos, tem-se que:
u™ (g, xg,687) = 4 (w,x0) 5 Y G0 x0,x87) = P (0 x5)
%‘k)(xl 7x2ax;(3k)) = %{k)(xl 7x2) ; Z = 1a2a3
em que as funcdes,, u,, i;, @ € @ Sdo conhecidas (o seu indice superior designa a
numeracao da interface), escritas em termos de gérfourier, e determinam a distribui¢cdo

aplicada sobre a superficie. Como exemplo mosti@-iseposi¢cdo da condigdo na fronteira
sobreg, para cada harmonica:

AP (1, %9,%8) = g (41, %5) =

(1.26)

o (&) ()
Z Z T (3 )sen(pmxl)sen(pnxz) = Z z sen(pmxl)sen(pnxg) =
m=1n=1 f m=1n=1
() (3
Q7 ; k")m ; m,n=123,.. =
(k) (k) %f ) k) (k) (k) (1'27)
Iimn (37) b{k) 4 Yo (5”) B 4. & 2710w %37 o) = gft)
mn mn
Pt Pt Pt "

No caso das condi¢gbes impostas sobre as tens@esetque:

o ()25, 080) = 2T P (2, x5) s i=1,2,3 (1.28)

em que7; sdo as componentes do vector tensdo actuante aciigerficie, expressas sob a

forma de série de Fourier, e o0 sinal serd + seteafawe corresponder a face superior da
lAmina, de normah =e,, € sera — se a interface corresponder a faceédnfda lamina, cuja

normal én = -e;.

A condicdo na fronteira para o deslocamento et&rtti uma condicdo de salto, pois pode
existir acumulagdo de carga numa superficie:

(Di(a)_Di(b))ni:psE = Déb)(xl,xz,xék))— (k)(xl’xz)"'D(a)eXt(xpxz) (1.29)

em que (a) corresponde a regido exterior a lamtinab) corresponde a lamina), n = te, €
um vector que vai de (b) para (a), e a carga @adivre por unidade de area, pode ser

nula ou ndo. Tendo em consideracao as respectpansdes em série de Fourier, chega-se a
seguinte relagdo para cada harmonica:



k k k k k (k k k '5 k k
—e§?) D@, (65) = €55 D, QS () + QL) () 232 Qé,,ln<x( )~
1.30
Ay o o A(k)ext ( )
AR ex -
men(x ) = Oskmn £ Dapin ;o m,n=123,...

s
Para o campo magnético existe alguma semelhancaocdeslocamento elétrico, tendo-se
que:

(B®-B™)n =0 = BP(x,x,x8) = BP™ (x),x,) (1.31)

Condicbes de compatibilidade nas interfaces

Na interface entre duas laminas adjacentes de mnadao pode verificar-se a continuidades
de componentes do deslocamento, tensdo ou dasegesnéléctricas, por outras palavras, a
variavel apresenta continuidade de clasSeat@avés da interface. E o que sucede se duas
laminas estao ligadas de forma rigida entre si, peenpossam escorregar (delaminar). Neste
caso tanto o deslocamento como o vector tensauterdaice comum sao continuos através da
interface, assumindo iguais valores em cada lamina.

Para o deslocamento ou potencial tem-se:
ul(k) (xl ’x2’x§k+l)) = ugk+1)(x1’x2 ’x2(3k+1)) ; l = 172a3
O R e N S IR R CE N R (el CAEEY L)
Suponha-se que sobre a interface entre laminassévebespecificar uma tenso exteripy

entdo a condicdo de compatibilidade de tensao Emi@as escreve-se como:
o\
(UE?) _Uﬁi))”j =T, -

(1.32)

k k k k Sk (1.33)
a5 (y 09,2 ™) = ™ (209, 25 = T (2,0)
No caso da componente de tensago
Jég)(xl ’xz’xékﬂ)) - Ug;ﬂ)(xl’xz’xgkﬂ)) Tz(kﬂ)(xl’xz) =
ShS CQE (x4 0P p Q) (D &Y oty ey, PSE A (ke
Z Z Q4mn )+C44 DPr 5mn(x )+ pn 7mn(x3 )+_pn 9mn(x3 ) -
m=1n=1 %f ﬂ{f
(
_(CA(;};H)QA(&:;)( (k+1))+C(k+1)ané}fn+nl)(x(k+l))+ zﬂz angie;nl)( (k+1))+
{hrn B+1) (k1 < B+l
+ + +
+24 anE(,mn)(x( )) sen(p,,x;)cos(p,xs) = Z ZTémn)sen(pmxl)cos(pnxz) =
ﬂ{ m=1ln=1
(k) (k) (k+1) (k) (k) (k+1) ;Z (k) (k+1) héﬁ) (k) (k+1)
Q4mn( )+C an5mn(x )+ an7mn(x )+ anan(x )_
([0 e
(
k 3 k k (k k (k
~CiQU () - O p, QG (x *“)——(/}E a5 ) = (1.34)

_RET e (e41)) = )
+ + R+

9mn



Se o valor de uma componente do vector tensdoi@xtgplicada7; for nula, a respectiva

componente de tensdo serd continua através ddaastercaso contrario existira uma
descontinuidade de valor igual ao da tensé&o extémposta. Note-se que esta condi¢cao
envolve as fungdes solucdo de ambas as laminapaytitham a interface, pelo que pode
considerar-se como uma condi¢céo de fronteira solmina(k) ou sobre a laming +1).

Para o deslocamento eléctrico e campo magnétic&;qad.29) e Eq.(1.31) representam
equacdes de compatibilidade e aplicam-se agoraasddminask) e(k +1), por exempo:

(Di(a) - Di(b))ni =PE = Dék)(xpxz’x:(akﬂ)) - D:gkﬂ)(xlaxz’xgkﬂ)) = _:bg}eaﬂ)(xpxz) (1.35)

3.5.Sistema de equacdes para as condigdes de fronteira

A especificacdo das condi¢cdes de fronteira em cagerficie das laminas, conduz a um
sistema de equagoes lineares, de dimenséo igualg, , para a determinacgéo das constantes

b | j& que existem 10 constantes a determinar pala lémina. Redefinindo as constantes

n

b* com outros indices:

imn

Bipn = b

Jmn ~ Yimn

j=i+10x(k-1) ; 1=1,2,..,10 ; k=12..,N (1.36)

o sistema de equacgdes para as condi¢ges de feoeseireve-se:
B,,b,,=b,, (1.37)

em que a matriB é construida com as equa¢fes mostradas nos [aonesres, e o vector

b contém os respectivos valores do lado direitscaptradas sdo nulas para as equacées de
compatibilidade ou contém os respectivos valoresgritos. Para cada harmoniea,n) ,
existe um sistema de equacdes Eq.(1.37) diferemfee tem de ser resolvido em separado.

O numero de harmonicas a utilizar na obtengéo W&o analitica, depende do namero de
harmonicas contido nas expressdes de Fourier,ut@dds que representam as distribuicdes
com que sao prescritas as variaveis do problemfriontgeira do dominio, e sera igual ao
maior desses valores. Ter-se-a uma solucdo expet@as no caso em que as condi¢cdes na
fronteira se possam escrever de forma exacta coma soma finita de termos da
aproximacao de Fourier.

Obtida a solugéo de Eq.(1.37) e substituindo ol em Eq.(1.25) fica-se com a solugéo
do problema.

4. EXEMPLOS DE APLICACAO
Apresentam-se de seguida alguns resultados ilivssat

4.1.Placa adaptavel

Considere-se uma placa laminada de dimensdes 8Q8B0W (L, xL,xH;), cOom
empilhamento [{0°, pm}, {0°, p}, {0°, c}, {90°, p}{90°, c}] (c: compdsito, p: piezoeléctrico,
pm: piezomagnético), em que todas as laminas sdPmae de espessura, e 0s materiais
possuem as seguintes propriedadesC¢-f320.0 [GPa], C,, =1.5, C;3 =0.95, C,, =10.06,

Cp3 =12, Cyy =56, Cy =115, Cy; =24, Ce =16.3; ¢; =0=h; =d,,; &; =30.65 [pF/m],



&9 =80.65=&3 5 fhy = Hoy =5.0 [UH/M], 15 =10.0}, p-{ C;; = C,,=138.499[GPa}, C,, =77.371,
Cp3 =Cyy = 73.643, Cy3=114.745, C,, =Cs5 =25.6, Cg =30.6; e =ey, =12.72[C/m7,

eg ey =52, ey =15.08;  h;=d, =0; & =& =13.06  [nF/m], &, =11.15;
Uy = Mgy = 5.0 [UHIM], s =10.0}, pM-{ C;; = C5,=286.0[GPa], Cy, =173.0, Cy3 = Cyy = 170.5,
Cy3 =269.5,  Cpy=Cy; =453,  Cg=56.5;  ¢;=0=dy,, & =& =08  [nF/m],

hys = hyy =550.0[T], hy; =hgy =580.3, hyy =699.7; 14, = lyy =—=590.0 [MH/M], 1455 =157.0}.
Nas interfaces entre laminas tém-se as seguintebodes:
o) ==5[mm]: 7} =Ty =T, =0[Pa]; DL (x{)=0[C/m?]; ¢ =5[A/m?]

x? =-3,xY =1: ¢, =50 sen[%} sen[%j V1 5« =-1,x9 =3:¢,=0[V]
2

xg6) =5: T1 = T2 =0; TS(xl,xQ) = —1000%n[%}sen[%}; D§5)(xg6)) =0; éh =1
2
e condi¢cbes de continuidade nas restantes fung@eserever.

Na Tabela 1 e nas Fig 2 a Fig 5 apresentam-se saldas resultados obtidos. Como as
condicdes de fronteira sdo exactamente represenpadaima expanséo de Fourier (s6 existe
um termo), esta solucao é exacta.

Tabela 1. Valores de diversas variaveis nos pdito&0,10x5 ) e P2:(50,60%,) [mm] do laminado.

Ponto w[nm]  wug[nm] oy, [kPa] oy, [kPa] @ [V] D, [HC/mz] B, [mT]

P1:5 8.952 -20.732 -65.532 0.0 0.0 0.0 1.330
P1: 4 8.349 -20.793 -62.663  -0.484 0.0 0.0 1.335
P1:-2 3.788  -24.651  79.041 0.140 6.712 11620  QL.41
_ 84.846 -20.727
PL:-3 2934 -25745 .0 3.088 13530 o 1.430
P1:-5 2137 -26.015 -24.555 0.0 13.458 -1.021 834
P2:2  -7.379 -53.348 176.054  -0.982 16.218 16.723 3.263
_ 187.318 26.375
P2:1 6605 -56.244 ~.'~0° 3184 32664 o0 3.201
P2:0  -5.033 -56512 -5.220 -0.092 16.305 0.170  23.3
P2:-4  -2523 -62554 -73.253  -1.394  32.535 1.022 2.493

pP2: -5 -2.137 -62.806  -59.280 0.0 32.492 1.021 08.4
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Fig 2. Distribuicdes ao longo da espessura do daslento e potencial eléctrico na posi¢édo P1:(29,10,
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Fig 3. Distribui¢cbes ao longo da espessura de coerges de tensdo normal na posi¢éo P1:(20,10,.).
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Fig 4. Distribui¢cbes ao longo da espessura de coerges de tenséo de corte na posi¢do P1:(20,10,.).




-0.001 5 £ ™ -0.001
-0.002 3 /M//‘/x/'; £ -0.0025
-0.003 5 F -0.003 5
-0.004 E 00047 _/.///
-0.005 ~+—— e ———+  -0.005

-8.0E-006 -4.0E-006 0.0E+000 -4,0E-003 -2.0E-003 0.0E+000 2.0E-003

0005 b Ly 0005t b
0.004 | = 0.004 | =
0.003 5 0003 =
0.002 - // £ 0002 2
— 0.001 E — 0.001 =
% 0.000 | = % 0.000 < =
x 4 E

D, [C/m?] B; [T]
Fig 5. Distribuicdes ao longo da espessura de coemges do deslocamento eléctrico e campo magreitico
P1:(20,10,.).

4.2.Placa adaptavel delaminada

Este exemplo é baseado no anterior, mas nas itegsrfantre laminas foi adicionada a
aplicacdo das seguintes condi¢des de valor impasioterface (4):

x§4) :l:flA’1 :Tz =0[Pa]

com condi¢cdes de continuidade nas restantes funed@sescrever. A solugdo obtida
corresponde a de uma placa delaminada ao longoteidace entre a lamina (3) e a lamina
(4), ou seja, a tensdo de corte foi assumida redaaninterface. Os resultados encontram-se
na Tabela 2 e nas Fig 6 a Fig 8.

Tabela 2. Valores de diversas variaveis nos pdito@0,10x, ) e P2:(50,60,4) [mm] do laminado
delaminado.

Ponto w[nm]  w[nm] oy [kKPa]l g, [kPa] @ [V] DZ[uC/mZ] B, [mT]

P1:5  16.790 -20.163 -41.176 0.0 0.0 0.0 1.330
Pl:4  16.323 -20.276 -36.440  -4.779 0.0 0.0 1.335
Pl-2 2019 -24.499 74117  3.726 6.712  -10.482 (L4l
_ 79.974 -19.830
P1:-3 1194 25599 0.0 10122 13530 TS BC 1430
P1:-5 0419 -25.879 -33.655 0.0 13458  -1.021 834
P2:2 -15.778 -52.562 175302 5084 16220  14.870 3.263
., -15.112 186.656 24.859
P21 oo 55805 o020 0.0 32664  ‘Joay 3291
P2:0  -2.680 -56.103 -7.716 1002  16.305 0017  B.32
P2:-4 0797 -62.212 -95.147  -4.699  32.535 1.022 2.493

pP2: -5 -0.419 -62.477 -81.251 0.0 32.492 1.021 08.4
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Fig 6. Distribui¢cbes ao longo da espessura de coerges do deslocamento na posigéo P1:(20,10,.).
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Fig 7. Distribui¢cbes ao longo da espessura de coemges de tensdo normal e de corte na posicac0Ro(3.
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Fig 8. DistribuicBes ao longo da espessura de coemges do deslocamento eléctrico e campo magrestico
P1:(20,10,.).

Da observacédo dos resultados para ambos os lamsivadifica-se que as formas das varias
curvas sdo analogas, embora o laminado delamirmgaomais flexivel e possua um campo de
deslocamentos com as componentes alinhadas caerfade (4) descontinuas.

Dado tratarem-se de laminados espessos, verificasas perfis de deslocamento e tenséo
segundo a espessura possuem formas bastantearesgul



5. CONCLUSOES

Os vérios resultados podem ser utilizados parartesbdelos numéricos. Outros exemplos
envolvendo varias harmoénicas poderiam ser apret@s)tanas nessa situacdo a solugdo nédo
sera exacta.

Podem também analisar-se problemas ndo homogéeexistir forca aplicada por unidade
de volumef, ou carga eléctrica por unidade de volumg cujas distribuicbes tém de ser
dadas na forma adequada de série de Fourier segundg com a variagdo segunde,)
podendo ser arbitraria, a semelhanca das equagpék 7, chegar-se-a a um sistema de

equacdes diferenciais similar ao da Eq.(1.20), més homogéneo, que pode escrever-se
como:

QP (xy) = AL QP (xy) +alk) (x5) (1.38)

A solucéo de ser obtida directamente da formulaat@cédo das constantes [Costa (1998)],
dada por:

x(k+1)

_ 3 _
Q) () = F ) (F ) QUG + Ry [ (FL)) alhio)ds
(k)
*3

(1.39)

x(k+1)

3 -
Q) () = PA QU ) + PRy [ (PE) alh) (s)ds

k
o

em queF e P sdo as matrizes solugdo fundamental e principadlad para o problema
homogéneo. A solucéo para todo o laminado é olaiiaando as respectivas condigbes de
fronteira. Outro modo é obter uma dada solucddqodat do problema ndo homogéneo e
adicionéa-la a solucao geral do problema homogéneo.

Encontram-se na literatura outras referéncias igeidem sobre o caso dinamico [Srinivas &
Rao, 1970 e Heyliger & Saravanos, 1995] e sobreaglacom condi¢cbes de fronteira
arbitrarias ([Vel & Batra 1999, 2000; Vel et alQ@]), embora os resultados numéricos
apresentados sejam poucos devido a complexidadenera de calculos necessarios. Este
trabalho sera estendido também ao caso dinamico.
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