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Entrevista com Jiirgen Jost

“In mathematics, what is your creative process? How do your ideas take shape?

I don’t know whether there is any general answer to that, because it depends on the particular
problem. But of course, since I've explored many different fields, I know some techniques or methods
from different areas that I can then bring to bear on a problem. For example, at the beginning of
my career I was combining geometry and analysis, and in particular nonlinear partial differential
equations and the calculus of variations. . .

“..80, combining different fields can make you productive because then you have access to
different concepts and methods. I did this also for example when, later on, I moved to discrete
mathematics. Ezxploring analogies between Riemannian geometry and graph theory helped me a lot
to understand and address questions in discrete mathematics from a different perspective than the

people who are usually working in these fields.”

Raffaella Mulas (Jirgen Jost’s former PhD students) interviewed him

in November 2023, during his visit at VU Amsterdam,

https://vu.nl/en/news/2023/interview-with-jurgen-jost.
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1 Geometria hiperbdlica, sistemas dinamicos e redes com-
plexas

1.1 Introducao

Esta licao-palestra-seminario tem como objetivo principal sensibilizar os nossos alunos para o
facto de as areas na Matematica nunca serem estanques e que o trabalho de colaboracao, cruzando
diversos saberes, enriquece a Ciéncia. Também ilustra o meu percurso de ensino-investigacao no
passado, no presente e os desafios para o futuro. O grande matematico portugués Sebastiao e Silva
afirmava que: 7 Seria possivel dizer o que é a Matemdtica se esta fosse uma ciéncia morta. Mas
a Matemdtica é, pelo contrdrio, uma ciéncia viva, que se encontra hoje, mais do que nunca, em
rapido desenvolvimento, proliferando cada vez mais em novos ramos, que mudam nao s a sua
fisionomia, como até a sua esséncia.” (https://clube.spm.pt/news/4260)

Neste caso o belo campo da geometria hiperbdlica, nomeadamente na sua intima ligagao com
os sistemas dinamicos, emerge como uma ferramenta poderosissima, na linha de investigagao da
teoria de redes complexas.

Como o nome indica o conceito de hiperbdlico(a) é o fio condutor nas questoes abordadas
nesta licao que ¢ dirigida aos alunos desta unidade curricular. Contudo, a linguagem e formalismo

(rigorosos, mas nao herméticos) permitem que seja apresentado a alunos de outros cursos.
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1.2 O conceito de hiperbdlico ao longo dos tempos e em diversas areas
de conhecimento.

Figura 1: No lado esquerdo a passarela Corporation Street Bridge em Manchester e no lado direito
corais marinhos (National Geographic).

Em primeiro lugar apresentamos algumas notas introdutdérias tanto do ponto de vista histérico/societério
quanto matematico, enquadrando o adjetivo “belo” utilizado para descrever o conceito de hi-
perbdlico e, com énfase especial na geometria hiperbdlica. Exemplificaremos este conceito em dreas

da cultura como a musica, a arquitetura ou a literatura [Hua 23], [Gaw 13], [Net 17] e [Emm 05].

1.3 Geometria hiperbdlica

Poucos tépicos tém tanto peso historico e conceptual como a geometria hiperbdlica. Estao as-
sociados a ela os nomes de grandes matematicos, como Gauss, Lobachevsky, Bolyai, Klein ou
Poincaré. O seu desenvolvimento incrivelmente fértil estd relacionado com o (re)nascimento de
conceitos como os espacos projetivos, grupos fuchsianos, espago-tempo de Minkowski, entre outras
nocoes decisivas para a matematica moderna e fisica, incluindo a estrutura matemaética da teoria

da relatividade de Einstein!
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Nas subsecoes seguintes introduzimos ferramentas necessarias para uma compreensao da geo-

metria hiperbdlica [Gra 02].

1.3.1 Plano hiperbdlico.

Para compreender a identidade do principal protagonista desta subsecgao, o espago hiperbdlico,
como modelo do objeto geométrico de curvatura negativa constante introduzimos a nogao de cur-
vatura.

Ao contrario da geometria esférica, é impossivel incorporar isometricamente uma superficie
infinita simplesmente conexa de curvatura negativa constante no espacgo euclidiano de dimensao
3. Assim, para visualizar a geometria hiperbdlica, temos de recorrer a modelos. Apresentaremos,

duma forma breve, vérios modelos do plano hiperbélico [Can 97],[Gra 02].

1.3.2 Modelos do disco e do semiplano de Poincaré.

Como a ligacao da geometria hiperbdlica aos sistemas dinamicos e as redes complexas se desenvolve
no disco e no semiplano de Poincaré, detalharemos um pouco mais estes modelos. Na verdade
Poincaré redescobriu os modelos de semiplano e de disco em 1882 e revelou a ligagao entre a
geometria hiperbdlica bidimensional e a geometria complexa, especialmente por meio dos grupos
fuchsianos e fungdes automdrficas ([Poincaré 1882] , [Poincaré 1902]).

1.3.3 Geodésicas e isometrias.

Uma vez que as isometrias, ou as bijecoes que preservam a distancia destes dois modelos, sao exa-
tamente as transformagoes lineares fracionarias ou aplicacées de Mobius, como mostrou Poincaré,
iremos rever estas aplicagoes e também o conjunto de todos os automorfismos conformes de D ou

H. Introduziremos, nestes modelos as métricas e as geodésicas [Gracio 2002].
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No lado esquerdo a passarela Corporation Street Bridge em Manchester e no lado direito corais

marinhos (National Geographic).

1.4 Redes complexas

Finalmente, nesta introdugao, serao referidas algumas nogoes sobre sistemas complexos e redes,
criando o pano de fundo do que se pretende explorar. Daremos algum destaque a trés tipos
de redes emblemdticas, redes aleatérias, redes Mundo Pequeno (small-world) e redes Sem-Escala
(Scale-Free). Nos tltimos anos, essas categorias estimularam um grande interesse no estudo dos
principios de organizagao subjacentes de varias redes complexas o que levou a avancos draméaticos
neste campo emergente e ativo de investigacao ([Erd-Ren 59],[Erd-Ren 60]), [Dor 03], [Wat-Str 98],

[Bar-Alb, 99], [New 03], [Str 06], [Gra 14], [Gra 18], [Coo 05] [Por 16].

1.5 Geometria hiperbdlica e sistemas dinamicos

Na segunda parte, apresentaremos a intima relagao entre a geometria hiperbdlica e os sistemas

dinamicos.

1.5.1 Fluxo geodésico de curvatura negativa

Esta apresentacao é feita através dum exemplo incontornéavel - o fluxo geodésico numa superficie
compacta de curvatura negativa. Este exemplo é tao importante que seria possivel escrever a
historia da teoria dos sistemas dinamicos no sec. XX com base na evolugao dos varios trabalhos que
estudaram o comportamento do fluxo geodésico numa superficie compacta de curvatura negativa

[Hadamard 1898], [Ser 81], [Bow 79], [Gra 02] , [Gra 02] e [Gra 10].
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Figura 2: Dominio fundamental (em [Gra 06]).

1.5.2 Regioes fundamentais e grupos fucshianos.

Introduziremos definigoes e resultados que estabelecem uma ponte entre a dinamica, a topologia e a
algebra. Consideraremos o importante caso duma superficie M de género 2 por ser mais adequado
na construgao dum dominio fundamental (Figura 2 ), ([Jos 97] e [Gra 10]).

Existem muitos espagos interessantes associados a uma superficie M. Para estudar sistemas
dindmicos em M, considera-se o grupo de automorfismos do préprio M; para estudar a geometria,

os gedmetras interessam-se pelo espaco de Teichmuller.

Figura 3: Superficie compacta de Riemann de género 2 e colar geodésico (em [Gra 10]).



1 Geometria hiperbdlica, sistemas dinamicos e redes complexas 7

1.5.3 Espacgo de Teichmuller e coordenadas de Fenchel-Nielsen

No nosso caso, estamos interessados em ambas as abordagens e nas relages entre elas. Assim,
introduziremos brevemente o espago de Teichmiiller e um sistema de coordenadas globais do espago

de Teichmuller: as coordenadas de Fenchel-Nilesen [Mas 99], [Im-Ta 92] e [Gra 10].

1.6 Geometria Hiperbodlica e Redes Complexas

Observable network topology

Hidden met

Figura 4: Hidden metric space (https://www.caida.org/catalog/papers/2008_self_similarity /analysis/)

7...Este artigo ([Krioukov, 2010]) realmente deu o tom para a nova década. Costuma-se dizer
que a vantagem de publicar cedo wm tema novo € que nao € preciso ter muito cuidado, mas este
é um artigo com ideias inovadoras e rigor. Outra marca registada desta grandeza € que demorei
muito para apreciar sua grandeza. Por um tempo, pensei que era apenas uma forma inventada de
modelar redes...”, Mason Porter, blog, October 21, 2019.

Recentemente, na comunidade cientifica de redes, o interesse pelas caracterizagoes geométricas
de conjuntos de dados de redes reais tem crescido com um ritmo notavel.

Por um lado, esta questao tem de facto muitas aplicagoes como as que sao relacionadas com pro-

blemas de encaminhamento na Internet ou a detecdo de comunidades [Les 09], [Adc 13], [Don 04]
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e [Cao 13]. Paralelamente, diferentes defini¢oes de curvaturas de redes foram propostas por ma-
temdticos [Lin 10], [Lin 11], [Bau 11], [Kell 11], [Gro 87], [O1l 09]. Por outro lado, a caracterizacao
da hiperbolicidade de conjuntos de dados de redes reais tem ganhado forga gragas ao desenvol-
vimento de modelos de rede incorporados em planos hiperbdlicos [Krio, 10], [Bog 21], [Ast 05],
[Papa 12], e com a defini¢do de alfa -hiperbolicidade de redes, conforme foi proposto por Gromov
[Jon 13], [Jon 19], [Che 13].

A ligacao entre a geometria hiperbdlica e as redes complexas fornece informacao valiosa em
duas diregoes principais: partindo de redes aleatérias para redes reais complexas e de redes reais

para redes hiperbdlicas [Ser 22] , . [Bla 16].

1.6.1 Duma rede aleatéria hiperbdlica a uma rede real complexa

A geometria hiperbdlica constitui a base de um modelo natural e explicativo para as redes do mundo
real. Os grafos aleatoérios hiperbdlicos sao obtidos escolhendo pontos aleatérios no plano hiperbélico
e ligando pares de pontos que sao geometricamente proximos. As redes resultantes partilham
muitas propriedades estruturais, por exemplo, com as redes sociais online, como o Facebook ou o

Twitter. Assim, elas sdo adequadas para andlises algoritmicas num ambiente mais realista.

1.6.2 Duma rede real complexa a uma rede hiperbdlica.

Partindo de uma rede do mundo real, a geometria hiperbdlica é adequada para incorporagoes
métricas. Os vértices de uma rede podem ser mapeados para pontos desta geometria, de modo
a que as distancias geométricas sejam semelhantes as distancias no grafo. Tais incorporagoes
tém uma variedade de aplicagoes algoritmicas que vao desde aproximagoes baseadas em algorit-

mos geométricos eficientes até ao encaminhamento ganancioso usando exclusivamente coordenadas
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hiperbdlicas para decisdes de navegacao [Bian 15] e [Bla 16].

1.7 Um exemplo na literatura

Na quarta parte desta licao apresentamos um trabalho realizado na area da literatura e o mesmo
trabalho agora com a ligacao entre a geometria hiperbdlica e as redes complexas.

1.7.1 Reconhecimento de autoria dos textos da obra Historia Augusta.

O reconhecimento da autoria e do estilo literario de um escritor tém sido temas frequentes de
investigacao. Hoje, uma nova abordagem para representar e modelar sistemas complexos ganhou

forca e revelou-se poderosa: as redes complexas [Aki 17], [Linz 20].

Historia Augusta

Figura 5: Capa de uma edigao de 1698 da Historia Augusta na Abadia de Ettal, Alemanha.

Comegamos por apresentar um trabalho realizado neste ambito: utilizdmos uma rede de co-
ocorréncia de palavras para reconhecimento de autoria de textos em latim. Os textos latinos objeto

deste estudo sao excertos da Historia Augusta, uma colecao de biografias de imperadores romanos
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que se estende desde Adriano que comegou a reinar em 117 d.C., até Caro e seus filhos Numério e

Carinus, isto ¢, até aos anos 284-285 d.C [Gra 21].
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Figura 6: Grafo duma parte da rede de co-ocorréncias, in [Gra 21]

1.7.2 Reconhecimento de autoria dos textos da obra Historia Augusta com utilizagao
da geometria hiperbdlica.

No trabalho anterior [Gra 21] foram utilizadas redes tradicionais de co-ocorréncia. Apesar do rela-
tivo sucesso em diversas aplicacoes, estas redes nao conseguem estabelecer ligagoes entre palavras
semelhantes sempre que estas se posicionam em ”lugares”distantes no texto. Para melhorar a
resolugdo desta questdo utilizamos o método de incorporacio (“embeddings”) de palavras como
ferramenta para criar ligagoes virtuais em redes de co-ocorréncia, para melhorar a qualidade dos
sistemas de classificagao. E construida uma nova abordagem para a construgao de incorporagoes
de palavras, que capturam a hierarquia latente dos textos, no espaco hiperbélico [Dhi 18], [Nic 17]

[Gra 25].
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2 Desafios

Ao longo desta ligdo, procurou-se evidenciar as potencialidades das redes complexas na resolugao de
problemas em diferentes contextos. Na conclusao, sao apresentados alguns dos principais desafios
atuais da aplicagao das redes complexas em dominios tao diversos como a medicina, a literatura e
a propagacao de incéndios rurais. Estes desafios incluem a necessidade de melhorar modelos predi-
tivos, desenvolver ferramentas computacionais mais eficientes e criar métricas mais robustas para
andlise de dados. Trabalhos recentes exemplificam essas diregoes. [Jos 23], [Gra 21b], [Gra 23],

[Gra 24].
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