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Capitulo 1

Introducao

Este Relatorio integrante das Provas de Agregacao constitui uma oportunidade para fazer um
balango e reflectir sobre a experiéncia cientifica e pedagbgica de leccionagao de uma Unidade

Curricular que foi criada de raiz pela autora do mesmo.

1.1 Decisivas contribuicoes para esta opcgao

1.1.1 - José Sousa Ramos

Comeco por transcrever o inicio da minha tese de doutoramento que se mantém atual:

“...Em relacao ao Prof. J. Sousa Ramos parece-me dificil nalgumas linhas exprimir toda a
minha gratidao. Foi com ele que iniciei a aventura que este trabalho constituiu e tive a ventura de
poder sempre contar com o seu estimulo intelectual demostrando os seus invulgares conhecimentos
matemdticos e com a sua orientacdo competente, empenhada e afetuosa, capaz de superar qualquer

ameaca de desdnimo...”

Na memoria de todas as pessoas que conheceram Sousa Ramos permanecera a natureza nobre
do seu carater humano feito com extrema simplicidade e modéstia, bem como a sua enorme e
sistematica dedicagao aos seus alunos, dia apds dia, ou a lembranga do seu delicioso entusiasmo

compartilhando a sua vasta cultura tanto em matemaética quanto em fisica.
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Além disso, José de Sousa Ramos deixa uma vasta e notavel heranga escrita, muito mais
rica do que poderia sugerir a mera contagem de duzentos artigos em revistas internacionais com
arbitragem. A maior parte dos seus artigos foram no campo de sistemas dindmicos discretos e a
partir de seu trabalho podemos ter uma nocao do alcance da sua vasta cultura cientifica: equagoes
funcionais, algebras C*, funcoes zeta, grupos hiperbdlicos e muitos outros e, em particular, na
din&mica simbolica.

A importancia do trabalho cientifico de José Sousa Ramos residia na sua grande capacidade
criativa e na sua autonomia mental, as vezes colocando-o muito & frente dos seus colegas com
pensamentos originais e reflexdes posteriores, que, precisamente por essa razao, resultaram em
transgressoes do pensamento e, naturalmente, ideias para depois lapidar. Nada surpreendente
para quem esta habituado a reflexao cientifica, e sabendo que a verdade cientifica nunca irrompe
como uma pocao destilada e é, no principio, uma conquista feita pelo uso imperfeito de ferramentas
que serao aperfeigoadas no futuro.

Podemos dizer que José de Sousa Ramos criou uma verdadeira escola de mateméatica que é,
em si, uma rara e notavel conquista, como a alcancada ha meio século pelo eminente matematico
portugués José Sebastido e Silva cujos efeitos perduram até hoje. Quem conheceu José Sousa
Ramos, sempre o viu rodeado de estudantes. Tomamos a liberdade de o nomear Mestre. Sim, ele
era 0 Mestre; em todos os niveis, comegando a nivel cientifico e terminando a nivel pessoal.

Talvez tenham sido os seus ensinamentos nomeadamente na capacidade de ousar que me levaram
a propor que esta disciplina incorporasse um plano curricular dum programa de doutoramento em
Matemética e a escolher esta disciplina, onde se cruzam varias areas cientificas, para ser alvo do

relatorio das provas de agregagao.

Uma frase dum poema de Anténio Machado traduz bem a sua forma de estar:



1.1 Decisivas contribuicdes para esta op¢ao

“Caminhante nao hd caminho — o caminho faz-se caminhando”.

1.1.2 - Christian Mira

Christian Mira foi pioneiro no estudo de sistemas dindmicos (comportamento equagdes recorrentes
nao lineares, em linha com o trabalho de Henri Poincaré em Franga, George David Birkhoff nos
Estados Unidos e a escola soviética de Aleksandr Andronov e Lev Pontryagin), levando a sua
equipa a pesquisas fundamentais sobre este tema com Igor Gumowski da Universidade Laval de
Quebec.

Tive o privilégio de ter sido orientada no meu trabalho, em Franga, pelo Prof. Christian Mira
(1998/99) e de ter beneficiado do seu saber. Devo-lhe a permanente disponibilidade para a permuta
de ideias e os frequentes conselhos que tao cordialmente me concedeu. Abriu-me as portas para
entrar no chamado “grupo de Toulouse” (que na altura se chamava Groupe d’Etudes des Sistémes
Non Linéaires et Applications no INSA) que permitiu o estudo dos sistemas dinamicos com uma
visao abrangente, geométrica, computacional, também aqui aberta a enveredar por caminhos ainda

nao muito caminhados.

1.1.3 - Ton Coolen

Ton Coolen ¢é atualmente professor na Radboud University, foi professor no King’s College London
e na University of Oxford, sendo os seus principais temas de investigagao activos o desenvol-
vimento e aplicagdo de métodos de inferéncia estatistica e de aprendizagem automética para a
analise preditiva de dados de alta dimensdo em medicina (com énfase na investigacao do cancro),
o desenvolvimento de métodos matemaéticos e estatisticos para a modelacao e anélise de sistemas

complexos de muitas varidveis (com aplicagoes em fisica, ciéncias biomédicas, ciéncia da computa-
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¢ao e economia) e andlise matematica de redes e graficos aleatorios. Também trabalha com redes
neuronais, processos estocésticos, imunologia e ciéncia de dados.

Foi durante a minha dispensa sabatica em 2010 no Kings College London, trabalhando com
Ton Coolen, professor no departamento de Matematica, sobre a nogao de entropia em redes, que
amadureci a ideia de propor para o curso de doutoramento de Matematica na Universidade de Evora
uma disciplina de redes Dinamicas. Nas multiplas, desafiantes e gostosas conversas de trabalho,
em é&reas desde a Fisica, Biologia, Economia, Informética, Misica e, obviamente Matematica e
nos encontros semanais do Disordered Systems Group, tomei consciéncia que o nosso programa de
doutoramento precisava deste reforco em termos da sua estrutura curricular. Ao trabalhar numa
equipa multidisciplinar liderada pelo Ton, num projeto relacionado com a investigagao do cancro
com médicos do Guy Hospital, foi para mim evidente que, nodos matematicos, deviamos envolver-
nos em temas como este e para isso era necessario existir um suporte tedrico que permitisse uma

linguagem de intercambio.

1.1.4 - Mason Porter

E atualmente professor no Department of Mathematics, University of California, Los Angeles
(UCLA) (desde 2016) e foi professor de Nonlinear e Sistemas Complexos no Mathematical Insti-
tute, University of Oxford. Tem interesse em diversas areas da matematica aplicada e estd sempre
em busca de novas areas para experimentar. Alguns destes temas sdo Dindmica Nao Linear e Caos;
Ondas nao Lineares, Caos Quéntico, Ciéncia de Redes, Analise de Redes Sociais, Biologia Matema-
tica (incluindo redes biolégicas) e Sincronizagdo. O seu percurso, de matematico especializado em
Sistemas Dinadmicos que, entretanto, comegou a trabalhar em teoria de Redes, levou-me a propor
uma colaborac¢ao que se concretizou.

Durante a minha sabatica na UCLA, em 2017, onde trabalhei com Mason sobre Geometria
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Hiperbolica e Teoria de Redes, um dos temas das muitas sessoes de trabalho que se caracterizaram
por interessantes conversas sobre diferentes temas, cientificos, pedagogicos, jornalisticos, foi o que
deveria ser melhorado num curso que Mason lecionou, quando estava em Oxford, de Redes Din&mi-
cas. A sua forma de interagir com os seus alunos de doutoramento de diferentes paises, provocando
verdadeiras discussoes cientificas, acesas, nos encontros semanais do grupo que liderava, foi muito

pedagogico. Na verdade esta estadia ajudou a implementar a lecionagao desta disciplina.

1.2 A era da producao em larga escala de dados!

Nas ultimas décadas, a nossa capacidade de colecionar e armazenar vastas quantidade de dados
aumentou dramaticamente. Isso inclui dados socioeconodomicos, ligacoes sociais entre individuos
ou redes de colaboracgao profissional; dados de trafego em sistemas informéaticos e de telecomunica-
coes, redes de satélites, internet, redes elétricas, ligacoes ferroviarias, rodoviarias ou aéreas e redes
de distribuigao.

Recolhemos e processamos grandes quantidades de dados geoldgicos e meteorologicos, dados
sobre o nivel do mar, poluigao do ar e da agua, registos vulcinicos e sismicos e tamanhos de
camadas de gelo polar e glacial. Finalmente, vimos uma explosao nos tltimos anos de dados
biomédicos, como dados experimentais sobre bioquimica, processos e estruturas nos niveis celular,
sub-celular e mesmo molecular, as topologias de sistemas compostos complexos de sinalizacao e
processamento de informagoes, como o cérebro ou o sistema imunolégico, dados epigenéticos, dados
epidemiologicos e grande nimero de registos de pacientes com informagoes clinicas.

Alguns factos actuais: a internet tem 2400 de milhdes de utilizadores, 50000 milhdes de paginas
da Web indexadas e mais de 600 milhoes de servidores Web e, a partir de 2022, aproximadamente
97 por cento das empresas estao a investir no poder crescente do big data. Na figura podemos

observar a Internet em exibicao com 5 milhoes de arestas
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Figura 1.1: Internet com 5 milhdes de arestas.

Deve haver uma razao para armazenar esse vasto volume de dados. Deveria ser, o desejo de
entender o comportamento dindmico do sistema complexo que gerou os dados, para prever com
precisao razoavel a sua evolugao futura e a sua resposta a perturbagdes ou intervengoes, ou para
compreender a sua formacado. Podemos querer melhorar e optimizar a eficiéncia de um sistema,
projetar controles regulatorios eficazes ou, no caso da medicina, entender e tratar, ou melhor,

prevenir as doengas.

Infelizmente, o que acontece atualmente no nosso Mundo faz-nos pensar que, nem sempre, esses

sa0 os objectivos que orientam as aplicacoes do progresso cientifico.

Quando estudamos um processo dindmico, preocupamo-nos com o seu comportamento como
funcao do tempo, espago e seus parametros. Existem numerosos estudos que examinam quantas

pessoas estao infetadas por um contagio biologico e se ele persiste de uma estacdo para outra.

Todos esses estudos tém algo em comum: a dindmica estd ocorrendo em um conjunto de
entidades discretas (os nodos numa rede) que estdo conectadas umas as outras através de arestas
de alguma maneira nao trivial. Isso leva & pergunta natural de como a conectividade nao trivial
subjacente afeta os processos dindmicos. Esta é uma das questoes mais importantes em ciéncia de

redes.

E importante realgar que nao s6 a estrutura da rede pode afetar a dindmica dos processos
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numa rede, mas também que os processos dindmicos podem afetar a prépria dindmica da rede.
Por exemplo, quando uma crianca fica com gripe, ela pode nao ir & escola por alguns dias, e essa
mudanca temporaria na atividade humana afeta quais os contatos sociais que ocorrem, o que pode,
por sua vez, afetar a dindmica da propagacao da doenca.

Para sistemas pequenos e simples a traducao da observagao em compreensao qualitativa e
quantitativa do design e da funcao geralmente nao é dificil.

No entanto, se recolhermos dados sobre sistemas complexos com milhoes de variaveis que intera-
gem de forma néo linear, apenas tendo uma lista das suas partes, das suas conexoes, as observacoes
de seus padroes coletivos de comportamento ja nao sao suficientes para entender como esses siste-

mas funcionam.

1.3 A matematica na vanguarda do conhecimento!

A medida que enfrentamos desafios globais como mudancas climéticas, pandemias e a necessidade
de fontes de energia sustentaveis, a matematica continua a ser um pilar para encontrar solugoes
inovadoras. Com a explosao de dados e o advento da era digital, a matemaética tornou-se ainda
mais crucial. A matematica, na vanguarda do conhecimento, nao é apenas uma ferramenta; é
um motor do progresso humano, capaz de transformar a maneira como vemos e interagimos com
o mundo. Mas para que continue a desempenhar um papel central no avango do conhecimento
humano, os matematicos devem ser ativos, colaborativos e criticos, ajudando a moldar as solugoes
para os desafios mais urgentes da sociedade contemporanea. Transcrevo dois textos que enquadram
estes desafios.

Consideremos nas afirmacoes de Jiirgen Jost:

[13

......Portanto, como a recolha de dados hoje em dia estd tipicamente & frente da compreensao

tedrica, a matemdtica deveria enfrentar radicalmente a falta de teoria e olhar para o que existe,
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os dados, e ver o que se pode fazer com eles. E aquilo a que pretendo apelar nao sao métodos ad-
hoc para cada conjunto de dados concretos, mas sim uma andlise abstrata dos desafios estruturais
mais profundos. E claro que a matemdtica moderna estd desenvolvida e sofisticada o suficiente
para fornecer ferramentas apropriadas e tteis para basicamente qualquer conjunto de dados, mas
esta, por si s6, € uma perspetiva cientifica demasiado estreita. Para mim, como matemdtico, a
matemdtica € mais do que andlise de dados. Precisamos de um repensar conceptual... [Jos 15].

...Uma perspetiva tradicional consideraria a matemdtica apenas como uma ferramenta quando
conjuntos de dados (possivelmente muito grandes) fossem analisados. Uma das teses deste ensaio
€ que esse proprio processo, a andlise de dados, pode e jd se tornou objeto de pesquisa matemdtica.
Assim, a matemdtica ndo sé serve como uma ferramenta poderosa, mas ao refletir esse papel,
ganha uma nova perspetiva e se eleva a um nivel superior de abstra¢ao. Entao, o dominio de tal
investiga¢ao matemdtica nao € mais um campo especifico, como a fisica, mas a propria técnica
matemdtica. A matemdtica deixa entao de ser, se € que alguma vez foi, uma mera ferramenta
formal para a ciéncia, mas torna-se a ciéncia das ferramentas formais..., [Jos 16]

(Jurgen Jost, Diretor do Max Planck Institute for Mathematics in the Sciences in Leipzig desde

1996).

Peter Grindrod, Desmond J. Higham, Robert S. MacKay, Opportunities at the Mathema-
tics/Future Cities Interface, November 2014.

“...No predmbulo de seu recente livro The New Science of Cities [3], Michael Batty, do Bartlett
Centre for Advanced Spatial Analysis da University College London, discute trés principios centrais
onde explica a sua perspectiva de “redes e fluros” da ciéncia da cidade. O livro de Batty faz uso
de conceitos como modelacao baseada em agentes, teoria dos grafos, cadeias de Markov, problemas

de decisao markovianos, otimizacdo e auto-similaridade/fractais e €, portanto, um excelente ponto
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Figura 1.2: Em 2000, metade da populagao mundial vivia em cidades e as Nacoes Unidas projectam
que atinja 60% em 2030 e que, para o ano 2050, 70% da popula¢ao mundial seja urbana.

de partida para matemdticos que desejam entrar na drea...”

1.4 O século da complexidade !

Figura 1.3: Sephen Hawkings.

O século XXI tem sido amplamente referido como o "século da complexidade", uma afirmagao

que ganhou destaque nas palavras de Stephen Hawking. De acordo com Hawking, este serd o
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periodo em que a ciéncia e a tecnologia se concentrarao na compreensao dos sistemas complexos.
Ele previu que, & medida que a ciéncia evolui, serd necessario abordar fenémenos que envolvem
interacoes complexas, como o comportamento das redes sociais, a dindmica do clima e até mesmo
as estruturas biolégicas no nivel molecular.

Essa visao de Hawking ecoa em diversos campos, como a teoria dos sistemas dindmicos, a
inteligéncia artificial e a modelagao de redes complexas, onde a matematica desempenha um papel
fundamental.

Além disso, este século tem visto o aumento exponencial de dados gerados por tecnologias
emergentes. A compreensao de como esses dados interagem num nivel macro, levando em conta
as interagoes complexas, é uma das grandes fronteiras do conhecimento. Por outras palavras, a
"ciéncia da complexidade"é uma chave para a inovagao futura.

A percecao de que estamos inseridos e cercados por diversas redes e que estas possuem um
papel central em diversos aspetos de nossas vidas, vem crescendo vertiginosamente durante a

ultima década, tanto no meio académico quanto no publico em geral.

1.5 A razao da existéncia da disciplina Redes Dinamicas

Com um trabalho pioneiro na evolugao de grafos aleatorios, a teoria dos grafos é frequentemente
citada como a base matematica de ciéncia de redes. Apesar desta afirmacao, as duas comunidades
de investigacao ainda estdo em grande parte desligadas. E necessaria uma interligaco entre cam-
pos - preenchendo a lacuna entre grafos e redes - e como a ciéncia de redes pode beneficiar de tal
influéncia. A ciéncia de redes, através de uma abordagem mais matemaética, pode sugerir leis sub-
jacentes de comportamento e prever redes complexas que descrevem fenémenos da natureza ainda

nao observados. Ao incorporar ferramentas de diversas areas - como teoria dos grafos, algebra
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linear computacional, sistemas dindmicos, otimizagao, fisica estatistica, probabilidade e outras -,
torna-se essencial para aplicagdes em quase qualquer campo imaginével. Assim, a inser¢ao de dis-
ciplinas dedicadas ao estudo das redes nos curriculos de fisica, estatistica, ciéncia da computagao,
ciéncias sociais e organizacionais revela-se de suma importancia, com destaque especial para os cur-
sos de graduagao e pos-graduagao em Matematica. O objetivo é fomentar a coabitagao harmoniosa
entre a modelagao matematica e o enquadramento teoérico, dotando os alunos de conhecimentos e
ferramentas que lhes permitam decifrar e compreender a literatura de investigagao contemporanea.

Ensinar esta disciplina de redes dindmicas tem sido muito desafiante. Os principais desafios
incluiram encontrar o equilibrio certo, especialmente dadas as diversas formagoes dos alunos, entre
rigor matemaético e modelos, métodos analiticos e computacionais e, numa fase seguinte, relacioné-
los com conjuntos de dados reais.

Alguns problemas e miniprojetos do curso requerem a aplicacido de recursos do mundo real,
envolvendo grandes conjuntos de dados, o que dificulta a tarefa de torna-los igualmente acessiveis

a estudantes com variados graus de competéncia computacional.
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1.6 Estudo do panorama geral dos cursos existentes

Tendo em conta que se trata de um assunto tao abrangente e recente, a escolha da estrutura
curricular é delicada. Neste sentido efectuei uma grande pesquisa nos diversos cursos que existem
a nivel internacional e nacional. Congressos como a NESTSCI, que retne muitos dos membros
da comunidade cientifica desta area, tém uma secao inteiramente dedicada ao Ensino em Ciéncia
das Redes. Destaco um detalhado e sistematico estudo (por Sayama em 2016) que decorre destes
encontros, o qual visou recolher e estudar, utilizando a ciéncia de redes, uma série de cursos de
Ciéncias das Redes existentes, bem como as suas estruturas curriculares, que poderemos consultar

nos links seguintes:

—_

. http://barabasi.com /book/network-science

2. http://bingweb.binghamton.edu/sayama/SSIE641/

3. http://faculty.nps.edu/rgera/MA4404.html

4. http://hornacek.coa.edu/dave/Teaching/Networks.11/
5. http://mae.engr.ucdavis.edu/dsouza/mae298

6. http://networksatharvard.com/

7. http://ocw.mit.edu/courses/economics/14-15j-networks-fall-2009 /

oo

. http://ocw.mit.edu/courses/media-arts-and-sciences, mas-961-networks-complexity-and-its-
applications-spring-2011/

9. http://perso.ens-lyon.fr/marton.karsai/Marton Karsai/ complexnet.html

10. https://cns.ceu.edu/node/31544

11. https://cns.ceu.edu/node /31545

12. https://cns.ceu.edu/node/38501

13. https://courses.cit.cornell.edu/info2040 2015fa,/
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

https://iu.instructure.com/courses/1491418 /assignments, syllabus
https://sites.google.com/a/yale.edu/462-562-graphs-and-networks/
https://www0.maths.ox.ac.uk/courses/course/28833 /synopsis
https://www.coursera.org/course/sna
https://www.sg.ethz.ch/media/medialibrary/2014/11/ syllabus-cn15.pdf
http://tuvalu.santafe.edu/aaronc/courses/5352/
http://web.stanford.edu/class/cs224w/handouts.html
http://web.stanford.edu/jugander/mse334,/
http://www2.warwick.ac.uk/fac/cross_fac/complexity /study/msc_ and phd/co901/
http://www.ait-budapest.com /structure-and-dynamics-of-complex-networks
http://www.cabdyn.ox.ac.uk /Network%20Courses/SNA Handbook% 202013-14.pdf
http://www.cc.gatech.edu/dovrolis/Courses/NetSci/
http://www.columbia.edu/itc/sociology /watts /w3233 /
http://www.cse.unr.edu/mgunes/cs765/
http://www-personal.umich.edu/mejn/courses/2015/cscs535/ index.html
http://www.stanford.edu/jacksonm /291syllabus.pdf

http://www.uvm.edu/pdodds/teaching/courses/2016-01UVM-303/
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Figura 1.4: Frequéncias dos 20 principais tépicos que apareceram com maior frequéncia nos 30
programas/horérios de cursos (os empates foram incluidos, de modo que um total de 23 topicos
aparecem neste grafico.

As imagens na figura ilustram alguns resultados da analise dos conteiidos programaticos

destes cursos e na figura [I.5] vizualizamos estas frequéncias como uma nuvem de palavras.

graph theory

Figura 1.5: Visualizagdo das frequéncias dos topicos nos programas/horarios dos 30 cursos como
uma nuvem de palavras. Os tamanhos sao definidos proporcionais com as raizes quadradas das
frequéncias dos topicos.

Pode observar-se que os capitulos: exemplos de redes (por exemplo, redes sociais), com alguns

principios bésicos de estrutura de rede, introdugao de redes aleatérias e redes de mundo pequeno
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Network

Figura 1.6: Estao identificados os sete clusters de topicos na estrutura curricular dos cursos.

sao comuns a todos os cursos e que qualquer um dos seguintes subtépicos pode ser considerado,

dependendo do objectivo do curso:

a. Redes sem escala e crescimento da rede
b. Representagao de redes

c. Centralidades

d. Outros topicos sobre estrutura de rede

e. Dinamica de rede

No figura sao detectados sete clusters de topicos na estrutura curricular dos cursos: (1)

exemplos de redes, (2) representacdo de redes, (3) redes aleatorias, (4) estrutura de rede, (5)

centralidades, (6) dindmica de rede e (7) outros.
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Capitulo 2

Descricao da disciplina Redes
Dinamicas

2.1 QOjectivos e competéncias

Os estudantes de doutoramento devem tornar-se investigadores independentes e criativos, capazes
de analisar criticamente e sintetizar ideias novas e complexas, e comunicarem com a comunidade
cientifica e com a sociedade em geral, promovendo avangos cientificos e tecnologicos e construindo
uma, visao critica do conhecimento e da realidade. Como vimos, as redes sao interessantes tanto
matematicamente quanto computacionalmente, e estdo difundidas na fisica, na biologia, na socio-
logia, na ciéncia da informagao e numa infinidade de outros campos. O estudo de redes é uma das
“estrelas em ascensao” do conhecimento cientifico, e as redes tornaram-se num dos assuntos mais
importantes para os matematicos aplicados estudarem. A maioria dos topicos a serem considerados
sao areas ativas de investigacao moderna. Espero que, nesta disciplina, além de desenvolverem um
solido conhecimento e apreciagao de algumas das ferramentas, conceitos e célculos utilizados no
estudo de redes, desenvolvam, também, a capacidade de ler e compreender artigos de investigacao
atuais na area. Neste sentido, e tendo em conta as experiéncias nas estadias em Londres, apre-
sentei a proposta de inclusao, no programa de doutoramento em Matematica, da disciplina Redes

Dinamicas em 2011. Depois da avaliacao pela A3ES deste programa doutoral, esta proposta foi

17
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aceite. E publicada a estrutura curricular e o plano de estudos do curso. (Diario da Repblica,
2.%gérie, N.°62, 30 de marco de 2016).
2.2 Funcionamento da disciplina

A disciplina de Redes Dinamicas foi leccionada pela primeira vez no ano lectivo de 2017/18. No

relatorio da acreditagdo, a identificagao da disciplina é feita na tabela da figura 2.1}

Horas

Unidades Area Trabalho / Horas Observagoes
Curriculares / Cientifica / Duragao / e Contacto / /
= cos 8 Working ECTS .
Curricular Scientific Duration (2) Hours Contact Observations
Units Area (1) 3) Hours (4) (5)
Redes Matematica Semestral 156 45
Dinamicas

Figura 2.1: Unidade curricular Redes Dinamicas

No ano lectivo de 2017/18 funcionou em sistema E-learning com dois alunos inscritos: uma das
alunas interrompeu o curso de doutoramento por questoes pessoais e o outro aluno teve aprovei-
tamento. No ano lectivo de 2018/19 funcionou em sistema E-learning com dois alunos inscritos,
ambos os alunos tiveram aproveitamento. No ano lectivo de 2019/20 funcionou em sistema E-
learning e presencial com dez alunos inscritos dos quais sete tiveram aproveitamento. No ano

lectivo de 2020/21 funcionou em sistema E-learning e presencial com seis alunos inscritos,dos quais

trés tiveram aproveitamento. No ano lectivo 2024,/25 esta a funcionar com trés alunas inscritas.

2.3 Programa Resumido

2.3.1 Grafos: generalidades e terminologia

e Grafo como estrutura discreta finita
e Tipos especiais de grafos .

e Conceitos de passeios, caminhos, circuitos, ciclos e comprimento.
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Grafos conexos, desconexos, fortemente e fracamente conexos, componentes conexas.

Isomorfismo de grafos.

e Arvores: definicio e propriedades.

Representagao de um grafo

2.3.2 Teoria espectral dos grafos.
e Revisao de alguns conceitos e resultados fundamentais de algebra linear: espectro e raio
espectral, propriedades, teorema Perron-Frobenius.
e Estudo do espectro de grafos isomorfos, completos, bipartidos completos e linha.

e Estudo de medidas de centralidade tendo como suporte a caracterizagao espectral das redes:
ntmero isoperimétrico e constante de Cheeger, centralidade do vector préprio, centralidade
de um vértice por conectividade algébrica, centralidade de Katz e classificacao de paginas

(page-Rank).

e Exemplos de determinacao destas medidas num caso simples.

2.3.3 Medidas de centralidade.

Limitagoes e Percegoes.

e Evolugao e diversidade de aplicagao das métricas de centralidade.

Centralidade pontual.

Medidas de centralidade no grafo.
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2.3.4 Redes aleatorias

“Rede aleatoria” de Solomono e Rapoport, o chamado grafo aleatério de Poisson.

O grafo aleatorio de Erdos-Rényi (chamado grafo ER).

Relacao entre os modelos G(n,m) e G(n,p).

Propriedades das redes aleatorias de Erdos-Rényi.

Distribuigao dos graus, didmetro e comprimento médio de um caminho geodésico e suas

implicagoes.

Modelo de configuragao.

2.3.5 Redes Small World

e Coeficiente Agrupamento (Clustering): Local, global.

e Experiéncia de Milgram e sucesso mediatico.

e Modelo de redes Watts e Strogatz (WS).

Verificacao deste fenémeno nalgumas redes.

2.3.6 Redes Sem-Escala

Lei de poténcia.

Redes "livre de escala".

e Modelo de "Anexacao Preferencial"("preferential attachment").

Rede de Barabasi-Albert.
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e Comparagdo com redes aleatérias ER e com o modelo de Watts-Strogatz.

2.3.7 Particao de grafos e detecgao de comunidades

e Nocoes de complexidade computacional.

Particao de um grafo.

Métodos espectrais, desigualdade de Cheeger.

Método de Fiedler

Deteccao de comunidades.

e Algoritmo de Newman-Girvan.

Optimizagdo da modularidade através de passeios aleatorios.

2.3.8 Sistemas Dinadmicos em Redes e de Redes

Distincao entre modelos para a dindmica nas redes e a dindmica das redes.

Alguns sistemas dindmicos estudados em redes.

Percolagao.

Modelo Suscetivel-Infectado-Recuperado (SIR).

Contéagios Sociais.

Acoplamento de osciladores.

e Sincronizagao.
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e Estudo da sincronizabilidade duma rede.

e Fungao zeta de um grafo.

2.4 Cronograma

Posteriormente, quando apresentarmos os sumérios estendidos, serao detalhados os temas apresen-

tados neste cronograma.

Modulos | Temas

N° Aulas

Apresentacao e motivagao

Conceitos basicos

Teoria espectral

Medidas de centralidade

Redes Aleatorias e modelos de configuracao

Redes “small world” e redes “Watt-Strogatz”

Redes "Sem escala"

Particao de redes e detegao de comunidades

O 00 | O U x| W DN

Dinamicas em Redes e de Redes

—
o

Apresentacao dos trabalhos Finais

=] QO N =] = N = = No| =

2.5 Metodologia e estratégias de ensino

Apresentagao e discussao dos conceitos tedricos com rigor matemaéatico e apelando & compreensao

dos mesmos através do raciocinio légico-dedutivo, da utilizagao das interpretagdes geométricas

e das aplicagoes praticas desses conceitos. Resolugao de exercicios com o objectivo de ilustrar a

aplicacao e manipulagao dos conceitos necessarios no estudo do comportamento de redes reais, com

aplicacao das metodologias selecionadas e uso de software existente. Implementacao de algoritmos

selecionados.

O contacto com investigadores e com as respetivas areas de interesse de outras instituicoes ird

complementar a formagao académica dos estudantes e proporciona uma oportunidade de estabele-

cer contactos.
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Quinzenalmente serdo colocados na plataforma moodle uma lista de exercicios a resolver que
incluem métodos computacionais.
Em cada médulo havera um féorum de discussao, onde o aluno devera colocar questoes sobre a

matéria e sobre os exercicios propostos.

2.6 Avaliacao da Disciplina

A avaliagao baseada em exames é particularmente inadequada para um curso de doutoramento e
para uma disciplina em ciéncia de redes. Os problemas neste formato sdo artificialmente curtos
e divergem substancialmente, tanto no tema quanto no tempo alocado, dos tipos de problemas
que realmente devem pautar o inicio da atividade de investigacao e do que se estuda na ciéncia de
redes.

A preparacao de trabalhos sobre a sua area de investigacdo e a sua apresentagdo promoverao
a capacidade de comunicagao oral do estudante, dando-lhes a oportunidade de explorar um topico
em profundidade e promover a pesquisas bibliografica.

Para uma revisao de ferramentas de teoria dos grafos e conceitos iniciais de redes e para algumas
metodologias de trabalho, foram indicados alguns exercicios que deveriam ser resolvidos e que
constituiam uma primeira etapa no percurso desta disicplina.

Resumindo, a avaliagao da unidade curricular é composta por dois momentos:

A - Lista de exercicios que serao resolvidos e posteriormente discutidos nas aulas,

B - Trabalho final, com um tema proposto pelo proprio aluno, com apresentacao oral.

Nota final =0.3x A+ 0.7+ B
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2.6.1 Titulos dos trabalhos finais realizados pelos alunos

Sao elencados os titulos dos trabalhos finais realizados pelos alunos nos diversos anos.

e Estudo de medidas de centralidade na caraterizagao da cidade da Praia em Cabo Verde.

e Maximizagao Segmentada de Influéncia em Redes Sociais por Percolagao Otima.

e Estudo da estrutura da rede viaria do Centro Historico de Evora com teoria de grafos.

e Modelagao baseada em Agentes e Redes Complexas

e Medidas Estacionarias em Grafos Infinitos.

e modelacdo baseada em Agentes e Redes Complexas.

e O Universo: a rede cosmica.

e Analise da Rede Facebook-686-potenciais influencers.

e Analise e Deteccao de Comunidades

e Medidas de Centralidade e Analise Ferroviaria: a Ferrovia para o comércio internacional e

transporte no Laos/The Railway for International Trade and transportation in Laos

e Modeling Wildfire Behaviour using Complex Network Analysis while accounting for a Hete-
rogeneous Orography and Forest Distribution / Modela¢do do comportamento dos incéndios
florestais, usando anélise de redes complexas, considerando uma orografia heterogénea na

distribuigao florestal.

e Modelo Epidemiolégico SIR

e Rede de docentes de uma escola secundaria.
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e Teoria de Redes e Geometria Diferencial



26

Descrigao da disciplina Redes Dindmicas




Capitulo 3

Sumarios estendidos

Sao apresentados os sumarios estendidos de todos os modulos excepto no caso da primeira aula

que ¢é descrita na sua totalidade no Apéndice A deste documento.

3.1 Mbodbdulo 1 - Apresentacao e Motivacao

Como este modulo esta apresentado no anexo A deste documento apenas transcrevemos os topicos

deste modulo.

3.1.1 DMotivagao
3.1.2 Programa
3.1.3 Funcionamento da disciplina

3.1.4 Avaliagao

27
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3.2 Mobdulo 2 - Conceitos basicos

Na aula anterior introduzimos informalmente a nogao de rede e apresentaram-se varios exem-
plos. Para estudar redes, precisamos utilizar uma terminologia que nos permita ser precisos. Por
exemplo, quando falamos sobre a distancia entre dois nodos numa rede, o que realmente significa

distancia? Da mesma forma, é possivel especificar quao bem é conectada uma rede?

Estas e outras afirmagoes podem ser formuladas com precisao usando a teoria dos grafos. Neste
moédulo o objectivo é fornecer um conjunto minimo de notacoes, definigoes e conceitos usados na
teoria de redes uniformizando linguagens. Algumas ilustragoes e algumas proposi¢des elementares

serao oferecidas para cada conceito para uma melhor apreensao.

Com o objectivo de permitir uma melhor apreensao de conhecimentos iniciei a elaboragao
duma publicacao que motivasse os alunos nesta desafiante drea multidisciplinar e que harmonizasse
notagoes, definigdes e conceitos basicos para servir de base ao estudo dos fundamentos da teoria
dos grafos. Claro que conceitos e proposigoes mais complexos serao desenvolvidos em aulas que sao
dedicadas a assuntos substantivos especificos. Como material de apoio é fornecido um documento

denominado “Notas introdutérias” onde estao organizadas definigoes e resultados essenciais.

3.2.1 Grafos: generalidades e terminologia

3.2.2 Grafo como estrutura discreta finita

Grafo como estrutura discreta finita: orientado /nao orientado, ponderado/néo ponderado, simples,

regular, subgrafo induzido, ordem, tamanho, grau e sequéncia de graus.
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3.2.3 Tipos especiais de grafos.

3.2.4 Conceitos de passeios, caminhos, circuitos, ciclos e comprimento.
3.2.5 Grafos e conexidade

Grafos conexos, desconexos, fortemente e fracamente conexos, componentes conexas.

3.2.6 Isomorfismo de grafos:

Estudo dos invariantes a menos de isomorfismo: ordem, tamanho, sequéncia de graus e subgrafos.
3.2.7 Arvores:

e Defini¢ao e propriedades.

e Arvore geradora.

3.2.8 Representacao de um grafo

Esta representagao pode ser especificada de diferentes formas equivalentes, por exemplo, grafica,
conjunto discreto: tabela dos pontos finais, tabela de incidéncia das arestas, lista dos vértices

vizinhos, e matricial: matrizes de adjacéncia A, incidéncia M e laplaciana L.
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3.3 Moébdulo 3 - Introdugao a teoria espectral de grafos

Pretende-se relacionar propriedades algébricas do espectro de certas matrizes associadas a um
determinado grafo e as propriedades estruturais presentes.

Neste trabalho vamos focar-nos no espectro da matriz de adjacéncia e no espectro da matriz
laplaciana, ou seja, no fundo o objectivo é relacionar propriedades entre o grafo e o seu espectro.
Como exemplo importante, estudamos o segundo menor valor proprio de uma matriz laplaciana que
desempenha um papel relevante na teoria espectral, é chamado conectividade algébrica e sempre
que esse valor for positivo entao o grafo seré conexo.

Uma aplicagao interessante da conectividade algébrica é o estudo da sincronizabilidade nos
vértices no acoplamento de sistemas dindmicos, assunto que serd abordado nas tltimas aulas.

Revisao de alguns conceitos e resultados fundamentais de algebra linear: espectro e raio espec-
tral, propriedades, teorema Perron-Frobenius.

Estudo da centralidade do vector proprio e classificagao de paginas.

Definigao: Uma matriz ndo-negativa @) é irredutivel se para qualquer i, j, existir k tal que

(Q%)i; > 0 e diz-de primitiva se existir um k tal que para qualquer 4, j, temos que (Q");; > 0.

Proposigao. @ é irredutivel se para qualquer par i, j, exite um caminho de j para i, j ~ i e
@ diz-se primitiva se 3k tal que para qualquer par i, j, existe um caminho j ~» ¢ de comprimento

k.

Proposigao: Uma matriz quadrada ) é irredutivel se o gréafico orientado correspondente
G(A) for fortemente conexo (para quaisquer dois vértices P e @, existir uma sequéncia de arestas

(orientadas) que ligue P para Q).
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Definigao: Seja \; um valor proprio duma matriz A, de ordem n € N. A multiplicidade
algébrica de \;, é a multiplicidade de \; como raiz do polinémio caracteristico. A multiplicidade

geométrica de \;, é a dimensao do respetivo subespago proéprio.

Revisao de alguns conceitos e resultados fundamentais de algebra linear: espectro e raio espec-

tral, matrizes semelhantes e propriedades, teoremas de Cayley-Hamilton e Perron-Frobenius.

Definigao: Seja G um grafo nao-orientado simples de ordem n € N, com o ntimero de arestas
m € N, o espectro de G, denotado por esp(G), € a cole¢do das raizes do polindémio caracteristico,
isto é, os valores proprios da matriz de adjacéncia A tendo em conta as suas respectivas multiplici-
dades. Habitualmente, representamos o espectro por ordem decrescente, isto é, A\ > Ao > ... > A\,

numa matriz linha.

Definigao: Dado um grafo G simples nao-orientado simples de ordem n € N, com o ntumero
de arestas m € N, o raio espectral denotado por p(G) é um namero real ndo negativo, tal que

p(G) = mazx [Ail, sendo A;, 1 < i < n os valores proprios de G.
<i<n

Definigao: Seja G um grafo ndo-orientado simples de ordem n € N, com o ntimero de arestas
m € N, o espectro da matriz laplaciana L, denotado por esp(L), é a colegdo das raizes do
polinémio caracteristico, isto é, os valores proprios da matriz de adjacéncia L. Habitualmente,

representamos o espectro por ordem decrescente, isto €, 3 > o > ... > p,, numa matriz linha.

Teorema de Perron-Frobenius: Seja A uma matriz real irredutivel ndo negativa de ordem
n € N. Entao,
1. A tem um valor préprio real positivo igual ao seu raio espectral.

2. Esse valor proprio pa4 tem multiplicidade algébrica e geométrica igual a um.
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3. O tnico vector proprio x associado ao valor proprio p4 possui todas as entradas positivas.
4. pa aumenta quando qualquer entrada de A aumenta.
5. Nao existe outro valor proprio nao negativo de A diferente de x.

6. Se, além disso, A é primitiva, entdo cada outro valor proprio A de A satisfaz |A| < pa.

Casos particulares que relacionam a matriz de adjacéncia com a teoria espectral de grafos.

Apenas elencamos alguns resultados neste resumo.

Proposigao: Seja G um grafo regular de grau r, entao:
(i) 7 é um valor proprio de G;
(ii) G é um grafo conexo se, e somente se, r tem multiplicidade 1;

(iii) para todos os valores proprios de A de G temos que |A| < r.

Proposigao: Sejam A1 > X\ > ... > )\, os valores proprios da matriz de adjacéncia A com n
vértices e m arestas, e seja T}, o namero de caminhos de comprimento h em G, entao:

n
(i) A soma dos valores proprios é igual a zero, ou seja, > A\; = 0;
i=1
n
(ii) Tp = tr (4%) = 2 Al
i=1

(iii) A soma dos quadrados dos valores proprios é duas vezes o namero de arestas, ou seja,

n
(iv) Se G' é um grafo regular de grau r entdo Tp = >, \? = rn;
i=1
(v) A soma dos cubos dos valores proprios é seis vezes o namero de tridngulos (t), ou seja
T3 =tr (A3) = 6t;

sao estudadas outras proposicoes.

Casos particulares que relacionam a matriz laplaciana com a teoria espectral de grafos. Apenas

elencamos algumas proposigoes neste resumo.
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Proposigao: Seja G um grafo regular de grau r com valores proprios da matriz de adjacéncia

A1 > Ay > ... > A\, e os valores proprios da matriz laplaciana uy > po > ... > uy,. Temos que

Wi =7 —Ap—iy1, para it =1,....,n.

Definicao: Seja L a matriz laplaciana de um grafo G, entdo a matriz laplaciana, L, do seu

complementar G é definida por

L=nl-J-L

onde J é a matriz quadrada de ordem n cujas entradas sao todas iguais a 1 e I é a matriz identidade

de ordem n.

Proposigao: Seja G um grafo de ordem n € N e v um vector préprio de L com valores proprios

p; diferentes de 0. Entdo v é vector préprio de L com valores proprios n — fi,_;.

Teorema: Seja G um grafo nao orientado simples de ordem n € N, com o ntumero de arestas
m € N. Sejam py > po > ... > u, os valores proprios da matriz laplaciana L. Entao tem-se que:

1. pp =0;

2. G & conexo se e 80 se i,—1 > 0 (conectividade algébrica de G);

3. a multiplicidade algébrica de 0 é igual ao numero de componentes conexas de G;

n

Estudo do espectro de grafos isomorfos, completos, bipartidos completos e linha.

Estudo de medidas de centralidade tendo como suporte a caracterizagao espectral das redes:
nimero isoperimétrico e constante de Cheeger, centralidade do vector préprio, centralidade de um

vértice por conectividade algébrica, centralidade de Katz e classificacao de paginas (page-Rank).
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1. Nimero isoperimétrico

O namero isoperimétrico de um grafico é o nimero de arestas que devem ser removidas de um

grafo para obter duas componentes conexas que sao tao maior quanto é possivel.

Definicao: Seja G um grafo com n vértices (#V(G) = n), X C V(G) um subconjunto
do conjunto dos vértices e 6X = {(u,v):u € X,v € V(G)\X} a fronteira de X. O namero

isoperimétrico de G é definido por:

o #(0X)
1O 8 5

Este parametro esta intimamente relacionado com a constante de Cheeger, uma importante
constante estudada na geometria Riemanniana, que se pode definir em termos da teoria de grafos. O
estudo da importancia destes pardmetros na sincronizacao das redes sera desenvolvido nos tultimos

modulos.
2. Centralidade do vector préprio

Os cientistas sociais usam a centralidade do vector proprio como forma de determinar lideres
nas organizagdes. A centralidade do vector proprio tem por base os conceitos de valor proprio
e vector proprio da matriz de adjacéncia do grafo. Esta medida diz-nos que uma maneira de
interpretar a centralidade é pensar que a centralidade de um vértice esta em funcao dos vértices

vizinhos, ou seja, que um nodo importante tem vizinhos importantes

Definicao: Seja G um grafo com n vértices, z um vértice de G, a;, elementos da matriz
de adjacéncia A e seja Apax(q) © maior valor proprio (em modulo) da matriz de adjacéncia e

T , . . . . » .
v = (v1,...,0,)" 0 vector proprio associado. Definimos a centralidade do vector préprio por:

n
O’E(J}) = Z Qg V.
j=1
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3. Centralidade por conectividade algébrica

Centralidade de um vértice por conectividade algébrica (menor valor préprio da matriz lapla-
ciana nao nulo): é utilizada para medir a importancia de um vértice em relac¢ao a vulnerabilidade
que ele oferece a rede caso tenha de ser dela retirado. Por outras palavras, deteta possiveis falhas

que possam vir a comprometer a rede.

Definigao: Seja G um grafo conexo e seja x um vértice de G, seja ainda «(G) a conectividade
algébrica do grafo G, entdo G\z é o subgrafo induzido de G apoés retirado o vértice z e a(G\z)
é a conectividade algébrica de G\z. Assim, a centralidade do vértice z por conectividade

algébrica é definida por:

a(G) — a(G\x).

Ca(x)

4. Centralidade de Katz

Ao efetuar uma combinacdo linear do ntmero total de caminhos de tamanho arbitrario de =
para outros vértices, por exemplo, atribuindo um peso k¢ aos caminhos de tamanho %, obtém-se a

centralidade de Katz.

.~ . - _ -
Definigao: Seja G um grafo com n vértices, z um vértice de G, 1 = (1,1,..., 1,1)T, €r =
(0,...,0,1,0, ...,O)T e a matriz A’ cuja entrada azy Tepresenta o nimero de caminhos de compri-

mento ¢ de x a y. Definimos a centralidade de Katz por:
op(x) = 7T (Z kiAi> .
i=1

5. Classificagdo de paginas (Page Rank)
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Page Rank é outra medida de centralidade bastante popular baseada em cadeias de Markov
e passeios aleatorios.Este topico é muito atual, a Google usa o Page-Rank para classificar os
resultados da pesquisa, mede a importancia de uma péagina contabilizando a quantidade e qualidade

de links apontando para ela, a premissa do Page Rank é que um link de uma pégina para outra é

um voto para a pagina de destino.

Exemplos de determinagao destas medidas em casos simples.
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3.4 Mobdulo 4 - Medidas de centralidade

Ha uma ampla variedade de medidas de centralidade discutidas na literatura cientifica. Neste

modulo, examinaremos algumas dessas medidas e proporemos orientagoes para futuras pesquisas

3.4.1 Limitacoes e Percecgoes

- O significado de centralidade nao se limita apenas & forma como um vértice esta conectado a
outros vértices, mas também como pode controlar ou influenciar outros vértices na sua centralidade
ou vulnerabilidade.

A centralidade de um vértice determina e influencia aspectos como conectividade, comunicabi-
lidade e controlabilidade em uma rede. No entanto, a conectividade dos vértices nem sempre esta
alinhada com sua capacidade de gerar o trafego (como a comunicabilidade), ja que vértices com

alta conectividade frequentemente enfrentam congestionamentos.

- Métricas de centralidade podem ser aplicadas em diversas disciplinas com finalidades diferen-
tes. Além disso, existe um rico volume de métricas de centralidade disponiveis e utilizaveis para
varios objectivos. Por exemplo, podemos querer investigar como equilibrar as cargas de trafego,
como definir limites entre nodos para tornar uma rede robusta contra falhas ou ataques, que tipos
de ataques direcionados desenvolver, como identificar nodos vitais com base em varios critérios, ou

0 que é o nodo menos influente ou vulneravel numa determinada rede.

- Embora um grande volume de métricas de centralidade tenha sido desenvolvido até agora,
apenas métricas de centralidade comuns foram usadas, como grau, intermediacao, proximidade,
coeficiente de agrupamento e pagerank, que foram desenvolvidas ha varias décadas. Embora o grau

seja uma métrica simples, outras métricas, como intermediagao ou coeficiente de agrupamento, o
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seu calculo é muito demorado. Mesmo que tenha havido muitas centralidades métricas desenvolvi-
das na década de 2010, poucas delas tém tem sido usado nas aplicagoes de rede existentes enquanto
as métricas desenvolvidas entre as décadas de 1970 e 1990 sao as mais usadas na literatura.

3.4.2 Evolugao e diversidade de aplicacao das métricas de centralidade

A origem do desenvolvimento da centralidade métricas esté ligada ao nascimento da teoria dos
grafos, mas o estudo das métricas tem sido ministrado em muitas disciplinas, além da Matematica:
quimica, antropologia, fisica, geografia, economia, psicologia, sociologia, biologia, gestao, informéa-

tica ciéncia , ciéncia politica e psiquiatria . Identifica-se cerca de 60 medidas, no entanto apenas

vamos considerar as que consideramos mais identificativas e importantes nas aulas seguintes.

A Figura [3.I] resume a evolugao da centralidade em diversas disciplinas.

1730s

Mathematics

1936; ‘Theory of Finite and Infinite Graphs' (Kdnig)

18705 Chemistry

{Euler; The foundation of graph theory)

1940s Anthropology

—

Mathematics  Analysis of complex data to identify certain relationships 950s Physics
Chemistry \dentification of vital units/controllers in chemical process _
Anthropology ~ Measuring influence/power in human or animal groups 1960s Geometry
Physics lysis of complex syst networks
7 < ; 1 1990s Economics, Psychology, Sociology, Biology
Geometry Measuring dominance/evolution of a region ———————————————————————
Economics Measuring socio-economic metrics N
= 2000s Management, Computer Science
Psychology Measuring influence/power in social-cognitive, psychological e 4
networks . 2
2006 Network Science defined by US NRC
Sociology Measuring status and/or power of individuals, community, &
and/or society 5
T T T R R oy 2009 US Army Research Lab: Network Science
REERY, antiying cantia noces i biotopcal nefwond Collaborative Technology Alliance (NS CTA)
Management Measuring success factors in business networks or organizations — DaD Initiatives
Computar Development and analysis of high performing social networks,
Science communication networks, resource networks

Political Science

Analysis and identification of individuals with high power,
influence, and/or resources

1 " lat: b bt

Medidas de centralidade agrupadas em duas classes - centralidade pontual medindo o papel do

igating the relati P disorder symptoms and

disease in psychiatry networks

2010  Political Science, Psychiatry

|

Figura 3.1: Evolugao da centralidade em diversas disciplinas.

vértice na rede e centralidade do grafo medindo uma caracteristica do grafo como um todo.
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3.4.3 Centralidade pontual

3.4.4 Centralidade do grau

A medida de centralidade mais simples e conhecida é o grau do vértice ou o nimero de links ou

arestas incidentes no vértice, ou seja, este pardmetro coincide com o proprio grau.

Defini¢io: Seja o grafo G simples, conexo de ordem n € N, v; um vértice de V(G). A centra-
lidade do grau do vértice v; € definida pela soma dos valores na linha i da matriz de adjacéncia,

ou seja:

d(v;) = Z%‘

A concepcao mais simples e intuitiva no que diz respeito a centralidade de um vértice é o
numero de contatos diretos que ele possui. Uma pessoa que se encontra numa posi¢gdo que permite
o contato direto com muitos outros é vista pelos demais como um canal maior de informacoes,

razao pela qual dizemos ser mais central.

3.4.5 Medidas baseadas no conceito de entropia

No contexto da termodindmica, a entropia é uma medida de a desordem dos sistemas e no con-
texto da teoria da informagao, a entropia mede a quantidade de informacao ausente em um dado
processo. Esses conceitos de entropia foram usados em redes, na caracterizagao de sistemas ou
processos, utilizando-se vérias variantes; vamos considerar duas variantes: a entropia local como
a contribuicao do vértice para a entropia da rede e a entropia de mapeamento para incorporar

a consideragao dos vizinhos do vértice;

Defini¢ao:Seja G um grafo simples, conexo de ordem n € N, v um vértice de G, d(v) o grau

do vértice v e N(v) o conjunto dos vértices adjacentes.
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Centropia—local(v) = - Z d(u) log d(u),
ueN (v)

—d(v) > logd(u).

ueN (v)

Centropia—map (U)

3.4.6 Indice h

Hirsch [92] introduziu o indice h com o objectivo de medir o impacto da producao cientifica de
um investigador. Um investigador tem indice h se h for o maior inteiro ! tal que o investigador
tenha pelo menos [ artigos, cada um com pelo menos [ citagoes.

Como toda tentativa simplista de se classificar a produgao cientifica de um investigador, por
um Unico namero, o indice h esta longe de ser perfeito e enfrenta varias criticas

Mais tarde este indice h foi adaptado (chamando-o de indice de lobby) para descobrir vértices
importantes nas redes: um vértice tem indice h se o vértice tiver pelo menos h vizinhos, cada
um tendo pelo menos grau h, em que os restantes vizinhos s6 podem ter no méximo grau h.
Estendendo este conceito, foi definido o operador H que, para qualquer vértice v, calculado nos
graus do conjunto de seus vizinhos toma o ntimero méximo h tal que h entradas tenham valor pelo

menos h.

Definigao:Seja G um grafo simples, conexo de ordem n € N, v um vértice de G e sejam

U, U, oony Ug(y) € N (V).

Chfindice(v) = h(V) = H(d(ul)v d(u2)7 ceey d(ud(v)))

Se o indice h de ordem zero do vértice v é o seu grau, ou seja, h(®)(v) = d(v), entdo o valor na
equagao anterior pode ser chamado de indice h de primeira ordem. Entao k-ordem do indice h é
definida como

h®) (0) = H(RFD (ur), A (ug), oo, RE D (1g,))).
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Esta sequéncia sempre que a ordem aumenta, ou seja, ¢; = limy_, o h(¥) (v).

3.4.7 Curvatura

O sucesso dos modelos hiperbdlicos para redes, na reprodugao de observagoes de redes reais, desper-
tou muito interesse, nomeadamente no desafio de medir a geometria intrinseca de redes complexas.

Existem varias abordagens concorrentes para curvatura como (Eckmann e Moses [107]) da
formulagao de curvatura equivalente ao coeficiente de agrupamento local de Watts e Strogatz e é
usada para revelar uma conexao entre alta curvatura e tépicos comuns na World Wide Web. Uma
das abordagens mais utilizadas é derivada de uma curvatura gaussiana em graficos planares, que

foi generalizada para redes complexas.

Definicao: Seja G um grafo simples, conexo de ordem n € N, v um vértice de G e s¥ € o

numero de k—cliques incidentes em v. definimos:

CcurvfGauss (U) = Z(_l)

k>0

Uma versao truncada desta definicao é usada para comparar um modelo de rede com dados.
Uma terceira abordagem, de interesse recente, adapta uma nocao de curvatura de Ricci as redes
através da transferéncia de uma distribuicdo de massa de um vértice para outro e, portanto,
pode ser definida numa aresta omo k(u,v) = W(m,,m,) onde W(m,, m,) é o custo optimal de
transporte de massa e a massa é normalmente um peso unitario distribuido proporcionalmente por

um peso na aresta dos vizinhos aos vértices.

Definigao: Seja G um grafo simples, conexo de ordem n € N, v um vértice de G. Definimos

a curvatura num vértice v como uma soma ponderada da curvatura das arestas incidentes em v.
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-7
Ccur'u—chcz(U) - d(’()) EZN% )kf('lh’U)

As seguintes medidas ja foram estudadas no médulo da teoria espectral, apenas as elencamos

como sistematizacao.

3.4.8 Centralidade do vector proéprio

Esta medida é ocasionalmente chamada de centralidade de grau de Bonacich.
3.4.9 Centralidade de um vértice por conectividade algébrica.

3.4.10 Centralidade de Katz

Katz prop6s uma nova medida considerando o ntimero de conexoes diretas a um vértice e os status
dos vértices ligados a esse vértices.).

3.4.11 Classificagao de paginas (page-Rank)

PageRank é uma variante moderna da centralidade de Katz que foi desenvolvida por Brin e Page,

os fundadores do Google.

3.4.12 Coeficiente de aglomeramento

Esta medida sera estudada com um énfase especial no modulo seguinte dada a sua importéncia

intrinseca e a sua importancia no estudo dos modelos "Small World".

As medidas seguintes requerem a utilizagao, em geral, de toda a topologia da rede. KEssas
abordagens envolvem a medi¢ao de comprimentos de caminho entre vértices que estao separados
(ndo adjacente) na rede. Os calculos de caminhos mais curtos geralmente nao se adaptam bem
ao tamanho da rede; por isso, estas médias sao, geralmente, mais pesadas do ponto de vista

computacional.
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3.4.13 Centralidade de intermediacao

Introdugéo [39] do conceito de intermediagio parcial de um vértice numa dada rede para chegar a
um valor que pudesse medir a centralidade deste vértice. Isto significa que este valor deveria ser
capaz de expressar a influéncia que o individuo (representado pelo vértice) poderia exercer sobre

os seus pares numa rede de comunica¢cao do mundo real.

Defini¢ao: Seja G um grafo (conexo ou mao) com n vértices e seja vy um vértice de G.
Considere um par de vértices v; e v; em G, tal que i # j, i # k e j # k. A intermediacdo parcial

de v com respeito a v; e v; € dada por:

0, se nao existir caminho entre v; e vj;
bij ('Uk) = gij (Vi)
gij

caso contrdrio,
onde g;; denota o niumero de geodésicas entre v; e v e g;;(vg) denota o nimero de geodésicas

entre v; € v; que passam por Ug.

Para se determinar a centralidade de intermediacao de um vértice v, num grafo G com n

vértices, basta somar todas as intermediagoes parciais de v em G.

Definicao: Nas condicoes da definicao anterior a centralidade de intermediacdo de um vértice
vg num grafo G com n vértices, denotada por cp(vg) € dada por:

Blog) = > bij(ve).

1<i<j<n
i, Ak
Este valor ¢p(vg) indica o potencial que um ponto da rede, no caso vy, tem para controlar o fluxo

de informagoes entre os pares de vértices da rede. Quando a ordem n de G é um ntmero muito

grande, o procedimento de identificagdo e o de contagem de geodésicas, pode ser um trabalho
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bastante moroso. Felizmente, existem resultados que permitem que estes calculos sejam mais

rapidos .

Teorema: (FREEMAN) Seja G um grafo conexo ou nao com n > 3 wvértices. Seja vy um

vértice de G e cp(vg) a centralidade de intermediagdo de vy. Entao:

n2—3n+2

cp(vg) < 5

e o limite € alcancado se e somente se G € o grafo estrela S, e vy € o vértice central da estrela.

3.4.14 Centralidade de Intermediagao de Passeios Aleatoérios

A centralidade de intermediagao pode ser vista como uma medida da influéncia que um vértice tem
sobre a propagacao do fluxo de informagao (ou de qualquer conteudo) através da rede. Entretanto,
em grande parte das redes, o fluxo pode ser governado por outras regras que consideram caminhos
geodésicos e nao geodésicos. Baseado nesta ideia mais realista de propagagao da informacao, foi
introduzida uma medida de centralidade de intermediagao baseada no fluxo de corrente em circuitos
elétricos, para incorporar a contribuigdo de todos os caminhos (curtos e longos) com mais pesos

atribuidos aos caminhos mais curtos.

Defini¢ao: Seja G um grafo conexo com n vértices e seja v um vértice de G. A centralidade

de intermediacao de vy em passeios aleatdrios é dada por:

2> Tst(v5).

cpa(vi) = os<t
n(n—1)
onde Ts(v;) = %Eaij |pst(vi) — pse(vy)| para v, # vs,vy, sabendo que a probabilidade que um
J

passeio aleatorio passe ao longo da aresta entre v; e v; € dado pela diferenca absoluta entre as
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probabilidades |psi(vi) — pst(v;)| € a probabilidade de passar através do vértice v; € a metade da

soma das probabilidades nas arestas incidentes a ele:
3.4.15 Centralidade de proximidade

Bavelas [3] estava interessado em distinguir entre diferentes posi¢oes em redes de pequenos grupos.
A mais simples e natural destas medidas, proposta por Sabidussi, em 1966, é baseada na soma das
distancias de um vértice em relagao aos demais vértices do grafo.

Definigao: Seja G um grafo conexo com n vértices e seja vy um vértice de G .A centralidade
de proximidade de vy é dada pelo inverso da soma das distdncias de v a todos os outros vértices

do grafo, ou seja,
B 1
Z d(vjv Uk) .

1<j<n

Cc(vk)

3.4.16 Centralidade de eficiéncia

Os problemas de determinacao dum local de modo que minimize o tempo méaximo de viagem entre
o mesmo e todas as demais localizagoes é um assunto muito estudado, por exemplo, a instalacao
de um hospital, cujo objectivo é minimizar o tempo méximo de atendimento de uma ambulancia a
uma possivel emergéncia. Neste sentido foi proposta, uma medida chamada centralidade eficiéncia,

baseada no conceito de excentricidade de um vértice.

Definicao: Seja G um grafo conexo com n vértices e seja v, um vértice de G . A centralidade

de eficiéncia de vy € dada pelo inverso da excentricidade de vy, isto €,

1
ecc(vy)’

Cefi(vp) =

onde ecc(v) = m}\f]i(x )d(vi,vk),
v € Vi
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3.5 Medidas de centralidade no grafo

Agora olhamos para a centralidade de um determinado grafo, que caracteriza a centralidade de
todos os vértices numa rede total e ndo apenas nos pontos (ou vértices). Portanto, a centralidade
do grafo pode ser usada como um indicador para representar como os vértices de uma rede sao

conectado como um todo.

3.5.1 Numero isoperimétrico

O namero isoperimétrico de um grafo é o nimero de arestas que devem ser removidas de um grafo

para obter duas componentes conexas que sao tao maior quanto é possivel.

3.5.2 Assortatividade de grau

A assortatividade de uma rede foi definida (Newman) como uma medida no grafo para representar
até que ponto os vértices estao associados a outros vértices em termos de caracteristicas estruturais
da rede, como grau, intermediagao, peso do vértice, bem como caracteristicas do vértice, de acordo
com algum contexto, como idioma ou cultura.

A medida de assortatividade mede a propensdo de vértices se conectarem a outros vértices
considerando caracteristicas em comum, ou seja, a medida analisa se os vértices dessa conexao se
comportam de forma similar ou nao, verificando os graus dos vértices. O coeficiente de assorta-
tividade r, é o coeficiente de correlacdo de Pearson entre pares de nodos ligados, e pode assumir
valores entre [-1, 1], de forma que valores positivos representam maior probabilidade dos vértices se
comportarem de forma similar e, valores negativos maior probabilidade de que os vértices estejam

ligados de forma distinta

Defini¢ao: Seja G um grafo con n vértices , m arestas e A = [aij] a matriz de adjacéncia. O
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coeficiente de assortatividade r € definido por

2
m~! Z kikjaij — [mlz %(/ﬂz + kj)aij]

j>1 j>i

2
m_lz %(k‘? + k?)aij — [m_lz %(kz + kj)aij]

Jj>1 7>
3.5.3 Curvatura do Grafo

Uma hipétese para explicar o fendémeno observado em muitas redes grandes com congestionamento
de trafego que ocorre num conjunto central de vértices da rede é que a rede como um todo é "tem
curvatura negativa”. As evidéncias que apoiam esta hipdtese incluem a facilidade de incorporar
redes no espacgo hiperboélico ou derivar varias propriedades usando modelos de redes hiperbélicas,
assunto muito estudado actualmente.

Se a rede tiver curvatura negativa, entao os caminhos de roteamento influenciados pela selegao
do caminho mais curto serdo de certa forma forcados a atravessar esse nucleo, levando ao con-
gestionamento. As centralidades pontuais sdo uteis para identificar potencialmente esse conjunto
principal, mas nao medem a curvatura da rede do grafo como um todo.

Foi desenvolvida uma medida de curvatura, adaptando aos grafos a “condicao de tridngulo
d—fino ” ([167]) que define a curvatura negativa.

Para qualquer triplo de nodos 1, j, k, define-se a fungao de distancia de qualquer outro vértice

h ao tridngulo com estes vértices por
D(hyi, j, k) = max {d(h;i,j),d(h;i, k), d(h; j, k) }
onde d(h;u,v) é a distAncia minima do vértice h & geodésica entre u e v.

Definigao: Nestas condigdes, define-se a curvatura de uma rede em relagcio ao triplo, 0; jk,
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pode ser definida como

03,5,k = min D(h;i, j, k).

e Estudo do comportamento das medidas apresentadas considerando grafos orientados.

e Aplicagao de muitas destas medidas a redes construidas pelos alunos e a redes reais.
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3.6 Mobdulo 5 - Redes aleatorias

“Um matemdtico € uma mdquina de transformar café em teoremas. (Paul Erdos)

A necessidade de “modelos nulos”, para saber quais valores esperariamos encontrar por padrao
ou normalmente.

Se observarmos que um grafo tem uma distribuicdo de graus de Poisson, deveriamos ficar
entusiasmados?

Se descobrirmos que o ntimero de tridngulos num grafo de IV nodos é igual a N = 5, este é um
namero grande ou pequeno?

Quais as caracteristicas dos espectros de matriz de adjacéncia que sdo comuns & maioria das
redes e quais sao informativos e especiais?

Podemos definir valores “tipicos” como aqueles que encontrariamos num “modelo nulo”, que

definimos como um grafo aleatério que é semelhante a rede em questao.

3.6.1 “Rede aleatéria” de Solomonoff e Rapoport

Referéncia a primeira tentativa séria de construir um modelo para redes grandes que foi a “rede

aleatoria” de Solomonoff e Rapoport, o chamado grafo aleatério de Poisson.

3.6.2 O grafo aleatério de Erdos-Rényi

O grafo aleatorio de Erdés-Rényi chamado grafo ER

Definicao: Um grafo ER, G(n,p), é definido por n, namero de vértices e p, probabilidade
de que cada aresta simples (i, j) exista. Ou seja, as arestas sdo independentes e variaveis aleatorias
identicamente distribuidas, e o tamanho da rede e a probabilidade de aresta especificam totalmente

o modelo.
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Matematicamente, G(n, p) define uma familia, ou uma distribui¢do paramétrica sobre todos os
grafos Pr(G|p). Escolhendo p parametrizamos esta distribuicao, e desenhamos qualquer grafo G
com probabilidade Pr(G|p). Este facto significa que quando descrevemos as propriedades seguin-
tes de G(n,p) normalmente descrevemos propriedades médias, e instantes individuais tenderao a

flutuar em torno desses valores.

Também podemos definir o modelo G(n,m), intimamente relacionado com G(n,p).

Defini¢ao: O modelo de grafo aleatorio G(n,m), com n vértices, m arestas é obtido com a

escolha de m pares de vértices uniforme e aleatoriamente entre os n(n — 1)/2 pares possiveis.
3.6.3 Relagao entre estes modelos G(n,m) e G(n,p)

3.6.4 Propriedades das redes aleatdrias de Erdos-Rényi:

Tradicionalmente um grafo simples, mas também facilmente generalizado para arestas di-

recionadas, com ou sem lagos.

A conectividade € “homogénea” e ¢é inteiramente controlada pelo parametro p de “densidade”

da aresta; as arestas sao independentes e distribuidas de forma idéntica.

A distribuicao de graus Pr(k) é uma distribuigdo de Poisson com média ¢ = p(n — 1).

O diametro e a distancia geodésica média sdo O(logn), existem caminhos curtos entre a
maioria dos pares de vértices, tornando os grafos ER “parecidos com os grafos "Small World",

(estudados numa préxima aula).

O coeficiente de agrupamento
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e A maior componente conexa é proporcional a uma rede de tamanho O(n) quando ¢ > 1,
e ¢ extremamente pequena, contendo O(1) vértices, quando ¢ < 1 (existe transigdo de fase

emc=1).
3.6.5 Gerando uma rede G(n,p)

6. Calcular o grau médio de duas formas:

e Sabendo que para qualquer vértice determinado i, existem n — 1 outros vértices j possiveis,

e cada um desses pares i, j esta conectado com probabilidade p, tem-se:

(k) =c= Zp:p(n* 1).
i

e Sabendo que existem (%) pares de vértices, que cada um deles existe com probabilidade p e

n
que, entdo, o nimero esperado de arestas é (m) = > > - p=p(3)=p (%), tem-se que:
j=1j>i

o =50 (") —pa -,

3.6.6 Distribuicao dos graus

Como as arestas em G(n,p) sdo variaveis aleatorias identicamente distribuidas, tem-se que a dis-

tribuicao de graus, é

Pr(k) = (n;1> =pF(1—p)" R
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3.6.7 Diametro e comprimento médio de um caminho geodésico e suas
implicagoes

Determinagao duma estimativa do didmetro de um grafo ER.
(¢ — 1) = O(logn).

Da mesma forma a também distancia geodésica média ¢ O(logn).

3.6.8 Qual é a aparéncia dos graficos G(n,p).

No caso de ¢ < 1 (ultra-esparso), as redes sdo compostas inteiramente de componentes pequenas
ou muito pequenas, principalmente arvores perfeitas. Em ¢ = 1, muitas dessas pequenas arvores
comecam a conectar-se, formando uma grande variedade de componentes maiores, a maioria das
quais ainda séo arvores. No entanto, para ¢ > 1, vemos surgir uma grande componente conexa (na
verdade, uma componente gigante).

3.6.9 Modelo de configuragao

O modelo de configuragao, define um grafo aleatério com uma sequéncia de graus especifica. Estas
redes sao mais ricas na sua variedade estrutural do que os grafos aleatérios ER, porque tém
estruturas de graus mais realistas - na verdade, podemos até definir £ como sendo exatamente a
sequéncia de graus de uma rede G do mundo real.

3.6.10 Propriedades dos grafos aleatérios do modelo de configuragao

Estes grafos tém propriedades, que sao semelhantes em muitos aspectos as propriedades dum grafico
ER.
3.6.11 Gerando uma rede de modelo de configuragao

Ao contrario de um grafico ER, gerar uma rede de modelo de configuragdo néo é trivial. Essa

complexidade adicional quase sempre vale a pena devido & sua utilidade pratica.
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3.7 Mobdulo 6 - Redes Small World

3.7.1 Coeficiente Agrupamento (Clustering): Local, global

O coeficiente de agrupamento local ¢; mede a razao entre o nimero de arestas entre os vizinhos
de um dado e o nimero méaximo possivel de arestas entre esses vizinhos. Duma forma simples
podemos afirmar que se ¢; = 0 nenhum dos vizinhos do vértice ¢ esta conectado entre si, se ¢; = 1
entao os vizinhos do vértice ¢ formam um grafo completo, ou seja, todos estao ligados e se ¢; = 0,5

ha 50% de hipoteses dois vizinhos estarem ligados.

Defini¢ao: Denotando por k; o grau do vértice v; e por N; = {v; : e;; € E} o conjunto dos
vizinhos de v;, entdo para um grafo, podemos definir, o coeficente de agrupamento c; do vértice

v; e a média dos coeficiente de agrupamento c do grafo por:

2|{eis}] RS
ci = ki(Tlil),com eij € E; vj,v, € Njec= N;ci.

Podemos definir o coeficiente de agrupamento, utilizando a matriz de adjacéncia.

Definigao: O coeficiente de agrupamento c¢;(A) do vértice i com grau > 2 num grafo com N

vértices e com matriz de adjacéncia A é definido por:

__ namero de pares de vértices ligados entre vizinhos de 4
ki(k; — 1)

Ci

(1= 0jx) Aij Ajr A
ik

N
20 (L —=05k) Aij Ak

i,k=1

)

Como os produtos de entradas da matriz de adjacéncia de um grafo podem ser usados para
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identificar caminhos, podemos contar o nimero de caminhos fechados de um determinado compri-

mento, usando a matriz de adjacéncia.

Defini¢ao: O ntimero I; de caminhos fechados de comprimento I > 0 num grafo com N

vértices e com matriz de adjacéncia A € dado por

L = i ﬁ: (ﬁ Aikml) Aiiy = XN: (A", =Tr(A).

i1=1 ;=1 \k=1 i=1

Definigao: Considere um grafo simples G e wm vértice v; Um tridngulo em v; é um subgrafo
completo de G com exatamente trés vértices, incluindo v;. Um triplo em v; é um subgrafo de

exatamente trés vértices e duas arestas, onde v; € incidente com as duas arestas.

Definigao: O ndmero de triangulos T; envolvendo o vértice i num grafo simples com N vértices

1 N
e com matriz de adjacéncia A € definido como T; = 5 Aij A A € N
ik=1
. . 1,3 } .

T;, que também pode ser escrito como T; = 3 (A )” , conta o numero de caminhos fechados

de comprimento trés, nos quais o vértice ¢ participa.
) 2T;
Observe que em grafos simples tem-se ¢; = ————.
ki (ki — 1)

Definigao alternativa razoavel para o coeficiente de agrupamento global

Definicao alternativa razoavel para o coeficiente de agrupamento global, com base

no nimero de triplos e triAngulos num grafo, e suas relagoes

Generalizagoes do coeficiente de agrupamento:

grafos orientados, grafos pesados, bipartidos e modelos de configuragao
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Coeficiente de agrupamento nas redes aleatérias ER

Propriedade: Sabendo o grau médio (k) numa rede aleatoria ER, G(n,p), tem-se que coefi-

ciente de agrupamento de uma rede aleatéria ER G(n,p) tem o valor constante p

Ci:%:p

3.7.2 Estudo das implicagoes sobre a transitividade nestas redes

Motivacao: experiéncia de Milgram e sucesso mediatico

Varias experiéncias sociais sugerem que a maioria das pessoas no mundo esta conectada apenas
através de um pequeno nimero de links de "amigos". Este fenomeno tem sido chamado Seis Graus
de Separagao (a partir de uma ideia de uma historia de 1929 de um escritor hungaro)

Mas esta ideia teve grande repercussao depois da chamada experiéncia de Milgram. Em 1967,
Stanley Milgram, na época professor de psicologia social em Harvard, estava interessado em saber
qual era a probabilidade de duas pessoas selecionadas aleatoriamente se conhecerem. Isso eventu-
almente levou & questao de até que ponto quaisquer duas pessoas estavam separadas uma da outra.
A distancia foi expressa em termos de “A conhece B, quem conhece C, quem conhece D...,"e assim
por diante. Por outras palavras, a separacao era determinada pela cadeia de conhecidos através

da qual uma pessoa acabaria por emcontrar a outra.

Afirmacoes de Milgram

Cada um de nodos pertence a uma estrutura de “pequeno mundo”.

Nao é verdade, no entanto, que cada um dos nossos conhecidos constitua uma base igualmente
H'

importante de contacto com o mundo maior

Sao seis graus poucos ou muitos?



56 Sumdrios estendidos

Se duas pessoas estao separadas, elas estao muito distantes?

Assim, quando falamos de intermedidrios, falamos de uma enorme distdncia psicoldgica entre
os pontos inicial e o alvo, uma distdncia que parece pequena porque consideramos 5 uma pequena
quantidade “tratdvel”. Nao devemos pensar mos dois pontos como sendo separadas por 5 pessoas,

mas sim separadas por “5 circulos de vizinhangas”.
Existéncia de outros algoritmos

Nutmero de Erdos, ntimero de Kevin Bacon
3.7.3 Exemplos de redes: Facebook

3.7.4 Modelo de redes Watts e Strogatz (WS), (Nature 1998)

As redes de mundo pequeno, de acordo com Watts e Strogatz, sdo uma classe de redes que sao
“altamente agrupadas, como redes regulares, mas possuem comprimentos de caminho pequenos,

como grafos aleatorios.”

Construgao do modelo de "Small-World"de Watts-Strogatz-Newmann

O que nos leva ao modelo Watts-Strogatz onde sao avaliadas duas quantidades:
a. A separagao tipica entre dois vértices, calculado como o comprimento dos caminhos mais
curtos entre todos os pares de vértices;

b. O coeficiente de agrupamento C.

Rede regular

Rede "small-world"

Rede aleatéria

p=0

0<p<l1

p=1

distancia média elevada

distancia média pequena

distancia média pequena

coef. de agrupamento elevado

coef. de agrupamento baixo

coef. de agrupamento baixo
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O modelo original de Watts-Strogatz

Considere um conjunto de n vértices {v1,...,v,} e um nimero par k. Para garantir que o grafo
terd poucas arestas, escolha n > k> log(n) > 1.
1°) passo: Ordene os m vértices numa circunferéncia e, para cada vértice, ligue os primeiros
k/2 wvértices vizinhos no sentido hordrio e depois os k/2 vértices vizinhos no sentido anti-hordrio.
2°) passo: Com uma probabilidade p, troque a aresta (u,v) por uma aresta (u,w), em que w €
um vértice diferente de u e (u,w) € uma aresta ainda ndao existente do grafo.

Vamos referir-nos ao grafo aleatorio de Watts-Strogatz por WS(n, k, p).

Na verdade este modelo nunca se tornava num grafo aleatorio verdadeiro, mesmo quando todas
as arestas sao reconectadas, uma vez que cada vértice ainda esta anexado a metade de suas arestas

originais.

2°) O modelo de Newman-Watts:

Comegcando com um modelo circular de n vértices em que cada vértice tem grau ¢, passamos
por cada uma das arestas de cada vez e arestas extras, geralmente chamados de atalhos, sao

adicionados entre pares de vértices escolhidos aleatoriamente, mas nenhuma aresta é removida

da rede subjacente.

O parametro p no modelo de "mundo pequeno"controla a transicao entre o modelo circular
(p = 0) e o grafo aleatorio (p = 1), garantindo um intervalo entre esses valores, onde coexistem
valor alto do coeficiente de clustering e um valor pequeno do comprimento médio dos caminhos,

propriedades aparentemente contraditorias.

Resultado importante:
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Para um valor pequeno de p, o coeficiente de agrupamento da rede ainda é quase o mesmo que o
da rede regular original, e o comprimento médio do caminho diminui rapidamente aproximando-se
da situacao nas redes aleatorias. Entao existe um amplo intervalo de p onde o comprimento médio
do caminho é quase tao pequeno quanto o das redes aleatérias, mas o coeficiente de agrupamento

é muito maior que o de uma rede aleatoria.
3.7.5 Propriedades de rede de mundo pequeno

Considere-se um conjunto de n vértices {v1,...,v,} e um nimero par k. Para garantir que o grafo

terd poucas arestas, escolha n >k > log(n) > 1.
Distribuicao de graus:

1°) O modelo original de Watts-Strogatz:

min(j—k,k) Pk
, k V)
Pj = 1 — p)iph—n M Pk
j nE:o (n>( p)"p G—hon)

2°) O modelo de Newman-Watts:

b n 9k \ I~ 1_@ n—j+2k
)= j—2k n n ’

Coeficiente de aglomeragao:

1°) O modelo original de Watts-Strogatz:

30k — 1) ;
= sph=n 4P
2°) O modelo de Newman-Strogatz:
3(k—1)
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Exemplos de redes:

Uma surpreendente diversidade de redes sdo de "mundo pequeno"no sentido SW:
- Redes neuronais.
- Muitas redes sociais (ou seja, Facebook, IMDB, etc).
- Algumas redes estruturais, como redes elétricas e redes de estradas.
- Notavelmente, a Internet nao é um mundo pequeno no sentido dos WS porque tem um pequeno

coeficiente de agrupamento.

3.7.6 Verificagao deste fené6meno nalgumas redes
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3.8 Mobdulo 7 - Redes sem-Escala

"Ricos cada vez mais ricos"

3.8.1 Motivagao: redes internet

Apesar do modelo aleatorio G(n, p) ser o modelo mais popular e mais estudado para representar
estrutura de redes, nao captura aspectos fundamentais da estrutura presente em muitas redes reais
como por exemplo a Internet.

O modelo de rede aleatoéria difere das redes reais em duas caracteristicas importantes:

(A) Crescimento

As redes reais sao o resultado de um processo de crescimento que continuamente aumenta o
nimero de vértices. Em contraste, o modelo de rede aleatéria assume que o ntimero de vértices é
fixo.

(B) Anexo Preferencial

Em redes reais, novos vértices tendem a ligar-se aos vértices mais ligados. Em contraste, os
vértices nas redes aleatérias escolhem aleatoriamente os seus parceiros de interagao.

3.8.2 Lei de poténcia

Apesar de se aplicar de forma mais geral, estamos interessados em distribuigoes de probabilidade

que possuem este fenémeno, ou seja, em distribuigoes de lei de poténcia.

Definigao: Uma distribuicdo € dita lei de poténcia quando sua func¢do de probabilidade possui
a sequinte forma:

px(z) ~ cx”” para z suficientemente grande

onde px (x) € a probabilidade da varidvel aleatoria discreta X assumir o valor x, ¢ € a constante

de normalizacao e o € uma constante e pardmetro da distribuicao, com o > 1.
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Caracteristicas importantes para o nosso estudo:

(i) a distribuicao de lei de poténcia decresce muito mais devagar do que qualquer outra distri-
buicao, diz-se que uma distribuigao de lei de poténcia possui “cauda pesada”.

(ii) o seu grafico tragado em escala log — log é uma reta.

Exemplos da distrbuigao de Poisson e fun¢ao zeta de Riemann

3.8.3 Funcao de distribuigao livre de escala

Uma funcgao distribui¢ao de lei de poténcia também recebe o nome de livre de escala. Intuitiva-
mente, a proporcionalidade da distribuicao mantém-se em qualquer escala para os valores que ela

pode assumir, sendo assim, livre de escala.

Definigao: seja b um walor inteiro positivo qualquer. Considere a razdo entre um valor x
qualquer para a distribuicao e um valor b vezes maior, ou seja, bxr. Temos entdo:

—Q

px () o
px(bx)  c(bx)—«

= b® para z suficientemente grande

3.8.4 Redes livre de escala

Definicao: Uma rede € dita livre de escala se sua distribuicdo de grau seque uma lei de poténcia.

3.8.5 Modelo de Anexacao Preferencial (preferential attachment)

No final da década de 90, Albert-L&zl6 Barabasi e Réka Albert propoém um modelo matemético
para construcao da Web tentando mostrar que esta caracteristica , livre de escala, seria consequén-
cia do processo de formagao da Web. Mas como podemos resumir este processo de construgao

da Web em que péginas novas que entram na Web tendem a criar hiperlinks para paginas mais
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populares na Web e como definir popularidade? Barabasi e Albert batizaram este mecanismo de
preferential attachment e propuseram o seguinte modelo.

Mecanismo de Anexacdo Preferencial ("preferential attachment") de Barabasi-Albert

1°) Considere o tempo discreto t =0,1,.... No tempo t = 0 temos a rede da Web inicial.

2°) A cada instante de tempo t > 0 wm novo vértice (pdgina) € adicionado & rede da Web. Este
vértice "traz"com ele m arestas (hiperlinks) que ligam o proprio vértice a outro vértice da rede. A
escolha deste vértice é feita de forma aleatoria.

Seja w um vértice presente na rede no instante ¢ e seja d,(t) o seu grau neste instante. A
probabilidade de u ter sido escolhido é dada por:

du(t)
pult) =
=T
veEV (1)
onde V (t) é o conjunto de vértices que existem na rede no instante ¢, (Anexagao preferencial).

Desta forma, a probabilidade de u ser uma ponta da aresta de uma nova pagina depende de t.

3°) O vértice v; que "entra"na rede no instante i, passa a fazer parte do conjunto de vértices

nos instantes sequintes, ou seja, v; € V; para todo j > 1.

3.8.6 Rede de Barabasi-Albert

Propriedades

e Propriedade: Seja por n(t) o nimero de vértices e m(t) o nimero de arestas no instante t e
ng € mo o numero de vértices e o niumero de arestas na rede inicial, criada no instante t = 0.
Considerando m(t) = mg +mt e n(t) = ng +t no instante t tem-se que o grau médio da rede,

€ dado por:

- 2 2 2
d(t) m(t) _ 2mo + 2mt
n(t) ng + nt

~ 2m para t suficientemente grande.
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e Propriedade: Depois de um tempo t suficientemente grande a distribuicao de grau da

rede gerada pelo modelo BA serd aproximadamente

Ou seja, a rede possui uma distribuicao de grau de entrada que segue uma lei de poténcia co

m o = 3.

e Propriedade: A distancia média, calculada através do diametro da rede verifica:

log N

N —— N > 10%
log log yPara = 0

(d)

e Propriedade: O coeficiente de agrupamento verifica:
_ (log N)?

-~ N

Na verdade, o mecanismo de anexacao preferencial e suas consequéncias ja haviam sido estu-
dados por Simon na década de 60 no contexto de modelos econodomicos, e por Price na década de

70 no contexto de redes de citacao de artigos cientificos [Simon 1955, de Solla Price 1965].

3.8.7 Exemplos de aplicagao deste modelo

Exemplos de aplicagao deste modelo e sua comparagao com redes aleatorias ER e com o modelo

de Watts-Strogatz.
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3.9 Moédulo 8 - Particao de grafos e detecgcao de comunidades

3.9.1 DMotivagao

Particao de grafos e deteccao de comunidade sdo duas questoes diferentes, mas bastante impor-
tantes e relacionadas na ciéncia de redes. Ambas estudam o problema de encontrar grupos (ou

clusters) de vértices de forma que o namero de arestas entre os grupos seja minimo.

e O problema de particao de grafos ou agrupamento de grafos refere-se a uma classe geral de
problemas que trata da seguinte tarefa: dado um grafo G = (V,E), agrupar os vértices de um grafo
em grupos ou clusters ou comunidades. O algoritmo de parti¢do de grafos leva em consideragao as
propriedades do vértice e da aresta e, portanto, normalmente depende de algum tipo de métrica
de “contagem de arestas” para otimizar.

Um exemplo tipico da ciéncia da computagao é a computagao paralela onde vértices sdo tarefas
de computagao e arestas representam troca de dados entre tarefas. Existe um niimero fixo de CPUs

e pretende-se equilibrar a carga de trabalho entre CPUs de tamanhos de grupo iguais.

Comunidades representam a organizagao de vértices em grupos, os quais podem ser identificados
pela existéncia de muitas arestas ligando vértices de um mesmo grupo e poucas arestas ligando
vértices de grupos diferentes. O processo de determinar as comunidades de uma rede complexa
é chamado de detecgao de comunidades. O objectivo da deteccao de comunidade é encontrar as
linhas "naturais"para a divis@ao de uma rede. Os tamanhos dos grupos podem variar amplamente

de um grupo para outro.

O uso mais comum da detecgdo de comunidades é a compreensdo dos dados da propria rede.
Por exemplo, em redes sociais, detectar as comunidades sociais ou, nas redes metabélicas, detectar

as unidades funcionais dentro da rede.
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e Os algoritmos de particao de grafos preocupam-se apenas com o corte minimo, ndo com a si-
milaridade de vértices ou similaridade de conex@o ou conexao densa. Além disso, nestes algoritmos,

o numero de particoes deve ser predefinido.

Algoritmos de deteccao de comunidades preocupam-se com a densidade, encontram a parte

mais densa da rede e esse tipo de algoritmo néo precisa predefinir o nimero de comunidades.

3.9.2 Nocoes de complexidade computacional

O pior caso de tempo de execugdo de um algoritmo para uma instancia de problema de tamanho
x é o numero de etapas de computacao necessarias para executar o algoritmo para a instancia de
tamanho x mais dificil possivel. Da mesma forma, o pior caso de consumo de memoria é o ntimero
de unidades de memoria que o algoritmo precisara ocupar simultaneamente no pior caso possivel
para uma instancia de tamanho x.

Na complexidade computacional, o interesse estd em caracterizar como o tempo de execuc¢ao
e o consumo de memoria crescem quando x cresce. Seja f(x) uma fungdo de z que determina o
namero de etapas de computagdo (ou alternativamente as unidades de memoria) necessarias no
pior caso, dado x € Z*. A complexidade maior de um algoritmo ¢ denotada por O(g(z)), onde

g(x) é uma fungdo do tamanho da entrada x tal que f(x) ndo cresce mais rapido que g(x).

3.9.3 Particao de um grafo

O objectivo no particionamento de grafos é minimizar o niimero de arestas que ligam um subgrupo
de vértices a outro, geralmente impondo limites ao ntimero de grupos, bem como ao tamanho
relativo dos grupos.

Uma questao importante é que o namero e o tamanho dos grupos sao fixos e as vezes 0s
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tamanhos sdo fixos dentro de um intervalo, mas ainda sao fixos. Quase todos os métodos podem

ser descritos como combinagao de métodos de:

e Melhoria Local (e multi-resolugéo).
e Métodos Espectrais.

e Métodos baseados no fluxo.

Melhoria Local (e multi-resolugao)

Estes comegam com uma particao e melhoram os cortes invertendo os vértices para frente e para
tras. Informalmente, a ideia basica é que se houver algum tipo de geometria, digamos que o
grafo que esté sendo partido representa uma rede rodoviéria, ou seja, que vive numa superficie
bidimensional, entao podemos “granular grosseiramente” sobre a geometria, para obter vértices e
arestas efetivos e, em seguida, partir o grafo definido de maneira grosseira.

Algum contexto historico: Kernighan-Lin nos anos 70; Fiduccia-Mattheyses nos anos 80, Chaco

nos anos 90.

3.9.4 Meétodos espectrais

Referem-se a uma classe de métodos que, na raiz, sao um método de relaxagao dum problema com

um grau de complexidade grande e que envolve calculos de vectores proprios.

Algum contexto histérico:

e Fiedler associou o segundo menor valor proprio do Laplaciano & conectividade do grafo e sugeriu

dividir o grafo ao longo do vector proprio associado.

e Cheeger estabeleceu conexoes com relagoes isoperimétricas em variedades continuas, estabe-

lecendo o que hoje é conhecido como a desigualdade de Cheeger.
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Definigao: A constante de Cheeger dum grafo G com o conjunto de vértices V' é definida por

h(G) = inf [9(X)) —
X min(vol(X),vol(X))

onde o infimo esta sobre todos os subconjuntos X do conjunto de vértices e |0(X)| é o ntimero de

arestas que unem os vértices de X com vértices de V — X.

Desigualdade de Cheeger: Sendo 1 , a desigualdade de Cheeger para um grafo G estabelece

que

e LLR considerou a geometria de grafos e aplicagbes algoritmicas, e interpretou LR como
incorporagao de G num espago métrico.

e Chung concentrou-se no Laplaciano normalizado para graficos de graus irregulares e na mé-
trica associada de conduténcia.

e Shi e Malik usaram cortes normalizados para aplicages de visdo computacional, que é essen-

cialmente uma versao de condutéancia.

Enfase nos metodos espectrais nomeadamente num elegante método devido a Fiedler que fornece

boa aproximagao para o problema da particao de grafos em duas partes.

3.9.5 Meétodo de Fiedler

a) Seja A a N x N matriz de adjacéncia duma rede nao orientada e nao pesada. Queremos dividir

os nodos em dois grupos C; e Cy, tais que:

i€Cq, jECo
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seja tao pequeno quanto possivel.

Encontrar a partigdo correcta é um problema de dificuldade NP.

b)

S(1— i) = 1 , 4,j estao em grupos diferentes
2 *“J7771 0 , nos outros casos.

As arestas entre os grupos sao:

¢) o que significa que:

1 1
R == ESTLS = Z Z(k‘léw — Aij)SiSj

d) O problema do particionamento de grafo esta agora reduzido a

1
min R = ZSTLS

e) Agora, temos um problema de optimiza¢do combinatoria. Se relaxarmos o problema para

que s; possa tomar qualquer valor, temos o problema de optimizacao convencional.

f) Mostra-se que:

1 1 1
ZSTLS = ZacTLx = ZxTx = )\n}\r;g
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g) Devemos escolher para A um dos valores proprios de L. Nao podemos escolher \; = 0
porque o seu vector proprio é I . Escolhemos, entdo, o segundo valor proprio mais pequeno Aq(a

conectividade algébrica do grafo).

h) O seu vector proprio x é conhecido como o vector de Fiedler. E o valor de Az é uma

medida da qualidade das bi-parti¢oes da rede.

nyp —n2

i) Voltamos agora atras para s; = x;+ N

, € devemos nio "relaxar"os valores de s (tomar

+1) para obter as colocagoes dos vértices em Cy e Cs.

ny —n

2 . .
7 580 maiores, a Cy (ie., s; = 1) e o resto

j) nodos atribuimos os ny vértices, cujos x;+

a Cy (ie., s, =—1).

Esse método pode ser aplicado para obter um ntmero arbitrario de partigoes e o seu sucesso
é extamente por ser um relaxamento de um problema de otimizagao combinatéria para o qual

existem garantias de qualidade de aproximagao no pior caso.
Meétodos baseados no fluxo

Esta classe de métodos baseados no fluxo usa o procedimento de fluxo de miiltiplos caminhos
n n 43 13 : 99

para revelar "engarrafamentos"no grafo. Intuitivamente, o fluxo deve ser “perpendicular” ao corte.

A ideia é considerar um grande nimero de caminhos simultaneamente entre pares aleatorios de

vértices e entao escolher o corte com o maior nimero de arestas congestionadas.

3.9.6 Deteccao de comunidades

Agora consideramos um problema que esté relacionado, mas é diferente. Nao podemos impor o nii-

mero de grupos, devemos encontra-lo assim como detectar os elementos desses grupos. Desta forma,
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estamos observando a rede através duma lente para ver quao perto podemos chegar a uma estru-
tura de blocos diagonais numa matriz de adjacéncia. Procuramos encontrar a "melhor"atribuigao

de vértices a comunidades para alcangar a “melhor” estrutura de bloco-diagonal possivel.

3.9.7 Tipos de Métodos

Existem centenas de métodos para tentar detectar comunidades algoritmicamente:

e divisivo: considera-se uma rede completa e divide-se recursivamente em pequenas grupos (até,
por exemplo, cada vértice estar sézinho ou até algum critério de paragem).

e aglomerado: comega-se com vértices individuais e sao combinados recursivamente até obter
uma rede completa.

e local: obtém-se comunidades separadamente a partir de cada vértice (ou subconjunto de
vértices) e, se for o que se pretende, tomando a média destes resultados.

e clustering nas arestas: atribui-se as arestas as comunidades em vez dos vértices.

3.9.8 Algoritmo de Newman-Girvan

Este método classico de dete¢ao de comunidades usa uma versao da medida de centralidade de

intermediacao aplicada as arestas da rede.

Definicao: Considere um par de vértices v; e v; e uma aresta | no grafo G. Denotamos por g;;
o nimero de geodésicas entre v; e vj e gyi; 0 numero de geodésicas que contém l. A centralidade

de intermediacao da aresta | é dada por:
"
esl) =Y ity
iy 9

e Algoritmo de Newman-Girvan
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(i) Calcular c¢p para todas as arestas da rede.
(ii) Remover a aresta com maior cg.
(iii) Recalcular cp para todas as arestas afetadas com esta remogao.

(iv) Repetir a partir do passo (ii) até ndo sobrarem mais arestas.

3.9.9 Modularidade

Em termos de deteccao de comunidades, a medida mais conhecida é a modularidade. Tal medida,
proposta por Newman e Girvan, esta relacionada com a qualidade de uma determinada divisao
da rede, é essencialmente a comparacao entre o nimero de arestas de um determinado subgrafo
da rede ou comunidade ¢ e o nimero de arestas no modelo nulo, ou seja, um grafo aleatorio de
mesmo tamanho e sequéncia de graus da rede. Assim, um subgrafo é mais proximo de uma boa
comunidade quando tem maior modularidade isto é, se o seu niimero de arestas internas exceder o

ntmero esperado de arestas internas que o mesmo subgrafo teria no modelo aleatoério.

Definicao: Seja G um grafo com n vértices e m arestas e A = [aij] a matriz de adjacéncia.
Seja k; o grau de v; e 5(ci,cj) = 1 se v; e v; estiverem na mesma comunidade, e 0 no caso
contrario. Denotemos por G* uma diviséo em comunidades do grafo. A modularidade de G* é

dada por:

QG) =5 ) (am’ - ';’;) 8(ci,5):

3.9.10 Optimizacao da modularidade através de passeios aleatorios

Vamos considerar um processo de passeio aleatorio discreto no grafo G. A cada passo de tempo um
caminhante est4 num vértice e move-se para um vértice escolhido aleatoriamente e uniformemente

entre seus vizinhos.
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Passeio aleatorio

Consideremos G = (V, E) um grafo conexo com n vértices e m arestas.
Comegamos num vértice vy, se na t—ésima etapa estamos num vértice v;, movemos o vizinho

de v4 com probabilidade . A sequéncia de vértices aleatorios (v; : ¢ = 0,1,...) é uma cadeia

L
d(vt)
de Markov.

Sendo A a matriz de adjacéncia de G, o vector contendo os graus dos vértices é d = A1, onde 1 é
o vector n x 1 de uns, D a matriz diagonal e M a matriz de transi¢ao e P o vector de probabilidades

de dimensao 1 X n, a dindAmica do passeio aleatdrio é expressa pela equagao:

Pt+]_ :PtM

Distribuicao estacionéaria e estabilidade de Markov da particao

Supondo que o grafo nao é bipartido esta dindmica converge para uma tnica distribuicao esta-

cionaria

2m

Cada partigao do grafico em ¢ comunidades é codificada por uma matriz indicadora n x ¢, H,
com H;; € {0,1}, onde 1 significa que o vértice ¢ pertence a comunidade j. Sendo II = diag(w), a

matriz de agrupamento do processo de difusao no tempo t é:

Ry(H)=H" [IM' — 7| H
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A ¢ x ¢ matriz R(t), reflete a probabilidade do passeio aleatorio permanecer dentro de cada bloco
(elementos diagonais) e de existir transferéncia entre blocos (fora dos elementos diagonais) apos

um tempo t. Definimos a estabilidade de Markov da particao H como

r+(H) = min Tr[Rs(H)] = Tr[R:(H)].

0<s<t

Optimizacao da modularidade

A estabilidade de Markov r;(H) pode ser usada como uma fun¢io de maximizagio, para cada

tempo t, no espaco de todas as partigoes possiveis do grafo

ry = max [ri(H)]

Embora esta otimizacao seja N P—dificil, uma variedade de eficientes heuristicas de otimizagao
para agrupamento de grafos podem ser usadas. A heuristica do modelo de Potts proposta por
Reichardt & Bornholdt [47] é recuperada como a estabilidade linearizada de Markov. O tempo de
Markov t é equivalente a um parametro de resolucao e a modularidade é recuperada em t = 1 para
grafos néo orientados (onde a notagao nor traduz a ligagdo com o Laplaciano normalizado.).

rin (1, H) = Q.

nor
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3.10 Mobdulo 9 - Sistemas Dinamicos em e de Redes

3.10.1 Motivacao

O estudo sera sobretudo em situagoes “simples” que sdo analiticamente trataveis, mas muitos dos
processos dindmicos que consideramos podem, obviamente, ser estudados em situagoes muito mais
complicadas (inclusive em redes orientadas, redes pesadas, redes temporais e redes multicamadas),
e muitos novos fenémenos interessantes ocorrem nessas situagoes que poderao ser alvo de trabalhos

finais especificos por parte dos alunos.

A presenca de dinAmica temporal de vértices e/ou arestas da rede evoca questoes cruciais na
modelagao, nomeadamente, de fenodomenos reais em que é necessério avaliar se devemos estudar
um sistema dindmico numa rede temporal, estudar apenas uma rede temporal, estudar um sistema
dindmico numa rede independente do tempo (ou num conjunto de tais redes) ou realizar varios

estudos desse tipo.

A eénfase pode ser colocada na interacao entre o local e a dindmica global ou na topologia em
evolugao dindmica. Mais interessante ¢ uma combinagao de ambos. Normalmente, tal combinagao
envolve um acoplamento entre duas escalas de tempo diferentes: uma rapida, na qual a dinAmica
individual ocorre, e uma lenta, na qual a rede responde a essa dindmica e evolui.

Nas redes neuronais, por exemplo, tem-se uma dindmica de atividade rapida dos vértices,
chamados neurénios neste contexto, e uma dindmica de aprendizagem lenta que altera os pesos

das conexoes, chamadas sinapses, em resposta as correlagoes de atividade entre os neurénios.
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3.10.2 Distingao entre modelos para a dinAmica nas redes e a dinamica
das redes

Os modelos para a dindmica nas redes sao a extensao mais natural dos modelos tradicionais de
sistemas dindmicos. Eles consideram como os estados das componentes, ou vértices, mudam ao
longo do tempo através de suas interacoes com outros vértices que estao ligados a eles. As conexdes
sao representadas por arestas de uma rede, onde a topologia da rede é fixa ao longo do tempo.
Nos modelos para a dindmica das redes referimo-nos aos diferentes tipos dos chamados pro-
cessos que ocorrem nas redes - a funcionalidade/eficiéncia de tais processos é fortemente afetada
pela topologia, bem como pelo comportamento dindmico da rede e a dindmica das redes refere-se
principalmente a varios fenomenos (por exemplo, auto-organizagio, agrupamento evolutivo) que

ocorrem para provocar certas mudancas na topologia da rede.

3.10.3 Alguns sistemas dindmicos estudados em redes.

3.10.4 Percolagao

O estudo das mudangas qualitativas na conectividade em sistemas (especialmente os grandes) a
medida que seus componentes sao ocupados ou removidos, é um dos processos mais simples que
apresenta fenémenos criticos ou transicao de fase, ou seja, existe um parametro no sistema, em que
uma pequena mudanga produz uma grande mudanc¢a no comportamento do sistema. Imaginemos
uma floresta entre duas estradas paralelas: nas margens de uma das estradas inicia-se um incéndio
e com a “ajuda” do vento ocorre a propagagao do fogo em direcao a outra estrada. Quando as
chamas atingirem a estrada no outro lado da mata, quanto da floresta ja foi queimada?

Podemos ver na figura que: em a) uma paisagem ocupada por 90% de células florestais

(verde, p=0.9) distribuidas de forma aleatoria e independente, dominadas por um grande aglome-

rado; em b) Para valores de p maiores que o limite de percolagao (p=0,6>0,59) existe um caminho
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Figura 3.2: Exemplo de percolagao na modelagao da propagacao du incéndio

continuo a partir de duas bordas opostas (caminho amarelo dentro do cluster abrangente); em
¢) Abaixo do limiar de percolagio (aqui p=0,5<59) surgem aglomerados maiores, mas nenhum
aglomerado abrangente pode ser detectado e em d) uma paisagem ocupada por 20% de floresta
apresenta pequenos aglomerados nao ligados. O tamanho da paisagem é de 20x20 células, .

A percolacao nos ajuda-nos a compreender a estrutura, a resiliéncia e os processos em redes com-
plexas. As transi¢oes de percolagao fornecem um arquétipo para transi¢ées continuas, e tem havido
muito trabalho em problemas de percolagao. Muitos problemas de percolagao estao profundamente
relacionados com modelos tanto bioldgicos como sociais, como o modelo suscetivel-infectado (SI)
para contagios biologicos e o modelo de limite critico de Watts para contagios sociais. Conside-
ramos percolagdo nos vértices, nas arestas (removemos nodos, arestas até que uma componente

gigante deixe de existir de forma uniforme ou nao-uniforme) e percolagao explosiva.

3.10.5 Contagios Biolégicos

Uma das formas padrao de estudar contéagios biologicos é através do que é tradicionalmente cha-
mado de modelos compartimentais, nos quais os compartimentos descrevem um estado (por exem-
plo, “suscetivel ,” “infectado” ou “recuperado”) e existem parametros que representam taxas de
transicao para mudanga de estado.

Os modelos compartimentais mais simples sao aplicaveis a populagoes “bem misturadas”, nas

quais cada individuo pode encontrar todos os outros individuos e em que cada tipo de mudanga
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de estado tem uma tnica probabilidade associada.
Modelo Suscetivel-Infectado (SI):

O tipo mais simples de epidemia. biolégica tem dois estados — suscetivel e infectado — onde os
nododulos saudaveis sao considerados “suscetiveis” (e estdo no compartimento “S”) porque nao estao
atualmente infectados, mas podem ser infectados , e os nodos “infectados” (no compartimento “I”)

permanecem permanentemente nesse estado.
Modelo Suscetivel-Infectado-Suscetivel (SIS):

Consideramos um processo de transmissdo de doenga (um pouco mais complicado) no qual um

nododulo pode tornar-se suscetivel novamente apés ser infectado.
Modelo Suscetivel-Infectado-Recuperado (SIR):

No qual os nodos suscetiveis ainda podem fazer a transicao para “ser” infectados, mas os nodos

infectados recuperam para um estado R no qual nao podem mais ser infectados.

3.10.6 Contagios Sociais

As ideias espalham-se pelas redes sociais de uma forma que parece ser algo analoga aos contagios
biologicos, e a semelhanca percebida entre as epidemias sociais e biolégicas levou a adopgao do

termo “contégio” ao descrever a influéncia social e a propagagao de ideias, inovagoes, e memes

3.10.7 Modelos de Votacao

No modelo padrao (ou “direto”) cada né esta associado a uma variavel binaria que pode estar no
estado +1 ou no estado —1, (por exemplo, o primeiro pode representar o partido A, e o dltimo
pode representar o partido B). A cada passo de tempo discreto, um nodo (digamos, o nodo i) é

selecionado uniforme e aleatoriamente, e o nodo ¢ entao adota o opinido s; de um de seus vizinhos j
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(que é selecionado uniforme e aleatoriamente entre todos os seus vizinhos i’s). Se i e j ja estivessem

votando da mesma forma antes do intervalo de tempo, entao nenhuma mudanga ocorreria.

3.10.8 Acoplamento de osciladores

Um sistema dindmico muito estudado, que associa cada oscilador a um n6é de uma rede e que
permite investigar como a conectividade nao trivial afeta fenémenos coletivos como a sincronizagao.
Modelamos a dindmica nas redes com variaveis dindmicas independentes x;, y;, .., em cada vértice
i. As variaveis sdo acopladas apenas ao longo das arestas da rede. E estudado com mais detalhe

este caso.

3.10.9 Sincronizagao completa de uma rede linear

Uma rede de N sistemas dinamicos caoticos idénticos, z; (i = 1, ..., N), os nodos ou elementos da

rede, pode ser descrita por

N
zi(t+1) = f (2 (1) + Y ay - [f (25 (1) = f (@i (1))

j=1

JFi

onde a;; € Rar (i, =1,...,N) sao as constantes-forga-de-acoplamento.ou, duma forma equiva-

lente, por

Ft+1)=(In+A)- T (7 1)

designando por A a matriz de acoplamento.
A defini¢do de sincronizagao completa de um acoplamento pode estender-se de maneira simples

a uma tal rede.
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Defini¢ao: Dizemos que a rede admite uma sincronizagao completa se existir uma fungao s(t)

tal que z; (t) = s(t), Vi=1,...,~, € solugao da igualdade anterior.

Num acoplamento que admite sincronizagao completa, a solugao completamente sincronizada

s6 é exponencialmente estavel para alguns valores da constante-forga-de acoplamento.

Definigao:. Dizemos que a rede sincroniza completamente se existir uma fungao s(t) tal que
x; (t) = s(t), Vi=1,....n, € solucdo exponencialmente estével..

Apesar de ser muito importante, o estudo da sincronizagao nao pode ser “restrito” & sincroni-
zagao completa. A modelacao realista de muitas grandes redes exige inevitavelmente que outros
tipos de sincronizagao sejam considerados. como o caso da sincronizagao desfasada, onde as itera-
das dos sistemas dindmicos acoplados assumem os mesmos valores, s6 que fazem-no em instantes

t diferentes.
Estudo da estabilidade destas solugoes considerando diversos tipos de acoplamento.

E exemplificado um outro tipo de acoplamento, o acoplamento por comando-total. Se & rede
anterior acrescentarmos um nodo y, que designamos por ditador, ligando-o de forma unilateral a
todos os elementos da rede e utilizando uma mesma constante de acoplamento ¢, a que chamamos

constante-forga-de-comando, obtemos uma nova rede descrita por:

i (t+1) = f (2 (1) + % aij - [f (zj (1) = f(zi @) +elf (v (@) = f (@i (1))]
i
y(t+1)=f(y()

zi (t+1) = f (2 () + i_vll agj - [f (x5 ) = f (2 )] + €[f (y () — f (2: (1))]
i
y(t+1)=F(y@)
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ou, duma forma equivalente, por

F(t+1) = Iy +A0)- T (@ (1)

_>
A—ely €l
sendo Ag = 6>T 0

Estudamos a possibilidade de este novo nodo impor o seu comportamento a todos os outros

elementos da rede, i.e. a possibilidade desta nova rede sincronizar completamente.

3.10.10 Estudo da sincronizabilidade duma rede

Estudo dos efeitos da estrutura da rede, ou seja, a topologia do grafo, na sincronizabilidade da
rede, através do estudo de alguns parametros do grafo, como a condutancia e o coeficiente de
agrupamento definindo o ponto de viragem do agrupamento para identificar a formacao de clusters,

como na figura (3.3

Figura 3.3: Processo de formagcao de cinco clusters.

Podemos observar o efeito na sincronizagao da rede, figura [3.4] considerando a evolugao do
coeficiente de agrupamento e da condutancia no processo de formacao do agrupamento C®, quando

o numero das arestas diminui.

3.10.11 Funcgao zeta de um grafo

Thara escreveu dois artigos nos anos noventa nos quais estabeleceu a estrutura para definir a fungao

(que entretanto se chama Thara) Thara zeta de um grafo k-regular finito. A fungdo zeta de um grafo
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Figura 3.4: Evolugdo do coeficiente de agrupamento e da condutancia. O eixo horizontal indica o
nimero de etapas neste processo.

é o reciproco de um polinémio e pode ser calculado em tempo polinomial. Estudamos os coeficientes

deste polinémio com o objectivo de os relacionar com a estrutura especifica no grafo.
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A.0.1 Motivacao

8000 milhoes
de humanos

Figura A.1: No festival Maha Kumbh Mela, na India, este ano, sao esperados mais de 400 milhdes
de pessoas.

HUMANIDADE

Como nos organizamos???
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As cidades surgiram como centro das civilizagoes e acompa-
nharam a histéria humana desde a antiguidade até aos dias

atuais

Em 2000, metade da populacao mundial vivia em cidades e as Nagoes Unidas projectam que

atinja 60% em 2030 e que, para o ano 2050, 70% da populagao mundial seja urbana.

l.

:

Figura A.2: As cidades surgiram como centro das civilizagbes e acompanharam a histéria humana
desde a antiguidade até aos dias atuais.

Peter Grindrod (Professor Mathematical Institute, University of Oxford, ex-presidente do Insti-
tuto de Matematica e suas Aplicagoes), Desmond J. Higham (Professor da School of Mathematics,
University of Edinburgh, Membro da Royal Society de Edimburgo), Robert S. MacKay (Professor

de Matematica, University of Warwick, Membro da Royal Society).

“...No preambulo de seu recente livro The New Science of Cities, Michael Batty, do Bartlett

Centre for Advanced Spatial Analysis da University College London, discute trés principios centrais
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onde explica a sua perspectiva de “redes e fluxos” da ciéncia da cidade. O livro de Batty faz uso de
conceitos como modelagao baseada em agentes, teoria dos grafos, cadeias de Markov, problemas
de decisao markovianos, otimizagao e auto-similaridade/fractais e, portanto, ¢ um excelente ponto

de partida para mateméaticos que desejam entrar na area...”
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O desafio de grandes conjuntos de dados!

Figura A.3: Brennan Whitfield , Aug 07, 2023.

Somos confrontados com uma explosao nos ultimos anos de dados biomédicos, como dados ex-
perimentais de processos bioquimicos e estruturas em niveis celulares, sub-celulares e até molecula-
res, as topologias de complexos sistemas compostos de sinalizacdo e processamento de informacdes,
como o cérebro ou o sistema imunolégico, dados genodomicos e epigenéticos (niveis de expressao
genética, sequéncias de DNA), dados epidemiologicos e um grande nimero de registros de pacientes
com informagoes clinicas.

Tende-se a recolher dados por um motivo. Esse motivo geralmente é o desejo de compreender
o comportamento dindmico do sistema complexo que gerou os dados, para prever com razoavel
precisao a sua evolugao futura e a sua resposta a perturbagoes ou intervengoes, ou para entender
como se formou. Podemos querer melhorar e otimizar a eficiéncia de um sistema, para projetar
controles regulatorios eficazes ou (no caso da medicina) para compreender, curar e prevenir doengas.

Para sistemas pequenos e simples a tradugao da observagao em compreensao qualitativa e
quantitativa do design e a fungao geralmente nao é dificil.

No entanto, se recolhermos dados sobre sistemas complexos com milhoes de variaveis que intera-
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gem de forma néo linear, apenas tendo uma lista das suas partes, das suas conexoes, as observagoes
de seus padroes coletivos de comportamento ja nao sao suficientes para entender como esses siste-

mas funcionam.
A partir de 2022, de facto, aproximadamente 97 por cento das empresas estdo a investir no

poder crescente do big data.
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A matematica na vanguarda do conhecimento!

(Jiirgen Jost, diretor do Max Planck Institute for Mathematics in the Sciences in

Leipzig desde 1996)

“...Portanto, como a recolha de dados hoje em dia esta tipicamente a frente da compreensao
teodrica, a matematica deveria enfrentar radicalmente a falta de teoria e olhar para o que existe, os
dados, e ver o que se pode fazer com eles. E aquilo a que pretendo apelar ndo sao métodos ad-hoc
para cada conjunto de dados concretos, mas sim uma anélise abstrata dos desafios estruturais mais

profundos.

E claro que a matematica moderna esta desenvolvida e sofisticada o suficiente para fornecer
ferramentas apropriadas e uteis para basicamente qualquer conjunto de dados, mas esta, por si so,

é uma perspetiva cientifica demasiado estreita.

Para mim, como matematico, a matematica é mais do que analise de dados. Precisamos de um

repensar conceitual.

Uma perspetiva tradicional consideraria a matematica apenas como uma ferramenta quando os
conjuntos de dados (possivelmente muito grandes) fossem analisados. Uma das teses deste ensaio é
que esse proprio processo, a anélise de dados, pode e ja se tornou objeto de pesquisa matematica.
Assim, a mateméatica nao s6 serve como uma ferramenta poderosa, mas ao refletir esse papel,
ganha uma nova perspetiva e se eleva a um nivel superior de abstracao. Entao, o dominio de tal
investigacao matemaética nao é mais um campo especifico, como a fisica, mas a propria técnica

matematica. A matematica deixa entao de ser, se é que alguma vez foi, uma mera ferramenta

formal para a ciéncia, mas torna-se a ciéncia das ferramentas formais. ..”
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O século da complexidade
A percecao de que estamos inseridos e cercados por diversas redes e que estas possuem um papel
central em diversos aspetos de nossas vidas, vem crescendo vertiginosamente durante a ultima

década, tanto no meio académico quanto no ptublico em geral. Estamos cada vez mais cientes de

que o comportamento de muitas das coisas que nos cercam nao pode ser estudado e caracterizado
isoladamente, pois muitas destas coisas estdo conectadas e a interacdo entre as partes influencia

fundamentalmente o comportamento individual e coletivamente o comportamento global. O que

torna estas redes complexas é que sao geralmente tao grandes que é impossivel compreender ou

prever o seu comportamento global observando o comportamento de nodos ou ligagoes individuais

Figura A.4: Stephen Hawking afirmou em 2000 que "... O século XXI seré o século da Complexi-
dade"e que "...A teoria definitiva nao colocaré limites na complexidade dos sistemas que podemos
produzir, e é nessa complexidade que penso que os desenvolvimentos mais importantes do préximo
milénio ocorrerdo..."@

Figura A.4: Stephen Hawking afirmou em 2000 que

"... O século XXI seré o século da Complexidade"e que "...A teoria def]

Assim sendo, surge naturalmente a necessidade de estudar como as “entidades” se conectam e

a importancia desta conectividade para o problema em questao.
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Algum contexto histoérico:

1736- Euler introduz a ideia de grafo (na sua busca por um caminho ligando sete pontes em
Konigsberg).

1950- Freeman — medidas de centralidade.

1957- Redes aleatoérias por Salomon e Rapoport.

1959-1960 -Redes aleatérias por Erdos e Renyi.

1965- Price propoe modelo matemaético ligagdo preferencial (Herbet Simon).

1967- Stanley Milgram e o Mundo Pequeno com 6 graus de separagao.

1998 — Modelo Watson-Strogatz para mundo pequeno e Page Rank (Google).

1999- Modelo Albert-Barabasi introduz as redes livre de escala.

Logo a teoria dos grafos tem uma historia que remonta a mais de 250 anos e desde entdo, a

teoria dos grafos, o estudo das redes na sua forma mais basica como interconexoes entre os objetos,

evoluiu de suas raizes recreativas para um ambiente rico e assunto distinto.

De particular importancia é o seu papel vital na nossa compreensao da matematica que governa

o universo discreto.
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A mesma abstracao é usada para representar a conectividade da Inter-

net e a conectividade do cérebro

O que é surpreendente é que muitas redes do mundo real sdo parecidas: a estrutura da Internet
assemelha-se & organizacao do nosso cérebro, mas também a organizacao das comunidades sociais

online.

Figura A.5: Do lado esquerdo uma representacio grafica da internet: Os nodos representam as
paginas da web e os links representam instrugoes de salto em HTML. Do lado direito estao repre-
sentadas as sinapses no nosso cérebro.

A Internet é um exemplo do que hoje é comummente chamado de rede complexa, que podemos
definir informalmente como uma grande colecao de nodos interligados.
O cérebro pode ser visto como uma rede onde os neurénios sao nodos e suas sinapses sao as

arestas.
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Semelhanca entre redes imunolégicas, neuronais e circuitos

redes imunoldgicas
=

computadores
TR 1

108 concentragdes de clones B/T
hora

links paralelos adaptativos

baixa conectividade

equagdes?

101 sequéncias.:.de .. picos... de
neurénios por msecs

links paralelos adaptativos

alta conectividade

equagoes conhecidas desde
1940/1950

1019 portas légicas

0/1 estados nsecs

links fixos sequenciais
baixa conectividade
equagdes conhecidas desde
194071950

Figura A.6: Comparacao de redes.

A origem dessas semelhangas ainda é um mistério, assim como muitas vezes é muito dificil

compreender como certas redes foram realmente estruturadas

O que torna estas redes complexas é que sao geralmente tao grandes que é impossivel compre-

ender ou prever o seu comportamento global observando o comportamento de nodos ou ligagoes

individuais.

Mesmo grafo, diferentes redes

Figura A.7: Do lado direito da figura uma rede de routers, ao centro uma rede de amigos e no lado
esquerdo o grafo que representa as duas redes.

Nem todo grafo é uma rede complexa, mas toda a rede complexa pode ser repre-

sentada por um grafo
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As redes estao em toda a parte - a ubiquidade da teoria de

redes

Um vértice pode ser qualquer coisa: uma pessoa, uma organizagao, um computador, uma flor

ou uma célula biologica, etc.

Interligados significa que dois nodos podem estar ligados, por exemplo, porque duas pessoas se
conhecem, duas organizacoes trocam bens, dois computadores tém um cabo conectando os dois,

ou porque dois neurénios estao ligados por meio de sinapses para a passagem de sinais.

Acontece que redes complexas estao por toda parte. Ou, para ser mais preciso, acontece que se

modelarmos situacoes do mundo real em termos de redes, muitas vezes descobrimos coisas novas.

Antes de aprofundarmos que as redes complexas realmente implicam, vamos primeiro consi-
derar algumas areas gerais onde as redes desempenham um papel vital, redes tecnolédgicas (de
comunicagao, de computadores, Internet), redes bioldgicas (moleculares, neuronais, metabolicas),

redes de texto, redes de niimeros, redes sociais, redes colaborativas. . .



101

Rede de estradas e ruas

Rede das estradas romanas

Roma era famosa pelo seu sistema de estradas. Os romanos construiram mais de 85 mil quil6-

metros de estradas para ligar todas as partes do seu império.

Figura A.8: Rede de estradas romanas.

Nao é por acaso que existe o ditado: “Todos os caminhos levam a Roma”.

Rede das ruas no centro historico de Evora

Podemos considerar uma fotografia do Centro Histérico de Evora, o mapa desenhado das suas

ruas e o grafo que representa essa rede de ruas.

<y \
Vsom
\\:

Figura A.9: Podemos considerar uma fotografia do Centro Historico de Evora, o mapa desenhado
das suas ruas e o grafo que representa essa rede de ruas.
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Redes de transporte

Figura A.10: Rede do metropolitano de Lisboa e rede de trafego aéreo.

Rede Sismica Europeia Virtual de Banda Larga

Figura A.11

: Rede Sismica.
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Redes Sociais

Rede facebook

O Facebook ¢ a rede social mais popular do mundo, com cerca de 2900 milhGes de nodos por

Figura A.12: Rede Facebook.

Rede Twitter

A rede Twitter tem cerca de 436 milhoes de participantes por més.

Figura A.13: Rede Twitter.
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Redes profissionais

Rede de colaboragao cientifica

!'.-'-h =

Figura A.14: Uma rede de colaboragao cientifica.

Rede de alunos que frequentam os mesmos cursos

Figura A.15: uma ede formada pelos alunos e pelas disciplinas nos cursos em e-learning da Uni-
versidade de Evora.
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Redes de texto

Rede de co-ocorréncias num livro

“Historia Augusta”: cole¢ao de biografias dos imperadores romanos do periodo 117 a 284, escrita
em latim. Cada livro é dividido em partes mais curtas do texto, com o mesmo numero de palavras

e é construida uma rede de co-ocorréncias
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Figura A.16: Rede de co-ocorréncias.

Rede de Personagens de Harry Potter

Neste caso constréi-se uma rede com as personagens que se cruzam nestes livros.

Figura A.17: Rede de Personagens de Harry Potter.
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Rede de Numeros

Também podemos considerar uma rede de numeros, neste caso consideramos a sequéncia de

Collatz.

3x+1 sexz=1(mod2),

Clz) = g se x = 0(mod2).
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Figura A.18: Rede de nimeros da sequéncia de Collatz.
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Redes biologicas

Rede neuronal de Caenorhabditis elegans

Caenorhabditis elegans, mais conhecidos como C. elegans, sdo vermes microscopicos que nor-
malmente crescem até 1 mm de comprimento. C. elegans foi isolado pela primeira vez em 1900
e, desde o final da década de 1960, tem sido usado para “modelar” doengas humanas. Isso ocorre
porque C. elegans e os humanos partilham algumas caracteristicas fisiologicas comuns e tém uma
sobreposigao significativa nos seus codigos genéticos. A simplicidade do sistema nervoso de um C.
elegans (é composto apenas por algumas centenas de neurdnios enquanto a rede neuronal humana
tem na ordem de 100 bilides de neurénios e 100 trilhdes de sinapses), tem sido uma das razoes
para ser muito utilizado no desenvolvimento de modelos para varias doengas, nomeadamente neu-

rodegenerativas.

—

C. elegans

Figura A.19: A rede neuronal do nematoéide C. elegans.
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Perguntas fundamentais

Os primoérdios do campo da “ciéncia das redes”, que pode ser caracterizada como a ciéncia da
conectividade, comegou por se focar na estrutura da rede.

Este estudo é valioso, mas também é preciso considerar a dindmica, e é bom usar um chapéu
dindmico mesmo para investigacoes cujo foco principal é a estrutura. Quando estudamos um
processo dindmico, preocupamo-nos com o seu comportamento como fungao do tempo, espago e
seus parametros.

Existem numerosos estudos que examinam quantas pessoas estao infetadas por um contagio
biologico e se ele persiste de uma estacao para outra. Todos esses estudos tém algo em comum:
a dindmica estd ocorrendo num conjunto de entidades discretas (os nodos numa rede) que estao

conectadas umas as outras através de arestas de alguma maneira nao trivial.

Leva a pergunta natural de como a conectividade nao trivial subjacente afeta os

processos dinamicos.

Esta ¢ uma das questdes mais importantes em ciéncia de redes. E importante realcar que nao so
a estrutura da rede pode afetar a dinAmica dos processos numa rede, mas também que os processos
dindmicos podem afetar a propria dindmica da rede.

Por exemplo, quando uma crianga fica com gripe, ela pode nao ir a escola por alguns dias, e
essa mudanga temporaria na atividade humana afeta quais os contatos sociais que ocorrem, o que

pode, por sua vez, afetar a dinAmica da propagacao da doencga.
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Perguntas fundamentais para as quais esta disciplina devera

fornecer ferramentas:

Que leis governam /explicam o funcionamento desses sistemas formados por componentes que

interagem entre si?

Como modelar o comportamento desses sistemas?

Entender a estrutura de conexoes (topologia), estudar a dinAmica de evolugao, criar algorit-

mos para resolver problemas

Identificar agrupamentos (comunidades), vértices criticos.

A consideragao explicita do tempo abre um conjunto inteiramente novo

e rico de questoes de investigacgao, tais como:

e Como as redes de inovagao se formam e evoluem? Que mecanismos sao responsiveis pelas

suas caracteristicas?

e Como as redes afetam a estabilidade dos sistemas dos quais fazem parte?

e (QQuais sao as consequéncias da formacao ou remocgaoo de entradas ou saidas de organizagoes

na rede para a estabilidade estrutural do sistema?

e Quais os processos que podem ser usados para modelar a dindmica?

Estas duas ultimas perguntas colocam questoes diferentes:
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¢ Dindmicas em redes: mudancgas dindmicas de estado que ocorrem numa topologia

de rede estatica

e Dinadmica de redes: crescimento dindmico e transformagao de topologias de rede
(Estes sao os modelos que consideram mudangas da propria topologia de rede ao longo do

tempo)



111

Algumas consideracoes

Como vimos as redes sdo interessantes tanto matematicamente quanto computacionalmente, e
estao difundidas na fisica, na biologia, na sociologia, na ciéncia da informacao e numa infinidade

de outros campos.

O estudo de redes é uma das “estrelas em ascensao” do conhecimento cientifico, e as redes
tornaram-se num dos assuntos mais importantes para os matematicos aplicados estudarem. A

maioria dos topicos a serem considerados sao dreas ativas de pesquisa moderna.

Espero que, nesta disciplina, além de desenvolverem um sélido conhecimento e apreciacao de
algumas das ferramentas, conceitos e calculos utilizados no estudo de redes, desenvolvam, também,

a capacidade de ler e compreender artigos de investigacao atuais na &rea.
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A.0.2 Programa

Conteudos programaticos da ficha curricular da disciplina:

e A teoria de redes dindmicas é uma combinacao da teoria de grafos e da dindmica nao-linear

e Teoria qualitativa dos grafos

e Compreensao da teoria bésica de sistemas dindmicos cadticos

e Relacao entre a dindmica e a estrutura da rede

e Relacao entre a dinamica local e global

e Sincronizagao de redes

e Analise espectral de redes

e Propriedades especificas de diferentes tipos de redes
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A.0.3 Funcionamento da disciplina

Aulas teorico-praticas com apresentagao tedrica dos topicos abordados e discussdao de exemplos e
casos de estudo.

Resolugao de pequenos problemas com aplicagao das metodologias selecionadas e uso de software
existente. Implementacao de algoritmos selecionados. Desenvolvimento de um trabalho final.

Sao colocados na plataforma moodle material de apoio para cada moédulo incluindo listas de
exercicios.

Em cada moédulo havera um forum de discussao semanal, onde o aluno devera colocar questoes

sobre a matéria e sobre os exercicios propostos.

Programacgao semanal

e 1. Apresentagao e motivacdo (1 semana)

e 2. Conceitos basicos (2 semanas)

e 3. Teoria espectral (1 semana)

e 4. Medidas de centralidade (2 semanas)

e 5. Redes Aleatorias e modelos de configura¢ao (2 semanas)

o 6. Redes “small world” e redes “Watt-Strogatz”(1 semana)

e 7. Redes Sem escala (1 semana)

o 8. Partigao de redes e dete¢@o de comunidades (1 semana)



114 Mddulo 1 - Apresentagio e Motivagao

e 9. Dindmicas em Redes e de Redes (3 semanas)

e 10. Apresentacao dos trabalhos Finais (1 semana)
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A.0.4 Avaliagao

1¢ Parte

Resolugao, entrega e discussdao de um certo nimero de exercicios das listas de exercicios forne-

cidas. A essa resolugdo serd dada uma nota, a Nota TE.

2% Parte

No decorrer dos ultimos moédulos, cada aluno escolhe um tema para um miniprojecto individual,

o trabalho final (TF), que desenvolveré e enviara por escrito.

O trabalho devera depois ser discutido através da plataforma Zoom. A esse trabalho e & sua

apresentacao serd dada uma nota, a Nota TF.

A nota final seré calculada pela formula: NF=NE(30%)+NF(70%)
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Apéndice B

Notas Introdutorias

A Ciéncia pode ser encarada sob dois aspectos diferentes. Ou se olha para ela tal como vem
exposta nos livros de ensino, como coisa criada, e o aspecto é o de um todo harmonioso, onde
os capitulos se encadeiam em ordem, sem contradigbes. Ou se procura acompanhé-la no seu
desenvolvimento progressivo, assistir & maneira como foi sendo elaborada, e o aspecto é totalmente
diferente - descobrem-se hesitagoes, duvidas, contradigoes, que s6 um longo trabalho de reflexao
e apuramento consegue eliminar, para que logo surjam outras hesitacoes, outras dividas, outras

contradigoes.

Descobre-se ainda qualquer coisa mais importante e mais interessante: - no primeiro aspecto, a
Ciéncia parece bastar-se a si propria, a formacao dos conceitos e das teorias parece obedecer s6 a
necessidades interiores; no segundo, pelo contrario, vé-se toda a influéncia que o ambiente da vida
social exerce sobre a criagdo da Ciéncia.

A Ciéncia, encarada assim, aparece-nos como um organismo vivo, impregnado de condi¢do
humana, com as suas forgas e as sua fraquezas e subordinado as grandes necessidades do homem
na sua luta pelo entendimento e pela liberta¢do; aparece-nos, enfim, como um grande capitulo da

vida humana social.

117
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Sera esta a atitude que tomaremos aqui. A Matematica é geralmente considerada como uma
ciéncia a parte, desligada da realidade, vivendo na penumbra do gabinete, um gabinete fechado,
onde nao entram os ruidos do mundo exterior, nem o sol nem os clamores dos homens. Isto, s6 em
parte, é verdadeiro.

Sem duavida, a Mateméatica possui problemas proprios, que nao tém ligagao imediata com os
outros problemas da vida social. Mas nao ha davida também de que os seus fundamentos mergu-
lham tanto como os de outro qualquer ramo da Ciéncia, na vida real; uns e outros entroncam na

mesma madre.

Bento de Jesus Caraga.

Conceitos Fundamentais da Matemaética, 1941.
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B.1 Introducao

A teoria dos grafos e o seu ensino é um assunto antigo e consolidado. Também ¢é possivel encontrar
cursos sobre diversos aspetos de redes em departamentos como estatistica, ciéncia da computacao,
sociologia, entre outros. Muitos deles ja existem hé& algum tempo, mas a nocao de estudar a
matematica das redes - envolvendo assuntos como a teoria dos grafos, mas distinta dela em aspetos
cruciais - é relativamente nova, e é necessirio que os curriculos de matemética nos cursos de
graduacao e pos-graduacgao incluam estes assuntos. A importancia de lecionar tais disciplinas vai
muito além do estabelecimento do tema “redes” como tendo uma identidade distinta de disciplinas
como a teoria dos grafos. O estudo de dados discretos passou por uma revolugao e é necessario que
as pessoas com formacao em matematica tenham conhecimento destes conceitos. Tendo em conta
a diversidade de conhecimentos dos alunos o presente texto, sempre em atualizacdo, introduz e/ou
relembra conceitos iniciais de teoria de grafos e de redes com o objectivo de servir de apoio ao estudo

de Redes Dinamicas, disciplina semestral optativa do plano de Doutoramento em Matemaética.
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O desafio de grandes conjuntos de dados!

Nas tltimas décadas, a nossa capacidade de coleccionar e armazenar vastas quantidade de dados
aumentou dramaticamente. Isso inclui dados socioeconodomicos, ligagdes sociais entre individuos
ou redes de colaboracao profissional; dados de trafego em sistemas informéticos e de telecomuni-
cagoes, redes de satélites, internet, redes eléctricas, ligagoes ferrovidrias, rodoviarias ou aéreas e
redes de distribuigao.

Recolhemos e processamos grandes quantidades de dados geolégicos e meteorolégicos, dados
sobre o nivel do mar, poluicao do ar e da agua, registos vulcanicos e sismicos e tamanhos de
camadas de gelo polar e glacial. Finalmente, vimos uma explosao nos ultimos anos de dados
biomédicos, como dados experimentais sobre bioquimica processos e estruturas nos niveis celular,
subcelular e mesmo molecular, as topologias de sistemas compostos complexos de sinalizagao e
processamento de informagoes, como o cérebro ou o sistema imunolégico, dados epigenéticos, dados
epidemiologicos e grande nimero de registos de pacientes com informagoes clinicas.

Mas tem que existir um motivo para guardar este mundo de dados. Esse motivo geralmente
é o desejo de compreender o comportamento dindmico do sistema complexo que gerou os dados,
para prever com uma razoavel precisao a sua evolucao futura e sua resposta a perturbacoes ou
intervencgoes, ou para entender como se formou.

Um primeiro e util passo na modelacao de dados estruturais em sistemas complexos de muitas

variaveis é visualizar esses sistemas como redes.
O objectivo de nossa disciplina € estudar redes dindmicas.

A teoria de redes dindmicas esti preocupada com sistemas de unidades acopladas de acordo

com uma estrutura gréafica subjacente. Por isso, investiga a interagdo entre dindmica e estrutura,
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Figura B.1: Rede de colaboradores da IBM.

entre os processos temporais acontecendo nas unidades individuais e a estrutura espacial estética
que as liga.

Quando estudamos um processo dindmico, preocupamo-nos com o seu comportamento como
funcao do tempo, espago e seus pardmetros. Existem numerosos estudos que examinam quantas
pessoas estao infectadas por um contagio bioldgico e se ele persiste de uma estagao para outra.
Todos esses estudos tém algo em comum: a dindmica esta ocorrendo em um conjunto de entidades
discretas (os nodos numa rede) que estao conectadas umas as outras através de arestas de alguma
maneira nao trivial. Isso leva a pergunta natural de como a conectividade nao trivial subjacente
afeta os processos dinamicos. Este é uma das questdes mais importantes em ciéncia de redes. E
importante realgar que nao so6 a estrutura da rede pode afetar a dinAmica dos processos numa rede,
mas também que os processos dindmicos podem afetar a propria dindmica da rede. Por exemplo,
quando uma crianga fica com gripe, ela pode nao ir a escola por alguns dias, e essa mudanga
temporéaria na atividade humana afeta quais os contatos sociais que ocorrem, o que pode, por sua
vez, afetar a dindmica da propagacao da doenga.

No século XVIII, a cidade de Konigsberg foi dividida por um rio, chamado Pregel. Continha
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Figura B.2: Na parte superior temos no lado esquerdo as pontes de Kaliningrado (antiga Konigs-
berg) e no lado direito as sete pontes que encerram em si o problema matematico no jardim do
Campo Grande. Na parte inferior temos o estudo do problema das pontes de Euler.

duas ilhas e sete pontes ligando as varias partes do territério. Um quebra-cabeca famoso na época
era encontrar um passeio pela cidade que atravessasse cada ponte exatamente uma vez. Muitas
pessoas afirmaram ter encontrado tal caminhada, mas quando solicitadas a reproduzi-la, ninguém
conseguiu. Em 1736, o matematico Leonhard Euler explicou o porqué: ele mostrou que tal caminho
nao existia. A solugéo de Euler é surpreendentemente simples — basta que se veja o problema da

maneira correta. O truque é cortar todas as informagoes desnecessérias.

O resultado de Euler marcou o inicio da teoria dos grafos, o estudo de redes feitas de pontos
ligados por linhas. Desde entao, a teoria dos grafos evoluiu das suas raizes recreativas para um

campo riquissimo e com um objecto distinto.

Como podemos observar na Figura [B:3] o mesmo grafo, com 7 vértices e 8 arestas, representa

duas redes diferentes, a rede de computadores e a rede de amigos.
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Figura B.3: No lado esquerdo uma rede de computadores, ao centro uma rede de amigos e do lado
direito um grafo que representa as duas redes.

A matematica na vanguarda do conhecimento!

Hoje, muitas areas consideram a ciéncia das redes como sua. Mateméticos reivindicam correta-
mente a propriedade e a prioridade por meio da teoria dos grafos; a exploragao de redes sociais por
sociologos remonta a décadas; a fisica emprestou o conceito de universalidade e infundiu muitas
ferramentas analiticas que agora sao inevitaveis no estudo das redes; a biologia investiu cente-
nas de milhGes de euros no mapeamento de redes subcelulares; a ciéncia da computacao ofereceu
perspectiva algoritmica, permitindo explorar redes muito grandes; a engenharia investiu esforgos
consideraveis na exploracao de infraestruturas redes. E notével como tantas pecas dispares conse-
guiram "encaixar-se", dando origem a uma nova disciplina.

Vejamos o que afirma, numa entrevista, o conhecido matmaético Jiirgen Jost cuja area cientifica
primaria é a geometria.

Portanto, como a recolha de dados hoje em dia estd tipicamente & frente da compreensao
tedrica, a matemdtica deveria enfrentar radicalmente a falta de teoria e olhar para o que existe,
0s dados, e ver o que se pode fazer com eles. E aquilo que pretendo apelar nao sdo métodos ad-
hoc para cada conjunto de dados concretos, mas sim uma andlise abstrata dos desafios estruturais
mais profundos. E claro que a matemdtica moderna estd desenvolvida e sofisticada o suficiente

para fornecer ferramentas apropriadas e uteis para basicamente qualquer conjunto de dados, mas



124 Notas Introdutdrias

esta, por si so, € uma perspetiva cientifica demasiado estreita. Para mim, como matemdtico,
a matemdtica € mais do que andlise de dados. Precisamos de um repensar conceptual. Uma
perspetiva tradicional consideraria a matemdtica apenas como uma ferramenta quando conjuntos
de dados (possivelmente muito grandes) fossem analisados. Uma das teses deste ensaio é que esse
proprio processo, a andlise de dados, pode e jd se tornou objeto de pesquisa matemdtica. Assim,
a matemdtica nao sé serve como uma ferramenta poderosa, mas ao refletir esse papel, ganha uma
nova perspetiva e se eleva a um nivel superior de abstragcao. Entao, o dominio de tal investigacao
matemdtica ndo € mais um campo especifico, como a fisica, mas a propria técnica matemdtica.
A matemdtica deiza entao de ser, se € que alguma vez foi, uma mera ferramenta formal para a

ciéncia, mas torna-se a ciéncia das ferramentas formais
B.2 Definigoes

As redes que foram introduzidas até agora sdo matematicamente conhecidos como grafos. Na sua
forma mais simples, um grafo é uma colecao de vértices que podem ser ligados uns aos outros por
meio de arestas. Em particular, cada aresta do grafo une exatamente dois vértices.

B.2.1 Tipos de grafos

Definicao 1.1: Um grafo G consiste numa cole¢ao V' de vértices e numa colecao de arestas F,
para as quais escrevemos G = (V| E). Diz-se que cada aresta e € E une dois vértices. Se e une
u,v € V, escrevemos e = (u,v). Os vértices u e v neste caso sao ditos adjacentes. A aresta e é
dita incidente com vértices u e v, respectivamente

E importante perceber que nao se faz distin¢ao entre (v,u) e {u,v), ambos representam o facto
de que os vértices u e v sao adjacentes. Podemos perguntar se é possivel que uma aresta una os
mesmos vértices, ou seja, uma aresta pode formar um lago? Nao ha nada na definicao que impega

isso e, de facto, tais arestas sao autorizadas. Da mesma forma, podemos perguntar se é possivel
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ligar dois vértices u e v por multiplas arestas? Na verdade, isso também é possivel e um grafo que

nao tem lagos, nem arestas miltiplas é chamado grafo simples.

Figura B.4: Grafo simples.

Da mesma forma, nao hé nada que proiba um grafo de nao ter vértices o que implica que, nesse
caso, também nao havera arestas. Chamar-se-4 um grafo vazio. Outro caso especial é formado
por um grafo simples com n vértices, em que cada vértice é adjacente a todos os outros vértices.
Este grafo é conhecido por grafo completo. Um grafo completo com N vértices é comummente

N(N - 1)

denotado como K. Excluindo lagos, temos arestas. Diz-se que o grafo esta totalmente

conectado.

Figura B.5: Grafos completos K3, K4,K5 e Kg.

Para avaliarmos "até que ponto um grafo estd quase completo ou nao"podemos considerar a
sua densidade, o numero de arestas de um grafo dividido pelo niimero méaximo possivel de arestas.

Definicao 1.2: Considere um grafo simples G com N vértices e m arestas. A densidade p(G)

o

Um grafo diz-se denso se a sua densidade é alta, isto é proxima de 1. Um grafo diz-se esparso

de G é definida por: p(G) =

se a sua densidade é baixa, isto é préxima de 0.
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Figura B.6: No lado esquerdo um grafo denso e no lado direito um grafo esparso com o mesmo
nimero de vértices.

Definicao 1.2: Para qualquer grafo G e vértice v € V(G), o conjunto dos vizinhos N(v) de
v é o conjunto dos vértices (diferentes de v) adjacente a v:

N(v) = {weV(G):v#w,Je€ E(G):e=(u,v)}.

Definigao 1.3 Seja G um grafo simples, o seu complementar designa-se por G e contém

todas as arestas que nao estdao em G.

®

Figura B.7: Grafo G e o seu complementar.
Definigao 1.3 Um grafo planar é um grafo onde existe pelo menos uma representacao grafica
no plano do grafo sem o cruzamento de arestas.

Defini¢ao 1.3: Denomina-se ordem de G a cardinalidade do seu conjunto de vértices, V(G)

e tamanho de G a cardinalidade do seu conjunto de arestas, E(G).

Outro conceito importante de grafos é o de subgrafo.
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Figura B.8: Grafo planar.

Defini¢ao 1.4: Um grafo H é um subgrafo de G se V(H) CV(G) e E(H) C E(G) tal que
para todo e € E(H) com e = (u,v), temos que u,v € V(H). Quando H é um subgrafo de G,

escrevemos H C (.

Figura B.9: O grafo G e alguns subgrafos.

Defini¢gao 1.5: Um clique num grafo G é um subconjunto méaximo V' C V de vértices no
grafo tal que cada membro do subconjunto tenha uma aresta que se liga a todos os outros vértices.
Aqui 'méximo’ significa que é impossivel adicionar qualquer outra aresta a V" tal que a nova aresta

se conecta a todas as arestas anteriores em V.

Figura B.10: Est4 desenhado um clique no grafo.

Definigao 1.6: Considere um grafo simples G = (V, E). O grafo linha de G, denotado como

L(G) € construido a partir de G representando cada aresta e = {(u,v) de E por um vértice v, em
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Figura B.11: Estao representados todos os cliques do grafo.

L(G), e juntando dois vértices ve € ve. Se e somente se as arestas e e e* sao incidentes com o

mesmo vértice em G.

Bl e2”

Figura B.12: No lado esquerdo o grafo G e no lado direito o seu grafo linha L(G).

No caso mais simples, um grafo é simétrico e sem pesos, e ha uma ligagao entre os elementos i e
j quando eles interagem. Numa evolugao dindmica, a influéncia nao precisa ser simétrica, ou seja,

o estado de i pode ser uma entrada para o calculo do préximo estado de j, mas nao inversamente.

Defini¢ao 1.7: Chama-se grafo orientado (ou digrafo) quando existem ligagoes nao simétri-
cas, ou seja,3(i,j) € E tal que (i,j) ¢ E. Neste caso a aresta (j,i) € desenhado com uma seta do
nodo i para o nodo j.

Na tabela da Figura [B:14] elencamos algumas redes reais distiguindo se se trata dum grafo ou

dum digrafo.

Como vimos numa evolugao dindmica, a interagdo pode nao ser simétrica. Mas, também, pode
ocorrer com uma determinado forca wj; que se codifica atribuindo o peso w;; a aresta de i a j.

Obtemos assim um grafo pesado.

Por exemplo, ao considerar uma rede ferroviaria como um grafo, as estacoes ferroviarias sao
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V =1{1,2,3,4,5,6,7,8}

1

E={(2,1).(1,2).(3.2). 2.3).
(5.2).(2:5).(5.4). (45

(4.7),(8.4), (4,8), (6.5)

Figura B.13: A direita esta desenhado um grafo e a esquerda esta desenhado um grafo orientado.

naturalmente representadas por vértices, enquanto duas estagoes adjacentes sao conectadas por
meio de uma aresta. Em seguida, atribuimos um peso a uma aresta que representa a distancia
entre essas duas estacoes.

Definicao 1.9: Chama-se grafo pesado G quando a cada aresta e € F(G) esteja associado
um namero real w(e). Ou seja, uma aresta pesada entre os nodos v; e v; é e = (v;,v;,w) , onde w

é o peso da aresta.

Definigao 1.10.: Um grafo bipartido G é aquele em que os vértices podem ser divididos em
dois subconjuntos disjuntos ndio vazios, ou seja, V=V1UV2 com |V1,|[V2|>0e VINV2=0,

tal que todas as arestas (i,j) € Ettmoui€V1lejeV2oujeVleiec V2

Um exemplo duma rede bipartida é a rede formada por investigadores e revistas cientificas onde
publicam.

Podemos ainda considerar um grafo no qual um par de vértices pode ter mais de uma arestaa
uni-los. Basta pensar no caso das pontes da cidade de Konigsberg estudado por Euler. Neste caso
dizemos que se trata dum multigrafo. Podemos observar na Figura [B.I5 um grafo bipartido e um

multigrafo.
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Redes Vértices Arestas JSrle N L {k)
Digrafo

Internet Routers Conexdes. Grafo 192244 | 609066 6.34
WWW Péginas web Links Digrafo 325729 | 1497134 | 4.6
Rede Energética Transformadores | Cabos Grafo 4941 6594 267
Chamadas T. portateis Subscritores Chamadas Digrafo 36595 | 91826 2.51
Rede de E-mail Enderecos E-mails Digrafo 57194 | 103731 1.81
Colaboradores cientificos | Cientistas Co-autoria Grafo 23133 | 93439 8.08
Rede de actores Actores co-participagdo Grafo 702388 | 29397908 | 83.71
Rede de citagdes Artigos Citagdes Digrafo 449673 | 4689479 | 10.43
Metabolismo E. Coli Metabdlitos Reacdes quimicas Digrafo 1039 5802 5.58
Interacgdes. proteinas Proteinas Interagéo. vinculativa | Grafo 2018 2930 2.90

Figura B.14: Tabela com varias redes complexas indicando o tipo de grafo, os seus vértices, as suas
arestas e o grau médio.

Defini¢ao 1.11: Diz-se que G = (V; E) é um multigrafo se existirem duas arestas e; e ey

em E e se existirem dois vértices vie va em V tal que ex = (v1,v3) e ea = (v1,va).

Definigao: Considere dois grafos G = (V,E) e G* = (V*,E*). G ¢ G* sdo isomorficos se
existir uma aplicagdo injectiva f : V' — V* tal que para cada aresta e € E com e = (u,v), existe

uma Unica aresta e* € E* com e* = (f((u), f(v)).

B.2.2 A matriz de adjacéncia e de incidéncia de um grafo

Os grafos podem ser desenhados de diferentes formas, mas ao considerar a sua defini¢do formal,
os grafos sdo meramente descritos em termos de vértices e arestas. A questdo da apresentagdo
dos grafos é particularmente importante quando precisamos representar e estudar grafos muito
grandes.

Num grafo de N-vértices existem N X IN potenciais arestas, a presenga de cada um dos quais

pode ser codificada por um namero binario, que organizamos como as entradas de uma matriz.
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(2 Xo)
(©)

(a) (b)

Figura B.15: (a) Grafo bipartido ; (b) Multigrafo.

//.a . -7-
: = e
7 3 1 O,_ : .
@ C ,,. ’,O S

Figura B.16: Dois grafos isomorfos onde a mesma cor identifica os vértices correspondentes .

NXxN

Definicao 1.8 : A matriz de adjacéncia A € {0,1} de um grafo com N -vértices G =

(V; E) é definida por:

Aij =1se (i,§) € E, i.e se,existir um link j — 1

. 2
Y0, 7) € {1 N} A;; =0se (i,5) ¢ E, i.e se ndo existir link j — i

i5 =

Figura B.17: Entrada A4;; da matriz.

Existe uma correspondéncia univoca entre as entradas binarias de A e a especificacao de quais
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links estdo presentes num grafo, logo cada grafo corresponde a uma matriz de adjacéncia tnica e

vice-versa.

Figura B.18: Matriz de adjacéncia de um grafo.

Pdemos observar que no primeiro caso, Figura[B.1§ um grafo simples, a matriz de adjacéncia
é simétrica e tem zeros na diagonal (ndo tem lagos) enquanto no segundo caso, um grafo orientado

com lacos a matriz ja nao é simétrica e tem um elemento nao nulo na diagonal.

Figura B.19: Matriz de adjacéncia de um digrafo.

02001000
20100000
00 0 b 0000
g 005033135
10030000
0 0030013
00010101
00050310

Figura B.20: Um grafo pesado e a sua matriz de adjacéncia.

No caso em que o grafo é pesado (orientado ou ndo) em vez de 1 na entrada da matriz sera w;;

na intersecao da linha i-ésima e a coluna j se existir um link de ¢ para j.
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Consideremos um grafo (ou digrafo) G com a matriz de adjacéncia A. Com esta matriz podemos

calcular o numero de arestas L.

Para um grafo simples L = )" A;;, e para um grafo orientado L = >~ A;; + > A;; .
i<j i<j i

O calculo da densidade também se torna mais simples.

= A
i<y .
p(G) = m, para um grafo Slmples.

ST A A S A +> A
i<j i i<j i
p(G) = %X,(N_UJFN = J%N(NH) , para um grafo.

o
p(G) = “§=, para um grafo orientado.

Como alternativa, também podemos representar um grafo através da sua matriz de incidén-
cia. Uma matriz de incidéncia M do grafo G tem n linhas e m colunas tais que M][i, j] conta o
namero de vezes que a aresta e; é incidente com o vértice v;. Notemos que MTi,j] é 0,1 ou 2.

Consideremos o exemplo representado na Figura

|1 v vy oy lew e es es s e o7
012 1 1 0 nnl2 1 1 0 0 0 0
»w|1 0 2 0 |0 1 0 0 1 1 0
v 1 2 0 1 (0 0 1 1 1 1 0
vy | O 0 1 2 |0 0 0 1 0 0 2
(a) (b) (c)

Figura B.21: (a) Grafo G, (b) matriz de adjacéncia de G e (c¢) matriz de incidéncia de G.

B.2.3 Grau de um vértice

Uma propriedade chave de cada vértice é o seu grau, representando, por exemplo, o ntimero de
contactos telefonicos que um individuo tem na rede de chamadas telefonicas (ou seja, o nimero de

individuos com quem a pessoa conversou), ou o numero de citagoes que um artigo cientifico tem

numa rede de citagoes..
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Definigao 1.4: O nudmero de arestas associadas a um vértice (nodo) v; € chamado o grau de

v; (ou centralidade de grau,).

d(vy) =2
dlvs) =2
dlvg) =2
d(vs) =5
d(vs) =3
dlvg) =3
@ d(v:) =3
dlvs) =0

Figura B.22: Grafo G e os graus dos vértices.

Na Figura o vértice 9 nao tem nenhuma aresta associada logo o seu grau é zero enquanto
que o vértice 4, que tem 5 arestas associadas , o seu grau é 5.

Se todos os vértices tiverem o mesmo grau, o grafo é chamado grafo regular. Num grafo k-
regular cada vértice tem grau k. Chamam-se grafos ciibicos o caso especial dos grafos 3-regulares.

Podemos calcular facilmente o grau de um vértice v;, através da matriz de adjacéncia, a soma

dos valores na linha ¢ é igual ao grau do vértice v;.

U
—~
<

T
~—
I
S

<

<.

010010000 1
101000000 1 [den=2]
010100000 1 dea) =2
0:0-1.011121.0 1 dle)=2
100100000 d(e4) =5
00l enlla 1 o) d
000 lololo0 1 d(z) =3
® cool1o01100]| |1 dlor) =3
\c0o0DO0O0OODOOO 1 d(vs) =0

Figura B.23: Na ultima coluna temos os graus dos vértices.

Teorema 1.1: Dado um grafo GG, a soma dos graus dos vértices é o dobro do ntimero de arestas,
ouseja, . d(v) =2|E(G)|.
veV(G)

6
No exemplo anterior, da Figura|B.23| temos que > d(v;) =14 e 2|E(G)| =2 x 7 = 14.
i=1




B.2 Definigées 185

Para redes representadas por grafos orientados, temos que considerar o grau de saida, que
representa a quantidade de arestas que partem de um vértice, e o grau de entrada, que corresponde
ao numero de arestas que tem o vértice em questao como destino. O grau total é definido como a

soma dos dois anteriores. Se considerarmos o vértice ¢ temos que:

out __ int __ . _ Lout in __ . .
kgt =37 ajis k= as ke = kPR = Y agi + ) ai;
J J J J

Er(A) =1
keUt(A) =3

Figura B.24: Grau k; = 4 do vértice .

Se listarmos os graus dos vértices {1,2,..., N} de um grafo G, com matriz de adjacéncia A,

obtemos uma sequéncia de graus.
(k1(A), k2 (A), ... kn (4)) .

Definigao: O grau médio de um grafo de N-vértices com matriz de adjacéncia A é dado por:

N
> ki
=1

Claro que se considerarmos um grafo orientado temos que calcular o grau médio de saida e o
grau médio de entrada. Na Figura [B.14] estdao calculados os graus médios de algumas redes reais.
Defini¢do: a) O grau mdximo ¢é igual ao valor de grau mais alto alcan¢ado por qualquer

vértice.
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Amaz= znea&{ d(u).

b) O grau minimo € igual ao valor de grau mais baizo alcangado por qualquer vértice.

dmin=min d(u).

uclU
Podemos normalizar o grau maximo e o grau minimo dividindo o seu valor pelo grau médio.

O namero total de arestas também pode ser calculado através da soma dos graus dos vértices.

0110 0010

1011 A LoD & - o
= 1 100 Y o 00 o
0100 0100
1 4 4 4 4 N
in;ﬁ' L=YA4,=YA4,=3 KE=Y4,=2k"=YA,=I] L=;AU
J=1 i=1 i=l i=1 e
2L .
W= A=A, A=0 AEA, A,=0 (k)= (k)= £

Figura B.25: Exemplo do célculo dos graus, do ntiimero de arestas e do grau médio, num grafo
(lado esquerdo) e num grafo orientado (lado direito).

B.2.4 Distribuigao dos graus

A seqiiéncia dos graus pode ser representada através dum histograma. Nesse caso, para um grafo

simples com n vértices, escrevemos o valor h(k) como sendo o niimero de vértices de grau k.

Figura B.26: Dois grafos (a) e (b) diferentes mas com o mesmo nimero de vértices.
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30
25
20
15
10
5

Figura B.27: Histograma com as distribuigoes dos graus dos vértices dos grafos (a) e (b).

Estes dois grafos parecem semelhantes mas, no entanto, ao considerar as suas respectivas dis-
tribuicoes de graus, vemos que estamos, de facto, em presenca de dois grafos muito diferentes.
Para completar esta anélise simples, notamos que ambos os grafos possuem 100 vértices, mas que
o grafo (a) tem 300 arestas, e o grafo (b) com 317 arestas.

A distribuigao de graus, py, fornece a probabilidade de um vértice no grafo ter grau k. Como

o0
pk & uma probabilidade, deve ser normalizada: Y pp = 1.
k=1

A distribuig@o de graus assume um papel central na teoria das redes e o calculo da maioria das

propriedades de rede exige que conhecamos py.

Para uma rede com N nodos a distribuigao dos graus é dado por:

onde Nj é o numero de nodos de grau k.

Usando a distribuigao de graus de G, podemos obter outra expressao para o grau médio de G.

Definicao: A distribuicao de graus de um grafo simples com N wvértices, com matriz de
adjacéncia A € definida por:

1
p(k|A) = ¥ zi:(sk*ki(A)’Vk € N.
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(b) ©75

5
Py
0.5

) 1]
] 1 Zig 8

4

Figura B.28: p; = 1/4 (um dos quatro nodos tem grau ky = 1), po = 2/4 = 1/2 (dois nodos tém
ks = k4 = 2), e p3 = 1/4 (um dos quatro nodos tem grau ke = 3) e p;, = 0 para qualquer k > 3
(ndo existem nodos com grau k > 3).

Representa para cada k a fragdo de vértices ¢ no grafo que possuem grau k;(A) = k.

E notavel que este conceito seja o mais simples e mais estudado que podemos encontrar numa
rede e é usado como base para a caracterizagao da topologia da rede.

Uma distribui¢do de graus também pode ser dada a partir de uma formula (por exemplo,
distribui¢do de Poisson ou outra).

Em redes reais, os graus dos nodos podem variar imenso. Para uma melhor leitura a distribuicao

de graus é representada, frequentemente, usando uma escala logaritmica.

(a)

Figura B.29: (a) rede de interagdo de proteinas; (b) distribuicao dos graus; (c) Distribuicao dos
graus utilizando uma escala logaritmica.

Na figura Fig. podemos observar que os graus variam entre k = 0 (nodos isolados) e k = 92,

(este vértice com o maior grau chama-se hub). Quase metade dos nodos tém grau um (ou seja,
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p1 = 0,48), enquanto que temos apenas um nodo com o grau maior (ou seja, pgs = 1/N = 0,0005).
Distribuigoes de graus observadas em véarios grafos representando redes reais, sugerem uma
tendéncia para essas redes terem distribui¢oes seguindo uma lei de poténcia p(k) ~ k=7, com
2 < 7 < 3. Se representarmos estas redes numa escala logaritmica a sua inclinagao aproxima-se
duma linha recta (com declive —7).
Em redes orientadas, temos uma distribuigao de "de entrada" (in-degree) pi" e uma distribuigao
out

de graus "de saida"(out-degree) pj

Podemos considerar a distribuigao conjunta

p(k, h,i) = {probabilidade k! = k e probabilidade k{*' = h}

out

Se pi" e p2*t sdo independentes entao: p(k, h,i) = pi"pget.

p(k) tem uma "cauda"em declinio na lei de poténcia o que significa que a grande maioria dos
nodos tem grau baixo e que existem poucos nodos, os chamados hubs, que possuem um grau
elevado. Estas redes sdo chamadas "livres de escala"(scale-free), uma vez que aparentemente
nao ha uma escala ’tipica’ para os graus em tais sistemas. Este modelo foi introduzido por Barabasi
e os seus colaboradores [4, 13] em 1999.

Iremos estudar diversos tipos de redes com diferentes distribuicoes de graus.

B.2.5 Correlagao dos graus

Além de conhecermos os graus dos vértices, muitas vezes estamos interessados em saber a relagao
entre os nodos da rede, a correlagao dos graus. Uma abordagem mais simples é considerar apenas o
grau do vértice e medir a correlagao de grau entre os respectivos graus de dois vértices adjacentes.
Vamos descrever "intuitivamente"como se define esta correlagao.

Primeiro, considere a expressao > ((z; — T) (y; — 7)) . Cada termo (x; — T) mede até que ponto
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o valor x; se desvia dos valores médios observados de x. Se x e y estiverem positivamente corre-
lacionados, esperarfamos que cada produto (z; — Z) (y; — y) também fosse positivo (e certamente
diferente de zero). Essencialmente, apenas estamos a calcular a média de todos esses produtos,
razao pela qual dividimos a soma pelo namero total de observagoes, n. Para comparararmos re-
almente tais desvios, precisamos normalizar as nossas medidas, precisamos ter certeza de que os
intervalos de valores que estamos comparando sao "mais ou menos iguais". Basta dividir as nos-

sas observagoes pelo desvio médio, ou seja, por% (z; — ). Na verdade vamos considerar o desvio
~ —\2 .« ~ . .. . . L.
padrao 1/%2 (z; —T)°. Definigao: Sejam x e y duas varidveis, para as quais temos uma série

de pares de observagao (x1,y1), (T2,Y2), -, (Tn,yn). O coeficiente de correlagao r(x,y) entre x e

y € definido por:

AT (@D -0) Y (@ =T (45— 9)
w2 (@i T)Q\/% > (4 —9)° \/Z (2 — T)2\/Z (i —7)°

= .y | = .y e .= _ 1 ‘
onde T € a média sobre os xjs:T = - x; ey € a média sobre 0s yjs: T = = > y;.

T(Z’y) =

Definicao: A distribuicao conjunta de graus de pares de vértices ligados num grafo simples
com N nodos, com matriz de adjacéncia A € definida por:

D it O ki (4) AijOnr k(4
#3 J

) /
Vk, k' >0
ZHAJ A” i ) -

Wk, K'|A) =

W (k,k'|A) fornece a fragao de arestas na rede que conectam um vértice de grau k a um vértice

de grau k’. Portanto, uma medida ttil para caracterizar correlagoes

Definicao: A razao de correlagdo de graus num grafo simples com N mnodos, com matriz de

adjacéncia A € definida por:

k2(A) W(k,K'|A)
kk' p(k[A)p(K'|A)

TI(k, k| A) =
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As correlagoes de grau capturadas por II(k, k’|A) podem fornecer novas informagoes valiosas

que nao estao contidas na distribuigao de graus p(k|A).

ik, &)

Figura B.30: Grafos G e H (a esquerda), histogramas da distribui¢do de graus (ao centro) e
correlagao de graus (a direita).

Os dois grafos simples com N = 5000 vértices parecem semelhantes e tém quase distribuicoes de
graus indistinguiveis p(k) (mostradas como histogramas). No entanto, eles diferem profundamente
ao nivel das correlagoes de grau, o que s6 é visivel apos o célculo das fungoes TI(k, k'|A) para os
dois grafos, representados nos mapas a direita. No grafo superior, os vérticess de alto grau tendem
a estar mais ligados a outros vértices de alto grau. No grafo inferior, ha uma forte tendéncia dos

vértices de grau alto se conectarem com vértices de baixo grau.

B.2.6 Caminhos e conectividade

Sera que dados dois vértices dum grafo existira sempre uma aresta que os una? Ou uma sequéncia

de vértices e arestas? Ou nao?

Definigao: Considere um grafo G.
a) Um passeio (vg,v) em G € uma sequéncia {vg,e1,v1, €3...V05_1, €k, U } de vértices e arestas

de G com e; = (v;_1,v;). Se vg = vy diz-se que € um passeio fechado.
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b) Um trilho é um passeio na qual todas as arestas sao distintas e um caminho é um trilho no
qual todos os vértices sao distintos.

¢) Um ciclo é um trilho fechado no qual todos os vértices, exceto vy e vy, sao distintos.

As definigoes para passeios, caminhos e ciclos num grafo orientado sao semelhantes as defini¢oes
que utilizamos para grafos, exceto que a direcao das arestas deve ser consistente com a ordem em

que passeio é percorrido.

Definigao: O comprimento de um caminho representa o niimero de arestas que o caminho

contém.

&

a,b,c,b,d € um passeio,

a,b,d & um caminho,

d,e,b,c,b,d & um passeio fechado, e
b,d,c,b & um ciclo

Figura B.31: Grafo orientado. Exemplos de passeio, caminhos e ciclo.

Observe que b,c¢,b também é um ciclo para o grafico da figura Este ¢ um ciclo de
comprimento 2. Tais ciclos ndo sdo possiveis com grafos. Observe também que ¢, b, a,d ndo é um

passeio, pois b — a nao é uma aresta neste grafo.

Um caminho ou ciclo num grafo orientado é dito hamiltoniano se visitar todos os vértices
do grafo e é dito euleriano se contém todas as arestas. Por exemplo, a,b,d, c é o tinico caminho
hamiltoniano para o grafo da figura anterior e nao existe nenhum ciclo euleriano. Claro que esta
denominagao esta relacionado com o famoso problemas das ponte de Konigsberg identificado e

resolvido por Euler em 1736.
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Podemos definir os conceitos anteriores através das matrizes de adjacéncia do grafo. O célculo

dos parametros torna-se muito mais eficiente, nomeadamente quando consideramos grafos com

muitos vértices e/ou arestas.

Consideremos produtos de entradas da matriz A de adjacéncia do grafo da seguinte forma, com

1,7 €{1,2,...N} ecomi € {1,2,...., N}, para todo o I:

k—1 factores

k-1
H Ajjigr = Aivin Aigis - Aiy_1i,
1=1
Como cada factor individualmente é 0 ou 1, ao considerarmos os produtos, obtemos que:

k=1

HAZ-mH:lseA :1VZ€{1,2,,I€—1}

=1

k=1

II Aiiy, =0, no caso contrério.

=1

Gi41

k—1
AililJrl =1 se Ailil+1 =1Vl e {1,2, ,k‘ — 1}
I=1
k—1
Aji, = 0, no caso contrario.
=1

o que implica que:

k—1
Ajiy,, = 1 se o grafo contém o caminho iy — ix_1 — ...ig —> 41
=1
k—1
Ajiy, = 0, se nao contém.
=1
k—1
II Aiyi., = 1 se o grafo contém o caminho iy, — ix_1 — .72 — i1
=1
k—1
Ay, = 0, se nao contém.
=1

O grafo contém o caminho 2 — 4 - 5

O grafo nao contém o caminho 2 — 5 = 4

[
an AesAssAp Ao =1 O grafo contém o caminho 1 -2 -4 = 5 - 6

Az g Az A =0

O grafo ndo contém o caminho 2 — 4 = 5 -6 — 7

Figura B.32: Exemplo de determinagao da existéncia de caminhos num grafo orientado através da

matrix de adjacéncia.

Definigao: Um caminho fechado é um caminho que comega e termina no mesmo vértice,

entao:
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k—1
Aim+1 =1 com i; = i}, se o grafo contém o caminho iy — ix_1 — ...io — @1
]
Ajyi, =0, com i = iy, se nao contém.
=1
k—1
Ajjiyy, = 1 com ip = iy se o grafo contém o caminho iy — ix_1 — ...ig — 41

=1

k=1
IT Aiji,, =0, com i1 =iy, se nao contém.
=1

Definigao: Um ciclo num grafo é um caminho que nao contém vértices ou arestas repetidos,

k—1
ou seja, [[ Aji,, =1 com i; =i e todos os nomes dos vértices em {i1,...,7,} ndo sao idénticos.
=1

Também podemos perguntar se existe algum caminho de comprimento néao especificado a partir
de um dado vértice inicial j para um vértice de destino especificado i. Agora ndo é relevante
conhecer os vértices intermediarios visitados entre ¢ e j. Estamos interessados na presenga ou
auséncia de caminhos de comprimento 2 ou maior. Mais uma vez, através da matriz de adjacéncia,

basta considerarmos as entradas da matriz, (se ndo nos importamos com comprimentos de caminho

mas apenas com a existéncia ) e podemos escrever:

> (Ak+1)1.j > (0 & existe pelo menos um caminho de j para i.
k>0 )

> (Ak""l)ij =0 & nao existe nenhum caminho de j para i.
k>0

> (A’”l)ij > (0 & existe pelo menos um caminho de j para i.
k>0

3 (Ak“)ij =0 < nao existe nenhum caminho de j para i.
k>0

Definigao: Num grafo, diz-se que os vértices ¢ e j estao ligados se existir um caminho entre

eles. Eles sao desligados se tal caminho nao existir.

Definigao: Uma rede diz-se conexa se todos os pares de nodos da rede estiverem ligados.

Uma rede é desconexa se existir pelo menos um par nodos que nao esté conectado.
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Definigao: Uma componente é um subconjunto de nodos numa rede, de modo que exista um
caminho entre quaisquer dois nodos que pertengam a este subcojunto, mas tal que nao se possa

adicionar mais nodos a este subconjunto com a mesma propriedade.

Se uma rede for formada por duas componentes, e uma tUnica aresta pode ligar estas compo-

nentes tornando a rede conexa, diz-se que esta aresta é uma ponte.

Figura B.33: Neste grafo todas as pontes estao pintadas de vermelho.

Neste grafo, na Figura [B:33] ¢ facil identificar as pontes existentes, mas se considerarmos uma
rede composta por milhoes de nodos, esta identificagao torna-se um grande problema, precisamos
de ferramentas matematicas, ferramentas algoritmicas que nos possam ajudar. Uma das formas é

usar a matriz de adjacéncia e decompd-la em blocos na diagonal.

(a)
0000
0000
0000
0000001
0000011
0000101
00011140

Figura B.34: No grafico (a) temos uma rede desconexa e a respectiva matriz de adjacéncia. No
grafico (b) temos uma rede conexa através duma aresta , ponte, e a respectiva matriz de adjacéncia.
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Na Figura em (a) consideramos uma rede desconexa formada por duas componentes que
nao estao ligadas, nao ha caminhos entre nodos que pertencam as diferentes componentes.

No painel direito esta a matriz de adjacéncia da rede. Se a rede desconexa tiver componentes,
a matriz de adjacéncia pode ser reorganizada numa forma diagonal, tal que todos os elementos
diferentes de zero da matriz estao contidos em blocos quadrados ao longo da diagonal da matriz e
todos os outros elementos sao zero.

Na ﬁguraem (b) a adigao de uma tnica aresta, a que chamamos ponte, colorida a cinzento,
transforma uma rede desconexa numa tnica componente conexa, ou seja, numa rede conexa. Agora
h& um caminho entre cada par de nodos desta rede. Consequentemente a matriz de adjacéncia nao

pode ser escrita em forma de blocos na diagonal.
Definigao: Um grafo diz-se aciclico se nao incluir nenhum ciclo.

Definicao: Quando um grafo é simples, conexo e aciclico diz-se uma arvore. Quando num
grafo simples as Gnicas componentes sao arvores, diz-se que é uma floresta. Uma folha num grafo

arvore é qualquer vértice de grau 1.

O/O

o

Figura B.35: Os dois grafos a esquerda (vértices brancos e amarelos) sao arvores, mas os dois
a direita nao sdo: o do canto superior direito (com vértices verdes) tem varios componentes (e,
portanto, ndo ¢ conexo) enquanto o do canto inferior direito (vértices azuis) contém um ciclo. O
grafico no canto superior direito é, no entanto, uma floresta, pois cada uma das suas componentes
€ uma arvore.
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Tais nomes estao relacionados com a visualiz¢do destes grafos.

Podemos afirmar o seguinte.

Se G é um grafo simples com n vértices, entao sao equivalentes as seguintes afirmagoes:
a) G é uma arvore;

b) G nao contém ciclos e tem n — 1 arestas;

¢) G é conexo e tem n — 1 arestas;

d) G é conexo e cada aresta é uma ponte;

e) Quaisquer dois vértices de G estdo ligados por um tnico caminho;

f) G nao contém ciclos, mas acrescentando uma aresta obtém-se um ciclo.

a4 g g bH_ fu ou gl P ot rH i yH oy g
Y 7 v/ \ i \ 7\ 7

7

mi® Eis Fio

Figura B.36: A arvore evolutiva proposta por Charles Darwin (1809-1882) é uma representagao
hierarquica das relagoes evolutivas entre espécies biologicas que compartilham um ancestral comum.

Um grafo aciclico orientado, (em inglés: directed acyclic graph, ou simplesmente um DAG)

é uma rede orientada sem ciclos, por exemplo uma rede de citagoes ou genealogias.

B.2.7 Distancia

Em redes, o que significara a distancia entre vértices?
Nao podemos pensar na distancia "fisica", dois investigadores podem estar ligados porque
participaram na publicagao do mesmo artigo e residirem em pontos opostos do planeta, enquanto

dois investigadores podem viver um ao lado do outro e nao estao ligados nesta rede pois nao
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publicaram nenhum artigo em conjunto.
A distancia entre dois pontos x,y numa variedade Riemanniana é definida como o caminho
com o menor comprimento entre x e y, é conhecido como geodésica. Esta nogao, caminho com o

menor comprimento, vai ter a sua traducao na teoria de grafos.

Defini¢ao: O caminho mais curto (shortest path) entre os vértices i e j é o caminho com
o menor numero de arestas. O caminho mais curto € frequentemente chamado de distdncia entre

0s vértices i e j e denotado por d;;.
Podemos escrever esta definicao usando a matriz de adjacéncia.

Definigao: Considere o grafo G com a matriz de adjacéncia A. A distdncia entre os vértices

i e j € definida por:

A distancia d;; entre os vértices i e j € definida por:
- d;j = d;j(A) = oo entre os vértices sendo existir nenhum caminho entre i e j,

- d;j = d;j(A) =1, sendo [ > 0 o mais pequeno que verifica (Al)ij > 0.

Podemos ter varios "caminhos mais curtos"com o mesmo comprimento entre um par de vértices.
O caminho mais curto nunca contém lagos ou se cruza.

Num grafo a distancia entre os vértices i e j € a mesma que a distancia os vértices j e i. Num
grafo orientado muitas vezes a distancia nao é igual. Além disso, num grafo orientado a existéncia
de um caminho do vértice ¢ para o vértice j nao garante a existéncia de um caminho do vértice j
para o vértice 1.

Nota: observemos no caso de grafos pesados a distancia entre dois vértices i e j é, frequente-

mente, definida em termos de um caminho com peso minimo.
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Definicao: A média dos comprimentos dos caminho mais curtos (average shortest

path length) num grafo, com N wvértices, com matriz de adjacéncia A é:

grafos: d(A) = m > dij(A).
i<j
grafos orientados: d(A) = W—U #X:J d;;(A)

Defini¢ao: O didgmetro de um grafo G, com matriz de adjacéncia A é definido como d(A) =
max;.; dij(A) (ou seja, a distancia entre o par de vértices que estao mais distantes um do outro
no grafo).

Definigao: Consideremos um vértice v1 € V. A excentricidade de vy é a maior distdncia de

v1 a qualquer outro vértice vy € V: ecc(vy) = maxy,ev d(vy).

Definicao: O raio de G € a excentricidade minima de qualquer vértice em V: rad(G) =

minvl ev 66(’[}1) = minqu eV MaXy, eV d(Ul, ’02)~

m
e

=
N~—

1 5

A

1 2
1 \/ %
—>
2 5%3

5

2 6
3

NGl WD -
NI W WOl = O
W NI =N 01O N
LN BN O O OfWw
U1 O O © NN W=
—_ 0N O O\ B WOt
Q1 © O VO NN o
O U1 = U1 W W NN
U1 O O \O NI NI ]

Figura B.37: A esquerda o grafo pesado W, ao centro a sua matriz de adjacéncia e no lado direito
as coluna com as excentricidades de cada um dos vértice e os comprimento médios.

Na figura[B.37] esta desenhado um grafo pesado W, a matriz com os caminhos entre os vértices

e coluna com as excentricidades de cada vértice. Podemos calcular que o raio do grafo é igual a 5

d(u)

850
3.67
4.33
9.8
4.00
6.00
5.17
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e que o didmetro é igual a 9.
Definigao:. Se existir um ciclo em G, entdo o perimetro (girth) de G é o comprimento do

ciclo mais curto. Quando nao existe nenhum ciclo em G diz-se que o perimetro é zero.

Figura B.38: Neste grafo o didmetro é 2, o raio é 1 e o perimetro é 3.

Esta medida é muito importante no estudo da anélise espectral dos grafos.

B.3 Agrupamento - clustering

Um aspecto importante da rede é o comportamento de agrupamento (clustering), tanto numa
escala local como numa escala global. Do ponto de vista local o coeficiente de agrupamento diz-nos
a probabilidade média de dois vizinhos de algum vértice serem diretamente ligados O ponto de
vista global, também é chamado estrutura da comunidade. Neste caso procura-se os grupos de
vértices com muitas conexoes dentro de um grupo, mas consideravelmente menos entre os grupos.

Consideremos em primeiro lugar a escala local.

Duma forma simples, queremos ver, para um dado vértice, até que ponto os vizinhos deste
vértice, também sdo vizinhos uns dos outros. O coeficiente de agrupamento ¢; de um vértice v; é
dado pela proporgao de ligacoes entre os vértices dentro de sua vizinhanga dividida pelo ntimero

de ligacoes que podem existir entre eles.

Definicao: Denotando por k; o grau do vértice v; e por N; = {v; : e;; € E} o conjunto dos
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vizinhos de v;, entao para um grafo, podemos definir, o coeficente de agrupamento c¢; do vértice v;
e a média dos coeficiente de agrupamento ¢ do grafo por:
2 |{ei; }|

N
1
ci = ki(ki_l),com e;j € E; vj,v, € Nyjec= N;ci.

Nos casos extremos temos que ¢; = 0 se nenhum dos vizinhos do vértice v; se conectam e ¢; = 1
se os vizinhos do vértice v;i formam um grafo completo, ou seja, todos eles ligam entre si.

Numa linguagem probabilstica, ¢; é a probabilidade de que dois vizinhos de um vértice se
conectem. Por exemplo se, ¢; = 0,5 tal valor implica que h4 50% de hipoteses de que dois vizinhos
de um vértice estejam ligados.

Podemos definir o coeficiente de agrupamento, utilizando a matriz de adjacéncia.

Defini¢ao: O coeficiente de agrupamento c¢;(A) do vértice i com grau > 2 num grafo com

N vértices e com matriz de adjacéncia A é definido por:

nimero de pares de vértices ligados entre vizinhos de 4
Ci = =

ki(ki —1)

(1 —6n) AijAjiAig

e

=

(1= djx) Aij A
1

=

Como os produtos de entradas da matriz de adjacéncia de um grafo podem ser usados para
identificar caminhos, podemos contar o nimero de caminhos fechados de um determinado compri-
mento, usando a matriz de adjacéncia.

O numero L; de caminhos fechados de comprimento [ > 0 num grafo com N vértices e com

matriz de adjacéncia A é dado por
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=33 (T =S 00, =)

i1=1 =1 i=1

Definigao: O numero de triagngulos T; envolvendo o vértice i num grafo simples com N vértices

) . . . 1 X
e com matriz de adjacéncia A € definido como T; = = Aij A A € N
ik=1

[\)

(A3)“, , conta o nimero de caminhos fechados

N | =

T;, que também pode ser escrito como T; =

de comprimento trés, nos quais o vértice ¢ participa. Observe que em grafos simples tem-se ¢; =

2T
ki (ki —1)

1 1
ki(A) = ki(A) = 4
Ci(A) = 1/6 Ci(A) = 2/6 =1/3
Ti(A) = Ti(A) =

Figura B.39: Nos dois grafos temos os graus do vértice, o ntimero de tridngulos e o coeficiente de
agrupamento.

Considerermos agora o ponto de vista global Tentamos encontrar métodos que nos permitam
detectar os tais subgrupos, que denominamos por comunidades.

Significa que tentamos encontrar subgrafos, os clusters, que sdo internamente densamente liga-
dos (dentro), mas escassamente ligados com o resto do grafo. Apenas exemplificamos um deste
métodos pois este método é um importante exemplo da intima ligagao da teoria das redes com a

geometria diferencial. Este método é baseado numa quantidade, h(V'), que é analoga & constante
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de Cheeger, introduzida por Cheeger na geometria Riemanniana.
Seja k; o grau do vértice i, | E| o ntimero de arestas do conjunto de arestas F e Ey ¢ o subconjunto

de arestas que se forem removidas transformam as componentes V7, Vo desconexas.

| Eo

min | > ki, >k

iEVL  ie(V\V1)

h(V) = inf

Assim, tentamos dividir o grafo em duas grandes componentes removendo apenas algumas
arestas. Podemos repetir este processo em cada uma destas componentes até que nao seja possivel
calcular o vallor da quantidade h

Na verdade, tentamos desconectar o grafo removendo o menor nimero de arestas possivel, para

obter dois "grandes clusters"e, iteramos este processo até ser possivel.

B.3.1 Parte espectral

A teoria de redes dindmicas estd preocupada com sistemas de unidades acopladas de acordo com
uma estrutura subjacente do grafo. Por isso, investiga a interagao entre dindmica e estrutura, entre
0s processos temporais acontecendo nas unidades individuais e a estrutura espacial estatica que as
liga.

Para analisar essa estrutura espacial, formalizada como um grafo, discutimos uma sistema
completo de invariantes do grafo, o espectro do Laplaciano do grafo, e como se relaciona com
varias propriedades qualitativas do grafo.

Em seguida, voltamos-nos para aspectos dindmicos e discutimos sistemas de osciladores com

acoplamento de acordo com o Laplaciano do grafo e analisamos a sua sincronizabilidade.

A ferramenta analitica aqui sao expansoes locais em termos de vectores proprios do Laplaciano
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do grafo. Isto é visto como um primeiro passo para uma compreensao geral do padrao da formagao

em sistemas de osciladores acoplados.

O objectivo da teoria espectral dos grafos é entender as propriedades dos grafos. usando
ferramentas de algebra linear, particularmente usando valores proprios e vectores proprios de varias
matrizes associadas a grafos, no nosso caso estudaremos sobretudo o caso da matriz laplaciana.

Assim como os astronomos estudam espectros estelares para determinar a composicao de es-
trelas, um dos principais objectivos da teoria dos grafos é deduzir as principais propriedades e
estrutura de um grafo a partir de seu espectro (ou de uma pequena lista de invariantes computé-
veis). A abordagem espectral para grafos gerais é um passo nesta dire¢cdo. Veremos que os valores

estdo intimamente relacionados com quase todos os principais invariantes de um grafo.

Ja definimos a matriz de adjacéncia para grafos simples, orientados e pesados.
Consideremos um grafo G com N vértices. Definimos a matriz diagonal dos graus D como

sendo a matriz diagonal N x N dada por D = D(G) = [d;;], where d;; = k;.

Definigao: A matriz Laplaciana L de um grafo com N nodos, com matriz de adjacéncia A,

é definida por:

Esta matriz tem algumas caracteristicas interessantes e propriedades dindmicas muito uteis:
pelo menos um de seus valores proprios é zero e todos os outros valores proprios sao zero ou

positivos e estao contidos no intervalo [0, min {N,2A}], onde A é o maior grau dos vértices.

O espectro de L pode ser ordenado, \; = 0 < Ay < --- < Ay. O segundo valor proprio Ay

é conhecido como conectividade algébrica ou valor de Fiedler e desempenha um papel especial,
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veremos que determina a rapidez com que a difusao ocorre na rede.
Prova-se, ainda, que a multiplicidade do valor préprio nulo A; é igual ao ntimero de componentes
conexas do grafo.

Muitas vezes é mais conveniente estudar a matriz laplaciana normalizada.

Definigao: A matriz Laplaciana normalizada £ de um grafo simples com N nodos, é

definida por

L=D:LD 2

Se definirmos em termos matriciais

Defini¢ao: A matriz Laplaciana normalizada de G é a matriz £ = [l;;] onde

1 sei=jed(v)#0;
se i € adjacente a j;

0, se i nao é adjacente a j.
Usar o Laplaciano normalizado é muitas vezes conveniente, pois todos os seus valores proprios
pertencem ao intervalo [0, 2], o que facilita a comparagéo dos espectros de dois grafos. No entanto,

mesmo grafos nao isomorficos podem compartilhar o mesmo espectro.

Definigao : Os grafos que possuem o mesmo espectro sdo chamados coespectrais (também
isoespectrais). Quando a igualdade dos conjuntos de valores proprios distintos aos pares é vélida,

mas as multiplicidades nao coincidem, os grafos sao chamados fracamente coespectrais.

B.4 Centralidades

Uma pergunta frequente quando se estuda uma rede: quais sao os vértices mais importantes da

rede?
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A ordem alfabética tradicional da Enciclopédia é hoje substituida na vida quotidiana por al-
goritmos de pesquisa na web que classificam as paginas da web (ou seja, os nodos da World Wide
Web) por ordem decrescente de relevancia para a consulta. A centralidade de um vértice pode
refletir a importancia do vértice em manter uma rede ligada, em diminuir a distdncia mais curta

entre vértices, ou pode ser apenas uma propriedade do vértice como o seu grau.
B.4.1 Medidas mais comuns
Centralidade do grau

A centralidade de grau nao é mais do que o valor cde uma grau do vértice que ja definimos

anteriormente.
B.4.2 Centralidade de intermediagao (“Betweenness centrality”)

A centralidade de intermediacdo, foi proposta por Freeman e esté relacionada com o ntmero de
vezes que um vértice precisa de outro vértice (cuja centralidade é medida) com o objectivo de
alcancar um terceiro vértice. Mede o papel de intermediario num grafo e d4 uma ideia do volume
de trafego/informacao que flui entre quaisquer dois vértices através do intermediario.

Definigao: Seja G um grafo (conexo ou mao) com n wvértices e seja vi um vértice de G.
Considere um par de vértices v; e v; em G, tal que i # j, i # k e j # k. A intermediacdo parcial
de v com respeito a v; e v; € dada por:

0, se nao existir caminho entre v; e vj;

b;i(vg) = iy
i3 (V%) 791;<?k), caso contrdrio,
ij

onde g;; denota o nidmero de geodésicas entre v; e vj e g;;(vy) denota o nimero de geodésicas
entre v; € vj que passam por vj.
Para se determinar a centralidade de intermediacao de um vértice vy num grafo G com n

vértices, basta somar todas as intermediagoes parciais de vy em G.
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Definicao: Nas condicées da defini¢ao anterior a centralidade de intermediagcao de um

vértice vy num grafo G com n vértices, denotada por cg(vg) € dada por:

cp(on) =Y bij(vg).

1<i<j<n
i,j2k

Como ¢ visivel no exemplo simples da Figura a centralidade de intermediacao do vértice

@%&

Figura B.40: Cb(8) = 102 + 5% — 4% = 59.

8 & elevada.

B.4.3 Centralidade de Proximidade “Closenness centrality”)

A ideia principal por tras da definicao de centralidade de proximidade é classificar a importancia
de um vértice em funcao da sua distancia aos restantes vértices da rede. Portanto a centralidade
de proximidade é menor para vértices que tém uma maior distancia média aos restantes vértices
da rede.

Definigao: Seja G um grafo conexo com n vértices e seja vy um vértice de G .A centralidade
de proximidade de vy é dada pelo inverso da soma das distdncias de v a todos os outros vértices

do grafo, ou seja,
B 1
Z d(vjv Uk) .

1<j<n

Cc(vk)

Centralidade de eficiéncia

Os problemas de determinacao dum local de modo que minimize o tempo méximo de viagem entre

o mesmo e todas as demais localizagoes é um assunto muito estudado, por exemplo, a instalagao
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de um hospital, cujo objectivo é minimizar o tempo méximo de atendimento de uma ambulancia a
uma possivel emergéncia. Neste sentido foi proposta uma medida chamada centralidade eficiéncia,

baseada no conceito de excentricidade de um vértice.

Definicao: Seja G um grafo conexo com n vértices e seja v, um vértice de G . A centralidade

de eficiéncia de v € dada pelo inverso da excentricidade de vy, isto €,

1

Cefi(vk) = mv

onde ecc(vg) = n}\?(x )d(vi,vk).
CAS Vg

B.4.4 Medidas de centralidade espectrais

Estudo de medidas de centralidade tendo como suporte a caracterizagao espectral das redes
Centralidade do vector préprio
A centralidade de vector proprio é uma medida proposta por Bonacich em 1987 (??) que corres-
ponde a relevancia de um vértice em funcao da relagdo com os seus vizinhos. O importante nao é
quantas pessoas se conhece, mas quem se conhece.

Definicao: Seja G um grafo com n vértices, x um vértice de G, a;, elementos da matriz
de adjacéncia A e seja Apax(q) © maior valor proprio (em modulo) da matriz de adjacéncia e

T , . . . . » .
v = (v1,...,v,)" 0 vector proprio associado. Definimos a centralidade do vector proprio por:

n
op(x) = Z Ajz-Vj.
j=1

Mas numa rede orientada em que nao existe nenhuma componente fortemente ligada todos os

vértices tém centralidade nula. Para tentar resolver esta debilidade é proposta uma outra medida.
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Centralidade de Katz

Para resolver esta debilidade, ou seja, o desaparecimento da centralidade do vector proprio para
os vértices na componente interna de rede orientada, foi proposta a centralidade Katz. A centra-
lidade de Katz atribui a cada vértice um pequeno valor 8 apenas por ser vértice da rede. Logo a

centralidade do vértice s6 aumenta se muitos vértices importantes apontarem para este vértice.

Definicao: A centralidade de Katz x satisfaz a seguinte equagao.

n
r, =« E aij:z:j +5

j=1
onde 8 >0ea € (O, /\%) onde Ay é o valor proprio de the Perron-Frobenious da matriz de

adjacéncia A.

Usando o formalismo matricial podemos escrever esta equagdo como
r = aAx + [1

em que 1 indica o vector coluna tal que 1; =1, Vi =1, ...,n.

Com calculo algébrico podemos ainda, escrever

xz(f—aA)*wm:ﬁi(aAm

n=0

A matriz (I — aA)” ' diverge para det(I — aA) = 0.
Assim, para garantir a convergéncia (I — ocA)_1 e uma centralidade Katz bem definida que

devemos considerar o pardmetro o € (0, )\%)
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Centralidade PageRank

A centralidade do PageRank foi o principal algoritmo por trds do motor de busca Google, e
desempenhou um papel fundamental na determinacao do sucesso da Google.

A centralidade Katz da secgdo anterior tem uma caracteristica que pode ser indesejavel. Se um
vértice com elevada centralidade de Katz aponta para muitos outros, entao esses vértices também
obtém elevada centralidade. Um vértice de elevada centralidade apontando para um milhao de
outros conferem a um milhao deles elevada centralidade. O aumento da centralidade em virtude
de receber uma aresta de um vértice de prestigio é diluida por ser partilhada com tantos outros.
Por exemplo, o famoso Yahoo! pode conter uma ligagdo para a minha pagina web, mas também
contém ligacoes para milhoes de outras paginas.

Os estudantes de doutoramento da Universidade de Stanford, Larry Page e Sergey Brin, os
fundadores do PageRank, publicam em Abril de 1998 o artigo “The anatomy of a large-scale
hypertextual Web search engine”, no dia 1 se Setembro de 1998 registam a primeira patente do
Page Rank e no dia 4 de Setembro de 1998 a Google é incorporada.

Ser Google nao é facil - trés problemas principais na recuperacgao de informagao: sinonimia
(mualtiplas formas de dizer a mesma coisa); polissemia (multiplos significados para o mesmo termo)
e quantidade (existem imensa péaginas web, e a maioria é irrelevante para um utilizador do motor
de pesquisa).

A premissa do Page Rank é que um hiperlink de uma pégina para outra é um voto para a
pégina de destino.

Para resolver a questao que descrevemos, no PageRank os vértices a jusante adquirem apenas
uma fraccao da centralidade do proprio vértice central que aponta para eles. Definimos uma

variagao da centralidade de Katz em que a centralidade que obtenho dos meus vizinhos da rede
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PageRank

Figura B.41: PageRank

é proporcional a sua centralidade dividido pelo seu grau de saida. Assim, vértices que apontam
para muitos outros passam apenas uma pequena quantidade de centralidade para cada um desses
vértices, mesmo que a sua centralidade seja elevada.

Definigao: A centralidade de PageRank x satisfaz a seguinte equacao.

- 1
T =« E aijwl]?j"‘ﬂ.
j=1 J

onde k9" = max (k9"*,1) f > 0 e a € (O, %1) onde \; é o valor proprio de the Perron-

Frobenious da matriz AD™! com D ¢é a matriz diagonal definida pelos elementos D;; = k%%t =

max (k4. 1).

Usando o formalismo matricial podemos escrever esta equagdo como
z=aAD tz 4+ F1

em que 1 indica o vector coluna tal que 1, =1, Vi =1, ...,n.

Com calculo algébrico podemos ainda escrever

T = (I — aAD_l)_l + /1 = ﬁi (aAD_l)n 1

n=0
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A condigao a < % garante que a centralidade PageRank estd bem definida que para todos
os vértices da rede. Numa rede simples \; = 1 e nesse caso o € (0,1). No algoritmo original

PageRank da Google @ = 0.85.
Comparacgao de centralidades
Vamos comparar alguma medidade de centralidade para a mesma rede supondo que os valores das

centralidades variam entre o vermelho, que é o mais alto, e o azul é o valor de centralidade mais

baixo.

Figura B.42: Na parte superior temos no lado esquerdo a centralidade de grau, ao centro a centra-

lidade de intermediacao e no lado direito a centralidade de proximidade. Na parte inferior temos

no lado esquerdo a centralidade do vector proprio e no lado direito a centralidade de Katz.
Podemos observar na Figura [B:42] por exemplo, que se compararmos a centralidade de grau

e a centralidade do vector proprio, na centralidade de vector proprio existe uma maior distin¢ao

entre vértices com elevada centralidade e nodos com baixa centralidade.
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