Sumario pormenorizado da licdo

Regresséo linear multipla

Andreia Teixeira Marques Dionisio Basilio

Universidade de Evora

Para candidatura ao titulo académico de agregado pela Universidade de Evora,
nos termos do Decreto-Lei n.° 239/2007 de 19 de junho

Fevereiro de 2023



Este sumario pormenorizado da ligao “Regressao linear multipla” constitui um dos elementos
apresentados por Andreia Teixeira Marques Dionisio Basilio para candidatura ao titulo
académico de agregado pela Universidade de Evora no ramo do conhecimento de Gesto,
nos termos do Decreto-Lei n® 239/2007 de 19 de junho.




Indice

1.
2.

4.
5.

INTRODUGAO ..ottt ettt sttt sttt ntanens 4
OBJETIVOS E PLANO DA LICAO ....oooveieeeeseevceee e sssissessassssee s 5
2.1. ODjJEtiVOS PEAAYGOGICOS. ... ...euieieeeiiieie ettt ettt bbbttt 5
2.2. P1AN0 08 LIGAOD .....cueiiieiiiiiieiee et ane 7
2.3. Bibliografia reComendada .............cccvoieiiiiiii i 7
SINTESE DOS CONTEUDOS ABORDADOS .........ccovuiieieiereieeieseeesesesiesssesas s esassssenens 8
3.1.  Muito breve revisdo dos conceitos dos conceitos referentes ao modelo de regressao
HINEAN SIMPIES ...ttt nr e neene 8
3.2. Motivacgéo para o modelo de regresséo linear multipla, estimacao do modelo e sua
(L1 T o] 3 - Tor (o JO OSSPSR 11
3.3.  Pressupostos para a regressao linear multipla ..o 14
3.4. Avaliacdo do ajustamento e inferéncia no modelo de regressao ..........ccccoevevvrevevennnns 16
3.4.1. O coeficiente de determinagdo e o teste a significancia global do modelo .............. 16
3.4.2. Inferéncia sobre um s6 par@metro 18
3.4.3.  Teste sobre um subconjunto de par@metros 21
3.5.  Modelo de regressdo linear multipla com informac&o qualitativa .............ccccceeveene. 22
3.5.1. Variaveis binarias, dicotdmicas ou dummy 23
3.5.2.  Varidveis policotdmicas 25
CONSIDERACC)ES FINAILS et 27
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ..o eee et 28




1. INTRODUCAO

Este documento sera maioritariamente escrito na primeira pessoa (singular e plural).
Ao contrario de outros documentos, aqui considero que ha toda uma envolvéncia pessoal,

que me impede de escrever uniformemente no impessoal.

A unidade curricular (UC) de Analise de Dados para Negdcios | € em si uma disciplina
que me apaixona, cujos contetidos gosto muito de lecionar e partilhar com os estudantes. E-
me, por isso, muito dificil selecionar um topico especifico para esta Licdo. Desde a descri¢édo
das variaveis, a respetiva visualizacdo e exploracdo de caracteristicas, passando pela
inferéncia e terminando nos modelos de regressdo linear, em todas as matérias existem
elementos fascinantes que tornam a analise de dados uma disciplina de grande interesse e

utilidade para a gestdo, nas suas diversas areas de especializacéo.

Reconhecendo-se a importancia, utilidade e aplicabilidade pratica dos contedos
lecionados para as diversas areas de especializacao, procurei um topico que fosse igualmente
importante para todas as areas de especializacdo do Mestrado em Gestdo. Tendo em
consideracdo a duracao da Licdo, 50 minutos, parece-me importante a escolha de um tépico
relativamente “independente”, que ndo obrigasse a rever muitos conceitos abordados em
momentos anteriores da unidade curricular e que simultaneamente proporcionasse momentos
de explanacdo teorica, analise de dados com recurso a software, interpretacdo dos resultados

e intuicdo econdmica e de gestao.

Neste contexto selecionei o topico "Regressao linear multipla”. Pensar-se-a que pouco
mais ha a dizer sobre 0 mesmo, mas 0 meu objetivo neste documento e nesta Licdo nao é
acrescentar algo novo, é sim mostrar e salientar as potencialidades deste modelo,
especialmente no que respeita a avaliacdo de determinantes estatisticamente significativos de
varidveis que pretendemos explicar. De referir que, na area da gestdo, muitos artigos
publicados incluem a regressao linear multipla como metodo fundamental para obtencdo de
resultados e para atingir os objetivos especificados. Além disso, a regressao linear constitui
a base para o desenvolvimento e compreensdo de muitos métodos estatisticos e
econométricos que sao frequentemente encontrados em trabalhos de investigagdo na area de
gestdo, nomeadamente os modelos de equacdes estruturais (SEM), partial least squares
(PLS), modelos heterocedasticos (ARCH, GARCH e familias), entre muitos outros.




O tema desta Licdo, "Regressdo linear multipla”, tera um cariz tedrico-pratico. Numa
primeira fase é feita a ligacdo entre a regresséo linear simples e a regresséo linear multipla,
no sentido de justificar a utilizacdo de mais varidveis no modelo de regressdo com vista a
melhor explicacdo da variavel dependente. O Método dos Minimos Quadrados (MMQ), ja
apresentado em aula anterior aquando da regressdo linear simples, é aqui apresentado,
essencialmente, enquanto generalizagdo do primeiro, sendo explorado na sua versao
matricial. Os pressupostos do Teorema de Gauss-Markov sdo também alvo de anélise, sendo
apresentados de modo mais intuitivo, dado terem sido alvo de apresentacdo detalhada
aquando da explicacdo do modelo de regressao linear simples. O enfoque sera entdo dado a
estimacdo de modelos de regressao linear multipla, interpretacdo dos resultados, inferéncia
para coeficientes individuais, para o0 modelo global e para a comparagdo entre 0 modelo
global e um modelo restrito. Serd também explorada a utilizacdo de variaveis binérias
enquanto variaveis independentes, dando especial atencdo a sua construcao, interpretacdo
enquanto variaveis que podem promover alteracdes na constante ou alteragdes no declive da

equacao.

O documento apresentado, além desta secdo introdutdria, € composto por mais trés
seccOes. Na seccdo dois apresentam-se 0s objetivos pedagdgicos e o plano da Licdo de
Agregacdo. Na seccdo trés, e aquela que considero ser a principal, descrevem-se os contetidos
da Licdo em si. E, na quarta e Ultima sec¢do deste documento/relatério apresentam-se as

consideracdes finais.

2. OBJETIVOS E PLANO DA LICAO

2.1. Objetivos pedagdgicos

Nesta Licdo o tema em estudo € a regressdo linear multipla, enquanto ferramenta que
ajuda a encontrar os determinantes de uma determinada variavel, de modo a explicar e prever
0 seu comportamento. O primeiro objetivo consiste em consolidar os conhecimentos ja
adquiridos em aula anterior acerca do modelo de regressdo linear simples, mais

concretamente no que se refere ao método de estimacao (0 método dos minimos quadrados),




respetivos pressupostos, interpretacdo dos coeficientes e inferéncia.

Deste modo, 0 modelo de regressdo linear multipla € apresentado enquanto uma
generalizacdo do modelo de regressdo linear simples, sendo dada espacial énfase as suas
caracteristicas e potencialidades. Neste contexto, a motivacéo para a introducdo do modelo
de regressdo linear multipla, constitui o segundo objetivo desta Licao, que integra igualmente
a interpretagéo dos respetivos coeficientes. A interpretacdo dos resultados obtidos assume
muita importancia nesta unidade curricular, uma vez que o intuito da mesma é a utilizacao

de ferramentas que apoiam a tomada de deciséo.

A compreensdo da generalizacdo do MMQ para o modelo de regressao linear multipla,
constitui o terceiro objetivo. Pretende-se que, de forma intuitiva, os estudantes compreendam
a derivacao dos estimadores do MMQ e respetivos pressupostos. Para além dos pressupostos
do Teorema de Gauss-Markov ja explorados aquando da estimacdo do modelo de regressao
linear simples, é acrescentado o pressuposto de auséncia de colinearidade perfeita. Neste
contexto, o objetivo sera compreender a importancia dos cuidados a ter aquando da estimacédo
deste modelo através do MMQ e a necessidade de avaliar os respetivos pressupostos. A

verificacdo destes pressupostos nao faz parte do plano desta Licéo.

Um quarto objetivo prende-se com a exploragdo inferencial no modelo de regresséo
linear. Desde os testes de hipdteses para parametros individuais, ao teste a significancia
global do modelo (que serdo revisitados, uma vez que j& foram abordados no modelo de
regressao linear simples), sendo agora acrescentado o teste para comparagao entre um modelo

restrito e 0 modelo global.

Finalmente, o quinto e Gltimo objetivo prende-se com a utilizacdo de informacdo
qualitativa no modelo de regressao linear multipla, através da inclusdo de variaveis binarias
enguanto variaveis independentes. Pretende-se que os estudantes compreendam a construcdo
e formas de modelacdo de variaveis qualitativas no modelo de regressdo linear e que
compreendam o impacto que uma variavel binaria pode ter no modelo, seja ao nivel da

constante, seja no declive da equacao.




2.2. Plano da Licéo
A presente Lic&o terd a duracdo de 50 minutos. O plano previsto é o seguinte:
1. Muito breve revisdo dos conceitos referentes ao modelo de regressao linear simples
2. Motivacdo para o modelo de regressdo linear maultipla, estimacdo do modelo e sua
interpretacao
3. Pressupostos para a regressao linear maltipla
4. Avaliacdo do ajustamento e inferéncia no modelo de regressao linear multipla

5. Modelo de regresséo linear multipla com informacéo qualitativa

O primeiro ponto da Licdo € incluido para que a audiéncia da Licdo de Agregacdo (e
ndo apenas o juri) possa acompanhar sem grandes problemas a Li¢cdo. Se a aula fosse com
alunos de Analise de Dados para Negdcios I, este ponto ndo seria necessario porque teria sido

convenientemente explorado em aulas anteriores.

2.3. Bibliografia recomendada
A bibliografia recomendada aos alunos para esta licdo é a seguinte:

e Dionisio, A. (2019). Analise de Dados para Negdcios, Texto de Apoio para as
unidades curriculares Analise de Dados para Negdcios | e Analise de Dados para
Negécios Il do Curso de Mestrado em Gest&o, Universidade de Evora, ISBN 978-
972-778-136-2.

e Newbold, P., Carlson, W. e Thorne, B. (2019). Statistics for Business and Economics,
o' edition, Pearson Education Limited, UK.

e Wooldridge, J. (2019). Introductory Econometrics — A Modern Approach, 7" edition,
South-Western College Publishing, Thomson Learning. Florence.




3. SINTESE DOS CONTEUDOS ABORDADOS

3.1.Muito breve revisdo dos conceitos dos conceitos referentes ao modelo de

regressao linear simples

A analise de regressdo e de correlacdo envolve a analise de dados amostrais para avaliar
0 modo como duas ou mais varidveis estdo relacionadas entre si numa populacdo. A regressdo
linear simples constitui uma tentativa de estabelecer uma equac¢do matematica linear que

descreva o relacionamento entre duas variaveis.

Se se tiverem duas variaveis aleatdrias X e Y, em que se considera que Y € a variavel
explicada (ou dependente) e X é a varidvel explicativa (ou independente) e a relacéo entre
elas é linear, pode-se estabelecer a seguinte equacao:

Y=[30+[31X+8

onde B, € ainterseccdo na origem, B, é o declive da reta de regressdo e & o termo erro, que
representa os fatores que poderdo ser determinantes para explicar Y, mas ndo constam da
equacdo. A interpretacdo dos parametros € muito importante, nomeadamente $; mede a
sensibilidade da variavel Y a variagbes na variavel X, por exemplo se X aumentar uma
unidade, entdo Y ira variar 8, unidades. Quanto a f,, se a variavel X tiver o valor 0, entdo a
variavel Y ira assumir o valor de f3,. De salientar que esta interpretacao pode ser desprovida
de sentido real em alguns casos (por exemplo casos em que ndo faz sentido que X seja igual
a0).

Um dos métodos mais usados para estimar um modelo de regressao linear ¢ o MMQ,
pois € 0 que permite que a soma do quadrado dos desvios seja minima. Considerando que a
soma dos desvios em relacdo a média é nula e a utilizacdo de mddulos provocaria o
enviesamento dos resultados, a utilizacdo de quadrados surge como a melhor alternativa. Se
forem satisfeitos os pressupostos base deste método de estimacdo (Teorema de Gauss-
Markov), entdo os estimadores obtidos s&o considerados BLUE (Best Linear Unbiased
Estimators) e assim, sdo os estimadores mais eficientes na classe dos estimadores lineares.
Estes pressupostos prendem-se, em grande parte, com o comportamento do termo erro, mas

ndo s6. De forma resumida podem ser descritos da seguinte forma:




1. Linearidade dos parametros;
2. As observacOes constituem uma amostra aleatoria da populagéo;
3. A variavel independente X ndo é uma constante;

4. O erro tem valor esperado nulo, dado o valor da variavel independente, ou seja,
E(e|X) = 0;

5. Homocedasticidade — o termo erro, &, tem variancia constante, seja qual for o valor
de X, Var(e|X) = o2

Os primeiros quatro pressupostos garantem o ndo enviesamento dos estimadores S, e
;. Ja a hipétese de homocedasticidade é a base para a obtencdo das equacdes da variancia
dos estimadores do MMQ.

De relembrar também a diferenca entre erro e residuo (que tantas vezes sao
confundidos). Admitindo que ha uma funcdo ndo observavel que relaciona a variavel
independente com a variavel dependente, entdo os desvios das observacfes da variavel
dependente desta funcdo séo os erros ndo observaveis (). Se for estimado um modelo de
regressdo para algumas observacfes (amostra), os desvios das observagdes da variavel

dependente face aos valores estimados serdo os residuos (€).

Cada observacdo gerara um residuo, que podera ser positivo se o valor estimado for

inferior ao observado, ou negativo no caso oposto. Os residuos obtidos através do MMQ tém

importantes propriedades, nomeadamente: a respetiva soma ser nula (e por isso y = y), a
covariancia amostral entre os residuos e os regressores ser nula e o ponto (X, Y) estar

sempre sobre a linha da regressao.

A andlise de variancia constitui uma base para avaliacdo da qualidade de ajustamento
do modelo e respetiva significancia estatistica. Nesta analise de variancia, ou ANOVA, ¢é
decomposta a soma de quadrados total (SST - Total Sum of Squares) em duas parcelas: a
soma de quadrados da regressao (SSE - Explained Sum of Squares) e a soma de quadrados
dos residuos (SSR - Residual Sum of Squares). O poder explicativo do modelo de regressao
linear pode ser avaliado através do coeficiente de determinacdo (R?), que mede a

percentagem da variacdo da varidvel dependente que é explicada pelo modelo de regresséo.




Importa referir que no caso de se obter um coeficiente de determinacgéo nulo, tal ndo implica
que as variaveis nao estejam correlacionadas, simplesmente a relacéo entre elas pode ndo ser
linear. A significancia estatistica da equacdo de regressdo (como um todo) pode ser avaliada

através da analise de variancia, onde é utilizada a estatistica F (distribuicdo F-Snedcor).

Finalmente, a inferéncia individual aos parametros do modelo assume elevada
importancia, pois permite aferir a significancia estatistica dos mesmos, a importancia da
variavel independente para explicar a varidvel dependente e ainda inferenciar sobre o
comportamento destes pardmetros em contexto mais alargado. Esta é normalmente realizada
através de teste de hipotese, recorrendo-se a distribuicao t-Student para tal. Importa referir
que a inferéncia estatistica ao modelo de regressao linear, assume que 0s residuos devem ser
independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.), com média nula e variancia constante,

devendo seguir uma distribuicdo Normal, e~N (0, 52).

Exemplo 1
Foram selecionados aleatoriamente 269 jogadores de futebol de clubes portugueses da 2.2 divisao.
O objetivo é explicar o salario médio mensal auferido por estes jogadores. Assim, foi recolhida a
informacdo acerca do salario médio mensal (Sal) dos jogadores e numero de anos de experiéncia
enguanto jogadores profissionais (Exp) com vista a estimar o0 seguinte modelo:
Sal = o+ [1Exp + ¢
Através do MMQ foi obtida a seguinte equacéo:
Sal; = 807,93 + 120,32Exp;
n =269
R* = 0,167; F(1,267) = 53,69 p — value = 0,000
Os resultados obtidos permitem-nos concluir que um jogador sem experiéncia terd um salario
médio esperado de, aproximadamente 807,93 euros e que por cada ano de experiéncia enguanto
jogador profissional, o seu salario crescera cerca de 120 euros. Como podemos ver pela estatistica
F e respetivo p-value, 0 modelo é globalmente estaticamente significativo, mas explica apenas
aproximadamente 16,7% da variacao dos salarios.
Como podemos melhorar este modelo, no que toca ao nivel de explicacéo da variacdo dos salarios?

Uma possibilidade seria incluirmos mais variaveis...
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3.2. Motivacao para o modelo de regressao linear multipla, estimacdo do modelo e

sua interpretacao

No modelo de regresséo linear simples admite-se que o comportamento da variavel
dependente € influenciado por uma Unica variavel explicativa. O facto de existir uma unica
variavel independente, ou explicativa, é o que confere o modelo a classificagdo de “simples”,
caracteristica que € muito desejavel quando precisamos modelar um determinado problema,
mas que pode revelar insuficiéncia ou alguma pobreza na explicacdo dos fendmenos que
pretendemos analisar. Com efeito, ndo sdo abundantes os exemplos de modelos de regressao
linear simples que sejam perfeitamente suficientes (ou até bons) para explicar a variavel
dependente em estudo. Isto porque, ndo serdo abundantes os fendmenos que precisardo de
uma s6 variavel para serem explicados com robustez e qualidade. E é exatamente esta a
motivacdo para a regressdo linear multipla: a necessidade de melhores modelos, a
necessidade de melhor explicar a varidvel dependente, fator que nos impele a procurar mais

variaveis explicativas para o modelo.

Inclusivamente, a teoria econémica indica que muitos fendmenos podem ser
influenciados por diversos fatores, emergindo a necessidade que o modelo integre mais
variaveis explicativas. Admite-se, portanto, que a variavel dependente Y podera ser funcao

linear de varias varidveis independentes (ou explicativas) X;,X,,... X, e doerro &:
Y = ﬁo + ﬁle + ﬁzXz"‘.. . +ﬁka + €.

Este modelo tem k + 1 pardmetros, onde se incluem todos os coeficientes das k
variaveis explicativas, mais o termo constante (). A interpretacdo dos parametros £; (com
j =1,...,k) é semelhante a interpretacdo realizada na andlise de regressdo simples, ou seja
Bo indica o valor de Y quando todas as variaveis explicativas sdo nulas (ainda que nem
sempre faca sentido que certas varidveis explicativas tomem o valor zero e por isso poder ser
desprovido de sentido real) e os demais g; indicam a sensibilidade de Y quando a respectiva
variavel explicativa varia uma unidade, mantendo-se todas as outras constantes. O conceito
de ceteris paribus é aqui muito importante na interpretacdo isolada dos pardmetros. Os
parametros f; séo também designados de parametros parciais, uma vez que fornecem uma

medida da influéncia de cada uma das variaveis explicativas, assumindo que todas as outras

11



se mantém constantes.

O modelo de regressao linear multipla pode ser apresentado sob a forma de n
equacdes, cada qual correspondendo a observacdo i de todas as variaveis incluidas no
modelo:

Y = Bo + B1X11 + BaXort. . Xy + &1
Y, = Bo + B1X12 + B2 Xaat. .. +0kXk2 + &

Yo = Bo + B1X1n + B2 Xon+. .. +BiXin + &n.
A formulacdo matricial correspondente é dada por:
Y=XB+¢&

Y e € sdo vetores de dimensdo n x 1, B é um vetor de dimensdo (k+1)x 1, e X é
uma matriz de dimensdo n X (k + 1). Cada elemento da matriz X tem dois indices: o

primeiro refere-se a coluna (variaveis) e o segundo a linha (observacéo).

Tal como analisado na analise do modelo de regressao simples, 0 método dos minimos
quadrados tem por objetivo encontrar um vetor de estimadores # que minimizem a soma

dos quadrados dos residuos (SSR). A solucdo é dada pela seguinte equacéo:
f=XX)(X'Y).1
Tal como referenciado para os estimadores do MMQ no modelo de regressdo linear
simples, os estimadores f sio os mais eficientes de entre os estimadores lineares néo
enviesados para 8, ou seja, sao 0s que tém variancia minima e por isso se diz que sdo BLUE
(Teorema de Gauss-Markov). Iremos revisitar 0s pressupostos do MMQ para a regressao

linear multipla no ponto seguinte. Mas retomemos o exemplo iniciado aquando da exploracao

do modelo de regressao linear simples.

L A matriz X'x designa-se por matriz dos produtos cruzados e esta garantido que tem inversa pois, de

acordo com as hip6teses do modelo de regressdo linear maltipla, esta devera ter caracteristica k + 1.
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Exemplo 2
Partindo do exemplo explorado na regressao linear simples, em que tentamos explicar o salario dos
jogadores de futebol da 2.2 Liga em Portugal, foi obtida informac&o acerca das seguintes variaveis:
Sal — Salé&rio médio mensal do jogador
Exp — NUmero de anos de experiéncia enquanto jogador profissional
Jogos — NUmero de jogos em que o jogador participou
Minutos — Numero total de minutos que o jogador jogou
Golos — Numero de golos marcados pelo jogador
Assist — NUmero de assisténcias a golos promovidas pelo jogador
Idade — Idade do jogador, em anos
O modelo a estimar é o seguinte:
Sal = By + B1Exp + [2]Jogos + fzMinutos + ,Golos + fsAssist + fgldade + ¢
Através do MMQ, foram obtidos os seguintes resultados:
S’dli = —214,78 + 76,70Exp; — 2,75]ogos; — 0,042Minutos; + 89,91Golos; + 81,78Assist;
+ 7,68¢1dade;
n =269
Numa primeira analise (e ainda sem avaliar a significancia estatistica de cada pardmetro), vemos
gue as variaveis que influenciam positivamente o salario serdo a experiéncia, 0 nimero de golos e
de assisténcia e a idade do jogador. O valor de B, = —214,78 indicaria que o salario de um
jogador que tivesse o valor zero em todas as variaveis seria de -214,78 euros, ou seja, um jogador
recém-nascido, sem experiéncia, com zero jogos e zero minutos jogados, que nunca tenha marcado
golos nem feito assisténcias, paga 214,78 euros para trabalhar. Ora esta interpretacdo é desprovida
de sentido real, uma vez que existem variaveis (nomeadamente a idade) que ndo faz sentido serem
nulas neste modelo.
A interpretacdo dos restantes estimadores deve respeitar a regra de ceteris paribus, por exemplo,
no que se refere ao coeficiente da variavel Exp, podemos referir que, mantendo tudo o resto
constante, por cada ano a mais de experiéncia, € expectavel que o salario mensal médio do jogador

aumente 76,70 euros.
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3.3. Pressupostos para a regressao linear multipla

E importante conhecer as propriedades estatisticas dos estimadores do MMQ. Neste
ponto, € derivado o valor esperado e variancia destes estimadores, tendo por base 0s
pressupostos do Teorema de Gauss-Markov. S&o aqui apresentados 0s pressupostos para que
0s estimadores sejam ndo enviesados, pressupostos estes que ndo sdo mais que a extensdo
dos pressupostos dos estimadores do MMQ para o modelo de regressao linear simples. A
hipdtese de eficiéncia é também explorada, tendo por base o comportamento da variancia do

erro.

O primeiro pressuposto define, simplesmente, 0 modelo de regresséo linear maltipla:

Pressuposto 1 — Linearidade dos parametros

Este pressuposto admite que o modelo de regressdo linear multipla pode ser definido

da seguinte forma:
Y = ﬁo + ﬁlxl + ﬁ2X2+.. . +ﬁka + &.

Onde By, B1, ---, Br S@0 0s pardmetros ndo conhecidos, mas constantes e € é 0 erro
aleatdrio, ou os desvios. O fator chave nesta equacéo € a linearidade nos pardmetros, podendo
as variaveis dependente e independentes constituir funcdes ndo lineares das varidveis de

interesse (por exemplo logaritmos, polindmios, etc.).

Pressuposto 2 — Amostra aleatéria

Para a estimacdo do modelo apresentado no Pressuposto 1, € utilizada uma amostra
aleatéria com n observacdes. Se quisermos particularizar o modelo global para uma

especifica observacao i, teremos:

Y; = Bo + P1X1i + B2 Xoit. .. B Xy + &

Pressuposto 3 — Auséncia de colinearidade

O terceiro pressuposto imp&e que nenhuma variavel independente seja uma constante

e que nao exista colinearidade perfeita entre as variaveis independentes.
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Relativamente ao modelo de regressao linear simples, esta € uma hipotese nova no

modelo de regressdo linear multipla.

A existéncia de colinearidade perfeita impediria a estimacdo do modelo através do
MMQ, uma vez que o determinante da matriz X'X seria nulo, impedindo de se encontrar
(X'X)~1. Néo existindo colinearidade perfeita, o modelo de regresséo linear é estimavel, mas
h& que ter em conta a possivel relacdo linear (ainda que ndo perfeita) entre as variaveis
explicativas, ou seja, ter em conta a existéncia de multicolinearidade que podera afetar a

eficiéncia dos estimadores.

A colinearidade perfeita pode ocorrer por diversas causas, nomeadamente a inclusdo
da mesma variavel com diferentes unidades de medida, ou a inclusdo de uma variavel que é
resultado da funcdo linear entre outras variaveis (veja-se 0 exemplo em que X5 = X; + X5,
onde X; reflete o valor gasto na campanha publicitaria para livros em formato tradicional,
X, o valor da campanha publicitaria para e-books e X; o total gasto em campanhas

publicitarias para livros por parte da empresa XPTO).

Pressuposto 4 — O valor esperado do erro, dado o comportamento das variaveis

independentes, é nulo

Este pressuposto indica que o valor esperado do erro ou dos desvios deve ser nulo, ndo

estando correlacionado com as variaveis independentes:
E(e|Xy, X5, 0, X)) =0

A violacdo deste pressuposto poderéa estar relacionada com problemas de especificacdo
do modelo, omissdo de varidveis importantes para 0 modelo e endogeneidade de variaveis
independentes. A anélise destes problemas ndo constitui um tépico da unidade curricular de
Analise de Dados para Negocios I, contudo considero importante alertar os estudantes para
tal e referenciar bibliografia que os podera ajudar, nomeadamente Wooldridge (2019),

capitulos 9 e 16.

Os pressupostos 1 a 4 permitem conhecer o valor esperados dos estimadores B}, mas é

necessaria a avaliagdo da dispersdo. Tal como j& analisado no caso do modelo de regressao
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linear simples, a homocedasticidade € um pressuposto fundamental para garantir a eficiéncia
destes estimadores e no caso do modelo de regressao linear maltipla, a sua importancia é

igualmente inquestionavel.

Pressuposto 5 — Homocedasticidade

Este pressuposto assume que a variancia do termo erro é constante, independentemente

do comportamento das variaveis independentes:
VaT‘(Ele, Xz, e ,Xk) = 0-2

Quando este pressuposto ndo é verificado, estamos perante um modelo que exibe
heterocedasticidade. Um exemplo é a analise dos resultados liquidos e capitais proprios de
empresas de diferente dimensao, onde € possivel a ocorréncia de um aumento em termos de

dispersdo dos resultados a medida que aumenta a dimenséo da empresa.

Admitindo que existe heterocedasticidade, mas que o valor esperado do erro é zero e
que este ndo esta correlacionado com as varidveis independentes, as consequéncias da
violacdo desta hipétese sdo de diversa ordem. Os estimadores do MMQ continuam a ser nao
enviesados, mas deixam de ser eficientes, pois passa a ser possivel encontrar estimadores
lineares centrados com menor variancia em compara¢do com os estimadores do MMQ.
Assim sendo, os estimadores deixam de ser BLUE e a inferéncia estatistica para 0s mesmos
perde robustez, uma vez que maiores valores de variancia tornardo menos precisos 0S
estimadores, 0 que se traduz em intervalos de confianca de maior amplitude e testes de

hipGteses menos precisos.

3.4. Avaliacdo do ajustamento e inferéncia no modelo de regressao
3.4.1. O coeficiente de determinacao e o teste a significancia global do modelo

Tal como no modelo de regressao linear simples, pode-se decompor a variabilidade de
Y em duas componentes de variabilidade: a variabilidade explicada pela regresséo e a

variabilidade residual.

Novamente, como referido aquando do modelo de regressdo linear simples, o
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coeficiente de determinacdo pode variar entre 0 e 1 e quanto maior € o seu valor, maior é o
poder explicativo do modelo de regressdo em estudo. O problema do coeficiente de
determinagcdo R?, como medida de qualidade do ajustamento, reside no facto de este se
referir apenas a variacao explicada de Y e ndo levar em consideracdo os graus de liberdade
que lhe estdo associados. Uma alternativa é considerar as variancias em vez das variagoes,
resultando no coeficiente de determinag&o corrigido ou coeficiente de determinagéo ajustado
(R?), eliminando-se assim a dependéncia da qualidade do ajustamento do ndmero de
varidveis explicativas que fazem parte do modelo (de relembrar que a variancia ¢ igual a
variacdo dividida pelos graus de liberdade). Neste caso:

SSR/(n—k—1)
~ SST/(n—1)

52 _

Sempre que novas variaveis sdo introduzidas no modelo, ha que verificar:

1) A soma dos quadrados do dos residuos diminui ou permanece inalterada e R? eleva-se

OuU permanece constante;

2) Se o valor de R? baixar, significa que o ganho em R? é insuficiente para compensar a
perda de graus de liberdade que Ihe esta associada, resultando numa diminui¢do da
qualidade do ajustamento.

Tal como foi visto para a regressdo linear simples, a tabela ANOVA para a regressao

linear multipla é definida da seguinte forma:

Tabela 1. ANOVA aplicada ao modelo de regressdo linear multipla.

Fonte da variacdo  Soma de quadrados g.l. Quadrado médio
Regressao SSE=y™, (7, —7)" (k+D -1 (7 - 7)°
. MSE = ——————
(explained) k
Residuos SSR=Y1 , &2 n—-k-1) MSR néf
n—k—1
Total SST=Y",(Y; — V)2 (n—-1)

Nota: g.l. — graus de liberdade e k é o nimero de variaveis independentes.
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Para podermos avaliar a significancia global do modelo, as hipdteses em estudo séo as

seguintes:

Hy:1=p=...= P =0
Hlflﬁ]iO

A realizacdo deste teste inclui a utilizagdo da estatistica F, que avalia a significancia
estatistica do modelo como um todo, utilizando a base da construgcdo do coeficiente de
determinagdo R?. A estatistica F, com k e n — k — 1 graus de liberdade, permite testar se,
simultaneamente, nenhuma das varidveis independentes contribui para explicar a variacao de

Y em relacdo a sua média.

A estatistica do teste €, assim, definida por

SSE 5
k R n—k—-1
Fk,n—k—l = SSR = 1 — R2 k
n—k—1

Exemplo 3
Retomemos o exemplo em estudo, cujos resultados obtidos foram:
Sal; = —214,78 + 76,70Exp; — 2,75]ogos; — 0,042Minutos; + 89,91Golos; + 81,78A4ssist;
+ 7,68¢ldade;
n =269
R? = 0,554; R? =0,544; F(6.262) = 54,263 p — value = 0,000

Verificamos que o modelo tem a capacidade de explicar 55,4% da variacdo dos salérios. Para
avaliarmos as hipéteses:

Ho:p1 =B =...=Bs =0

Hy:3B; #0
Utilizamos a estatistica F, cujo valor é 54,26 e respetivo p-value=0,000, concluindo-se que o
modelo é globalmente significativo.

Mas serdo todas as varidveis estatisticamente significativas?

3.4.2. Inferéncia sobre um so parametro

Para se poder proceder a analise inferencial (intervalos de confianca e testes de
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hipdteses) dos parametros na anélise de regressao multipla para parametros individuais, o
processo é muito semelhante ao apresentado para a regressao linear simples. Sabendo que a

variancia dos estimadores € dada por:
V(p) = (X'X)7,
Entdo, espera-se que estes sigam o0 seguinte comportamento:
B~N(@B,o*X' X)),

sendo Sg 0 estimador para a variancia de f, podemos obter a estatistica seguinte:

Que segue uma distribuicdo t-Student com n —k —1 graus de liberdade. Esta
estatistica pode ser usada para testar, por exemplo, a significancia de um determinado

pardmetro (Hy: B; = 0)® ou um determinado valor para o pardmetro em causa. O teste seria

formulado da seguinte forma:
Hoiﬁj = ,3]9,
e as hipdteses alternativas
Hy:Bj # B = P(T < —typ-10200T =ty 14/2) = @
Hy:B; < B = P(T < —tph_j-14) = @

Hl :.Bj > ﬁ]p = P(T = tn—k—l,a) = a.
Para além de testes de hipdtese, podemos construir intervalos de confianca:

P(B; - taj2,n-k-1)5p, < Bj < B; + ta/z,(n—k—l)SEi) =1-aq,

~

]ﬁj - ta/Z,(n—k—l)Sﬁi; Bj + ta/z,(n—k—l)SBi [

%De salientar que se se testar a significancia de um parametro, o valor da estatistica T = Sﬁ—j depende do valor da estimativa
Bj

[?j e do seu desvio-padrdo. Se o estimador for muito preciso, ou seja, se S,;,j for muito pequeno, é natural que se rejeite a

hipotese nula Hy: 8; = 0, mesmo que [3’]- tenha um valor préximo de zero. E natural que em pequenas amostras, este desvio-

padrdo tenda a ter valores mais elevados. De salientar também a possivel influéncia da multicolinearidade sobre este

estimador, que podera elevar o seu valor.
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Exemplo 4
Voltando ao exemplo explorado neste documento, comecemos por avaliar a significancia estatistica de
cada estimador, ou seja:

Ho: Bj=0

Hy:B; #0
A Tabela seguinte (retirada diretamente do output do Excel) apresenta os resultados para os estimadores,
respetivo desvio-padrdo, estatistica t-Student e p-value para as hipdteses formuladas. S&o ainda
apresentados os limites inferior e superior para os intervalos de confianca para cada estimador
(assumindo um nivel de confianca de 95%).

Coeficientes  Erro-padréo Stat t valor P 95% inferior 95% superior
Interceptar -214,778 859,731 -0,250 0,803 -1907,640 1478,084
Exp 76,703 37,464 2,047 0,042 2,935 150,471
Jogos -2,754 4,151 -0,663 0,508 -10,928 5,420
Minutos -0,042 0,144 -0,295 0,768 -0,325 0,240
Golos 89,912 14,790 6,079 0,000 60,790 119,035
Assist 81,775 18,231 4,485 0,000 45,876 117,673
Idade 7,680 37,099 0,207 0,836 -65,371 80,730

Como podemos verificar (e assumindo um nivel de significancia de 5%), apenas trés parametros sao
estatisticamente diferentes de zero, o que indica que sdo estatisticamente significativas enquanto
determinantes do salario dos jogadores de futebol, as varidveis: experiéncia, golos e assisténcias. Se
observarmos os respetivos intervalos de confianca, verificamos que estes sdo os que ndo incluem o valor
zero.
Mas os testes aos parametros individuais ndo se esgotam na analise da respetiva significancia estatistica.
Podemos realizar outros testes. Por exemplo, imagine que um famoso comentador desportivo afirma
gue na 2.2 Liga de Portugal o impacto de cada golo marcado pelo jogador no seu salario é de pelo menos
100 euros. Como podemos testar esta afirmacao?
As hipoteses em estudo seriam:

Hy: B4 <100

Hy: B, > 100
Neste caso, a estatistica t seria dada por:

89,912 — 100
= W~T268;0,05

T =—0,682
Temos entdo um teste unilateral & direita. Se assumirmos um nivel de significancia de 5%, verificamos
na tabela da distribuicdo t-Student que o valor critico t,¢g.905 = 1,645, sendo definidas as regides de

ndo rejeicdo e de rejeicdo da seguinte forma:
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RNR = |—o0; 1,645]

RR = [1,645; +oo[
Verificamos que o valor da estatistica T pertence a regido de ndo rejeicdo, ou seja, ndo rejeitamos a
hipbtese nula de igualdade de que o impacto de mais um golo no salario é inferior, ou quanto muito

igual, a 100 euros. Por outras palavras, o comentador ndo tem razdo (assumindo um nivel de

significancia de 5%)

3.4.3. Teste sobre um subconjunto de parametros

Para testar a aderéncia global do modelo é utilizado o teste F, tal como ja foi
apresentado. Contudo pode haver interesse em testar apenas uma parte do modelo, saber se
um conjunto de variaveis tém ou ndo significancia. Por exemplo, imaginemos que o modelo
inicial tem k varidveis explicativas, mas pretende-se analisar a significancia de conjunta k;
variaveis, sendo k,; < k. No fundo, pretende-se perceber se um modelo mais restrito, podera

ser mais adequado para explicar a varidvel dependente.
A hipdtese nula a testar é:
Hy: By =pp =...= By, = 0.
Se a hipotese nula ndo for rejeitada, entdo o modelo pode ser escrito por
Y; = Bo + Br,+1Xk,+1,i T By +2Xk +2,it - Bk Xki + &)
incluindo apenas as variaveis k — k;.

Para a realizacdo do teste ha que estimar a soma dos quadrados dos residuos (SSR*)
referente a0 novo modelo (chamado de modelo restrito), obter a soma dos quadrados dos

residuos do modelo global (SSR) e calcular a seguinte estatistica:

SSR” — SSR
k
F=—gsg "~ Fan-r-r
n—k—1

A intuicdo por detras deste teste é que se a hipdtese nula é verdadeira, entdo SSR* e
SSR ndo divergem muito. Se a diferenca entre estes for muito grande (SSR < SSR*), quer

dizer que a inclusdo de todas as variaveis no modelo leva a que a soma dos quadrados dos
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residuos diminua o bastante para rejeitar a excluséo de certas variaveis.

Exemplo 5
Tendo por base os resultados obtidos no modelo global para explicar os salarios dos jogadores, e
tendo em consideracdo que Vvarios parametros nao se mostraram significativos, poderiamos tentar
avaliar se a sua eliminacéo seria benéfica para 0 modelo. Assim teriamos as hipoteses:
Hy: By =PB3=P¢=0
Hy:3B;#0
Haveria entdo necessidade de estimar um novo modelo, o modelo restrito:
Sal = By + B1Exp + B,Golos + fsAssist + ¢
Através do MMQ, foram obtidos os seguintes resultados:
SHli = —179,35 + 82,73Exp; + 80,81Golos; + 71,46Assist;
n =269
R? = 0,550; R? = 0,545; F = 108,95 p — value = 0,000
Como podemos verificar, os sinais dos estimadores néo se alteraram, o coeficiente de determinacao
baixou ligeiramente, mas o R? aumentou ligeiramente, o que, a priori, ja nos indica que as trés
variaveis eliminadas ndo deverdo ser muito importantes no modelo. Vejamos entédo a estatistica F:

120464406,638 — 119446231,845
3
119446231,845 F3262-
260 —6—1

F =10,744

F =

Assumindo um nivel de significancia de 5%, as regides de nédo rejeicdo e de rejeicdo sdo as
seguintes:

RNR = [0;2,60[

RR =[2,60; +oo[
Concluimos que a hipotese nula ndo devera ser rejeitada, o que indica que o modelo restrito é

melhor que o modelo global.

3.5. Modelo de regresséo linear maltipla com informacao qualitativa

Até agora, ndo demos especial importancia a existéncia de variaveis qualitativas
enguanto variaveis independentes. Estas variaveis podem ter um contributo muito importante
e deverdo ser construidas e analisadas com alguns cuidados. Numa primeira fase, ha que

distinguir entre os diferentes tipos de variaveis qualitativas que se podem utilizar.
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3.5.1. Variaveis binarias, dicotomicas ou dummy

Estas varidveis tomam o valor 0 ou 1 consoante um de dois resultados ocorre. As
variaveis dummy sdo, das variaveis discretas, aquelas que sdo mais utilizadas em trabalhos
aplicados. Se se pretender estudar a diferenciacdo salarial entre homens e mulheres de uma

dada categoria, numa certa empresa, a variavel dummy a utilizar seria, por exemplo

D = {0 se é sexo masculino
L 1 seé sexo feminino -

Retomando o exemplo em andlise, poderia ser interessante incluir variaveis
qualitativas, no formato de varidveis binarias (variaveis dummy). Por exemplo, poderia ser
interessante incluir uma variavel respeitante a existéncia no passado de lesdes graves. Esta
variavel poderia ser um determinante importante, a par da experiéncia do jogador. Admitindo
que a existéncia de informacao sobre lesdes graves era apenas sim/ndo, seria modelada de
modo binario: 1 se ja teve ou tem lesdes graves, 0 se ndo teve ou ndo tem.

1 se jogadorijateve ou tem lesdes graves

Lesoes; = { . o - ~
! 0 sejogadorindo teve ou ndo tem lesdes graves

3.5.1.1. Dummy: alteracdo na intersec¢do na origem

Podem existir situacfes em que a variavel dummy apenas influencia a interseccdo na
origem. Esta acdo é designada, também, de inclusdo de variaveis dummy na forma aditiva. O

modelo pode ser descrito por:
Yi = ﬁo + (SDl +ﬁ1Xi + &;.

Neste caso, a varidvel dummy ir& influenciar a parte constante da regressao e o resultado

desta parte sera

{BoseDizO
Bo+dseD; =1

Nesta situagdo, o coeficiente § indica o deslocamento na intersec¢cdo na origem,

mantendo-se constante o declive.
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Exemplo 6
Vamos entdo incluir a variavel binaria Lesoes no nosso modelo. Teremos entdo o seguinte modelo a
estimar:
Sal = B + B1Exp + [,Golos + B3Assist + §;Lesoes + ¢
Para uma mais facil interpretacdo, podemos apresentar da seguinte forma:

Sal; = —177,84 + 83,14Exp; + 80,96Golos; + 78,59Assist;; se Lesoes =0
Sal; = —177,84 + 83,14Exp; + 80,96Golos; + 78,59Assist; — 16,88; se Lesoes = 1

Ou seja, para jogadores com as mesmas caracteristicas, estima-se que um jogador que tem ou teve
lesdes graves, tenha uma reducdo no seu salario médio de 16,88 euros.
O coeficiente §; pode ser alvo de teste e avaliada a sua significancia. As hipéteses a formular neste
€aso séo

Hy:6, =0

H,:8, # 0.
Este é um teste a um parametro individual, ndo existindo diferenca alguma nos procedimentos pelo

facto de a variavel gue lhe esta associada ser qualitativa.

3.5.1.2. Dummy: alteracdo do declive

A inclusdo de varidveis dummy na forma multiplicativa pode promover altera¢fes no

declive da regressdo. O modelo para este tipo de situacdes pode definir-se do seguinte modo:
Yi = Bo+ X +vDiX; + &,
ou seja

Y; = Bo + (B1 + ¥YDDX; + ;.

Exemplo 7
Consideremos 0 Exemplo 6. Admita que apds uma analise mais cuidada do modelo e respetivas
variaveis, se concluiu que possivelmente a existéncia de lesbes influenciaria o salario médio dos
jogadores, mas de forma dependente da experiéncia dos mesmos.
O modelo a estimar seria:

Sal = By + B1Exp + B,Golos + B3Assist + 8, Lesoes. Exp + ¢
Ou seja

Sal = By + (B + 61Lesoes)Exp + [,Golos + B3Assist + €

Foram obtidos os seguintes resultados:
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Sal; = —191,57 + (88,71 — 12,42Lesoes;)Exp; + 81,75Golos; + 78,014ssist;
n =269
R? = 0,552; R? = 0,545;F = 81,22 p — value = 0,000
Se avaliarmos a derivada do salério estimado (Sal) face & experiéncia (Exp), obtemos:
dSal
JExp

= 88,81 — 12,42Lesoes

gue aquando da existéncia de lesdes diminui em 12,42 euros, ou seja, passa a ser 76,39 euros.

Ou seja, ha uma alteracdo do declive ou do impacto da variavel Exp no salario médio dos jogadores,

3.5.2. Variaveis policotomicas

Estas varidveis podem assumir, huma numeracdo discreta, mais que dois valores

possiveis, podendo ser de dois diferentes tipos:

Variaveis ndo ordinais, nas quais ndo ha uma ordenacdo natural das alternativas.
Admitamos, por exemplo, que nos interessa incluir a posi¢do usual do jogador em campo,
para perceber se esta variavel € um determinante do salario. Assumindo que existem 3
posicBes: “Defesa”, “Guarda-redes” e “Avangado”, poderiamos ter a seguinte variavel
policotémica:

1 se o jogador i for Defesa

Pos; = { 2 se o jogador i for Guarda — redes
3 se o jogador i forAvancado

Neste caso, o0 valor atribuido a cada possibilidade ndo tem qualquer ordem incluida,
trata-se apenas de uma diferenciacdo nominal, ou seja, o valor um ndo indica um menor
atributo face ao dois e ao trés. A utilizacdo de uma variavel policotomica com os valores um,
dois e trés para representar a posic¢ao do jogador no campo num modelo de regressao, poderia
ndo ser correta, dado que o valores numéricos sdo desprovidos de sentido real, sdo apenas

uma codificagdo nominal. A Tabela 2 apresenta a construcéo das novas variaveis dummy:
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Tabela 2. Modelacdo de uma varidvel policotomica nominal em variaveis dummy

Posi¢édo do jogador Pos; Pos, Pos;
Defesa 1 0 0
Guarda-redes 0 1 0
Avangado 0 0 1

Onde Pos,, Pos, e Pos; sdo as variaveis dummy para o descrever a posi¢cao do
jogador em campo. Se se quiser modelar o salario (Sal) através da posi¢édo do jogador, entdo

teriamos:
Sal =y + 61Pos; + 6,Pos, + ¢

E de referenciar que o nmero de variaveis dummy a criar para representar os diversos
atributos (p) assumidos por uma variavel de tipo qualitativo serd igual a p — 1. Por
exemplo, neste caso a varidvel podia assumir trés diferentes valores e por isso basta usar duas
variaveis dummy. Se se conhecerem p — 1 variaveis, sabe-se automaticamente o valor da
p -ésima variavel. Caso fossem incluidas p variaveis dummy no modelo, incorreriamos em
problemas de colinearidade e uma variavel poderia ser encontrada enquanto combinacao
linear das restantes, pois Y;_, Pos; = 1, e assim D; = 1 — D; — D,, condigdo impeditiva
para a obtencdo de uma solucdo Unica na resolucdo do sistema que permite o calculo através
do MMQ.3

Também podemos ter varidveis policotomicas em que o valor atribuido tem, em si, uma
ordem. S3o as Varidveis ordinais, onde existe uma ordem natural. Por exemplo se
quiséssemos avaliar o nivel de motivacdo dos jogadores, poderiamos ter uma variavel

definida por:

3Esta situagdo é também habitualmente designada por "armadilha das variaveis dummy™.
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1 se o jogador i ndo estd motivado
Mot; = {2 se o jogador i estd razoavelmente motivado
3 se o jogador i esta muito motivado

Este tipo de varidvel pode ser incluido no modelo de regressdo com os seus valores

originais, uma vez que os valores numéricos representam uma ordem.
Sali = ﬁO + ﬁlMOti + &

Ainda assim, h& que ter alguns aspetos em consideracdo, pois ndo se trata de uma
variavel quantitativa. Quando obtemos o valor de S, temos o valor que o salério (variavel
dependente) ira variar aquando da variacdo unitaria na Motivacdo. Mas serd que passar de
um para dois é similar a passar de dois para trés? Sera que esta escala consegue captar a
complexidade do conceito adjacente? Se tivermos duvidas, talvez seja preferivel optar pela

utilizacdo de varidveis dummy em substituicdo da variavel original:

Sal = ﬁo + 61M0t1 + 62M0t2 + €

4. CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo global desta Licdo é a apresentacdo e compreensao do modelo de regresséo
linear multipla enquanto ferramenta que pode apoiar o processo de tomada de decisdo em
gestdo. Deste modo, a interpretacdo dos parametros reveste-se de elevada importancia.
Naturalmente que a compreensdo do método para a obtencdo dos estimadores é essencial,
assim como dos seus pressupostos. No que toca aos pressupostos, é de referir que 0s mesmos
sdo analisados com maior detalhe aquando da apresentacdo do modelo de regressao linear
simples, sendo dado maior realce nesta Licdo aquele que € incluido de novo: a auséncia de
colinearidade. Nesta Licdo ndo se procedera a verificacdo dos mesmos, mas sim a sua
explanagdo e realce da importancia de os observar, de modo a obter resultados vélidos e

robustos. A respetiva verificacdo é realizada em aula posterior.

Como facilmente se compreenderd, quaisquer decisdes ou conclusdes retiradas com 0s
resultados obtidos através de um modelo de regressdo linear carecem de verificacdo da
respetiva significancia estatistica. Por este motivo sdo explorados testes de hip6tese ao

modelo global, a um subconjunto dos parametros e a pardmetros individuais.
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Finalmente, é explorada de forma introdutoria a inclusdo de variaveis dicotomicas
enquanto variaveis independentes, tanto na forma aditiva da interse¢do na origem, como na

forma multiplicativa com varidveis quantitativas.

Acima de tudo pretende-se que os estudantes compreendam a importéncia desta
ferramenta e a explorem de forma correta em trabalhos de investigagdo onde é necessario

conhecer os determinantes de uma determinada variavel dependente quantitativa e seccional.
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