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Numeros externos complexos. Raizes de
polindmios e aplicacoes.

Resumo

Nesta tese estuda-se as equacdes polinomiais com coeficientes no conjunto dos niimeros exter-
nos, que tem estrutura algébrica de um sélido. Relativamente aos polindmios com coeficientes
no conjunto dos niimeros externos reais, prova-se que as solucdes, quando existem, s3o nd-
meros externos. Para alargar o ambito do estudo das equacdes, introduziu-se o conjunto dos
nimeros externos complexos. Prova-se que esses nimeros satisfazem todos os axiomas de
um sélido, menos os que se relacionam com ordem. Quando os polindmios tém coeficientes
no conjunto dos niimeros externos complexos, as solucdes das equacdes polinomiais, quando
existem, também, sdo nimeros externos. No entanto, se todos os coeficientes de um poli-
némio sao nimeros complexos internos, entdo existem tantas solucGes quanto ao grau desse
polinémio. Como a propriedade distributiva no conjunto dos niimeros externos nao é valida em
geral, o produto de polindmios com coeficientes externos nem sempre se reduz a um polinémio
classico e, a partir daqui, introduz-se o conceito do polinémio generalizado. Assim, estuda-se
as equacdes que envolvem polinémios generalizados, cuja solucBes, se existem, também s3do
nimeros externos. Como aplicacdo, determina-se o polinémio caracteristico de uma matriz
quadrada, cuja ordem é um nimero natural standard e as entradas s3o nlimeros externos, e
obtém-se uma férmula fechada para os seus coeficientes.

Palavras chave: Numeros externos, sélido, equacao polinomial, polinémio generalizado, poli-
némio caracteristico.

Xi



xii CONTEUDO



Complex external numbers. Polynomial
roots and applications.

Abstract

In this thesis we study polynomial equations with coefficients in the set of external numbers,
which have the algebraic structure of a solid. Regarding polynomials with coefficients in
the set of real external numbers, it is proved that the solutions, when they exist, are external
numbers. To broaden the scope of the study of equations, the set of complex external numbers
was introduced. It is proved that these numbers satisfy all axioms of a solid except those that
relate to order. When polynomials have coefficients in the set of complex external numbers, the
solutions of polynomial equations, when they exist, are also external numbers. However, if all
the coefficients of a polynomial are internal complex numbers, then there are as many solutions
as there are degrees of that polynomial. As the distributive property on the set of external
numbers is restricted, the product of polynomials with external coefficients does not always
reduce to a classical polynomial and, from here, the concept of the generalized polynomial is
introduced. Thus, equations involving generalized polynomials are studied, whose solutions, if
any, are also external numbers. As an application, the characteristic polynomial of a square
matrix is determined, whose order is a standard natural number and the inputs are external
numbers, and a closed formula for its coefficients is obtained.

Keywords: External numbers, solid, polynomial equation, generalized polynomial, characte-
ristic polynomial
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Introducao

Neste trabalho estuda-se o quanto as perturbacdes dos coeficientes de um polinémio influ-
enciam as suas raizes. Pela sua aplicacdo, o estudo das raizes de um polinémio e as suas
perturbacdes tém uma grande importancia na Matematica. Concretamente, estuda-se, no
ambito da Andlise N3o-Standard, as equacGes polinomiais da forma

P(z) C N, (1.1)

em que os coeficientes de P s3o nimeros externos e N é uma neutriz. Recorde-se que uma
neutriz € um subgrupo aditivo convexo de R e que um nimero externo « é da forma a + A,
com a € R e A uma neutriz. Assim, uam neutriz € um modelo de imprecisdo e um niimero
externo a pode ser visto como um nimero real a com um erro, representado pela neutriz A. A
estrutura composta pelos niimeros externos satisfaz todos os axiomas de um sélido, expostos
em [6].

O presente estudo mostra que, caso existam raizes da equacdo (1.1), qualquer raiz p é um
ndmero externo.

Com o objetivo de obter tantas raizes quanto ao grau do polindmio P, alarga-se o estudo
de raizes de polinémios para o caso complexo. Assim, introduz-se uma nova estrutura dos
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nimeros externos da forma
a+ib+A+iA (1.2)

com a,b € R e A uma neutriz. Mostra-se que essa estrutura satisfaz todos os axiomas de um
s6lido, excetuando os relacionados com ordem.

Assim, estuda-se as equacGes polinomiais da forma
P(z) C N +iN, (1.3)

em que os coeficientes de P sdo ndmeros externos da forma indicada em (1.2) e N é uma
neutriz. Novamente, as raizes quando existem, elas s3o nimeros externos. Particularmente,
se os coeficientes de P (z) sdo todos internos, mostra-se que ha tantas raizes quanto ao grau
de P.

Como aplicacdo, estuda-se o polinémio carateristico de uma matriz, cuja ordem é um nimero
natural standard e as entradas sdo nimeros externos. Como a propriedade distributiva num
sélido n3o é valida na sua generalidade, em geral, n3o se pode agrupar todos os termos do
mesmo grau no desenvolvimento do polindmio caracteristico. Este facto da lugar a introducdo
do conceito de polinémio generalizado. Mostra-se que uma equacdo que envolve um polinémio
generalizado resolve-se aplicando o mesmo método utilizado na resolucdo de um sistema de
equacdes da forma (1.1). Assim, uma raiz de um polindmio generalizado obtém-se como
intersecdo de nimeros externos que, quando ndo vazio, € um nimero externo. Apresenta-se,
também, uma férmula fechada para os coeficientes do polinémio caracteristico.

Recorde-se que em [10, p. 122-126] ja foi feito um estudo que relaciona as perturbacdes nos
coeficientes de um polinémio com as suas raizes, no dmbito da Anéalise N3o-Standard. Nessa
obre foi mostrada que, para polindmios standard, um perturbacdo infinitesimal nos coeficientes,
provoca uma perturbacdo infinitesimal nas raizes, com possibilidade de obtencdo de novas
raizes infinitamente grandes. Além disso, a perturbacdo numa raiz depende quase linearmente
do tamanho da perturbacdo nos coeficientes. Assim, reconhece-se algumas propriedades de
neutrizes, que sdo estruturas lineares, em particular a neutriz de todos os infinitesimais.

Em [6] provou-se que a solucdo da equacdo polinomial linear ax + 3 C 7, com «, 3,y nlimeros
externos, quando existe, € um nimero externo.

Este trabalho tem a seguinte estrutura. No Capitulo 2, em conformidade com [3], [4], [6] e [16],
apresenta-se os axiomas dos nimeros externos donde derivam estruturas semelhantes ao grupo,
anel e corpo, respetivamente, assembleia, associacdo e sélido. Também, apresenta-se alguns
conceitos, bem como as respetivas propriedades, relacionados com a Anélise Ndo-Standard
Elementar. No Capitulo 3 apresenta-se alguns resultados dos estudos sobre os nimeros ex-
ternos reais, nomeadamente, as operacdes e suas propriedades, de acordo com [6], [7], e [8].
Os contelidos apresentados nestes dois capitulos sdo Uteis na fundamentacdo e obtencdo dos
resultados posteriores. No Capitulo 4 apresenta-se a estrutura composta por nimeros externos
da forma (1.2), denominados nimeros externos complexos. Mostra-se que as estruturas dos
nimeros complexos associados as operacoes da adicdo e da multiplicacdo sdo semigrupos re-
gulares. Também, mostra-se que os nimeros externos complexos satisfazem os axiomas de um
sélido, exceto os relacionados com a ordem, dando origem a uma estrutura denominada sélido
ndo-ordenado. No Capitulo 5 estuda-se as equacgdes polinomiais da forma (1.1). Qualquer
solucdo desta equacdo é um nimero externo que se obtém intersetando um neutriz F, que
é seu conjunto-viabilidade, com uma solugdo maximal de uma equagdo da forma R(z) € I,
onde R é um polinédmio real interno e I um neutriz idempotente. No Capitulo 6 estuda-se
as equacoes polinomiais, no contexto da estrutura dos nimeros externos complexos, ou seja,
estuda-se as equagdes da forma (1.3). O método utilizado para a determinacdo das raizes,



quando existirem, é semelhante ao utilizado no Capitulo 5, ou seja, interseta-se uma neutriz F
com as solucdes maximais de uma equacdo da forma R(z) € I 4 iI, onde R é um polinémio
complexo interno e I uma neutriz idempotente. Mostra-se aqui, que a equacdo R(z) € [ + I
tem tantas solucdes quanto ao seu grau. No Capitulo 7 estuda-se as equacdes da forma (1.1),
em que P n3o se reduz a forma classica, ou seja, P é um polinémio generalizado. Mostra-se
que essas equacdes reduzem-se a um sistema de equacdes da forma R(z) € J, onde R é
um polinémio real interno e J é uma neutriz idempotente. Aqui também, quando existem
solucBes, elas sdo nimeros externos. No Capitulo 8, como aplicacdo do estudo de equacdes
polinomiais, determina-se o polinémio caracteristico de uma matriz quadrada, cuja ordem ¢é
um nimero natural standard e as entradas s3do nimeros externos. Mostra-se que os poliné-
mios caracteristicos sdo polinémios generalizados e da-se uma férmula fechada para os seus
coeficientes.






Preliminares

Neste capitulo faz-se uma abordagem sobre a estrutura algébrica dos nimeros externos, com
intuito de obter elementos que fundamentam os resultados dos capitulos que se seguem.

Apresenta-se duas seccdes: na primeira, faz-se uma abordagem sobre os axiomas dos niimeros
externos e, na segunda, faz-se uma sucinta introducdo a Analise N3o-Standard.

Para um estudo mais aprofundado e detalhado dos conteiidos abordados ao longo deste capi-
tulo, recomenda-se [3], [2], [4], [5]. [6]. [7]., [8] e [16].

2.1 Axiomas dos niumeros externos

Nesta seccao apresenta-se os axiomas algébricos dos niimeros externos, divididos em seis gru-
pos. Os axiomas s3o apresentados na linguagem de primeira ordem L = {+,-, <}.

(1) O primeiro grupo de axiomas da as leis algébricas para a adicdo e deu origem ao conceito
de assembleia (Definicdo 2.4);

(2) O segundo grupo de axiomas dé as leis algébricas para a multiplica¢do, que também s&o
leis de uma assembleia;
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(3) O terceiro grupo de axiomas refere-se a uma relacdo de ordem total compativel com a
multiplicacdo e a adicdo, com algumas regras particulares para as magnitudes;

(4) O quarto grupo de axiomas relaciona a adicdo e a multiplicacdo. Juntamente com os trés
primeiros grupos de axiomas deram origem aos conceitos de associacdo e de associacdo
ordenada (Definicdo 2.6);

(5) O quinto grupo de axiomas, Axiomas de existéncia, permite distinguir uma associa¢do de
um sdlido (Definicdo 2.1), assegurando a existéncia de elementos particulares: elementos
neutros minimos para a adicdo e para a multiplicacdo, elemento neutro maximo para a
adicdo, magnitudes n3o triviais e, finalmente, elementos que separam duas magnitudes;

(6) O sexto grupo de axiomas d4 as leis algébricas para produto de magnitudes.

Ao longo da apresentacdo dos axiomas, algumas notacdes e alguns conceitos serdo utilizados,
pelo que importa destaca-los.

Definicao 2.1 (Sélido). Chama-se sélido a uma estrutura algébrica que satisfaz todos os
axiomas algébricos, isto é, os grupos (1) - (6).

Definicao 2.2 (Sélido ndo-ordenado). Um sélido ndo-ordenado é uma estrutura que satisfaz
todos os axiomas algébricos dum sélido excetuando os Axiomas de ordem.

Pode dizer-se que sélido é uma extensdo de um corpo ordenado n3o-arquimediano, com pro-
priedade distributiva restrita — contudo, existe uma condicdo necessaria e suficiente para que
se verifica a distributividade.

Dado um elemento = de um sélido, o seu zero individualizado, e (ver Axioma Ajz), é (nico
e tem uma notagdo funcional e = e(z), da mesma forma, o seu elemento simétrico (ver
Axioma Ay) é representado por s = s(x) = —z. Caso x ndo seja um neutriz, a sua unidade
individualizada, u (ver Axioma M3), é Unica e tem uma notagdo funcional u = u(x), o seu

elemento inverso (ver Axioma My) é representado por d =d (z) = 271 = —.

X

Definicdo 2.3 (Semigrupo). Sejam S # () e x uma operacdo bindria em S. Diz-se que (S, x) é
um semigrupo se * goza da propriedade associativa em S. Um semigrupo (S, *) diz-se regular
se cada elemento de S €é regular, isto é, para todo a € S, existe um x € S tal que axx*xa = a.
Um semigrupo regular diz-se comutativo se a operacdo * goza da propriedade comutativa em

S.

Definicdo 2.4 (Assembleia). Sejam G # () e x uma operacdo bindria em G. A estrutura
(G, x) é um assembleia se satisfaz as seguintes propriedades:

(1) YavVyVz (z * (y * z) = (z % y) * 2);
(2) VaVy (x vy =y x x);

(
(3) Vzde(zxe=axAVf(xxf=x=exf=c¢)),
(4) Vz3s (zxs=e(x) Ne(s) =e(x));

(

(5) VaVy(e(zxy) =e(z) Ve(z*xy) =e(y)).

O Teorema 2.5 mostra que muitas propriedades de um grupo também s3o validas numa as-
sembleia.
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Teorema 2.5 (Ver [2]). Seja (G, *) um assembleia. Entdo, para quaisquer x,y, z € G, tem-se:

(7) Se x # e(x), entdo = # e (y).
(8) xxy=zx+xz<e(x)y=e(x)z

Definicdo 2.6 (Ver [4], p. 791). Sejam G # 0 e N = {e(z) : © € G}. Diz-se que (G,+,-)
é uma associacdo se (G,+) e (G \ N, ) sdo assembleias e, para além disso, s3o satisfeitas as
seguintes propriedades:

(1) Vavy3z (e () y = e (2));

(2) VaVy (e (zy) =e(x)y +e(y) z);

(3) Vo #e(x) (e (u(z) =e(z)d(2));

(4) YaVy¥z (zy + 22 = 2 (y + 2) + e (2)y + e (z) 2);

(5) VaVy (s (vy) = s (z) y).

Uma associacdo ordenada é uma associacdo que satisfaz os Axiomas de ordem (apresentados
nap. 8).

O conceito de assembleia assemelha-se ao conceito de grupo. A grande diferenca reside no facto
de numa assembleia n3o existir “o elemento neutro”, mas sim elemento neutro individualizado.

Assim, como ja se tinha referido anteriormente (ver Axiomas dos nimeros externos), os Axi-
omas para a adicdo e os Axiomas para a multiplicacdo sdo os axiomas de uma assembleia
aditiva e de uma assembleia multiplicativa, respetivamente. Enquanto que, uma associacdo é
uma estrutura que satisfaz os Axiomas para a adicdo, os Axiomas para a multiplicacdo e os
Axiomas que relacionam a adicdo e a multiplicac3o.

Apresenta-se agora os seis grupos de axiomas de um sélido.

Axiomas para a adicao. Diferentemente daquilo que acontece num grupo, anel ou corpo,
num conjunto dos niimeros externos ndo ha um dnico elemento neutro para adicdo (zero), mas
sim cada nimero externo x tem o seu préprio elemento neutro — que pode ser visto como
“magnitude” ou “zero generalizado”— que é representado por e (z). O axioma E, assegura a
existéncia n3o trivial de magnitude. Pode-se interpretar e (x) como a "imprecisdo” ou o “erro”
de z. O simétrico do elemento x é, também, individualizado e é representado por s (z) ou —z.

Ay VaVyVz (x4 (y+ 2) = (v +y) + 2).
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A VaVy (x +y =y + z).

Az Vzde(z+e=azAVf(x+f=xz=e+ f=c¢)).

Ay Vads(x+s=e(z)Ne(s) =e(x)).

As Vavy(e(z+y) =e(z)Ve(z+y)=e(y)).
Axiomas para a multiplicacdo. Similarmente a adicdo, cada niimero externo = tem o seu
préprio elemento neutro em relacdo a multiplicacdo — que pode ser visto como “unidade

generalizada"— que é representado por u(x). Pode-se interpretar u(z) como “imprecisdo

relativa/multiplicativa”. O inverso de z # e () é representado por d (x) ou ~ ou z 1.
x

My VaVy¥z (z (yz) = (zy) 2).

My VaVy (zy = ya).

Ms Va # e (z) Ju(zu =z A Vo (20 = 7 = uw = u)).
My Vo £ e () 3d (zd = u (z) A (d) = u (z)).

Ms Vz # e(x)Vy # e (y) (u(zy) = u(z) Vu(zy) =u(y)).

Axiomas de ordem. Os axiomas O; a Oy asseguram que “<" é uma relacdo de ordem
total. O axioma Os mostra que esta relacdo é compativel com a adicdo. Os axiomas Oz e Og
garantem que < é compativel com a multiplicacdo por nimeros externos positivos. O axioma
Og mostra que se um elemento é “pequeno”, no sentido de que é absorvido quando adicionado
a um certo magnitude, entdo é mais pequeno que essa magnitude. Segue-se de Os e Og que
no conjunto das magnitudes a ordem se carateriza pela adicdo, ou seja:

Vavy(e(z) <e(y) & e(x) +e(y) =e(y)). (2.1)

01 YV (z < z).

O VaVy(x <yANy<z=1x=y).

O3 VaVyVz (e <y Ay <z=2x < z2).

Oy VaVy(z <yVy < ).

Os VaVyVz (x <y=z+ 2 <y + 2).

O VaVy(y+e(z) =e(x) = (y<e(x) A—y<e(x))).

O7 VaVyVz ((e(z) <z ANy < z) = zy < zz).

Og VaVyVz ((e(y) <y <z)=e(z)y <e(x)=z).
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Axiomas que relacionam a adicdo e a multiplicacdo. Os trés primeiros axiomas sdo
propriedades sobre magnitudes. O axioma AMj; assegura que o produto de um nimero externo
por uma magnitude é uma magnitude. O axioma AM) versa sobre a magnitude de um produto
e o AMs3, sobre a magnitude da unidade (individualizada). O axioma AM, garante que a
distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicdo se verifica a menos duma magnitude. O
Gltimo axioma, AMs, versa sobre o simétrico do produto de dois nliimeros externos.

AM; VaVy3z (e (z)y = e(2)).

AMz Vavy (e (zy) = e(z)y +e(y)z).

AM3 Vx # e(x) <e (u(x)) = )
AMy VaVyVz (zy + 2z =z (y+ 2) +e(x)y + e (x) 2).
AMs Va¥y (= (zy) = (=) y).

Axiomas de existéncia. O axioma E; postula a existéncia da magnitude minima, represen-
tada por 0 e o axioma E, assegura a existéncia da unidade minima, representada por 1. Um
elemento p tal que e(p) = 0 é chamado preciso. O axioma Es garante que todo niimero ex-
terno é a soma de um nimero preciso com uma magnitude. O axioma E3 garante a existéncia
da magnitude méxima M. Na constru¢cdo de um modelo, M corresponde ao seu suporte (ou
dominio). O axioma E, garante a existéncia de magnitudes n3o triviais, ou seja, diferentes de
0 e de M, o que implica que o dominio de um modelo j& ndo pode ser um corpo. O dltimo
axioma, Eg, garante que duas magnitudes s3o separadas por um nimero externo que nao é
uma magnitude, denominado por ndo-neutricial. A existéncia de elementos n3o-neutriciais
garante que 1 # 0.

Ey ImVa (m+z = x).
E» Juva (uz = ).

Es 3MVz (e (z) + M = M).

Es 3z (e(z) #0Ae(z) # M).

Es Vada(z =a+e(x)Ae(a) = 0).

Es VaVy(z =e(z) ANy=e(y) ANz <y=Tz(z#e(z) Nz <z<y)).

Axiomas sobre o produto de magnitudes. Para além dos cinco grupos de axiomas apresen-
tados anteriormente, num conjunto de nliimeros externos considera-se ainda mais dois axiomas,
sobre o produto de magnitudes: o Axioma Pmj, que da o resultado do produto de uma magni-
tude idempotente (ver Definicdo 2.7) com o seu ideal maximal (ver Definicdo 2.8), e o Axioma
Pmy, que assegura que toda magnitude é o produto de um elemento preciso por uma mag-
nitude idempotente. Nota-se que o produto de magnitudes estd bem definido pelo Axioma
AM];, mas ndo determinado. Como se pode constatar, os resultados de produtos de magnitudes
idempotentes é determinado pelo Axioma Pmyj, e a conjugacdo com o Axioma Pmy garante a
determinacido de produtos de quaisquer magnitudes.

Antes de enunciar os axiomas, j& mencionados, introduz-se de seguida algumas nocdes prepa-
ratérias.
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Definicdo 2.7 (Magnitude idempotente). Uma magnitude e diz-se idempotente se ee = e.

Nota-se que 0 e M s3do magnitudes idempotentes. Também, se e e f sdo magnitudes idem-
potentes, entdo ef também é idempotente, pois efef = eeff = ef.

Definicdo 2.8 (Ideal). Seja y uma magnitude idempotente tal que 1 < y. Um ideal z de y
é uma magnitude tal que z <y e para todo elemento preciso p, 0 < p <y, tem-se pz < z.
Um ideal x de y diz-se maximal, se x < y e para todo ideal z de y, tal que x < z <y, tem-se
z=xoUuz=y.

Nota-se que 0 ¢ ideal de qualquer magnitude idempotente I, pois ele é idempotente e para
todo elemento preciso p, tal que p < I, tem-se p0 = 0.

Ideais maximais s3o idempotentes.

Pm; Seja y uma magnitude idempotente tal que 1 < y, e seja = o ideal maximal de y. Entdo
TY = T.

Pmy Seja x uma magnitude. Ent3o, existem um elemento preciso p e uma magnitude idem-
potente y, tais que z = py.

2.2 Introducao a Analise Nao-Standard Elementar

A Anadlise N3o-Standard tem como principal objetivo o tratamento dos nimeros infinitesimais
e infinitamente grandes como objetos matematicos. Foi inventada por Robinson! (ver [13]) no
ambito da Teoria dos Modelos, um dos ramos da Légica Matematica.

Devido ao trabalho desenvolvido por Edward Nelson? em [11], a Analise N3o-Standard pode
ser vista como uma extensdo da matematica classica. Mais precisamente, aos axiomas da ma-
tematica classica — os axiomas ZFC da Teoria de Conjuntos de Zermelo3-Fraenkel* juntamente
com o Axioma da Escolha — adiciona-se mais trés novos axiomas — Axioma de ldealizac3o,
Axioma de Estandardizacdo e Axioma de Transferéncia — que dizem como proceder com os
novos objetos matematicos (nimeros infinitesimais e infinitamente grandes, bem como os seus
derivados).

A linguagem de ZFC consiste do simbolo primitivo €, pertence a, para fazer referéncia a
elementos de um conjunto. Este sistema é expandido através da adicao do simbolo predicativo
unario st, standard. Assim, um elemento externo X pode ser standard, st (X), ou n3o-
standard, —st (X).

De acordo com [6], nesta seccdo apresenta-se alguns conceitos, bem como as respetivas pro-
priedades, referentes a Andlise Ndo-Standard Elementar, ENA, com intuito de tornar mais
compreensivo os contelidos apresentados mais adiante.

A ENA é também uma extensdo da matematica classica. Ela consiste dos axiomas introduzidos
por Nelson® no seu livro “Radically Elementary Prabability Theory” (ver [12]) mais um axioma
(Axioma 1.7), que permite identificar os diferentes tipos de conjuntos.

! Abraham Robinson, matematico estado-unidense, nascido na Alemanha (1918-1974)
2Edward Nelson, matematico americano (1932-2014)

3Adolf Abraham Halevi Fraenkel, matemitico israelita, nascido na Alemanha (1891-1965)
*Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, matemitico alem3o (1871-1953)

®Edward Nelson, matematico estado-unidense (1932-2014)
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Antes de apresentar o sistema axiomatico ENA apresenta-se o sistema axiomatico ZFL, Zermelo-
Fraenkel-Leibniz®, introduzido por Lutz (ver [9]), que inclui as Regras de Leibniz, que sdo
suficientes para a Andlise Ndo-Standard Elementar (sdo axiomas de célculos, permitindo uma
abordagem rigorosa com as ordens de magnitudes). Seguidamente, apresenta-se o Axioma
1.7, que generaliza o Axioma de Extens3o, do sistema axiomatico ZFC, com a introduc3o do
simbolo st, de modo que se possa definir conjunto externo.

Definicao 2.9 (Ver [6]). O sistema axiomdatico ZFL consiste do sistema axiomatico ZFC
juntamente com os seguintes axiomas:

Axioma 1.1 st (0);

Axioma 1.2 Vn € N (st (n) = st (n+ 1)),

Axioma 1.3 Vn,m € N (st (n) A st (m) = st (n+m));
Axioma 1.4 Yn,m € N (st (n) Ast (m) = st(n-m));
Axioma 1.5 Yn,m € N (st (n) Ast (m) = st (n™)),

Axioma 1.6 3w € N (—st (w)).

Com o predicado “standard” é possivel definir alguns conceitos, relacionados com o conceito

de ordem de magnitude, dentro do conjunto R.

Definicao 2.10 (Ver [6]). Seja x € R. Diz-se que

(1) x é limitado se existe um elemento standard n € N tal que |z| < n.
(2) z € ilimitado, ou infinitamente grande, se = ndo é limitado.

(3) x € infinitesimal, ou infinitamente pequeno, se para todo elemento standard n € N\ {0}
tem-se |z| < 1, e escreve-se z ~ 0.

(4) x é apreciavel se x € limitado, mas ndo infinitesimal.

Teorema 2.11 (Ver [6]). Sejam nidmeros limitados x,y € R. Entdo,

(1) 0 é limitado.
(2) z+ 1 é limitado.
(3) =+ y é limitado.
(4) xy é limitado.
(5) Sey >0, entdo ¥ € limitado, se bem-definido.
Teorema 2.12 (Ver [6]). O inverso de um nimero aprecidvel é também aprecidvel.

Teorema 2.13 (Ver [6]). Sejam um nidmero real ilimitado w > 0 e um nidmero standard
< 1 . . ) .
m € N. Entdo, w — m, ¥ e wm sdo numeros ilimitados. Também, log (w) é um nimero

'm
ilimitado.

Teorema 2.14 (Ver [6]). Sejam nimeros reais infinitesimais §, & > 0, um ndmero real limitado
x e um ndmero standard positivo m € N. Entao,

SGottfried Wilhelm Leibniz, polimata alem3o (1646-1716)
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(1) €+ 6 é infinitesimal.
(2) ex € infinitesimal.
(3) 9 € infinitesimal.
1

1
1 1 1 o e e .
(4) See >0, tem-se em, e" = e Tog(z) Sd0 infinitesimais.

Definicao 2.15 (Ver [6]). Sejam z,y € R. Diz-se que x e y sdo infinitamente préximos, e
escreve-se x =~ Yy, se x — y é um infinitésimo. Se y # 0, diz-se que os ndmeros x e y sdo
assimptoéticos, e escreve-se x ~ y, se % € infinitamente préximo a 1.

Nota 2.16. Escreve-se x 2 1y, respetivamente x < vy, para dizer que v > yV x ~ vy,
respetivamente v < y V x ~ y. Também, se escreve x 2 ¥y, respetivamente x 3, y, para dizer
que x >y Ax %y, respetivamente x < y Ax 2 y.

Se x ~ y, entdo existe € ~ 0 tal que x =y + €.
Por abuso de anotacio, escreve-se x ~ +00 para dizer que x é positivo e ilimitado.

Teorema 2.17 (Ver [6]). Sejam os nimeros apreciaveis x,y € R. Entdo, x ~ y se, e somente
se, T ~y.

Teorema 2.18 (Ver [6]). Sejam x,y,(,n € R tais que ( ~ x e n ~y. Entao,

(1) (+n~z+y.
(2) Se x,y sdo limitados, entdo (x ~ ny.

(3) Se x € apreciavel, ent3o % ~ 1

2.2.1 Conjunto interno e externo

Definicao 2.19 (Ver [6]). Uma férmula da linguagem de ZFC, {€}, é denominada férmula
interna. Uma férmula da linguagem de ZFL, {€,st}, é denominada férmula externa.

Exemplo 2.20. As férmulas x = 0, Vn (n € N= 2 € N), [0,1[ C R sdo férmulas internas,
pois os simbolos 0, N, 2, =, 1, [...[, C e R podem ser definidos na linguagem de ZFC.

As férmulas st (0), € ~ 0, Va € R (a aprecidvel = a limitada) sdo férmulas externas, pois
podem ser definidas na linguagem de ZFL, mas ndo na linguagem de ZFC.

Ha, no entanto, férmulas externas equivalentes a férmulas internas. Por exemplo, a férmula
Vo (r ~0Ast(z) =Yy >0(e’ > 1))

é equivalente a
Ve(x=0=Vy>0(e>ux)).

Definicao 2.21 (Ver [6]). Um conjunto diz-se interno se é definido por uma férmula interna.
Um conjunto diz-se externo se é definido por uma férmula externa.

Exemplo 2.22. Sejam e > 0 Ae ~ 0 e o intervalo de nidmeros reais [0,e]. Apesar de ¢ ~ 0
ser uma férmula externa, o conjunto [0,¢| € interno, pois é representado pela férmula interna,

{reR:0<x<¢e},
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pois aqui € é uma variavel livre.

A férmula Ve > 0 (e ~ 0 = [0,¢] C [0,1]) € externa sé pelo facto da declaracdo da varidvel c.

Os simbolos que se seguem s3o utilizados para representar certos conjuntos:

£ ={z € R:z élimitado},
@ ={z € R: x éinfinitesimal},

) » (2.2)
Q={reR:x>0Auz é aprecidvel},
% ={reR:x>0Axéilimitado} .
1
Assim, tem-se, por exemplo, —£ = £, £+ £ =£, Qf = £, a= @, In (@) = £, e =@,

etc.

Com o intuito de identificar os diferentes conjuntos (internos e externos) na extensdo da
matematica cléssica, introduz-se o axioma que se segue.

Axioma 1.7 Seja z um conjunto interno e ¢ uma férmula, definida com os simbolos € e st e
o uso dos quantificadores é permitido s com respeito aos conjuntos internos. Ent3o,

W (reY e (xeznd(x)). (2.3)

Definicao 2.23 (Ver [6]). A colecdoY = {z € z A\ ¢ (x)} é denominado pré-conjunto externo.
Um pré-conjunto externo que ndo é interno, é denominado conjunto externo.

Assim, pode-se identificar as colecdes apresentadas em (2.2) como sendo conjuntos externos,
com base na Definicdo 2.23, pois nas suas definicdes tem que se utilizar o simbolo st, conforme
o que se segue. Os conjunto externos sdo representados por letras maidsculas.

Nota 2.24. Para facilitar a escrita passa-se a utilizar as seguintes abreviaturas:

(1) F*n(...), em vez de (3n € NAst(n))(...),
(2) V' (...), em vez de Vn (st (n) — (...)),
(3) x 2 y (respetivamente x < y), em vez de x > yVx ~ y (respetivamente x < yNVx ~ y),

(4) = Z y (respetivamente x 5 y), em vez de x > yAx % y (respetivamente x < yAx £ y).

Tem-se ent3o:

£:{:B€]R:EIStn(|:E\<n)},

1
@z{ﬂ:GR:VStn(]a:|< }7

" (2.4)
Q@ =

{xGR:$>O/\EStn(1<m<n>},
n
(z .

96:{$€R:x>0/\VStn >n)}

O Principio de Cauchy (Ver [15]) descrito no teorema que se segue, mostra que n3o existe
conjunto que seja interno e externo simultaneamente.

Teorema 2.25 (Principio de Cauchy). Nenhum conjunto externo é interno.
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Corolario 2.26. Seja I um conjunto interno, e seja E© um conjunto externo. Ent3o:

(1) SeI C E, entdol C E.

(2) Se EC 1, entdio E C I.
Pelo Corolario 2.26, uma propriedades interna i (x) que é verificada pelos elementos de um con-
junto externo E/, também é verificada por elementos que estdo fora de E, poisse I = {z : i (z)}
é interna e E C I, entdo E C I. Da mesma maneira, uma propriedade externa e (z) que é

verificadas pelos elementos de um conjunto interno I, também é verificada por elementos fora
de I, poisde E={x:e(x)} éexternoe I C E, entdo I C E.

Exemplo 2.27. Sejaec ~ 0, € > 0. Seja a sucessdo definida por a,, = ne (n € N). Para todo
n limitado, tem-se ne ~ 0, logo ne < 1. Ent3o, pelo Principio de Cauchy, existe n ilimitado
que verifica a propriedade ne < 1.

De entre os conjuntos externos destaca-se duas classes, os halos e as galdxias, dado as suas
utilizacGes nos capitulos que se seguem.

Definicao 2.28. Um conjunto externo G é uma galaxia se
y€G & Fn(p(ny),

onde ¢ é uma férmula interna.
Um conjunto externo H é um halo se

y € H &Y' (n,y)),

onde 1 é uma férmula interna.

Seja A, ={y € R: ¢ (n,y)}. Entdo, uma galdxia G é unido dos elementos de indice standard
de uma sequéncia interna de conjuntos internos:

G= U A

neNAst(n)

De modo anélogo, seja B, = {y € R: ¢ (n,y)}. Entdo, um halo H é interseccdo dos elemen-
tos de indice standard de uma sequéncia de conjuntos internos:

H= (] Bn
neNAst(n)

Exemplo 2.29. Os conjuntos externos que se seguem s3o galaxias:
(1) °N={n € N:st(n)}, £ (galdxia principal), @, {x € R:0 Tz 3 1}.
(2) Parae >0, a c-galaxia e £ é definida por
ef = {x ER: Pn (|z| < ns)}

Elementos de uma e-galixia e £ sdo denominados niimeros reais de ordem ¢.

Exemplo 2.30. Os conjuntos externos que se seguem sio halos:
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(1) {neN:n~+o0}, @, 00, {reR:0Sx <1},

(2) Parae >0, o e-halo e é definido por

5®:{xER:VStn<|x|<Z>}.

O Teorema de Representacio (ver [1]), que se segue, é muito importante na identificacdo de
galaxias e halos.

Teorema 2.31 (Teorema de Representacdo). Seja X um conjunto interno. Ent3o,
(1) Um conjunto externo G C X é uma galixia se, e somente se, G = f~!(°N), onde
f: X — N é uma funcdo interna.
(2) Um conjunto externo H C X é um halo se, e somentese, H = f~! (), onde f : X — N
é uma funcio interna.
O Principio de Fehrele (Ver [6]), teorema seguinte, garante que nenhum halo é uma galéxia.
Teorema 2.32 (Principio de Fehrele). Nenhum halo é uma galaxia.
Definicao 2.33. Os axiomas do sistema axiomatico ENA sdo os axiomas de ZFC, juntamente

com Axioma 1.1, Axioma 1.2 e Axioma 1.6 de ZFL mais o seguinte axioma:

Axioma 1.8 (Inducdo Externa). Seja ® uma férmula (interna ou externa). Ent3o,

(20 A¥' (@ (n) = @ (n+1))) = V' (@ (n).

O axioma da Induc3o Externa garante que o Principio de Inducdo em N é vélido para o conjunto
dos niimeros naturais standard, °N, para qualquer férmula matemética (interna ou externa).
Este axioma é muito til na demonstracdo de algumas propriedades como se pode ver mais
adiante.

Teorema 2.34 (Ver [6]). O sistema axiomatico ENA implica os axiomas ZFL.

O teorema anterior garante que os resultados obtidos a partir do sistema axioméatico ZFL s3o
validos na ENA.






NUmeros externos reais, o solido
( L, T, )

Neste capitulo aborda-se o modelo para os axiomas algébricos, apresentados no capitulo an-
terior, dos niimeros externos com suporte no corpo dos nimeros reais, R. Os contetdos aqui
expostos sdo, principalmente, frutos de [2], [6], [7] e [8].

Visando a fundamentac3o dos contelidos expostos no Capitulo 4, apresenta-se alguns conceitos,
bem como as suas propriedades, relativamente ao conjunto dos niimeros externos reais, E,
introduzido em [7] e [8] como modelo matematico para ordem de magnitude em Anélise N&o-
Standard.

No conjunto E destacam-se as neutrizes (ver Definicdo 3.1), que desempenham o papel de
zeros generalizados. Os resultados apresentados, mais adiante, mostram que o conjunto E é
um semigrupo aditivo comutativo regular, e que E exceto o conjunto dos neutrizes também
forma um semigrupo multiplicativo comutativo regular (ver Proposicdo 3.9). Também pode-se
ver que esses semigrupos sao assembleias.

Embora a multiplicacdo n3o seja distributiva em relacdo a adicao, existe a condicao necesséria
e suficiente para que a distributividade ocorra.

17
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Os resultados apresentados mostram, também, que o conjunto E é totalmente ordenado e que
essa ordem é compativel com a adicdo e multiplicacdo.

As propriedades dos nimeros externos reais atribuem ao conjunto E, com a soma, multiplicacao
e ordem definidas, a estrutura de sdlido.

Definicao 3.1 (Neutriz). Uma neutriz é um subgrupo aditivo convexo de R.
Excetuando {0} e R, todas as neutrizes sdo conjunto externos, com elementos internos. Por

exemplo, £, conjunto externo dos niimeros limitados, e @, o conjunto externo dos nimeros
infinitesimais, s3o neutrizes (n3o triviais). O conjunto das neutrizes é representado por N.

Se uma neutriz n3o inclui 1, ent3o ela esta contido em @. Se uma neutriz inclui 1, ent3o ela
contém £. Assim, a menor neutriz que contém estritamente © é £.

Proposicao 3.2 (Ver, [6]). Seja N C R. Entdo N é uma neutriz se, e somente se, N é
convexo e 2N = —N = N.

Proposicao 3.3. Seja A uma neutriz. Sea € A, entdoa+ A = A.
Demonstracdo. Sejam A uma neutriz e a € A.

(1) Seja z € A. Como A é um grupo aditivo comutativo, tem-se
r=z+0=z+a+(—a)=a+ (x4 (—a)) =a+d €a+ A4,

pois a’ € A, uma vez que z, —a € A. Assim, A C a + A.

(2) Sejay € a+ A. Entdoy = a+b, paraalgumb € A. Como a,b € A, entdo y € A, porque

A é fechado em relacdo a adicdo. Assim, a + A C A.

Por (1) e (2), tem-se a + A = A. O

Definicao 3.4. Um nimero externo o é a soma algébrica de um ndmero real a com uma
neutriz A, ou seja, « = a+ A = {z+a:a€ A}. O conjunto dos nimeros externos é
representada por E.

Definicdo 3.5. Seja v = a+ A € E. Entdo, diz-se que a é um representante de v e N (a) = A
€ a sua parte neutricial.

Proposicao 3.6 (Ver [6]). Seja « = a+ A € E. Entdo, para todo y € «, tem-se y + A = «.
Em particular, se 0 € , entio 0+ A=A = a.

Definicao 3.7. Um nidmero externo o diz-se ndo-neutricial se & ndo é uma neutriz.
Definicao 3.8. As operacées de soma e de multiplicacdo em E sdo definidas pelas operacbes
de Minkowski'. Assim, para quaisquer o = a+ A,3 =b+ B € E, tem-se

(1) a+p={a+x+b+y:z€ A,y <€ B},

(2) af={(a+z)(b+y):z € Aye B}

Proposicdo 3.9 (Ver [6]). As estruturas (E,+) e (E\N,-) sdo semigrupos comutativos
regulares.

'Hermann Minkowski, matematico alem3o (1864-1909)
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Teorema 3.10 (Ver [2]). Os semigrupos comutativos regulares (E,+) e (E\ N, ) sdo assem-
bleias.

Relativamente a adicdo, dado a = a+ A € E, tem-se

s(a) =—a=—a+ A.

Quanto a multiplicacdo, dado « = a+ A € E\ NV, tem-se

N(a):1+é
a

u(a) =1+

1 A

1
d(a):g a a?

3.1 Operacoes com neutrizes e niimeros externos

Definicdo 3.11. Sejam M, N € N. Ent3o

(1) M+ N={a+b:(a,b) e M x N}.
(2) M-N={a-b:(a,b) e M x N}.
(3) M:N={ceR:c-NCM}.

Definicdo 3.12. Sejam M,N € N, com M C N. Entdo N é o maximo, com respeito a
inclusdo de conjuntos, e escreve-se max {M,N} = N.

Teorema 3.13 (Ver [6]). Sejam M, N € N. Entdo —M, M + N e M - N sio neutrizes. Mais
ainda,

(1) M+ N =max{M,N}.

(2) £-M =M.

@

Proposicdo 3.14 (Ver [6]). Sejam M,N € N. Entdo, M - N e M : N so neutrizes.

=1+ M,seM C Q.

Proposicao 3.15 (Ver [6]). Sejam a =a+ A, =b+ B € E. Entao,

(1) a+B=a+b+A+B=a+b+max{A4, B},
(2) a-f=a-b+a-B+b-A+A-B=a-b+max{a-B,b- A, AB}.
(3) Se a ou B é ndo neutricial, entdo - f =a-b+ max{a- B,b- A}.

Teorema 3.16 (Ver, [6]). Sejam o, 8 € E. Entdo, sea =a+ A, coma € Re A€ N, entdo

" 1
—a = —a+ A. Se o é um nidmero externo ndo-neutricial, entio — € E e a ¢ A. Para além
a

disso,
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A A
1) —=—C0Q.
()a a_®

1 1 A «
2 _ = — _ = —
()a a+a2 a?

B a-pB
(3)01_ a2'

Definicao 3.17. Sejam A uma neutriz e «« um nimero externo. Diz-se que

(1) « € apreciavel em relacdo a A se aA = A.
(2) o é um absorvente de A se A C A.
(3) « é um expansor de A se A C aA.

Proposicao 3.18 (Ver [6]). Seja A C @, A # {0}, uma neutriz. Ent3o,

(1) Todo elemento de A é um absorvente de A.
(2) Todo neutriz B C A é um absorvente de A.

Definicao 3.19 (Ver [7]). Seja A uma neutriz. Entdo,

(1) £4 é o conjunto dos elementos t € A tais que tA C A.
(2) @4 é o conjunto dos elementos s € A tais que sA = A.
Definicado 3.20 (Ver [7] e [8]). Seja I € N. Diz-se que I é idempotente se
I-I=1.

—Q
Exemplo 3.21. S3o0 idempotentes os seguintes neutrizes: @, £, £, fe~e, parae ~0 e
e > 0.

Definicdo 3.22. Sejam A € N e n um nidmero natural standard. Define-se, por recursio, a
poténcia de A de expoente n por

Al =A

AP = An1 LAl

Proposicdo 3.23. Sejam I uma neutriz idempotente e n um ndmero natural standard. Ent3o,
Im=1.

Demonstracdo. Sejam I um neutriz idempotente e n um ndmero natural standard. Por Defi-
nicdo 3.22, I' = I. Para todo n € N e n standard, suponha-se que I"~! = I. Ent3o, pelas
Definicoes 3.20 e 3.22, tem-se

m=rm1'.17=1.1=1. O

Teorema 3.24 (Ver [8]). Seja N € N, N # {0}. Entdo, existem um nidmero real p # 0, e
um, e um s, neutriz idempotente I tais que N = pl.

Definicao 3.25. Sejam A uma neutriz e m um nidmero natural standard. Ent3o

Ai:{xE}R:xmeA}.
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Proposicdo 3.26. Sejam A uma neutriz e m um ndmero natural standard. Ent3o o conjunto
1 .
Am é um neutriz.

- 1, : ,
Demonstracdo. Pela Proposicdo 3.2, A= é uma neutriz, pois:

- ) , ) 1

(1) E convexo, uma vez que, para quaisquer nimeros reais z,y € Am, x < y e para todo

o z tal que x < z < y, tem-se z™ entre 2" e y™, logo, como A é convexo, z™ € A e, por
. 1

conseguinte, z € Am .

(2) QAm = {Qm 1T € Ai} C A%, uma vez que, para todo r € Ai, como 2™ é limitado

e (22)™ = 2Mz™ € A, entdo 2x € A Também, A - 2A%, uma vez que para todo

L 1 N L s (1. \™ 1\ m
x € Am, tem-se © = 2 (51') e, como (5) ¢ limitado, entdo (5:1:) = (§> x™ € A, logo

x € 2Am. Assim, 2Am = A, Segue da Definicdo 3.25 que —Am = A, O

3.2 Relacao de ordem em E

Proposicao 3.27 (Ver [6]). Sejam «, 5 € E. Entao,
anpf=0vVaCpvpCa.

Definicao 3.28 (Ver [8]). Sejam a, f € E. Entdo:

(1) a<peVreaVy e p(x

(z <),
(2) a<peVreadyef(z<y),
(3) a>p<VeeaVy e p(x );

( )-

(4) a>peVereadyef(x

Nota-se que
a< pBep>a.

No entanto, o < 3 e 8 > « ndo sdo necessariamente equivalentes. Por exemplo, 1 <14+ © é
uma proposicao verdadeira, enquanto que 1+ @ > 1 é uma proposicao falsa.

Em geral, se o C 3, entdo a < 5 e a > 3 sdo ambas verdadeiras, mas 8§ < a A > « é falsa.

Proposicao 3.29 (Ver [6]). Sejam «, 5 € E. Entéo:

(1) a<Bea<pranp=0;
2)a>pesa>pAranpB=10;
(3) a<pfesa<pValp
(4) a>pB<sa>pValp.
Teorema 3.30 (Ver [6]). A relacdo de ordem < é uma relacdo de ordem total, e é compativel

com a adicdo e multiplicacdo, no seguinte sentido:

(1) Va?ﬂv’yEE(ag,B?a—l—fygﬁ_i_,y),
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(2) Va,B €E(N(a) <aAN(B) < 8= N(aB) < ap),
(3) (Va, 8,7 €E)(N(B) < B <aAN(7) <v= By < ay),
(4) Sempre que o, 5,7 € E, se N(a) < a e <, entdo aff < ary;

(5) Sempre que o, 3,7 € E, se N(5) < 8 <+, entdo N (a) f < N ().

3.3 Valor absoluto em E

Definicao 3.31. Seja o =a+ A € E. O valor absoluto de « é definido por
ol = la] + A,
Por consequéncia,
Al =10+ A|=10|+ A=A,
embora A contenha ndmeros negativos.
Proposicdo 3.32 (Ver [6]). Sea=a+ A € E\ N, entdo |a| = {|z| : x € a}.

Corolério 3.33 (Ver [6]). Seja  =a+ A € E\ N. Entdo, a definicio do valor absoluto de
« ndo depende da escolha do seu representante.

3.4 Distributividade em E

A propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo em [E n3o se verifica em geral,
no entanto, ela verifica-se em alguns casos particulares.

Uma vez que os niimeros externos sao intervalos de ndimeros reais, entdo ha sub-distributividade
da multiplicacdo em relacdo a adicdo nesse conjunto, ou seja, para quaisquer «, 3,y € E tem-se

a(B+7v) Cab+ ay.

Por exemplo,
1-1)£={0}Cc£-L=L~L.

O teorema que se segue mostra que para haver a igualdade entre as expressbes aff + ay e
a (B + ) é necessério adicionar duas magnitudes ao segundo membro.

Teorema 3.34 (Ver [6]). Sejam a =a+ A, 3,7 € E. Entao,

af+ay=a(f+7v)+ AB+ Ay.

De seguida, apresenta-se progressivamente alguns resultados relativos ao estudo da distributi-
vidade em [E, que sustentam os estudos realizados mais adiante. Comeca-se com alguns casos
especiais, e termina-se com a condicdo suficiente e necessaria para a distributividade.

A proposicdo que se segue apresenta um caso elementar onde a distributividade se verifica.
Proposicao 3.35 (Ver [6]). Sejam a =a+ A, 3 = B € E. Entdo,

af =aB+ AB.
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Os conceitos de incerteza relativa e de oposto, em relacdo a uma neutriz, definidos a seguir,
sao muito importantes na caracterizacdo da distributividade.

Definicdo 3.36 (Ver [6]). Sejaav =a+ A € E. A incerteza relativa de « é

A

—, se « é ndo-neutricial
R(a)=< a’

R, seacN.

Definicao 3.37 (Ver [6]). Sejam «, 5 € E. Diz-se que o é mais preciso que 5 se R (a) C
R(B). Se R(a) = R(B) diz-se que « é tdo preciso quanto 3. Se a € R diz-se que a é
preciso.

Nota-se que se @ € R\ {0}, entdo R (o) = {0}, assim nimeros reais ndo nulos sdo mais
precisos do que quaisquer outros nlimeros externos.

Definicdao 3.38 (Ver [6]). Seja A € N, e sejam 3,y € E. Ent3o 3 e v dizem-se opostos em
relacdo a A se (B +v) A C max (|5, |v]) A.

Nota 3.39. (Ver [6]) Em relacdo a Definicdo 3.38, as observacbes que se seguem sdo muito
uteis:
(1) Se a e b sdo nimeros reais opostos (simétricos), ou seja, se a = —b, entdo sdo opostos

em relagdo a qualquer neutriz A # {0}.

(2) Se dois niimeros externos sdo opostos em relacdo a uma neutriz A, entdo nenhum deles
pode ser neutriz. Também, dois niimeros externos com o mesmo sinal ndo sdo opostos
em relacdo a qualquer neutriz.

(3) Se dois niimeros externos, (3 e 7y, sdo opostos em relacdo a A, entdo s C-1+0e
v
BA = ~A.

A seguinte proposicdo indica uma forma de distributividade que se verifica quando se multiplica
por uma neutriz.

Proposicao 3.40. Sejam a,b,c,d € R, e seja A € N. Entdo,

(ac —bd) A+ (ad 4 bc) A = acA — bdA + adA + bcA. (3.1)

Demonstracdo. Sejam a,b,c,d € R, e seja A € N.
Sea=0Vb=0Vec=0Vd=0, entdo é evidente que (3.1) é verdadeira.

Ent3o, suponha-se que a ZOAb#OAc#O0Ad#DO.

Se (ac — bd) A = acA — bdA e (ad + bc) A = adA + bcA, entdo (3.1) é verdadeira.
Assim, suponha-se que

(ac —bd) A C acA — bdA ou (ad+ bc) A C adA + beA.

Se (ac —bd) A C acA — bdA, ent3o, (ac —bd) A C max (|ac|, |bd|) A, logo, ac e —bd s3o
opostos em relacdo a A e, assim, pela Nota 3.39, existem ¢, ¢ € © tais que
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e
bd
Z 1 3.3
> € (3.3)
Seja m = max (|ad|, |bc|).
Se m = |bc|, entdo, a partir da férmula (3.2), tem-se a = (1 — €) —. Logo,
c
bd? d?
d4+bc=(1—€¢)—+bc=bc|1+(1—€) = ].
ad + be = ( e)c—i-c c<+( 6)02>
Assim, |ad + be| > |bc|.
Também, |ad + be| < 2|be|, pois m = |be| = max (|ad], |be|). Logo,
bcA C (ad + be) A C 2bcA,
ou seja,
(ad + bc) A = bcA = adA + bcA. (3.4)

bd
Se m = |ad|, ent3o, a partir da férmula (3.2), tem-se ¢ = (1 — ¢) —. Logo,
a

2

b*d v?
d+bc=ad+(1—¢)—=ad |1+ (1—¢€) = |.
ad + be = ad + ( e)a a (—1—( 6)a2>

Assim |ad + bc| > |ad|. Também, |ad + be| < 2|ad|, pois m = |ad| = max (|ad|, |bc|). Logo,
adA C (ad + be) A C 2adA,

ou seja,
(ad + bc) A = adA = adA + bcA. (3.5)

A partir da férmula (3.2), tem-se ac = (1 — €) bd, entdo
acA = (1—¢€)bdA = bdA,

pois 1 — e € @, logo

(ac —bd) A C acA — bdA = acA = bdA. (3.6)
Também, a partir da férmula (3.3), tem-se b = % (1—¢€) . Logo,

2
ad+bc=ad+a;(1e'):ac(zl+2(1e'))
d2 21_/
:ac<w>'

cd
24201 ¢ 2, .2 2 2
Assim, como @+ €) ~ d tc e ¢ t+d > 1, entdo, aplicando a férmula (3.6),
cd cd cd
tem-se s , ,
d 1—¢€ d
(ad +bc) A = ac dre=¢) A=ac ot A
cd cd (3.7)

D acA =bdA = acA — bdA D (ac — bd) A.
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Ent3o, se (ac — bd) A C acA — bd A, aplicando as féormulas (3.7), (3.4) e (3.5), tem-se

(ac—bd) A+ (ad+bc) A = (ad + bc) A
= (ad + bc) A+ acA — bdA (3.8)
= acA — bdA + adA + bcA.

Suponha-se, agora, (ad +bc) A C adA + bcA. Entdo (ad + bc) A C max (|ad|, |be|) A, ou
seja, ad e bc s3o opostos em relacdo a A. Ent3o, existem 4,8 € @ tais que

ad

— =144 3.9

» + (3.9)
€ b

C

— =14 3.10

> + (3.10)

Seja m' = max (|ac|, |bd]).

b
Se m’ = |bd|, entdo, aplicando a férmula (3.9), tem-se a = (—1+ ) - Ec logo

—bd = (—1+9) b = b 1+(1—5)é
ac = - = z )
Assim, |ac — bd| > |bd]|.
Também, |ac — bd| < 2|bd|, pois m' = |bd| = max (|ac|, |bd|). Logo,
bdA C (ac— bd) A C 2bd A,
ou seja,
(ac — bd) A = bdA = acA — bdA. (3.11)

b
Se m’ = |ac|, entdo, aplicando a férmula (3.9), tem-se d = (—1+ ) - x, logo
a

2 2
ac—bd:ac—(—1+5)-bc:ac<1+(1—5)b).

a a?

Assim,

ac — bd| > |ac|.
Também, |ac — bd| < 2|ac|, pois |ac| = max (|ac|, |bd|). Logo,

acA C (ac — bd) A C 2acA,

ou seja,

(ac — bd) A = acA = acA — bdA. (3.12)
Como ad = (—14+d)bce —1+ 6 € @, entdo
adA = (=14 6) be = b,

logo
(ad +bc) A C adA + bcA = adA = bcA. (3.13)
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b d
Também, pela férmula (3.10), —Z = —1+4¢, equivalente a, b= (—1+ ') a—. Logo,
a c

2
ac—bd-ac—(—l%—d’)ai—ad(z—i—d(l—é’))

¢
2 2 Y/
:ad<c +d? (1 5))
cd

d?+c2(1-9) d2+02e &+ d?

cd

Como ~

d d > 1, entdo, aplicando a férmula (3.13), tem-se

>+ (1-9) d? +c?
(ac—bd)A-ad(Cd A=uad o A

2D adA = bcA = adA + bcA D (ad + be) A.

(3.14)

Entdo, se (ad + bc) A C adA + bcA, aplicando as féormulas (3.14), (3.11) e (3.12), tem-se:

(ac —bd) A+ (ad 4+ bc) A = (ac — bd) A
= (ac — bd) A+ adA + bcA (3.15)
= acA — bdA + adA + bcA.

Assim, se (ac — bd) A C acA+bdA ou (ad + be) A C adA+ bcA, aplicando as férmulas (3.8)
e (3.15), tem-se (3.1) é verdadeira. O

O teorema, que se segue, estabelece o critério de distributividade para casos em que pelo
menos um dos operandos seja uma neutriz.

Teorema 3.41 (Ver [6]). Sejam «, 3,7 € E.

(1) Sea e N e B,y ¢ N, entdo a(B+7) = aff + ay se, e somente se, 3 e v ndo sdo
opostos em relacdo a a.

(2) SefeNouyeN,entioa - (B+7)=a-B+a- 7.

Outro caso muito importante da distributividade é aquele em que 3 e v tém o mesmo sinal.

Teorema 3.42. Sejam o, 3,y € E. Se 3 ey tém o mesmo sinal, entdo o (5 + ) = aff + .

O Teorema 3.43, que se segue, estabelece os critérios de distributividade para casos em que
«, B e 7y sejam ndo-neutriciais.

Teorema 3.43 (Ver [6]). Sejam a, 3,7y € E\ N

(1) Se B+~ € N, entdo o (S +v) = af + ary se, e somente se,

R (@) <max (R (), R (7))

(2) Se B+~ ¢ N, entdo a (B + ) = aB + ay se, e somente se,

R () <max (R (8),R () V(B +7)A=Amax (5], |v]).
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Por dltimo, apresenta-se o Teorema 3.44 que faz a caracterizacdo geral da distributividade no
conjunto dos nimeros externos, IE.

Teorema 3.44 (Ver [6]). Sejam «, 3,7 € E. Entdo o (5 + ) = aff + oy se, e somente,

(1) o« é mais preciso do que (3 ou do que ~y, ou

(2) B e~ ndo sdo opostos em relacdo a N («).






Nimeros externos complexos, o
solido nao-ordenado £ + K

Neste capitulo introduz-se a estrutura algébrica dos nimeros externos complexos, como defi-
nidos na definicdo que se segue.

Definicdo 4.1. Sejam a,b € R, Ac N ei € CAi?>= —1. Um nimero externo complexo é
definido por
a=a+ib+ A+ iA.

O conjunto dos niimeros externos complexos representa-se por E 4 iE, ou seja,
E+iE={a+ib+A+iA:a,beR, AcN}.

O conjunto
N+iN={A+iA: Aec N} CE+E

chama-se conjunto das neutrizes complexas quadradas.

Em analogia as neutrizes reais, pode-se definir uma neutriz complexo como um subgrupo
convexo de C. Segundo [16], estes tém uma decomposicdo como soma de duas neutrizes reais

29
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A e B em direces ortogonais. Ora, pretende-se obter uma estrutura que sirva de base a
resolucdo de equacdes polinomiais no conjunto dos nimeros externos (reais ou complexos).
Tendo em conta este objetivo, basta o estudo das propriedades aditivas e multiplicativas em E+
1IE, em que as neutrizes sdo quadradas, ou seja, com a decomposicdo pelo eixo real e imaginario
com neutrizes iguais. Observa-se que com o alargamento do estudo as neutrizes complexas
gerais, entra-se em complicacOes desnecessarias, tendo em conta o objetivo preconizado.

Assim, define-se uma soma e uma multiplicacdo em E+i[E, de modo que a estrutura (E + /E, 4, -
obedeca todas as propriedades de um sélido, excetuando aquelas que se relacionam com ordem.

Os contelidos apresentados aqui estdo organizados por seccdes:

Na Seccdo 4.1 apresenta-se a estrutura dos nlimeros externos complexos e a sua representacio
na forma polar. Define-se a igualdade, a soma e a multiplicacdo em E + iE e apresenta-
se algumas propriedades relacionadas com estas operacdes. S3o tratados os conceitos de
valor absoluto e conjugado de um nimero externo complexo, bem como algumas das suas
propriedades;

Nas Seccdes 4.2 e 4.3 mostra-se que as estruturas ((E +iE) \ (M 4+ iN),-) e (E + {E, +) sdo
semigrupos comutativos regulares e que esses semigrupos sdo assembleias. Também, mostra-se
algumas propriedades que se verificam nelas;

Na Seccdo 4.4 faz-se a caracterizacdo da distributividade em E + i[E;

Na Secgdo 4.5 mostra-se que a estrutura (E +iE, +,-) é um sélido ndo-ordenado.

4.1 Conceitos e propriedades gerais dos elementos de E + iE

Esta seccdo tem como propdsito tratar os conceitos e as propriedades gerais dos nimeros
externos complexos. Essas propriedades relacionam-se entre si. Contudo, por questdo de
metodologia, os contelidos sao apresentados em quatro subseccées.

Na Subseccdo 4.1.1 analisa-se a estrutura de um ndmero externo complexo, destacando o seu
representante, a sua parte neutricial, real e imaginaria.

Na Subseccdo 4.1.2 define-se a igualdade, a soma e a multiplicacdo de nimeros externos
complexos, e destaca-se algumas propriedades relacionadas com estes conceitos.

Na Subseccdo 4.1.3 define-se o valor absoluto e o conjugado de niimeros externos complexos
e apresenta-se algumas propriedades relacionadas com estes conceitos.

Na Subseccdo 4.1.4 representa-se um nldmero externo complexo na forma polar.

4.1.1 Estrutura dos niumeros externos complexos

Definicao 4.2. Sejaa=a+ib+ A+ iA € E+iE. Entdo, um representante de o é a + ib
e a parte neutricial de a é N (a) = A+1iA. Também, Re (a) = a + A diz-se parte real de «
e Im (o) = b+ A diz-se parte imaginaria de a.

Como {0} pertence a A\, entdo o nimero externo {0} +i{0} € N +iN. A semelhanca do
que se fez em E, tem-se
0440 = {0} +i{0}. (4.1)

Deste modo, qualquer nimero complexo a + ib corresponde ao niimero externo complexo
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a+ b+ {0} +i {0}, ou seja,
a+ib=a+ib+ {0} +i{0}. (4.2)

Proposicdo 4.3. Seja a € E + iE. Ent3o, « = N («) se, e somente se, « € N +iN.

Demonstracdo. Seja a =a+ib+ A+iA € E+iE. Se o = N (), entdo, pela Definicdo 4.2,
a=A+iAe N +iN.

Por outro lado, se a € N 41N, entdo a = B+iB, para algum B € N. Assim, pela Definicdo
42, N(a)=B+1iB = a.

Por conseguinte, « = N («) se, e somente se, « € N + iN. O

Proposicao 4.4. Sejam uma neutriz A e a +ib € C. Entdo, a +ib ¢ A+ iA se, e somente
se, la+ib| ¢ A+iA.

Demonstracdo. Sejam A € N e a +ib € C. Pelo Teorema 3.24, existem um ndmero real
p # 0 e um neutriz idempotente I € N/, tais que A = pI.

Nota-se que a +ib ¢ A+ iA se, e sése, a ¢ AV Db ¢ A, ou equivalentemente, se, e sé

se, m = max (|a|,|b]) ¢ A. Sem perda de generalidade, suponha-se que m = |a|. Logo,
2

b\ 2 b
0<L (> < 1 e, por conseguinte, 1+ () € @. Entao,
a a

(1) Se |a+ib| ¢ A+ A, entdo Va2 + b2 ¢ A= pl, logo a® + b* ¢ p*I. Assim, tem-se
2 2 2
9 19 9 a b a
b I=—<|1 — I=—=¢l
a4+ ¢ p :p2<+<a>>¢ =5 ¢
:>g¢fz>a¢pfz>a+ib¢A+iA.
p

(2) Sea+1ib ¢ A+ iA, entdioa ¢ AVb ¢ A, logo m = max(|al,|b]) ¢ A. Como
la + ib| = Va? + b% > m, entdo |a + ib| ¢ A e, por conseguinte, |a + ib| ¢ A+ iA.

Por (1) e (2), tem-se a +ib ¢ A+ iA se, e somente se, |a + ib| ¢ A+ iA. O

Proposicao 4.5. Sejaa=a+ib+ A+ 1A € E+E. Entio, qualquer elemento x + iy € «
pode ser seu representante, ou seja, « = x + iy + A+ 1A

Demonstracdo. Seja o« = a+ib+ A+ iA € E 4 iE. Seja x + iy um elemento arbitrario de
«. Ent3o,

rx+iy=a+ib+c +id,
comc,d € A. Assim,

r+iy+A+iA=a+ib+c +id +A+iA=a+ib+ A+iAd=q,

pois, pela Proposicdo 3.3, ¢ + A=Aed + A= A. O
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4.1.2 Igualdade, soma e multiplicacao de nimeros externos complexos
Igualdade de nimeros externos complexos

Definicdo 4.6 (Igualdade em E +iE). Sejam « e  nimeros externos complexos. Diz-se que
a=0seaCpefCa.

Proposicdo 4.7. Sejam « e 8 nimeros externos complexos. Entdo, o = 3 se, e somente se,

Re (o) =Re(f) eIm (o) = Im (B).

Demonstracdo. Sejam a« = a+ A+ i(b+ A) e § = ¢+ B + i(d+ B) nimeros externos
complexos arbitrarios.

(1) Se Re(a) = Re(B) e Im (o) = Im (B), entdio a+ A =c+Beb+ A =d+ B, logo
a+A+i(b+A)=c+B+i(d+ B), assim a = (.

(2) Se a« = f, entdloa C e C a,ouseja,a+A+i(b+A) Cc+B+i(d+B)e
c+B+i(d+B)Ca+A+i(b+ A). Logo

a+ACc+BANb+ACd+ B

c+BCa+ANd+BCbhb+ A,
assim a+A = c+B eb+A = d+B, o que é equivalente a Re (o) = Re () e Im (o) = Im ().

Por (1) e (2), tem-se @ = 3 se, e somente se, Re (a) = Re () e Im (a) = Im (). O

Soma e multiplicacao de nimeros externos complexos.

Por abuso de linguagem utiliza-se os mesmos simbolos da soma e da multiplicacdo para repre-
sentar essas operacées no conjunto R, C, E e E + E.

Definicdo 4.8 (Soma e multiplicacio em E +4E). A semelhanca do que acontece em E, as
operacées de soma e multiplicacido em E + ¢E sdo definidas pelas operacées de Minkowski.
Assim, para quaisquer c« = a+ib+ A+iA,f=c+id+ B+ iB € E + iE, tem-se

(1) a+p={(a+ib+ (z+1iy)) + (c+id+ (z +iw)) : z,y € A, z,w € B},

(2) ap={(a+ib+ (x +iy)) (c+id+ (z +iw)) : x,y € A, z,w € B}.

Antes de apresentar um método que permita a adicdo de quaisquer dois nlmeros externos
complexos, considera-se o seguinte lema que retrata dois casos particulares da soma.

Proposicdo 4.9. Sejama+ibe Ce A+iA B+ iB e N +iN. Entio,

(1) Sea+ibe A+iA, entdoa+ib+ A+iA=A+iA.

(2) (A+iA)+ (B+iB)=A+B+i(A+ B).
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Demonstracdo. Sejam a +ibe Ce A+ iA,B+iB € N +iN.

(1) Se a+ib € A+ iA, entdo a,b € A, logo, como A é grupo, tem-se —a,—b € A e,
por conseguinte, —a — ib € A+ iA. Assim, aplicando a Proposicdo 4.5 e as propriedades de
operacdes em C, tem-se

a+ib+A+iA=a+ib+(—a—ib)+ A+iA=0+i0+A+iA=A+iA.

(2) Aplicando a Definicdo 4.8 e as propriedades de operacdes em C, tem-se

(A+iA)+ (B+iB)={(z+1iy)+ (2 +iw):z,y € A,z,w € B}
={z+z+i(y+w):z,y€ A zwe B}
—A+B+i(A+B). O

A semelhanca do que acontece em N/, as neutrizes complexos s3o ordenadas por inclus3o.
Assim, ha lugar para o seguinte corolario.

Corolério 4.10. Sejam o, 8 € N +iN. Ent3o, a + 8 = max («a, ), o que é equivalente a,
at+B=aoua+pf=27.

Demonstracdo. Sejam o = A+ iA,3 = B+ iB € N +iN. Ento, aplicando a Proposicdo
4.9, tem-se

a+f=(A+iA)+(B+iB)=A+B+i(A+B)
= max (A4, B) + imax (4, B) = max (o, ),

equivalentemente a,

a+pf=A4+iA=aoua+p=B+iB=p. O

A proposicao, que se segue, fornece um método para adicionar dois niimeros externos com-
plexos. O que se pode depreender dali é que Re(a + ) = Re(a) + Re(8) e Im (a+ ) =
Im (o) 4+ Im (B).

Proposicao 4.11. Sejama=a+ib+ A+ iA,f=c+id+ B+iB € E+{E. Entdo, tem-

> a+ B =(a+ib)+(c+id) +(A+id)+ (B+iB)

=(a+ib)+ (c+id)+ A+ B+i(A+B)
=a+c+i(b+d)+A+B+i(A+B)
=a+c+A+B+i(b+d+A+B).

Em particular, sea+ib € A+iAec+id e B+iB, entioa+=A+B+i(A+ B).

Demonstracdo. Sejama=a+ib+ A+iA,f=c+id+ B+ iB € E + {E. Aplicando a De-
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finicao 4.8, a Proposicao 4.9 e as propriedades de operacdes em C, tem-se:

a+p={(a+ib+ (x+iy))+ (c+id+ (z+iw)) :z,y € A, z,w € B}
={(a+1ib) + (c+id) + (z+iy) + (z +iw) : x,y € A, z,w € B}
=(a+ib) + (c+id) + {(z +iy) + (z +iw) : x,y € A, z,w € B}
= (a+ 1)+ (c+id)+ (A+1iA) + (B +1iB)

—a+c+i(b+d) +A+B+i(A+B)
—a+c+A+B+i(b+d+A+B).

Sea+ibe A+iAec+id € B+ iB, entdo, aplicando a Proposicdo 4.9, tem-se

a+B=(a+ib+A+iA)+ (c+id+ B+iB)
=(A+iA)+ (B+iB)=A+B+i(A+B). O

Relativamente a multiplicacdo, antes de apresentar um método para multiplicar quaisquer dois
nimeros externos complexos, apresenta-se, de seguida, uma proposicdo que aborda alguns
casos particulares.

Proposicdo 4.12. Sejama+ib e C,A+iA,B+iB e N +iN,c+id+ B+ iB € E + iE.
Ent3o, tem-se

(1) (a+ib)(B+iB) = (B +iB) (a+ib).
(2) (a+1ib)(B+iB)=a(B+iB)+ib(B+iB)=aB +bB +i(aB +bB).
(3) (a+ib)(c+id+ B+ iB) = (a+ib)(c+id) + (a + ib) (B + iB).

(4) (A+1A)(B+iB)=AB +iAB.

(5) (A+1iA)(c+id+ B+iB) = (A+iA)(c+id) + (A+iA) (B +iB).
Demonstracdo. Sejam a +ib€ C,A+iA,B+iB e N +iN,c+id+ B+ iB € E +iE.
(1) Aplicando a Definicdo 4.8 e as propriedades de operacdes em C e em E, tem-se:

(a+1ib) (B +1iB) = {(a+1ib) (x +iy) : x,y € B}
={(x+1iy) (a+1ib) :z,y € B} = (B+iB)(a+1ib).
(2) Como (a +ib) (B +iB) = {ax — by +i(ay + bx) : x,y € B}, entdo

Re((a+1ib) (B+iB))={ax —by:z,y € B} =aB+bB

e
Im ((a +ib) (B+1iB)) = {ay + bx : x,y € B} = aB + bB.
Também,
a(B+iB)+ib(B+iB)={a(x+iy)+ib(z +iw): x,y,z,w € B}
= {ax +iay +ibz — bw : x,y, z,w € B}
={ax —bw+i(ay+bz):x,y,2z,w € B}.
Assim

Re(a(B+iB)+ib(B+iB))={ax —bw:z,w € B} =aB+bB
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Im(a(B+iB)+ib(B+iB))={ay+bz:y,z € B} =aB +bB,

logo, pela Proposicdo 4.7, tem-se

(a+1ib) (B+1iB) = (B+iB) (a+ib)
=a(B+iB)+ib(B+iB)=aB+bB+i(aB+bB).

(3) Aplicando a Definicdo 4.8 e as propriedades de operacdes em C e em E, tem-se

(a+1ib) (c+id+ B+iB) = {(a+ib

)(c+id+x+iy):x,y € B}
={(a+1b)

(

(

c+id) + (a +ib) (x +iy) : z,y € B}
id) + {(a +b) (z + iy) : x,y € B}
+id) + (a4 ib) (B +iB).

—~

= (a+1b)

c+
= (a+1b)(c

(4) Aplicando a Definicdo 4.8 e as propriedades de operacdes em C e em E, tem-se

(A+iA)(B+iB) ={(z+1wy) (¢ +iw) 1 x,y € A, z,w € B}
={zz—yw+i(zw+yz):z,y € A, z,w € B},
assim

Re((A+iA)(B+iB)) ={zz—yw:z,y € A, z,w € B}
={zz:x€AzeB}+{-yw:yec A we B}
=AB+ AB=AB

e, analogamente,
m((A+3A) (B+iB)) ={aw+yz:z,y € A z,w € B} = AB,
logo, aplicando a Proposicdo 4.7, tem-se (A + iA) (B +iB) = AB + iAB.
(5) Aplicando a Definicdo 4.8 e as propriedades de operacdes em C e em E, tem-se

(A+iA)(c+id+ (B+iB)) ={(z+1iy) (c+id+ z+iw) : x,y € A, z,w € B}
={lc+2)z+(-d-w)y+
+i((d+w)z+(c+2)y):z,y € A, z,w € B},
assim

Re((A+iA)(c+id+ (B+iB)))={(c+z)x+ (-d—w)y:x,y € A, z,w € B}

={(c+z2)z:x€ A z€ B}+
+{(-d-w)y:y€ A,we B}

=(c+B)A+(-d—-B)A
=cA+AB+dA+AB =cA+dA+ AB

e, analogamente,

Im ((A+iA)(c+id+ (B+iB))) ={(d+w)z+ (c+2)y:z,y € A, z,w € B}
=(d+B)A+ (c+B)A=cA+dB+ AB,

logo (A+1A) (c+id+ (B+iB)) =cA+dA+ AB+i(cA+dA+ AB).



36 CAPITULO 4. NUM. EXT. COMP., O SOLIDO NAO-ORDENADO E + IR

Também, pela aplicacdo de (1), (2), (3) e (4), tem-se

(A+iA) (c+id) + (A+iA) (B+iB) = cA+dA+i(cA+dA)+ AB +iAB
= cA+dA+ AB +i(cA+dA+ AB)
— (A+iA)(c+id+ B+iB). O

A proposicdo que se segue vai permitir mostrar que E + i[E é fechado para a multiplicac3o.
Proposicao 4.13. Sejama=a+ib+ A+iA,B=c+id+ B+iB € E+iE. Entdo, tem-se

aff =ac—bd+i(ad+bc)+aB+bB+cA+dA+ AB+i(aB+bB+cA+dA+ AB)
= Re(a)Re (B) — Im () Im () + i (Re () Im (3) + Im (a) Re (5)) .

Em particular, se a +ib € A+iA ec+id € B+ iB, entdo aff = AB +i(AB).

Demonstracdo. Sejam a =a+ib+ A+iA,f=c+id+ B+ iB € E + iE.

Aplicando a Definicdo 4.8, as propriedades de operacSes em C e em [, tem-se:

af ={(a+ib+ (z+1iy)) (c+id+ (z +iw)) : x,y € A, z,w € B}
={(a+z+i(b+y))(c+z+i(d+w)):z,y€ A zwe B}
={(a+z)(c+2)—(b+y)(d+w)+
+i((a+z)(d+w)+ (b+y)(c+2)):x,y€ A z,we B},
Re(af)={(a+z)(c+2)—(b+y)(d+w):z,y € A z,we B}
=(a+ A)(c+B)—(b+ A)(d+ B)

=ac—bd+ aB +bB +cA+dA+ AB (43)
— Re (o) Re (8) — Im (a) Im (5)

) m(af)={(a+z)(d+w)+ (b+y)(c+z):x,y€ A z,wée B}
=(a+A)(d+B)+(b+A)(c+ B) (4.0)

=ad+bc+aB+bB+cA+dA+ AB
= Re (o) Im (B) + Im (o) Re (5) .

Combinando os resultados em (4.3) e (4.4), tem-se
aff =ac—bd+i(ad+bc)+aB+bB+cA+dA+ AB+i(aB+bB+cA+dA+ AB)
— Re (@) Re (8) — Im (o) Im (8) + i (Re (o) Tm (8) + T (a) Re (3)) .
Sea+ibe A+iAec+id € B+ iB, entdo aplicando as Proposicdes 4.9 e 4.12, tem-se

aB = (a+ib+ A+iA)(c+id+ B+iB) = (A+iA)(B+iB)
= AB +iAB. O

Corolario 4.14. E + iE € fechado para a adicdo e a multiplicacdo.

Demonstracdo. Pelas ProposicGes 4.13 e 4.11, se o, 5 € E+iE, entdo a+5,a8 € E+/E. O
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Corolario 4.15. Sejam o = a+ib+ A+ iA,8 =c+id+ B +iB € E+iE. Se a €
(E+44E)\ (N +iN) ou B € (E+iE)\ (N +iN), entdo

aff =ac—bd+i(ad+bc) +aB + bB + dA + cA+
+i(aB+bB+dA+cA).

Demonstracdo. Sejam v = a+ib+A+iA,f=c+id+B+iB € E4+iE. Se a € (E+E)\
(N +iN) ou B € (E+iE)\ (N +iN), entdo max (|a|,|b]) > A ou max (||, |d]) > B, pois
a¢ Aoub¢ Aoucé¢ Boud¢ B. Assim,

AB C max (|a|, |b]) A + max (||, |d|) B
— aB +bB + cA + dA,

logo
aB+bB4+dA+cA+ AB =aB +bB +dA + cA.

Ent3o, pela Proposicdo (4.13), tem-se:

aff =ac—bd+i(ad+bc)+aB + bB + dA + cA+
+i(aB+bB +dA+ cA). O

Corolario 4.16. Sejam o, € E+iE e z € C. Entdo,

(1) a+N(a) = a.
(2) N(a+p) = N(a) + N(B).

(3) N (za) = 2N (a).

Demonstracdo. Sejam o =a+ib+ A+iA,f=c+id+ B+iBecE+iEez e C.
(1) Aplicando a Proposicdo 4.11 e as propriedades de operacdes em E, tem-se
a+N(a)=a+ib+A+iA+ A+iA=a+ib+2A+i(24)
=a+ib+A+iA=a.
(2) Aplicando a Proposicdo 4.11, tem-se
N(a+p)=N(a+c+i(b+d)+A+B+i(A+B))
=A+B+i(A+B)=A+iA+B+iB=N(a)+N(3).
(3) Aplicando a Proposicdo 4.12, tem-se
N (za) =N (z(a+ib) + 2N (a)) = 2N (o) . O
Proposicao 4.17. Sejama =a+ib+ A+iA,B=c+id+ B +iB € E+E. Entdo
af = (a+ib)f+ (A+iA)B

= (a+1ib) (c + id) + (a+ib) (B +iB) + (c + id) (A +iA) + (A +iA) (B +iB).

Demonstracdo. Sejam a = a+ib+ A+ iA,8 =c+id+ B+ iB € E +iE. Aplicando as
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ProposicGes 4.13 e 4.12 e as propriedades de operacoes em C, tem-se

af =ac—bd+i(ad+ bc) +aB+bB + cA+ dA+ AB+
4 i(aB+bB +cA+dA+ AB)
— (a+1b) (c+id) + aB +bB +i (aB + bB) + cA+ dA + i (cA + dA) +
+ AB +i(AB)
= (a+1ib) (c+1id) + (a +1ib) (B+iB) + (c+id) (A+iA)+ (A+iA) (B +iB)
= (a+1ib) (c+id+ A+iA) + (A+iA)(c+id+ B+iB)
= (a+1ib)f+ (A+iA)pS. O

Proposicdo 4.18. Sejam uma neutriz M C @ e um ndmero natural standard m. Ent3o,

(1+M+iM)™ =1+ M +iM.

Demonstracdo. Sejam uma neutriz M C @ e m um ndmero natural standard. Mostra-se o
resultado por Inducio Externa sobre m. Tem-se (1 + M + iM)* =1+ M +iM. Suponha-se
que (1+ M + iM)m*1 =14+ M +iM. Ent3o, aplicando a Proposicio 4.13, tem-se

(A+M+iM)™ =1 +M+iM)" ' (1+ M +iM)
=14+ M+iM)(1+M+iM)
=14+ M+iM + M? +iM?
:1+M+M2+i(M+M2):1+M+iM,

pois, como M C @, tem-se e, portanto, M + M? = M. OJ

Proposicdo 4.19. Sejam A +1iA € N +iN e um neutriz M C @. Ent3o,

(A+iA)(1+ M +iM) = A +iA.

Demonstracdo. Sejam A +iA € N +iN e um neutriz M C . Ent3o, como MA C A,
aplicando as Proposices 4.12 e 4.11, tem-se

(A+iA)(1+ M +iM) = A+iA+ (A+iA) (M +iM)
— A+iA+ AM + i (AM)
— A+ AM +i(A+ AM) = A +iA. O

Recorda-se que uma funcdo f é de classe S, se f, f’ sdo limitadas e S-continuas para argu-
mentos limitados.

A Proposicdo que se segue aplica-se na demonstracdo do Teorema 4.21 e outros resultados
mais adiante.

Proposicdo 4.20. Sejam f : R — R uma funcdo de classe S', um nimero limitado a € R e
uma neutriz M C @. Ent3o,

(1) Existe um intervalo externo C C M tal que f(a+ M) = f(a)+ C.

(2) Se f'(a) %0, entdo f(a+ M) = f(a) + M.
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Demonstracdo. Seja x € M. Ent3o, pelo Teorema de Valor Médio, para algum 0 < 6 < 1,
tem-se
fla+az) = f(a) +af'(a+0z). (4.5)

(1) Seja C = {zf'(a+0x):x € M}. Como f éde classe S*, entdo C C £M = M. Logo

fla+M)=f(a)+CC f(a) +£M = f(a) + M.

(2) Suponha-se que f'(a) > 0e f'(a) #0.

2
Sejam MT™ = {reM:2>0}, ye M*, z = f/(y). Ent3o, 2 € M™T. Pelo Teorema do
a
Valor Médio (ver [14]), para algum 0 < € < 1, tem-se
fla+z)=f(a)+zf (a+ez). (4.6)
!
Como f é de classe S! e a ~ a + ez, entdo, f(;},(z;z) ~ 1.

Uma vez que z = a partir da férmula (4.6) tem-se

2y
m'

2y
f'(a)
Logo, pelo Teorema do Valor Intermédio, existe um z, 0 < x < z, tal que f(a+z) = f(a)+y.
Assim, f(a+M™) D f(a)+M™. Também, pelo Ponto (1), tem-se f (a + M) C f(a)+MT.
Logo,

fla+2z)= f(a) + f(a+ez) > f(a) +y.

fla+ M%) = fla)+ MT. (4.7)
Sejam M~ ={zeM:2<0},ye M~, z = f?(:il,) Ent3o, 2 € M~. A partir da férmula
(4.6), tem-se
flat2)= (o) + st e2) < £ @)+,

Logo, pelo Teorema do Valor Intermédio, existe um z, z < x < 0, tal que f(a+z) = f(a)+y.
Assim, f(a+M~) D f(a)+M~. Também, pelo Ponto (1), tem-se f (a + M) C f(a)+M™.
Logo,

fla+M™) = f(a)+ M. (4.8)

Assim, por (4.7) e (4.8), tem-se

fla+M)=f((a+MT)U(a+M))=(f(a)+M")U(f(a)+M)=f(a)+ M.

Suponha-se, agora, que f'(a) <0e f'(a) #0.

2
i Ent3o, z € M. Logo, a partir da férmula (4.6), tem-se

Sejamye M+, 2= —
jam Y f'(a)

f'(a)

Logo, pelo Teorema do Valor Intermédio, existe um z, 0 < z < z, tal que f(a+z) = f(a)—v.

fla+2) = f(a) flla+ez) < fa) —y.
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Assim,
fla+M*)D fla)+ M~. (4.9)

2y
f'(a)

Sejamye M, z=— . Entdo, z € M~. A partir da férmula (4.6), tem-se

flat2) = f(0) = s o+ e2) > fla) —

Logo, pelo Teorema do Valor Intermédio, existe um z, z < x < 0, tal que f(a+z) = f(a)—y.

Assim,
fla+M™) D f(a)+ M. (4.10)

Assim, por (4.9) e (4.10), tem-se
fla+ M) :f((a+M+) u(a+M—)) - (f(a)+M—)u(f(a)+M+) = f(a)+M. O

Teorema 4.21. Seja uma neutriz M C @. Entdo,

1

SR B VN VS
LMy M

Demonstracido. Aplicando as operacdes de Minkowski, tem-se

1 1
= ra,be M
1+ M+ iM {1+a+ib “ }

1+a b
=" i )iabeM
{(1+a)2+b2 ( (1+a)2+62> } (4.11)
1 b
= #:a,bEM t+tid——5——5:a,beM
(14 a)” + b2 (14a)”+0?
Relativamente a parte real, sejam a,b € M. Considera-se fy(a) = f(a,b) = _ta
P  S8jam 4, ' N PP PR
0 —(1+a)’+b 0
Entdo, fi(a) = a—f(a,b) = (1+a) + 5, assim a—f(O,b) ~ —1. Pela Proposicdo 4.20,
¢ ((1 +a)®+ b) a
Ponto (2), tem-se
fo(0+ M) = f(0) + M < f(M,b) = f(0,b) + M, (4.12)

1 _
para todo b € M. Seja g(b) = f(0,b) = 140 Ento, ¢'(b) = (L+b)*

Logo, pela Proposicdo 4.20, Ponto (2), tem-se

g(0+ M) = g(0) + M < f(0,M) = £(0,0)+ M < f(0,M)=1+ M. (4.13)

Combinando os resultados em (4.12) e (4.13), tem-se f(M,M) =1+ M.

b
Relativamente a parte imaginéria, sejam a,b € M e hy(b) = h(a,b) = —————. Entdo,
P g ] (b) = h(a,b) R
oh —(14+a)+0? oh
bl (b) = — (a,b) = (1+a)+ , assim —(a,0) ~ —1. Pela Proposicdo 4.20, Ponto

~ob ((1+a)+ b2)2 9b
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(2), tem-se
ha(0+ M) = he(0) + M < h(a, M) = h(a,0) + M < h(a, M) = M, (4.14)
para todo a € M. Assim, h(M, M) = M.

Assim, a partir da férmula (4.11), tem-se

1 1+a b
— = ca,beM y+iq——5——:a,beM
1+ M +iM {(1+a)2+b2 } { (1+a)® + b2 } O
=1+M+:M.
Teorema 4.22. Sejaa=a+ib+ A+iA € (E+iE)\ (N +iN). Entdo,

A+iA 1 (
a+ib a2+ b2

aA+bA+i(aA+bA) CO+i0.

Demonstracdo. Sejam o =a+ib+ A+ iA € (E+iE)\ (N +iN) e m = max (|a|, |b]).

Comoa ¢ N +iN, entdoa+ib¢ A+ iA, logoa ¢ Aoub¢ A. Assim, m ¢ A. Aplicando
a Proposicdo 4.12, as propriedades de operacdes em C e o Teorema 3.16, tem-se

A+iA 1
a+ib a2+ b2
1

Zm-(aA+bA+i(aA+bA)).
m m A A
2 (A+1A)_—m2(A+zA) —m+z—m_@+z@, 0

(a —1ib) (A+iA)

Corolério 4.23. Sejaa=a+ib+ A+iA ¢ (E+iE)\ (N +iN). Entéo,

| At iA

O ——araa ="
1+ ;
a+1b

A+iA  A+iA  A+iA
a  a+ib  a—ib’

()

Demonstracdo. Sejaa =a+ib+ A+iA € (E+E)\ (N +iN).

A+iA
(1) Pelo Teorema 4.22, tem-se Rl

C © +10Q, logo, aplicando o Teorema 4.21, tem-se

a-+1
1 L AtiA
A+iA +a+ib'
1+ ;
a—+1b

(2) Aplicando as propriedades de operacdes em C, o resultado em (1), o Teorema 4.22 ¢ a
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Proposicao 4.19, tem-se

A+iA  A+iA 1 A+iA
a  atib+A+iA a+ib 14 484
1 A+iA
= —— (A+i4) (1+ i ) (4.15)
a+1ib a+ b
1 ) A+1iA
“araATA =

A partir da férmula (4.15), aplicando o Teorema 4.22, a Proposicdo 4.12 e as propriedades de
operacdes em C, tem-se

A+iA  A+iA 1

= = A+ bA+1(aA+DA
a a+ b a2+b2(a +bA+i(ad+bA))
a+ib 1 A+iA
= AT AL iA) = — (A4iA) = , 0
a2+b2( +i4) a—ib( +id) a—ib

4.1.3 Valor absoluto e conjugado de niimeros externos complexos

O valor absoluto e o conjugado dos niimeros externos complexos tém propriedades semelhantes
as que se verificam em C. Ao longo desta subseccio sdo apresentados os resultados dos estudos
realizados sobre estes dois conceitos. Em primeiro lugar apresenta-se o estudo sobre o valor
absoluto e de seguida sobre o conjugado.

Valor absoluto de um niimero externo complexo

Definicao 4.24. Sejaa=a+ A+ ib+iA € E+4iE. O valor absoluto de o define-se por

a A sea € N +iN
ol =
Va+ A2+ (b+A? sead N +iN,

Pela proposicao que se segue, apresenta-se um método para calculo do valor absoluto de um
nimero externo complexo.

Proposicdo 4.25. Sejama=a+ib+ A+iA € E+iE er = |a+ ib| = vVa? + b2. Entao,
o] =r+ A.

Na demonstracao desta proposicao utiliza-se, para além dos resultados obtidos anteriormente,
os resultados expressos nos Lemas 4.26 e 4.27, apresentados abaixo.

Lema 4.26. Seja uma neutriz M C ©. Ent3o,

V1i+M=1+M.

Demonstracdo. Como para todo € € M, a funcdo f(z) = /1 + x é continua e diferenciavel
em [0, ¢, para € > 0, e em [¢,0], para € < 0, entdo, pelo Teorema do Valor Médio, existem
01 €10,¢[ e B2 € |¢, 0] tais que

1 1
Vite—1=-€ —
2 J1+6;
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e
Vide—1= 16- ! .
2 V1+6:
Ent3o, para € > 0, tem-se
%<ﬁ—1<%e (4.16)
e para € < 0, tem-se
%e <Vli+e-1< \éie. (4.17)
Pela formulas (4.16) e (4.17), para todo € € M tem-se
%e< 1+6—1<\f6,
logo
%M <VI+M-1< ?M. (4.18)
Como i, \f € @, entdo %M = ?M = M, logo, pela férmula (4.18), tem-se
1+ M<VI+M<1+M
e, portanto, VI+M=1+M. O

Lema 4.27. Sejam z =a+1ib € C, A € N, m = max (|al, |b]) er = |z] = Va? + b2. Entio,

mA =rA.

Demonstracdo. Sejam z = a + ib € C, m = max (|a|, [b]), r = |2| = Va®> +b%2 e A € N.
Como Va2 = |a| e Vb2 = |b], entdo r > max (|al, |b]) = m. Também, r < Vm2 +m? =
V2m < 2m. Assim, tem-se

m < r <V2m < 2m. (4.19)

Aplicando a férmula (4.19) tem-se
mA CrAC2mA=mA, (4.20)

logo
mA =rA. O

Apresenta-se agora a demonstracdo da Proposicdo 4.25.

Demonstracdo da Proposicio 4.25. Sejam o = a +ib+ A+ 1A € E+iE, r = va? +b% e
m = max ([al, |b]).

(1) Se « € N+iN, entdo a,b € A. Como A é um subgrupo aditivo de R, entdo m € A. Pela
formula (4.19) tem-se r < 2m € A. Como A é convexo, entdor € A. Assim, |a] = A =r+A.

(2) Sea ¢ N+iN,entdoa ¢ Aoub ¢ A, ouseja, |a| > Aou|b] > A, logor = Va2 + b2 >
max (|a|, |b]) > A. Assim, - C .
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Aplicando a Definicdo 4.24, os Lemas 4.26 e 4.27 e as propriedades de operacdes em E, tem-se:

ol = V(a+ A7 + (b + AP = Va? + 2+ aA+ bA+ A7
=Va2+024+mA+ A2 =r24+mA

= 7“2(1—%771;4)—7"1/1—1—“24—7"\/14—7
r r r

:7“(1—1—?):7“—1-/1.

Por (1) e (2), tem-se |a] =7 + A, para todo a € E +iE. O

Corolério 4.28. Seja o € E +iE. Entdo, a ¢ N +iN se, e somente se, |a| ¢ N, ou seja, «

é ndo-neutricial se, e somente se, |«| é ndo-neutricial.

Demonstracdo. Seja a=a+ A+ib+ A € E +E.

(1) Se a« ¢ N +iN, entdo, a ¢ Aoub ¢ A, logo m = max(|a|,|b]) ¢ A. Aplicando a
Proposicdo 4.25, tem-se |a| =7+ A ¢ N, pois r = Va? +b> > m > A.

(2) Se a € N +iN, ent3o pela Definicio 4.24, tem-se |a| = A € N.
Por (1) e (2), para todo o € E + iE, tem-se a ¢ N + i\ se, e somente se, |a| ¢ N O

Proposicao 4.29. Sejam o, 5 € E +iE. Ent3o,

(1) la| = N (Re (@)).
(2) lef| = laf|Bl.

(3) Se 8 ¢ N +iN, entdo

a’_la!

Bl 18l

Mostra-se a propriedade (3) mais adiante (na pagina 49) porque na sua demonstrac3o utiliza-se
argumentos relacionados com o conjugado.

Demonstracdo da Proposicdo 4.29, (1) e (2). Sejam o = a+ib+A+iA, f = c+id+B+iB €
E +E.

(1) Se a« € N +iN, entdo a,b € A e, por conseguinte, Re (o) = a+ A = A. Assim,
aplicando a Definicdo 4.24, tem-se

N (Re (o)) = A= |A]. (4.21)

Sea ¢ N+iN, entdoa ¢ Aoub¢ Ae, por conseguinte, m = max (|al, |b]) > A. Assim,
r =+va%+ b2 >m > A, logo, aplicando a Proposicdo 4.25, tem-se

la|]=r+A>A=N(a+A) =N(Re(a)). (4.22)

Assim, pelas formulas (4.21) e (4.22), tem-se |a| > N (Re («)), para todo a € E + iE.



4.1. CONCEITOS E PROPRIEDADES GERAIS DOS ELEMENTOS DE E + IE 45

(2) Sejam m = max (|a|,[b]), r = Va?+ b2, n = max(|c|,|d|) e s = V2 + d?. Ent3o,
aB+bB =mB ecA+dA =nA e, pelo Lema 4.27, tem-se mB = rB e nA = sA. Assim,
aplicando as Proposices 4.12, 4.13 e 4.25 e as propriedades das operacdes em E, tem-se

lafB| = |(a+ib+ A+iA) (c+id+ B+ iB)|
= |(a+ ) (c+id) + aB +bB +cA+dA+ AB+
+i(aB +bB + cA+ dA+ AB)|
= |(a+1ib) (c+id)| +aB+bB+cA+dA+ AB
= |a+ib||c+id| + mB +nA+ AB
=rs+rB+sA+AB=(r+ A)(s+ B)=|a||f]. O

Teorema 4.30. Sejaa=a+ib+ A+iA € (E+iE)\ (N +iN), esejar = |a+1b|. Entdo,
A+id  AtiA

o 1 Co+:10.

Demonstracdo. Sejam a =a +ib+ A+iA € (E+iE)\ (N +iN) er = |a+ ib).

Como a ¢ N +iN, entdo, pelo Corolario 4.28, tem-se r > A. Assim, aplicando a Proposicdo
4.25, os Teoremas 3.16 e 3.13, tem-se

A+1A A+iA 1A+:4 1 ) A
:1<A<1+A>+iA(1+A)>:1(A+z’A)
T T T T
A+idA

Co+10. U

Conjugado de um nimero externo complexo

Definicao 4.31. Seja a € E +ilE. Conjugado de o é o niimero externo

a=Re(a)—i(Im(a)).

Pela definicdo anterior, se « =a+ib+ A+iA € E+E, entdo @ =a —ib+ A+ iA.

Proposicdo 4.32. Sejaa=a+ib+A+iAec (E+E)\ (N +iN). Entéo,

1 1 A+iA a 1
1) = — + = — ¢ (E+<E +iN).
(1) a a+ib  (a+ib)? a2+626a€( )\ W +iN)

() :%:H = :1+N((XO‘)

ege(EHE)\(NHN).
(3) a(1+Néa)) — a4+ N(@) =

Demonstracdo. Sejaa =a+ib+ A+iA € (E+E)\ (N +iN).

A+iA
(1) Como a ¢ N +iN, pelo Teorema 4.22, tem-se —’—i:zb
a+i

quaisquer a,b € R, tem-se a® + b> > ab, logo (a® +b?) A + abA = (a® +b?) A. Assim,

C © 4+ i». Também, para
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aplicando as propriedades de operacdes em C e em N, o Corolério 4.23 e a Proposico 4.12,

tem-se

1 1 1 11 (1+A+iA>
a a+ib+A+iA  a+ib 1+‘2ﬁ§‘_a+ib a+ib
_ 11 A+tia
a+ib  a+iba+ib

1 1 1
= —ib) ——— (aA + bA +i (aA + bA

av T a@yr 0T g (At bATi(ad +bA))
o 1 1 2 2 - 2 2
Tath (@1 ((a* +9) A aba+i((a+17) A+ abd))
_ 1 1 2 2 . 2 2
TSI ((a®+0?) A+i(a®+1?)4)

1 1 1 a

A+id)= —  (a—ib+ A+id) = —> .
i @i AT =S g (e bt Adid) = s

1 1 1

(2) Aplicando as propriedades das operacdes em C, o Corolario 4.23, as Proposicdes 4.12 e
4.18 e o Teorema 4.22, tem-se

a a+ib+A+iA 1 a+ib+ A+iA

a a+ib+A+1A a+id 1+a+;b

— L (atibrAtin) <1+A+Z.A)
a-+1b a-+1b

_ <1+A+Z.A) <1+A+1.A) :1+A+Z.A
a—+1b a+1ib a—+1b
N (o)

(6%
a a—ib+A+iA A+iA A+ 1A
a a—ib+A+iA (1+ a—ib) <1+ a—ib)

n (

_<1+A+2A)_1 N (@)

a—1ib a

=1+ € (E+E)\ (W +iN).

Analogamente,

A+iA  A+iA |ogol—|—N£a) :1+N(a).

Pelo Corolario 4.23, tem-se — = —,
a—+1ib a—1b x «
A+iA
(3) Pelo Teorema 4.22, tem-se j—lb C @ +1i0, logo
a-+1

A+iA

a-+1

(A+iA) C A0 +i(AD) C A+iA.
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Assim, aplicando a Proposicdo 4.13, o Corolario 4.23 e o Corolario 4.10, tem-se

N AtiA
a(1+(a)):(a+ib+A+iA)<1+ J”_)
o a+1ib
AtiA
—atibt AtiAt Aridt (Atid) i
a4+ b
—a+ib+ A+iA+A+id
=a+N(a) =a.

Proposicao 4.33. Sejam o, 5 € E 4+ iE. Entao,

(1) @ = a.
(2) Se a € N +iN, entdo @ = .

(6) Se B ¢ N +iN, entdo (a> _°

B g
(7) o =@ se, e somente se, Im (a) €
tante real.

(8) Re (o) = Re (@) = Re (a;a)_

(9) Tm (@) = —Im (@) = Re (a _,O‘).
(10) Re (aa@) = |al?.

(11) laf = [a.

Demonstracdo. Sejam o« =a+ib+ A+iA,f=c+id+ B+iB € E +{E.

(1) Aplicando a Defini¢do 4.31, tem-se

(@) =(a+ib+A+iA)=(a—ib+ A+iA)
=a+ib+A+1A4A=q.

47

N, ou seja, se, e somente se, o admite um represen-

(2) Sea € N +iN, ent3o, aplicando a Proposicdo 4.3, tem-se « = A+iA. Assim, aplicando

a Definicdo 4.31 e as propriedades das operacdes em N, tem-se

a=A+1A=A+i(-A)=A+iA=q.

(3) Aplicando as Definicdes 4.2 e 4.31, tem-se

N(a)=N(a+ib+ A+id) = A+iA
—N(a—ib+A+id) =N ().
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(4) Aplicando a Definicdo 4.31, a Proposicdo 4.13, o Corolério 4.16, a propriedade comutativa
da adicdo em E + ¢E, o Teorema 4.41, e as propriedades das operacdes em C, tem-se

a+B=(a+ib)+ (c+id) +N(a)+N(3)
= (a+ib) + (¢ +id) + N (a) + N(B)
=a+ib+c+id+N(a)+N(B)
=a+ib+N(a)+c+id+N(B)
=a+ib+N(a)+c+id+N(B) =a+ B.

(5) Aplicando as Proposicdes 4.13 e 4.12, o resultado em (2) e as propriedades das operacdes
em C, tem-se

aB = (a+1ib) (c+id) + (a+ib) (B +iB) + (c +id) (A +iA) + (A +iA) (B +iB)

= ( )+

= (a+1b) (c+1id) + (a + ib) B+iB)+(c+zd)(A+iA) (A+iA)(B+iB)
= (a - )+

= ( )

ib) (c —id) + (a — ib) (B +1iB (c id) (A+iA)+ (A+1A) (B +iB)
a—ib+A+iA)(c—id+ B+iB

(6) Suponha-se que 8 ¢ N +iN. Seja s = |c+id| = |c — id|. Ent3o, aplicando a Proposicio
4.32, tem-se
a 0N /Iy 71N (1=
(5)=2(5)-a(5) -a(7) == <ﬁ>
(1= _71 _g
~7(7)=3-5

(7) Suponha-se que a = @. Como Re () = Re (@), entdo, aplicando a Proposicdo 4.7, tem-
se Im (o) = Im (@), o que é equivalente a b+ A = —b+ A. Mas, aplicando as propriedades
das operacdes em N/, tem-se

(4.23)

1
b+A=-b+A20+A=A& - (2b+A) fA@b—i—A:A,

assim, Im(a) =b+A=A€eN.

Por outro lado, se Im () € N, entdo b+ A € N, logo b € A. Por conseguinte, a =
a+A+iA=nqa.

(8) Aplicando a Proposicdo 4.12, as propriedades das operacdes em A e a Definicdo 4.31,
tem-se

Re(a;—a) :Re(;(2a+A+iA)) —Re(a+ A+ iA)
=a+ A=Re(a)=Re(a).

(9) ComoIm(a) =b+Aelm(a)=—-b+A= —Im(«a), entdo aplicando a Proposicdo 4.12,
Definicdo 4.31 e as propriedades das operacdes em N e C, tem-se

Re<0‘2_i0‘) ~ Re (212 (2bi+A+z’A)> ~ Re <b—;i(A+iA))
=Re(b+A+iAd)=b+A=Im (o) =—Im(a).
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(10) Seja r = |a + ib| = Va? + b%. Aplicando a Proposicio 4.13, tem-se

aa:a2+b2+aA+bA+A2+i(aA+bA+A2)
:r2+aA+bA+A2+i(aA+bA+A2).

Aplicando o Lema 4.27, tem-se aA + bA = max (|a|,|b|]) A = rA. Assim, aplicando as
propriedades das operacdes em N e a Proposicio 4.25, tem-se

Re (a@) = r? + aA+ bA + A% =r? 4 rA 4 A®
:(T+A)(T+A):|a]2.

(11) Como |a + ib| = |a — ib| = r, entdo aplicando a Proposi¢do 4.25, tem-se

la| =|a+ib+ A+iA|=|a+ib| + A
=la—ib|+A=la—ib+ A+iA| =|q]. O

Apresenta-se agora a demonstracdo da Proposicdo 4.29, (3), enunciada na pagina 44.

Demonstracdo da Proposicdo 4.29, (3), p. 44. Sejam o, €e E4+iE, f=c+id+ B+iB ¢
N+iNes = |c +id|. Ent3o, aplicando o Corolédrio 4.28 e a Proposicdo 4.25, tem-se
|| = s+ B ¢ N. Assim, pela aplicacio do Teorema 3.16, das Proposicdes 4.29.(2), 4.32 e
4.33, tem-se

e
B =lal 5

= ol -

B
52

1
s2

1=t f3] -
— | = 1| |—=| = |
g g
s+ B 1 1 ||
= |a = |« =l|a|—==—. O
R BT

4.1.4 Representacdao de um nimero externo complexo na forma polar
Mostra-se que um nimero externo complexo n3o-neutricial pode ser representado na forma
polar, a semelhanca do que acontece com os nlimeros complexos n3o nulos.

Recorde-se que se f é uma funcao real interna, de dominio D C R, ee § C D, entdo

f(8)=Af(x): 2z €S},

Teorema 4.34. Seja um nidmero externo complexo ndo neutricial « = a+bi+ A+iA. Sejam

r=+va?+b? e ¢ =arg(a+ib). Entdo,

a=(r+ A)expli(p+ A/r)].

Observe-se que, como para M C @ e ¢ € R, |cos(p+ M)| < 1, |sen(p+ M) < 1 e
lexp[i(¢ + A/r)]| = 1, estas expressdes ndo sdo nimeros externos. Ora, obtém-se niimeros
externos ao multiplica-las por 1+M . Assim, para demonstrar o teorema anterior sdo necessarios

alguns resultados preliminares.

Proposicao 4.35. Sejam ¢ € R e uma neutriz M C @. Entdo, existem intervalos convexos
C,C" C M tais que
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(1)
cos (¢) + M sep#0 modm
cos(p+ M) =<(cos(¢)+C Ccos(p) + M C1+@ se¢p~0 mod 2w
cos(p)+C Ccos(p)+ M C -1+ se¢p~7m mod 2.
(2)

sen (¢) + M sep#m/2 modm
sen(¢+M)=qsen(¢p)+C' Csen(¢p)+MC1+0 se¢p~m/2 mod2r
sen(¢)+C' Csin(¢p)+ M C —-14+0 se¢p~—7/2 mod 2.

Proposicdo 4.36. Sejam ¢ € R e um neutriz M C @. Entdo,

(1) (1+ M)cos(¢p+ M) = cos(¢) + M.
(2) (1+ M) sen(¢p+ M) = sen(¢) + M.

Proposicdo 4.37. Sejam ¢ € R e um neutriz M C ©. Entdo,

(1+ M)expli(¢+ M)] =cos(p) + M +i(sen(p)+ M). (4.24)

Demonstracdo da Proposicdo 4.35. Sejam ¢ e Re M C ©.

(1) Primeiramente, considera-se ¢ % 0 mod 7. Neste caso, cos'(¢) = —sin(¢p) # 0, logo,
pela Proposicdo 4.20, tem-se cos(¢ + M) = cos(¢) + M.

Agora, seja ¢ ~ 0 mod 27. Neste caso, pela aplicacdo da Proposicdo 4.20, tem-se cos(¢ +
M) = cos(¢) + C, onde C' é um intervalo externo tal que C C M C @. Assim, cos(¢p+ M) C
1+ 0.

Por dltimo, se ¢ ~ m mod 27, também cos(¢ + M) = cos(¢) + C, onde C' é um intervalo
externo tal que C' C M C © e, consequentemente, cos(¢ + M) C —1 + @.

(2) Primeiramente, seja ¢ % 7/2 mod w. Neste caso, sin’(¢) = cos(¢) # 0, logo, pela
Proposicdo 4.20, tem-se sin(¢ + M) = sin(¢) + M.

Agora, seja ¢ ~ /2 mod 2m. Neste caso, pela aplicacdo da Proposicdo 4.20, tem-se sen(¢p+
M) = sen(¢)+C’, onde C’ é um intervalo externo tal que C' C M C ©. Assim, sen(¢p+M) C
1+ .

Por dltimo, se ¢ ~ —m/2 mod 2w, também sen(¢ + M) = sen(¢) + C’, onde C’ é um
intervalo externo tal que C/ C M C © e, consequentemente, sen(¢p + M) C —1 + . OJ
Demonstracdo da Proposicdo 4.36. Sejam ¢ e Re M C ©.

(1) Primeiramente, seja ¢ %2 0 mod m. Como M C @ e cos(¢) M C M, pois cos (¢) € £
entdo, pela Proposicdo 4.35, ponto (1), tem-se

(14+ M)cos(¢p+ M) = (1+ M) (cos(¢p) + M)
= cos(¢) + M + cos(¢p)M + M? = cos(¢) + M.

Seja, agora, ¢ ~ 0 mod 2. pela Proposicdo 4.35, ponto (1), tem-se cos(¢p+ M) = cos(¢) +
C, onde C é um intervalo externo tal que C C M C ©. Como M cos(¢) = M, pois
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cos(¢) € @, e CM C M entdo, tem-se

(14 M)cos(¢p+ M) = (1 + M)(cos(¢) + C)
= cos(¢) + C + cos(¢p)M + CM = cos(¢p) + M.

O caso ¢ ~ 7 mod 27 resolve-se de forma analoga ao caso anterior.

(2) Primeiramente, sejaz % 7/2 mod m. Como M C @ e sen (¢) M C M, pois sen (¢) € £
entdo, pela Proposicdo 4.35, ponto (2), tem-se

(14 M) sen(¢p+ M) = (14 M) (sen(¢p)+ M)
= sen (¢) + M + sen (¢) M + M? = sen (¢) + M.

Seja, agora, ¢ ~ 7/2 mod 27. pela Proposicdo 4.35, ponto (2), tem-se sen(¢ + M) =
sen(¢) + C’, onde C' é um intervalo externo tal que C' C M C ©. Como sen (¢) M = M,
pois sen (¢) € @, e C'"M C M ent3o, tem-se

(14 M) sen(¢+ M) = (14 M) (sen(¢) +C")
= sen (¢) + C' + sen (¢p) M + MC' = sen (¢) + M.

O caso ¢ ~ —7/2 mod 27 resolve-se de forma anéloga ao caso anterior. O

Demonstracdo da Proposicdo 4.37. Tem-se,

(14+ M)expli(¢p + M)] = (1 + M){expli(¢ + z)]|z € M}
= (14 M){cos(¢ + z) + isin(¢ + z)|z € M}.

Assim, pela Proposicao 4.35, tem-se

Re ((1+ M) expli(¢ + M)]) = (1 + M){cos(¢ + z)|z € M}
= (14 M) cos(¢p + M) = cos(¢) + M.

Analogamente,
Im ((1 + M) expli(¢p + M)]) = sin(¢) + M.

Como a parte real e a parte imaginaria de (1+ M) exp[i(¢+ M)] sdo nimeros externos, tem-se

(14 M) expli(¢p + M)] = cos(¢) + M + i (sin(¢) + M)
= cos(¢) + isin(¢) + M + iM. O

Demonstracdo do Teorema 4.34. Aplicando a Proposicdo 4.37, tem-se
(r+ A)expli(¢ + A/r)] = r[(1+ A/r) expli(¢ + A/r)]]

=r <cos (¢) + isen (¢) + é —l—zf)

=rcos(p)+i(rsen(p))+A+iA
=a+ib+ A+iA. O
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4.2 Propriedades da adicao em E + iE

Nesta seccao mostra-se que o conjunto E +iE, associado a operacdo da adicdo, é uma assem-
bleia, em que os elementos neutros e simétricos individualizados s3o definidos por intermédio
de funcdes.

Os contelidos estdo apresentados em trés subseccdes.
Na Subseccdo 4.2.1 mostra-se que (E + iE, +) é um semigrupo comutativo regular.
Na Subsec¢do 4.2.2 mostra-se que (E + iE, +) é uma assembleia.

Na Subseccdo ?? apresenta-se outras propriedades dos elementos da assembleia (E + iE, +).

4.2.1 O semigrupo comutativo regular (E + iE, +)
Mostra-se aqui, por intermédio do Teorema 4.41, que a estrutura (E + iE, +) é um semigrupo
comutativo regular.

Para facilitar a demonstracdo de alguns resultados desta subseccdo, em particular, e da Seccdo
4.2, em geral, apresenta-se algumas nocoes e resultados preliminares.

Definicao 4.38. Sejaa = a+ib+ A+ iA € E +iE. Chama-se simétrico de o ao niimero
externo complexo
—a=—-la=—-a—ib+ A+iA.

Proposicdo 4.39. Sejam o, 5 € E +iE. Entao,

(1) = (-a) =«
2) —(a+ ) = —a+(=h).

Demonstracdo. Sejam a=a+ib+ A+ iA,f=c+id+ B+ iB € E+¢E. Ent3o,
(1) —(—a)=—(—(a+ib)+ A+iAd)=a+ib+ A+ iA=q.
(2) Aplicando as Proposicdes 4.11 e 4.12 e as propriedades de operacdes em C, tem-se

—(a+B8)=—{(a+ib)+ (c+id)+ A+iA+ B+ iB)
((a+ib) + (c+id) + A+iA+ B+iB
(a+1ib) — (c+id)+ A+iA+ B+iB
=—(a+ib)+ A+iA+ (—(c+1id) + B+1iB)
=—a+(-f). O

Proposicdo 4.40. Seja o € E +iE. Entdo, o + (—a) = N (a) = N(—a).

Demonstracdo. Seja aw = a +ib+ A+ 1A € E +iE. Ent3o, aplicando a Proposicio 4.13,
tem-se

at(—a)=a+ib+ A+iAd+ (—a—ib+ A+iA)
=A+iA=N(a) =N(-a). O

Teorema 4.41. A estrutura (E + iE, +) é um semigrupo comutativo regular.
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Demonstracdo. Sejam

a=a1+iby + A1 +iA1, 8 =as +iby + As + 1A, 6 = a3 + ibs + A3 + 1Az € E 4 E.

(1) Pelo Corolario 4.14, E + iE é fechado para a adi¢go.

(2) A adicdo goza da propriedade associativa em E + iE, pois, aplicando a Proposicdo 4.11 e
a propriedade associativa da adicdo em E e em C, tem-se

a+ (B+0) =ar+iby + Ay + 1Ay + ((az + ib2) + (as + ibs) + A2 + As+

+i (A + As))

= (a1 +1b1) + ((ag +ib2) + (a3 + ib3)) + A1 + (A2 + A3) +
+i (A1 + (A2 + A3))

= ((a1 4+ ib1) + (a2 +ib2)) + (ag + ib3) + (A1 + Ag) + As+
+ i ((A1 + Ag) + A3)

= ((a1 4+ ib1) + (ag +ibo) + (A1 + A2) +i (A1 + A2)) +
+ (a3 +ibs + As +iAs3)

= (a+p)+9.

(3) A comutatividade da adicdo em E + iE também se verifica, pois, aplicando a Proposicdo
4.11 e a propriedade comutativa da adicao em E e em C, tem-se

a+ = (a1 +iby) + (ag +ibo) + A1 + Az + i (A1 + A2)
:(ag—l—ibg)—i—(al+ib1)+A2+A1+i(A2+A1)
=f[+a.

(4) Todo elemento o € E +iE é regular, pois, aplicando a Proposicdo 4.40, o Corolério 4.16,
a associatividade e a comutatividade da adicdo em E + {[E, tem-se

a+(—a)+a=(a+(—a))+a=N(a)+a=a+N(a) =a.

Logo, pela Definicdo 2.3, tem-se que (E + iE, +) é um semigrupo comutativo regular. O

4.2.2 A assembleia (E +iE, +)

Mostra-se que o semigrupo comutativo regular (E 4 iE, +) é uma assembleia. Para isso, tem
que se o provar os estipulados em (3), (4) e (5) da Definicdo 2.4. Neste sentido, em primeira
mao, demonstra-se as Proposicdes 4.42, 4.43 e 4.45, que verificam as condicSes estipuladas nos
trés pontos apresentados anteriormente, para depois apresentar o Teorema 4.46, que garante
que (E + ¢E, +) é uma assembleia.

Proposicao 4.42. Existe uma, e uma s, funcdo e : E + iE — E 4 iE tal que:

(e.1) a+e(a) = «, para todo o € E +iE,

(e.2) Sef: E+iE — E + {E é uma fungdo tal que o + f(a) = «, para todo o € E + iE,
entdo e(a) + f(a) = e(a).

De facto, e (o) = N («).
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Demonstracdo. Seja e : E 4+ i{E — E + iE a funcdo definida por e(a) = N(«), para todo
o€ E+E.

(1) A funcdo e satisfaz (e.1), uma vez que aplicando o Corolério 4.16, tem-se
a+ela)=a+N(a)=a.

(2) A funcdo e também satisfaz (e.2). Com efeito, seja f : E + ¢{E — E + iE uma funcio tal
que a + f () = «v, para todo o € E + iE. Ent3o, uma vez que as fungdes e e f satisfazem
a propriedade (e.1), aplicando a comutatividade e a associatividade da adicdo em E +iE, a
Proposicdo 4.40 e o Corolario 4.16, tem-se

e(a) + (@) = N(a) + fla) = a+ (-a) +fla) = —a+ a+f(a)
=—a+a=N(a)=c¢(a).
(3) Com vista a demonstracdo da unicidade da funcio e, seja ¢’ : E + i{E — E + {E uma
funcdo que satisfaz as propriedades (e.1) e (e.2). Entdo, para todo a € E + iE, tem-se

e(a)+¢€ (a) =e(a), poisa+é(a)=a, e (a)+e(a)=¢(a), pois a+e(a) = a, logo,
aplicando a propriedade comutativa da adicao, tem-se:

¢(a) =¢(a)+e(a) =e(a) +e(a) =e(a).

Assim, e = ¢/, o que prova a unicidade da funcio e. O

Proposicdo 4.43. Existe uma, e uma sé, funcdo s : E +iE — E + iE tal que, para todo
a € E +1E, tem-se:

(s.1) a+s(a) =e(a),
(5.2) e(s(a)) = e(a).

De facto, s (a) = —a.
Demonstracdo. Seja s : E +iE — E 4 {E a funcdo definida por s(a) = —a, para todo
a € E +E.

(1) A funcdo s satisfaz a (s.1), pois, aplicando a Proposicdo 4.40, tem-se
a+s(a) =a+ (—a)=N(a) =¢(a).
(2) A fungio s satisfaz (s.2), pois, aplicando a Proposicdo 4.40, tem-se
e(3(@)) = e(—a) = N(~a) = N(a) = e (a).

(3) Com vista a demonstracdo da unicidade da func3o s, seja s’ : E 4+ iE — E + {E uma
funcdo que satisfaz as propriedades (s.1) e (s.2). Ent3o, para todo a € E + iE, tem-se
e(s' (o)) =e(s(a)) =e(a), por (s.2), a+s(a) =a+¢ (a) =e(a), por (s.1) e, por (e.1)
tem-se s’ (o) + e (s’ (o)) = ¢’ () e s(a) + e(s(a)) = s(«), logo, aplicando as propriedades
comutativa e associativa da adicdo em E + ¢[E, tem-se

s'(a) =s(a) +e(s'(a)) =5'(a) + e(a) =5'(a) + a + ()

— o+ (a) +5(a) = (@) + 5(a) = e (s (a)) +5 (a)
=s(a)+te(s(a) =s(a).
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Assim, s’ =s, o que prova a unicidade de s. O
Corolario 4.44 (Lei do Corte). Sejam o, 3,y € E +iE. Entao,
a+pf=a+vyee(la)+pf=ec(a)+7.

Demonstracdo. Sejam «, 3,7 € E + iE. Ent3o, aplicando as ProposicGes 4.42 4.43 e a
propriedade associativa da adicdo em E + ¢E, tem-se:

(1) Sea+ B =a+~, entdo (s(a) +a)+ = (s(a) + o)+, logo e (o) + B =e () + 7.

(2) See(a)+ B =e(a)+ entdo (a+e(a)+=(a+e(a))+7, logoa+p=a+r.

Por (1) e (2), tem-sea+f=a+y < e(a)+ L =c(a)+ . O
Proposicao 4.45. Sejam «, 5 € E 4+ iE. Entao,

e(a+p)=e(a) oue(la+pB)=e(p).
Demonstracdo. Sejam «, 5 € E+iE. Ent3o, aplicando os Corolarios 4.16 e 4.10 e a Proposicio
4.42, tem-se

e(a+pB)=N(a+p)=N(a)+N(B),

logo

e(a+8)=N() =e(a) ouelatB)=N(3) =e(8). O

Teorema 4.46. O semigrupo comutativo regular (E + iE,+), associado as funcées e e s,
definidas nas ProposicOes 4.42 e 4.43, é uma assembleia.

Demonstracdo. Pelas Proposicdes 4.42, 4.43 e 4.45, conclui-se que o semigrupo comutativo
regular (E +{E, +) é uma assembleia. O

Sendo (E + ¢E, +), associado as funcdes e e s, uma assembleia, apresenta-se mais propriedades
das funcdes e e s.

Corolario 4.47. Sejam o, 3 € E +iE. Ent3o:

(1) e(e(a)) =e(a);

(2) e(@) +e(a) =c(a);

(3) e(a+B) =e(a)+e(B);

(4) s(s(a)) =a;

(5) s(a+B) =s(a)+s(B);

(6) e(s(@) =s(e(a)) =e(a),
(7) Se a # e (a), entdo a # ¢ (B).
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Demonstracdo. Sejam o« = a +ib+ A+ iA,8 = c+id+ B+ iB € E + iE. Entdo,
pelas ProposicBes 4.42 e 4.43, tem-se e (a) = N («a), e(8) = N (), e(a+ ) = N(a+ 3),
s(0) = —a es(8) = —f.

(1) e(e(a)) =N(N(a)) =N(A+iA)=A+iA=N(a)=c(a).
(2) Aplicando o Corolério 4.10, tem-se e (o) + e (a) = N(a) + N (o) = N (a) = e ().

(3) Aplicando o Corolério 4.16, tem-se

e(a+f) =N(a+f)=N(a)+N(8) =e(a) +e(p).

(4) Aplicando a Proposicdo 4.39, tem-se s (s () = s (—a) = — (—a) = a.

(5) Aplicando a Proposicdo 4.39, tem-se

s(a+f)=—(a+p)=—a+ (=) =s(a)+s().

(6) Aplicando a Proposicdo 4.40 e o Corolario 4.16, tem-se

e(s(a)) =e(-a)=N(-a) = =N(a) =s(N(a)) = s (e(a)) = e ().

Ponto (7). Aplicando a Proposicio 4.3, se a # e (), entdo a ¢ N + N, logo a # e () =
N(8) € N +iN. O

4.3 Propriedades da multiplicacao em E + i[E

Nesta seccdo mostra-se que o conjunto (E + iE) \ (N + iN), conjunto dos niimeros externos
complexos n3o-neutriciais, associado a multiplicacdo, é uma assembleia, em que as unidades
e os inverso individualizados s3o definidos por intermédio de funcGes.

A semelhanca da Seccdo 4.2, os contelidos sdo apresentados em trés subseccGes.

Na Subseccdo 4.3.1 mostra-se que ((E +iE) \ (N +iN),-) é um semigrupo comutativo re-
gular.

Na Subsec¢do 4.3.2 mostra-se que ((E +iE) \ (M +4N),-) é uma assembleia.

Na Subseccdo 4.3.3 apresenta-se outras propriedades dos elementos da assembleia

(E+4E)\ (N +1iN),-).

4.3.1 O semigrupo comutativo regular ((E +iE) \ (N +iN),-)

As demonstracdes das propriedades da multiplicacdo dos niimeros externos complexos n3o-
neutriciais exigem um pouco mais de pericia do que as demonstracdes das propriedades da
adicdo. Neste sentido, antes de apresentar o teorema central desta subseccao — Teorema 4.53,
que estabelece que o conjunto dos nlimeros externos ndo-neutriciais, associado a multiplicac3o,
é um semigrupo comutativo regular — apresenta-se as Proposicoes 4.49, 4.51 e 4.52 que garan-
tem a verificac3o das propriedades do semigrupo comutativo regular ((E +iE) \ (N +iN),-).

A Proposicdo 4.32 motiva a seguinte definicdo.

Definicdo 4.48. Sejaa=a+ib+ A+iA € (E+iE)\ (N +iN). Chama-se inverso de a
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ao niimero externo .
1 1 A+iA a

a atib (atib)? a2+

Proposicdo 4.49. (E +iE) \ (N +iN) é fechado para a multiplicago.

Demonstracdo. Sejam

a=a+ib+A+iA,f=c+id+B+iB e (E+iE)\ (N +iN).

Pelo Corolério 4.28, tem-se |al, |3 ¢ N + iN.
Sejam 1 = |a + ib| e ro = |c + id|.
Aplicando as Proposicoes 4.25, 4.29 e 3.9, tem-se
B = |l [B] = (r1+ A) (o + B) ¢ N, (4.25)

logo, pelo Corolério 4.28, tem-se a3 ¢ N+ iN. Assim, (E + iE) \ (N + iN) é fechado para
a multiplicac3o. O

O lema que se segue trata de dois casos especiais de distributividade e aplica-se na demons-
tracao da propriedade associativa.

Lema 4.50. Sejam z € C, a,B € E+iE, C +iC,D +iD,E +iE € N +iN. Entao,

(1) z(a+ B) = za + 2B.

(2) (C+iC) (D +iD + E +iE) = (C +iC) (D +iD) + (C + iC) (E + iE).

Demonstracdo. Sejam z=e+if € C,a=a+ib+ A+ iA,f=c+id+ B+iB € E +E,
C+iC,D+iD,E+iE € N +iN.

Aplicando as Proposicdes 4.9, 4.11 e 4.12 e as propriedades das operacdes em C e E, tem-se

z(a+B)=(e+if)((a+ib+ A+ iA)+ (c+id+ B +iB))
=(e+if)((a+ib) +(c+id) + A+ B+i(A+ B))
=(e+if)((a+ib)+ (c+id))+ (e+if) (A+B+i(A+ B))
=(e+if) (a+ib)+ (e +if) (c+id) +eA+eB+ fA+ fB+
+i(eA+eB+ fA+ fB)
=(e+if)(a+ib)+(e+if)(c+id) +eA+ fA+i(eA+ fA)+
+eB+ fB+i(eB+ fB)
=(e+if)(a+ib)+ (e+if)(c+id)+ (e+if)(A+iA)+
+(e+if)B+iB
=(e+if)(a+ib+ A+iA)+ (e+if)a(c+id+ B+ iB)
=za + zf.

(
(
(
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(2) Aplicando as Proposicdes 4.9 e 4.12 e as propriedades de operacdes em E, tem-se

(C'+iC) (D +iD + E +iE) = (C +iC) (D + E) + i (D + E))
= C(D+E)+i(C(D+E))
—CD+CE+i(CD+CE)

— CD+iCD + CE +iCE
= (C' +iC) (D +iD) + (C +iC) (E +iE) . 0

Proposicdo 4.51. A multiplicacdo goza da propriedade comutativa e associativa em E + iE.

Demonstracdo da propriedade comutativa. Sejam
a=a+ib+A+iA,B=c+id+ B+iB € E +E.
Pela Proposicdo 4.13, tem-se:

aB = (a+ib+ A+id)(c+id+ B+iB)

=ac—bd+i(ad+bc)+aB+bB + cA+ dA+ AB+ (4.26)
+i(aB+bB+cA+dA+ AB)
fa=(c+id+ B+iB)(a+ib+ A+iA)
=ca—db+i(cb+da)+cA+dA+aB+bB+ AB+ (4.27)
i(cA+dA+aB +bB+ AB)

Sabendo que a multiplicacdo e a adicdo gozam da propriedade comutativa em C e em E,
entdo, pelas férmulas (4.26) e (4.27), conclui-se que a3 = fa. O

Demonstracdo da propriedade associativa. Sejam

a=ay+ib1 + A1 +iA1,8 =as +iby + Ay + 1A, 0 = a3 + ibs + A3 + 1Az € E + E.

Aplicando a Proposicdo 4.17 e o Lema 4.50, e a propriedade comutativa da multiplicacao em
E + ¢E, tem-se

a(B0) = (a1 + iby + A1 + i A1) ((ag + iby + As +iA2) (ag + ibs + Az + iA3))

= (a1 +iby + Ay + A1) ((az + ib2) (a3 + ib3) + (az + ibs) (A3 + iA3) +
+ (a3 +1ib3) (A2 +iA2) + (A2 +iAs) (A3 + 1A43))

= (a1 + ib1) (a2 + ib2) (a3 + ib3) + (a1 + ib1) (a2 + iby) (As + 1 A3) +
+ (a1 +ib1) (ag + ib3) (A2 + iA2) + (a1 +ib1) (A2 + iAg) (A3 +iA3) +
+ (a2 +ib2) (ag + ib3) (A1 + iA1) + (a2 +ib2) (A3 + iA3) (A1 + A1) +
+ (a3 +ib3) (A2 +iAz) (A1 +iA1) + (A1 +iA;) (A2 +iAz) (A3 +iA3)

= ((a1 +ib1) (ag + ib2) + (a1 +ib1) (A2 + iA2) + (ag + ib2) (A1 + @A) +
+ (Ag +i45) (A1 +i41)) (a +ibs) +
+ ((a1 +ib1) (ag + ib2) + (a1 +ib1) (Az +iAs) + (az + ib2) (A1 +iA1) +
+ (A2 +iA3) (A1 +1A1)) (A +iA3)

= (af)é. O

Proposicdo 4.52. Todo o elemento de (E + iE) \ (N +iN') é regular.
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Demonstracdo. Seja o € (E +iE) \ (N +iN).

Aplicando a propriedade comutativa da multiplicacido em E + iE e a Proposicdo 4.32, tem-se

égé/\ﬂ—z‘/\/e
aéa: (ai)a: (1+Néa))oz:a(1+Néa)> = q,

assim, todo o a € (E+iE) \ (N +iN) é regular. O

Teorema 4.53. ((E +E)\ (N +iN),-) é um semigrupo comutativo regular.

Demonstracdo. (E+iE) \ (N +iN) é fechado para a multiplicac3o, pela Proposicdo 4.49.
Também, pela Proposicdo 4.51, a multiplicacio goza da propriedade comutativa e associa-
tiva em (E+E) \ (N +iN), pois (E +iE) \ (N +iN) C E +iE, e, pela Proposicdo 4.52,
todo elemento de (E +iE) \ (M +iN) é regular. Assim, de acordo com a Definicdo 2.3,
((E +4E) \ (N +4N),-) é um semigrupo comutativo regular. O

4.3.2 A assembleia ((E +E)\ (N +iN),")

Mostra-se que o semigrupo comutativo regular ((E +4E)\ (M +iN),-) é uma assembleia.
Para isso, tem que se o provar os estipulados em (3), (4) e (5) da Definicdo 2.4. Neste
sentido, em primeira m3o, demonstra-se as ProposicGes 4.54, 4.55 e 4.58, que verificam as
condicdes estipuladas nos trés pontos apresentados anteriormente, para depois apresentar o
Teorema 4.59, que garante que ((E +iE) \ (N +iN),-) é uma assembleia.

Proposicao 4.54. Existe uma, e uma sé, funcio
u: (E+E)\ (N +iN) — (E+E)\ (N +iN)

tal que:

(u.1) a-u(a)=a, para todo a € (E +iE) \ (N +iN),

(u2) Sev: (E+iE)\(N +iN) — (E+iE)\ (N +iN) é uma funcio que verifica a-v () =
a, para todo o € (E +4E) \ (N +iN), entdou(a) - v(a) =u (o).

N(oz)'

«

De facto, u () = g
«

Demonstracdo. Seja u: (E +iE) \ (N +iN) — (E+E) \ (N +4N) a fungdo definida por

para todo « € (E +iE) \ (N +iN).

(1) A funcdo u satisfaz (u.1), pois aplicando as propriedades de operacdes em E + iE e a
Proposicao 4.32, tem-se

u(a)a:(l—l-w)a:a(l—l-N(a)):a

« «
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(2) A funcido u satisfaz (u.2). Com efeito, seja v uma funcdo que verifica (u.2). Entdo, para
todo a € (E+E) \ (N +iN), tem-se av («) = a. Assim, aplicando as propriedades das
operacoes em E + ¢[E, tem-se

(3) Com vista a demonstracdo da unicidade da funcdo u, seja
v (E+44E) \ (N +iN) = (E+iE)\ (N +iN)

uma funcdo que satisfaz as propriedades (u.1) e (u.2). Entdo, para todo o € (E+iE) \
(N +iN), tem-se v (a)u(a) = u'(a) , pois au(a) = a, e u(a)u' () = u(a), pois
au’ () = . Assim, aplicando a propriedade comutativa da multiplicacdo em E + iE, tem-se

u' (o) =u' (@) u(a) =u(a) v (a) = u(a),
logo u = u’, o que prova a unicidade da func3o u. ]

Proposicao 4.55. Existe uma, e uma sé, funcio
d: (E+44E)\ (N +iN) = (E+iE) \ (N +iN)

tal que:

(d1) a-d(a) =u(w),
(d-2) u(d(a)) =u(a),

1 _
para todo o € (E 4 iE) \ (N + iN). De facto, d (a) = — = ﬁ'
a a

Demonstracdo. Seja d : (E +iE) \ (N +iN) — (E+E) \ (N +iN) a funcdo definida por

e
a2 + b2’

para todo a =a+ib+ A+ iA € (E+iE)\ (N +iN).

d(a) =2 =

(1) A funcio d satisfaz (d.1), pois

ad () =« :g:u(a).

1
«

(2) A funcio d satisfaz a propriedade (d.2), pois aplicando a Proposicdo 4.32, tem-se

u(d(a)):u(;) :u(aQilﬁ) = ﬁ =

o
a2+b2

Qll <l

(3) Com vista a demonstracdo da unicidade da func3o d, seja
d': (E+iE)\ (W +iN) = (E+E) \ (N +iN)

uma funcdo que satisfaz as propriedades (d.1) e (d.2).
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Ent3o, paratodo a € (E + iE)\(N + iN), tem-sed’ (o) u(d’ (o)) =d' (o) ed (@) u(d () =
d (), pois a funcdo u satisfaz (v.1), u(d’ (a)) = u(a) = u(d(a)), pois as funcdes d e d’
satisfazem (d.2) e ad’' (o) = u(«), pois a funcdo d’ satisfaz a propriedade (d.1). Assim,
aplicando a propriedade comutativa e associativa da multiplicacdo, tem-se

d’ (a) a)u (d (o)) = (@) = d'(a) ad (a) = ad’ () d (a)
( )d(a) =u(d(a))d(a) = d(a)u(d(e)) =d(a),
logo d’ = d, o que prova a unicidade da func3o d. O

Corolério 4.56 (Lei do corte). Sejam a, 3,7 € (E +4E) \ (N +N). Entdo,

af=ay<u(a)f=u(a)ry.

Demonstracdo. Sejam «, 3,7 € (E+iE) \ (N +4N). Entdo, aplicando as Proposicdes 4.54
e 4.55 e a propriedade comutativa e associativa da multiplicacdo em (E +iE) \ (N +iN),
tem-se:

(1) Se af = ary, entdo d () aff = d () vy, logo u(ar) B = u () 7.

(2) Se u(a) B =u(a)y, entdo au(a) = au(a)~y, logo aff = ay.

Por (1) e (2), tem-se aff = ay < u(a) f =u (). O
Lema 4.57. Sejam o, 3 € (E+iE) \ (N +iN). Entdo,

af . N(@) N(3)
af a B

Demonstracdo. Sejam o = a+ib+ A+ iA, 8 =c+id+ B+iB € (E+iE)\ (N +iN).
Aplicando o Corolario 4.15 e Proposicdo 4.13, tem-se

af =(a+ib+ A+iA)(c+id+ B+iB)
= (a+1b) (c+id) + (a+1ib) (B +1iB) + (c +id) (A + iA).

Assim, aplicando a Proposicao 4.32, o Corolario 4.23 e o Lema 4.50, tem-se

af . N(apf) N (aB)

of T Tan T b e )

:1+(a+ib)1(c+id)((a+ib)(B+iB)+(c+id)(A+l.A))

:1+A+{A+B+?B:1+M+M' ]
a+ib ~ c+id 5 3

Proposicdo 4.58. Sejam «, 3 € (E+iE) \ (N +iN). Entdo, tem-se

u(a-B)=u(a) ouula-B)=u(B).

Demonstracdo. Sejam a, 8 € (E +4E) \ (M +4N). Entdo, aplicando o Lema 4.57, tem-se

_oBf_ Nl N
u(a'ﬁ)—aﬁ—l-i- 5 + 5
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logo, aplicando o Coroléario 4.10, tem-se

N N

(@) _ (o) ouua-g) =1+ 38 _ys). O
Oé s
Teorema 4.59. O semigrupo comutativo regular ((E +iE) \ (N +iN),-), associado as fun-
¢bes u e d, é uma assembleia.

u(a-p)=1+

Demonstracdo. Pelas Proposicdes 4.54, 4.55 e 4.58, conclui-se que o semigrupo comutativo
regular ((E+¢E) \ (N +iN),-) é uma assembleia. O

4.3.3 Qutras propriedades em ((E +iE) \ (N +iN),-)

A semelhanca do que se passa com a assembleia (E + i[E, +), apresenta-se-se mais propriedades
das funcgdes u e d.

Lema 4.60. Seja v € (E + iE)\(N +iN). Entdo, o = u(«) se, e somente se, « C 1+0+i0.

Demonstracdo. Seja a € (E +iE) \ (N +iN).

(1) Aplicando o Teorema 4.22 e o Corolario 4.23, se & = u («), entdo

N
a:1+ﬂg1+®+i®.
(6%

(2) Se a C 14+ @ +i@, entdo existe um neutriz M C @, tal que o = 1+ M +iM. Aplicando
o Teorema 4.21 e a Proposicao 4.18, tem-se

. 14+ M+iM

=(1+M+iM)(14+M+iM)
=14+M+iM = «.

Assim, por (1) e (2), tem-se & = u(«) se, e somente se, « C 1 + @ + Q. O

Corolario 4.61. Sejam a, 3 € (E +iE) \ (N +iN). Entao,

(1) u(e)u(a) =u(w);

(2) u(u(a)) =u(a),

(3) u(apf) =u(ax)u(p);

(4) d(d(a)) = o,

(5) d(aB) =d(a)d(B);

(6) u(d(a)) =d(u(a)) =nu(e);
(7) Se o #u(a), entdo a # u(B).
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Demonstracdo. Sejam aw = a+ib+ A+iA,B € (E+iE)\ (N +iN). Tendo em conta as
definicGes das funcdes u e d, tem-se:

M:u(cu).

(1) Aplicando a Proposi¢cdo 4.18, tem-se
@)y
o

wwumw=Q+Ng”)Q+Na

(2) Aplicando as Proposicdes 4.21 e 4.18, tem-se
u(a) 1+ N N () N («)
u (u(e) u(a) 14 No ( + o )( + o >
=1+ N(o) =u(w)

~28_2f _(a)
(3) ulas) = 25 = 25 =u(@u(s)

(4) Aplicando a Proposicdo 4.32, tem-se

| —=
~
|
I/
Q
o ~—ro
Il
/N
S
no
+
>
no
~
ol —

(5) Aplicando as Proposicdes 4.33 e 4.32
1 1 — @ B
d = —— = =
(af) af o+ ib]? |c+id\2aﬂ a?+ b2 +d?
= d(a)d ().

(6) Aplicando a Proposicdo 4.32, tem-se
_ 1
a

w(d@) =u(5) =u(555) -

Também, aplicando o Teorema 4.21, tem-se

:d(1+ij‘ ) =d(u(a).

N(5) Cl+0+10.

(7) Se a # u(a), entdo, pelo o Lema 4.60, « € 1+ @ + i@, logo o # u(f), pois, pelo
O

Teorema 4.22 e pelo Corolario 4.23, u(f) =1+ B
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4.4 Distributividade em E + E

A semelhanca do que se passa no conjunto [E, a multiplicacdo n3o é distributiva em relacio a
adicdo em E + iE. Em geral, dados a« = a +ib+ A+ iA, 3,y € E +iE, tem-se

af+ay=a(B+7y)+(A+iA) B+ (A+iA)y,
conforme o Teorema 4.64 apresentado mais abaixo.
Contudo, apresenta-se um critério para caracterizar a distributividade em E + E.
Dos estudos feitos anteriormente neste trabalho, obteve-se alguns casos particulares de distri-

butividade. Recorda-se que:

(1) Pelo Lema 4.50, dados z € C, «, 8 € E 4 iE, tem-se
z(a+ p) =za+ 2p. (4.28)
Também, se o, 3,7 € N +iN, tem-se
a(f+7)=aB+ay. (4.29)
(2) Pela Proposicdo 4.12, dados A +iA,B+iB e N +iN,c+id+ B+iB e E+iEe
a+1ib € C, tem-se

(a +ib) (B +iB) = a(B +iB) +ib (B + iB)
=aB+bB+i(aB+bB).

(a+ib) (c+id+ B+iB) = (a+ib) (c+id) + (a +ib) (B +iB) .

(A+iA) (c+id+ B +iB) = (A+iA) (c+id) + (A+iA) (B +iB).

(3) Pela Proposicdo 4.17, dados « = a +ib+ A+ iA, 3 € E +iE, tem-se

aB = (a+ib) B+ (A +iA)B. (4.30)

A proposicdo que se segue mostra mais um caso particular de distributividade.

Proposicdao 4.62. Sejam «,3,7v € E +iE. Se 8 ou v é uma neutriz complexa, entdo
a(B+7)=aB+ay.

Demonstrac3o. Sejam o = a1+ib1+A1+iAq, B = ag+iby+As+iAs, v = az+ibs3+As+iAs €
E + /E. Sem perda de generalidade, suponha-se que v € N + iN, ou seja, 7 = A3 + iA3.
Ent3o, aplicando a Proposicdo 4.17 e o Lema 4.50, tem-se

a(f+7) = (a1 +iby + A1 +iA7) (a2 + iby + As + 1Ay + A3 +iA3)
= (a1 +ib1) (ag +iba) + (a1 + iby) (A2 + i Ay + A3 + i As) +
+ (ag +1ibo) (A1 +iA71) + (A1 +1iA1) (Ag + 1Ay + Ag + i A3)
= (a1 + ib1) (ag + ibg) + (a1 +iby) (A2 +iA2) + (a1 + ib1) (A3 + iA3) +
+ (ag + b)) (A1 +1A71) + (A1 +iA1) (Ag +iAs) + (A1 +iA1) (As + iA3)
=af + ay. O

O lema que se segue indica um caso particular da sub-distributividade em E + iE.
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Lema 4.63. Sejam o, 8 € E+iE, D +iD € N +iN. Entao,

(D+iD)(a+ B) C (D+iD)a+ (D +1iD)p.

Demonstracdo. Sejam a = a+ib+ A+iA, 8 =c+id+B+iB € E+iE, D+iD € N +iN.
Aplicando a Proposicdo 4.12 e as propriedades de operacoes em E, tem-se:

(D+iD)(a+B)=(D+iD)(a+c+i(b+d)+ A+ B+i(A+ B))
=(D+iD)(a+c+i(b+d)+(D+iD)(A+B+i(A+ B))
=(a+c¢c)D+(b+d)D+D(A+B)+
+i((a+c)D+(b+d)D+D(A+ B))

CaD+cD+bD+dD + DA+ DB+
+i(aD+¢D+bD+dD + DA+ DB)

=aD +bD + AD +i(aD +bD + AD) +
+¢D+dD+ BD +i(cD +dD + BD)

=(D+iD)a+ (D +1iD)p. O

O teorema que se segue é analogo ao Teorema 3.34 e indica, no caso dos nimeros externos
complexos, os termos de correcdo a acrescentar a formula de distributividade.

Teorema 4.64. Sejama=a+ib+ A+ iA, 3,y € E+iE. Entao,

af+ay=a(B+7)+(A+iA)S+ (A+iA)~y.

Demonstracdo. Sejam o« = a +ib+ A+ iA, [,y € E +iE.

Aplicando a Proposicdo 4.17 e os Lemas 4.63 e 4.50, tem-se

aB+7)+(A+iA) B+ (A+iAd)y =
=(a+ib) (B+7) + (A+iA) (B+7)+ (A+iAd) B+ (A+iAd)y
=(a+ib) B+ (a+ib)y+ (A+iA)B+ (A+iA)y
=af + ay. O

Tendo em vista os critérios para a distributividade em E +i[E, apresenta-se de seguida algumas
notacgoes.

Nota 4.65. Sejam §,e € E. Diz-se que § é absolutamente mais preciso do que n se N(J) C
N(e), e escreve-se
0 Ce.

Nota 4.66. Sejam d,c,n € E.

1. Diz-se que 0 é (relativamente) mais preciso do que £, se § é (relativamente) mais
preciso do que ¢ ou § € (relativamente) mais preciso do que 1), e escreve-se

d < (g,m).
2. Se e,n sdo opostos com respeito com respeito a N(§) escreve-se

g,n L N(6).
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E se £,m ndo s3o opostos a N(J) escreve-se

(€,1) L N(3).

Apresenta-se agora os critérios para a distributividade, conforme o que se segue.
Teorema 4.67. Sejam «, 3,y € E +iE. Entdo

a(f+7)=ab +ay (4.31)

se, e somente se, uma das condicOes seguintes é satisfeita.

(1) (Re( );Re(7)) £ N(Re(a)) VRe(a) < (Re(f), Re(y)) e Im(e)Im(8) +TIm(a)Im(y) T
Re(@)Re(f) + Re(a)Re(y).
L

() (Im( ), Tm(7))
Im(a)Im(f) +

N(Im(a)) VIm(e) < (Im(3), Im(7)) e Re(a)Re(5) + Re(a)Re(y) C
m(a)Im(y).

(3) (Re(f),Re(y)) £ N(Re(a)) e (Im(53), Tm(v)) £ N(Im(a)).
(4) (Re(B), Re(y)) £ N(Re()) e Im(a) < (Im(3), Im(7)).
(5) Re(a) < (Re(S), Re()) e (Im(p3), Im()) £ N(Im(a)) .
(6) Re(@) < (Re(B), Re(v)) e Im(a) < (Im(5), Im(7)).

—

Demonstrac3o. Sejam a=a1+ A1 +1 (bl + Al), B =as+ Ao +1i (CLQ + bg), v =as+ Az +
i (bs + As) ndmeros externos complexos.

Aplicando as propriedades das operacdes em [E+[E e os casos de distributividade ja mostrados,
tem-se:
a(B+7) = (Re(a) +ilm (o)) (Re (8) + Re (7) + i (Im (8) 4+ Im (7))
= Re(a)(Re(f) + Re(y)) — Im(a)(Im(53) + Im(7))+ (4.32)
+ i[Im(c)(Re() + Re(7)) + Re(a)(Im(B) + Im(7))],

aff + ay =Re(a)Re(B) + Re(a)Re(7) — (Im(e)Im(5) + Im(a)Im(7))+

+ i[Im(a)Re(5) + Im(a)Re(y) + (Re(a)Im(3) + Re(a)Im(7))]. (4.33)
Pela Proposicdo 4.7, tem-se o (5 + ) = aff + oy se, e somente se,
Re(a(f+7)) =Re(af+ay) AIm(a(B+7)) =Im(af + av) . (4.34)

Como a(B+7),af + ay € E +iE, entio N(Re(a(8+7))) = N(Im(a(8+7))) e
N (Re(af + av)) = N(Im (af + a7)). Observe-se que a (5 + ) e af + a7y tém repre-
sentantes iguais, o nimero complexo

a1 (ag 4+ az) — by (ba + b3) + i (a1 (ba + b3) + b1 (a2 + as)) .
Assim, a (B +7v) = af + ay se, e somente se,

N(Re(a(f +7))) = N(Re (af + ay)). (4.35)
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Escreve-se
Ry =N(Re(a(8 + 7)),
Ry =N(Re(af + av)),
S =N(Re(a)(Re(8) + Re(7)),
T —N(Im(a) (Em(8) + (7)), (430
U =N(Re(a)Re(5) + Re(a)Re(7)),
V =N(Im(o)Im(B) + Im(c)Im(7)).
Observe-se que
SCu, (4.37)
TCV, (4.38)
a(f+v) =af+ay < R = Ra, (4.39)
Ri=S+T, (4.40)
Ry =U+V. (4.41)
Tem-se
af+vy)=af+ay= S+T=U+V. (4.42)
Nota-se que

Ri = Re(a) (A2 + A3) + Im (@) (A2 + 43) + (Re (8) + Re (7)) A1 + (Im (8) +Im (7)) A1
€

Ry = Re () (A2 + A3) + Im (a) (A2 + 43) + Re (8) A1 + Re (v) A1 + Im (8) Ay + Tm () Ay,

(A) Mostra-se que a disjun¢do das condi¢bes (1), (2), (3), (4), (5) e (6) é condigdo suficiente
para a (B +7) = aff +ay

(A.1) Se Im(a)Im(B) +Im(a)Im(vy) C Re(a)Re(5) + Re(a)Re(y), entdo (4.39) implica que
(4.31) é equivalente a S = U. Ora, S = U < Re(a)(Re(B) + Re(y)) = Re(a)Re(B) +
Re(a)Re(y), entdo pelo Teorema 3.44

S =U & (Re(8), Re(+)) £ N(Re(a)) V Re(a) < (Re(8),Re(7)).  (443)

(A.2) A demonstracdo é anéloga a demonstracdo em (A.1), e obtém-se

T=V & (Im(8),Im(y)) £ N(Im(a)) VIm(a) < (Im(8), Im(y)).  (4.44)

(A.3) Se Re(B) e Re(v), Im(B) e Im( ) ndo sdo opostos em relacdo a A, entdo, pelo
Teorema 3.41, tem-se (Re (8) + Re (7)) A1 = Re (B) A1+Re (7) A1 e (Im (B) + Im (7)) Ay =
Im () A1 +Im (y) A; logo, R = R».

(A.4) Se (Re(B),Re(7)) £ N(Re(a)) e Im(a) = (Im(B),Im(y)), considera-se os seguintes

(a) Se Im («) ,Im (B),Im (y) € N, entdo by € Ay, logo by (Ag + A3) C Ay (Ay+ A3), e
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by € Ag, b3 € Az, logo bo A1 + bsAy C A1Ay + A1A3 = Ay (A2 + Ag) Assim, tem-se

Ry = Re () (Az + As) + (Re (8) + Re (7)) 4,
= Re () (A2 + A3) + Re (8) Ay + Re (7) A1

(b) Se Im (a) ,Im (ﬁ) S ./\/,IIH (’)/) §é N, tem-se by (A2 +A3) ,boA1 C Ay (A2 —|—A3) e
(ba +b3) A1 C (Ag + b3) A1 = A Ay + b3 Ay, logo

Ry =Re(a)(As + As) + (Re(B8) + Re (7)) A1 + Im (v) 44
= Re(a) (As + A3) + Re (B) A1 + Re (7) A1 + Im () A;.

(c) Se Im (a),Im (y) € N e Im(B) ¢ N, de modo anélogo, tem-se by (As + As),bsA; C
Ap (Aa+ As) e (ba +b3) Ap C (ba + A3) Ap = ba Ay + A1 A3, logo

Ry = Re(a) (Az + A3) + (Re (B) + Re (7)) A1 + Im (B) 44
= Re (a) (Ay + A3) + Re (8) A1 + Re (7) A1 +Im (8) A;.

(d) Selm () ¢ N,Im (B),Im (v) € N, tem-se |[b1]| > A1, logo Ay (Ag + As) C by (Az + A3).
Também, by A1 + b3 A1 C Ay (A + As).

Assim, tem-se
Ry =Re(a) (A + A3) + (Re (8) + Re (7)) A1

= Re (Oé) (AQ + Ag) + Re (ﬁ) A; + Re (’7) Ay,

A A
(e) Se Im () ,Im (B) ¢ N,Im (v) € N, tem-se b—l - b—z logo b Ay C by As.
1 2
Assim, by A1, b3A1, Aq (A2 + Ag) Ch (AQ + Ag), logo

Ry =Re(a)(As + A3) +Im (o) (Az + A3) + (Re (B) + Re (7)) Ay
= Re (Oé) (AQ + Ag) + Im (a) (A2 + Ag) + Re (B) A; + Re (’7) Aq.

(f) Selm («),Im (y) ¢ N,Im (3) € N, de modo anélogo, tem-se bo A1, b3 A1, Ay (Ag + As) C
b1 (A2 + As), logo

R; = Re(a) (A2 + A3) + Im (a) (A2 + A3) + (Re (8) + Re (7)) A1
= Re(a) (A2 + A3) + Im (a) (A2 + A3) + Re (8) A1 + Re () A;.
A Ay A A
(g) Se Im (), Im (B),Im (y) ¢ N, tem-se <bl - b—Q \Y% b—l - 193) logo by A1 C b1 As Vv
1 2 1 3
bsAy C b1 Aj3.
Uma vez que Re(f) e Re(y) ndo sdo opostos em relacdo a A; entdo, se Im (5) e Im ()
também n3o sdo opostos em relacio a A;, obtém-se o caso (A.3). Entd3o, sem perda
de generalidade, suponha-se que Im () e Im(y) sdo opostos em relacdo a A;. Logo,
Im (y) /Im(B) = =1+ €, com e € @, assim Im () = Im () (—1 + €) e, por conseguinte,

tem-se
Im(y) A1 =Im (8) (=1 +¢€) Ay = Im (5) A;.

Assim, com Im (7) A1 =Im (8) A1 eIm () A1 C Im(a) A3 VIm () A; C Im («) A3, tem-se
Im (8) A1 +Im (7) A1 = Im (8) A1 C Im (o) (A2 + A3). Segue-se que

Ry =Re(a) (Az+ A3) + Im (a) (A2 + A3) + (Re (B) + Re (7)) A1
= Re (o) (A2 + A3) + Im (a) (A2 + A3) + Re (5) A1 + Re (v) A1 = Ro.
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(A.5) Analogamente ao caso (A.4), se Re(a) < (Re(),Re(v)) e Im(B),Im(v)) £ N(Im(«v)),
tem-se os seguintes casos:

(a) Se Re(a),Re(B),Re(v) € N, entdo

Ry =1Im (@) (A2 + A3) + (Im (8) + Im (7)) A
=Im (Od) (A2 + Ag) + Im (ﬂ) A; +1Im (’7) A1 = Rs.

(b) Se Re(a),Re(8) € N e Re(y) ¢ N, entdo

Ry =Im(a) (A2 + A3) + (Im (8) + Im (7)) A1 + Re (v) Ay
=Im (a) (AQ + Ag) + Im (ﬂ) Ay + Im (’}/) A1+ Re (’y) Al = Ro.

(c) Se Re(«),Re(y) € N eRe(B) ¢ N, entdo

Ry =1Im () (A2 + A3) + (Im (8) + Im (7)) A1 + Re (8) 4
=Im (a) (A2 + Ag) + Im (B) A +1Im (’7) A1+ Re (5) Al = Rs.

(d) Se Re(a) ¢ N, para quaisquer Re (8),Re (7) € E, tem-se

Ry =Re(a) (Az + A3) +Im (a) (A2 + A3) + (Im (5) + Im (7)) A1
= Re (a) (AQ + Ag) + Im (Oz) (AQ + Ag) + Im (ﬁ) A; +1Im (")/) Al = Rs.

(A.6) Suponha-se que Re(a) < (Re(B),Re(7)) e Im(ar) < (Im(B), Im(7y)).

Re («) é mais preciso do que Re () ou Re(vy) e Im (a) é mais preciso do que Im (5) ou
Im (7).

Nota-se que, pela Proposicdo 4.62, se 3 ou -y € um neutriz complexo, entdo ha distributividade.

Para além disso, tendo em considera¢do os casos (A.3), (A.4) e (A.5) pode-se, supor que
Re (B),Re(v) e Im () ,Im () sdo opostos em relacdo a Ay, logo Re (), Re(y), Im(5) e
Im () sdo n3o-neutriciais € Re (5) N = Re(y) N, Im(8) N = Im () N para todo neutriz
N. Isto implica que Re (a) e Im () sejam também n&o-neutriciais, pois, por hipétese, Re («)
é mais preciso do que Re () ou Re () e Im («) é mais preciso do que Im (3) ou Im (7).

Assim, considera-se Re () ,Re (8),Re (7) ,Im () ,Im (8) ,Im (v) ¢ N. Entéo

(f‘hcf%vf‘llcf“?»>/\<fllcf42vfhcfl3)7
o by — by by — b3

ay az ap ~ ag
equivalente a,

(a2A1 CajAs VaszA; C a1A3) AN (b2A1 C b1As Vb3A C blAg) (4.45)
Como, por suposicdo, Re (), Re(y) e Im(8), Im () sdo opostos em relagdo a A;, entdo
existem €1, €2 € @ tais que Re(y) = Re(B) (-1 +¢€1) e Im(y) = Im(8) (—1 + €2). Assim,

Im (8) Ay = Im (y) A1 e Re(B) A1 = Re () A; e, conjugando com os resultados em (4.45),
tem-se:

(Re(B) + Re(y)) A1 C Re(B) A1 + Re(y) A1 = Re(B) A1 C a1 (Az + As)

(Im (B8) +Im (7)) Ay C Im (8) Ay +Im (y) A1 = Im (3) A1 C by (A2 + A3),
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|Og0 Re (ﬁ) A1 + Re (’7) Al +Im (B) A1 +Im (’)/) A1 C Re (Oé) (A2 + Ag) +1Im (a) (A2 + Ag)
Assim,
Ri =Re (Oé) (AQ + Ag) + Im (a) (A2 + Ag) = Ro.

(B) Mostra-se que a disjuncdo das condicdes (1), (2), (3), (4), (5) e (6) é condicdo necesséria
para a (B + ) = af + a.

Segue-se de (4.42) que
S+T=U+V. (4.46)

Ora, (4.46) contradiz S C U AT C V. Ent3o, tem-se os seguintes casos

S=UATCYV, (4.47)
SCUAT =V, (4.48)
S=UAT=V. (4.49)

No caso (4.47), segue de (4.43) que Im(a))Im(5) +Im(a)Im(y) C Re(a)Re(B) +Re(a)Re(7)
e (Re(f),Re(7)) £ N(Re(a)) VRe(a) < (Re(),Re(7y)). Assim, este caso implica a condicdo

(1).
De modo anélogo o caso (4.48) implica a condigdo (2).

Finalmente, suponha-se que se verifica (4.49). Ent3o, tem-se S = U e T' = V. Deduz-se de
(4.43) e (4.44) que

[(Re(B), Re(7)) £ N(Re(a)) V Re(a) < (Re(8), Re(7))]A (4.50)
[(Im(5), Im()) £ N(Im(e)) V Im(e) < (Tm(3), Im(7))]- (4.51)

Segue da distributividade da disjuncdo em relacdo a conjuncdo que (4.50) é equivalente a

Assim, conclui-se que o caso (4.49) implica pelo menos uma das condicdes (3), (4), (5) ou
(6). O

4.5 O soélido nao-ordenado (E + iE, +,-)

Nesta seccdo mostra-se que a estrutura (E + iE, +,-) é um sélido ndo-ordenado, ou seja, ela
satisfaz todos os axiomas algébricos, exceto os Axiomas de ordem.

Dado que, pelos Teoremas 4.46 e 459 , (E +iE,+) e (E+4E) \ (N +iN),-) sdo assem-
bleias, entdo os Axiomas para a adicdo e os Axiomas para a multiplicacdo sdo satisfeitos em
(E +3E, +,-).

A proposicdo, que se segue, mostra que (E +iE, +, -) satisfaz os Axiomas que relacionam a
adicdo e a multiplicacdo. Ent3o, pela Definicdo 2.6, (E + iE, +,-) é uma associac3o.

Proposicao 4.68. As funcées e, s, u e d gozam das seguintes propriedades, para quaisquer
a, B8 € E+1E:
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(1) Existe um v € E +E tal que e (a) B = e (v);

(2) e(aB) = e (a) + ae(B);

(3) Se a #e(a), entdo e (u(a)) =e(a)d(a);

(4) Para todo~y € E + iE, tem-se af + ay=a(f+7) +e(a)B+e(a)y,
(5) s(ap) =s(a)f = as (),

(6) af =e(af) & a=e(a)Vi=e(p).

Demonstracdo. Sejam o = a1 +iby + A1 +iA1, 8 = ag +iby + As + 1Ay € E + {E. Entdo,

(1) Aplicando as Proposicdes 4.12 e 4.9, tem-se

e(a) B = (A1 +iA1) (az + iby + Ay +iAy)
= (A1 + A1) (ag + iby) + (A1 +iA1) (A2 +iAs)
= agA1 + bo A1 +i(agA; + b2 A1) + A1 As + 1 (A1 Ag)
=a9A1 +boA1 + A1 Ay + i (CLQAl + bo Ay + AlAQ) .

Tomando A = ag Ay 4+ bo A1 + A1 Ao, dados a,b € R, tem-se v = a + ib+ A + iA.

(2) Aplicando a Proposicdo 4.13, tem-se

af = (a1 + ibl) (ag + ibg) + (a1 +iby1) (A2 + iAQ) + (ag + ibg) (A1 +iA)+
+ (A1 + ZAl) (A2 + ZAQ) s

Assim, aplicando a propriedade comutativa e associativa da adicdo, a Proposicao 4.12 e o
Corolério 4.10, tem-se

e(aB) = (a1 +ib1) (A2 + iA2) + (ag + ibo) (A1 + iA1) + (A1 + iA;) (A2 + 1 Ay)
= (a1 +1ib1) (A2 +iA2) + (a2 +ib2) (A1 + A1) + (A1 +141) (A2 +iA2) +
+ (A1 +1iA7) (Ag + iA9)
= (ag +ibz) (A1 + A1) + (A +iAr) (A2 +1iA2) +
+ (a1 +1iby) (A2 +iAs) + (A1 + A1) (A2 + i42)
= (ag +iby + A2 +iA2) (A1 +iA1) + (a1 +iby + A1 +iA;1) (A2 +iA3)
= fe (o) + ae(B).

(3) Se a # e(a) =N («), entdo, pela Proposicio 4.3, tem-se a ¢ N 4 iN. Logo

1
a !
(4) Seja vy € E+iE. Entdo, pelo Teorema 4.64, tem-se

af+ay=(B+v)a+ (A +iA1) B+ (A +iA1)y
=B+v)ate(a)B+e(a)ry.

(5) Aplicando a Proposicdo 4.13, tem-se
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aff = (a1 +iby + A1 +i41) (a2 + ibs + Ag + i A2)
= (a1 + ibl) (CLQ + ibg) + (al + ibl) (AQ + iAg) + (CLQ + ibg) (Al + iAl) +
+ (A1 + iAl) (Ag + iAQ) .

Logo,

s(af) = — (a1 +iby) (az + ibs) + (a1 +iby) (As +iAs) + (az + iby) (A1 + A1) +
+(Ay + A7) (Ag +iAy)
= (= (a1 +iby) + A1 +iA1) (az + iby + Ag +iAy)
= — (a1 + b1 Ay + A7) (ag + iby + As + iA)
=s(a)p,

e, analogamente,

s(af) = — (a1 + iby) (ag + ib2) + (a1 + ib1) (A2 +iA2) + (ag + ib2) (A1 + 1 A1) +
+ (A1 + A1) (A +iAs)
= (a1 + by + A1 + 1 A1) (— (ag + ib2) + A2 + iA2)
= (a1 +iby + Ay +iAy) (= (a2 +iby + Az +iA2))
=as(B).

Assim, s (af) =s(«a) 8 = as(B).

(6) Se a # e(a) = N(a) e 8 # e(S) = N(fB), entdo, pela Proposicdo 4.3, tem-se «, 5 ¢
N +iN. Assim, pela Proposicio 4.49, tem-se a8 ¢ N + i, logo, pela Proposicdo 4.3,
tem-se a8 # N (aff) = e (af). Entdo,

af=e(af)=a=e(a)VpB=e(f). (4.52)

Por outro lado, se &« = e(a) = N(a) ou = e(f8) = N(), entdo, pela Proposicdo 4.12,
tem-se a8 € N + iN, assim, aplicando a Proposicio 4.3, tem-se a8 = N (aff) = e(af).
Entéo,

a=e(a)Vp=e(f)=af=e(af). (4.53)

Por (4.52) e (4.53), tem-se af = e (af) & a=e(a)V B =e(S). O
A proposicdo, que se segue, mostra que a associacdo (E +iE, +,-) satisfaz os Axiomas de
existéncia.

Proposicao 4.69. A associacdo (E + i, +, ) satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Existe um m € E +iE tal que, para todo o € E 4 iE, tem-se m + a = «;

(2) Existe um u € E + i tal que, para todo o € E + i, tem-se ua = «;

(3) Existe um M € E +iE tal que, para todo o € E + iR, tem-se e (o) + M = M;

(4) Existe um o € E 4+ (E tal que, e (o) #m ee(a) # M;

(5) Para todo o € E + iE, existe um z € E +iE de modo que a = z + e () ee(z) =0,

(6) Para quaisquer o, 3 € N +iN, a C 3, existe um v € E+iE, v # e(y), tal que
at+vyFael+y=0.



4.5. O SOLIDO NAO-ORDENADO (E + IE, +,-) 73
Demonstracdo. Sejam m = {0} +i{0},u =1+ {0} +i{0},M = R+ iR € E +iE. Seja
a=a+ib+ A+iA € E+E arbitrario. Entdo,
(1) Aplicando a Proposi¢cdo 4.11, tem-se

m+a= ({0} +:{0})+ (a+ib+ A+iA)

=a+ib+A+{0}+i(A+{0})=a+ib+A+id=aq.
(2) Aplicando a Proposicdo 4.13, tem-se
ua = (1+{0} +i{0}) (a+ib+ A+iA)
=a+ib+A+iA+ (a+ib) ({0} +:{0}) + ({0} +i{0}) (A+iA)

=a+ib+A+iA+a{0}+b{0} +A{0} +i(a{0} +b{0} + A{0})
=a+ {0} +i{0} = a.

(3) Uma vez que A C R, para M =R + iR, aplicando o Coroléario 4.10, tem-se

e(a) + M =(A+iA)+ (R+iR) =R+ iR =M.

(4) Sejaa=0 +i0 € E+iE. Entdo e(a) = @ + i@, logo e (o) # m e e () # M.

(5) Seja a € E + iE. Ent3o, pela Definicio 4.1, existem a,b € R, A € N tais que o =
a+ib+ A+iA. Logoa=z+e(a), comz=a+ibee(z) =e(a+ib) ={0}+i{0} =0.
(6) Sejam o, € N+iN, a+ 3 # ae a+f = 3. Entdo, aplicando o Corolario 4.10, tem-se
a C (3, logo existe be C, talquebe e b ¢ a.

Sejay =0b. Entdo, v #e(y), poisy€eCevy#0. Comoy ¢ a,y€ [, temsea+v#ae
B+ry=5 -

No contexto dos niimeros externos reais, da-se realce ao estudo dos neutrizes idempotentes.
Recorda-se que, pelo Teorema 3.24, todo neutriz N é produto de um nimero real ndo nulo
p e um neutriz idempotente I. Também, ideais maximais, de um neutriz idempotente, sdo
idempotentes. Pode-se ver no Capitulo 5 que neutrizes idempotentes permitem a simplificacdo
de equacGes. Através do estudo que seguidamente se apresenta, constata-se que neutrizes
idempotentes em E + i[E tém propriedades semelhantes as que se verificam em E.

Definicdo 4.70. Seja I+il € N+iN. Diz-se que I+il é idempotente se (I +il) (I 4 il) =
I+l

Proposicao 4.71. Seja I +iI € N +iN. Entdo I + il é idempotente se, e somente se, I é
idempotente.

Demonstracdo. (1) Suponha-se que I é idempotente, ou seja, II = I. Ent3o, aplicando a
Proposicao 4.12, tem-se

(I+il)(I+dl)=I1+i(II)=1+1l,
logo I + i1 é idempotente.
(2) Suponha-se que I + iI é idempotente. Entdo
(I+il)(I+dl)=11+4i(II)=1+1I,

logo II = I, ou seja, I é idempotente. O
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Exemplo 4.72. © +iQ® e £ 4+ i£ sdo idempotentes.

Definicao 4.73. Seja I 4+ il um neutriz idempotente tal que 1 € I +iI. Um neutriz J +1iJ é
um ideal de I +iI se (I +il)(J+iJ) C J+iJ. Um ideal M +iM C I+ il diz-se maximal
se, para todo ideal J +1iJ tal que M +iM C J+1iJ C I+, tem-se J+iJ =M +iM ou
J+iJ =1+l

Exemplo 4.74. © +iQ € o ideal maximal de £ + i £.
Proposicdo 4.75. Sejam uma neutriz idempotente I + il tal que 1 € [ +il, e M +iM o
seu ideal maximal. Entdo, (I +iI) (M +iM)= M + iM.

Demonstracdo. Uma vez que 1 € I + il, entdo, aplicando a Proposicdo 4.12 e o Corolério
4.10, tem-se

(I+il) (M +iM) = (1+ I +il) (M +iM) = M +iM + (I +il) (M +iM),

logo M + iM C (I +iI)(M +iM). Por outro lado, como M + iM é o ideal maximal de
I+il, entdo (I +il) (M +iM) C M +iM. Assim, tem-se

(I +4l)(M+iM) =M +iM. O
Proposicdo 4.76. Para toda neutriz A+ iA, existem z € C e um neutriz idempotente ~y tais

que o = 2.

Demonstracdo. Seja A+iA € N +iN. Pelo Teorema 3.24, existem um niimero real p e um,
e um s, neutriz idempotente [ tais que A = pI. Sejay =1+ il e z = p. Pela Proposicdo
4.71, tem-se que v é idempotente. Também, aplicando a Proposicao 4.12, tem-se

z2y=pU +il)=pl +i(pl) = A+iA=q. O
Para concluir esta seccdo, nota-se que os Teoremas 4.46 e 4.59 e as Proposicoes 4.69 e 4.68
implicam o seguinte teorema.

Teorema 4.77. A estrutura (E + iE, +,-) é um sélido ndo-ordenado.



Equacoes polinomiais em K

Neste capitulo estuda-se as inclusées polinomiais da forma

em que os coeficientes de P s3o nlimeros externos, N é uma neutriz e deg (P) = m, onde m
é um ndmero natural standard.

No caso de P ter s coeficientes reais, identifica-se P(z) € N com {P(z)} C N.
Definicdo 5.1. O (conjunto)-solucdo da equacdo em (5.1) é
S={zxe€eR:P(x) CN}.
Em muitos casos, essas inclusdes sdo equacdes, ou seja, P(S) = N. Pode-se ver, mais abaixo,
que isto se verifica quando os coeficientes dos polindmios s3o niimeros reais.

De facto as inclusGes polinomiais sdo transformadas num sistema com inclusdes neutriciais e
uma inclusdo polinomial, em que os coeficientes do polindmio sdo niimeros reias.

Mostra-se que as solucdes, quando existirem, s3o nlimeros externos.

75
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Pode acontecer que a equacdo (5.1) tenha 1 < n < m raizes, p1,p2,...,pn. Neste caso,
estuda-se a relacdo que existe entre as fatorizacGes

()= (x—p1) (&= p2)- - (& — pu) (5.2)
F,(z)=(x—m)(x—r9) - (x—1yn), (5.3)
emquer; €p;,t=12....n.

Assim, neste capitulo os contelidos s3o apresentados em duas seccdes: na Seccdo 5.1 apresenta-
se o estudo das raizes da equacdo (5.1) e na Seccdo 5.2 estuda-se a relacdo entre as fatorizacdes
(5.2) e (5.3).

5.1 Determinacao das raizes da equacao polinomial em E

Sejam um ndmero standard m € N, os nimeros externos ag = ag + Ag, a1 = a1 + A1, ...,
O, = G + Ay € E e uma neutriz N # {0}. Estuda-se a equacdo

Comecga-se por transformar a equacdo (5.4) num sistema de equagdes formado por uma equa-
c3o, em que o primeiro membro é um polinémio, com coeficientes reais e cujo termo dominante
tem coeficiente igual a 1, e o segundo membro igual a uma neutriz idempotente I (11 = I),
e um conjunto de equac¢des neutriciais.

Para comecar, como N é um grupo, paraac=a+ A € E e k € N, a inclusdo

(a+ A" C N
reduz-se ao sistema
azk € N
Azk C N.
Exemplo 5.2. Sejae ~ 0, ¢ # 0.
—-2¢c
(1) A equacdo (1+ecL)x—2 C © reduz-se ao sistema {x£ . @® . Por inspecdo, pode-se
efx C

ver que x = 2 4+ © € solucdo desta equacdo, uma vez que e £(2 + @) C @.

r—2¢cef
(2) A equacdo (14 @)x —2 C £ reduz-se ao sistema . Por inspecio,
Qx Celf
x = 2+¢e£ é candidato a solucdo. Contudo, a equacdo ndo tem solucdo pois @(2+cy) =

© ¢ ek, paratodoy € £.

Pelo Teorema 3.24, existe um neutriz idempotente I e um nimero real p # 0 tais que N = pl.

Supondo que P tem termos com coeficientes ndo-neutriciais, seja n < m o indice maximal
para o qual «,, é ndo-neutricial. Assim, a menos de uma mudanca de variavel, pode-se assumir
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que a, = 1 e estudar o seguinte sistema

Rx)=a2"4+a, 12" '+ +aw+ag €1
Apx™ C T

Alng
AgC 1.

De facto, a mudanca de variavel referida acima é da forma y = ,n/“?”:r. O polinémio R em

(5.5) denomina-se por polinémio representante reduzido de P.

Ao longo deste capitulo, I refere-se ao neutriz idempotente tal que N = pl e R representa o
polinémio representante reduzido de P.

Se todos os coeficientes de (5.4) sdo neutriciais, entdo em (5.5) s6 restam equag¢des neutriciais.
A condicdo necesséria para a existéncia de solucdes é Ay C I.

1
As equacdes neutriciais sdo resolvidas pelos neutrizes I : Ay, ..., I : (Ay)™.

Definicdo 5.3. Seja o sistema (5.5). Entdo, o seu conjunto-viabilidade F € definido por

,/T:(I:Al)ﬂ---ﬁ(I:(Am)l/m)- (5.6)

Note-se que F é uma neutriz. Pois, pela Proposicdo 3.14, a divisao de duas neutrizes é uma
neutriz e, uma vez que as neutrizes estdo ordenadas pela relacdo de inclusdo, pela Inducao
Externa, a intersecdo de um ndmero standard de neutrizes é a menor de todas, ou seja, uma
neutriz.

De agora em diante, assume-se que Ag C I e que o sistema é ndo-singular, isto é, que n > 1.
Entdo o sistema em (5.5) é equivalente a

{R(x) =a2"+ap 12" '+ Faxta el (57)
xeF
O polinémio R em (5.7) pode ser escrito na forma

R(@)=(z—m)(z=n) ((z—s)?+c1) - (@@= sm)?+em), (5.8)

onde r1,...,71,81y+++,8m,Cly---yCm ER, c1, -+ ,cm > 0.

Definicao 5.4. Um ndmero real v diz-se I-préximo-de-raiz de R se R(r) € 1. A multiplicidade
de um I-préximo-de-raiz r é a soma dos graus de todos os fatores de

R(r)=(r=r)--(r=m) ((r=s0)?+ 1) ((r = sm)* + cm) (5.9)

que pertencem a I.

Note-se que c; € I é condicdo necessaria para contagem da multiplicidade do I-préximo-de-raiz
7 no fator (1 — s;)% + ¢;.
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Toda a raiz r; de R é um seu I-préximo-de-raiz na equacdo R(x) € I. Contudo, 22 + 1 n3o
tem raizes reais, mas se r é limitado, ent3o r é um seu £-préximo-de-raiz, com multiplicidade
2. emzi4+1ef.

De agora em diante, assume-se que R tem pelo menos um I-préximo-de-raiz.
Definicdo 5.5. O conjunto-solucdo S da equacdo R(x) € I é definido por
S={xeR:R(x)el}.

Uma sua raiz p é um subconjunto convexo maximal de S. A multiplicidade da raiz p é a soma
dos graus de todos os fatores de

R(p)=(p=r)- (=) (0= 1) ((0=sm) +em)  (510)

que est3o contidos em I. A solucdo-admissivel S € a intersecdo da unido de todas as raizes
com F.

Exemplo 5.6. Sejame ~0, ¢ #0 e w ~ 0.

(1) x=2+@ éaraizde (1+cf)x—2C Q.
(2) £éaraizdex?> +1¢€ £.
(3) Por inspecdo, as raizes da equacdo
(x —2)(z+5) € @. (5.11)
sdo os nimeros externos disjuntos p1 =2+ © e py = =5+ ©.

(4) Também, por inspecdo, as raizes da equagdo
(x=2)(z+w) € Q. (5.12)

sdo os numeros externos disjuntos p1 =2+ @/w e ps = —w + @ /w.

Teorema 5.7. Considere-se o sistema (5.7). Entao,

(1) Toda a raiz p é um nidmero externo da forma p=r+tl, comr e Rete £;.
(2) O conjunto-viabilidade F é uma neutriz externo.
(3) A solucdo-admissivel S é uma unido de cardinalidade standard de niimeros externos.

Ja vimos que F é uma neutriz. Também, a intersecao de um ndimero externo com uma neutriz
é um ndmero externo. Consequentemente, podemos deduzir o Teorema 5.7 diretamente de

(1).

A demonstracdo de (1) baseia-se na Inducdo Externa em grau n. Distingue-se o caso n = 1
[7], o caso n = 2, com R irredutivel ou com raiz dupla, e os passos de induc3o.

Caso (1) n = 1: A solugdo da equagdo = + a € I é o nimero externo —a + I.

Caso (2) n = 2, R irredutivel ou com raiz dupla: Seja D = b? — 4c o discriminante de
22 4+ br + c = 0. A solucio da equacdo

b\2 D
a:2+b:1:+c:<x+2> ——c]
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é o conjunto vazio, se D < I, e, se D € I a raiz dupla é o niimero externo —g + I, pois
P-2=-7-2=1

Caso (3) n =2, R com duas raizes, e n > 2: destaca-se vérios resultados preliminares.

Como na férmula (5.8), escreve-se

R(z)=(x—7r1) - (x—1) ((ar— 81)2+01) ((a;—sm)2+cm), (5.13)
onde r1,...,7,81,.,8m,Cls---sCm ER, c1, -+ ,cm > 0.

Define-se J ={j e N:¢cj eI} e

G:Ulgigl(Ti—{—I)UUjeJ(Sj—l-I). (5.14)

Teorema 5.8. R(z) e I =z € G.

Demonstracdo. Se = ¢ G, entdo valor absoluto de cada fator f; em (5.13) é maior que I.
Logo
(R(x)| > |fr- filfren)? - (fm)?] > I =L 0

Teorema 5.9. Sejar € R. Se G C r+1 er é um I-préximo-de-raiz de R, com multiplicidade
n, entdo p =r + I é a raiz de R, com multiplicidade n.

Demonstracdo. Pela férmula (5.8), n = [ + 2m. Se r é um I-préximo-de-raiz de R, com
multiplicidade n, ent3o, para todo i € {1,2,...,l}, tem-se r — r; € I e, para todo j €
{1,2,...,m}, tem-se (r — s;)> 4+ ¢; € I. Como, para todo j € {1,2,...,m}, tem-se ¢; > 0,
(r—s;)>>0er—sjcle (r—s;) €l entio

(r—s))+cjeleor—sjclhcel

R(p)=(p=r1)--(p=m) ((p=s1)>+c1) - (b= 5m)* + )
=t l—r) o T=m) (r+T=s1+cr) (T =) + cm)
= (I)---(I) (12+c1).-.(12+cm)
=I"=1

Pelo Teorema 5.8, R(x) # I sempre que x ¢ G C r+ 1. Assim, p = r+ I é a raiz de
R(z) € I, com multiplicidade n. O

Teorema 5.10. Seja r um I-proximo-de-raiz de R, de multiplicidade menor que n. Entdo,
existem um polinémio @, com 1 < deg(Q) < deg(R), e d > I tais que, parax € r + I,
tem-se

R(z)el < Qy) €1, (5.15)

onde y = zd"/9 e g = deg(Q).

Porque deg(Q) < deg(R), é possivel aplicar os passos de inducdo na demonstracdo do Teorema
57. Araizy =1 + I, comt € £;, do polinémio @ corresponde a raiz z = r + tI do
polinémio R, com t = dfT e L.
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Exemplo 5.11. Estuda-se as raizes do polinémio de grau 2, na forma redutivel. Seja
(x —2)(z+5) € @. (5.16)

cujas raizes sdo p1 = 2+ © e po = —H + @. Um método de calculo direto consiste em
reduzir o grau, obtendo uma equacdo linear ja resolvida. De facto, para 1 < x < 3 tem-se

6 <z+5<8C —, entdo, como © € estavel pela divisdo por nimeros apreciaveis, para
x € [1,3] a equacdo (5.16) € equivalente a

@
x +

r—2¢€

5 C 0@ = 0. (5.17)

A raiz de (5.17) é p1 = 2+ @. De uma forma anéloga, pode-se obter a raiz py =5 + @.

A justificacdo do método descrito acima é dado pelo Teorema de Substituicdo - ver [6], Teo-
rema 9.2.1 para ndmeros externos, em [6]. Para uma boa compreens3o deste teorema, antes
introduz-se a seguinte definic3o.

Definicdo 5.12 (Ver [6]). O médulo M («) de um nimero externo o é definido por

M(a)={zeR:azx=a}.

M («) é o conjunto dos ndmeros reais que deixam « invariante pela multiplicacdo.

Se « é n3o-neutricial, tem-se M(a) = R(«), com R(a) =1+ A/a C 1+ 0. Se a = A,
pode-se escrever A = pJ, com p € R e J uma neutriz idempotente, isto é, J = JJ. Se
1 < J, entdo J admite ideal maximal I, e M(a) = J\I. Se J < 1, entdo é ideal maximal de
uma neutriz idempotente K, com 1 < K, e M(«) = K\J. Note-se que, em ambos os casos,
M(a) C @ e, assim, M(«) = 1/M(«), logo os seus elementos também deixam « invariante
pela divisdo.

Teorema 5.13 (Teorema de Substituicdo - ver [6], Teorema 9.2.1). Sejam f : R — R uma
funcdo interna, SCR ea=a+ A € E. Seja a equacio

fz) € a, (5.18)
com x € S. Entao,
(1) Seja g : R — R uma funcio interna tal que f(z) — g(x) € N(«) = A, para todo x € S.
Ent3o, em S as equacdes (5.18) e g(x) € a tém as mesmas solucdes.

(2) Suponha-se que f é diferente de zero em S. Seja h : S— R\{0} uma funcdo interna tal
que f(x)/h(z) € M(«) para todo = € S. Entdo, em S as equagbes (5.18) e h(z) € «
tém as mesmas solucdes.

Nota 5.14. No Teorema 5.13, (2) ainda se verifica se f e h tém os mesmos zeros em S.

Demonstracdo do Teorema 5.13. Seja x € S.

(1) Se g(z) € «, entdo f(x) € g(zr) + A C a+ A = «. Por outro lado, se f(x) € a, entdo
g(z) € flx) —AC a+ A= a. Assim f(x) € o é equivalente a g(z) € a.

(2) Se h(z) € a, entdo f(z) € aM(a) = a. Por outro lado, se f(z) € «, entdo h(z) €
f(z)/M(a) € aM(a) = a. Assim, f(x) € a é equivalente a h(x) € a. O
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Demonstracdo do Teorema 5.10. Considera-se os conjuntos

L={ie{l,...;l}:rer+1},
M={je{l,...om}:s;€r+1Ncjel}
L'={1,...,1}\ L,
M ={1,...,m}\ M.
Se 'UM’' =0, entdor—r; € I, paratodoi € {1,--- I}, e (r—s;)?+c; € >+ =1, para

todo j € {1,--- ,m}, o que contradiz o facto de que a multiplicidade do I-préximo-de-raiz r
é no maximo n — 1. Assim, L' # () ou M’ # (). Toma-se

Q') = [[ (@—m) [T (@ = 5)* +¢y),

i€l jeM

d= 1] Ir—ril I ((r=5;)*+¢),
= jeM’

h=#L +#M'.

Como r tem multiplicidade no maximo n —1 e h > 1, entdo 1 < deg(Q’) < deg(R). Para
i€ L tem-se |r —r;| > I e para j € M', tem-se |r —s;| > I ou ¢; > I, o que implica
(r—s;)% +¢; > 1. Assim,

d>#UHHM — h - .

Sejaxzer+ 1. Paraie L/, tem-se

x rzer i + 14 cl+o0.
r—r; r—r; r—r;
Agora, seja j € M'. Se s; ¢ r + I, tem-se
—s; r—s;+1 I
T SJET Sj+ —14
r—=358; r—=38; r—354

2
I I
<1+ ) =1+ :
T‘—Sj ’I“—Sj

Pelo facto de que ¢; > 0, tem-se

(x N Sj)2 + ¢ (1 + T_Isj )2(7’ — Sj)2 + ¢4
(r—sj)?+¢ (r—sj)?+¢
(r=s)?+ci+1I(r—s;)
(r—sj)?+c¢;
I(r —sj)

— 14+

C1+

Cl+o.
’I“—Sj

Se sj € r+1, tem-se ¢; > I. Também, x—s; € I, assim (z—s;)? € I. Novamente, obtém-se

(@—s)’+e¢ (r=s)’+e+1_ ! c1
_SAQ_{_CAG ’I”—S‘2+C' =1+ T—S'2+C'_ +O.
r J j J 7] J i)
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Combinando esses resultados, conclui-se que

I @=r) I] ((z—s))* +¢))

R(xz)  ier jeM’
Q' (z)d d

Assim, pelo Teorema de Substituicdo - ver [6], Teorema 9.2.1, tem-se

Cl+o)'=14+0cay.

R(x)el < Q'(x)de I (5.19)

Para finalizar, tem-se

Q(x)d =[] (wdv —ridv) [] ((:cdé - sjdéf n cjdﬁ) —Q(y),

i€L JEM
com y = zd'/9 e g = deg (Q') = deg (Q). Ent3o, pela férmula (5.19), para € r + I, tem-se

R(z)el < Q(y) € 1. O

1

Nota 5.15. Como I é idempotente ed > I, entdod > 19 =1 =ds > I.

Demonstracdo de (1), Teorema 5.7. Mostra-se por Inducdo Externa que toda a raiz p de R é
um namero externo da forma p =7 +tI, comt € £;.

Uma vez que o teorema ja foi provado para o Caso (1), n = 1, para o Caso (2), n = 2,
com R irredutivel, e para o caso em que R tem uma raiz com multiplicidade n, ent3o aplica-
se os passos da inducdo apenas para o caso em que qualquer [-préximo-de-raiz de R tem
multiplicidade no maximo igual n — 1.

Suponha-se que o teorema se verifica para qualquer polinémio de grau n—1 > 1. Pelo Teorema
5.8, todo I-préximo-de-raiz 7 de R pertence ao conjunto GG, dado por (5.14). Assim, 7 € T+1,
com 7 = r;, para algum ¢ € {1,---,l}, ou ¥ = s;, para algum j € {1,--- ,m}. Escolhe-se
um tal 7. Pelo facto da multiplicidade de 7 ser no maximo n — 1, ent3o, pelo Teorema 5.10,
existe um polinémio @, com deg (Q) < n, tal que, para todo x € 7 + I, tem-se

R(z) eI o Qy) el (5.20)

onde y = zu, para algum u > I. Pela hipdtese da induc3o, toda raiz ¢ de @ é da forma
o =s+uvl, comwv € £5. Pela féormula (5.20), a raiz o corresponde a raiz p = 2 = > +t1 de
R, ondet = € £1, uma vez que u > I. O teorema fica provado pelo facto de que 7 € G €
arbitrério. O

5.2 Decomposicao aproximada de um polinémio

Definicao 5.16. Seja k um ndmero natural standard e sejam ny,ns ..., n, ndmeros naturais
standard. Sejam Ny, Ns, ..., Ny neutrizes e Ry, Rs, ..., Ry polinémios reais internos tais que
deg (R;) =n;, comi=1,2,...,k. O polinémio () dado por

Q(x) = Ry (v) N1 + Ry (x) N2 + - + Ry, (x) Ny (5.21)
é denominado por polindmio neutricial.

Definicao 5.17. Seja P o polinémio dado por (5.4). Suponha-se que Ay C I. O polinémio
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S dado por

S(x) = Apz" 4+ Ap_12™ -+ Ayz + Ay (5.22)
€ denominado polindmio neutricial associado a P.

Proposicao 5.18. Seja o polinémio P dado por (5.4). Entdo, para todo x € F, tem-se

P(z) — R(z) € I. (5.23)

Demonstracdo. Seja e S o polindmio neutricial associado a P. Como z € F, ent3o, para cada
k tal que 0 < k < n, tem-se Apx® C I. Assim, para todo z € F tem-se P(x) — R(z) =

Definicao 5.19. Suponha-se que a equacdo em (5.4) tem n raizes p1, . .., pn. Entdo, define-se
fatorizacdo associada ¢ por

O(z)=(x—p1) - (x— pn). (5.24)

Suponha-se que r; € p;, com 1 < i < n e considera-se
Flx)=(x—mr1) - (x—1yn). (5.25)

Proposicao 5.20. Suponha-se que a equacdo em (5.4) tem n raizes reais p1, ..., pn. Seja
a fatorizacdo associada e x € R\ (p1 U---U p,). Entdo

O(z) C (14t F(x), (5.26)
comt >0 tal que ti C ©.

Demonstracdo. Seja x € R\ (p1 U---Upy). Nota-se que, se x ¢ p; = r; + R; entdo tem-se
R; C ©|z — r;|. Assim, para alguns s1,s2,...,8, > 0 tem-se

o) _ (w—p1) (2= pn)
F(z) (x—r)-(x—rn)
(x—r1+R1)-(x—rn+ Ryp)

(x—711)-(x—1p)

O B
| — 1] |z — ]

:(1+‘91[>...<1+‘9”]>_
| — ] | — ]

81
|z — 7]

Paracadal <7 <n toma-se t; = Entdo t;1 C @ para todo 1 < i < n. Assim,

<1+ it I)---(H—S”I) C(1+tl)C1l+0,
|z — 71| | — 1y

com t = maxj<j<p (t;). Por conseguinte, ®(z) C (1 +tI) F(z), com tI C @. O






Equacoes polinomiais em K + &

Sejam um nimero standard m € N, a; = aj +1b; + A; +14; e E4+4E, j =0,1,...,m, e
uma neutriz N # {0}. Estuda-se a equagdo

P(z):ozmzm+-'-+0612+a0§N+iN- (61)

Aqui utiliza-se as mesmas convencdes e terminologias utilizadas no Capitulo 5, relativamente
a pertenca, inclusdo e equacdo.

A semelhanca do que se fez no Capitulo 5, comeca-se por transformar a equacéo (6.1) num
sistema de equacdes formado por uma equacdo, em que o primeiro membro é um polinémio,
com coeficientes complexos e cujo termo dominante tem coeficiente igual a 1, e o segundo

membro igual a um neutriz idempotente [ + iI, isto é, (I +il) ([ +il) = I + iI, e um
conjunto de equacdes neutriciais.

Assim, supondo que P tem termos com coeficientes n3o-neutriciais, seja n < m o indice
maximal para o qual a,, é n3o-neutricial. Portanto, a menos de uma mudanca de variavel,

85
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pode-se assumir que a,, + b, = 1 e estudar o seguinte sistema

R(2) = 2" 4 (an_1 +iby_1) 2"V 4 -4+ ag +ibg € I+l
(Am + i4p) 2™ C T +il

(A, +iA))z C T +il

Se todos os coeficientes de P em (6.1) sdo neutriciais, entdo em (6.2) sé restam equa¢des
neutriciais da forma (A +iA) z¥ C I +ilI, onde k é um ndmero natural standard.

Definicdo 6.1. Sejam m um nimero natural standard e A +iA € N +iN . Ent3o
(A+id)m ={z€C:2me A+iA}.

Proposicao 6.2. Sejam m um nidmero natural standard e A + iA € N + iN. Entéo,
1
(A+iA)m = Am +iAm.

Definicdo 6.3. Sejam A+ iA,B+iB € N +iN. Ent3o,
(A+iA): (B+iB)={2€C:2(B+iB) C A+iA}.
Proposicao 6.4. Sejam I uma neutriz idempotente e A + 1A € N +iN . Entao,

(I+il):(A+iA)=1:A+i(I:A).

Demonstracdo. Sejam I uma neutriz idempotente e A +iA € N +iN. Como
I'A={zeR:2ACI} (6.3)
é uma neutriz, entdo I : A+ ([ : A) € N +iN. Assim, aplicando a férmula (6.3), tem-se
([:A+i(I:A)(A+iA)=(TA): A+i(({A):A) CI+il.
Como I : A é maximal, entdo I : A+ i (I : A) também é maximal, logo

(I+il): (A+iA)=T:A+i(I:A). O

A condic3o necessaria para a existéncia de solucbes é Ay +iAyg C I +il.

As equacdes neutriciais sdo resolvidas pelos neutrizes

3=

(I+il): (A1 +iAy),...,(T+ ) : (Ap +iAp)™,
onde (A, + iAm)% ={z€C:2"e A, +iA,}. O conjunto-viabilidade F é definido por

F=(+i): (A +iA) NN (I +3d) : (A +iAm) o . (6.4)

De agora em diante, assume-se que Ay + 1Ag C I + il e que o sistema é ndo-singular, isto é,
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n > 1. Ent3o o sistema em (6.2) é equivalente a

R(2) = 2"+ (ap—1 + ibp_1) 2" L+ -+ (a1 + ib1) z + ag +ibg € I + il (65)
z € F. ’
Como C é algebricamente fechado, o polinémio R em (6.5) pode ser escrito na forma
R(z) = (z=r1) (z=r2) - (2 —mn), (6.6)

onde 1, = up +isp € C, k=1,2,...,n, sdo as raizes da equacdo R (z) = 0.

Definicdo 6.5. Um nimero complexo r diz-se I + il-proximo-de-raiz de R se R (r) € I +il.
A multiplicidade de um I 4 il-proximo-de-raiz v de R é a soma dos graus de todos os fatores
de

R(ry=(r—mr1)(r—rg) - (r—ry)
que pertence a I + il.

Definicdo 6.6. O conjunto-solucdo da equacdo em R (z) € I + il é definido por
S={xe€C:R(x)el+il}.

Uma sua raiz p é um subconjunto convexo maximal de S. A multiplicidade da raiz p é a soma
dos graus de todos os fatores de

R(p)=(p=r1)(p=r2)--(p=7n)

que estdo contidos em I 4+ il. A solucdo-admissivel é a intersecdo da unido de todas as raizes
com F.

Teorema 6.7. Seja R (z) o polinémio em (6.6). A equagdo R (z) € I + il tem n raizes da
forma py, = ri + tx (I +4I), onde k = 1,2,...,n, ry sdo as raizes da equacdo R (z) = 0,
tk € RT ety (I +4I) C T+l

Para a demonstracdo deste teorema s3o necessérios alguns resultados preliminares.

Teorema 6.8. Seja R(z) o polinémio em (6.6). Toda raiz da equacdo R (z) € I + il é da
forma
p=r+t(I+il),

onder € C,t e Rt et (I +4il) CI+il.

Proposicdo 6.9. Seja o polinémio R dado em (6.5). Sejam ry, k = 1,2,...,n, as raizes de
R(z) = 0. Entdo,
R(z)el+il=zer,+1+il,

para algum k € {1,2,...,n}.
Demonstracdo. Suponha-se que para todo k € {1,2,...,n}, tem-se z ¢ r + I +il. Ent3o,

z—rr & I+l e, pela Proposicdo 4.4, |z — 1| ¢ I +il, logo |z — | > I. Assim, como I é
um neutriz idempotente, tem-se

R() = I |z—ml>1
ke{1,2,...n}

o que é equivalente a,
R(z) ¢ I+il.
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Assim, se R(z) € I + I, entdo z € ri + [ +iI, para algum k € {1,2,...,n}. O

Definicdo 6.10. O médulo M () de um nidmero externo complexo « é definido por
M(a)={z€C:az=a}.

Nota 6.11. Note-se que:

(1) Seaa ¢ N +iN, entéoM(a):u(a):1+M.

[0}

(2) Sea = A+iA € N+iN, entdo, pela Proposicdo 4.76, existem uma neutriz idempotente
vy=J+1iJ e0#peR, tais que o = py. Assim, tem-se:

M(a)={2z€C:za=a}={z€C:z(py) =py}
={2€C:zy=7}=M(7).

Destaca-se dois casos:
(a) Se 1 € ~, entdo v admite um ideal maximal v = I + iI. Neste caso,
M(a) =M(A+iA) =y \v.

(b) Se 1 ¢ ~, entdo ~ é ideal maximal de alguma neutriz idempotente = K + iK,
tal que 1 € 3. Neste caso,

M(a) =M(A+1iA) =B\ 7.
(3) Como M (o) C @ + i@, entdo, em ambos os casos, 1/M (a) = M («).

Teorema 6.12 (Teorema de substituicdo para neutrizes complexas). Sejam um neutriz A # {0},
S C C, e as fungbes internas f,g: S — C. Suponha-se que para x € S, tem-se:

(1) f(z) =0 g(x) = 0.

2) f(2) £0= 1% e a4 +ia).

9()

Entdo, parax € S, tem-se f(x) € A+ iA & g(x) € A+iA.

Demonstracdo. (1) Suponha-se que f(z) = g(z) = 0. Neste caso, o resultado é evidente, ou
seja,
flz)e A+iA s g(z) € A+iA. (6.7)

(2) Suponha-se que f(z) # 0, logo g(x) # 0.
Se f(z) € A+ iA tem-se:

g(x) 1
@) € Sty @ (6.8)
(@) - M(A+iA) C (A+id)-M(A+id) = A+iA.
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Se g(x) € A+ iA tem-se:

f(@) = 5 o) € M(A +id) - g(a) 69)

C(A+iA)-M(A+iA)=A+iA.
Entdo, pelas férmulas (6.7), (6.8) e (6.9), para z € S, tem-se:
flz)e A+iAd e g(z) € A+iA. O

Teorema 6.13 (Teorema de substituicdo para polinémios complexos). Seja o polinémio R em
(6.5). Seja r um I + iI-préximo-de-raiz de R.

(1) Se r tem multiplicidade n, entdo p =r + I + il é raiz de R(z) € I +il, com multipli-
cidade n.

(2) Se r tem multiplicidade inferior a n, entio existem um d > I e um polinémio Q,
1 < deg(Q) < deg (R), tais que para z € r + I + il, tem-se

R(z)eI+il & Q(w) eI+,
onde w = zdé, com g = deg (Q).

A demonstracdo deste teorema estd dividida em duas partes: na primeira, demonstra-se o
resultado em (1), e, na segunda, demonstra-se o resultado em (2).

Na demonstracdo de (2) aplica-se o Teorema de substituicdo para neutrizes complexas. Assim,
prova-se que os polinémios R(z) e Q(z) - d satisfazem as condicdes desse teorema.

Demonstracdo do Teorema 6.13. Seja R o polinémio em (6.5). Sejam as raizes ri, k =
1,2,...,n, de R(z) = 0, uma neutriz idempotente I e r um I + il-préximo-de-raiz de R.
Sejam
K={ke{l,2,...,n}:ryer+I+il},
Q'(z)= [ (=),
keK
L={1,2,...,n}\ K, se K#{1,2,...,n},

d= H\r—’rp|.

peEL

(6.10)

Nota-se que K # (), pois, por hipétese, r é um I-préximo-de-raiz de R.

(1) Se r tem multiplicidade n, entdo r — r € I + 4l para todo k = 1,2,...,n, ou seja,
K ={1,2,...,n}. Assim, aplicando as Proposicdes 3.23 e 4.12, tem-se:

n

R(r+I1+il)=][(r—re+1+il)=]] T +il)
k=1 k=1
= (I +i)" =1+l

Entdo, p = r + I + il é solucdo da equacdo R(z) € I 4 il, com multiplicidade n, e a Propo-
sicdo 6.9 garante a unicidade de p.

(2) Se r tem multiplicidade inferior a n, entdo K # {1,2,...,n}, logo

1 <deg(Q') < deg(R). (6.11)
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Seja L={1,2,...,n}\ K.

(2.1) Parap € L, tem-ser —r, ¢ I + iI, logo, aplicando a Proposicdo 4.4, tem-se |r — 1| >
I. Assim,
d=[Ir—rpl>1* =1 (6.12)
peL
e, por conseguinte, d ¢ I + iI. Pelas definicdes dos polinémios R e Q' e uma vez que d > I,
tem-se:
Q(z)-d=05Q(2) =0 R(z) =0Azer+I+il. (6.13)

(22) SejazeD=(r+I1+i)\{rx:k=1,2,...,n}.

+ 4l

Como, paratodop € L, ) ¢r+1+il,logo|r— rp| > I e, consequentemente, Co+1i0,

P
entdo, para z € D, tem-se

zfrperfrp+l+i.f:1+]+il
r—Tp r—1p r—Tp

Cl+o+ioCM(I+il),

e, por conseguinte,

Z—=T .
——— =] Le(l+o+io)*r
r—="Tp

=14+ 0+i0 C M(I +il).

Assim, por (2.1) e (2.2), para K # {1,2,...,n} e z € r+ I +il, tem-se:

R(z)el+il & Q'(z)-del+il. (6.14)

Para finalizar, tem-se

Q/(Z) cd = H (Zdé —deé> =Q (w),

keK

com w = zds e g = deg (Q') = deg (Q). Entdo, pela férmula (6.14), para z € r + I + i,
tem-se
R(z)el+il & Q(w) eI+l O

Nota 6.14. Como I idempotente e d > I, entdod > 19 = I = ds > I, logo ds & I +il.

Demonstracdo do Teorema 6.8. Mostra-se por Inducdo Externa no grau de R que toda a raiz
da equacio R(z) € I +il édaformap=r+t(I+il),comr € C,te R et (I +iI)C
I+l

Sen =1ousen >1e R tem uma raiz com multiplicidade n ent3o, pelo Teorema 6.13,
ponto (1), a equacdo R (z) € I+l tem uma Unica raiz p = r+ I +4l, com multiplicidade n.

Ent3do, resta provar que o teorema se verifica se toda a raiz de R tem multiplicidade inferior
ou igual an — 1.

Suponha-se que n > 1 e o teorema se verifica para qualquer polinémio de grau inferior ou
igual an — 1.
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Seja 7 um I + il-préximo-de-raiz arbitrario de R. Pela Proposicdo 6.9, existe uma raiz 7 de R
tal que 7 € 7+ I +il. Como a multiplicidade de 7 é no maximo n — 1 entdo, pelo Teorema
6.13, ponto (2), existe um polinémio @, com 1 < deg (Q)) < n, tal que para todo z € T+ 1+l
tem-se

R(z)el+il & Q(w)el+il, (6.15)
onde w = zu, para algum u > I. Pela hipdtese da inducdo, toda a raiz ¢ de Q é da forma
oc=s+v([+il),comse€C,veR" ev([+il) CI+il. Pelaférmula (6.15), toda a
raiz p da equagdo R (z) € I + il é da forma p = -2 +t(I+il), comt = TeRte

uu u

t(I+14I) CI+il, poisu > I. O teorema fica provado porque 7 é arbitrario. O

Demonstracdo do Teorema 6.7. Seja R (z) o polinémio em (6.6) e r uma raiz arbitraria de
R(z)=0.

(1) Ser tem multiplicidade n, pela Proposicdo 6.13, p = r+ 1+l é uma raiz de multiplicidade
nde R(z) € I +il.

(2) Ent3o, suponha-se que r tem multiplicidade inferior ou igual a n — 1. Novamente, pela
Proposicdo 6.13, para z € r + I 4+ il, existe um polindmio ) de grau inferior ou igual an — 1
tal que

R(z)el+il & Q(w)el+il,

com w = uz, onde u > I. Pelo Teorema 6.8, toda a raiz de ) é da forma o = s+ v (I + iI),
com s € RT, s(I+il) C I+il. Assim, p = 2 +t([+il), comt = B, é solucdo
U

u
de R(z) € I +iI. Como R(r) =0 € I +il, entdo r € p, logo, pela Proposicio 4.5,
p=r+t(l+il).

Com deg (R) = n, por (1) e (2), a equacdo R(z) € I + il tem n raizes da forma py
re+tp (I +4I), k=1,2,...,n, em que ry sdo as raizesde R (z) = 0, tx, € RT ety (I +il)
I+l

Oimn

Seguidamente, mostra-se que se R tem coeficientes reais, entdo as raizes com representantes
nao reais sdo conjugadas.

Teorema 6.15. Sejam n um ndmero natural standard e I uma neutriz idempotente. Seja R
um polinémio complexo de grau n, com coeficientes reais, tal que

R(z)=2"+cp 12" '+ +ciz4¢
n (6.16)

k

(z—1g),
1

comry =ap+iby € C, k=1,2,...,n. Suponha-se que existe um j € {1,2,...,n}, tal que
r; = a;j + ibj, com b; # 0. Entdo, para algumt € R, t (I +il) C I +il, tem-se:

p=a;+ibj+t(I+il) ep=a; —ibj +t (I +il)
sdo solucées da equacdo R(z) € I +il.
Demonstracdo. Para j € {1,2,...,n}, sejar; = a; + ibj, b; # 0, uma raiz do polinémio com-

plexo R em (6.16). Como R tem coeficientes reais, entdo existe um [ € {1,2,...,n}, [ # j,
tal que r; =75 = a; — 1b;.
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Pelo Teorema 6.7, para algum ¢t € RT e t (I +4I) C I +4l, tem-se que p=1; +t (I +4I) é
uma solucdo da equagdo R(z) € I +il. Logo, aplicando o Corolério 4.28 e as Proposicdes
4.25 e 4.33, ponto (11), tem-se:

R(p)=1+il & H =+ t(I+il)) =1+l
k=1

n
S I[Ir—re+tI+il)| =1
k=1

n

e [I|m—rme+td+in| =1
k=1
n

H ri—rp+t(I+il)| =1
n
H T+t +il)—7T) =1+l

Isto equivale a dizer que p é solucdo da equacdo R(z) € I + il se, e s6 se, p é solucdo da

equacio H (z —7%) € I +il. Contudo,

k=1
n n
=[[G-m)=]]G-m),
k=1 k=1
ou seja, p é também solucio da equacio R(z) € [ +il. O

Para finalizar apresenta-se alguns exemplos.

Exemplo 6.16. Considera-se a equacdo z*> +w € £ +i£, com w ~ +o0.

Entio, 2 +w e £ +if & (z —iyw) (z +iyw) € £+iL.

Sejam r; = iy/Jw erg = —iyJw, e sejam K1 ={k € {1,2} :ry € —ivw+ £+if} ={1} e
Ky={ke{l,2}:r € —iv/Jw+ £ +iL} ={2}. Tem-se:

1. Parazeiyw+ £+1iL,
Prwel+tif e (z—Vwi)(2Vw) € £+if
L+il
Ve o

& 2 € Vwi +

2. Paraze —\Jwi+ £+ifL,

P twe L+il e (2 + Vwi) (2Vw) € £+iL
£4iL

Sz € —Vwi+ e

Assim, a equacdo 224+ we £+iL tem duas solucdes da formary +t (£ +iL), comk = 1,2,
th eRY ety (£ +iL)C £+ik:

£+if
Jo

£+if

= Vwi+ ——— Jo

= wi +
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Exemplo 6.17. Considera-se a equacdo (z —2)(z —3) (z —w) € £ +i£, com w ~ +0o0.
Entdo, sejamry =2,ry =3 ers =w, esejam K; ={k €{1,2,3} :rp € 24+ 1 +il} = {1,2}
e Ko ={ke{1,2,3}:ry cw+1+il} ={3}. Tem-se:

l. Paraze2+£+1L=3+L£+1L =L +if, tem-se:

(2-2)(2-3)(z—w)€EL+iL e (2—2)(2—3)2—w| € £+if
£4if

S (z2-2)(2-3) €

’

£+l

Como|2—-3|=1¢ C @+ i@, entdo:

(r—2)(s—3) e L

w
£L+iaiL L4l

S z—2€ Vz—3¢€
w w
£+t £+t
S zEe2+ te Vze3d+ R )
w

2. Parazew+1+1il,

(z=2)(z=3)(z—w)ef+tife (z—w)|lw—2]|lw—-3|€ £+if
L+l
w2

S zew+

Assim, a equacdo (z—2)(z—3)(z—w)e £+iL tem trés solucbes da forma
T+t (£ +4L), comk=1,23,teR" ety (£+if) C £+iL:

£ +1iL £ +1iL £ +iL
' = , P3 =W+ 2






Polindmio generalizado

Neste capitulo estuda-se equacdes polinomiais da forma P(z) C N em que P é um polinémio
que n3o se reduz a forma classica e N é uma neutriz.

Suponha-se que a equacdo em (5.4) tem n raizes p1, po, ..., pn. Uma vez que a propriedade
distributiva num sélido n3o é valida em geral, entdo a fatorizacdo associada ®(x) = (x —
p1) -+ (z — pn) nem sempre se reduz a forma candnica classica. Por exemplo, py =1+ @ e
p2 = —1 + @ sdo raizes da equacdo 22 — 1 € @. No entanto, a fatorizacdo associada

O(z)=(z—-14+2))(z—(-1+0)) (7.1)
n3o se reduz a forma candnica classica.

Este facto leva a introducdo de um novo conceito no estudo de equacdes polinomiais, o de
polinémio generalizado.

Definicdo 7.1. Sejam x uma varidvel real e G = RU {z} UN. Um polinémio real P diz-se
polinémio generalizado se for o resultado de adicGes e multiplicacées, em niumero standard,
de elementos de G.

Representa-se o conjunto dos polinémios generalizados por G.
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Definicao 7.2. Sejam n,k nidmeros naturais standard. Sejam os polinémios reais internos
Ry, Ry,..., Ry, com deg(Ry) = n e, para todo i € {1,2,...,k}, deg(R;) = n;, onde n; é
um numero natural standard. Sejam os neutrizes A1, As, ..., Ai. Um polinémio real P diz-se
polindmio estruturado de grau n se

k
P(z) = Ro(z) + Y_ AiRi(x). (7.2)
=1

Se existei € {1,2,...,k} tal que A; # {0} e R;i(z) # 0, diz-se que P é um polinémio estru-
turado externo.

Nota-se que, pela Definicdo 5.16, um polinémio estruturado é uma soma de um polinémio real
interno com um polinédmio neutricial.

O conjunto dos polinémios estruturados representa-se por P, e P representa o conjunto com-
posto por resultados de adicdes e multiplicacGes, em nlmero standard, de elementos de P.

Proposicao 7.3. Todo o polinémio estruturado é um polinémio generalizado.
Demonstracdo. Um polinémio estruturado é uma soma de um polinémio real interno com um

polinémio neutricial, logo é resultado de adicoes e multiplicacées, em ndmero standard, de
elementos de GG. Ou seja, todo o polinémio estruturado é um polindmio generalizado. O

Proposicao 7.4. P é fechado em relacdo a adicdo e multiplicacdo.
Demonstracdo. Sejam m,n nimeros naturais standard e P, () polinémios estruturados de grau

n e m respetivamente. Ent3o, existem nimeros naturais standard k, %k’ e existem neutrizes
Cy,...Cy, Bii1, ..., Bpyg, tais que

k k!
P=Py(z)+> CiPi(2),Q=Qo(z)+ Y BiQi(x)
i=1 i=k+1
Assim,
k+k'
P+Q=P(z)+Qo(z +ZCP )+ Y. BQj(w)
i=k+1

k4K

i=1

onde Ry () = Py (x) + Qo (z) é um polindmio interno de grau p = max (m,n), e

CZPz(l'), iZl,...,k‘

AiR; (z) =
(@) {BiQi(x), i=k+1... k+ K

ou seja, P+ @ é um polindmio estruturado de grau p.

Também,
k+k' k
PQ=Py(z)Qo(z)+ Py(z) > BiQi(z)+Qo(z)> CiPi(z)+
i=k+1 =1

k k+K

+Y CiPi(z) Y BiQi(x).

i=1 i=k+1
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Como k + k' + kk’ € um namero standard, o produto entre dois polinémios reais interno
é um polinémio real interno cujo grau é a soma dos graus das parcelas, o produto de um
polindmio real interno por um polinémio neutricial ¢ um polindmio neutricial e o produto de
dois polinédmios neutriciais também é um polinémio neutricial, entdo PQ é a soma de um
polinémio real interno de grau m + n com uma soma de k + k' + kk’ polinémios neutriciais
da forma S(z)A, onde S é um polinémio real interno, deg (S) < m+ne A € N, ou seja,
PQ é um polinémio estruturado de grau m + n. O

Corolario 7.5. P ¢é fechado em relacdo a soma e a multiplicacdo, com um nimero standard
de parcelas e fatores.

Demonstracdo. O corolério é consequéncia direta do principio da Inducdo Externa, aplicado a
proposicdo 7.4. ]

Proposicdo 7.6. Considere-se o conjunto dos polinémios estruturados P. Entdo, P = P.

Demonstracdo. (1) Uma vez que todos os polinémios reais internos e os neutriciais sdo es-
truturados, entao, qualquer polinémio P € P é resultado de adicGes e multiplicacdes em um
nimero standard de elementos de P. Assim, P C P.

(2) Seja Q € P. Entdo, Q é resultado de adicdes e multiplicacdes em ndmero standard de
elementos de P. Pelo Corolério 7.5, tem-se Q € P, logo P C P.

Assim, pelos pontos (1) e (2), tem-se P = P. O

Teorema 7.7. Todo o polinémio generalizado reduz-se a um polinémio estruturado.

Demonstracdo. G esta contido em P, entdo G esti contido em P. Por outro lado, pela
Proposicdo 7.3, P est4 contido em G, logo P estd contido em G = G. Assim, aplicando a
Proposicdo 7.6, tem-se G =P = P. O

Voltando ao exemplo utilizado na introducdo deste capitulo, o polindmio ® reduz-se a um
polindmio estruturado.

P(r)=(z—(1+4+0)(z—(-142)=(z-1)4+2)((x+1)+©)
=22 1+@-1)o+0@x+1)+0°
= 1+0o@-1)+o@+)+o="T ().

Nota-se que a equacdo ¥ (z) C © reduz-se a um sistema de equacdes com polinémios reais
internos, como se segue:

V(r)Coer?-1+0@@-1)+0@+)+0C0

2 —-1e0 9
r—1€0Q
S qo0o@@-1)Co <«
r € L
o(+1)Co

Este facto motiva o seguinte teorema.

Teorema 7.8. Sejam n um nidmero natural standard, P um polinémio generalizado de grau
n e I uma neutriz idempotente. Entao,
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(1) Existe um polinémio estruturado ) tal que P(x) C I < Q(x) C I.

(2) A equacdo Q(x) C I € equivalente a um sistema com m equacées da forma R(x) € J,
onde m é um numero natural standard, R um polinémio real interno e J uma neutriz
idempotente.

Demonstracdo. Sejam n um ndmero natural standard, P um polinémio generalizado de grau
n, e I uma neutriz idempotente.

(1) Pelo Teorema 7.7, o polinémio generalizado P reduz-se a um polindmio estruturado @,
logo P(x) C I < Q(x) C 1.

(2) Como @ é um polinémio estruturado, para algum ndmero natural standard k, existem
polinédmios reais internos Qo, Q1,Qo2, ..., Qk € neutrizes Aq, Ay, ..., Ay tais que Q(x) =

k
Qo(x) + Z A;Qq(x). Assim,
i=1

el
Pl@) C T Q) C T @@ _ (7.3)
AlQl(IL’) - I,Z = 1,2,...]{7.
Pelo Teorema 3.24, para todo ¢ € {1,2,...,k}, existem um nidmero real ndo nulo p; e uma
neutriz idempotente I; tal que A; = p;I;. Assim,
A,Qz(a:) el <:>pZIle(x) el @piQi el:I;,i=1,2,...k. (7.4)
Pela Proposicdo 3.14, para todo i € {1,2,...,k}, tem-se I : I; é uma neutriz. Logo, nova-

mente pelo Teorema 3.24, existem um nidmero real n3o nulo ¢; e uma neutriz idempotente J
tais que I : I; = ¢;J;. Conjugando com os resultados em (7.3) e (7.4), tem-se

Qo(z) €I
Px)CI<< p. (7.5)
bi z(.’E) € Ji,i=1,2,....k,
i
ou seja, P(x) C I é equivalente a um sistema com k = m + 1 equacdes da forma R(x) € J,
onde R é um polinémio real interno e J é uma neutriz idempotente. O

O método para resolucdo das equacBes polinomiais no sistema em (7.5) foi proposto no
Capitulo 5 e pressupSe uma mudanca de varidvel no sentido de transformar os polinémios

Qo, &Qi(x), comi=1,2,...,k, em polinémios reduzidos. Pelo que, as solucdes da equacao
¢

1
P(x) C I, caso existam, sdo nimeros externos, dado que a intersecdo de um ndmero standard
de nimeros externos, quando n3o vazia, é um nimero externo.



Polindmio Caracteristico

Neste capitulo estuda-se os valores préprios de uma matriz quadrada cuja ordem é um nimero
natural standard n e as entradas sao nimeros externos. Para levar a cabo este estudo, prova-se
que o seu polinémio caracteristico reduz-se a um polinédmio estruturado e apresenta-se uma
férmula fechada para os seus coeficientes. Assim, os valores préprios, quando existem, s3o,
mais uma vez, nimeros externos.

Para os estudos posteriores, utiliza-se a seguinte definicio de determinante de uma matriz
quadrada com entradas em E.

Definicao 8.1. Seja n um nimero natural standard. Sejam os niimeros externos o;; =

ai; + Aij, ,comi g =1,2,...,n, ai; € R e Az'j neutrizes. Seja a matriz A = (aij)nxn.
Define-se determinante de A como
Al = Z (—1)° ajyazj,asjs - - - Qs
J1,J2,J85:Jn€Sn

onde

0 seji,j2,793,.--,Jn € uma permutacdo par

S =
1 sej1,52,73,---,Jn € uma permutacdo impar.
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Definicdo 8.2 (Polinémio caracteristico). Seja n um ndmero natural standard. Sejam os
nidmeros externos oy = a;; + A;j, , comi,j =1,2,...,n, a;; € R e A;; neutrizes. Sejam as
matrizes A = (o), ., € @ matriz identidade de ordem n, I,,. Entdo, o polinémio caracteristico
de A é definido por P (\) = det (A — \I,), com X € R.

Dado um nimero natural standard n, representa-se por M,, (E) o conjunto das matrizes
quadradas de ordem n com entradas no conjunto dos nimeros externos [E.

O exemplo que se segue mostra que para o caso A € My (E), o polinémio caracteristico é um
polinémio generalizado. Como indicado no Capitulo 7, a determinacdo das suas raizes passa
pela resolucdo de um sistema com equacdes da forma R(z) € A, onde R é um polinémio real
interno e A um neutriz idempotente.

Sejam os nlmeros externos «;; = a;; + A;j, com a;; € R, A;; € N, i,j=1,2.

arr Q12

21 (22

o . 10
], a matriz identidade Iy = [O 1

Sejam a matriz externa A = [ ] e A € R. Tem-se

aj;p — A Qg
P(\) =det (A — A\3) = det ([ U A])
= (a11 — A) - (@22 — A) — @21 - 12
= (a11 — A+ A11) - (a2 — A+ Ag2) — (az1 + A21) - (a12 + Ar2)
= (a11 — A) - (a22 — A) + (a11 — A) - Aoa + (ag2 — A) - A11 + A1 - Aga—
—ag1 - aig +ag - A2 +aiz - Ao + Aoy - Ao
=\ — (a11 + ax) A+ a11 - azs — as1 - a1z + (a11 — A) - Ago+
+ (age — A) - A1 + a1 - Ara + a1z - Agy + Aqq - Ago + Aoy - Ao

Nota-se que P é um polinémio generalizado que se reduz a um polindmio estruturado

3
A)+ > NiRi(N), (8.1)
onde )
Ro () = A" — (a11 + ag2) A + a11 - a2 — ag1 - a1z,
Ry (A) N1 = (a1 — A) Agz,
R2 ()\) N (a22 - )\) A117

R3 (A\) N3 = N3 = max (ag1 - A12,a12 - A21, A11 - Agg, Aoy - A12) .

Assim, para um certo neutriz idempotente I # {0}, supondo que, N3 C I, entdo tem-se

Ry(AN) el
PANCI={R (NN CI
Ry (\) Ny C 1.

De agora em diante, dados dois niimeros naturais standard p e ¢, com p < ¢, e uma funcdo
injetiva g de {1,2,...,q} a N, representa-se por CY(p,q) © conjunto dos subconjuntos, com p
elementos, de {g(1),9(2),...,9(q)}. Quando g ¢ a fungdo identidade ('Y, ;) € simplesmente

representado por C(M). A’?p 9 representa o conjunto dos arranjos com repeticio, com p

elementos, de {g(1),9(2),...,9(¢)}. Quando g é a funcdo identidade A’?p o) € simplesmente
representado por A'(, ;.
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Lema 8.3. Seja n um nidmero natural standard. Sejam o;; = a;j + A;j niimeros externos ,
coma;; €R, Ajj € N, 4,5 =1,2,...,n. Entdo, para todo \ € R, tem-se

n

((aii = A) + Ai) =TI (aii_>\)+j§<z qij(A) - N, )+N

=1

(ig —A) =

=
=8

3 3

com N, Ni; € N, qij(A) = ril(af(k =2), (1), (2, ()} € Cliny.

Demonstracdo. Mostra-se aplicando o principio de Inducdo Externa.
A afirmacdo é verdadeira para n = 1, pois a1 — A = a11 — A+ A11. Suponha-se que
Cn 1

=0 = o= 0+ 5 NG00+ 3 (82)

1=

com N',Nj; € N, ¢;() = Ig (argysan = A), /(). £, (i)} € iy Entdo,

aplicando a férmula (8.2) e as propriedades de operacdes em E, tem-se

n n—1
H Qg — (aii - )‘) : ((ann - )‘) + Ann)
=1 =1
n—1 2Cn 1
- H Qi — +ZZ ] qw A) +N"| - ((ann = A) + Ann)
=1 =1 j=1
n—1 n—1
= (au )\) (Clnn >\) + (CL” )\) Ann+ (83)
=1 i=1
n—2 C?_l
+ Ni/j : qgj()‘) (ann >\) +
i=1 j=1
n—2 C:ﬁl
/
+ N?,/jq;j()\) Ann"‘N/ (ann_)\)+N A
=1 j=1
Como
n—2C7" ! n—3 Clnfl
Z ] ng (ann A) = (Nz/] : q;] ()\) (ann )\)) +
=1 j=1 =1 j=1
Cns
+ (NT/L—QJ Gn—25 (A) * (ann A))
7=1
e
n—2C ! n—2C]" cp!

(M- a0 - Aun) = 30 D7 (Nl aly OV - Aun) + X0 (N a; (V) - Aun)

=1 j=1 =2 j=1 7j=1
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entdo, a partir de (8.3), tem-se

H(aii_)‘):H ai; — A + (ng Q1g ’Ann>+Nl'(ann_)‘)+

n— 30”71 n— 207171
+Z Z ( ij iy (N) - (ann — A )+Z Z ( i diy (A A"">+
=1 j=1 =2 j=1
Cn 1 n—1
+ Z ( n—2j " q;Lf2j (A) ’ (ann - A)) + H (aii - )‘) “Apn + N,
=1

(8.4)
com N=N"-A,,

Como C"™ ' +1=n—1+1=mn=C} eo produto de neutrizes é uma neutriz, entdo

n—1
Cl

Z (N{j'q{j ()‘>'Ann)+N/ Ann — A ZNIJ qij (A
j=1

com Nlj :N{] 'Ann: qu (}\) :qij (A), j = 1,2,...,7’),—1, Nln:N/ e q1n()\> :am—)\.

Como, também, 02:21 +1=C_C)_,, entao,
Crs Cra
Z ( 7IL72j : Q;L72j (A) Qpn — ) + H au - . nn == Z Nn—lj *Qn—1j ()\) )
j=1 =1
com Nn—lj = Nyll_gj: qn—1j ()\) = qfn_gj ()\) : (ann - )\): j=12 CZ 21. Ny, -1cr_, = Ann
n—1
e gn-1cn_, (A) = l_[1 (ai; — A).
1=

Uma vez que C’ZL__ll + C’Zn_l = C]' e o produto de neutrizes € uma neutriz, tem-se:

n=3Ci" n—2C; !
(N] dh (V) - (@ = X)) + (N -ty (V) - Aun) =
i=1 j=1 i=2 j=1
n—2 — 0771
= Z ( i—15 " qg—lj (A) - (ann — )‘)) + (Nz/] q’ij (A) Ann)
i=2 \ j=1 j=1
n—2 Ci"
= Nij - qij (A)
i=2 j=1

com N;j = sz 0 @i (N) = qi_q1; (A) - (apn — A) paraj =1,2,..., crlte Ny = Nj; - Ann,
qu( ) ( ) paraj:Cglill—klacznfill—*—l“'ac‘n-

)
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Tendo em conta as observacdes anteriores, a partir de (8.4) tem-se

n n C{L n—2 Cin
[T (i = A) =TT (@i = X) + D" Nij-auy (V) + DD Nij-aij (A) +
i=1 i=1 j=1 i=2 j=1
Cr1
+ ) Notj @n-1;( A+ N
j=1
n —1 Cn
H au_ +ZZNU qU N
=1 =1 j=1
com N, Ni; neutrizes, g;;(\) = 1 (af( A ) {fQ), £(2),- ., F(D)} € Climy. 0

Corolario 8.4. Nas condicbes do Lema 8.3, tem-se

n
1= =

onde A(\), N € N é um polinémio neutricial.

(aii = A) + A(A) + N,

—.

=1

Demonstracdo. Pelo Lema 8.3, para todo A € R, tem-se

n n n—1C'
H(Oén'—A) = H(%’ —A) + quij()\) - Nij + N,
i=1 i=1 i=1 j=1

com N, Ni]‘ S N, qij()\) = klill (af(k)f(k) - )\). {f(1)7f(2)7 ey f(’l)} € C('L,n)

Para todo i € {1,2,...,n — 1}, para todo {f(1), f(2),..., f(i)} € C(; ), tem-se

i

ai; N =TT (asmsm —A) = N

k=1
com A;; € R. Entdo, tem-se
n n n—1 C7
H(aii_)\):H(aii— —I—Z Z)‘U Nij + N = Ha“— A(N) + N,
i=1 i=1 i=1 j=1
n—1 Cin
comA()\): > Z/\ij'Nij,NEN. O
i=1 j=1

Teorema 8.5 (Representacdo do polinémio caracteristico). Sejan um nidmero natural standard
e sejam os ndmeros externos a;; = a;j+ A;j, coma;j € R, Aj; € N, i,5=1,2,...,n. Sejam
as matrizes A = (aj), .,,» In, @ matriz identidade de ordem n, e A = (a;j)nxn. Entdo,

n—1 C}
P(\) =det (A—A,) =det (A—A,) + > > Nij-qi;(\) + N,
i=1 j=1

com N, Ny € N i) = [T (agwrs0 = ) {LFD S, F(0)) € Ci-
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Antes da demonstracdo deste teorema, faz-se algumas consideracdes. Representa-se por S, o
conjunto das permutacdes o dos elementos do conjunto {1,2,...,n}. Define-se sgn (o) por

(o) 1, se o é par
sgn (o) =
s —1, se o é impar.

Seja F' C {1,2,...,n}. Ent3o, representa-se por S{172’._.7n}\p o conjunto das permutacdes

dos elementos do conjunto {1,2,...,n} \ F.

Demonstracdo do Teorema 8.5. Seja B = (bi;),,.,, = A — Mn, ou seja,

{bij:aij—/\, sei:j
bij:aij, sez';éj.

Ent3o, pela definicdo do determinante de uma matriz quadrada, tem-se

P()\) = det -A )\I H Qg — + Z Sgn bla(l b20(2) """ bna(n)r

€S
onde existem pelo menos dois b;,(;) tais que i # o (i), com i € {1,2,...,n}.
(1) Pelo Lema 8.3, tem-se
n n n—1C7
H(am_)‘): H(all—)\)+ZZNlj( ) qij a )(/\)+N( )
i=1 i=1 i=1 j=1

com N, Ny € N, g () =TT (aysw) =), LW F@).- @)} € Coan

(2) A soma

Z sgn (U) blo’(l) : 620(2) """ bna(n) (85)
O'ESn

é composta por produtos com pelos menos 2 fatores fora da diagonal principal.

(a) Para cada m € {1,2,...,n — 2} fatores da diagonal principal na soma (8.5), a soma
dessas parcelas é

> T (gm0~ A) - > e

{9(1),9(2),-,9(m)}Cm ) | k=1 heSpi ..., n}\?{ég((n)g(z) Lg(m)} k=1
ik

com iy <ig <---<ix€{1,2,...,n}\{g(1),9(2),...,9(m)}.
Para todo m € {1,2,...,n — 2}, para todo {g(1),9(2),...,9(m)} € Cyp ), pelo Lema 8.3,
tem-se

IT (cgmoy = A) = TT (agyam — ) + mg

Nz’j(Q) +N®@), (8.6)

||P1Q

com g;;@ () = H@Mmk ), {F() £ F(0)} € Oy, N, N € N,
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Pelas propriedades de operacdes com nimeros externos, para todom € {1,2,...,n — 2}, para
todo {g(1),9(2),...,9(m)} € Cp, ), tem-se

Z H Xiph(k) = Z

n—m

=

(aikh(k) + Aikh(k))

heS(1 2, nI\{9(1),9(2)....9(m)}> F=1 hES(1 2, nI\{9(1),9(2)....9(m)}> F=1
inh(k in#h(k
n—m
- > (aiencey + Ainir)
h€S(12,.nP\{9(1),9(2)....g(m)}» k=1
ik #h(k)

n—m
- > ( II %h(k)) + N,
hES(1 2, n1\{9(1),9(2)....9(m)}> N K=1
ix#h(k)
(8.7)
com NG e N.
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Logo, a partir das formulas (8.6) e (8.7) e tendo em conta os Teoremas 3.41 e 3.13, tem-se

II (O‘g(k)g(k) - )‘) : > H Qin(k) | =

k=1 h€S8(1,2,...,n\{9(1),9(2)...9(m)}> K
ix#h(k)

=TT (agwpem = A) - > I aini | +

k=1 hES(1,2,... nI\{9(1),9(2)....9(m)}> =1
ix#h(k)
n—m m— C
2
' > I | 52 S 0005
hES(1,2,... nI\{9(1),9(2)...,9(m)}> K=1 i=1 j=1
i #h(k)
n—m
2
+ > I aina | - N®+
hES(1,2,... nI\{9(1),9(2)....9(m)}s k=1
ix#h(k)
m m—1C"
2 3 2
+ TT (tgtpg) =) - N g;; 7 (\) - Ny® + N® . N —
k=1 =1 j=1

=TT (agmory =) - > H @ih(r) | +

k=1 he€S(1,2, . .n\{9(1),9(2)....g(m)}> K
ix#h(k)
m—1C{" m
+ 30> () NG+ N < (ago00 /\)> NO®4
i=1 j=1 Pair}
m-1Cf"
+ 33 ;P () - Ny 4 NED
i=1 j=1

=TT (g — ) - > IT aine | +

k=1 hES(1,2,... nI\{9(1),9(2)...,9(m)}> =1
ik7#h(k)
m— 1 CTTL , m ,
+ ZZQ@] : 1](3)+ <H (ag(k:)g(k))\)> N(3)+N(3)v
=1 j=1 k=1

onde

Ny ®) = ) H asngey | - Vi,

heS1 2, nI\{g(1),9(2)....9(m)}> k=1

ix#h(k)
n—m
2 — ) . N(®2)
N®) = > I cinay |- NP,
hES{1 2, . n}\{9(1),9(2)....9(m)}> k=1
ix#h(k)

Ny = NO . N, NE) = N®) N NG = N 4 NE@)
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s3o neutrizes.

Assim, para cada m € {1,2,...,n — 2}, tem-se
m n—m
> IT (cgtot =) - > IT cinw | | =
{9(1),9(2),--,9(m)}€C (1 n) | k=1 hES(1 2, nI\{9(1),9(2)....9(m)}» k=1

ix#h(k)

= > IT (agtyom — 2) - > I an | | +

{9(1).9(2),--.,9(m)}€C(m ny | k=1 h€S(12,..n\{9(1),9(2)....9(m)}> F=1
ix#h(k)

+ Z Z qij 2) 1,]( )+

{9(1),9(2),-,9(m)}€C 1 my =1 j=1

+ > < TT (st - A)) N (3)> +Cp, - N®).
k=1

{g(l)79(2)7"'vg(m)}60(m,n)

(b) Se ndo ha nenhum fator da diagonal principal na soma (8.5), entdo as parcelas sdo da

forma
aljl . a2‘72 ..... anjnl
com jijo...jn € Sn, i # ji, i =1,2,...,n

Aplicando as propriedades de operacGes em E, tem-se

n
. , - . (4)
Qljy - Q25p "0 Onjn, = H aj; + NT.
i=1

(3)
n n—2 m
‘H1 aii —A)+ ) > (H (agwyg) = ) -

m=1 {g(l)79(2)7"'7g(m)}60(m,n) k=1

Z H i h(k) + Z H a;j; = det (A= ALL).

he€S(12,...n}\{9(1),9(2)....9(m)}» k=1 J1g2-- n€Sn,i=1
in#h(k) i

(4) Aplicando os Teoremas 3.41 e 3.13, tem-se

n—1Cl m—1C{"
S WVTIRAEIORS DD DRI 95 o CIO RS
i=1 j=1 =1 j=1

>

m=1 {g(1)9g(2)7 ,g(m)}EC(m n)

) (H (gm0 — A)) N+
=1 {g(1),9(2)-g(m)}EC(
n—2

cr . NG 4 ND =
1

m=
n—1 C}' n—2

_ m_1 Cm
=3 > NG g )+ ) ZZ A) - N+ N,

i=1 j=1 m=1{g(1),9(2),....9(m)}€C (s n) ¥
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com Nij(?’) = Nij(l) + NG parai=1,2,....,n—2 Nij(?’) = Nij(l), para i =n —1,n,
n—2 ,

N= 3 Cm. NG+ ND neutrizes.
m=1

(5) Para todo m € {2,3,...,n — 3}, para todo {g(1),9(2),...,9(m)} € C(py, para todo
iCG {1,2,....om =1}, se {f(1), f(2),..., f()} € C9im), ento {/(1). ( ) o fli)} €
Y (in—2)-

Como para todo m € {2,3,...,n — 2}, para todo {g(1),9(2),...,9(m)} € C, ), para todo
i€{1,2,...,m —1}, paratodo j =1,2,...,C",

(2

Qij(Q) 1:[ (af k)f(k) — ) (8.8)

onde {f(1), f(2),..., f(i)} € CY; m), entdo

-2 m—1C"

2 ST ()N =

m=1{g(1),9(2),...g(M)}€C(m,n) =1 j=1
3Cn 2

- Z Z Z 4i;* : ij(gl)-

{9(1)79(2)7“'79("1_2)}60(7172,71) i=1 j=1

3

Como {g(1),9(2),...,9(n —2)} € Cj—2), entdo

U {9(1),9(2),...,9(n—2)} ={1,2,...,n}.

{9(1)79(2)7“'7g(n_2)}60(n72,n)

Assim, para todo {g(1),9(2),...,9(n —2)} € C(y_a,), para todo i = 1,2,...,n — 3, para
todo j =1,2,.. .,CZ-”_Q, tem-se

ai;? (A l:[ (asw s = A)

com {f(1), f(2),..., f(i)} € C(;n). Logo, tendo em conta os teoremas 3.13 e 3.41, tem-se

n—3 Cin_g n—3 C7

) o> aiP ) NG =30 6P () - N

{9(1)79(2)7'--’g(n72)}€C(n—2,n) i=1 j=1 i=1j=1
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Assim,

n—1 Cn n—2 m—1 Cim

> ZNU( Pai () + > ai;? () - N+

i=1 j=1 m=1 {g(l)79(2)7'~'7g(m)}60(m,n) i=1 j=1
+N=

n—1 C} n—3 cr?

_ZZNZJ Lqi; M () + > S>3 @@ N+

1=1 j=1 {g(l)79(2)7"'7g(n_2)}ec(n72,n) i=1 j=1
+N =
n—1C7 n—3 CI'

S0 0 5 0,

i=1j=1 i=1 j=1
n—1C}'

=> > 4ij(N)-Nij + N,
i=1 j=1
com qij ()\) = qij(l) ()\), 1 = 1,2,...,77,— 1, Nz‘j = Nij(3), T =n — 2,71 — 1,n, Ni]‘ =
Nij(g) + Nz‘jl(gl), 7 = 1, 2, ey — 3, qij(l) ()\) = ql-jl (2) ()\)
Dos pontos (1), (2), (3), (4) e (5), conclui-se que

P (\) = det (A — \L)

n—1 Cin
:det(A—)\In)+ZZNz]qZ]()\)+N1
i=1 j=1
com N,N;; € N, qij()\):kli[ ( FR)f(k) — ) (), £(2),..., fi)} € Cliny.- O

Teorema 8.6. Sejan um niimero natural standard. Sejam os niimeros externos c;j = a;j+A;j,
comay; € R, Ajj € N, i,j = 1,2,...,n. Sejam a matriz A = (wj),,,, € a neutriz
idempotente I # {0}. Entdo, as solucdes da equacdo P (\) C I, quando existem, sio
ntimeros externos.

Demonstracdo. Seja m um nimero natural standard. Sejam 0s nlmeros externos
@ij = aij + Aij, com a;; € R, Ajy € N, i, =1,2,...,n. Sejam a matriz A = (j),,,,, € ©
neutriz idempotente I # {0}.

Pelo Teorema 8.5, tem-se

n—1C}
P (A) =det (A—A,) =det (A= Ay,)+ > > Nij-qij (A) + N,
i=1 j=1
com N, Nj; neutrizes, ¢;;j(\) = f[ (af( k) f(k ) {f(1), f(2),.... f(©)} € Clny,

k=1
A = (aij), - Assim,

det (A—AI,) el
P()\)QI@ qij(A)GIINZ‘j,Z':LQ,...
N C1.

n—1,j=1,2,...,C"
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Pelo Teorema 5.7, as solugbes das equagbes det (A — AI,) € I e g;; (A\) € I : N;j, com
1=1,2,...,n—1,7=1,2,...,C}, sdo nimeros externos. Assim, supondo que N C I, como
a intersecdo de nimeros externos, quando ndo vazio, € um ndmero externo, entdo as solucoes
da equacdo P (\) C I, quando existem, sdo nimeros externos. O

Como ilustragdo do Teorema 8.6, analisa-se o caso da matriz A € M3(E).

Sejam os nlmeros externos «;; = a;; + A;ij, com a;; € R, A;; e N, 4,5 =1,2,3.

a1l o2 Qg3 1 0 0
Sejam a matriz complexa A = |21 @22 o3|, a matriz identidade I3 = |0 1 0| e a
Q31 (32 (33 0 0 1

matriz A = (ai;)4, 4. Entdo,

a1 — A 12 13
P()\) = det (.A - /\13) = det o921 a99 — A 93
a3y azz  asz— A

= ((a11 = A) + A11) - ((a22 — X) + A22) - ((azz — X) + Ass) + (a13 + Aus) -
(ag1 + A21) - (as2 + As2) + (as1 + As1) - (a2 + A12) - (ags + Ag3) —
— (a13 + A13) - ((a22 — A) + A22) - (az1 + Asz1) — (a21 + A21) - (a12 + A12) -

- ((ass — A) + Ass) — (as2 + As2) - (azs + A23) - ((a11 — A) + A1)

= ((a11 = A) - (a2 = A) + (@11 — A) - Aoz + (a2 — A) - A1 + A1r - Aoa) -
((agz = A) + Aszz) + (@13 - a21 + a13 - Az1 + a1 - A1z + Az - Agp) -
- (az2 + Asz2) + (a31 - a1z + azy - Ao + ara - As1 + Az - A1) - (a3 + Aoz) —

— (@13 - az1 + a13 - Az1 +az1 - A1z + A1z - Az1) - ((a2 — \) + Aao) —
— (@21 - a1z + az1 - A1z +aia - Ao + A1 - Ar2) - ((ass — \) + Asz) —
— (a2 - ag3 + azz - Azz + a3 - Azz + Asz - Asz) - ((a11 — A) + A11)

= =N+ (a1 + az2 + az3) \* — (@11 - a2 + a1 - azs + as - azz + arz - azi+
+ai2 - a31 +azz - az3) A+ a1 - agz - azz + a1z - ag1 - azz + asy - ar - A23—
—a13-G2-a31 — a2 - G31-a33 — a11 - @23 - az2 + (a11 — A) - (az3 — ) - Ao+
+ (a2 — A) - (azz3 — A) - A1 + (a1 — A) - (ag2 — A) - Azz+
+ (a11 — A) - (ags - Azp + azp - Aoz + Ago - Azz) + (a2 — A) - (a13 - As1+
+azy - A1z + A1 - Asz) + (az3 — A) - (a12 - A1 + ag1 - Ao + Aqr - Azo) +
+a13 - az1 - Asz +aiz - agy - Ao1 +ag1 - asz - A1z + aiz - ag - Asa+
+az1 - ags - A1z +arg - ags - Az1 +az1 - a2 - Az + agy - ar - Azz+
+ai3- a3z - Axx +asze - a3 - Ai1.
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Sejam

Ro(A) = =A% + (a11 + agz + as3) A> — (a11 - azz + a1y - ass + ag - ass + a13 - as1+
+ai2 - a31 +azz - azz) A+ ar - a2 - azz + aiz - ag1 - azz + asy - ai - A23—
—a13-ag - az] — a1z - Az - asz — aig - ag3 - azp = det (A — Al3),

Ry (M) N1 = (a11 — A) - (a2 — A) Ass,

Ry (A\) Na = (a11 — A) - (az3 — A) Aoz,

R3 (\) N3 = (ag2 — A) - (as3 — A) Aig,

Ry (N) Ny = (a11 — A) (a23 - A3z, azz - A3, Aoz - Asz),

R5 (A) N5 = (a2 — ) (a13 - Az1, as1 - Ars, Air - Asz),

Rg (N\) N = (azz — ) (a12 - A21, ag1 - Aja, Aqp - Agg),

N =a13-ag1 - A3y + a1z - asy - Ag1 + ag1 - agz - A1z + a1z - az1 - Az +
+ag1 - azs - A2+ a2 - a3 - Az1 +asy - arg - Aaz + agr - a1z - Asz+
+ a13 - agr - Ao + asze - ags - A1

Ent3o, o polinémio generalizado P reduz-se ao polindmio estruturado

Seja I # {0} um

6
det (A — AI)+ Y Ri (M) N; + N.
k=1

neutriz idempotente. Assim, supondo que N C I, tem-se

det (A= X)) el

PN CIs .
Ri(A)€T:N; i=1,2,...6.

(8.9)

Mais uma vez, o Teorema 5.7 garante que as solucdes do sistema (8.9), quando existem, sdo

ndimeros externos.
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