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Resumo

Estimadores Otimais em Modelos Bi-aditivos e Suas Familias

Esta tese tem como fundamental objetivo contribuir para a resolucdo de algumas
dificuldades recorrentes na teoria dos modelos bi-aditivos que os investigadores de
diversas areas enfrentam quando aplicam no tratamento das observacdes colhidas. Os
modelos bi-aditivos sdo dados pela soma dum termo fixo com seus termos aleatdrios
independentes. Estes modelos dizem-se bi-aditivos para atender simultaneamente a
expressdo de modelo e a da sua matriz de covariancia, ambas com estrutura aditiva.

A tese inicia-se com apresentacdo de resultados preliminares seguindo-se um capitulo
sobre modelos individuais. Nesse capitulo comegcamos por obter estimadores centrados
dos cumulantes das variaveis aleatorias que figuram nos modelos. Como veremos 0s
estimadores obtidos sdo de minimos quadrados. Para estimarmos os cumulantes de
quarta ordem consideramos duas possibilidades:

* ter um par de modelos independentes e identicamente distribuido;

«* as distribuicbes das componentes dos vetores aleatérios que intervém no modelo
terem parametros de localizacdo, dispersdo e forma ou s6 parametros de localizacdo e
dispersdo. Segue-se a utilizagdo de comutacdo entre matrizes obtidas a partir das
matrizes com valores das variaveis controladas para obter estimadores com
propriedades otimais: BQUE (Best Quadratic Unbiased Estimators) para as
componentes de variancia e BLUE (Best Linear Unbiased Estimators) para 0s
coeficientes do vetor fixo. Ainda neste capitulo mostra-se como construir elipsoide de
confianca e intervalos de predicdo. Finalmente segue-se, o estudo das familias de
modelos bi-aditivos. Em particular teremos familias regressionais em que estardo
associadas a vetores de variaveis controladas exogenas, na nossa expressao segue-se as
familias estruturadas. Os modelos dessas familias correspondem aos tratamentos dum
delineamento base tendo as mesmas matrizes e idénticos cumulantes para as variaveis

aleatorias intervenientes na parte de efeitos aleatorios dos mesmaos.

Palavras-chave: Bi-aditividade; Estimacdo de Cumulantes; Elipsoide de Confianca;

Intervalo de Predicéo; Familias de Modelos.



Abstract

Optimal Estimators in Bi-Additive Models and Their Families

The main objective of this thesis is to contribute to the resolution of some recurring
difficulties in the theory of bi-additive models that researchers from different areas
face when they apply them to the treatment of collected observations. Bi-additive
models are given by the sum of a fixed term and its independent random terms. These
models are said to be bi-additive to simultaneously meet the model expression and its
covariance matrix, both with an additive structure.

The thesis begins with the presentation of preliminary results, followed by a chapter
on individual models. In this chapter we start by obtaining centered estimators of the
cumulative of the random variables that appear in the models. As we will see, the
estimators obtained are least squares. To estimate fourth-order cumulative, we
consider two possibilities:

* have a pair of independent and identically distributed models.

«* the distributions of the components of the random vectors that intervene in the
model have location, dispersion, and shape parameters or only location and dispersion
parameters. Next, the use of switching between matrices obtained from the matrices
with values of the controlled variables to obtain estimators with optimal properties:
BQUE (Best Quadratic Unbiased Estimators) for the variance components and BLUE
(Best Linear Unbiased Estimators) for the coefficients of the fixed vector. Also in this
chapter, it is shown how to build confidence ellipsoid and prediction intervals. Finally,
the study of families of bi-additive models follows. We will have regression families
that will be associated with vectors of exogenous controlled variables, in our
expression the structured families follow. The models of these families correspond to
the treatments of a basic design having the same matrices and identical cumulative for

the random variables involved in the random effects part of them.

Keywords: Bi-additivity; Estimation of Cumulants; Confidence Ellipsoid; Prediction

Interval; Model Families.
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Notacg0Oes, Simbolos e Siglas

Ao longo desta dissertacdo utilizar-se-ao as(os) seguintes notagdes, simbolos e siglas:

Car(.)
Car(W)
R(U)
N(U)

Vetor aleatdrio.
Vetor fixo de coeficientes.
Vetor aleatorio.

Matriz conhecida.

Matriz conhecida.

Valor médio (esperanca matematica).
Variancia.

Distribuicdo normal com valor médio p e variancia 2.
Cumulantes de ordem r.

Valor médio.

Variancia.

Elemento da linha i e coluna j duma matriz.
Matriz transposta.

Matriz ortogonal.

Matriz identidade de ordem k.

Matriz identidade de ordem m.
Determinante da matriz A.

Determinante.

Determinante de A.

Inversa da matriz M.

Matriz simétrica.

Inversa da matriz A.

Inversa de Moore-Penrose da matriz X.
Caracteristica.
Caracteristica da matriz W.
Espago imagem da matriz U.
Espaco de nulidade da matriz U.

Xl



WQRZ
CJA

vt
BLUE
BQUE
CJA
OBS
COBS
tr(A)
BLUP

Matriz nula do tipo m x n.

Variancia.

Covariancia, i # j.

Produto de Kronecker das matrizes W e Z.
Algebra comutativa de Jordan.

Soma direta ortogonal de subespaco.
Subespaco.

Complemento ortogonal de V.

Do Inglés (Best Linear Unbiased Estimators).
Do Inglés (Best Quadratic Unbiased Estimators).
Do inglés (Comutative Jordan Algebra).

Do Inglés (Orthogonal Block Structure).

Do Inglés (Commutative Orthogonal Block Structure).

Traco da matriz A.

Do Inglés (Best Linear Unbiased Predictor).

X1



Capitulo 1

Neste capitulo pretende-se falar de forma resumida sobre o desenvolvimento do
trabalho e mencionar a sequéncia das atividades desenvolvidas durante a investigagéo.
Destacando-se a forma dos modelos bi-aditivos, a definicdo dos modelos bi-aditivos
na introducdo, os resultados preliminares que serdo Uteis tratados no capitulo 2. A
obtencdo de LSE (Least Square Estimators) para 0s parametros relevantes e a
introducdo de comutacdo de matrizes para obter BQUE (Best Qudratic Unbiased
Estimtors) para componentes de variancia e BLUE (Best Linear Unbiased Estimators)
para vetor de coeficientes B, obtiveram-se ainda elipsoide de confianca e intervalos de
predicdo no capitulo 3. A seguir trataram-se familias de modelos no capitulo 4 e por

altimo conclusdes e recomendacBes no capitulo 5.

1 - Introducéo

Durante muitos anos os modelos normais lineares foram utilizados na tentativa de
descrever uma grande parte dos fen6menos aleatérios. No estudo da relagdo entre duas
varidveis X e Y, procura-se uma funcdo de X que explique Y. Em geral, a relagdo ndo
é perfeita. O modelo a ser adotado depende de varios fatores, por exemplo, da natureza
das variaveis, da relagdo ser linear ou ndo, da homogeneidade de variancias ou néo, da
independéncia dos erros, entre outros. Por outro lado, a natureza das variaveis X e Y
pode variar, isto €, podem ser fixas (ou controladas) ou aleatorias. Se Y é aleatdrio,
trés tipos de modelos podem ser considerados: Modelo em que 0s X’s sdo fixos;
Modelo em que os X’s sdo aleatorios; Modelo em que parte dos X’s sdo fixos e parte,

aleatorios.



Além disso, ambas podem ser medidas com ou sem erro. X pode ser fixa ou aleatoria,
com erro ou sem erro; Y pode ser fixa ou aleatdria com erro ou sem erro.

Nesta tese pretende-se continuar e desenvolver o trabalho realizado anteriormente em
Antunes et al. 2020a e 2020b, onde foi considerado o Modelo Bi-aditivo. Estes
modelos séo extremamente flexiveis, permitindo a sua aplicagdo a uma grande familia
de problemas. S&o assim designados por, para além da sua formulacdo aditiva terem
matrizes de covariancia também com uma estrutura aditiva.

Pode-se considerar que estes modelos representam uma extensdo dos modelos
regressionais.

Y = XB+€
introduzidos por Gauss em 1809 e 1821. Passou assim a ter-se

w
i=1

com os vetores Z,,...,Z, independentes e com componentes independentes e
identicamente distribuidos.
Estes modelos além da sua estrutura aditiva tém matriz de covariancia da forma:

w
V= ZGiZMi,i =1,...,w

i=1
com M; = X;X¢, sendo designado como bi-aditivo.
A Inferéncia Estatistica tem uma natureza dialética tendo-se na mesma dois elementos
fundamentais: 0 modelo que devera conter o que se sabe antes de colher as
observac0es; e as observacoes.
Observe-se que se se admitir um modelo que ndo se adequa as observacgdes se esta a
cometer um erro da terceira espécie.
Vé-se assim que os modelos devem ser flexiveis para se alargar o seu dominio de
aplicacdo.

Os modelos bi-aditivos sdo da forma
w
Y - X ﬁ + ZXL Zl"
i=1

com B um vetor de coeficientes fixo, sendo independentes o0s vetores Z; =
(21---2;¢,), cOM componentes i.i.d e cumulantes de ordem r, X;.;, ¥ = 2,3,4,... i =
1,...,w, [ver Antunes et al. (2020a e 2020b)].

Estes modelos sdo extremamente flexiveis. Suponhamos gue se tinha admitido que as

matrizes M; = X;X',i =1,...,w, comutavam o gque, COMo veremos na secgéo (3.2),



garante ter-se estimadores BQUE (Best Quadratic Unbiased Estimators) para as
componentes de variancia
of =Xppi=1,...,w

e que, devido a falhas de observacOes, que se traduzirdo na eliminacdo das linhas

correspondentes nas matrizes X, X, ..., X,,, as matrizes M,,..., M,, ndo comutam.

No entanto a flexibilidade destes modelos permite, como veremos, analisar 0s

resultados obtidos.

Os modelos bi-aditivos sdo assim designados por, para além da sua formulacdo

aditiva, terem matrizes de covariancia Y\ , o7 M; também com estrutura aditiva.

No capitulo 2 apresentamos resultados preliminares que nos serdo Uteis para:

i). estimar os parametros relevantes;

i1). Construcgéo de elipsoides de confianca e intervalo de predicéo;

iii). Estudar familias de modelos associados aos tratamentos de delineamento base.

Segue-se o capitulo 3 em que se estudam modelos individuais. Comeca-se por estimar

os cumulantes X, ;,r = 2,3,4,i = 1,...,w e 0s vetores dos coeficientes . O caso dos

cumulantes da quarta ordem é estudado a parte e consideram-se:

i.  Pares de modelos independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.);

ii.  Distribuicbes das componentes dos Z;,i=1,...,w, com parametros de
localizacdo, dispersdo e forma ou sé de localizacdo e dispersdo. Particulariza-se
para 0s casos em que essas distribui¢bes pertencem a certos tipos: Multi-Normal,
Multi-Normal Generalizado, Multi-Student generalizado, Multi-Gama, Multi-
Gumbel, Multi-Beta e Multi-Tipicos. As densidades poderdo pertencer a um ou
varios tipos.

Considera-se em seguida a obtencdo de elipsoides de confianca com probabilidade

dada (aproximadamente) de conter realizages dos modelos.

A concluir o capitulo constroem-se intervalos de predicdo com probabilidades também

dadas (aproximadamente) de conter futuras observacbes associadas a valores das

variaveis controladas que intervém nos modelos. Observe-se que 0s conjuntos de
valores simultaneos dessas variaveis correspondem aos vetores linha das matrizes

X X1,... X, .

As familias de modelos sdo consideradas no capitulo 4. As matrizes X, X;,...,X,, € 0s

cumulantes X,.;,r =2,3,4,i =1,..,w, serdo os mesmos para os modelos duma

familia. Assim as matrizes M,,...,M,[M,M,,...,M,] comutam para todos ou

nenhum dos modelos duma familia. Alias este capitulo inicia-se com a estimacgdo



conjunta dos cumulantes e a estimagdo dos vetores dos coeficientes. O caso em que as
matrizes M, M4, ..., M,, comutam ¢ individualizado.

Segue-se o estudo das familias regressionais cujos modelos estdo associados a vetores
de variaveis controladas, isto é, varidveis cujos valores sdo determinados pelos
experimentadores. Na formulacdo inicial dos modelos bi-aditivos esses valores estao
nas colunas das matrizes X, X;,...,X,,. No caso dos intervalos de predicdo esses
valores sdo escolhidos apds o ajustamento do modelo. Ou seja, as variaveis
controladas sdo varidveis cujos valores sdo fixados pelo investigador, esses valores
constituem as colunas das matrizes X,X,,...,X,,. Esses valores sdo também
considerados na construcao de intervalo de predicéo.

Teremos também as familias estruturadas cujos modelos correspondem aos
tratamentos dum delineamento de efeitos fixos. Estudar-se-a a acdo dos fatores desse
delineamento nos vetores de coeficientes dos modelos da familia.

Quer nas familias regressionais quer nas familias estruturadas o caso em que as
matrizes M,M,,...,M,, comutam serd considerado. Foi também considerado a
expansdo de Edgeworth.

Por ultimo seguir-se-4 a sintese do estudo na perspetiva das conclusdes e
recomendacgOes, ou seja, mencdo do que foi feito no presente trabalho e o que
desenvolver para trabalho futuro.



Capitulo 2

Neste presente capitulo descrevem-se os resultados preliminares que nos serdo Uteis
nomeadamente: sobre matrizes (defini¢cdo, determinante de matriz, matrizes inversas,
poténcia de matrizes, matriz ortogonal, valores e vetores proprios, matrizes inversas de
Moore-Penrose), bases de sub-espacos, produtos de Kronecker de matrizes, fungdes
geradoras de momentos e de cumulantes, sub-espacos, estimadores de minimos
quadrados, algebras de Jordan comutativas de matrizes simétricas, espacos G[p]™ e
cruzamentos e aninhamentos de fatores sendo estes resultados preliminares que nos

ajudardo a interpretar alguns tépicos dos capitulos posteriores.

2 - Resultados Preliminares

2.1 - Matrizes

2.1.1 - Definicdo

Cayley (1858) introduziu as matrizes como uma notacao conveniente para sistemas de
equacdes lineares. Essa introducdo foi extremamente util havendo hoje livros
dedicados ao estudo das matrizes entre os quais Schott (2017).

2.1.2 — Determinante

O determinante de uma matriz A do tipo m x m sera

|A| = Z(_ 1) f(ilr---:im)al‘il azz‘iz, ey a,m'im,

onde a soma é efetuada para todas as permutacées (i;...i,,) de (1,...,m) e f(i;... i)

é 0 nimero de permutacdes necessario para reduzir (iy...i,,) a (1,...,m).



QuandO m = 1, |A| = a’l,l e sem= 2, IAI = a,l‘l 6L2‘2 - 6L1’2 a/Z,l e aSSIm

sucessivamente.
Pode mostrar-se, [ver Schott (2017, p.9)] que

|A B| = |A| |B|.

2.1.3 — Matrizes inversas

A matriz A do tipo m 2 m é invertivel se |4| # 0. Existe entdo uma matriz A™1, a
inversa de A tal que

AA ' =4"1A=1,.
A matriz inversa é Unica pois se B satisfazer a equacao matricial anterior ter-se-a
B=Bl,=BAA'=],A"1=4""1.
Tem-se com a # 0 as seguintes propriedades:

() 1=a147?
(At =@
AHt=4

|7t = 14|71,

Sendo diag(a,...a,,) a matriz diagonal com elementos principais ... a,,, tem-se
(diag(dl...dm))_l = diag(ai*...ay),casoa; #0,j =1,...,m,
tem-se ainda

(AB)'=B"'A™%.
Lema 2.1.3.1 — Dada uma matriz B invertivel a inversa dessa matriz é Unica
Demonstracgéo:

Suponhamos que B e C sdo matrizes inversas de A. Entdo:

B(AC)=BI, =B,

(BAC=1,C=C



uma vez que a multiplicagdo de matrizes é associativa, tem-se
B=B(AC)=(BA)C=C.

Podemos assim designar por A~ a (Gnica) matriz inversa de A. A matriz, A diz se

invertivel ou ndo singular se admitir matriz inversa [ver Paliga (2012, p.15)].

2.1.4 - Poténcias de Matrizes

Sendo A uma matriz quadrada de ordem m, define-se a poténcia de expoente n, de A,

comn € N,, de acordo com o0 seguinte:

[ ] A0=Im
o A=A
e A"=A4A"1 n=?2

ou seja, quando n é um inteiro maior ou igual 2, A™ o produto de n fatores iguais a 4,
A" =A.. A

2.1.5 - Matriz Ortogonal

Defini¢cdo 2.1.5.1 - Uma matriz quadrada P de ordem Kk, é ortogonal se e sé se
PEP=PPi = |,

onde I, representa a matriz identidade de ordem Kk, isto €, as inversas das matrizes

ortogonais sdo as suas transpostas, [ver Paliga (2012, p.19)].

Teorema 2.1.5.2 - Sejam A e B matrizes ortogonais de ordem k, e C uma matriz

qualquer também de ordem k. Tem-se:

o |AfCA| =|C|

e AB é uma matriz ortogonal

2.1.6 - Valores e vetores proprios

Dada a matriz quadrada B de ordem m, se

Bv=Av



A sera o valor proprio associado ao vetor préprio v ambos de B, e se B for simétrica
existe [ver Schott (2017) e Mexia (1995, p.1)] uma matriz ortogonal P tal que

PBP!' =D(ry...7,)
com ry... 1, 0s valores proprios de B.

Tem-se entédo

w
[ [5=1pBPiI=1B]
j=1

2.1.7 - Matrizes inversas de Moore-Penrose

Qualquer que seja a matriz X existe uma e uma s6 matriz X*, a inversa de Moore-

Penrose de X tal que:

XX*X=X
X*X Xt =X*
Jax x5t = x x+
(X*X)t = X*X

[ver, Pollock (1979, P.55)].
Caso X seja invertivel tem-se:

Xt=x"1

2.1.8 — Bases de sub-espacos

Os vetores 1r;...1r,, Sd0 linearmente independentes se, sendo 0, o vetor nulo

w

Zaivi =0,

i=1
implicar
a, =...=ay, =0.

Se v,...v,, forem linearmente independentes



implicara que
a; = &i,l’ =1,....m

pois ter-se-ia
m
Z(ﬂ“i —a)v; =0.
i=1

Um sub-espaco vetorial V ¢ uma familia de vetores, fechada para combinagdes
lineares, isto é, se v;...v,,€V entdo Y%, a; v;€V. Se 0S v... v, forem linearmente
independentes e se V for constituido pelas combinagdes lineares Y./, a;v; diremos

que {vr1...1,,} € uma base para V. Dado ureV teremos

m
w = Z cvU;.
i=1

sendo esta representacdo Unica.

Dados os vetores v = (v1...1,) € # = (14...1,;) COM componentes v;...1, €

... Uy 0 Seu produto interno sera

m
’U’t’u = z ViU
i=1

dizendo-se que v e u sdo ortogonais, e escrevendo-se v L u,
sevtu = 0.

Suponhamos que {v,...1,} é uma base de V cujos vetores sdo ortogonais dois a dois,

entdo essa base sera ortogonal.

||l = /v}vj =1,j=1...4

Se os vetores linha de B constituem uma base ortonormada para V, B‘B sera a matriz

Se ainda se tiver

a base serd ortonormada.

de projecéo ortogonal sobre V.



Se todo o vetor de V é ortogonal a todo o vetor de A diremos que sdo ortogonais.

Sendo Q(V) e Q(A) as respetivas matrizes de projecdo ortogonal tem-se
Q(V) Q(A) = O x m-

com 0,,,.,, a matriz nula m x m. PBe-se entdo VL A bem como Q(V) L Q(A),

dizendo-se que estas sdo matrizes de projecéo ortogonal mutuamente ortogonais.

Ent&o o sub-espago formado pelos v + « com v€V e weA sera o sub-espaco VEH A e

V e A constituirdo uma particao direta ortogonal de V FH A.

Para representar a soma direta ortogonal dos sub-espagos V.,...,V; poremos
d
H=1 Vs

2.1.9 - Produto de Kronecker de matrizes

O produto de Kronecker foi largamente estudado por: Graham (1981), Steeb (1991),
Steeb e Hardy (2011), [ver Fonseca et al. (2006)].

Defini¢do 2.1.9.1 - Seja W = [w; ;| uma matriz do tipo k x n e Z uma matriz do tipo
r x c, entdo o produto de Kronecker entre estas duas matrizes, W @ Z, sera dado pela

matriz por blocos W @ Z do tipo kr x nc,

wii ... Wi Z
WQZ-= :
Wril ... Wy Z
com
Z11 e Z1c
7= : . .
Zyy e Zpe

Note-se que o produto Kronecker de matrizes ndo goza da propriedade comutativa.

A seguir apresentam-se alguns resultados sobre o produto de Kronecker, que podem
ser encontrados em Schott (2017, pp.316-317).

Teorema 2.1.9.2 - Sejam W, Z e Y matrizes quaisquer e w e z vetores quaisquer.
Entéo

e a@W =W Q a=aW, para qualquer matriz pseudo escalar a.

o (aW)® (BZ) = aB(W Q Z), para quaisquer escalares a e .

e WRZDHRXIY=WQREZKY).

e W+Z) QY =W QYY)+ (ZQY),seW e Z sdo do mesmo tipo.
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e WQRZ+Y)=(IWQRZ)+ (W ®Y),seZeY sdo do mesmo tipo.

e WZIt=WQRZ'=Z'QW.

Corolario 2.1.9.3 - Sejam W e Z matrizes diagonais quaisquer. Entdo W @ Z é uma
matriz diagonal.

Nota: uma matriz pseudo escalar a € a matriz 1 x 1 cujo Unico elemento ¢ a.

Tendo em conta as propriedades apresentadas no Teorema 2.1.12.2, facilmente se

estabelece que

(X )o(Qyom ) - 23w tom

Teorema 2.1.9.4 - Sejam W, Z, Y e U matrizes dos tiposnx h,p x k,hx m,e k x q,
respetivamente. Tem-se
WQRZ(YQRQU)=WY R ZU.
Demonstracao imediata
Corolario 2.1.9.5 - Sejam W e Z matrizes ortogonais quaisquer. Entdo W @ Z é uma
matriz ortogonal.
Demonstracao:
Basta verificar que sendo W e Z matrizes ortogonais de ordens kK, e n, respetivamente,
se tem
(WRZ)(WRZ)t = (WQRZ)(W!RZ) = WW'QRZZt = I, = I,
analogamente
WRZ)'(WRZ) = Iy .
Corolario 2.1.9.6 - Sejam W e Z matrizes de projecdo ortogonal. Entdo W @ Z é uma
matriz de projecédo ortogonal.
Teorema 2.1.9.7 - Sejam W e Z matrizes quaisquer. Ter-se-a
(W®2Z)t = WQZE.
Corolario 2.1.9.7 - Sejam W e Z matrizes simétricas quaisquer entdo WQZ ¢
simétrica.
Teorema 2.1.9.8 - Seja W uma matriz quadrada de ordem n, e Z uma matriz quadrada
de ordem g. Entéo
car(WQ®Z) = car(W).car(Z).
Teorema 2.1.9.9 - Seja W uma matriz do tipo k x p, e seja Z uma matriz do tipo n x g.
Entdo

11



e (WQRZ)'=Ww1lQZ 1 sek =p n=qeW eZ, sdo matrizes invertiveis.
o (WQZ)*=WrQ®Z".

2.2 - Funcg0es geradoras de momentos e de cumulantes

Embora estas funcbes estejam também definidas para o caso multivariado s6 nos

interessa o caso univariado.

Dada uma variavel aleatoria W a respetiva funcdo geradora de momentos € dada por
@(d|W) = E(e?)

estando definida para os valores d em que o valor médio de e®" esta definido.

Quanto a funcao geradora dos cumulantes de W a mesma é dada por

Y(d|W) = log (¢(d|W)

[ver, por exemplo Pistone e Wynn (2006, pp.210-221)].
estando definida para os mesmos valores que ¢@(d|W) [ver Antunes et al. (2020a,
2020b)].
O r-ésimo cumulante de W, quando definido, é dado por
C, (W) =y=r>(0|w),

com < r > indicando a r-ésima derivada.

Sendo u(W)[a?(W)] o valor médio [variancia] e u,-(W),r > 1, o0 r-ésimo momento
central de W tem-se, [ver Balakrishnan et al. (1998)] e [ver Douglas (1980)].

e C(W)=puW)

e C,(W)=02(W)

o G(W)=pus(W)

o CW) = p, (W) - 3(a*W))’

tem-se ainda

Cr(aW+b)=a" C,(W); r>1

por outro lado, se Wy, ..., W, forem independentes temos,

Cr <i ap W#) = i apCr(Wp)

£=1 £=1
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[ver Craig (1931)], [ver Mukherjea et al. (2006, pp.1185-1189)]. [ver McCullagh e
Nelder (1989)], [ver Nelder e Wedderburn (1972)] e [ver Turkman e Silva (2000)],
para mais detalhes sobre funcdo geradora de momentos. [ver Smith (2012, pp.217-
218)].

2.3 - Sub-espacos

Dado um sub-espaco V de R™ o conjunto de todos vetores de R™ ortogonais a todos
vetores de V serd o complemento ortogonal V+ de V. Observe-se que, se u, v€V+, e
w € Vsetem

(au + 6 v)w=a(utw) + (v'w) =0

Pelo que V+ sera sub-espago de R™. Alias é facil de mostrar que todo o vetor de V é

ortogonal a todo vetor de V+, vindo VL V.
Sev € ANVcomAL Vtem-se ‘v = 0 oque implicav = 0.

Dada uma matriz X o seu espaco de nulidade, N(X), é formado pelos vetores u tais
que X u = 0. Por outro lado, o espaco imagem, R(U), da matriz U e formado pelos

vetores

Tem-se, ver Seber (1980, p.2)
N(B) = R(BYH*.
O sub-espaco V € soma direta ortogonal dos sub-espaco A,,...,4,,, mutuamente
ortogonais, tendo-se
V=Ba‘l/v Ai'
se e s6 se todo o vetor x € V for dado por
w
X = Z X,
i=1

com X € Al"
Mostra-se que esta representacao € unica, sendo Q, Q4...Q,, as matrizes de projecéao

ortogonal sobre V, A,,..., A, tem-se
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Q= i Q..
i=1

2.4 — Estimadores de Minimos Quadrados

Dado o vetor aleatorio ¥ com vetor médio
u=XB
0 LSE (Least Squares Estimators) de g é
B = (Xt X)*Xxty.
Estes estimadores minimizam
S(B) =1y — X BII%

dando o nome de estimador de minimos quadrados.

Quando Y tem matriz de covariancia ),(Y) para a qual se tem um estimador centrado
SI(Y) tem-se 0 GLSE do Inglés (Generalized Least Squares Estimators), ver Kuriya &
Kurata (2004)

B = (X'TM)*X) XtT(N)Y.

2.5 — Algebras de Jordan Comutativas de Matrizes Simétricas

Estas algebras sdo espacos vetoriais, isto €, contém, as combinacdes lineares de suas
matrizes que comutam, bem como os quadrados das mesmas [ver (Leon (2010)].

Assim se M4,..., M, pertencem a algebra de Jordan comutativa, AJC, A temos

m

Z a;M; eA,

i=1

bem como

M?e A,i=1,...,m.

Ora, ver Schott (2017, p.184), as matrizes simetricas W;,..., W, comutam se e s6
forem diagonalizadas pela mesma matriz ortogonal P, tendo-se

PtW]P:D],]: 1,...,u,

com D; matriz diagonal, j = 1,...,u.
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Assim existe uma matriz ortogonal P tal que diagonaliza as matrizes da AJC.
Dadas M, M,eA ter-se-a

M, = PtD,P,¢ = 1,2,

com D, matriz diagonal cujos elementos principais sdo os valores préoprios
Ev1,..-,Eppn (@dmitindo-se que as matrizes de A sdo do tipon x n) de M,, £ = 1, 2.
Tem-se entdo

MlMZ = PtDIP Ptsz = PtDlsz,

com  D;D, a matriz diagonal cujos elementos principais s&o os produtos dos
elementos principais homdélogos de M e M,. Como estes elementos principais s&o 0s
valores proprios de My, M, e MM, vé-se que os valores proprios de MM, s&o 0s
produtos dos valores préprios homdlogos de M, e M.

Por outro lado, ver Seely (1971), toda a AJC tem uma base Unica, a base principal,

4 p, constituida por matrizes de projecdo ortogonal mutuamente ortogonais. Sendo
{Qll ey Qm} = &p(cﬂ),

dado MeA tem-se

m
=1

ese
m
M, = z“j,er =12,
=
tem-se

m
MM, = Z(“Ll“j,Z)Qi
=1

J

visto as Qy, ..., Q,, serem idempotentes e mutuamente ortogonais.

Sendo Q uma matriz de projecdo ortogonal pertencente a A tem-se
m
Q= Z q;Qj,
j=1

e como Q é idempotente tem-se
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vindo

Logo q;¢{0,1}, j = 1,...,mvindo
e=)> e,

com ¢ = {j'; q;, = 1},vendo-se ainda que

car(Q) = Z car(Q;),

jep
e que
R(Q) =Hc, R(Q)).
Resulta ainda que se QeA e car(Q) = 1, Q tera de pertencer a p(A).
Em particular se %]n = %1n1,ﬁecﬂ, tomamos Q; = %]n e a AJC é regular.

Por outro lado, se

m
j=1

com 6p(A) ={Q4,...,Q,,}, U serd a unidade de A ja que com M € A tendo-se

m
M = z dej,
j=1

tem-se
UM=MU =M.

Vé-se ainda que, se

m
M:Zd]QJEcA,
j=1
comaf =a;'sea; #0ea =0sea; =0, setem

m

Mt = Za;_Q] €A,

j=1
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jaque
MM*M=M
M*M M* =M*
(M M*)t =M M*
(M* M)t =M*M

Assim as AJC conterdo as inversas de Moore-Penrose das suas matrizes.

Vé-se ainda que U é simétrica e idempotente pelo que, é matriz de projecéo ortogonal,

[ver Schott (2017, p.64)].
Dada M e A tem-se,

M = Zanj,

jep

com ¢ = {j; a; # 0}, vindo

car(M) = z car(Q;) < Z car(Q;) = car(U)

jeo J

se car(U)=n, U=1, e A conterd matrizes invertiveis (em particular U). se

car(U) < n todas as matrizes de A terdo caracteristicas inferiores a n, ndo podendo

existir matrizes invertiveis em A. Assim para A conter matrizes invertiveis é

necessario e suficiente que, car(U) = n dizendo-se que, quando U é invertivel, a AJC

é completa.
Pondo-se

0 = R(U),
tem-se

0 =M, R(Q)),

0 que mostra a relacdo entre particdes ortogonais de subespacos e bases principais de

AJC.

2.6 - Espacos G[p]™

Nesta sec¢do utilizaremos, com p primo, a aritmetica modulo p em que se substituem

os resultados da adicéo e multiplicagcdo usuais pelos restos da sua diviséo por p.

Assim com p = 3 tem-se as tabelas para as respetivas adi¢do e multiplicacao

+@3)
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0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
X(3)

0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

com p = 5 as tabelas seriam

()

0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 01
3 3 4 0 12
4 4 0 1 2 3

X(s)

\ 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 O
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

onde apenas se consideram os {1,...,p — 1} 0s quais constituem o suporte do corpo

G[p] de Galois.
Observe-se que

Gp)" = {(xl...xn); x;eG[pl,j = 1,...,n},

18



sendo fechado para combinag&o linear € um espaco vetorial (sobre o corpo G[p]).
Dado a € G[p]™ temos a aplicacéo linear

n

L(x|a) = Z ajxj |
J=1 ()
onde (p) indica a utilizacdo de aritmética modulo p. Com c4,..., c,,€G[p] seja

m m

=t J=1 ()

vé-se assim que L, ([p]™), a familia destas aplicacfes lineares, também é fechada para
combinaces lineares sendo, pois, um espaco vetorial (em terminologia algébrica seréa
o dual de G[p]™).

As aplicacOes lineares reduzidas tém o seu primeiro coeficiente ndo nulo igual a 1.

Enquanto ha p™ aplicacgBes lineares o nimero de aplica¢des lineares reduzida sera

Por exemplo comp = 3 en = 3, L([p]3) tera 27 aplicacdes ordenadas pelos indices
3
i(@)=1+ Z(al- _ 1)3i1,
=1
no caso geral este indice sera

i(@)=1+ Z(ai _ 1)piL,
f=1

Neste exemplo teremos, com L, a aplicacdo nula correspondente a a = 0
Ly | X 2x, | X X, + X2 2Xx, + Xz |
X1 X14X; X1 +2x, | x1+x3 xi+x,+x3 x;+2x; +x3]...
2xq| 2xq1 +xp 2xq + 2x512x1 + X3 2x1 + x5 + X3 2% +2x; + X3

2x3 Xp + 2X3 2xy + 2x3
xl+2.X'3 X1+ xy +2.X'3 X1 +2x2 +2x3,
2x1 +2x3 2%+ x5 +2x3 2x1 + 2x, + 2x3

sendo coloridas (azul) as 13 aplicagOes lineares reduzidas.

As aplicacdes lineares L(x|a,),..., L(x|a,,) sdo linearmente independentes se
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m

Z C]L(.X|(lj) = LO'

j=1

implicar ¢; =...= ¢, = 0 0U 0 que 0 Mesmo

m

j=1
Assim as L(x|a,)...L(x|a,,) sdo linearmente independentes se e SO se 0s seus vetores
de coeficientes o forem.
Dada L = (L(|ay)...L(|a,,)) pomos
A(L) = [a;q...a,]t.

Observe-se que, dado L([p]™) ter dimensdo n se tem deter m < n
e que, se as (L( lai)...L( |am)) poderem ser linearmente independentes, tendo-se
entao

car(A (L)) =m,

e tendo o sistema A(L)x = &, com x, b€ G[p]™, p™ ~ ™ solucBes que constituem o
bloco [L|&].
Assim os p™ vetores, de G[p]™ distribuem-se por p™ blocos.

Estes vetores podem ser ordenados pelos indices

jE) =1+ Ehoa( — p*
Se 0s x e G[p]™ tiverem como componentes x;...x, 0S niveis dos fatores dum
delineamento, estes indices afetardo as observagdes, Y;... Yyn.

A L(.) e L.([p]™) podemos associar uma matriz
B(L) = [6;(L)],

com

b ;(L)=0;L(x;)#i—1

Sendo T, obtida eliminando a primeira linha igual a %1; duma matriz ortogonal de

e

ordem p e tomando-se
A(L) =T,B(L),

tem-se a matriz de projecédo ortogonal
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Q(L) = AL A(L); LeL([p]™),

associada a L, com
g(L) =car(Q[LD =p- 1.

Estas matrizes de projecdo ortogonal séo mutuamente ortogonais e

1 t
Q(L) = Ipn - p—n 1pn1pn,
LeLy([pI™

tendo-se ainda

gL)=p"- 1
Le Ly ([pI™)
Logo pondo-se
1 t
QO p_n 1pn1pn

tem-se

Q@+ ) QW =1In

LeLy([p]™

pelo que A(p™) com
p(A®™) = {Qo; Q(L), L € L ([p]M)},

seré regular e completa.

2.7 - Cruzamento e aninhamentos de fatores

Suponhamos que L grupos com uy,...,u; fatores que aninham, cruzam tendo-se um

modelo com cruzamento e aninhamento. As hipdteses de auséncia de efeitos e

interagGes nesses modelos estéo associadas aos vetores de
r={ah,=0,...,u,¢=1,..., L}

O valor médio geral do modelo estara associado a 0,; os efeitos dos fatores do

£ — ésimo grupo aos vetores de I" cuja Gnica componente ndo nula é a £ — ésima que

serd o indice desses fatores.

Se h tiver mais de que uma componente ndo nula, estara associado as interacées dos

fatores de grupos distintos indicados por essas componentes ndo nulas.
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As hipdteses Hy(#£) de auséncia dos efeitos ou interagdes associadas as #el’ podem
ser [ver Fonseca et al. (2003)] escritas como
Hy(A): 1€ A(A),
sendo a matriz de projecao ortogonal sobre A(4) dada por
Q(A) = B(A)'B(A), A ET.
Com, [ver, Fonseca et al. (2003)]
B(#) =Q, B,(#,); A ET

onde

Bo(hy) = (®4) 1,(A) ®T,,(A)® | iy . 15, (A"

1
Vag(h')
sendo a,(#A) o numero de niveis de 4, — éssimo fator do grupo ¢ e T, a matriz

obtida retirando a primeira linha igual a % 1k duma matriz ortogonal r x 7.

Q(#,) tem caracteristica

L fp hp—1
g(h{)) = | | | | Ao pr — | | Ap pnr
=1 \Ar=0 Arr=0

tomando-se a,o =1, £=1,...,u,.

2.8 - Expansbes de Distribuicdes

Expansdes em série de distribuicBes podem ser Uteis por exemplo no céalculo de

quantis.

Muitas vezes parte-se de expansdes em serie de densidades para integrando termo a

termo se obtém a correspondente expansdo da distribuicao.

As expansdes usuais para densidades sdo/ora densidades estandardizadas com recurso
por exemplo, [ver Stuart & Ord (2000, p.227)] a polindmios de Chelychw-Hermite

dados por

2] l4] l6]

— AT _ T2 r—4 __ r—6
Hy(x) = %7 = 5 X 4 ox 23.31°

comrlsl =r(r—1)...(r —s+1)
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Assim sendo f(x) uma densidade estandardizada obtém-se [ver Stuart & Ord (2000,
p.229)]

1 1 1
£ = 1) (145 (o = DHo(0) + 2 isHs 00 + 57 (s = 6112 + D, ...)

com n(x) a densidade normal estandardizada.
Utilizando as transformacdes de Fourien dos termos da ultima expanséo de Edgeworth
obtém-se [ver Stuart & Ord (2000, p.229)] respetivas expansdes uma das quais sera

utilizada na obtencéo de elipsoide de confianca.
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Capitulo 3

No presente capitulo descrevem-se o0s modelos individuais destacando-se: a
formulacéo, ajustamento, determinagdo dos cumulantes da 42 ordem, apresentam-se 0s
casos particulares de modelos nomeadamente: Multi-Normal, Multi-Normal
Generalizados, Multi-Student Generalizados, estes trés tipos sdo simétricos, seguem-se
0s trés tipos ndo simétricos: Multi-Gama, Multi-Gumbel e Multi-Beta e por fim Multi-
Tipico. Em seguida introduzem-se comutacao entre matrizes para obter o BQUE (Best
Quadratic Unbiased Estimators) para componentes de variancia e BLUE (Best Linear
Unbiased Estimators) para o vetor B dos coeficientes segue-se a construcdo de
elipsoides de confianca e de intervalos de predicdo, modelos com vetores de erro,

testes F em particular casos aninhados e cruzamentos.

3 - Modelos Bi-aditivos

3.1 - Modelos individuais

Estimamos os pardmetros relevantes dos modelos considerando-se para além do caso
geral casos particulares com interesse.

3.1.1 - Formulagéo

Os modelos bi-aditivos sdo de forma
w
i=1

onde B é vetor fixo e os Z4,...,Z,, aleatorios e independentes. Admite-se ainda ter-se

Z;=(Zi1,.... Zic,), COM Z;4,..., Z;, i.i.d. tendo cumulantes de ordem r, X;;, i =
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1,...,w. Em particular ter-se-a X;; = 0, i = 1,...,w, quando os valores médios das
componentes forem nulos e pde-se

2 _ :
of =X, i=1,...,w.

A matriz de covariancia de Y, sera

w

£ =) of M,

=1

com M; = X; X!, i =1,...,w, dada a independéncia dos Z;...Z,,

3.1.2 - Ajustamento

Seja O = R(X) o espaco imagem de X, com complemento ortogonal Q! para o qual se

tera uma base ortonormada {a,, ..., @, }. Seja o vetor
w
g _ t _ t . .
Y] = a]Y— Za] XiZi'] = 1,...,Tl
i=1
ponhamos

a]tXl = (a/{j'i'l}.a/{j'i'g} .a{j’i’ci}),j =1,...,ni=1,...,w

entdo, representando por ©,(¥;) o r-ésimo cumulante de ¥;, r =2,3, j =1,...,7,

teremos.
w
@T(Y]) = Z/{)f’i’j (T) Xr_j
i=1

com

Ci

’&j,i(r)=za;i_g,j=1,---,7"1, i=1,...,w

£=1

pondo-se, comr = 2,3

B(r) = [{fi,j (7‘)]

0(r) = (6,(1;)..... 0, (%))

Xr=(Xp1.- Xr)

tem-se entdo
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0, = B(r) X,,r=2,3.

Para ©,. tem-se o0 estimador
0, =(Y...Y%),r =23,
0 que origina o estimador de minimos quadrados

X, = (B@)B(r) B@)'®,,r = 2,3

onde, tal como atras, + indica inversa de Moore-Penrose.
Em particular tem-se

X, = (67...6%),

com o/ componentes de varianciade Z;,i = 1,...,w.

3.1)

(3.2)

Pondo-se 67 = X3;, i = 1,...,w, tem-se, para Y a matriz de covariancia estimada

) =) & M,

i=1

0 que, [ver Kariya & Kurata (2004)] origina os estimadores de minimos quadrados

generalizados
B=(xSmX) XTWY,

quando os Z,...Z,, tém vetores médios nulos.

Admitamos agora ter o modelo bi-aditivo

w
i=1

em que as componentes de Z; tém parametro de localizacdo A;,i = 1,...

Entdo as componentes de
ZP=7; — 1,4,i=1,...,w,
terdo parametro de localizacdo nulo, tendo-se
XZ, =XZ}+X1.,i=1,...,w.

Tomando-se

)

{xo = [XX11.,... Xw1c, |
ﬁo = [ﬁtllf""lw]t

teremos

, W
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w
Y = X°p° +inz‘;,i =1,...,w.
i=1

Observe-se que as componentes de Z7,i =1,...,w tém 0s mesmos cumulantes de
ordemr > 1que Z;,i = 1,...,w, podendo estima-los a partir dos resultados anteriores
(expressdes (3.1) e (3.2)).

Por outro dado teremos

Bo = (x0'S()1x°) xS (¥) .

3.1.3 - Cumulantes de quarta ordem para os modelos bi-aditivos

Dada uma variavel aleatéria U com variancia a2(U) e quarto momento central u, (U),
0 respetivo cumulante de quarta ordem é, [ver Balakrishnan et al. (1998, p.49-54) e
Douglas (1980)]

Xy () = py(U) — 3 (a*(W))".

Assim para se estimar X,(U) tem de se estimar u,(U) e (aZ(U))Z. Surge assim o

problema de estimar (O‘Z(U))Z. Uma primeira solucdo é trabalhamos com pares de
vetores (Y(l), Y(Z)) i.i.d. A partir destes pares obtém-se os estimadores 62(U, 1) e
&2(U, 2) os quais serdo i.i.d. e dar-nos-d0

(52(V))° = 62(U, 1) 62(U, 2).

Por outro lado, teremos os estimadores i.i.d. (ﬁ;(l),ﬁ;(Z)) dos momentos de ordem

r relativos a origem que serdo i.i.d.r = 2,3, 4.

Tomando-se
o = o — 4 Q5 + 6352 — 31*
teremos
Xz} =i, — 3(6%)%

Se se dispuser de pardmetros de localizacéo (1), dispersédo () e forma (), teremos 0s
cumulantes
X,(A,6,7) =X,(0,8,7)=6"X,(0,1,7); r = 2,3

vindo parar = 2
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_ fxz(l.&r) . ,XZ(O,&T)
0= X(01,1) Al X2(0,1,7) (3.3)

XZ (Or 6; T)3 _ XZ (0' 1; T)s
X5(0,1,7)2  X5(0,1,7)2

Para estimar t temos

= A(71)

Os cumulantes séo dados, para cada tipo, por func¢Ges conhecidas o que, neste caso,
nos permite obter a expresséo da funcéo 4(7) e, consequentemente de /(7). Como 0
valor de £(t) pode ser calculado obtém-se uma equacio em t cuja solugdo é . O que

nos permite, a partir dos X,-(0, 8, T) obtidos no ajustamento obter o estimador

_X,(0,6,7)°

D =% 0.6.07

resolvendo-se esta equacdo em ordem a t obtém-se 7 .

5 X,(0,6,7)
B XZ(O' 1; f)

, sendo X,(0,1,7) obtido substituindo = por 7 na expressdo do segundo cumulante

Em seguida obtém-se

comd = 1.
Estimados & e T teremos além disso os estimadores X, (0, 8,7) = 67X, (0,1, %), para
0s X, (0,6,1),r =4,..

Se a distribuicdo nao tiver parametro de forma a expressao (3.3) aligeira-se para

_ [0o
0= X, (0,1) (34)

X,(2,8)
X,(0,1)°

tendo-se o estimador

§ =

Observe-se que, como vimos se podem incorporar os pardmetros de localizagdo
A1, ..., A, correspondentes as componentes de Z,,...,Z,, no vetor dos coeficientes.

Assim as componentes de
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terdo pardmetros (0, d;, ;) ou 6;,i = 1,...,w consoante tenhamos ou nos parametros
de forma.
Por outro lado, com
{XO =[x X1.... X1, ]
B° = [BA;... 2]t

tem-se
w w
Y=X8B +inzi =X°B° + ZX,-Z?.
i=1 i=1

Podendo-se utilizar a segunda formulagdo do modelo em que os 4,...4, sao

estimados ao estimar-se B°.

3.1.4 - Casos particulares de modelos bi-aditivos individuais

Vamos considerar varios tipos para as distribuicbes das componentes de Z,,...,Z,,
com vista a facilitar o ajustamento dos modelos correspondentes.

Os trés primeiros tipos sao:

v" Multi-Normal

v Multi-Normal generalizado

v" Multi-Student generalizado,

no primeiro caso trabalharemos com densidades normais, no segundo com densidades

normais generalizadas.

1 x — 1\ _1(x—1)2
(x4, 6,1) = e 28 ) —co<x <4
o1
2r

onde

Segue-se 0 terceiro caso em que se consideram densidades f generalizadas
1 r(m) 1

TS O e D AT

Seguem-se trés tipos com densidades ndo simétricas:
v' Multi-Gama
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v Multi-Gumbel
v" Multi-Beta.

No primeiro caso as densidades sdo de forma

x =\t (22
) e

FGlR6,0) = 570 (5 5) x> 2

enguanto no segundo temos

1 (2= (52
f(x|/1,6)=ge (5 )e‘e(6>;—oo<x<+00.

Em ambos estes tipos existem parametros de localizacdo e dispersé@o. O terceiro tipo

nao simétrico tem densidades beta

P11 - x4 0<x< 1,

fxlp,q) = m

Com, [ver Taylor (1955, p.680)],

_I'(rq)

Bp.a) = F(p+q)

Neste tipo ndo teremos parametros de localizacéo e dispersdo, mas assim pares (p, q)
de parametros de forma.

Por ultimo consideramos o caso de modelos em que as distribuicdes das componentes
dos vetores Z,,..., Z,, podem pertencer a tipos distintos.

O nosso objetivo ao considerarmos estes tipos foi por em evidencia a flexibilidade dos

modelos bi-aditivos.

3.1.4.1 — Modelos Multi-Normais

Nestes modelos as componentes dos vetores Z4,...,Z,,, ttm densidades normais. As

densidades normais estandardizadas sao

e‘yz/Z
n(y|0,1) = Ners ; —0 <y < 4o,
Obtendo-se a func¢do geradora de momento
s ety—yz/z Y +°°e—t2/2+ty—y2/2
@(t]0,1) = N N
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too (y-— t)2/2

e
—dy.
_.[O V2m Y

tZ
=e /2

Fazendo-se a transformacéo y = u + t vem

+co 2
e‘u /2

_ iy f
£(0,1) =

—00

du = etz/z

logo a funcéo geradora dos cumulantes sera
2
P(t|0,1) = £/,

tendo-se

X1(]0,1) ='(0]0,1) =0
X,(10,1) =¢"(0]0,1) =1
X,(]0,1) = %<">(0[0,1) = 0, r> 2.

3.1.4.2 — Modelos Multi-Normais Generalizados

Nestes modelos as componentes dos vetores Z, ..., Z,, tém densidade da forma

x — 1\ g(@)z
( 5 ) e 2\86 /) —o<x<+ oo,

f(x|A,6,7r) = 5L,

com

+ o0

u2
I = f u®e 2 du.
—
Integrando por partes obtém-se a férmula de recorréncia

Iy =(s—1DI_,

sabendo-se ainda que

+ o0
I, =V2m f n (x]0,1)dx = v2m.

e que, por simetria, I; = 0.

Igualmente por simetria vé-se que

o)

1 x?
woprr(10,1,1) = . f x#*1x2Te"2dx =0,£=0,1,...,
2r



e por recorréncia que

I
”,2£’( |O' 1Pr) = 2;’+2T
2r
vindo
1(10,1,7) = 0.

Pelo que os momentos relativos & origem das densidades estandardizadas coincidem
com 0s momentos centrais.

Tem-se ainda
ﬂ2£+1( |0, 1,r)=0

igualmente por simetria, e

12+2T

(12(10,1,7) =22 = 21 4+ 1

2r
I
1 (10,1,7) = ‘;”T =2r+3,

2r

pelo que, para a distribuicdo estandardizada temos 0s seguintes cumulantes:

o X,(]0,1,7) =0

e JX,(]0,1,7r) =pu,(]0,1,7r)=2r+1

o X3(101,7)=p3(|0,1,7) =0

e X,(]0,1,7) = puy(10,1,7) — 3u,(]0,1,7)2 = (2r+3) — 3(2r + 1)

3.1.4.3 - Modelos Multi-Student Generalizados

Admitimos agora que as componentes de Z,,...,Z,, tém densidade t de Student

generalizada

l F(m) 1 ; —00 < x < 400,
@)= [ (5]

com m > 3 de forma a terem momentos de quarta ordem.

A densidade estandardizada e dada por, [ver Stuart, & Ord (2000, p.75)]

r(m) 1 _

1 1\ 1+ x2)m’
r(g)r(m-2)

f(xIm, 4,6) =

f(x|m,0,1) = —0<x <+,
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tendo-se, por simetria
ﬂ( |mr O; 1) = O!

0 que implica que
/’tr( |m, 0) 1) = MIT( |m' 0' 1)

Também por simetria vé-se que
”27‘4—1( |ml 0! 1) = Olr = 01 11

tendo-se ainda, [ver Stuart & Ord (2000, p.75)

r(r+g)r(m - - 3)

Uy-(|m,0,1) = r(l)r(m B 1) ; 2r < 2m—1.
2 2
Assim tem-se
u(lm,0,1) =0
3 _3
Ha(Im, 0,1) = F(f)r( 21)
r(z)r(m - 3)
u3(Im,0,1) =0
5 5
pa(Im,0,1) = F(f)r(m - f).
r(z)r(m - 3)
vindo
X(Im,0,1)=0; r=1,3
X,(|m,0,1) = p(|m,0,1) ,
oy B8 G- 3)
o r@rm-3)  Ir@r(m )
bem como
y1(lm) =0
e
2
ya(jm) = F(%)F(m - é) / I(F(%)F(m - ?) —3‘
r(z)r(m-3) |\r@)r(m - 3)
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observe-se que fazendo £ =1 se obtém os resultados para modelos em que as

componentes dos vetores Z,..., Z,, tém densidades exponenciais

_x-4
e 5

2(x|A,6) = x> A

s =

3.1.4.4 — Modelos Multi-Gama

Nestes modelos as componentes dos vetores Z,..., Z,,, terdo densidades gama.

As densidades gama reduzidas sdo dadas por

1
— {t-1,—-y
f0,1,¢) O > 0.

Obtém-se assim a funcdo geradora de momentos
1
@(t]0,1,¢) = i) f e yt=le=vqy.

Fazendo-se a transformacao

u=>(1-t)y
vem
+00
£0,1,¢) = 1[(”)%1-” LI
(p(l”)_r(f) 1-¢ ° 1-¢™7
0
_ 1
(-0
bem como
Y(t]0,1,¢) = —£log(1 —1t),
sendo
PY<">(t)0,1,8) = (D™ r -1 —-t)T,
0 que da

%X.(0,1,2) = ()™ r-Dier=1,...,0=1,..

[ver Nelder (1966)] e [ver Laplace (1836)].
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3.1.4.5 — Modelos Multi-Gumbel

As componentes dos vetores Z4,...,Z,,, terdo agora distribuicbes de Gumbel.

densidades estandardizadas correspondentes a essas distribuigdes séo dadas por

f(x]0,1) =e~*e ¢ “dx;—c0 < x < +oo,

com funcdo geradora de momentos

+ oo

@(t]0,1) = f et*e*e~¢ dx

— 00

fazendo-se a transformacao

vem
400
@(t]0,1) = f ute %du =T(1-1t),
0

com I representando a funcdo gama. Assim a funcéo geradora de cumulantes sera

vindo
) 3 Ir'a —t)
Yo = - 5

bem como
r'd—o=-T@ - Oy'(tlo,1),

logo, utilizando a féormula de Euler da derivada do produto de funcdes obtém-se

1
£ o .
<{+1> _ — (_ 4+1 _1\ir<i> _ <t —i+1>
[<e1>(1 — ¢) = (- 1) Zo(l)( DT> — Oy (10, 1)
2
— (_ 1){’+1l-(1 _ t)l[)<€+1>(t|0, 1) + (_1 ){’+1 Z (l> ( _ 1)i F<i>(1 _ t)¢<£’—i+1> (t|0,1),

i=1

vindo

£
r(€+1)(1) — (_1)€+1lp<f+1>(0|0'1) + (_ 1)#+1 Z (f) (_ 1)i1’*<i>(1).¢<{’—i+1>(Olo‘l)‘

i=1

AS

0 que da a formula de recorréncia para os cumulantes das distribuigdes de Gumbel

reduzida
Xpy1(10,1) = (— DIFIr<t+1>(1) — (— 1L
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i (f) (= DT Xp41-:(10,1),

i=1

0 que permite obter os

{Xl( |4,8) =2+ 6X1(]0,1)
X,(14,8) =68%Xx,(]0,1) ;£>1

Aqui consideramos indice £ ao invés de r porque A apenas intervém na expressdo do

cumulante da 12 ordem.

Para mais detalhes sobre modelos Multi-Gumbel [ver Fisher e Tippett (1928),
Watanabe (2013), Barbosa et al. (2014), Santos et al. (2014) e Pinheiro (2014)].

3.1.4.6 - Modelos Multi-Beta

Comecemos por observar que, [ver Taylor (1995, p.680)], se tem

1

B(p,q) = fxp*(l )7 ldx =
0

r(r(q)
ro+q)’

considerando agora modelos em que as componentes dos vetores Zi,...,Z,, tém

densidade

xP71(1 —x)1"Lo0<x <,

fxlp,@) = B0, 0)

sem parametros de localizagdo e dispersao e pares (p, q) de parametros de forma.

com

tem-se

vindo

Ora

logo

r—1
pll = ﬂ(p +9),
£=0

F(p +7) =T(pp,

Blp+r,q) Tl+nl(@lp+q) pl]

Blp,q) T@+r+T®I(Q@ @+l

u.(p,q) = Bp+1.4) _ pl"
e B(p,q) @+’
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p

u(lp, @) = ——
|p,q —p
2 pp+1) p’
a*(|p,q) = - >
p+lp+g+D) @+
bem como
o*(lp.9) _p+1 p+g Pt D@+e —plpta+D
w*(lp, q) p ptq+l p(p+q+1)
B q
p(p+q+1)
Tomando
n=d
p
vem
1
H=TFw
bem como
-1
p=t"-
u

assim a partir de estimadores de u obtém-se estimadores de £
Tem-se ainda
o*(lp.@) _ h
w(lpe) plp+Ap+r+1)
0 que, a partir dos estimadores de 4, de u( |p,q) e o2( |p, q) permite estimar p e dai

estimar q.
Assim a partir dos resultados do ajustamento podem estimar-se os parametros de

forma destas distribuicdes.

3.1.4.7 — Modelo Multi-Tipicos

Nos casos particulares que consideramos as distribuicdes das componentes dos vetores
Z,,...,Z, pertenciam todas ao mesmo tipo. Ora nada exige que isso se verifique.

Com efeito a técnica de ajustamento apresentada assenta no uso de cumulantes e as
expressdes abaixo

{xl(l, 51) =1 + le(o,l,)
X (4,6...) =86"X.(0,1,..); 7> 1

sdo validas independentes do tipo a que pertencem as distribuicOes referidas acima.

Este facto permite considerar modelos com
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Xy = I,
e tendo as componentes Z,, ;... Z,, , de Z,, distribuicdo N (0, o*1,,).
Integra-se assim nos modelos com vetores de erros o pode ser util se as componentes
Y;...Y, do vetor das observac6es forem medicdes [ver Thiele (1903)]. Por exemplo os
modelos com erro sdo modelos Multi-Tipicos. Assim com w = 2 as componentes do
vector Z; podem ter distribuicdo de Gumbel sendo as componentes de Z, normais com
a mesma variancia. Este sera um ponto a explorar de futuro. Para ja observamos que,
com
Q=R(XX,...Xy_1]) € R™,
Y. a projecdo ortogonal de Y sobre Q-+, e
g= dim(Q),
|Yqo|l? serd o produto por ¢ dum qui-quadrado central com n — g graus de
liberdade.
Como exemplo de modelos Multi-Tipicos podemos dar o dos modelos com vetor de

erros ver secgdo (3,5) em que X,, = I, e Z,, € normal, N(0, ¢2I,).

3.1.4.8 — Simetria

Se as componentes dos Z;...Z,, tiverem densidades simétricas, como as dos modelos:
Multi-normais, Multi-normais generalizagos ou Multi-Student, para que isso aconteca

basta que os parametros de localizacdo sejam nulos.

3.2 — Comutacdes

Nesta seccdo vamos introduzir comutacdo entre matrizes para assegurarmos a
obtencdo de estimadores otimais.
3.2.1 - BQUE (Best Quadratric Unbiased Estimators)
Vamos agora obter resultados 6timos para a estimacdo comecando por admitir que as
matrizes

M;=X; X' ,i=1,...,w

comutam e em seguida que
M =X Xt,

também comuta. Utilizaremos para isso Algebras de Jordan comutativas, AJC, que
serdo espagos vetoriais constituidas por matrizes simétricas que comutam e contendo
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0s quadrados das respetivas matrizes. Ora, [ver Seely (1972)], toda a AJC A, tem uma
base unica, a base principal 6, (A), constituida por matrizes da projecéo ortogonal
mutuamente ortogonais.

Por outro lado [ver Schott (2017)] se as matrizes M,,...,M,[M,M,,...,M,,]
comutam existe uma matriz ortogonal P [P] que as diagonaliza, pertencendo as

matrizes a AJC A [A] das matrizes diagonalizadas por P [P].
Sendo {Q1, ..., @n} = &, (A) [{Q1,..., Qm}] = b5 (A), teremos

m
Mi = Z/g’l']Q] ,i = 1,...,W,
j=1
eseM,M,,...,M,, comutam

m
Mi =ZEL]QJ,l= 1,...,W+1,

j=1
comM=M, 4
Como vimos temos
w
20 =) aPM,
Jj=1
assim também se tem
w m m
s =Y 2| Y 6,0, | = D w0,
j=1 j=1 j=1

com
w
— 2
Y = foi,jai Jj=1,...,m,
i=1
0 que é 0 mesmo que
y:BtO'Z,

comB = [&,], v = (v1,...,¥m) € 6% = (0f,...,02). Tem-se entdo,
[ver Schott (2017)]
o’ = (BH)'y,

0 que reduz o problema de estimar a2 a estimar y.

39



Ora como veremos teremos estimadores otimais para oS y;, ..., ¥;, quando as matrizes
M,,...,M, comutam. Entdo, }(Y) é combinacdo linear de matrizes de projecédo
ortogonal mutuamente ortogonais logo [ver McCullagh & Nelder (1989 e 1995)], os
modelos tém “Orthogonal Block Structure”, OBS, para mostrarmos que temos
estimadores BQUE “Best Quadratric Unbiased Estimators” para 0S yy,..., Vs, iremos
generalizar o teorema de HSU [ver HSU (1936)].

Teorema 1: Teorema de HSU para BQUE

“Se 0 vetor aleatorio Z, tiver vetor médio u, que pertence ao espaco {2, com dimensao
7, e matriz de covariancia o21,,, 0 BQUE para g2 é

T, -TT

G2 -
n—n

sendo T a matriz de projecdo ortogonal sobre 2.

Seja entdo Y um vector aleatério com vetor médio X B e matriz de covariancia
m
2j%175Q;-
Sendo A; uma matriz cujos g; vetores linha constituem uma base ortonormada para
espaco imagem V;= R(Q;), o vetor

Y, =AY, j=1,...,m

tera vetor médio

,Ll] :X]B,]: 1,...,W,

com X; = A; X, e amatriz de covariancia Yilgpj = 1,...,w.
Segundo o teorema de HSU e estimador BQUE para y; obtido a partir de Y;,
j=1,...,msera

" .
5 Yj(Igl._Pj)Yj i=1 .
] gj—pj ) yrrr )

caso p; < g;, com P; a matriz de projecéo ortogonal sobre R(X;) e p; = car(P;).
Tomemos agora
A=[AL.. AL

v =[Vi.. v = (¥....7,),

tendo-se
Y = AtY
40



e sendo 0s mesmos, 0s estimadores quadraticos para 0S y4,...., ¥, obtidos a partir de

Y ou de Y. Entdo, com

0
J
g_] zzgh, ]= 1,...,m,
A=1

eX(Y) = [ye), temos
{)}f,h =0, )
Yeoe =Yy Gi-1<€=gj j=1,....m

Com Bj = [6;,4],j = 1,...,m amatriz do estimador quadratico
n n
_Yt Y ZZ[Y]',{),/L.Y{J.Y/L, j=1,...,m
=1 h=1

onde Y,,...,Y, sdo as componentes de Y.

Como Y tem a matriz de covariancia diagonal por blocos

(V) =D(yaly, - ¥mly,)-

Com fi, 0 valor médio de Y, = 1,...,n, temos os valores médios
{E(Ye Yp) = fg fig, £# A
E(Y{’Z) = T/j +ﬂ{2;; g_j—1 <?<gnj=1,....m

logo

m gj
E(y;) = Z ;o nblofiy + Z Z b00(j + 115)
t=h j=1 f:g;’_ll
pelo que, para )7]- ser estimador centrado de y;,j = 1,...,m temos de ter
{/&j,f,fl = 0; { + h,] = 1,...,m
’&j,ﬁ,f = O,('g = 1,...,g_j_1) V ('B = g_j+1)'j = 1,...,m,

bem como
bioe=0, fE(pj={/L:uh¢O},j=1,...,m.
Logo, com
Dj={gj-1+1,....9;} j=1,....m,
para y; ser estimador centrado de y;,j = 1,...,m, tem de se ter
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~] = Z ﬂj’g’gY§; ] = 1,...,m

fED]'

Z g[—l '=1,...,m.

¢€D;

com

Como y; pode ser obtido a partir de ¥; os estimadores quadréticos centrados de y;
obtidos a partir de ¥ s&o os mesmos que os obtidos a partir de ¥;,j = 1,...,m. Ora 0s
Y]- satisfazem as condicdes do teorema original de HSU obtendo-se,
Teorema 2: Teorema de HSU para modelos com OBS
Se ¥.(¥Y) = X7%1v;Qj, com Q; = A}A], se P; for a matriz de projecao ortogonal sobre
R(X;) com p; = car(P;) e setiver ¥; = A;¥, 0 BQUE paray;,j = 1,...,m, sera

vt (14, - P)) Y

= ;j=1,...,m
gj — Dj

sep; < gj,j = 1,...,m.

3.2.2 — BLUE (Best Linear Unbiased Estimators)
Admitimos agora que as matrizes M,M,, ..., M,, comutam pertencendo & C /] A com

base principal {Q, ..., Q}, tendo-se
m

ondeM = XX*=M,,,.Com
Qi = {], ’Ei,j * O},l =1,....w+1,

<‘\|
||
's
+
-

a matriz da projecéao ortogonal sobre R(M;),i =1,...w+ 1, é

P(Mi)=zaj, i=1,...,w+1

JEQ;

Z(Y)—Z i ji=1,...,m,

tendo-se ainda

logo Y:(Y) comuta com
T=Py,
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que € a matriz de projecdo ortogonal sobre Q = R(X). Alids T comuta com as
Q4,..., 0 tendo 0 modelo COBS (Commutative Orthogonal Block Structure) o que,
[ver Carvalho et al. (2015), Ferreira et al. (2013)], garante que

B =Xt X)Xty
€ BLUE (Best Linear Unbiased Estimators) de B, [ver Mexia (1990)].

3.3 — Elipsoides de Confianga

Sendo Y o vetor das observacdes ou, no caso de pares de modelos, o respetivo valor

médio, ponhamos, com ||ul|? = 1

w

W =ut(Y - =) alz,

i=1
onde, no caso de pares de modelos 0s Z;(¥), £ = 1,...,w sdo vetores medios, e
ai =u'X;=(as,...,aic,) i =1,...,w.
Casoo0s Z;(¥), £ =1,...,w, ttm vetores médios nulos temos
E(W(w)) = 0.
Sendo V,.(u) o r-ésimo cumulante de W (u) temos
[ver Craig (1931)]

w
Vr(u) = Zhr,ixr_i,r =2,3,4,
i=1

l

com

Cc
/Lr'i = za]{’j,r = 2,3,4-’i = 1,---,W.

i
=1

)
Teremos, pois, 0s estimadores

w
V.(u) = z A i X = 2,3,4,

=1

a partir dos quais para os coeficientes de assimetria e achatamento

{pl W) = Vs(w)/v)"* (w)
p.(w) = V,(w)/Vi(w) — 3

obtemos os estimadores

{ﬁl W) = V3 (w) /7" (w)
p.(w) = V,(w)/Vi(u) — 3,
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pelo que para a distribuicdo Fy;, (. ), de

w(u)
NEAD)

temos a expansdo de Edgeworth, para detalhes [ver Martins (2008, pp.148-150) ou
Simoes (2017, pp.12-14)],

Fdyn(@) = N(2) — P o) 4 2200

w(u) =

Pz( ) Pl( )?

<3>( )+ 10 —— <6>(Z),

0 que nos permite obter o p-ésimo quantil estimado vT/p(u) de Edy)(.). Assim

teremos 0s quantis estimados
W, (w) = /7, (w) wy(w).

Vamos agora obter o elipsoide centrado na origem associado a forma quadratica

u'K u que, dados os vetores u,, ..., u,; minimiza
n

A(K) = Z(va(ug) — uf)kug)z.

£=1

Ora, com
YeR™

Q = R(X)
{ag,...,a;,} =4 1 (QY)

Dado um vetor u = (uy,...,u,) podemos considerar o vetor u!?l com componentes

uz.. .2Uy Uy, U3, . 2UsUy, ..., uS e dada a matriz K = [k, 4] o vetor

S(K) = (kl,l' . kl,TL kz'z. . kz’n. . kn’n).

Temos

uf,Ku{):u{, s(K) £=1,...,m.

n(n+ )

Observe-se que ul? e s(K) tém componentes. Sendo {u,...u,} uma base

ortonormada para R™ (constituida por n vetores com norma 1 ortogonais dois a dois),

tomemos

U = ul?, ol

~

W, = [W,(uy)... W, (u,)),
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pretendendo-se minimizar ||#, — U21A]|° com 4 = s(K) e, portanto,
s(K(A) = 4.
Dado ter-se
E(w,) = U2,

teremos os LSE

= t -1 t.

i, = (U[Z] U[Z]) yl2l W,

Ky = K(’lp)
Observe-se que, dado um vetor u com ||lul|? = 1, o elipsoide passa pela direcdo dada
por u a distancia utk’pu do centro. Centrando-se o elipsoide no “ponto médio”

E=XB,

0 contorno passara pelo ponto de semi-recta com dire¢do dada por u e a origem em fi

a distancia u*K,u da sua origem.

/"

i

Fig. 3.1 — Elipsoide de nivel p (aproximado) centrado no ponto médio

Atendendo 4 ultima expressdo vemos que a precisdo com que se “coloca” o ponto
médio é tanto maior quanto mais precisa for a estimacdo de B. Assim se 0 modelo
tiver COBS e sendo B BLUE estaremos numa situacdo de maior precisdo do que
quando o modelo ndo tiver COBS. Com efeito o ponto central do elipsoide é o ponto a
fim de XB. Assim se o modelo tiver COBS (Cummutative Orthogonal Block
Structure) tendo-se portando BLUE para B tem-se uma maior precisdo na localizac&o

do elipsoide.

3.4 - Intervalos de Predicéo

A abordagem usual para predicao fornece um BLUP (Best Linear Unbiased Predictor),

centrado, com variancia minima para uma futura observacdo. Apresentamos agora
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uma alternativa em que se obtém um intervalo de predicdo com uma probabilidade
(aproximada) de conter a futura observacdo. Sejam x,x,,...,%x, com k,cq,...,Cy
componentes, que serdo os vetores dos valores das varidveis controladas para os quais
se pretende obter o intervalo de predicéo.
Pondo
= [xtxl... xL]t
, caso os Z,...Z,, tenham vetores médios nulos, e utilizando os resultados da seccéo
anterior podemos obter (Wp/z(il), W, 7, (u)) e a partir daqui o intervalo de
predicdo de nivel (1 — p),
't~ ~ © N, 't~ ~ .
[x B+ Wp/z(u), x'B+ Wl_p/z(u)].

Se 0 modelo tiver COBS teremos um BLUE para B tendo-se maior precisdo na

estimacdo dos extremos dos intervalos de predicao.

3.5 - Modelos com vetores de erros
3.5.1 - Estimacao
Vamos agora considerar modelos para 0s quais se conseguem obter testes F
aproximando-nos da analise de varidncia. Consegue-se assim ter testes de nivel
conhecido em vez dos testes obtidos a partir de elipsoide de confianga em que o nivel
é aproximado.
Nestes modelos tem-se w = 2,X, = I, € Z, = e com e~N(0,5%1,,) (e normal com
vetor médio 0,, e matriz de covariancia ¢21,,). Quanto a Z, apenas Se exige que tenha
componentes i.i.d e cumulantes X,.,r = 2,3, tendo-se em particular X; = 0e X, =
o2. Teremos entdo

Y=XB + X.Z, +e

M, = X, X5 = I,1I%, = I,, observacdo: porque as matrizes M{M, comutam, como
M, = X, X} comuta com M, = I,, o modelo terd OBS. Sendo M;,i = 1,2, simétrica

temos

m-1
M, = Z fquj,
j=1
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com Q4,..., Q,, 4 matrizes de projecdo ortogonal mutuamente ortogonais e, se R(M;)

for sub-espaco proprio de R™, teremos ainda

m
My=1,= ) Q;
j=1

com Q,,, matriz de projecéo ortogonal sobre R(M,)+, logo ortogonal as Q4, ..., Q;—1.

Assim ter-se-a
m
M; = Zﬁi,jaj,i =12
j=1

comby, =0eb,, =...= b,,, =1.Com

B =[],

teremos como vimos na subalinea 3.2.1
y = BtO'Z,
com y = (yy...ym) € o2 = (of,03), utilizando os resultados dessa sub-alinea
obtemos BQUE para os y;,j =1,...,m. Com ¥ = (¥,...,7») O vetor desses
estimadores, teremos
o’ =(B"Y'Y= (BB )'BY.
Observe-se que
T = B!(B BY)*B,
é a matriz de projecéo ortogonal sobre R(BY), logo
B'é* =Ty,
pelo que @2 serd o LSE de a?2.
Como, com & = (b4 ;... 61,,_1,0), temos
B [ i 0]
1t 1f

vindo

— m_1 -
16212 )
=1

m-1 4

B B =

/6’1’j m

_]=1
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pelo que

|B Bf| =m ||64]1* —

tendo-se |B Bt| > 0 a menos que

m—1 2
by

j=1

b11=.=b1m

Quando esta condicdo néo se verifica B Bt ¢ invertivel com

(BB)* =(BB") ™' =

vindo

(BY)* = (BB")"'B =

|B BY|

m-—1
t t
mfﬁ’l - z /6’1']' 1m_1
j=1

|B BY|

=Y s,

j=1

m-1
> by I8l
| j=1 _

m-—1 T
Z /6/1']'
j=1

m-1
IR T el LY (T T
j=1

-1
b1,

j=1

14112

IR
_1;:71_1 1

0 que permite obter 2 resolvendo se assim o problema de estimar as componentes de

variancias yy, ..., ¥m-1, 02 € 0%

Para vermos se 0 modelo tem COBS observemos que M, = I,, comuta com M =

XXt e M, =X, X%, logo o modelo tera COBS se e s6 se M comutar com M, =

X, X! e que se pode verificar caso a caso. Se isso se verificar,

B = (X' X)*X'Y,

serd BLUE.
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3.5.2-Testes F

Vamos agora utilizar o facto de se ter e~N (0,52, ) para construir testes cujas

estatisticas, quando se verificam as hipdteses testadas tém distribuicbes F centrais

pode-se, portanto, fixar exatamente o nivel desses testes, isto €, a probabilidade de

rejeitar falsamente as hipoteses testadas. Mostraremos ainda que esses testes sao ndo

distorcidos, isto é, que a probabilidade de falsa rejeicdo da hipotese testada é sempre

menor do que o nivel do teste.

Ponhamos
Q=R(X)
91 = R(X1)
Q= R([X X;])

Temos agora testes F para os seguintes casos:

3.5.2.1 — Caso aninhado

Neste caso tem-se
QcQ, =0 M@ V=3

com
V=0'NnQ,ou V=0t nQ
e
{d = dim(V)
g = dim (Q1)

Estamos interessados em testar

. 2 _
HO,l' 0-1 - 0,

observando que, quando H, ; se verifica, como

{E(Zl) = 0c1
X (Z,) = Oclxcl,

tem-se

1zpr(Z,=0) = pr[nici1 (Zl,i = 0)] =

C1
ZPT(ZLi = O) - (-1 =1,
i=1
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visto

pr(Zl'l- = 0) =1i=1,...,¢.

Logo, quando H, , se verifica tem-se

Y=XpB + e

Sendo vy a projecéo ortogonal de « sobre V, temos, quando H, ; se verifica
YV = €y
{Yﬁl = egL’

com matriz de covariancia cruzada
XYy Y1) =Y(ey,eqr) =044 g,

pelo que Yy e Y51, tendo distribuicdo conjunta normal e matriz de covariancia cruzada
nula, sdo independentes.

Com 6X} representando o produto por 8 dum qui-quadrado central com 4 graus de
liberdade tem-se, quando H, ; se verifica,

{IIYVII2~0223Q§
IYg2l2~03 X5

sendo estes qui-quadrados independentes. Logo, quando H, ; se verifica

_ g vyl
R N e

tera distribuicdo F central com d e g graus de liberdade, que representamos por
Fg .50 Assim para um teste de nivel q o valor critico sera o quantil f;_, 4 4, para a
probabilidade 1 — g, dessa distribuicéo.
Vejamos 0 que se passa quando a alternativa

Hyq: g2 >0

se verifica, tendo-se entdo
Yy=ey + (X1Z1)y,
com X, Z, e, consequentemente, (X;Z,)y independentes de ey.
Seja
U=(XZ)y
quando U = u temos

IYyll2~07 X7 500,

50



com
[lull?

S(u) = ——,
(u) o2

vindo

P”"(F1 < fi-qaglU = u) =1~ Fd,y.é(u)(fl—q,d,y)'

Onde Fy g4 s5a) € a distribuicdo F com d e g graus de liberdade e pardmetros de néo

centralidade 6 (u).

Ora, [ver Mexia (1989, p.36)]

pT‘(F1 < fl—q,d,gIU = u) >q,

sempre que u # 0.

Temos agora a

Proposigédo 3.1

O teste F para H, ; € ndo distorcido.

Devido a ultima desigualdade para qualquer alternativa Hy ;, tem-se
pr(Fl < fl —q,d,g) > q,
0 que estabelece a tese.

Admitamos agora que se tem

com

e que se queremos testar as

Hozji (02 =0)A(pedfnNQ),j=1,..m.

Comu = X B, o vetor médio de Y, quando H,, ; se verifica, j = 1,...,m, ter-se-a

pr(Z, =0) =1,

visto H, ; se verificar. Ter-se-a, entdo

YA]- :evj,j: 1,...,m,

vindo

2
Y” ~o2X2 i=1,...
|¥s, || ~o?x%,j=1...m,
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independente de

1Vell2~02X, ) =1,...,m.

Assim, quando H, , ; se verifica, j = 1,...,m , a estatistica

vl
g M
L = WP ) = e

tera distribuicdo F central com #;,j = 1,...,m, e g graus de liberdade Fy; 4. LOgO,

para um teste de nivel g, para Hy, ; com estatistica F; ;,j = 1,...,m, ter-se-a o valor

critico fi—ga,,g,J = 1,...,m.

3.5.2.2 — Cruzamento

Teremos agora, Como atras,

Q=R(X)
91 = R(X1)
Q=R(X X,]
tendo-se também
{Az QrnQ
Al = QJ_ N Ql'
com
{d = dim(A)
dl = dlm(Al)l
e além disso

Yo= B +en

Yy = (Xlz)A1 t €, .

YﬁJ_ = el
Observe-se que e, e egt [eA1 eeﬁl] serdo independentes pois tém distribuicdo
conjunta normal e a matriz de covariancia cruzada nula.

Admitimos que se tém as particdes ortogonais
Alejnill vl,j’

e que se pretende testar as hipoteses
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Hoj: (X By, = 0,j =1,...,m

Hoq; = pr ((X1Z)V1,j = 0) =1j=1,....my

)

quando H, ; se verifica tem-se

Yv. = ev,,j = 1,...,m,
] ]
vindo
2 2
[ve,| ~o?x2,i=1...m,

com

A =dim(V;),j=1,...,m,

independente de

IYpLll?~0?Xs,j=1,...,m,

pelo que
g vj .
= Wl =

terd distribuicdo F central com 4;,j = 1,...,m e g graus de liberdade Fr;g pelo que o
valor critico para um teste de nivel q para Hyj,j =1,...,m, sera fi-q.n,9) =

1,...,m.
uando H, ;,j = 1,...,m, ndo se verifica tem-se
0,j J)

ij = (Xﬁ)v] +evj,j = 1,...,m,
vindo
2 2 2 .
”YV].” ~0 X,Lj’aj,] =1,...,m,

independente de [|Y5.|[*~02X, pelo que F; (tera distribuicdo F com 4; e g graus de

liberdade e parametros de ndo centralidade
1 2
5j=?||(Xﬁ)Vj” Jj=1,...,m,

pelo que, [ver Mexia (1989, p.36)], estes testes F séo ndo distorcidos.

Passando as hipdteses Hy 1 ;,j = 1,...,m , temos para as mesmas as estatisticas
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| 2

Flj—i”YVl‘j

= — j=1,...,m,
I R, el

que, quando se verificam as hipdteses testadas, tém distribuicdo F central com

#yj=dim(Ay;),j =1,...,m e g graus de liberdadeF,, ;,. Assim, para testar com

nivel g os valores criticos sdo fl_qﬁl‘j,g J=1,...,m.

Um ultimo aspeto que podemos analisar é a decomposicao das hipoteses

HO,j [HO,l,j]j = 1,...,m [] = 1,...,m1]. Sejam {aj’l,...,aj’ﬁj},j = 1,...,m
[{allj,...,alljﬁj},j = 1,...,m1] , bases ortonormadas paraos V;,j = 1,...,m

[V.,j =1,...,m], entdo podemos testar as hipoteses

{HOJ,{,: a ,(XB)=0L=1,.. A,j=1,..m
Holllj'[:pr[aij,[(xl Z) = 0] = 1,‘£ = 1""’hl,j’j == 1,...,m1,

tendo-se as estatisticas

(. gy
| F, =227 o1 Aj=1..m
T VP "
2
9(“5,',”) .
Fl,j,f :”Y!—)—JJ_”Z’{) = 1,...,/1«1,]',] = 1,...,m1,

que, quando se verificam as hipoteses testadas tém distribui¢des F centrais com 1 e g

graus de liberdade F;,. Assim para estes testes com nivel g o valor critico sera

fl -q19"

Ao considerar-se estas sub-hipdteses consegue-se refinar a andlise ja que

Hojj=1,....m[Hy1,j=1,...,my]

se verifica se e sO se as respetivas sub-hipoteses se verificam.
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Capitulo 4

Neste capitulo descrevem-se as familias de modelos bi-aditivos, comecando pelas
familias OBS e COBS cujos modelos tém Orthogonal Block Structure ou
Commutative Orthogonal Block Structure (ver seccbes 3.2.1 e 3.2.2). Em seguida
familias regressionais e por fim familias estruturadas cujos modelos correspondem aos
tratamentos dum delineamento base com cruzamento de fatores e cruzamento e

aninhamento de fatores. Seguem-se fatoriais de base prima.

4 - Familias de Modelos Bi-aditivos
4.1 - Ajustamento
Os d modelos duma destas familias terdo as mesmas matrizes X, X5, ..., X,, podendo

ser escritos como

Y(R) = X B(A) + ZXiZi(h),h =1,...d

com os vetores Z;(#),i =1,...,w, A4 =1,...,d, independentes com vetores médios

nulos. Tem-se ainda

BR) = (B(A),....B (W), A=1,...,d
Z,(h) = (Zi,1(h)...Zi,ci(iL)),i =1,...w,A=1,...,d

sendo i.i.d as componentes de Z; ;(#)...Z; ., (#) com cumulantes X..; de ordem r,

i=1,....,.w, #A=1,...,dr=2734,.. 0Smesmos para todos os modelos.
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Observe-se que as componentes dos Z;(4),i =1,...,w,A =1,...,d, tendo valores
nulosttm X, ; =0,i =1,...,w.

Por outro lado, como as matrizes M = X X¢, M; = X;X},i = 1,...,w, sdo as mesmas
para todos os modelos logo tem-se a

Proposicao 4.1:

Todos ou nenhum dos modelos duma familia ttm OBS [COBS]. A proposicéo 4.1
resulta da observacédo feita antes de que sendo as matrizes X, X;,...,X,, as mesmas
para todos os modelos de familia todos ou nenhum tém OBS e ou COBS.

As familias OBS [COBS] serdo constituidas por modelos com OBS [COBS]. Por
outro lado, da identidade da matriz X para todos os modelos resulta que os vetores
ay,...,a,, da base ortonormada da R(X)* sdo os mesmos, entdo as

Y,(A) =alY(R),i=1,...0,A=1,...,4d,

terdo os cumulantes

w
0, = 0, (V,(h)) = Elyi,j(r)xm,i 1. k=1,..d
=1

mantendo-se as matrizes B(r) = [{ﬁ,j (r)], r = 2,3 e continuando a ter-se

0, =B(r)X,r=23

e sendo os vetores @, € X, 0S mesmos para todos 0os modelos de familia. Temos ainda

para 0s varios modelos os estimadores.

0,(h) = (Y{(/L),...,Y,{(/L)),r =23, A=1,..,d,

0 que origina 0s LSE

X, (&) = (B(r)'B(r)) B(r)'8,(4),T = 2,3,

a partir dos quais se obtém o0s

em particular tem-se

podendo estimar-se as matrizes de covariancia dos vetores de observacdes dos

modelos, utilizando-se
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Y(¥(m) = Z ¢M; =YY (), A=1,...,4
j=1

isto é, os modelos da familia ttm a mesma matriz de covariancia [estimada]. Resulta

daqui ter-se os LSE.
B(h) = Xt X)*XtY(h),A=1,...,d
4.2)

que sdo BLUE nas familias com COBS. No caso geral temos 0s GLSE

B =(XITMX)X MY XY(h),A=1,...,4d,

com £(¥) == XL, $ (¥ (h)); onde ¥ =—%4_, Y (4).

4.2 - Familias COBS

Os modelos destas familias ttm COBS com estimadores dos vetores dos coeficientes
B(h) = (XEX)*XtY(h),A=1,...,4d,

com matrizes de covariancia estimadas idénticas

Y(BR) =X X)XIW) X (XPX),A=1,..,d,

e tendo 0s mesmos pares de valores e vetores proprios (fj,vj),j =1,...,k.
Teremos entdo as funcBes estimaveis principais estimadas.

fjn=viB(R),j=1....k A=1,...4d

com variancias estimadas ¢, = 1,..., k.

Observe-se que, com ve R¥, se tem
k
v = Z(vtvj)vj,
=1
vindo
k
o B(h) = Z(vaj)ﬁjﬁ,h —1,....d.
=1

Como fjj4,...,7jq tém a mesma variancia ao comparar 1;4,...,MjaJj =1,...,k
utilizamos testes X2 para as

HO,j:nj,l =...= nj,d'j = 1,...,k,
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dado estarmos no caso equilibrado em que, [ver Scheffé (1959) cp. X], a ANOVA e
técnicas relacionadas sdo robustas relativamente a ndo normalidade.

Esses testes terdo estatisticas
1 - N2 .
T]' = E_jzz;l(nj’h - 7]]) ] = 1,...,k,

com

e quando Hyj,j = 1,..., k, se verifica aproximadamente distribuicao de qui-quadrado
com d — 1 graus de liberdade.
Da mesma maneira se podem testar as

Hy(v):v'B, =....... =v'B,

No caso geral pode-se aplicar este tratamento desde que se continuem a utilizar os LSE
dados por (4.1) ja que 0s mesmos continuam a ter a mesma matriz de covariancia.

A concluir esta alinea vamos considerar os testes X2 (Qui-Quadrado) que propusemos
para testar as Hy j,j = 1,...,k € Hy(v).

Admitimos para isso ter as variaveis aleatérias independentes L,...L; normais com
valores médios py, ..., u, € variancia o2.

Tomando-se
a estatistica

serd o produto (azx,f_l_a) por a2dum qui-quadrado com k - 1 graus de liberdade e

parametro de ndo centralidade

1< ,
5 =;Z(w - u)*.
=1

Se g2 for conhecida pode-se utilizar U/o? como estatistica de teste e 0 (1 — p) —
eésimo quantil Xy _;,_, dum qui-quadrado central com k- 1 graus de liberdade,
como valor critico para um teste de nivel p.
No caso das familias COBS tomamos
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Ll' =ﬁj,il [Ll =’U’tﬁi} i = 1,,d] (42)
e
O'2 =€],]= 1,...,k

paraas Hy j,j = 1,..., k. Para Hy(v) toma-se
0% = v'¢,

com

§ = (§1--- k)

4.3 — Familias Regressionais

Para cada modelo duma destas familias tem-se um vetor cujas componentes sdo 0S
valores de u variaveis controladas exdgenas, isto €, variaveis controladas distintas das
inicialmente consideradas. As iniciais serdo enddgenas visto entrarem na determinacgédo
dos modelos enquanto as Ultimas sdo exdgenas.
Observemos que os

Br=XX)"XY,, A =1,...,d,
tém todos a mesma matriz de covariancia e, como as matrizes X, X;,...,X,, Sd0

idénticas para todos os modelos, podemos voltar a apelar robustez da ANOVA e

técnicas afins para admitir a normalidade destes estimadores com vetores médios

Bs A =1,...,d, amatriz de covariancia Y. (B).

Tendo-se B = (Bups-- Bn) € Ba = (Bupr--rBrs) A =1,...,d, ponhamos
Be=Bor - Bea)t=1,...k
Be=BoversBoa)t=1,....k

Como o0s B, A =1,...,d, sdo independentes com a mesma matriz de covariancia,
representando por ¢2(#) a variancia das £ - ésima componentes dos

ﬁ/ﬁ’h = 1""ldl
tem-se
S (Be) = 62(Dla; £=1,...,k.

Seja X a matriz cujos vetores linha s&o os vetores de valores das variaveis controladas.

Ponhamos ainda
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{Zg=Eg,€= 1,...,k
&, =B,0=1,....k

Se ajustarmos modelos lineares da forma
§=X0,¢=1,...,k
temos os estimadores LSE
6, = (XX)'XZ,, £ = 1,...,k,
com
¥(8,) = s2()(X* X) £ =1,... k.
Tem-se ainda (aproximadamente)
Sy =2, — X8,|° ~ 20X, e=1,...,k,
com
g =d— car(X),
podendo admitir-se que

0, ~N (e,?, dz({’)(XtX)+),£ =1,...k
Para as hipbteses
Ho(@p0): 0, =0p0,¢ =1,... .k

temos 0s testes com estatisticas

_ Erer ot o~
= XX -
F(6,,) =§ (0, — 0,,) ( S{,) (0, @e,o)”g 1k

com (aproximadamente) distribuicdo F com
g' = car (X),

e g graus de liberdade e parametros de ndo centralidade

1

= 520 (0, — 040) (XX) (8, — 050),=1,...,k,

Ge

que se anulam quando as Hy p, £ = 1,..., k se verificam.
Como a funcéo da distribuicao de estatistica €, [ver Mexia (1989)], decrescente em § o
teste € ndo distorcido, ja que quando H, , se verifica, se tem

s§,=0, £=1,... k.
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Os modelos das familias regressionais podem ter ou ndo COBS, no entanto

utilizaremos para as ndo COBS os LSE de forma a garantir que os B4, 4 =1,...,d,

séo independentes e consequentemente que (4.2) se verifica.

4.4 - Familias estruturadas

Nas familias estruturadas a inferéncia centra-se nos vetores de coeficientes. Estes tém

a mesma matriz de covariancia para os seus estimadores em todos 0s modelos. Assim

0s vetores proprios a;...a; dessas matrizes serdo 0s mesmos para todos 0s modelos,

tendo-se, pois, as mesmas fungdes estimaveis principais
Yop=afp,t=1...kA=1,...,d.

Os modelos destas familias correspondem aos tratamentos dum delineamento base

com efeitos fixos.

Admitimos que o delineamento base tem estrutura ortogonal associada a uma particao

ortogonal.

R =HY_, 7, (4.3)

onde FH indica soma direta ortogonal de sub-espacos.

As matrizes de projecdo ortogonal Q,,...,Q, sobre V,,...,V, sdo mutuamente

ortogonais constituindo a base principal duma AJC associada ao delineamento. Como

u
Z Q, =1
=1

essa algebra sera completa contendo matrizes invertiveis.

Se os g, vetores linha de A, constituirem uma base ortonormada para V,, ¢ = 1,...,u,

teremos
ge
ot t
Q, =44, = z Ao pOp g,
=1
com

Ag = [ag’l. ‘e a{;_g[]t

Sejam fj 4,j = 1,..,k, £ =1, ...,d, os valores das fungGes estimaveis principais para
os diferentes modelos. Como as 7j; ; ... 7]; 4 Sd0 independentes com variancia ¢,
j=1,....ke

Y= flj1---fja)j=1...k
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tem vector médio
Y = (nj,l---nj,d)'j =1,...,k,

utilizaremos a robustez da ANOVA no caso equilibrado para admitir que
Pi~NW, &) j=1,....k

Admitamos ainda que existe

Dcd={1,..4d}

tal que podemos admitir a priori que
Yie Hegp Vo, j = 1,...,k,

isto é, que as projecOes ortogonais dos vetores medios ;... sobre 0s V;, jeD, séo
nulas. Este tipo de pressuposto é usual por exemplo, nos planos com varios fatores,
admitir-se, a priori, a nulidade das interacGes de mais alta ordem. Recorde-se que a
ordem duma interagdo € o numero dos fatores que nela participam menos um. Por
exemplo havendo 3 fatores que cruzam os sub-espacos da particdo ortogonal
correspondem aos subconjuntos de 3 = {1, 2, 3} havendo 23 = 8 sub-espacos. O valor
médio geral estard associado a ¢, os efeitos dos trés fatores aos conjuntos {j},j =
1,2,3 as interacGes entre pares de fatores aos {j,j'},j # j', havendo 3 conjuntos
associados a efeitos ou as interagcOes associadas a interacdo entre pares de fatores.
Finalmente, {1, 2,3} serd o conjunto associado & interacéo entre os trés fatores.

Com

ge =dim(V,),£=1,...,u,

teremos os graus de liberdade para o erro
9= Z G-

No caso dos 3 fatores sendo /4, J,, J3 0s nimeros dos niveis dos mesmos, temos

go = 1_[(/%— 1,£=1,..8,

ILE(p{J

tendo os sub-espagos de 3 os indices

20) =1 + Z A1

hEQP

Em particular teremos
?[{1,2,3}] = 8
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gs=U1— DU, —D(U; — D).

A seguir vamos considerar varios casos para o delineamento base.

4.4.1 — Cruzamento dos fatores

Teremos f fatores com J;,..., ] niveis. Havera

u=2/,

subconjuntos de f = {1,...,f} dos quais (%) conterdo £ indices, £ =0,...,f. Os
subconjuntos de f recebem os fndices £(¢) dado por (4.3) e [ver Ferreira et al.,
(2013)], tendo-se ainda

Ay =Qli—1 Ap

com £(¢) = £ temos

1
A[rhzfliﬁ ,he(p
h

A{J'/L = T]h ,/LE(p,

R , R R . R . 1 .
sendo T, a matriz que se obtém retirando a primeira linha igual a NG 1% duma matriz

ortogonal r x r.

Para obter as matrizes T, encontramos Vvarias possibilidades. Uma destas

possibilidades é.

S R TR TP 0
r = > \/E R
1 1 2
% TR & O 0
_ 1 _ 1 _ 1 r
Jrir+1) Jrir+1) Jr+n) Jrr+1)

tem-se
f

ge = car (A,) = HCGT(AML) = 1_[ Up— 1),

A=1 hep,

jaque
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1
car| — 1¢ > =1
<\/E Tr
car(T]ﬁ) =J,—1.
Se se admitir a priori que
D = {£(¢); #(p) = A},

isto &, se se utilizamos as interacOes entre 4'(> #4) fatores para estimar o erro tem-se
g = Z 9e-

Em particular se for f 0 unico conjunto “utilizado” para estimar o erro tem-se

f
g = l_l(lﬁ - 1).
A=1

Sejam ¥ »J =1,...,k, 0s vetores cujas componentes sdo os estimadores das fungdes
estimaveis principais, para as hipoteses

Ho,j,hi IIJjEVjZL,j =1,...,. 4, A &D,

teremos a estatistica F

FJ,F;L& %,]=1,...,A,A$D,
com
S =NAs Bl =1 kh=1,.F
(5]
sj=25j,ﬁ,j=1,...,k.
AED

Damos agora alguns exemplos de cruzamento de fatores.
Comegamos por considerar o caso de u =4 fatores. Na tabela 1 indicamos os

conjuntos ¢ e os respetivos graus de liberdade.
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Tabela 1: conjuntos de fatores, caso de quatro fatores

Conjunto indice 9D) =TlpepUp—1); (J=142pep2™?)
1) 1 1

{1} 2 Ui-1)

{2} 3 -1

{1,2} 4 - DU - D

{3} 5 Uz —1)

{1,3} 6 Ui—DUs—-1D

{2,3} 7 ;—D0;—-1)

{1,2,3} 8 U1—-DU:-DUs - 1)

{4} 9 Ua—1)

{1,4} 10 1 —D0Us—1)

{2,4} 1 Uz—-DU,—1)

{1,2,4} 12 Ui —-DU:-DU, -1

{3,4} 13 Uz —DUs—1)

{1,3,4} 14 i—-DU;-DU,— 1D
{2,3,4} 15 DUz —D0,— 1)
{1,2,3,4} 16 U1-DU:-DU:-DU. - D)

tem-se as matrizes:

A®) = 7-1}, ® -1}, @ =1, ® 71},
A =T, @ -1, ® 7-1), ® -1,
A({2) = 1,1 T, ® J—lh ® J—lh
AL =T, ®T;, ® 7-1), ® 71,

A3 = 7-1), ® =1}, ® T, ® 71},
ALY =T, ® 71, ® T, ® 71,

A((23) = 7-1), ® T, ® T), ® 7-1],

A(1L23) =T, ®T;, ®T), ® =1],

65



A = 715, ® -1, @ -1, ® T,

A{L4) =T, ® ﬁ 1 ® Ji/? 1 QT,
A24) = =1}, ® T, ® -1}, ®T,
A(1L,2,4) =T, T, ® Ji/? 1. ®T,
A((3,4) = — %®%@®u®m
A(1L3,4) =T, ® J% 1L QT,®T,
A({2,3,4)) = 1,1 RT, T, T,

A({l, 2, 3,4}) = T]l ® T]Z ® T]3 ® T]4 .

No caso de 5 fatores tem-se:

Tabela 2: conjuntos de fatores, caso de cinco fatores

Conjunto indice 9D) =TlhepUp—1); (J=142pep2®?)
0] 1 1

{1} 2 (-1

{2} 3 U2-1)

{1,2} 4 U — DU -1

{3} 5 Jz—1

{1,3} 6 i—D0Uz:—-1D

{2,3} 7 J—DUs—1)

{1,2,3} 8 U1-DU:-DUs -1

{4} 9 Ua—1)

{14} 10 U1—-D0Us—1D)

{2,4} 11 Jz—D0s—1)

{1,2,4} 12 J1—=DU2-DUs— 1)

{3,4} 13 Uz —D0s— 1)

{1,3,4} 14 1—-DUs—D0s— 1)

{2,3,4} 15 Jz-DU:-DUs— 1D
{1,2,3,4} 16 U1—-DU:-DUs - DU — 1)
{5} 17 Ji—1)

{1,5} 18 1—-DUs -1
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{2,5} 19 Jz-D0Us -1

{1,2,5} 20 1 —DU:—-D0s—1)

{3,5} 21 Uz —DUs—1)

{1,3,5} 22 1 —-DUz-D0Us—1)

{2,3,5} 23 :-DUs—-DUs— 1)

{4,5} 24 Js—D0Us -1

{2,4,5} 25 —-DU,—DUs - 1)

{1,4,5} 26 U1—-DUs—DUs—1)

{3,4,5} 27 z-DUs—-DUs— 1)

{1,3,4,5} 28 U1—-DUz-DU.-DUs - 1)

{2,1,4,5} 29 (z—-D0U:-DUs—-DUs — 1)

{1,2,3,5} 30 (i—-D0:-DU:-DUs—1)

{2,3,4,5} 31 z=DU:-DUs—D(0s - 1)

{1,2,3,4,5} 32 1 —-DU:-DUs-DU,—D0s - 1)
bem como

A@=ﬁ%®%&®%&®ﬁm®ﬁ&

1
12®_3 15
JE TR \/1_4 x//_lj

A({2}) = 1]1 QRT), ® \/—113 ® \/—114 ® \/—115

ALY =T, ®

A({l’ 2}) = Th ® T]z ® \/_— 1]3 ® \/_— 1]4 ® \/_— 1]5
A({3}) = 1]1 ®\/—1]2 ®T]3 ®\/—1]4 ®\/—1]5
A({13D =T, ® \/_—1]2 T, ® f114 ® \/_—1]5
A({2,3}) = 1]1 ® T]z ® T]3 ® \/—1]4 ® \/—1]5
A{1,2,3D =T, ®T, T, ® J_— 1, ® J_— 1,
AGA) = =1), @ =1, ® =1), ® T, ® 1],
A{L,4D =T, ® f 1, ® T 1, 8T, ® T— 1
A({2,4) = 111 ®T), ® J—ljg ®T), ® \/—1]5
A({1,2,4D) =T, ® T}, ® J7—3 1,87, ﬁ 1,
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A({3,4) = 1]1 ® J_lfz ® T]3 ® T]4 ® \/_1]5
A{L3,4) =T, ® JT—Zlfz T, BT, ® JT—lljs

A234) = 1, ® T, ® T, ® T, ® 71,

1 t 1 t 1 t 1 t
AG) =—=1, ® =1, 8 =1, ® =1;, T,

Vi JT NIB Jﬁ
1
A{LS) =T, ® \/— —1,® \/— 17, ® \/— —1j, QT

1 1 1
A28 =T, ® =15, 8 =1}, @ =1, ®T,

Vi s «/J—
A({1L,2,5) =T, ®T), ® %1,3 \/_1,4 ®T,
A({3,5)) = J—lh \/_1,2 T, ®%1}4 ®T,
AGL3,5) =T, ® j]_21;2 QT ®\/%1;4 QT
A((2,3,5)) = J% 1! QT, ®T, ® \/% 1t QT

1
A({4,5) =—=1¢ 5, ®T, QT

1 1
1 —1t —1
\/]—1]1®\/]—2 ]2®\/]—3 J3

1 1
—1t1®T2®—
VTR

1
A({1’4’ 5}) = Th ® j ® 153 ® T]4 ® T]s

1
—1 i

1 1
A({3,4,5) =—=1;, @ =1, QT, ®T;, T,

A({2,4,5)) = 1, ®T), ®T),

ViR
A({1,3,4,5) =T, ® \/% 1L QT,QT, ®T,
A(2,1,45) =T, QT, ® \/i]_g 1L QT, ®T,
A(1,23,5) =T, QT, QT;, ® \/i]: 1 ®T,

A({l, 2, 3, 4, 5}) = T]l ® T]Z ® T]3 ® T]4_ ® T]S
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4.4.2- Cruzamento e aninhamento de fatores

Suponhamos haver u grupos de c, ..., c, fatores aninhados que cruzam, e que 0 € —
ésimo fator do -esimo grupo tera J,, niveis. Dado aninharem os fatores de cada

grupo ndo interagem. Teremos: de considerar

{. efeitos dos fatores
..interacdo entre fatores de grupos distintos

Estes efeitos e interagBes juntamente com o valor médio geral corresponderdo aos
vetores de
I'= {f, ‘f)i = 0,...,Ci,i = 1,...,U},

tendo -se [ver Fonseca et al. (2007)], para obter as somas de quadrados S,, ¥ € T, as

matrizes
Ag :®2=1 Ag,/“ fel",

com

App = @5, BT, ®(®;/ 16, ) telj=1,...f

/1,#+1\/_

onde se tera

®9’L 11]{’/1, = [1]

®h cj +1\/— 1]M

Observe-se que qualquer que seja a matriz W se tem

{W®[1] =W
[1]@W = W'

= [1].

Temos entdo

u

ge = car (Ap) = 1_[ car (Agy4); LT,

fA=1
com
{p—1
g{’,/ﬁ, = CQT(A{)[&) = 1_[]#,/“. (]{),h’ - 1) ,‘BGF,fL = 1,.. .,f,
#Ar=1

as somas de quadrados serdo dados por

Sg] = ”Agl]}]”z,-BGF,] = 1,...,k.

com g, graus de liberdade.
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Para estimar o erro com
Q[ = AzAg, ‘EEF,

Vo= R(Q,),
admite-se a priori
lpfe(@fel'"(vt’))l;j =1,...,4,
com
[cT.

Definimos ordem da interacdo associado a £eI' como

u

o)=Y 4|1

j=1

0 que generaliza a nogéo que se tem para 0s modelos com cruzamento de fatores.
Podera em geral coloca-se em I' 0s £ associado as interacdes de mais alta ordem

Teremos entdo as estatisticas F

com

sendo g, e g os graus de liberdade.
As hipoteses testadas serdo
Hopj: e €V, 2 €D,j =1,... .k,

com
sz R(Q[),-g & D;

Q[ :A;Ag,‘g eD



Nesta e na subalinea 4.4.1 privilegiamos as hipoteses sobre fungdes estimaveis
principais, no entanto os nossos resultados adaptam-se ao caso de funcdes estimaveis

quaisquer.

4.4.2.1 —Um exemplo

Admitamos ter u = 2 grupos de fatores que cruzam. O primeiro grupo tem dois
fatores, ¢; = 2, com J;; = 3 e J,; = 2, tendo-se igualmente ¢, = 2 mas agora com
Jiz=2¢€],, =2,
Teriamos entdo as matrizes
T, = [-1/v2 1/V2]
e 1N2 142 0
> l-1/6 —1/v6 2/V6

gue nos permitem obter as

i 1 t 1 t
A0,1:ﬁ 13 ®ﬁ 13

1 t
A1,1 =T:Q0—=1;

V2
A2,1 =13 T,
1 1
Ao,z :\/_5 15 ®ﬁ 15

1
A, =T,®— 1}
1,2 2 NG 2

Az,z =1, & T,

Por outro lado, temos

r={lol: B 21 Lol [ 21 ol B 1)

, vindo
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-A[O] = A 1®4p,,

0

A[O] = A0,1®A1,2
1

A[O] = A0,1®A2,2
2

A[(l)] = A1,1®A0,2

A[l] = A1,1®A1,2
1

AB] = A1,1®A2,2

A[g] = A2,1®A0,2

A[Z] = A2,1®A1,2
1

A[Z] = A2,1®A2,2
L [2

as caracteristicas destas matrizes sendo dadas por

car <A {’1]> = CaT(Afl,l)Car(At’z,Z)'
7]

jaque car(W,®W,) = car(W;) car (W,), tendo-se portanto
[car(4p,) =1.1=1

car(A;1) =2.1=2
car(Az,l) =3.1=3
car(Ap,) =1.1=1

car(4,,)=1.1=1

| car(4,2) =2.1=2

Logo
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4.4.3 — Fatoriais de base prima

Estes delineamentos encontram-se estudados na dissertacdo de Doutoramento Oliveira
(2018).

4.4.3.1 — Fatoriais completos

Vamos considerar o caso em que o delineamento base ¢ um fatorial de base prima
tendo n fatores com p niveis que cruzam.

A base principal, da AJC relevante, A (p™), é, como vimos,
bp(AP)") ={Qo, Q(L), L € L ([p]™)},

com

— 1 t
QO - p_nlpnlpn
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QL) = A(L)F A(L); Le L.([p]™),
onde
A(L) =T, B(L),L € L.([p]™),

com B(L) dada anteriormente [ver Oliveira (2018)].
Sendo as componentes dos ¥; e 17Jj,j =1,...,k as funcBes estimaveis principais e

respetivos estimadores, ponhamos
~ n2 .
S; (L) = AWY,||"j=1....k

bem como
1 2
8;(L) =;||A(L)1[Jj|| J=1,..k

Observe-se agora que as ordens das

L(x|a) = <Z “i%) )
(»)

i=1

sd0 0s numeros dos seus coeficientes ndo nulos menos 1.

Seja V;,d =0,...,n—1 a familia das aplicacdes lineares reduzidas de ordem néo
inferiora d, d=0,...,n—1.

Considere-se 0 pressuposto P; que consiste em admitir-se que

§(L)=0,j= 1,....k, L ey,

entdo, se L & ;, podemos testar as hip6teses

Hoj(L):§;(L)=0,j=1,....k, L & Vg,

sendo ¢ = #(V/,) teremos as estatisticas de teste

S;(L
F=c ];);Le\/,j=1,...,k
J

com, aproximadamente, p - 1 e c (p — 1) graus de liberdade, e

Para mais detalhes ver [5]
Vejamos um exemplo com p = 3 e n = 3. As aplicac¢Oes reduzidas podem agrupar-se
de acordo com o indice do primeiro coeficiente ndo nulo. As aplicagdes reduzidas

neste caso e as respetivas ordens sao
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1: 20) x;+x,(1) x;+x3 (1) x3+x,+x3(2)
X1+ 2%, (1) x1+2x3 (1) x4+ x5+ 2x5 (2)

X1+ 2%, + x5 (2)
X1 + 2%, + 2x5 (2)

2: x,(0)  xy +x3(1)
Xy + 2x5(1)

3: X3 (0),
sendo facil de a partir daqui obter V. por exemplo

\/(2)= {x1+x2 + X3, X1 + x2+2x3; x1+2x2+X3; x1+2x2+ZX3},

comc = 4.

4.4.3.2 — Exemplo de construcéo de Blocos

Interessa-nos agora considerar um exemplo de construcdo de blocos.
Tendo-se um fatorial completo p™ teremos p™(m < n) blocos com p™~™ tratamentos.
Sendo L( |ay)...L( |a,), m aplicacBes lineares reduzidas linearmente independentes
utilizadas na construcéo de blocos temos

ALt = [a,...a,),
com

car(A(L)) = car(A(L)*) = m,

Por exemplocomm = 2en = 4 e p = 3 podera ser

aw=lp 75 )

isto é o bloco genérico sera construido pelas solugdes de
A(L)x = &,

com & = (&4, &), ter-se-a o sistema

{x1+2x2+x3+2x4=f}’1
x1+x2+2x3+x4=5’2

Observe-se que na aritmética modulo 3 tém-se 0s simétricos e os inversos dados por
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0 0
1 2
2 1
x x~1
1 1
2 2

, 0 que permite obter as solucdes

{xl = 2’5’2+2’5’1+2x4
x2 =2/6'2 +'6’1+X3+X4_.

Ora para cada par (&4, &) tem-se um bloco. Por exemplo para o par (2,0) tem-se

{X1:1+2x4
x2:1+X3+X4’

e 0s tratamentos que constituem o bloco sédo

X1 Xy X3 Xy
1 1 0 0
0o 2 0 1
2 0 0 2

1 2 1 0
0 0 1 1
2 1 1 2
1 0 2 0

0 1 0 1
2 2 2 2

4.4.3.3 — Replicacdes Fracionarias

Utiliza-se apenas um dos blocos. Sendo L;(x) = L(x|a;),i =1,...,s as aplicacles
. .p- . 1
reduzidas utilizadas para construir os blocos, teremos apenas > .p™ tratamentos no

bloco escolhido.

Com

{L(x) = (L1 (x),...,Ls(x))
b= (b,...8,),

teremos os blocos
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[LI6] = {x: L;(x) = &,,i=1,...,5)

Dado L([p]™) ter dimensdo n e as L;(x),i = 1,...,s serem linearmente independentes

podemos completar {L,,...,Lg} para obter uma base {L...Ls,Ls;q,...,Ly,}. Entdo,

dada L € L,.([p]™), temos
L@ = (Z @ Li(x)) ,
i=1 ®)

coma,,...,a, € Glpl e x € G[p]™.
Caso x € [L|&] ter-se-&

L(x) = (z a; b; + a; Li(x)> )
@)

i=1 i=s+1

pelo que, se x4, x, € [L|&], tem-se

L) — L(x) = K > a Li<x2)> - <Z & Li(xo)].

i=s+1 i=s+1

Entdo com

n

La() = ) an L@, A =12,

i=1
tem-se
Lz(xz) - Lz(x1) = L1(X2) - L1(x1)
se e s se

ai; =a;; =a;,i=1,...,5s,
teremos entédo

n
L'y(x) = L"(x) + Z aip Li(x), A =1,2,

i=s+1
com
S
L”(X) = Z di Li(x).
i=1
Pondo-se

L,61L,,

(4.4)

quando (4.4) se verifica. Define-se assim uma relagéo de equivaléncia 6 em L,.([p]™).
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Caso L, 0 L,, tem-se L,(x;) = L (x,) se e s6 se L,(x;) = L,(x,) pelo que as duas
aplicacbes L, e L, agrupam os p™ tratamentos nas mesmas classes. Assim ao
desagregar-se a soma de quadrados para tratamentos pode-se escolher uma aplicacao
por classe de equivaléncia 6, procurando-se que os efeitos (ordem 0) e as interagdes
fatoriais de baixa ordem estejam entre as escolhidas.

Vejamos um exemplo com p = 3 e n = 4. Considere-se uma replicacdo fracionaria
g x 3* Tem-se entdo s = 1 e suponhamos que se utilizem
Ll(x) = xl + sz + 2x3 + 2x4,

para construir os blocos. Suponhamos ainda que foi escolhido o bloco [L;|2], tendo-se
pois

x1+2xZ+ZX3+ZX4:2
vindo dado (na aritmética modelo 3ter-se —0=0,—1=2e -2 =1)

2x4 = 2+2x1 +x2 +X3,
e como, nessa aritmética, 271 =2 e 2 x 2 = 1, temos

X4_ = 1+x1+2x2+2x3,

obtém-se assim os tratamentos do bloco escolhido

=
oy
=
N
=
w
=
S
=
[y
=
N
=
w
=
S

X1 X3

=
w

&2
S

OO O O O O O o O o
N N P P PO O o
N L O NP OoODN
e R S N = = T TN
N DN PR RO o o
N PO N PP ODN - o
R N O N O - O B
NN N DD NN NN DN
N NN Nn B O O O
N|_\oNI—\ONI—\O
N O P O NP N O

N

Observe-se que dado os blocos serem construidos a partir duma Gnica aplicacdo
reduzida.

L1 = X1 + 2x2 + ZX3 + ZX4,
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a classe da equivaléncia 6, a que pertence uma aplicacao L é
{L; L+ Ly; L+ 2L},
tendo-se
2Ly = 2x1 + x5 + x3 + X4.
VVamos obter essas classes para as aplica¢Oes reduzidas de ordem 0 e 1. Restringimo-
nos as aplicacBes reduzidas pertencente a classe. Assim se o primeiro coeficiente ndo

nulo for 2 multiplicam-se os coeficientes por 2 = 271,

Ordem  Aplicacdo  Classe

0 X, X1 X1t Xy +X3+xy Xyt X3+ Xy
Xy X2; X1+2x3 + 2xy4; X1+ xp + 2x3+2x,
X3 X35 X1+ 2Xxp + 2xy; X1+ 2x; + x3 + 2x4
X4 X4; X1+ 2x, + 2x3; X1+ 2Xx5 + 2x3 + x4
1 X1+ x; X1+ Xy X1+ X3+ Xy Xy + 2x3 + 2x4
X1 + 2x, X1+ 2X9; X1+ 2Xy + X3+ X4 X3+ X4
X1 + X3 X1+ X3, X1+ X, + Xy X3 + X4
X, + 2x3 X1+ 2X3; X1 + Xy + 2X3 + X4 Xy + Xy
X1+ X4 X1+ X4 X1+ Xy + X35 Xy + X3+ x4

X1 + 2x4 X1 + 2X4, X1 + ZXZ + Z.X3 + Xg; Xo + X3

Xy + X3 Xy + X3, X1+ Xy; X1+ X + x4

Xy + 2x3 Xy + 2X3; X1+ 2X3 + X4; X1+ Xy + x4

Xy + X4 Xy + X4; X+ X35 X1+ X, + X3+ Xy
Xy + 24 Xy + 2X4; X1+ X3+ X4; X+ X+ X3

X3+ X4 X3+ X4 X1+ Xg; X1+ Xy + X3+ Xy
X3+ 2x4 X3+ 2X4; X1 +Xo +X4; X1+ Xy + X3

vendo-se que as aplicagdes reduzidas com ordem 1 sdo as Unicas com essas ordens nas

respetivas classes de equivaléncia 6 podendo ser escolhida.

4.4.4.1-Um algoritmo util

Vamos agora introduzir um algoritmo util para obter as matrizes B(L). Se observamos

as expressoes (2.1) vemos que a chave dessa construgdo esta nos vetores
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o) = (v (L), ..., vpn (L)),

onde
v;(L) =L(x;),j=1,...,p"
sendo os indices j = j(x) sdo dados por (2.2).
Convém-nos agora decompor a familia L, ([p]™) nas sub-familias £, ;([p]™),i =
1,...,n das aplicacGes reduzidas cujo primeiro coeficiente ndo nulo, necessariamente
igual a1, é 0 i — ésimo. Por exemplo com p = 3 e n = 3 teremos
L 1([B1?) = {1, %1 + %3, %1 + 2x3, %1 + X2, %1 + X5 + X3, %1 + X5 + 2%3, %4

+ 2x,, %1 + 2%, + X3, %1 + 2x5 + 2x3}
Lr,z([3]3) = {x2, %3 + x3, %, + 2x3}
Lr,3([3]3) = {x3}.
Em geral ter-se-a
Ly ([p]") = U, Ly ([p]™),

com

m Pt 1
# (LI =2

#(Lri(lpI™) =p"Li=1,...n

Assim a matriz V(n) cujos vetores linha sdo os «+(L) das L € L,.([p]™) € dada por
V(n, 1)]

V(n) = [ :
V(n,n)

onde V(n,i) conttmos v(L) dasL e L, ;([p]™),i =1,...,n.

Vamos agora obter uma férmula de recorréncia para as V(n, 1) que sdao matrizes do

tipo
pn - 1. pn.
Em particular ter-se-a
Viin+1,1) .. Vi,(n+1,1)
Vin+1,1) = : : : ,
Vpha(n+1,1) .. V,(n+1,1)

com

Vea(+1,1D) =Vi(n, 1) + (£ = DA — 1). 1yn-1 1,
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jA que podemos atribuir & sub-matriz V,4(n+ 1,1) as Le L, 41 ([p]™*") cujo
(n+ 1) - ésimo coeficiente € £ — 1, e nessa sub-matriz colocar as componentes dos
respetivos vetores (L) com indices (A — 1)p"+1,...,Ap™ em que a
“contribui¢do” do ultimo termo da aplicagdo reduzida é (£ — 1)(A — 1), =
1,....pA=1,...,p.
Por exemplo comn = 3 e p = 3 teremos

v =[0 1 2]=V(1,1)

e
_ V(Z,l)]
V@) = [V(Z,Z) ’
com
V1,1(2'1) V1,2(2'1) V1,3(2l1)
V(le) = V2,1(2»1) Vz,z (2:1) V2,3 (2,1) ’
V3,1 (211) V3,2 (2,1) V3,3 (2'1)
onde
V1,1(2;1) = V1,2(2;1) = V1,3(2,1) = V(l)
Vzll(z,l) = V3,1(2,1) = V(l) + 2 1t,
V,2(2,1) = V35(1)® +1.15,
vindo

012 012 012
V(1) =|012 120 201
012 201 120

Por outro lado, as aplicagBes reduzidas pertencentes a L, ;([p]™), tém os £ — 1
primeiros coeficientes nulos pelo que as componentes dos respetivos vetores 4+(L)
agrupam-se em grupos contiguais de p? ~! componentes idénticas as de vetor v(L)
com L a aplicacdo de Lr([p]i -t +1) cujos coeficientes sdo os ultimos coeficientes de
L.
Assim

Vi) =v(n — i+11) @ L1,

em particular, comp = 3
V(3,2)=v(21)®15

V(3,3) =V(1,1) ® 1.
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Vé-se assim como aplicar este algoritmo duma forma de recorréncia que pode ser

programada.
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Capitulo 5

No presente capitulo fez se a sintese dos resultados da investigacdo, mencionando cada
capitulo o que foi feito e como foi possivel e por fim faz-se a apresentacdo de trabalho

futuro.

5 — Consideragdes Finais

Os aspetos mais relevantes deste trabalho parecem-me ser, ter-se:

* considerado a comutacdo das matrizes M,,...,M,,[M,M,,...,M,] para obter
BQUE [BLUE] para as componentes de variancia e covariancia [0 vetor dos
coeficientes]. Este estudo completou-se com a introducdo das familias OBS e COBS
de modelos;

+* considerado as familias regressionais de modelos de forma a estudar a acdo de
varidveis controladas distintas das que intervém na construcdo dos modelos sobre 0s
vetores de coeficientes;

wxx 0 ter-se detalhado a estrutura dos delineamentos de efeitos fixos cujos tratamentos
correspondem aos modelos das familias estruturadas. Assim consideram-se 0S
modelos com:

cruzamento de fatores

cruzamento e aninhamento de fatores, no cruzamento de fatores considerou-se em
particular o caso de fatores com um nimero primo 1 de fatores:

* Explicitado a possibilidade das componentes dos vetores aleatorios Z,,...,Z,, que

intervém nos modelos bi-aditivos poderemos ter distribui¢fes de diferentes tipos: esta
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possibilidade comegou a poder ser explorada como a introducdo dos modelos com
vetores de erros da forma

Y=XB+X,Z, +E
onde as componentes de Z,; podem ter qualquer distribuicdo e E € normal com vetor
médio nulo e matriz de covariancia o%I,,. Ao explorar as possibilidades dos modelos
bi-aditivos obtivemos para 0s mesmos:
elipsoide de confianca com probabilidade (aproximadamente) dada de conterem
realizacGes dos modelos;
intervalos de com probabilidade (aproximadamente) dada de conterem observacdes
futuras associadas a conjuntos de valores das varidveis controladas intervenientes na
construgao dos modelos.
A obtencéo de intervalos de predicdo parece-nos muito mais realista que a abordagem
baseada em preditores. Assim passamos a ter um intervalo com probabilidade fixada
por nds de conter uma observagdo futura em vez dum valor presente para a mesma.
Julgamos que a nossa abordagem aos modelos bi-aditivos evidencia as potencialidades
dos mesmos.
De facto, pode pensar-se que em certos aspetos os mesmos serdo dificeis de

generalizar. Assim pretendemos estudar modelos de forma
w
i=1

Em que os vetores Z; sdo independentes com matrizes de covariancia ¢2Cy,...,02C,,
conhecidas a menos de ¢Z,...,02.

Ter-se-4 entdo

w

() = ) oM,

=1

comM; = X;CX,,i=1,...,w

0 que mostra terem modelos terem matrizes de covariancia com estrutura aditiva

sendo, portanto, uma “generaliza¢do” dos modelos bi-aditivos.

Admitindo-se que as matrizes Cy,..., C,, sao invertiveis tendo-se
C;=PD;PLi=1,...,w

onde as matrizes Py, ..., P,, sdo ortogonais e as Dy, ..., D,, diagonais

-1/2

com elementos principais positivos escalares as matrizes D, ,...,D;,l/zdiagonais e

as
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C_—1/2 _ PiDi—l/ZplF’i =1,...,w

L

Tomando-se
Xi = XiCi_l/Z,i = 1,...,W
Zi = Cl-_l/ZZi,i = 1,...,W

tem-se
w
i=1

Com os vetores Z,,...,Z, independentes com matrizes de covariancia
oflc,...,onlc,.

De certa forma generalizamos os modelos anteriores, mas ndo podemos garantir a
independéncia das componentes dos Z,,...,Z,, 0 que é importante, por exemplo no
ajustamento dos cumulantes dessas componentes.

Pode ultrapassar-se esta dificuldade se admitirmos a normalidade dos Z,...,Z,, e,
consequentemente, a independéncia das respetivas componentes. No futuro esperamos

explorar o que se passa no caso geral e quando admitimos a normalidade.
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