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Resumo

A beleza da natureza é fator de inspiracdo para mais diversas areas. Nao poderia ser
diferente na Matematica. Na verdade, os padrdes observados em elementos presentes na
natureza sdo principal combustivel da investigacdo Matematica. Neste trabalho propomos
estudar um grupo de funcdes que sdo totalmente descontinuas e que séo auto-semelhantes.
Para isso definimos e caracterizamos as aplicacdes do intervalo associadas a automatos
celulares, através da regra local do autdmato. E também importante definir as condicdes
de fronteiras a esquerda devido a identificacdo de configuracdes do autdmato-estado

global com a expansdo numérica na base referida.

Os gréaficos obtidos das aplicacbes deste tipo sdo auto-semelhantes e dependentes
diretamente da regra local das transigdes.

Usou-se uma regra a dois estados — 184 - para obtencdo dos célculos explicitos e uma

regra a trés estados.



Abstract

Iterated fractal functions

The beauty of nature is a factor of inspiration for many different areas. It could not be
different in Mathematics. In fact, the patterns seen in elements present in the nature are
the main fuel of mathematical research. In this work we propose to study a group of
functions that are totally discontinuous and that are self-similar. For this we define and
characterize the range applications associated with cellular automata, through the local
rule of the automaton. It is also important to define the boundary conditions on the left
due to the configurations of the global state-automaton with the numerical expansion in
the referred base.

The graphs obtained from the applications of this type are self-similar and directly

dependent on the local rule of transitions.

A two state rule 184 was used to obtain the explicit calculations and a three state rule.
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Introducéo

Os sistemas dinamicos discretos tém sido alvo de grande atencdo e de aplicagdes por
varios investigadores em diversos ramos da ciéncia, como por exemplo na biologia
evolutiva, na dinamica das reacBes quimicas, nos sistemas dinamicos da fisica, no
comportamento dos mercados, entre outros. Os sistemas dindmicos discretos seréo
abordados no presente trabalho, em particular aplicacdes do intervalo e autématos
celulares. Procuramos caracterizar um sistema dinamico discreto definido por uma
aplicacdo iterada do intervalo que é totalmente descontinua e que é associada a regras
especificas de automatos celulares a uma dimenséo. Existe uma particdo de Markov e
também uma matriz de transicdo correspondente. (Luis Bandeira e Carlos Ramos, 2016)

O trabalho esta dividido em 4 capitulos, distribuidos da seguinte forma:

No 1° capitulo, Preliminares, fizemos uma abordagem sumaéria e introdutoria sobre bases

numeéricas, sistemas dinamicos, teorema de Perron-Frobenius e cadeias de Markov.

No 2° capitulo, Autdmatos celulares, abordamos os automatos celulares de um modo
informal e formal. Vimos que os autdmatos celulares sdo ferramentas que podem
representar diversos sistemas evolutivos, e que as suas principais caracteristicas sao a
computacdo descentralizada, onde cada célula é capaz de determinar a sua evolucéo

baseando-se nos estados anteriores de um conjunto vizinho de células.

No 3° capitulo, Regra 184 e aplicacdes do intervalo [0,1] nele Préprio, o principal
capitulo da tese em conjunto com o capitulo 4, consideramos a aplicacdo F:e® — &9
associada a regra 184, construimos e caracterizamos uma aplicacdo g:[0,1] - [0,1]

induzida por F de forma obter uma semi-conjugacdo entre (¢, F) e ([0, 1], g).

No 4° capitulo, automato celular de 3 estados e aplicacdo do intervalo, implementamos
um exemplo de um automato de 3 estados do tipo (-1, 1), sendo assim € = {0,1,2} e
através da aplicacdo local f determinamos a aplicacdo F:e® — &% | a aplicacdo do

intervalo que a realiza g: [0,1] — [0, 1] , assim como a matriz de transicao.



1 Preliminares

1.1 Base numérica binaria

Os numeros reais podem ser representados em diferentes bases, recorrendo a distintos
conjuntos finitos de simbolos chamados digitos. Na base decimal usual utilizam-se dez
digitos {0,1,2,3, ... ,9} ¢ na base binéaria dois digitos {0,1}. Para encontrar 0 nimero
binario correspondente a um nimero decimal, fazem-se divisdes sucessivas do nimero
em representacdo decimal por 2. Em seguida, o resto da divisdo de cada operacdo é
coletada de forma invertida, da Ultima para a primeira operagdo de divisdo, como mostra

0 exemplo na Figura 1 abaixo:

25|i

1 12&

0 Gli

0 |_
! I_

Y Y Y VY
1 10| 0| 1

Figura 1: Conversdo do nimero 25 (na base decimal) na base binaria

Assim, (25),, = (11002, .

Usualmente ndo se explicita a base em que se esta a trabalhar, exceto quando ha conversao

entre bases. Deste modo 25 = (25);, Se ndo houver perigo de confuséo de que base se

trata e do mesmo modo 11001 = (11001),.

Um nGmero x representado na base numérica binaria toma a forma (a, a,_; ... a; a,)
onde

n=1,a=00ul, com0<i<n-—1, istoé:
X=a, X2"+a,_; X2+ .o+ a; x 21 + a4 x2°
Por exemplo, o nimero 184 em binario € 10111000, pois:

184 =1%X274+0%x204+1%x2°4+1x2*+1%x234+0x224+0x%x21+0x2°



1.2 Sistema dinamicos discretos

Consideremos o conjunto X, eventualmente com alguma estrutura adicional (topologia,
medida, métrica, ou outra) e uma aplicacdo f: X — X que preserve a estrutura em causa.

O par (X, f) forma um sistema dindmico discreto. (Martinho, 2003)

A evolucdo temporal do sistema é dada por iteracdo da aplicacdo f, onde em cada instante
0 sistema é caracterizado por um elemento X. Designa-se por Orbita de um ponto x,, 0
conjunto {x,:n € Ny}, sendo x, = f(x,_1),n €N, isto é 0 conjunto de pontos

resultante da composicao sucessiva da fungdo f consigo prépria.
x0—>x1—>x2 _)X3_)"'

Os sistemas f:X—>X e g:Y-Y dizem-se conjugados (topologicamente,
mensuravelmente, metricamente, ...) se existe uma aplica¢do h: X — Y invertivel tal que
g°h = h°f sendo que o sistema (Y, g) € equivalente a (X, f). No caso em que a aplicacao

h é apenas sobrejetiva, entdo os sistemas dizem-se semi-conjugados.

Dada uma particdo de X, {X;,X,,...,X,} e se f preserva esta particdo, ou seja a imagem
por f de elementos da particdo é uma unido de elementos da particdo, é possivel definir
uma matriz de transicao - chamada de matriz de Markov, (Ramos, 2017)

1se f(X;) 2 X;
0,c.c.

Ar = (a5), a Z{

que caracteriza a dindmica de f em X. Define-se também, associado a f, um digrafo de
Markov Gy = (V,Ef), onde A € neste caso a matriz de adjacéncia de Gy, V; =
{vy,v,,.., v, } € um conjunto de vértices, identificados com os elementos da particdo X,

e E € V; X Vy € conjunto de arestas de G identificadas com as possiveis transigoes.

Em geral, dado um digrafo G = (V, E), com conjunto de vértices V = {v,,v,,..,v, } €
conjunto de arestas E € V x V diz-se que a matriz [aij] € M, (Z) é a matriz adjacéncia

de G se:

_ (0 se(v,vy) €E
Y% =11 se (v, v) €EE



Diz-se, também, que a matriz [d;;| € My, (Z) € a matriz incidéncia de G se
0 se e; ndo incide em v;
d;j = —1seejsaidev;
+1 seejentraem v;

Exemplo — shift de Fibonacci

Dado o digrafo abaixo, na Figura 2, podemos construir a sua matriz adjacéncia A e a

matriz de incidéncia D,

L}‘

Figura 2: Digrafo de dois vértices.

A:[l 1] D=[_I;)1 -1 +1].

1 0 +1 -1

Através da matriz de adjacéncia podemos calcular quantos caminhos de comprimento k
existem saindo em cada um dos vértices do grafo ou o que é equivalente, calcular o
namero de palavras de comprimento k que se podem formar obedecendo as regras de
transicdo dadas pela matriz de adjacéncia. Para isso determina-se uma recorréncia
definida a partir da matriz de adjacéncia como se v& em seguida: seja Ny(k) 0 nUmero
de caminhos que partem em 0 e N;(k) o numero de caminhos que partem em 1 de

comprimento k. (Ramos, 2017)

Na figura 2 podemos identificar o0 nimero de caminhos de comprimento k que existem

partindo em cada um dos Vértices:

Caminhos de comprimento 0: 0 e 1

Caminhos de comprimento 1: 00, 01 e 10

Caminhos de comprimento 2: 000, 001, 010,100, 101

Caminhos de comprimento 3: 0000, 0001,0010, 0100, 0101, 1000, 1001, 1010

10



Caminhos de comprimento k + 1 podem ser definidos a custa dos caminhos de

comprimento k
Os que comecamcom0: & — 08 e 1€
Os que comegcamcom1:n — On

{No(k + 1) = No(k) + N, (k)
Ni(k +1) = No(k)

Da matriz de adjacéncia do grafo da figura 2,

-1 1],

10

calculamos a matriz diagonal D formado pelos valores préoprios de A4,

~(1-5) 0
D = 1
0 ~(1++5)

e amatriz S, de mudanca de base, formada pelos vetores proprios de A,

5:[%(1_‘/5) %(1+\/§)l e §-1 — _\/iﬁ %(5'{_‘@)
! L F G-V5)
[} =poy® senm]Ee Y, 0T e
H ! 1 0 SA+VR|| = S G-v5)

Logo a matriz A é uma matriz diagonalizavel
A=SDS™1,
E com isso fica facil calcular as poténcias da matriz A
A% = (SDS™1)(SDS™1) = SDS~1SDS™! = SD2S~1 pois S71S =1

A3 = (SDS™1)?(SDS™1) =Sp3s1

11



AF = (SDS™1)*k-1(SDS™1) = SDkS?
Deste modo o célculo do nimero de palavras vem

No(0)
N1(0)

No (k)

M) =4

= 5ot [0

No(k +1)] _ [1 (1)] [xo(k)] — aax Mo ode 4 = spS1 - Ak = spks-1
1

Ni(k+ 1]~ 11 (k) N, (0)

No(k +1)] _ [1 (1)] [xi(k)] _ g-1pk+ig [%2(0)

Ni(k+ 1)l 11 (k) 0)
N(k) = No(k) + N, (k) = SD*s1 [NO(O)
0 ! N1(0)
Para aligeirar a notacédo, definimos ¢ = 1+2\/§ e assimtemos 1 — ¢ = # P*— ¢ —

1=OG¢_1=¢—1.
Os valores propriosde A: {1 —¢, ¢}

Vetores propriosde A: {(1—¢, 1), (¢, 1)}

A matriz S de diagonalizagdo S = [1 ; ¢ (ﬂ e St= 1_12¢ [_11 1__¢¢

Deste modo:

[P (N + (=1 + ¢IN) + (1 = §)" (=1 + ¢)(Ny — ¢N,)]
No(k)] _] “1+2¢ |
Ni(F)l | ¢"(No + (=1 + ¢)N1) + (1 — $)" (=N, + ¢N,) |
| 1+2¢ |

"1+ P)(No + (=1 + ¢)N;) + (1 — P)" (=2 + p)(Ny — $N;)
—1+2¢

N(k) =

Observacgdo 1.2.1: Em geral, para um digrafo, G com n vértices, o niUmero de caminhos

de comprimento k que parte do veértice v; e chega ao vértice v; € dado pela entrada i, j da

12



k-poténcia da matriz de adjacéncia A ou seja (A*);; . O nimero de caminhos fechados

(ciclos) de comprimento k é dado pelo Tr(A%)

N(k) = z": N;i(k)

N, (k) N, (0)

= ST (A4S

Nn.(k) N, (0)

Onde J(A) = SAS™1 é a forma candnica de Jordan de A, generalizando o caso em que a

matriz ndo é diagonalizavel.
Exemplo 1.2.1: Dado o grafo da figura 2, a sua matriz adjacéncia A = [1 é

a) Quantos caminhos que comegam no Vértice 1 e acabam no veértice 2, de
comprimento 5, existem?
b) Quantos caminhos fechados de comprimento k existem?
Solucéo:
A — caminhos de comprimento 1

A? — caminhos de comprimento 2

A¥ — caminhos de comprimento k
Tr(A) - caminho fechados (ciclos) de comprimento 1

Tr(A?) - caminho fechados (ciclos) de comprimento 2

Tr(A*) - caminho fechados (ciclos) de comprimento k

g wmasff Y Y-l

Temos 5 caminhos de comprimento 5 que comecam no Vvértice 1 e acabam no

vértice 2

b) O ndmero de caminhos fechados (ciclos) de comprimento k sera igual a Tr(A¥)

13



Nos sistemas discretos de Markov (X, f), por existir uma particdo finita do espaco
subjacente X que é preservada pela aplicacdo f, é possivel descrever combinatoriamente
as Orbitas do sistema (X, f), trabalhando com sequéncias simbdlicas no alfabeto
{1,2,3,...,n} que correspondem a uma enumeracao da particdo. A iteracao da aplicacdo

f corresponde por semi-conjugacao a iteracao da aplicacdo shift o.

Para certas condicdes de f é possivel garantir correspondéncia biunivoca (por exemplo,

a expansividade de f).

1.3 Processos Estocasticos

Um processo estocastico é uma colecdo de variaveis aleatorias (X (t)) indexadas por um
parametro t (geralmente tempo). Portanto, pode-se afirmar que (X (t)) define um espaco

denominado espaco de estados.
Os processos estocasticos podem ser classificados como:

a) Em relagéo ao tipo de estado:
v’ Estado discreto (cadeia): (X (t)) é definido sobre um conjunto enumeravel ou
finito;
v' Estado continuo (sequéncia): (X (t)) caso contrario.
b) Em relacdo ao tempo (parametro):
v' Tempo discreto: t € finito ou enumeravel;

v' Tempo continuo: t caso contrario.

Existem variados processos estocasticos. Abordaremos apenas neste trabalho o processo
de Markov.

14



Figura 3:Andrei Andreyevich Markov (1856, Ryazan, Russia; 1922, Sdo Petersburgo, Russia).

1.4 Cadeias de Markov

Seja X = {X(t):t € T} um espaco de estados onde T é um conjunto enumeravel.

Definicédo 1.4.1 Diz-se que X define uma cadeia de Markov (CM) se

P, =Pr[X(K+1) = x341|X(K) = x4, X(K — 1) = x4_4, ..., X(0) = xp] €

P, = Pr[X(K + 1) = x4, |X(K) = x,] sdo tais que P, = P,.

Isto quer dizer que a probabilidade de se atingir um estado futuro x;.,, depende apenas

do estado presente xy.

A probabilidade de transicdo entre os estados x; e x,,., € dada pela probabilidade

condicionada Pr[X(K + 1) = xy41|X(K) = x;].

15



Definicdo 1.4.2 Numa cadeia de Markov, um estado x; € chamado acessivel a partir de
um estado x;, se para algum tempo finito t > 0, for verificado que

Pr[X(t) = x;|X(0) = xl-] = p(i? > 0.

®)

Assim, p;: > 0 configura a transicao x; — x; no tempo t, do mesmo modo que p(j? >

0 indica que x; € acessivel a partir de x; no tempo t.

Defini¢éo 1.4.3 Uma cadeia de Markov € irredutivel, se para qualquer par de estados

(x;,x;), se verifica que p(i? >0e p(]? >0 ,comt=>0et=>0,parat et finitos.

Seja X um espaco de estados enumeravel de uma cadeia de Markov. Se X é finito, com
n = #X, pode-se representar a cadeia de Markov por meio de uma matriz B, ., chamada

matriz de transicdo probabilistica ou matriz de probabilidades (Ramos, 2017)

M1 P2 - Pia

P Pz - Poa
-P‘ = [pi:]ﬂxn - . .

Pui Pnz - Dan
Uma matriz P = [pl- f]nxn onde todas as entradas p;; verificam as propriedades

piyy =0 eYiip; =1

diz-se matriz estocastica.

16



Uma matriz P = [p; j]nxn diz-se redutivel se todas as entradas sdo ndo negativas e existe

uma matriz de permutacéo S tal que SPS~1 é da forma

SpS™1 =

Se a matriz ndo é redutivel diz-se irredutivel

1A C
0 B

Uma matriz P = [p; j]nxn diz-se primitiva se todas as entradas sado ndo negativas e existe

um natural n para o qual todas as entradas de P™ séo todas positivas.

Uma maneira conveniente de mostrar as probabilidades de transi¢do no instante n é:

Tabela 1: Tabela de probabilidades de transicéo.

Estado 0 1 M
(n) m m
0 Poo Po1 Pom
(n) m m
1 P10 P11 Pim
n) m m
M Pmo Pum1 Pum

Ou equivalente, por uma matriz p™:

m m
[poo Po1

(m (m

p n) — I pl 0 pl 1
M m
Pmo Pum1

po]
(n) |
Pim |

(n)
Pum

17



A matriz p™ é chamada matriz de transicdo de passo n. Quando n = 1 a matriz é

apenas a matriz de transicéo ja introduzida.

Seja G um grafo com matriz de adjacéncia A = (a;;) e P = (p;;) sua matriz adjacéncia
pesada de modo que:
n
Zpij =1,
J

para todo i, e onde p;; € a probabilidade de transicdo de i para j no passo seguinte.
Notemos que neste caso p;; = 0 se e s6 se a;; = 0, de modo que as transicoes
possiveis codificadas por ambas as matrizes sdo compativeis.

Consideremos um vetor linha v = (v;);=4,_,, probabilistico, i.e., X v; = 1. A
componente i, v;, do vetor v da-nos a probabilidade de o sistema estar no vertice i.
Deste modo vP (produto matricial, de uma matriz linha associada ao vetor v com a
matriz quadrada P) sera um novo vetor probabilistico, assim como v P, para k natural.

A probabilidade de o sistema iniciar em i, € no passo k estar em i, é dada por
v;(PR)y;.

E possivel construir um processo de Markov canénico associado a uma cadeia de
Markov topolégica, como apresentada anteriormente.

Seja A uma matriz primitiva. Entdo, o raio espetral da matriz p(A) é um real positivo de
multiplicidade algébrica e geométrica 1 e os vetores proprios, esquerdo e direito,
associados a p(A) tém entradas positivas. Neste caso p(A) chama-se o valor de Perron
de A e ao vetor proprio direito (esquerdo) o vetor de Perron direito de A ( resp.
esquerdo). Este resultado € referido na literatura como teorema de Perron-Frobenius.
(Leon, 2018)

Seja A matriz primitiva e, considerando o teorema de Perron-Frobenius, seja A = p(A)
0 valor de Perron de A.

Sejam:

v v o vetor de Perron direito de A
v u o vetor de Perron esquerdo de A

18



Av = Av
uld = Au
Normalizando os vetores: (uq, Uy, ..., uy) € (Vy, vy, ..., v,) taisque X v; = 21t u; = 1.

Definimos o vetor p = (py, p2, .-, Pn) tal que

p; = Uiv;
.
j=1 WV
o ) A a;ivi
Definimos também uma matriz P, = (pl-,-) com p;; = —f,, g
i

Neste caso a matriz P, é estocéstica e tem p como vetor de Perron esquerdo com valor
de Perron 1.

A este valor préprio esquerdo (normalizado) designamos de medida de Parry do
sistema.

O facto de P, ser estocastica obriga a que o vetor de Perron direito seja o vetor cujas

entradas sdo 1.

Exemplo 1.4.1: Seja A a matriz de adjacéncia do grafo da figura 2

_11]

A_10

a) Determinar a matriz estocastica P, e a medida de Parry
Resolucéo:
Os valores proprios de A sdo {% (1++5), %(1 — \/g)}.
O valor de Perron de A ¢ A =~ (1+5).

E os vetores préprios de A (esquerdos e direitos pois a matriz A é simétrica)

(Ga+v®. 1) (3a-v. 1)

c_[fa-vs %(1+\/§)l
1 1

A sua matriz S de diagonalizacdo €

Os vetores de Perron, normalizados

-1+v5  3-+5
e

_ -
A matriz P =p;; comp;; = ;ij
i
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pll_/l_/l_ 2

alzvz_ 3_\/§ 3_\/§

P2 o T 145 2
p _a21v1_ _1+\/§_
27 v, A3 -5)
a
P22 = % =0
-1+vV5 3—V5
Dai temos a matriz P, = l 2 2 l
1 0
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2 Autdématos Celulares

Os automatos celulares sdo ferramentas simples que podem representar a evolugdo
temporal de diversos sistemas. A sua principal caracteristica é a computacdo
descentralizada, onde a evolucdo do estado de cada célula depende apenas dos estados,
num instante de tempo anterior, das células vizinhas. A simplicidade da definicdo deste
tipo de sistema, no entanto, pode ser enganadora face a possivel complexidade de
comportamento. Atualmente investigadores de diferentes temas cientificos utilizam
modelos de autématos celulares para simular as suas aplicacdes em areas como a biologia
evolutiva, a dindmica das reacdes quimicas, 0s sistemas dindmicos em mecénica, o

comportamento do mercado, entre outros.

Todas essas aplicacdes que hoje existem sdo de algum modo consequéncia dos trabalhos
de John Von Neumann, John Holton Conway e Stephen Wolfram, pioneiros do estudo de
automatos celulares. (Castro, 2008)

Em 1970, o matematico John Holton Conway criou o “jogo da vida”, popularizado por
Martin Gardner, um autémato celular que simula alteragdes em populacGes de seres vivos
baseado em regras locais simples. Neste automato celular, cada célula nasce ou morre de
acordo com as células vizinhas e o jogo tende para a morte de todas as células, para a
geracdo de padrdes estaveis ou para situacdes de expansdo constantes, dependendo da

configuracéo inicial.

Em 1982, Stephen Wolfram estudou sistematicamente o funcionamento dos automatos
celulares e a formacdo de certos padrdes. A complexidade dos seus resultados levou a
conclusdo de que automatos celulares poderiam ser utilizados como modelos matematicos
de sistema fisicos, bioldgicos e computacionais. Mais tarde, em 1983, Wolfram apresenta
0s primeiros resultados da investigacdo de automatos como modelos matematicos para
sistemas auto-organizados. Nesse artigo, foram analisados detalhadamente os autdmatos
celulares simples, a uma dimensdo, envolvendo sequéncias de células numa sequéncia
com valores binarios. Ao longo do tempo uma nova sequéncia é criada e cada célula tem
o0 seu valor determinado nos valores das células vizinhas na sequéncia anterior. (Castro,
2008)
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2.1 Definicéo informal

Informalmente pode-se introduzir um autémato celular pelas propriedades fundamentais:

e Consiste numa matriz ou grelha de células;

e A evolucdo da-se em passos discretos de tempo;

e Cada célula € caracterizada por um estado pertencente a um conjunto finito de
estados;

e Cada célula evolui de acordo com as mesmas regras que dependem somente do
estado em que a célula se encontra e de um namero finito de vizinhos;

e Arrelagdo com a vizinhanca € local e uniforme.

Um exemplo simples a ser considerado é o modelo Greenber-Hasting, um automato
celular que modela a excitagdo num meio determinado. Um exemplo concreto deste tipo
sdo os tecidos nervosos ou musculares (coracdo), que podem estar em trés estados
diferentes (repouso, excitado ou em recuperacédo). Esse modelo pode ser representado por
um automato celular com trés estados (0) repouso, (1) excitado e (2) recuperagdo. A

evolucao de uma célula pode ser caracterizada pelas seguintes regras:

e Uma célula em repouso (estado 0) permanece em repouso até que algum vizinho
entre no estado de excitado (estado 1), nesse caso a célula entra também no estado
excitado;

e Uma célula em excitacdo (estado 1) entra em recuperacdo (estado 2) no proximo
passo;

e Uma celula em recuperacdo (estado 2) entra em repouso (estado 0) no préximo

passo.
Em resumo temos:

{0 se nenhum vizinho = 1
0 .
1 se algum vizinho = 1

1-2

2-0
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Para a relagdo de vizinhanca ser utilizada uma vizinhanca das quatro células ortogonais.

A Figura 4 a seguir resume a transi¢do de cada célula:

Regras
Crade

j Vizinhanga
1 -

—

Figura 4: Modelo Greenber-Hasting (Fonte: Revista de Ciéncias Exatas e Tecnologia Vol.111, N°3, Ano 2008).

A evolugdo do autdmato depende da condicdo inicial. Na Figura 5 é mostrado um

exemplo com todas as células inicialmente no estado O e apenas uma no estado 1.

-

T=0 T=1 T= 2 T=13 T= 4 T= & T= 6 T=7

Figura 5: Evolugdo do automato de Greenber-Hasting durante o tempo (Fonte: Revista de Ciéncias Exatas e
Tecnologia Vol.ll1, N°3, Ano 2008).

2.2 Definicéo formal

Um automato celular 1D (dimensdo 1) consiste num espaco de configuragdes S, num
conjunto de estados locais €, numa aplicacdo local de evolucdo f e na especificacdo de

condicdes fronteira dependentes de S. (Martinho, 2003)

O espago de configuracGes S para um automato celular € um conjunto que em geral tem
a estrutura de reticulado, por exemplo N, Z, Z, com L € N. A cada ponto i € S, do

espaco de configuracOes, e cada instante de tempo i € N, associa-se um estado local
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denotado x;(t). O conjunto de estados locais € serd, no nosso caso em estudo, um

conjunto finito, tipicamente, {0,1} ou {0,1 ... m}.

Num determinado instante ¢, um estado consiste no conjunto dos estados locais indexados
por S, x(t) = x(t);es . O conjunto dos estados serd denotado por £5. A evolugdo
temporal dos estados é obtida através de uma aplicacdo F : € — €5 que determina

x(t + 1) em fungéo de x(£): x(t + 1) = F(x(t)).

Esta aplicacdo estara determinada localmente por uma aplicacdo f definida num conjunto
finito de estados locais e invariante por translagéo. Esta aplicacdo local f diz-se do tipo
(n,m) com nmeZ e n<m x;(t+1)=F(X5n(t), Xisns1(E), e, Xizm (£)).
Assim, o0 estado local na posicéo i no instante t + 1 € determinado pelos estados locais
nas posicles anteriores i +n,i+n+1,..,i +m, no instante anterior t, através da

fungéo f.
Uma aplicagéo local diz-se uma regra local ou regra do autdmato, neste contexto.
Como a aplicacdo global F fica determinada pela aplicacéo local f por termos

x(t+1) =F(x(t)), entdo o estado local de cada posicdo i & determinado por

x;(t + 1) = F(x(t)); e, consequentemente,

Fx()i = f(xipn(®), Xipns1 (@), ooy X (£).

Definimos o sistema dindmico discreto associado ao automato celular definido pela regra

local f como o par (£5,F).

Para caracterizar o comportamento dindmico do automato celular, é necessario

especificar as condicdes fronteira. Estas dependem do tipo do espacgo de configuragdes S.

No caso S = Z, ndo ha condi¢des fronteira a especificar porque ndo ha fronteira e so por
si se constrdi o sistema dinamico. No caso S = N, pode ser necessario especificar as
condicdes fronteira a esquerda. A fronteira é especificada no ponto i = 1. No caso S =
Z,,, pode ser necessario especificar as condicdes de fronteira a esquerda e a direita, isto é,

nos pontos fronteirosi = 0ei =L — 1.

O par (n, m) determina a necessidade de especificar as condi¢des de fronteira ou ndo. No
altimo caso se as condigdes de fronteira forem periddicas temos que x(L — 1,t) =
x(0,t). (Luis Bandeira e Carlos Ramos, 2016)

24



Uma descrigdo de propriedades do automato celular independentemente da especificagdo
das condi¢des de fronteira é possivel ao definirmos a sua evolucao por blocos. Um bloco
de comprimento k é uma sequéncia b, b,... bi, onde k € N, b; € €. B, denota o conjunto
de todos os blocos de comprimento k. O niimero de elementos de B, € igual a g%, onde q
é 0 numero de estados locais, ou seja, o cardinal de €. A fungdo de evolucdo para 0s

blocos induzida pela aplicacéo local f é fi: By, — Biyn-m

Nocaso € = {0,1} e (n,m) = (—1,—1), tem-se um autdmato celular binario (isto é, com
2 estados) em que apenas uma célula esta envolvida em cada regra de transicdo: a célula
vizinha da esquerda da célula em questdo. Neste caso temos um total de 22 = 4 regras.
Uma possibilidade neste &mbito é a regra local que faz a associa¢do: 0 —» 0,1 — 1, cuja
aplicacdo F: EN — €N se chama shift e simplesmente o que faz é apagar o primeiro
elemento da sucessdo infinita de zeros e uns a,a, ...ay ..., isto é, F(a,a, ...a; ...) =
Ay oo A oony com a; €{0,1},i=12,..,k, ...
No caso € = {0,1} e (n,m) = (—1,1), tem-se um autémato celular binario (isto é, com 2
estados) em que 3 células estdo envolvidas em cada regra de transi¢do: a propria célula

em questdo, a vizinha da direita e a vizinha da esquerda.

Neste caso temos um total de 28 = 256 regras. Esses 256 automatos celulares

unidimensionais também sdo chamados de autdmatos celulares elementares.

Usa-se 0 padrdo lexicografico usual (de Wolfram) de enumeracdo dos autématos
celulares elementares, no qual os bits de saida sdo arranjados da vizinhanca 111 até a 000.
(Wolfram, 1983)

Por exemplo, o automato celular elementar

110 =0x2°4+1x2 0 +1x22+1x22+0x2%+1x254+1x%x20+0x%x27

(em binario 01110110) é representado pela seguinte tabela de transicéo:

Tabela 2: Tabela de transicdo do AC elementar 110

Vizinhanga | 000 001 010 011 100 101 110 111
Saida 0 1 1 1 0 1 1 0
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Graficamente representa-se 0 e 1 por branco e preto, respetivamente, como abaixo

RN

H B Bl N N _E BN
| | | |

Figura 6: Representacao gréafica de cada coluna da Tabela 2.

Figura 7: Configuracgdo inicial To

Fixando as fronteiras em 0s temos:

To

T1

T»

T3

Ts

Ts

Te

T7

Ts

Tg

T1o

Tu1

T2

T3

T

Tis
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Figura 9: Automatos Celulares (Fonte: Material da aula).

2.2.1 Regras de equivaléncias

Das 256 regras dos AC’s elementares, existem 88 classes de equivaléncias. Uma regra é

equivalente a outras quando:

e Quando fazemos transformacéo esquerda-direita.

Tabela 3: Transforma AC elementar 110 em sua regra de equivaléncia 124

Vizinhanca 111 110 101 100 011 010 001 000 Regra
Saida 0 1 1 0 1 1 1 0 110
Transformacéo 111 | 011 101 001 110 010 100 000
Esquerda-direita | 0 1 1 0 1 1 1 0
Reordenando 111 | 110 101 100 011 010 001 000 | Regra
0 1 1 1 1 1 0 0 124
e Quando fazemos a transformagdo de 0 — 1l e 1 — 0.
Tabela 4:Transformag&o do AC elementar em sua regra de equivaléncia 137
Vizinhanca 111 110 101 100 011 010 001 000 Regra
Saida 0 1 1 0 1 1 1 0 110
Transformacéo 000 001 010 011 100 101 110 111
Os por 1s 1 0 0 1 0 0 0 1
Reordenando 111 110 101 100 011 010 001 000 Regra
1 0 0 0 1 0 0 1 137
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e Quando fazemos a composicao das duas transformacgdes — transformagao conjunta

Tabela 5: Transformacéo do AC elementar 124 em sua regra de equivalente 193

Vizinhanga 111 | 110 101 100 011 010 001 000 | Regra
Saida 0 1 1 1 1 1 0 0 124
Transformacdo | 000 | 001 010 011 100 101 110 111
Os por 1s 1 0 0 0 0 0 1 1
Reordenando 111 | 110 101 100 011 010 001 000 | Regra
1 1 0 0 0 0 0 1 193

Aplicando essas mesmas regras a uma mesma condi¢cdo inicial, por exemplo, um
reticulado de 148 “zeros” (brancos) e 1 “um” (preto) com 149 interagdes, podemos
concluir graficamente que as regras elementares 110, 124, 137 e 139 sdo equivalentes.

Regra 110 Regra 124 Regra 137 Regra 193

149 iteracdes.

Pois embora, nem todas as regras possuam outras regras equivalentes, por exemplo a regra
232.

Tabela 6:Transformagdo esquerda-direita e Os por 1s

Vizinhanga 111 110 101 100 011 010 001 000 | Regra
Saida 1 1 1 0 1 0 0 0 232
Transformacao 111 | 011 101 001 110 010 100 000
Esquerda-direita 1 1 1 0 1 0 0 0
Reordenando 111 110 101 100 011 010 001 000 | Regra
1 1 1 0 1 0 0 0 232
Vizinhanga 111 110 101 100 011 010 001 000 | Regra
Saida 1 1 1 0 1 0 0 0 232
Transformagdo | 000 | 001 010 011 100 101 110 111
Os por 1s 0 0 0 1 0 1 1 1
Reordenando 111 110 101 100 011 010 001 000 | Regra
1 1 1 0 1 0 0 0 232

28



3 Avregra 184 e aplicacGes do intervalo [0,1] nele préprio

Fixemo-nos na regra 184 que é umaregra do tipo (-1, 1),comn = —1 e m =1, definida

pela aplicacéo local f:
f(000) =0,f(001) =0,f(010) =0,f(011) =1

£(100) = 1, £(101) = 1, £(110) = 0, f(111) = 1.

Consideremos a aplicacdo F:&% —» £ associada a regra 184. lremos construir e
caracterizar uma aplicacdo g: [0, 1] — [0, 1], induzida por F de forma a obter uma semi-

conjugacao entre (¢, F) e ([0, 1], g).
Um resultado parcial é o seguinte:

Proposicao 3.1: Nenhuma aplicacdo do tipo g(x) = x + a, com a # 0 constante,
codifica a regra 184.

Demonstracao:

Consideremos um y =0,1° € [0, 1] pela regra 184 o estado x =11..1%° ¢
transformado em F(x) =+«1* onde *=0ou 1 dependendo da condicao fonteira
considerada. Definindo ¢: € - [0,1] por @(a,a; ... ai ...) = Lo a;27%, sabemos que
se @(x) =y entdo p(F(x)) = 0,1° ou ¢(F(x)) = 0,01°. Seja a # 0 da forma a =

0.a;a; ...ay.
Temos dois casos:
Primeiro caso: sea; = 1ea; = 0parai > lentdo g(y) =y +a= 1,01 ¢ [0, 1].

Segundo caso: J;51:a; = 0 entdo g(y) = y + a vai ter uma sequéncia de 0’s na sua
expansao binaria devido ao “ e vai 1” na soma, até a posi¢ao i; logo ndo sera igual nem a

0,1° nema 0,01%°. m

Observacao 3.1: Facilmente se prova o mesmo resultado para g(y) = by + a.
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Definicéo 3.1: Consideremos uma func¢éo h: R - R. Entdo h(.) diz-se continua no
ponto x, € R se dada qualquer sucessdo (x,) — x, com (x,,) < Rtem-se (h(x,)) -
h(x,).

Ouseja (|x, —xol) = 0= (lh(xn) — h(xo)]) = 0.

Se x < aex — a, convencionalmente, escreve-se x — a~; por analogia, se x > aex —

a, escreve-se x — a*. Designdmos os nimeros
fl@)=1lm f(x) e f(a")= lim f(x)
x-a” x-a*t

que chamamos, respetivamente, limites a esquerda da funcdo f no ponto a, e limite a

direita da funcdo f no ponto a (se estes nimeros existirem).
Seja g a aplicagéo induzida por F.
Proposicao 3.2: A aplicacdo g ndo é continuaem [0, 1].

Demonstracéo:

. 1. . R C e N 17 1t
Considere-se 0 ponto 5 cujos limites a esquerda e a direita s@o 5 = 0,01* e 5 =

- +
0,10®. Note-se que % =@(01®) e % = @(10%). Estes estados pela regra 184

evoluem para F(01%®) =+1%° e F(10*) =+x10° onde *= 0 ou 1 dependendo da
condicdo fronteira considerada. Mas ¢@(* 1°) # @(10®) pela demonstracdo da

proposicdo 3.1. Desta forma

g(%_> = ¢(F(017) # ¢(F(107)) = g<%+>

logo g nédo é continuaem [0,1]. m

Uma generalizacao deste resultado é o seguinte:

Teorema 3.1: A aplicacdo g ndo é continua em infinitos pontos de [0, 1].

Demonstracao:
Consideremos

h+ = O.hlhz ...hklooo € [0, 1], h_ == 0.h1h2 ...hk01°° € [0, 1]
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onde h = hyh, ..h; € [0,1] e h* = h~, sendo h* o limite superior de h e h~ 0 limite

inferior de h. Fazendo
g(h*) = 0. f,(hih, ...h;)010%,
nocaso de hy =1 = g(h™) = 0. fi,(hyh, ... ,;)1;

sede hy = 0= g(h™) = 0. f;,(h h, ... h;)001*, onde f;, € uma aplicacdo de evolucdo
por blocos . Em qualquer um dos casos g(h*) # g(h™).

Provando assim que a aplicacdo g ndo é continua em infinitos pontos de [0,1]. Em

particular, em todos os pontos da forma 0. h,h, ... h;; 10®° = 0. h;h, ... h;,01%°. =

A aplicagdo g sera obtida por um processo recursivo, baseado na construgdo de uma

familia por aproximacao nas particdes Py, que definimos em seguida.

Seja a familia da parti¢des P, definida por:

Py={Ip iy comlp = |0, 2 er, =|2,1
Py = {90, lo1, 110, 111 } cOM I =]0: %[, Ios =] %,%[, Lo =] %,% [6111 =] %,1[

Em geral para k=1, P, = {Ial...ak: a; € {0, 1}} com I, .a, =
10.a; ..., 0°,0.a; ...a;, 1%°[, € 0 nimero de intervalos de cada particdo P, é dado por
|Pk| = 2k,

A indexacdo dos intervalos de cada particio P, € conveniente pelo seguinte: o
intervalo I, o, com indexagéo a; ... ay € {0, 1}* corresponde ao conjunto de pontos de

[0, 1] cuja expansdo binaria é do tipo 0., ... @ .... Podemos usar a seguinte notacdo
P ={I®:i=1,..,2%}.
A rela(;éo entre as duas nota(;f)es é I(i) = Iexpanséo em binario de comprimento k de (i—1).

A aplicacdo g actua nas particdes P, levando os intervalos em intervalos e como tal acéo

de g em cada parti¢do P, pode ser codificada por meio de matrizes de transi¢do A(k).

Para a regra 184 existem dois casos a distinguir, o caso da fronteira fixa a esquerda por 0

e 0 caso da fronteira fixa a esquerda por 1. Dai vao existir duas fungdes:
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Jo correspondente a fronteira fixa a esquerda por 0 e g, correspondente a fronteira fixa a
esquerda por 1. (Martinho, 2003)

1° Caso: condigdo de fronteira O fixa a esquerda

Consideremos a particdo P,. Entdo A(1) é definida como

_[@11 Qa2 _ {1 sego(I®) 10
A1) = [a21 azz]' onde a;; = { 0 OC. .

Verificamos facilmente que

A =1 O].

1 1

De facto, centrado em 0 podemos ter a condicédo fronteira fixa a direitaa 0 ou 1,
90(10) = If(OOO)UIf(001) e obtemos
000-0,001->0

Logo, go(I,) S I,, ou seja, o estado local 0 transita apenas para O e portanto, a;; = 1 e

a,, = 0. Centrando em 1 podemos ter a condicao fronteira fixa a direitaa O ou a 1,
9o(11) = Ir(010)Ulr(011) € Obtemos:
010->0,011->1

Logo, go(1;) < I,Ul,, ou seja o estado local 1 transita para O e para 1 e portanto a,; = 1

e a,, = 1, entdo a matriz é

10]

AW =1

Considere-se a particdo Py. A aplicagdo g, que actua em P, levando o intervalos em

intervalos da seguinte forma:

Yo (10—’1---0—’k) = Ifk+2(0a1...ak0) UIfk+2(0a1...ak1)’
onde fi+2: Bi+z — By
Vamos construir a matriz de transicao A(k) que codifica g, na particdo Py.

Define-se A(k) = [a;;] onde
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a = {1 se go(IY) o I! L ij=1,..2%
0 c.c.

Agora, queremos mostrar 0 processo recursivo que nos da A(k + 1) em funcao de A(k)

para k > 1. Demonstraremos por construcdo que A(k) tem a seguinte estrutura

o(k) 0
1(k) Az (BT

A

At = )

onde os blocos A, (k), A,(k) e A,(k) codificam diferentes transicdes possiveis.
Estes blocos sdo dados recursivamente por

Ao (k)

0
Aotk + D =[2005 4 00)

Ak +1) = [8 AOék)]

e 424D =100 4,00}

Para a particdo P; temos a matriz de transicdo, COmo ja vimos

(D) 0
A(”‘[Af(l) Az(l)]'

Com A4,(1) = A;(1) = A,(1) = 1, obtemos

A(1) = 1 0]

1 1

Os blocos de A(k + 1), Ag(k+ 1), A;(k+ 1) e A,(k + 1), s@o definidos em relacéo
a particdo Pyi1 = {Ioowr lo1ar I 114t @ € {0,131}, e serdo escritos em fungdo dos
blocos de A(k), Ay(k), A (k) e A,(k), em relacdo a particdo P, = {lpg, [14: @ €
{0,131}

O que cada bloco codifica € o seguinte, com a, & € {0, 1}*~1,
em Py

A, (k) codifica a transicdo de I,, para Iy ,

A, (k) codifica a transicdo de I;, para I3,

A, (k) codifica a transicdo de I,, para l,5.

em Ppyq

Ay (k + 1) codifica a transicdo de Iy, € Ig14 Paralyoz € lo1a,
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A;(k + 1) codifica a transicdo de I, € 11, Paralyoz € Io1z,
A,(k + 1) codifica a transicao de Iy, € I11, para 1oy € I115-

As restantes transicdes ndo ocorrem. Vamos entdo justificar a estrutura em blocos de
A(k).

A acdo de g, num intervalo de I, de Py é:
9oUoa) = Ir0oa)foaya)...far—1ax0) Y If(00ay)f(0arar) .. f (- ai1)-
Como f(00a,) = 0, entdo
9oUoa) = lof(0ayar)..f (@r_yax0) Y lopoayar)...f (1)

Logo, as correspondentes transi¢cdes dos pontos do intervalo I, induzidas por g, existem

para o intervalo I,;. O bloco A, (k) codifica as transicdes de I, para go(Iog) = Iy
A acdo de g, numintervalo I,,, a € {0,1}* 1 de P, é :
90(1a) = Ir01a) f(taras).f(ax—1ax0) Y I (01a1)f(1araz) o f(@p_rax)
Como
a; = 0= f(0lay) =0,
a, =1= f(0la;) =1,

as correspondentes transi¢des dos pontos do intervalo I, induzidas por g, existem, tanto
para intervalo I, como para o intervalo I, (dependendo de ;). Consideremos A, (k) o
bloco que codifica as transigdes I, — I,z € A, (k) 0 bloco que codifica as transigdes

Lig = log
VVamos, entdo, construir a matriz A(k + 1) de transi¢do na particéo
Pri1 = {ooas lora lhoa » 11147 @ € {0, 13713,
em funcédo dos blocos de A(k): Ay(k), A, (k) e A, (k).
A acdo de g, num intervalo I,,, de Py, é:
9oUo0a) = Ir(000) £ (00a;) f(0@raz) . f (@rrar0) Y 1F(000) £(00ay) F(0ats @p) . f (i)

Como f(000) = f(00a;) = 0, entdo

34



9oUo0a) = loof(0ay ay)...f(ap_ra0) Y Toof(0ayay)...f (s ar1)-

Logo, as correspondentes transigdes dos pontos do intervalo I,,, induzidas por g, s6
poderdo existir para o intervalo I,,. Por definicdo de A(k), temos codificando as

transicoes de Iy, para go(lpoe) = Ilooz 0 bloco A,y (k), entdo

Aok +1) = [0 O]

*

A acdo de g, num intervalo Iy, de Py, €é:
9oUo1a) = Iroo1) f(01ay) f(1asas) - f(ap_ax0) Y IF(001) f(01a1) f(lay az) . f (@ _rax1)
Como f(001) = 0, entdo
9oUo1a) = lofo1ay)fiayas). fanrax0) Y Tofo1a)fayan) . fae_axl)

Logo, as correspondentes transi¢es dos pontos do intervalo 1, induzidas por g, ndo

irdo ocorrer para os intervalos I,z € I;1. Por outro lado,
a, = 0 ﬁf(Olal) = 0,

Assim, as correspondentes transicdes dos pontos do intervalo I,,, induzidas por g,

existem para o intervalo I,,; como para o intervalo I,;, OU Seja,

9oUo1a) = lpog Y Ip13-

Por definicdo de A(k), o bloco que codifica as transi¢bes de I,,, para Iyoz, € 0 bloco

A, (k) e o bloco que codifica as transicdes de Iy;, para ly;z € 0 bloco A,(k), entdo

A,(k) 0

Ak + D=0 1) a,0]

A acdo de g, num intervalo I, de P, €:

9o(0a) = Ip(010) f(10a1) f (01 @0) - f (@_12x0) Y Lr(010)f (10ar) f0@1 ). f (@ _y 1)

Como f(010) =0e f(10a;) = 1, entdo

9o10a) = lo1f(oaya)..fap_rax0) Y lo1f (0ayaz)...f(ap i)
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Logo, as correspondentes transi¢des dos pontos do intervalo I,,, induzidas por g, s6
poderdo transitar para o intervalo I,,5. Por definicdo de A(k), o bloco que codifica as

transicdes de I,o, para go(l1os) = lo1a, € 0 bloco A, (k), entdo
A+ =" AWlenar1=[
* * k
A acdo de g, numintervalo I,,,, a € {0,1}*"* de P, é:

9o(h1a) = Iro11)f(1a) farar).f @iy @x0) Y Ir 010 F (110 FO@1 ). f (g i 1)

Como f(011) = 1, entdo

9o(h1a) = lif(1a)faaar) . f@ra0) Y liraia) faaa) . fag_ e

Logo, as correspondentes transi¢cbes dos pontos do intervalo 1,4, induzidas por g, ndo

irdo ocorrer para os intervalos Iy,z € 1. Por outro lado,

a,=0= f(11a,) =0,

a,=1= f(1llay) = 1.
Assim, as correspondentes transicdes dos pontos do intervalo I,,, induzidas por g,
existem tanto para o intervalo I, como para o intervalo I;,5. Por definicdo de A(k)

temos as codificacOes das transicdes de I, para go(I11¢) = l10z Pelo bloco A, (k) e

codificando as transi¢cdes de I, para go(I114) = I;1z temos o bloco A4, (k), deste modo

0

Ak +1) = [8 Ao(gk)] e Alk+1)= [Altgk) A ()]

Verificando, assim, que podemos construir a matriz de transicdo A(k + 1) a partir dos

blocos que estruturam a matrizes de transicao A(k), para qualquer k > 1.

Utilizando o Mathematica© fizemos uma simulagdo da aplicacdo g, e obtivemos o

seguinte gréafico:
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O gréfico foi construido da seguinte forma: Primeiramente foi gerado uma distribuicdo
uniforme de pontos do intervalo [0, 1]. Cada ponto x desta distribuicdo foi convertido em
bindrio e a sua expansdao foi truncada a partir de um certo valor k que serve como
parametro. A sequéncia que se obteve foi transformada noutra através de uma aplicacdo
F que implementa o autdmato celular — regra 184. Finalmente, a sequéncia obtida foi
novamente convertida em decimal obtendo-se g(x). Quanto maior o valor k e quanto

maior o nimero de pontos da distribuicdo melhor é a aproximacao obtida.

2° Caso: condicdo de fronteira 1 fixa a esquerda.

O procedimento para construir a aplicacdo do intervalo associada a condicéo fronteira a
esquerda igual a 1, designada g, é analogo ao procedimento que utilizamos na construcao

da condicdo da aplicacao para a condicao fronteira fixa a esquerda a 0, g,.

Né&o havendo perigo de confusdo, usaremos a mesma letra A(k) para designar a matriz

que codifica g, na particéo P;,.

Consideremos a particdo P,. Entdo A(1) define-se como

_[411 Qa2 _[(1seg,(19) > 1O
A(D) = [a21 azz], onde a;; —{ 10 e

Facilmente, verifica-se que

A = 1]

1 1
De seguida mostremos o processo recursivo que nos da A(k + 1) em funcéo de A(k),
para k > 1. Demonstremos ainda, por construcdo, que A(k) tem estrutura de blocos

Ao (k)

0
A0 =, 00 a0)

onde os blocos A, (k), A,(k) e A,(k) sdo dados recursivamente por

o(K)

40040 =320 a0}

A+ 1) =) Al0]

e 4l D=[4 1 a,00)

38



Para a particdo P, temos a matriz de transi¢do, como j& vimos

_[ 0 A(D)
4=, 0 )
Com A,(1) = A;(1) = A,(1) = 1, obtemos

0 1].

AW =1,

Como anteriormente, os blocos de A(k + 1), Ag(k+ 1), Aj(k+1)e A,(k+ 1), sdo
definidos em relagdo a particdo Py.1 = {Iooa lo1a> lioa, I11q: @ € {0, 13713, e serdo
escritos em funcdo dos blocos de A(k), Ay(k), A;(k) e A,(k), em relacdo a particao
Py = {loq, I1a: @ € {0,137}

O que cada bloco codifica é o seguinte, com a, & € {0, 1}*~1,
em P,

A, (k) codifica a transicdo de I, paral ,

A, (k) codifica a transicdo de I,, para Iz ,

A, (k) codifica a transicdo de I,, para ;3.

em Ppyq

Ay (k + 1) codifica a transicdo de Iyoq € Ip1, Para ligz € I11z,
A, (k + 1) codifica a transigao de I, € I11, para Iyoz € lo1z
A,(k + 1) codifica a transi¢do de ;o4 € I114 Para Loy € 11z

As restantes transicbes ndo ocorrem. Vamos entdo justificar a estrutura em blocos de
A(k).

Seja a € {0, 1}*"1. A acdo de g, num intervalo de I, de P, é:

91(oa) = Ir10a,)f(0arar).-f(@r_1ax0) Y r10a f0@r ). f (@ rar1)

mas como f(10a,) = 1, entdo

gl(IOa) = Ilf(Oalaz)...f(ak_lakO) U Ilf(Oalaz)...f(ak_lakl)
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Logo, as correspondentes transi¢cdes dos pontos do intervalo I, induzidas por g, existem

para o intervalo I,5. O bloco A, (k) codifica as transi¢des de I,, para g,(Iy,) = L1z
A acdo de g, numintervalo I;, de Py é:
91U1a) = Iria) faag) . flap_qar0) Y e fayay) f (@i axl)
Como
a,=0= f(11ay) = 0,
a,=1= f(1la,) = 1.

Assim, as correspondentes transicbes dos pontos do intervalo I;, induzidas por g,,
existem tanto no intervalo I,z como no intervalo I,4. Consideremos A; (k) o bloco que
codifica as transi¢coes I, — I,z € A, (k) o bloco que codifica as transicdes I, — I

Vamos, entdo, construir a matriz A(k + 1) de transi¢do na particdo

Pii1 = {looar loras Ihoa » 111q: @ € {0,137},
em funcgéo dos blocos de A(k), Ay(k), A, (k) e A, (k).

A acdo de g, num intervalo Iy, de Py, é:

91Uo0a) = Ir(100) £ (0@ f (0 @2)..f (@1 @0) Y Tr (1000 £ (001 FO@1 ) .. f gy i 1)

mas como f(100) =1 e f(00a,) = 0, entdo

91(1000() = IlOf(Oalaz)...f(ak_lakO) U IlOf(Oalaz)...f(ak_lakl)

Logo, as correspondentes transi¢des dos pontos do intervalo I,,, induzidas por g, s6
poderdo existir para o intervalo I,,5. Por definicdo de A(k) temos codificando as

transicoes de oo, para g1 (Ipoe) = Loz 0 bloco A, (k), entdo
_ [4o(k) O
Aol +1) = ¢ *]
A acdo de g; num intervalo I,;, de P, €:

91Uo1a) = Irron f01a0) f(1aran) - f (@ 1ax0) Y Ir(on) £ (0100 f(aran) (@ s 1)

mas como f(101) = 1, entdo

91010 = Lifo1an)f1aray) .. f@p-rax0) Y lir01a)f1asr) . fag—ax1)
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Logo, as correspondentes transi¢cdes dos pontos do intervalo 1, induzidas por g, ndo

irdo ocorrer para os intervalos I,z € 1. Por outro lado,
a, = 0 =>f(010(1) = 0,
a;=1= f(0la,) = 1.

Assim, as correspondentes transicdes dos pontos do intervalo I,;, induzidas por g,

existem tanto no intervalo I,z como no intervalo ;5.

Por definicdo, o bloco de A(k) que codifica as transicdes de I, para g,Up14) = Loz
é 0 bloco A,(k) e o que codifica a transi¢cdes de Iy,, para g,(ly14) = I11z € 0 bloco
A,(k), entdo

Ay(k) 0
Ai(k) A ()T

A acdo de g, num intervalo I,,, de Py, é:
91(oa) = Ir(110) (1000 £ 01 a2 f (@1 0) Y Tr110) F(10a0) 01 @) . f (et 1)
mas como f(110) = 0e f(10a,) = 1, entdo

91(1100() = IOlf(Oalaz)...f(ak_lakO) U IOlf(Oalaz)...f(ak_lakl)

Logo, as correspondentes transi¢des dos pontos do intervalo I,,, induzidas por g, s
poderdo transitar para o intervalo Iy,,. Por definicdo A(k) temos codificando as

transicOes de Iy, para g, (I10a) = Iy1z 0 bloco A, (k), entdo
A, 0+1) = Aog‘)] e Ak+n=[" Y
A acdo de g; num intervalo I;,, de Py, é:
91(h1a) = Lrainrata) fiay ag) . fap_ae0) Y Irin) faiay) foay a) . f (@eraxt)
mas como f(111) = 1, entdo
91(h1a) = lir(iay) f(1ayan). flap_qae0) Y TifF(ia) fayay) . f(@e @)

Logo, as correspondentes transi¢cfes dos pontos do intervalo I, induzidas por g, ndo

irdo ocorrer nos intervalos Iy, € Iy1z. POr outro lado,

(Xl = 0 - f(llal) = 0,
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o, =1= f(1la,) = 1.

Assim, as correspondentes transicdes dos pontos do intervalo I;,, induzidas por g,
existem tanto no intervalo I;,; como no intervalo I,,5. Por definicdo de A(k), temos as
codificacdes das transicdes de I,,, para g;(I11,) = I0z 0 bloco A, (k) e codificando as
transicdes de I, para g, (I;14) = I;1z 0 bloco A, (k), entdo

0

Ak +1) = [g A"ék)] e A(k+1)= [Al(()k) A,

Verificando assim que podemos construir a matriz de transicdo A(k + 1) a partir dos

blocos que estruturam a matrizes de transicdo A(k) para qualquer k > 1.

Utilizando o Mathematica© fizemos uma simulacdo da aplicacdo g, e obtivemos o
grafico da Figura 13:
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Figura 13: Regra 184-1 esquerda.
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O resultado demonstrado acima, pode ser resumido no seguinte teorema.

Teorema 3.2: Seja g uma aplicagao [0,1] — [0, 1] induzida pela regra 184. A acédo da
fungdo g na particdo P, € representada através de uma matriz de transicdo A(k) que

satisfaz a seguinte recursdo:

() 0
A<k>—[,4‘1’(k) A,(k)

com

o(k)

A 0
200D = 4765 aggiol

Ak +1) = [g AOS")] e

0 0
A,(k+1) = [
D= 400 a0
Para condicdes de fronteiras a esquerda a 0, e

0 Ag(k)

All) = [Alac) 4,(k)

com
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o(K)

i+ = [ 0]

e =0 A®)

Ay (k+1) = [Al(Zk) Az(zk)]

para condicdes de fronteira a esquerda a 1.
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4 Automato celular de 3 estados e aplicacdo do intervalo

Vamos considerar um exemplo de um autémato de 3 estados do tipo (-1, 1). Assim,
consideramos € = {0,1,2}. A aplicacdo local f comn = —1 e m = 1 ¢ definida como:

£(000) = 1, £(001) = 1, £(002) = 1,£(010) = 2, £(011) = 2, £(012) = 2, £(020)
=0, £(021) = 0, £(022) = 0,

£(100) = 1, £(101) = 1, £(102) = 1, £(110) = 2, f(111) = 2, £(112) = 2, £(120)
=0,f(121) = 0,£(122) = 0,

£(200) = 1,£(201) = 1, £(202) = 1, £(210) = 2, f(211) = 2, f(212) = 2, £(220)
=0,f(221) = 0, f(222) = 0.

Se escrevermos a imagem de cada bloco de trés simbolos obtemos a sequéncia
111222000111222000111222000.

A representacdo de Wolfram corresponde ao nimero em base decimal associado a
sequéncia acima vista como um nimero em base 3:

277019723695
= £(222) x 326 + £(221) X 325 + - + £(001) x 3! + £(000) X 3°

1x(3°+3"+32+3%+ 310+ 31 +318 43194 320) +
+2 % (3% +3* +3° + 312 + 313 + 31% + 321 + 322 1 32%) 4

+0 x (3% 437 +3% + 315 + 316 + 317 324 4 325 4 326),

Consideremos a aplicagdo F: e* — @ associada a regra 277019723695.
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Figura 15: Regra 184 com trés estados.

Como no capitulo anterior, determinamos uma aplicacao g: [0, 1] — [0, 1], induzida por

F de forma a obter uma semi-conjugacao entre (¢%, F) e ([0, 1], g).

A aplicagdo g vai ser obtida por um processo recursivo, baseado na construcdo de uma

familia por aproximacao nas particdes P, que definimos em seguida.

Seja a familia da parti¢des P, definida da seguinte forma:

Py=1{l I Lycomly =0, Y| er, = |32, =121

1 12
P, = {lyo, Io1, Io2, oo 111, 112, 120, 121, I, 3 CcOM Iog = ]0' g[’ Iyq :] P [, Iy, =

3l no=l3al m=]3 3l ne= ]38l =] 53 [ =] 351
Ly=]21]

Em geral para k = 1, Py = {1, .q: @ € {0,1,2}} com

Iy, = 1001 0%, 0.5 ... 2%,

onde os nlmeros de intervalos da cada particdo P, é dado por |P,| = 3*.
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A indexagdo dos intervalos de cada particdo P, é conveniente pelo seguinte: o intervalo

Iy, .., COM indexagéo a; ...ay € {0,1,2}* corresponde ao conjunto de pontos de [0, 1]

cuja expansdo ternaria é do tipo 0. a; ... ay .... Iremos também usar a seguinte notacao
P ={1®:i=1,..,3%.

A relagéo entre as duas nOtagaeS é I(l) = Iexpanséo em ternario de comprimento k de (i—1).

A aplicacdo g actua nas particGes P, levando os intervalos em intervalos e como tal accdo

de g em cada particdo P, pode ser codificada por meio de matrizes de transicdo A(k).

Ao contrério da regra 184, para a regra referida existe apenas um caso a distinguir, pois
devido a uma simetria na regra local o estado a esquerda é irrelevante. A simetria é a

seguinte
fQi) = f(1§) = f 2.
Assim, ndo é necessario especificar fronteira fixa a esquerda e denotamos f(x ij) a

imagem de qualquer uma das trés configuracbes 0ij, 1ij, ou 2ij. Vamos por isso

considerar apenas uma fungéo g.

Consideremos a particdo P,. Entdo, A(1) é definida como
a1 A2 Qg3 . .
® 6))
A(l) = [a21 azz a23], Onde aij — {]6 se g(] t ) ) I J

c.C.
asz; dsz; dsz

Verificamos facilmente que

0 1 0
A1) = [0 0 1].
1 0 O

De facto, g(Iy) = If(x00)Ulr(x01)Ulr(x02) € ObtemMos
*00 -1, *x01-1, *x02-1

Logo, g(I,) € I, ou seja, o estado local O transita apenas para 1 e portanto, a;; = 0,

a,, = 1ea;3 = 0. Emseguida,
9(1) = Ira0)Ulra1y Ulp () € Obtemos:

*10 - 2, *11 - 2, *12 > 2
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Logo, g(I;) € I,, ou seja o estado local 1 transita para 2, portanto a,; = 0, a,, =0 e

a,; = 1. Finalmente,
9(12) = It (e20)Ulr(ea1) Ul (222) € Obtemos:
*20 - 0, *21 -0, *22 >0

Logo, g(I,) <€ I,, ou seja o estado local 2 transita para 0, portanto a;; =1, a3, =0¢e

a33 = 0.

Entdo a matriz é

0 1 0
A1)=10 0 1}
1 0 0

Em seguida, generalizando, consideremos a particdo P,. A aplicacdo g que actua em

P, leva intervalos em intervalos da seguinte forma:

g(lch --~0‘k) = Ifk+z(*a1...ak0) Ulfk+2(*a1...ak1) Ulfk+2(*a1...ak2) '

onde fy42: Bry2 — By € a aplicacdo por blocos de comprimento apropriado induzida

pela regra local.
Vamos construir a matriz de transicdo A(k) que codifica g na particdo Py.

Define-se A(k) = [a;;] parai,j = 1,...,2%, onde

_ {1 se g(I®) > 1D
al-j =
0 c.c.
Agora, queremos mostrar 0 processo recursivo que nos da A(k + 1) em funcéo de A(k)

para k > 0. Demonstraremos por construgdo que A (k) tem a seguinte estrutura recursiva
0 A(k) 0

Ak+1D=]| 0 0 A()|, k>0
Ak) 0 0

com
0 1 0
A1) =0 0 1]
1 0 O
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Consideremos a decomposicdo da particdo Py = {loy, 14, Io: @ € {0,1,2}71} e

consideremos A (k) dividida em trés blocos de acordo com essa decomposicao

Boo(k) Boi(k) Bo(k)
A(k)= B1,0(k) B1,1(k) B1,2(k)-
Bao(k) Byi(k) By,(k)

Cada bloco B;;(k) corresponde as possiveis transicdes de I, para Iz, com a =

;... ap_, € {0,1}*"1. Paraa particdo P, temos a matriz de transi¢do, como ja vimos

Boo(1) Bo1(1) Bg(1) 0 1 0
A(1) = |B1o(1) By1(1) By(1)| = [0 0 1].

Byo(1) Bpi(1) Byz(D] 110 0
Com By 1(1) = B1,(1) = B, (1) = 1 e os restantes blocos iguais a 0.

Em geral, By 1(k), B1,(k) e B, (k) séo os tnicos blocos de A(k) néo nulos, devido as

Unicas possiveis transigdes

*x0x> 1, *1x> 2, *x2%x>0,

(simetria)
Deste modo

0 Bo1(k) 0
A(k) = 0 0 By, (k)
B, o (k) 0 0

Falta apenas identificar a estrutura de cada B, ; (k), By, (k) € B, (k). Vamos considerar

a particdo para k+1:
Piv1 = Uooar lora lo2a » lioa Tiar lhzas Tooa » Ioras ozat @ € {0, 13471},
Neste caso

B; j(k + 1) codifica a transi¢io de l;oq U lj14 U Ij24 Para Iy U ljzq U 15, . Como 0
primeiro e ultimo simbolo sdo irrelevantes, devido a simetria da regra, o bloco

B; j(k + 1) codifica as transi¢des do segundo simbolo de modo idéntico a matriz A(k).

Para analisar com maior detalhe vejamos a acéo de g nos intervalos de Py, 4:
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9Uooa) = Ir(:00)£(00ay) fOaraz)...f @y @r0) Y L (x00) £(00as) £ (0@ ) . f (@emy 1)

U I¢(100) £ (00a1) F(0ar a3) . fap—rax2) = T11f(0ayaz)...F (a—yt0)-

9Uo1a) = Ironyro1a) FAaray) . flag—yar0) Y lr0n) f(o1ay)f(ay az) . f (ag—q a1

U lrcony ot fasar). flar_rax2) = Ti2f0ayap)..f(ap_rap)-

Abreviando os restantes casos temos

g(IOZa) = IlOf(Oalaz)...f(ak_lak*)-
g(IIOa) = IZlf(Oalaz)...f(ak_lak*)-
g(Illa) = 122f(0a1a2)...f(ak_1ak*)-
9(112a) = IZOf(Oalaz)...f(ak_lak*)-
g(IZOa) = IOlf(Oalaz)...f(ak_lak*)-
gUZla) = IOZf(Oalaz)...f(ak_lak*)-
9(1220() = IOOf(Oalaz)...f(ak_lak*)-
Deste modo
Atk+1) =
[ By, (k)
By, (k)
B, o (k)
By, (k)
B, (k)
| B0 (k)

eBoll(k + 1) == Bl,Z(k -|— 1) = BZ,O(k + 1) — A(k)

Bao (%)

Bo,1 (k)

Utilizando o Mathematica© fizemos uma simulacdo da aplicagdo g e obtivemos o

seguinte gréafico .
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O gréfico foi obtido de forma analoga ao da regra 184. Foi gerada uma distribuicao
uniforme de pontos do intervalo [0, 1] e cada ponto x desta distribuicdo foi convertido
em base 3. A sua expansdo foi truncada a partir de um certo valor k que serve como
pardmetro de aproximagdo. A sequéncia que se obteve foi transformada noutra atraves de
uma aplicacdo F que implementa a regra do automato. Finalmente, a sequéncia obtida foi
novamente convertida em decimal obtendo-se g(x). Quanto maior o valor k e quanto

maior o nimero de pontos da distribuicdo melhor é a aproximacao obtida.
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Figura 16> Regra 277019723695.

O resultado demonstrado acima, pode ser resumido no seguinte teorema.

Teorema 4.1: Seja g uma aplicacao [0, 1] — [0, 1] induzida pela regra 277019723695.
A accdo da funcdo g na particdo P, € representada através de uma matriz de transicdo
A(k) que satisfaz a seguinte recursdo:

0 A(k) ©
Alk+1)=| 0 0 AW)|, k>0 com
Alk) 0 0
0 1 0
A(l) = [0 0 1].
1 0 O
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5 Conclusao

Os autdmatos celulares sdo sistemas dinamicos discretos com aplicacdes em diversas
areas do conhecimento. Todas as aplicacdes que hoje existem desde campo da biologia
evolutiva, economia do mercado, na bioquimica, nas engenharias e também na

matematica sdo devido ao desenvolvimento da computacéo e dos métodos simbolicos.

No nosso trabalho, definimos e caracterizamos aplica¢des do intervalo associadas a
automatos celulares, através da regra local e recorrendo a expansées numéricas em
bases apropriadas. A base depende do nimero de estados locais do autdmato. Torna-se
importante a determinacdo das condicOes fronteira a esquerda devido a associacéo de
uma configuragdo do autdmato - estado global - com a expansédo numérica na base
referida. Para cada condicédo fronteira a esquerda temos uma variante da aplicacéo do
intervalo. Assim para cada autdmato temos uma aplicacao do intervalo para cada

especificacdo de condicéo fronteira.

Por outro lado, os gréaficos das aplicacGes deste tipo tém uma estrutura auto-semelhante,
que depende diretamente da estrutura da regra local e das transi¢des locais. Sdo entdo

funcdes totalmente descontinuas com gréafico fractal e auto-semelhante.

Foram feitos os calculos explicitos para uma regra a dois estados - 184 - e uma regra a

trés estados.

Este tema tem sido divulgado com grande frequéncia pelos meios de comunicacao,
porém, essa divulgacdo nem sempre consegue proporcionar a construcdo do
conhecimento de maneira formal. Por isso se faz necessario a intervencdo dos

professores na transmissdo para alunos do ensino basico e secundario.
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