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Objectivos Gerais

Aprofundar os conhecimentos de alguns ramos de Andlise Funcional e de
métodos analiticos.

Adquirir competéncias para aplicar estes métodos em varios campos da
matematica.

A anilise funcional é um ramo abstracto da Matemética que se originou
da andlise cldssica. O seu desenvolvimento comegou hd um século atrds, e
os métodos e resultados analiticos funcionais de hoje em dia sao importantes
em varios campos da Matemadtica e das suas aplicagoes.

Os matemadticos observaram que os problemas provenientes de vérias
4reas, tais como a Algebra Linear, as Equacdes Diferenciais Ordindrias e
Parciais, o Célculo das variagoes, as Equacoes Integrais, e em diferentes
aplicagoes, mostravam frequentemente propriedades semelhantes e interrela-
cionados.

Este facto sugeriu uma abordagem unificadora em relacao a tais proble-
mas, tendo por base a omissao de detalhes nao essenciais. Dai a vantagem
de uma abordagem abstracta, concentrada nas questoes essenciais, para que
esses fatos se tornem claramente visiveis e a atencao do investigador nao seja
perturbada por detalhes sem importancia. Neste aspecto, o método abstrato
¢é o mais simples e mais "econémico"para analisar sistemas matemaéticos, que
poderd ter, varias realizagoes concretas (modelos).

Uma abordagem abstracta, geralmente, parte de um conjunto de elemen-
tos satisfazendo certos axiomas. A natureza dos elementos nao é especificada,
propositadamente. A teoria consiste entao em consequéncias légicas, que re-
sultam dos axiomas, e que podem ser registadas como teoremas ou outro
tipo de assercoes. Isto significa que, neste método axiomético, obtém-se uma
estrutura matemadtica cuja teoria é desenvolvida de maneira abstrata. Os
teoremas, de cardcter geral, podem depois ser aplicados a varios conjuntos
especificos que satisfacam o quadro axiomético.
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Na anélise funcional, por exemplo, fazemos a ligacdo entre a Algebra
e espagos abstractos de grande importéncia (espagos de Banach, espacos de
Hilbert) que serao vistos em detalhe. Neste contexto, o conceito de "espago",
que remonta a M. Fréchet (1906), serd um conjunto de elementos (nao es-
pecificados) que satisfazem determinados axiomas. Escolhendo diferentes
conjuntos de axiomas, devemos obter diferentes tipos de espacos.



Capitulo 1

Espacos métricos

Neste capitulo consideramos espagos métricos. Estes sao fundamentais na
andlise funcional, porque desempenham um papel semelhante ao que os
nimeros reais tém no cédlculo. Na verdade, generalizam R e foram criados
de modo a fornecerem uma base para um tratamento unificado de problemas
importantes em vérios ramos de andlise.

Primeiro definimos espagos métricos e conceitos relacionados e ilustramos
com exemplos tipicos. Espacos especiais com grande importancia pratica sao
discutido em detalhe. E dada muita atencio ao conceito de completude, uma
propriedade que um espago métrico pode, ou nao, ter.

1.1 Espacos métricos

No célculo, estudamos fungoes definidas na recta real R. Usamos o facto
de que em R definirmos uma funcao distdncia, que associa um valor real
nao-negativo

d(z,y) =z —y|

a cada par de pontos x,y € R. No plano e no espago tridimensional a situagao
é semelhante.

Na Analise Funcional, estudaremos "espagos'e "fungoes"mais gerais. Cheg-
amos a uma abordagem mais geral substituindo o conjunto R por um con-
junto abstrato X (conjunto de elementos cuja natureza nao é especificada)
e introduzimos em X uma "funcao de distancia", que possui algumas das
propriedades mais fundamentais da funcao distancia em R.
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Definigao 1.1.1 Um espag¢o métrico é um par (X,d), onde X é um con-
Junto e d é uma métrica em X (ou fungao de distancia em X ), isto é, uma
funcao definida em X x X tal que, para todo x,y,z € X:

(M1) d é uma fungdo com valores reais, finitos e nao negativos.
(M2) d(z,y) =0 se e somente se v =y.

(M3) d(z,y) =d(y,z) (Simetria).

(M4) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (Desigualdade triangular).

Os elementos de X sao designados como pontos. Para x, y fixos, chamamos
ao nimero nao negativo d(z,y) a distancia de = a y. As propriedades (M1)
a (M4) sdo os axiomas da métrica referida.

A designacao "Desigualdade triangular"é motivada por um conceito geo-
metrico:

d(x, )

Desigualdade triangular no plano

A partir de (M4) obtem-se por inducao a desigualdade triangular gener-
alizada

d(xla xn) S d(l’l, x?) + d(ﬂ?Q, fL‘g) + -+ d<xn—1a xn)
Em vez de (X, d), pode-se simplesmente escrever X se nao houver perigo de
confusao.
Um subespago (Y,d) de (X, d) é obtido se tomarmos um subconjunto
Y C X erestricaode d aY x Y. Assim, a métrica em Y é a restricao

g: d’YXY
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e designa-se d como a métrica induzida em Y por d.
Alguns exemplos de espagos métricos:

Exemplo 1.1.2 Recta real R.

Este é o conjunto de todos os nimeros reais, tomando a métrica usual
definida por
dz,y) = o~y (1.1.1)

Exemplo 1.1.3 Plano euclidiano R2.

Neste caso consideramos o plano Euclidiano, tomando o conjunto de pares
ordenados de nimeros reais, r = (£;,&5), y = (11, 73), ... A métrica euclidiana
serd definida por

d(w,y) = /(6 = m)? + (€ — o). (1.1.2)

No espaco euclidiano podemos definir uma outra métrica através da soma

dos maédulos:
di(w, y) =& — ml| + [&—ml - (1.1.3)

EQ— x=(é1, fg)

£ LA

Métrica euclidiana no plano.

Por este exemplo, pode concluir-se que dado um determinado conjunto
(com mais que um elemento), podemos obter védrios espagos métricos escol-
hendo métricas diferentes.
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Exemplo 1.1.4 Espaco euclidiano R3.

Este espago métrico é composto pelo conjunto de ternos ordenados de
ndimeros reais © = (§,&5,&3), ¥ = (11,M3,M3), ..., € a métrica euclidiana no
espaco serd definida por

dw,y) = /(€ =) + (€ — mo) + (& — ) (1.1.4)

Exemplo 1.1.5 Espaco euclidiano R", plano complexo C".

Os exemplos anteriores sao casos particulares do espago euclidiano n-
dimensional R". Este espaco é obtido se tomarmos o conjunto de todas as
sequéncias ordenadas de n nimeros reais: ’

€r = (fl? ,£n),y = (7717 "'77771)7

e a métrica euclidiana definida por

dw,y) = (€ =)+ + (€ — ) (1.15)

Se se considerar o conjunto dos niimeros complexos C, designando por C"
o conjunto de todas as sequéncias ordenadas de n nimeros complexos com
uma métrica definida por

dw,y) = \Jles —mlP+ -+ e, — P

Quando n = 1 este é o plano complexo C com a métrica usual definida
por
d(z,y) = |o —yl.

Exemplo 1.1.6 Espaco de sucessoes [*°.

Este exemplo, tal como o préximo, mostram como o conceito de espaco
métrico pode ser muito geral.
Como conjunto X, considere-se o conjunto de todas as sucessoes de nimeros
complexos. Isto &, cada elemento de X é uma sucessdo complexa (isto &,
cada ponto é uma sucessao)

r=(£,8, )
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ou, abreviadamente, r = (Sj) ,J=1,2, ..., tal que

}6]‘ S Cx,

em que ¢, ¢ um nimero real, nao negativo, que pode depender de x, mas nao
dependem de j. A métrica é definida por

d(z,y) = sup |&; — n;]
jJEN

com y = (1,) € X e sup indica o supremo.

Exemplo 1.1.7 Espac¢o de fungées Cla,b|.

Considere-se X como o conjunto de todas as fungoes reais de valor real
x,y, ... com uma independente ¢, definidas e continuas num intervalo fechado
J = [a, b]. Escolhe-se a métrica definida por

d = t) —uy(t)|.
() = max (1) — y(1)
Este é um espago de funcao porque cada ponto de Cla,b] € uma fungao.

Exemplo 1.1.8 Espaco métrico discreto.

Considere-se um conjunto X e defina-se a chamada métrica discreta para
X, definida por
dz,z) =0, d(z,y)=1sex#y.

1.2 Casos particulares de espacos métricos

Dois exemplos de espagos métricos com uma importanvia relevante na Anélise
Funcional.

Exemplo 1.2.1 Espaco B(A) das func¢oes limitadas.

Por definigao, cada elemento z € B(A) é uma funcao definida e limitada
num determinado conjunto A, com a métrica é definida por

d(z,y) = sup |=(t) — y(t)|,

teA
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em que sup indica o supremo. No caso de um intervalo A = [a,b] C R
escreve-se Bla,b] para B(A).

Vejamos que B(A) é um espago métrico. Os axiomas (M1) e (M3) sao
evidentes. Além disso, d(z,z) = 0 é 6bvio. Por outro lado, d(z,y) = 0
implica x(t) — y(t) = 0 para todo o t € A, de modo que = = y. Isso d4 (M2).
Para provar a desigualdade triangular temos

lz(t) —y(t)] < z(t) —2(t)] +[2(t) — y(t)]
< Sup |[2(t) — 2(t)| + Sup |2(t) —y(t)],

o que mostra que x —y é limitado em A. Como a limitacao dada pela segunda
linha néo depende de t, podemos passar ao supremo a esquerda e obter (M4).

Exemplo 1.2.2 Espaco [’ e espaco de sucessoes [°.

Seja p > 1 um nimero real fixo. Por defini¢ao, cada elemento do espago
[P € uma sucessao © = (§;) = (£, &, ...) de mimeros tais que [ " +[&,[" + ...
converge, isto é

Z_: &7 < o0. (1.2.1)

A métrica é definida por

d(z,y) = (Z ‘f] - nj!p> p (1.2.2)

onde y = (n;) e Y72, ‘nj|p < 00. Se considerarmos sucessoes reais (satis-
fazendo (1.2.1), obtemos o espago real [P, e se tomarmos sucessoes complexas
(verificando (1.2.1), obtem-se o espago complexo [P.

No caso p = 2, temos o famoso espaco de sucessoes de Hilbert {2, com a

métrica definida por

Este espago foi introduzido e estudado por D. Hilbert (1912) em rela-
cionado com equagoes integrais e ¢ o primeiro exemplo do que é agora desig-
nado como espacgos de Hilbert.
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Provemos em seguida que [P é um espago métrico. Claramente, (1.2.2)
satisfaz (M1), (M2) e (M3), desde que as séries a direita sejam convergentes.

A demonstragao que (M4) também se verifica, é dividida em quatro pas-
SOS.

(i) Uma desigualdade auxiliar.
Seja p > 1 e defina-se ¢ tal que

T —— 1.2.3
g (1.2.3)

p e q sao designados por expoentes conjugados. Outras formas de
relacionar estes dois expoentes podem ser dadas por

p+q
=g’ oupg=p+gq,ou (p—1)(¢g—1)=1

1

Desta tltima desigualdade temos
uw=t""1 implica t = v

Sejam « e [ nimeros positivos quaisquer. Uma vez que af é a drea dum
rectangulo, obtemos por integragao a desigualdade

o B
af < / Pt +/ uldu = — + —. (1.2.4)
0 0

Note-se que esta desigualdade fica trivialmente verdadeira se o = 0 ou

B =0.

u = P! u = ¢pP1
; 2, >
)
} ©) } © pd
u 1 u
' 1
0 0
0 a 0 «
t —> t ——

Representaco geometrica de (1.2.4a), em que 1 corresponde ao
primeiro integral e 2 ao segundo.
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(ii) Desigualdade de Holder para somas.
Sejam (é) e (?7']) tais que

oo ~ P o0 _
dMIGl=1e > ' =1 (1.2.5)
j=1 j=1
Definindo « := Ej e 3= |ﬁj , por (1.2.4), temos a desigualdade
~ L= 1,
il < = 1§ +5 Uj‘q-

Aplicando o somatério em j, por (1.2.5) e (1.2.3)
.1 1
3 ‘gjnj‘ <T4-=1 (1.2.6)
= poq

Considerem-se as sucessoes nao nulas r = (§;) € P ey = (n;) € 7 e
coloquemos
~ fj ~ Uz

gj =——~FT ¢ nj=—"—71-
p q
(Ser) (k)
j=1 j=1
Entao (1.2.5) verifica-se, pelo que podemos aplicar (1.2.6). Substituindo
(1.2.7) em (1.2.6) e multiplicando a desigualdade resultante pelo produto
dos denominadores em (1.2.7), obtem-se a desigualdade de Hélder para

somas, obtida por O. Holder (1889)

S e < (i »gﬂf (i <nj|q>;, 128)

j=1
emquep>lel/p+1/¢=1.

Se p = 2, entdo ¢ = 2 e (1.2.8) assume a forma da desigualdade de
Cauchy-Schwarz para somas:

>

j=1

(1.2.7)

RS

§;1;

&Ml

< 216l 2 Il (1.2.9)
Jj=1 j=1
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Este caso particular em que p = ¢ = 2 em que p ¢é igual ao seu conjugado
q, € muito rico e terd um papel importante posteriormente.

(iii) Desigualdade de Minkowski para somas.
Provemos agora a desigualdade de Minkowski para somas:

(Z‘fﬂL’?j‘p) S(Z\@V’) +(Z\nj\p> : (1.2.10)
Jj=1 j=1 =1

comzy=(§)elPy=(n)€lPep>1

Para somas finitas, esta desigualdade foi apresntada por H. Minkowski
(1896).

Para p = 1, a desigualdade é consequéncia directa da desigualdade trian-
gular para nimeros.

Seja p > 1. Para simplificar as férmulas, escrevemos &; + 1, = w;. Pela
desigualdade triangular temos

JwoslP = |&; +my s P70 < (€] + )l

Somando em j de 1 até qualquer n fixo, obtemos

> P <Y G gD e (1.2.11)
j=1 j=1 j=1

No primeiro somatoério a direita, aplicamos a desigualdade de Holder, pelo
que

Z €] s < (g W’)é (Z (wj“)q); ,

(note-se que (p — 1)g = p).
Aplicando o mesmo processo ao tltimo somatério de (1.2.11), obtem-se

s (Sur) (50)

j=1 j=1

Juntando os dois somatérios

j=1 j=1



10 CAPITULO 1. ESPACOS METRICOS

Dividindo pelo ultimo factor a direita e observando que 1 — 1/q = 1/p,
obtemos (1.2.10) com n em vez de oo. Passando ao limite com n — oo,
obtém-se a direita duas séries que convergem porque x,y € [P.

Entao a série do primeiro membro também converge, pelo que (1.2.10)
fica provado.

(iv) Desigualdade triangular.

Por (1.2.10), conclui-se que para x e y em [P a série em (1.2.2) converge.
Considere-se quaisquer z,y,z € [P. Para z = ( j), pela desigualdade trian-
gular e (1.2.10), obtemos

e (i'@'"ﬂ"’);< (iq@@HwDPY

j=1
< (ij_cj"p) + <Z’Cj_77j|p> =d(x,2) +d(2y).
j=1 j=1

O que conclui a prova que [P é um espago métrico.

1.3 Conjuntos abertos, conjuntos fechados e
vizinhancas

H& um nidmero consideravel de conceitos auxiliares que téem um papel im-
portante na sua relacao com espagos métricos.

Em primeiro lugar vejamos alguns tipos importantes de subconjuntos de
um espago métrico X = (X, d).

Definicao 1.3.1 Um subconjunto M de um espa¢o métrico X diz-se aberto
se contiver uma bola centrada em cada um de seus pontos.

O subconjunto K de X ¢é fechado se o seu complementar (em X) for um
conjunto aberto, isto é, K = X\K ¢é um conjunto aberto.

Uma bola aberta B(xg,¢) de raio ¢ > 0 é muitas vezes designada como
vizinhanga centrada em o € Taio €.

Vemos diretamente a partir da definicao de que cada vizinhanca de xg
contém xy. Além disso, se N é uma vizinhanca de xg e N C M, entao M
também é uma vizinhanga de x.
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Diz-se que xy é um ponto interior de um conjunto M C X se M é uma
vizinhanca de z(. O interior de M é o conjunto de todos os pontos interiores
de M e pode representa-se por int(M).

Int(M) é um conjunto aberto e é o maior conjunto aberto contido em M.

Nao ¢ dificil mostrar que a colecao de todos os subconjuntos abertos de
X, que designaremos por 7, tem as seguintes propriedades :

(T 0eT ,XeT.

(T2) A uniao de elementos de 7 é um elemento de 7.

(T3) A intersec¢ao de um nimero finito de elementos de 7 é um elemento
de 7.

Dem. (T1) é verdade, observando que () ¢ um conjunto aberto porque ()
nao possui elementos e, obviamente, X é aberto.

Qualquer ponto = do reunido U de conjuntos abertos pertence a (pelo
menos) um desses conjuntos, que se designa por M.

M contém uma bola B centrada em x, uma vez que M é aberto. Entao,
B C U, pela definigao de reuniao. Isto prova (T2).

Finalmente, se y € um ponto da intersecao de n conjuntos abertos My, ..., M,,,
entao cada M; contém uma bola centrada em y e considerando o menor destes
raios, esta bola estd contida nessa intersecgao, provando (T3). =

As propriedades (T1) para (T3) definem um espago topolégico (X, 7),
sendo X e a colecao 7 de subconjuntos de X, definidos de modo que 7
satisfaca os axiomas (T1), (T2) e (T3).

Além disso, desta definicao temos que:

Um espago métrico é um espago topolégico.

Os conjuntos abertos também desempenham um papel importante nas
aplicacoes continuas, em que a continuidade ¢ uma generalizacao do conceito
de continuidade conhecido da Andlise Matemética:

Defini¢ao 1.3.2 Sejam X = (X,d) e Y = (Y,d) espagos métricos. Uma
aplicagao T : X — Y diz continua num ponto xo € X se, para cada € > 0,
hd um 6 > 0 tal que

d(z,x0) < = d(Tx,Tzo) < e.

T é continuo se for continuo em cada ponto de X.
E interessante que as aplicagoes continuas possam ser caracterizadas em
termos de conjuntos abertos:

Teorema 1.3.3 Uma aplicagao T de um espaco métrico X num ouy
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Teorema 1.3.4 tro espago métrico Y diz-se continua se, e somente se, a
imagem tnversa de qualquer subconjunto aberto deY é um subconjunto aberto
de X.

Dem. (=)Suponha que a aplicacao T" é continua. Seja S C Y um aberto
e Sy a imagem inversa de S. Se Sy = (), entao ¢ aberto. Seja Sy # (). Para
qualquer xy € Sy, designe-se yg = Txy. Como S é aberto, entao contém uma
vizinhanca V' de 3. Como T é continuo, existe uma vizinhanca Ny de z
que é aplicada em N. Como N C S, temos Ny C Sy, pelo que Sy é aberto
porque xg € Sy foi tomada arbitrariamente.

T

(Space X) (Space Y)

( < ) Inversamente, suponha-se que a imagem inversa de cada conjunto
aberto em Y é um conjunto aberto em X. Entao, para cada zog € X e
qualquer vizinhanca N de Tx(, a imagem inversa Ny de N é um aberto, ja
que N é aberto e contém xy. Entao Ny contém uma vizinhanca de zy que é
aplicada em N, porque N estd aplicado em N. Por defini¢ao, T' é continuo
em xy e como o € X foi considerado arbitrariamente, entao, T é continuo.
[ ]

Dois novos conceitos, que estao relacionados.

Seja M um subconjunto de um espago métrico X. Entao um ponto zy de
X (que pode ser, ou ndo, elemento de M) é um de ponto de acumulagao
de M se cada vizinhanca de xy contém pelo menos um ponto y € M distinto
de xg .

O conjunto composto pelos pontos de M e pelos pontos de acumulacao
de M é chamado de fecho ou aderéncia de M e é notado por M.

M & o conjunto fechado mais pequeno que contém M.

Usando o conceito de aderéncia, temos a seguinte definicao que vai ser
particularmente importante:
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Deﬁnigéo_l.3.5 (i) Um subconjunto M de um espago métrico X é denso
em X se M = X.

(i) X diz-se separdvel se existir um subconjunto contdvel que seja denso
em X.

Note-se que se M é denso em X, entao qualquer bola em X, eventual-
mente com um raio muito pequeno, conterd pontos de M. Isto é, neste caso,
nao hd nenhum ponto x € X que tenha uma vizinhanca que nao contenha
pontos de M.

Os espagos métricos separaveissao um pouco "mais simples"do que os nao
separdveis.

Alguns exemplos importantes de espacos separdveis e nao separaveis:

Exemplo 1.3.6 O conjunto dos nimeros reais, R, é separdvel.

Dem. O conjunto Q de todos os nimeros racionais é contavel e é denso
em R. m

Exemplo 1.3.7 O plano complexo C é separdvel.

Dem. Um subconjunto denso contavel de C é o conjunto de todos os
nimeros complexos cujas partes reais e imagindrias sao racionais. m

Exemplo 1.3.8 Um espagco métrico discreto X é separdvel se, e somente se
X for contdvel.

Dem. O tipo de métrica implica que nenhum subconjunto préprio de X
pode ser denso em X. Portanto, o tinico conjunto denso em X é o préprio X
]

Exemplo 1.3.9 O espaco [*™® nao é separdvel.

Dem. Seja y = (14,73, 73, ...) uma sucessao de zeros e uns.
Entao, y € [®°. A y associamos o nimero real § com uma representacao
bindria dada por
mo, Ny 13
Como o intervalo [0,1] ndo é numerdvel, ou contavel, cada y € [0,1]
tem uma representacao bindria, e diferentes y tém representagdes bindrias
diferentes. Por isso, hd um nimero nao numerdvel de sucessoes de zeros e

uns.
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A métrica em [ mostra que qualquer dois y, que nao sejam iguais, estao
a uma distancia de 1. Se cada uma destas sucessoes for o centro de uma bola
pequena, digamos, de raio 1/3, estas bolas nao se intersectam e teremos um
nimero nao contdvel de bolas.

Se M for um conjunto denso em [*°, cada uma destas bolas que nao se
intersectam contém um elemento de M. Portanto, M nao pode ser contédvel.
Como M foi um conjunto denso arbitrdrio, isso mostra que [*° nao pode
ter subconjuntos densos que sejam contdveis. Conseqiientemente, [*° nao é
separdvel. m

Exemplo 1.3.10 O espaco [P com 1 < p < 400 é separdvel.

Dem. Seja M o conjunto de todas as sucessoes y da forma

Y= (7717 772a teey nnv Oa O’ )

onde n é um inteiro positivo qualquer e os 7, sao racionais. M é contdvel.
Mostremos que M é denso em [.
Seja x = (§;) € I[P um ponto arbitrario.
Entao, para cada € > 0 existe um n (dependendo de ¢) tal que

> &l < CR

j=n+1

porque na esquerda temos o restante de uma série convergente.

Como os racionais sao densos em R, para cada §; existe um racional 7,
préximo dele.

Portanto, podemos encontrar y € M verificando

n P
>l -l <3

Entao

(da,y)) =) l&—nl"+ > [&]" <
j=1

j=n+1

Assim, temos d(x,y) < ¢ e verificamos que M é denso em [P. =
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1.4 Convergéncia, Sucessao de Cauchy, Com-
pletude

As sucessoes de nimeros reais desempenham um papel importante na Anélise
Matemética, e é a métrica em R que nos permite definir o conceito de sucessao
convergente.

O mesmo ¢é valido para sucessoes de nimeros complexos, usando neste
caso a métrica no plano complexo.

Num espago métrico arbitrério X = (X, d) a situagao ¢ muito semelhante,
ou seja, podemos considerar uma sucessao (x,) de elementos 1, 3, ... de
X e usar a métrica d para definir convergéncia de forma andloga & usada na
Anélise Matematica:

Definicao 1.4.1 Uma sucessao (x,) num espago métrico X = (X,d) diz-se
convergente se existir v € X tal que

lim d(x,,x) = 0.

n—oo

x é o limite de (x,) e escrevemos

limz, =z,
n—oo
ou simplesmente,

T, — T.

Dizemos que (z,,) converge para x ou tem o limite z. Se (z,) nao for
convergente, diz-se que ¢ divergente.

Como ¢ utilizada a métrica d nesta definicao?

Vejamos que d produz uma sucessao de nimeros reais a,, = d(z,, z) cuja
convergéncia implica a convergéncia (x,). Portanto, se =, — z, e sendo
e > 0 dado, existe N = N(e) de modo que todos os x,, com n > N estejam
na vizinhanga B(x,¢) de x.

Para evitar mal-entendidos triviais, observemos que o limite de uma
sucessao convergente deve ser um ponto do espaco X.

Por exemplo, se X = (0,1) em R com a métrica usual definida por
d(x,y) = |x — y|, entdo a sucessao (%)n>1 nao é convergente, uma vez que 0
nao estd em X.

Vamos primeiro mostrar que duas propriedades comuns as sucessoes con-
vergentes (unicidade do limite e limitagao):
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Definicao 1.4.2 Um subconjunto nao vazio M C X diz-se um conjunto
limatado se o seu didametro

d(M) = sup d(x,y)

z,yeM

é finito.
Uma sucessao (zr,) em X é limitada se o conjunto de pontos correspon-
dentes é um subconjunto limitado de X.

Obviamente, se M é limitado, entdao M C B(xg,r), onde xg € X é um
arbitrdrio e r ¢ um nimero real positivo (eventualmente, grande) .

Lema 1.4.3 Seja X = (X,d) um espago métrico. Entdo:

a) Uma sucessdo convergente em X é limitada e o seu limite é unico.
b) Sex, — z ey, —y em X, entdo d(x,,y,) — d(z,y).

Dem. a) Suponha que z, — z. Entdo, tomando ¢ = 1, podemos
encontrar um N tal que d(z,,x) < 1 para todos n > N. Portanto, pela
desigualdade triangular, para qualquer n temos d(z,,z) < 1+ m, sendo

m = max{d(zy, z),...,d(xn,x)},

o que mostra que (x,) é limitada.
Para provar a unicidade, considere-se que z,, — x e z,, — z. Por (M4),
obtemos

0 <d(z,z) <d(z,z,) +d(z,,2) = 040,

pelo que a unicidade = = z segue de (M2).

b)Pela desigualdade triangular, temos

AT, Yn) < d(n, x) + d(z,y) + d(y, yn),

pelo que
d(xp, yn) — d(z,y) < d(xp, ) + d(Y, yn)-

pode obter-se uma desigualdade semelhante ao trocar x,, e x, bem como vy,
e 1y, e multiplicando por —1. Somando os dois,

|d(Zn, yn) — d(z,y)| < d(zn, x) +d(y, yn) — 0,
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quandon — co. m

Para definir o conceito de completude precisamos de uma propriedade
adicional que um espago métrico pode, ou nao, ter, mas que tornard os
espagos métricos completos muito mais interessantes e simples do que
0s espacos métricos nao completos.

Recordemos a Anilise Matemdtica, em que uma sucessao (z,), real ou
complexa, convergia, em R ou em C, respectivamente, se e somente se, satis-
fizia o critério de Cauchy, isto é, se e somente se, para cada € > 0, existe
um N = N(e) tal que

|2y — x| <€, ¥m,n > N. (1.4.1)

Agora |z, — x,| é substituido pela distancia d(x,,, x,) de z,, para x, na
recta linha real ou no plano complexo.
Portanto, podemos escrever a desigualdade do critério de Cauchy na
forma
d(Tpm, n) < e, Vm,n > N.

Se uma sucessao (x,,) satisfizer a condi¢ao do critério de Cauchy, designa-
se por sucessao de Cauchy. Entao, o critério de Cauchy simplesmente diz
que uma sucessao de nimeros reais ou complexos converge, em R ou em C,
se e somente se, for uma sucessao de Cauchy.

Isto acontece em R ou em C. Infelizmente, em espagos mais gerais, a
situagao pode ser mais complicado, e pode haver sucessoes de Cauchy que
nao sejam convergentes.

Esta propriedade ¢ tao importante na organizacao do espaco que se chama
: completude.

Essa consideragao, dé origem & seguinte definicao, que foi dada pela
primeira vez por M. Frechet (1906):

Definicao 1.4.4 Uma sucessao (x,) dum espago métrico X = (X,d) diz-se
sucessao de Cauchy (ou fundamental) se para cada e > 0 existe um N = N (¢)
tal que

d(xm,x,) <&, YV m,n > N.

O espago X diz-se completo se cada sucessao de Cauchy em X converge (ou
seja, tem um limite que é um elemento de X ).

Expressa em termos de completude, o critério da convergéncia de Cauchy
implica o seguinte:
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Teorema 1.4.5 R e C sdo espacos métricos completos.

Os espacos métricos completos e incompletos sao importantes em vérias
aplicagoes serao consideradas na proxima secgao.

Por enquanto, vejamos alguns exemplos simples de espagos incompletos:

Tirando um ponto a a R, obtem-se o espago incompleto R\ {a}.

Por outro lado, Q também é um espago incompleto, ja que se retira a R
todos os niimeros irracionais.

Um intervalo aberto (a,b) com a métrica induzida por R é outro espago
métrico incompleto.

Fica claro que, num espaco métrico arbitrario, a condi¢do (1.4.1), nao é
uma condicao suficiente para garantir a convergéncia.

Vejamos o caso seguinte:

Seja X = (0,1], com a métrica usual definida por d(z,y) = |xr —y| e a
sucessao (z,), com z, = 1/nen =1,2,.... Esta é uma sequéncia de Cauchy,
mas nao converge em X, porque o ponto 0 ¢ X.

Isso também ilustra que o conceito de convergéncia nao ¢ uma propriedade
intrinseca da prépria sucessao, mas depende do espaco em que se encontra a
sucessao. Ou seja, uma sucessao convergente nao é convergente "por si s6",
mas depende do espaco em que estd definida.

Embora a condigao (1.4.1) ndo seja suficiente para a convergéncia, ¢ con-
tudo uma condi¢ao necesséria, como o confirma o préximo resultado:

Teorema 1.4.6 Toda a sucessao convergente num espagco métrico é uma
sucessao de Cauchy.

Dem. Se x, — z, entdo, para todo o ¢ > 0 existe um N = N (¢) tal que
d(zp, x) < %,V n > N.
Pela desigualdade triangular temos para m,n > N,

AT, T0) < d(Tp, x) +d(z, 2,) < % + g =g,

o que mostra que (x,) é¢ Cauchy. =
Terminamos esta sec¢ao com trés teoremas que relacionam a convergéncia
e completude.

Teorema 1.4.7 Seja M wum subconjunto nao vazio de um espago métrico
(X,d) e M a aderéncia de M.
Entao:
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a) x € M se e somente se houver uma sucessio (r,) em M tal que z,, — x.

b) M é fechado se e somente se para x,, € M, x, — x implica que x € M.

Dem. a) Seja v € M. Se x € M, uma sucessio deste tipo serd (z,z,...).
Se x ¢ M, entdo x é um ponto de acumulagdo de M. Portanto, para cada
n = 1,2, a bola B(x,1/n) contém um z, € M e x,, — = porque 1/n — 0
quando n — oo.

Inversamente, se (z,) estiver em M e x, — x, entdo z € M ou toda
a vizinhanga de x contém pontos z, # x, de modo que x é um ponto de
acumulacao de M. Portanto, © € M , pela definicao de aderéncia.

b) M é fechado se e somente se M = M , de modo que b) segue imedi-
atamente a partir de a). m

Teorema 1.4.8 Um subespaco M de um espaco métrico completo X é ele
proprio completo, se e somente se o conjunto M é fechado em X.

Dem. Seja M completo. Pelo Teorema 1.4.7 a), para cada 2 € M existe
uma sucessao (x,) em M que converge para x. Uma vez que (x,) é uma
sucessao de Cauchy e M é completo, (z,) converge em M, sendo o limite
tnico.

Assim, z € M. Isto prova que M estd fechado porque = € M foi tomado
arbitrariamente.

Inversamente, considere-se M fechado e (z,,) uma sucessao de Cauchy em
M. Entdo x, — x € X, o que implica que x € M, pelo Teorema 1.4.7 a), e
x € M uma vez que M = M, por hipétese.

Portanto, a sucessao arbitraria de Cauchy (z,) converge em M, o que
prova a completude de M. m

Este teorema é muito titil, e precisamos dele com bastante frequéncia.

Vejamos agora a importancia da convergéncia de sucessoes relacionada
com a continuidade de uma aplicacgao:

Teorema 1.4.9 Uma aplicagio T : X — Y de um espago métrico (X,d)
num espago métrico (Y,d) é continua num ponto xy € X se, e somente se,
Tp — o tmplica Tz, — Txy.

Dem. Suponha-se que T é continua em x,. Entao, para um dado ¢ > 0
existe um ¢ > 0 tal que

d(x,z0) < § implica d(Tz, Tzo) < €.
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Seja z,, — xg. Entao, hd um N tal que, para todos os n > N, temos
d(zp, z9) < 6.

Por isso, para todos os n > N,

d(Tx,,Txy) < €.

Por definigao, isso significa que Tx,, — T'xg.

Reciprocamente, assumimos que z,, — xq implica T'x,, — T'xg, € queremos
provar que 1 é continuo em z.

Suponha que isso seja falso.

Entao hd um ¢ > 0 tal que para cada ¢ > 0 existe um = # z( tal que

d(x,x0) < d mas d(Tx,, Tzy) > €.

Em particular, para § = 1/n existe um z,, verificando

1
d(xp,x0) < — mas d(Tx,, Tzy) > €.
n

Claramente x,, — xy mas (Tx,) ndo converge para T'zy. Ora, isto contradiz
Tx, — Txq, provando o Teorema. m

1.5 Exemplos e demonstracoes de completude

Em resumo, dado um conjunto X, procura-se transformé-lo num espaco
métrico, escolhendo uma meétrica adequada. A tarefa restante é entao de-
scobrir se (X, d) é completo, geralmente usando a completude de R ou C.

Para provar a completude, tomamos uma sucessao de Cauchy arbitraria
(x,) em X e mostra-se que converge em X.

Estas demonstracoes podem ter um grau de complexidade muito variado,
mas seguem 0 mesmo procedimento:

(i) Construir um elemento z (para ser usado como um limite).

(ii) Provar que z estd no espaco considerado.

(iii) Provar a convergéncia x,, — = (no sentido da métrica).

Exemplo 1.5.1 R" e C" sao espacos completos.
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Dem. Utilizemos a métrica euclidiana em R", definida por

com z = (§;) e y = (n;).

Consideramos uma sucessao de Cauchy qualquer (x,,) em R", escrevendo
T = ( m £™). Uma vez que (x,,) é de Cauchy, para cada £ > 0 existe
um N tal que

n

d(Tpm, ) = Z <§£m) — {E”)Q <e, Ym,r > N. (1.5.1)

i=1

Elevando ao quadrado, temos para m,r > N e j=1,..n

2
(- 0) <t o [ g

<E.

Isto mostra que, para cada j fixo, (1 < ¢ < n), a sucessao (55”,552), )

é uma sucessao de Cauchy de niimeros reais, logo convergente pelo Teorema
1.4.5, isto é
fl(-m) — £, quando m — +-o0.

Usando estes n limites, nés definimos = = (&;...,&,,). Claramente, x € R™.
De (1.5.1), com r — +o00,

d(zpm,z) <e, ¥Ym> N.

Isto mostra que = é o limite de (z,,) e prova a completude de R", porque
(x,,) foi tomada como uma sucessao de Cauchy arbitréria .
A completude de C" prova-se pelo mesmo método. =

Exemplo 1.5.2 O espago [*° é completo.

Dem. Seja (z,,) uma sucessao de Cauchy qualquer no espago [*, com z,,, =

(€™ e, ).

Como a métrica em [*° é dada por

d(z,y) = sup|§; —n;l,
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(em que z = (§;) ey = (n;)) e (x,,) € uma sucessdo de Cauchy, entdo para
qualquer 6 > 0 existe N tal que para m,n > N,

d(xpm, x,) = sup §Z(~m) — fl(n) <e.
Portanto, por cada 7 fixo,
¢ _ el <& Ym,n> N, (1.5.2)

pelo que a sucessao (551),5?),.

convergente, pelo Teorema 1.4.5. Isto é, fgm) — ¢;, quando m — 4-o00.
Usando esses infinitos limites &;,&,, ..., nés definimos © = (£;,&,,...) €
vamos mostrar x € [*° e x,, — .
De (1.5.2), com n — 400 temos

..) & uma sucessao de Cauchy de numeros,

£ — ¢,

<e, Vm,n > N. (1.5.3)

Sincexm z,, = (€™) € I°°, h4 um ntimero real k,, tal que ‘55’”)‘ < k,, forall

1. Portanto, pela desigualdade triangular,

&l <

& _fz(‘m)‘ + ‘é’ﬁm)‘ <e+ky, VYm> N.

Esta desigualdade é véilida para cada ¢, e o lado direito nao envolve ¢. Por isso
(&;) é uma sucessao limitada de mimeros, o que implica que x = (&;) € [*°.
Além disso, por (1.5.3) obtemos

d(Tm, x) = sup ‘ggm) - @-‘ <e, Vm>N.

Isto mostra que x,, — x, e uma vez que (z,,) ¢ uma sucessao de Cauchy
arbitraria, entao [* é completo. m

Exemplo 1.5.3 O espaco ¢, formado por todas as sucessoes convergentes
x = (&) de nimeros complexos, com a métrica induzida por 1>, é completo.

Dem. c é um subespaco de [*° e, se mostramos que c é fechado em [*°, entao
a demonstracao conclui-se pelo Teorema 1.4.8.
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Considere-se um sucessao qualquer = = (¢;) € ¢, a aderéncia de c. Pelo
Teorema 1.4.7 a), existem xz, = (51(")) € c tais que x, — x. Assim, dado

qualquer € > 0, existe um N talque para n > N e todos ¢ temos

£ — ¢,

g
<d n <3,
< d(wn,7) < =

por exemplo, para n = N e todo o 1.
N ~ ,
Como xy € ¢, seus termos & E ) formam uma sucessio convergente, que é
uma sucessao de Cauchy. Por isso, hd um N; tal que

&M —e| < 5, Visk 2 M
Pela desigualdade triangular, tem-se para todos 7, k > N; a desigualdade:

€ — &l <

N
& — e+

N N N
&M — ™| + |6 - & <.

Isto mostra que a sucessao = = (§;) é convergente. Assim, € ¢ e como
x € ¢ é arbitrdrio, isso prova que ¢ é fechado em [*°. A completude de ¢
resulta segue do Teorema 1.4.8. m

7

Exemplo 1.5.4 O espago [P é completo, para 1 < p < 400.

Dem. Seja (z,,) uma sucessao qualquer de Cauchy no espago [?, com x,, =
( gm),5§m>, ...). Entao, para cada € > 0 existe N tal que para m,n > N,

400 %
p
A ,) = [z ) _ g ] . (15,4
i=1
Entao, para cada ¢ = 1,2, ... temos
g — M <e, ¥m.n > N. (15.5)

Fixemos i. De (1.5.5) temos que (fz(l), 552)’...) é uma sucessao de Cauchy de
nimeros reais, que é convergente, pois R é completo, para, por exemplo,
§Em) — &;, quando m — +o0.

Usando estes limites, definimos x = (£, &,...) € vamos mostrar que x € [?

e Ty — .



24 CAPITULO 1. ESPACOS METRICOS
De (1.5.4) temos para todos m,n > N,

>

1=1

p

¢ el e k=12,

Quand m — 400, obtemos para m > N,

>

=1

m) P~ p _
3 &l <eP, k=1,2,...

Considerando, agora k — +o00, obtem-se, para m > N,

S

1=1

gm — &)p <eP (1.5.6)

Isto mostra que z,,,—x = (§§m)—§i) € [?. Como z,, € [P, pela desigualdade
de Minkowski temos
T =Ty + (x—xp) € 1P

Além disso, a série em (1.5.6) representa (d(x,,,z))", de modo que (1.5.6)
implica que z,, — z. Uma vez que (z,,) é uma sucessao de Cauchy arbitréria
em [P, isso prova a completude de I?, para 1 < p < +00. ®

Exemplo 1.5.5 O espaco de fungdes continuas Cla,b] é completo.

Dem. Seja (z,,) sucessdo de Cauchy arbitrdria em Cla,b]. Entao, dado
qualquer € > 0, existe N tal que para m,n > N temos

d(xpm, ) = max |zm (t) — z0(t)] < g, (1.5.7)

com J = [a, b]. Por isso, para qualquer t fixo, t =ty € J,
|z (to) — zn(to)] <&, Ym,n > N.

Isto mostra que (x1(to), x2(to),...) € uma sucessdao de Cauchy de nimeros
reais. Como R é completo, a sucessao converge, digamos,z,,(ty) — z(to)
quando m — +o00. Desta forma, podemos associar a cada t € J um unico
nimero real z(t).

Isto define (pontualmente) uma fungdo = em J, e mostra que z € C|a, b
e Ty, — .
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De (1.5.7) com n — 400 temos

max [zm(t) —x(t)] <€, ¥Ym > N.

Portanto, para cada t € J,
|2 (t) —2(t) < e, ¥m > N,

o que mostra que (x,,(t)) converge para x(t) uniformemente em J.

Como os x,, sao continuas em J e a convergéncia é uniforme, entao a
funcao limite = é continua em J.

Assim, x € Cla,b] e x,, — x, 0 que prova a completude de C[a,b]. =

No resultado anterior assumimos que as fungoes x tinham valores reais,
por simplicidade. Podemos chamar a este espago: espago real C|a, b].

Da mesma forma, obtemos o espago complexo C/a, b] se tomarmos fungoes
continuas com valores complexos definidas em [a,b] C R. Este espaco tam-
bém é completo e a sua demonstracao faz-se de modo andlogo.

Além disso, nesta demonstragao fica claro que:

Teorema 1.5.6 A convergéncia x,, — x no espac¢o Cla,b] é uniforme, isto
é, () converge uniformemente em [a,b] para x.

Por este facto a métrica em C [a, b] descreve a convergéncia uniforme em
[a, b] e, por esse motivo, é designada por métrica uniforme.

1.6 Exemplos de espacos métricos incomple-
tos

Exemplo 1.6.1 O espaco Q, conjunto de todos os niimeros racionais com a
habitual métrica dada por d(x,y) = |xr —y|, onde x,y € Q, nao é completo.

Exemplo 1.6.2 Seja X o conjunto de todos os polinomios considerados
como fungées de t nalgum intervalo fechado limitado J = [a,b]. Defina-se a
métrica d em X por

d(z,y) = max|z(t) — y(t)]-

Este espago métrico (X, d) nao é completo.
Um exemplo de uma sucessao de Cauchy que nao é convergente em X é dada
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por qualquer sucessao de polindmios que converge uniformemente em J para
uma fungao continua, ndo seja um polinémio.

Exemplo 1.6.3 Seja X o conjunto de todas as fungoes continuas de valor
real em J = [0, 1], e seja

da,y) = / (1) — (1) dt.

Este espago métrico (X, d) nao é completo.

Dem. As fungoes x,, na figura abaixo, formam uma sucessao de Cauchy,
porque d(z,,, x,) é a drea do tridngulo, e para cada ¢ > 0,

d(xm,x,) < e quando m,n > —.
3

Mostremos que esta sucessao de Cauchy nao converge.
Temos entao que

0, teloi]
Ty (t) =

1, telam,l1],

comam:%—F%.
1
| i 1
) o = m
I | 1“5,‘,3'4 |
| Ix,,
: |
| |
| /-
| N /.
|
| I
|

=]
=
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Portanto para x € X,

Az 7) = /|mm (b)) dt

— /0 |z ()|dt+/;m |xm(t)—x(t)|dt+/a;|1—g:(t)|dt.

Como as fungoes integrandas sao nao negativas entao cada os integrais tam-
bém sdo ndo negativos. Assim, d(z,,z) — 0 implica que cada integral
também tende para zero. Como x é continuo, temos

2(#) = 0 se t € [o%) 2t =1se te <%1}

Mas isto é impossivel para uma funcdo continua. Por isso (z,,) nao converge,
isto é, nao tem limite em X, pelo que que X nao é completo . m

1.7 Completude de espacos métricos

Sabemos que Q nao é completo, mas pode ser "ampliado"para R, que ji é
completo, e de modo que Q é denso em R.

E bastante importante que um espaco métrico incompleto arbitrdrio possa
ser "completado"de forma algo semelhante. Para esse processo precisamos
de dois conceitos relacionados, que também tém Vérias outras aplicacoes.

Definigao 1.7.1 Sejam X = (X,d) e X = ()?,c?) dois espacos métricos.
Entao:

a) Uma aplicagio T de X em X ¢ uma isometria se T preservar distdncias,
ou seja, se para todo xr,y € X,

d(Tx, Ty) = d(z,y),
em que Tx e Ty sao as imagens de x ey, respectivamente.

b) O espago X diz-se isométrico com o espago X se existir uma isome-

tria bijective de X para X. Os espacos X e X sdo entdo espacos
1sométricos.
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Os espacos isométricos podem diferir, na maioria, pela natureza de seus
pontos, mas sao indistinguiveis do ponto de vista da métrica. E em qualquer
estudo em que a natureza dos pontos nao importe, podemos considerar os
dois espacos como idénticos - como duas cépias do mesmo espago genérico.

O teorema que prova que cada espago métrico pode ser completado,
chama-se teorema da completude do espaco X.

Teorema 1.7.2 Para um espago métrico X = (X, d) existe um espago métrico
completo X = (X d) que tem um subespaco W que € isométrico a X e é denso
em X. Este espaco X é tinico excepto para isometrias, ou seja, se X é um es-
paco métrico completo qualquer, contendo um subespaco denso W isométrico
com X, entao X e X sdo isométricos.

Dem. A prova ¢ um pouco longa, pelo que a subdividimos em quatro
ctapas. Na primeira (a) construfmos o espago X = (X d) e em (b) uma
isometria 7' de X em W, onde W = X. Depois provamos em (c) a completude
de X e em (d) a unicidade de X , @ menos de uma isometria.

~

a) Construgio de X = (X,d) : Sejam (z,,) e (z/,) duas sucessoes de Cauchy
em X. Defina-se (z,) como equivalente a (x,/), e escreve-se (z,,)” (x),
se

lim d(z,,z,) = 0. (1.7.1)

n—-+o00

Seja Xo conjunto de todas as classes de equivaléncia T, 7/, de sucessoes de
Cauchy assim obtidas.
Escrevemos (z,,)€ T para significar que (z,) ¢ um membro da classe =
(ou um representante da classe ).
Defina-se

A7) = lim d(z,, ), (1.7.2)

n—-+o0o

com (z,)€ T e (y,)€ y. Mostremos, em primeiro lugar, que este limite
existe. De facto

Az, Yn) < d(Tn, Tm) + Ay Ym) + d(Yms Un),

isto é,
A(Tn, Yn) — AT, Ym) < d(20, Tm) + d(Ym, Yn)-
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Trocando m e n, obtem-se uma desigualdade semelhante, pelo que

(2, yn) — d(@m, Ym)| < (T, Tm) + (Yo, Yn)-

Uma vez que (z,,) e (y,) s@o sucessoes de Cauchy, podemos fazer o
lado direito tao pequeno quanto se queira. Isso implica que o limite em
(1.7.2) existe porque R é completo.

E necessdrio mostrar que o limite em (1.7.2) é independente da sscolha
dos representantes das classes. Na verdade, se (x,)(z)) e (yn) (¥),),
entdo por (1.7.1),

|d(@n, yn) — d(ay, yp)| < d(@n, 27) + d(Yn, y,) — 0,
quando n — 400, o0 que implica a afirmacgao

n—-+4oo n—-+o0o

Erovémos, assim, que d em /(\1.7.2) ¢ uma métrica em X. Obviamente,
d satisfaz (M1), bem como d(Z,x) = 0, ou seja (M3). Além disso,
d(7,5) = 0= (2) () = T=7
ds (M2), e (M4) para d segue de
(0, yn) < d(Tn, 2n) + d(20, Yn),
fazendo n — +o0.

b) Construgio de uma isometria T : X — W C X: A cada b € X
associamos a classe b € X que contém a sucessao de Cauchy constante
(b,b, ...). Define- se assim uma aplicacao 7' : X — W para o subespaco
W = T(X) c X. A aplicacdo T ¢ dado por b — b = Tb, com
(b,b,...)e b.
Vemos que T' é uma isometria uma vez que (1.7.2) fica simplesmente

d(b,¢) = d(b, ),

sendo ¢ a classe de (y,,) onde y,, = ¢ para todo a valor de n. Qualquer
isometria é injectiva e T': X — W & sobrejectiva desde que T'(X) =



30

CAPITULO 1. ESPACOS METRICOS

W. Portanto, W e X sao isométricos.
Mostremos agora que W é denso em X. Consideramos um qualquer
T e X e (z,)€ X. Para cada € > 0 existe um N tal que

d(zp,zN) < %, paran > N.

Considere-se a sucessao constante (xy,Zy,...) € Ty. Entdo zy € W e,
por (1.7.2),

&)

(7, 7y) = lim d(z,,zy) < 2 <e.
n—-+0o 2

Isto mostra que para toda a vizinhanca de raio € de @e X arbitrario
contém um elemento de W. Portanto, W é denso em X.

c) Completude de X : Seja (Z,) uma sucessao de Cauchy arbitréria, em

X. Como W & denso em X, para cada T,, hd um z, € W tal que

~ 1
A (@0 %) < (1.7.3)

Pela desigualdade triangular,
d(Zmy2n) < dZmTm) +d(ZTm, Tn) + d(Tn, 2n)
1 ~ 1
< —+d(Tm,Ty) + —,

m n
e esta expressao é menor do que qualquer € > 0 para m e n suficien-
temente grandes, porque (7,,) é uma sucessao de Cauchy. Portanto,
(Zn) também é uma sucessao de Cauchy. Como 7' : X — W é uma
isometria e z,, € W, a sucessao (z,,), com z,, = T~'Z,,, é de Cauchy
em X.

Seja T € X a classe a que (z,,) pertence. Mostremos que T é o limite
de (z,). Por (1.7.3),

~ ~

d(70,7) < d(Fn, %)) +d (3, B) < — + d(3,,7). (1.7.4)
n

Como (zp,)€ T e z, € W, entao (zy, zn, Zn, --.) € Zn, entao (1.7.4) fica

&)

1
(/ZE\n,/ZL‘\) < -+ lim d(Zn,Zm),

n m—-+00
sendo o lado direito menor do que qualquer € > (0 para n suficientemente
grande. Portanto, a sucessao de Cauchy arbitréria (z,,) em X tem por
limite ¥ € X, pelo que X é completo.
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d) Unicidade de X, a menos de uma isometria: Se (X, d) for um outro

espago métrico completo com um subespago W denso em X e isométrico
com X, entdo para quaisquer 7,y € X temos sucessoes (T,), (¥,) em

W tais que T, — T e y, — y. Logo

d(z,7) = lim d(Z,,7,)

n—-+o0o

d(Z,7) — d (T, Un)| < d (T, %) + d (7, §n) — O.

Como W é isométrico com W C X e W = X, as distancias em X e X
devem ser as mesmas. Dai X e X serem isométricos.

1.8 Exercicios
1. Mostre que a linha real R é um espaco métrico.

2. A fungao d(x,y) = (z — y)? define uma métrica no conjunto de todos
os nimeros reais?

3. Prove que d(z,y) = y/|z — y| define uma métrica no conjunto de todos
0s nuimerosxreais.

4. Seja d uma métrica em X . Determine todas as constantes k tal que ()
kd e (it) d+ k ¢ uma métrica em X.

5. Mostre que d no exemplo 1.1.6 satisfaz a desigualdade triangular.

6. Mostre que outra métrica d no conjunto X o exemplo 1.1.7 é definida

por
d(x,y) / |z(t) — y(t)] dt.

7. Prove, usando a desigualdade triangular que

a)
|d(z,y) — d(z,w)| < d(z, z) + d(y, w).
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10.

11.
12.

13.
14.

15.

16.

CAPITULO 1. ESPACOS METRICOS

b)
A, 2) — d(y, )| < d(z.p).

. Usando (1.2.4), mostre que a média geométrica de dois nimeros posi-

tivos nao excede a média aritmética.

. Mostre que a desigualdade de Cauchy-Schwarz (1.2.9) implica

(&l + -+ <n (167 + -+ 16

Encontre uma sucessao que convirja para 0, mas nao esteja em nenhum
espaco [P, com 1 < p < 4o00.

Indique uma sucessao z que esteja em [P, com p > 1 mas z ¢ ['.

O didmetro §(A) de um conjunto nao vazio A num espago métrico
(X,d) ¢é definido como sendo

d(A) = sup d(z,y).

z,y€A
A ¢ limitado se 0(A) < co. Mostre que A C B implica 6(A) < §(B).
Mostre que 0(A) = 0 se, e s6 se, A for constituido por um tnico ponto.

A distancia D(A, B) entre dois subconjuntos ndo vazios A e B de um
espago métrico (X, d) é definida por

D(A,B)= inf d(a,b).

a€A, beB

Mostre que D nao define uma métrica no conjunto de todos os subcon-
juntos de X.

Se AN B # (), mostre que D(A,B) = 0. A implicacao inversa é
verdadeira?

Se (X,d) é um espago métrico, mostre que outra métrica em X pode
ser definida por
3 d(q" ) y)

d(z,y) = Hd—(az,y)

e que X ¢é limitado na métrica d.
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O produto cartesiano X = X; x X, de dois espagos métricos (X7, d;)
e (Xs,dy) pode ser considerado um espago métrico (X,d) de vdrias
formas. Por exemplo, mostre que uma métrica d pode ser definida por

d(x,y) = di(z1,y1) + da(z2,92),

com r = (ml,xz) ey = (ylaQZ)'

Mostre que outra métrica para o produto cartesiano X pode ser dada
por

d(w,y) = /(i (1, 1))? + (da(a, 1))

Prove que uma terceira métrica em X pode ser definida por

~

d(z,y) = max {di(z1,y1), d2(x2,y2)} .

Um ponto fronteiro x dum conjunto A C (X,d) é um ponto de X
(que pode pertencer, ou nao, a A), tal que toda a vizinhanga de x
contém pontos de A e pontos que nao pertencem a A..

Chama-se fronteira ao conjunto de todos os pontos fronteiros de A.
Descreva a fronteira

a) dos intervalos (—1,1), [-1,1), [-1,1] on R;

b) do conjunto dos nimeros racionais em R;

c) dosdiscos {z: 2| <1} CCeand {z:|2| <1} CC.
Mostre que Bla,b], a < b, ndo é separavel.

Prove que a aplicagao T' : X — Y ¢é continua se, e s6 se, a imagem
inversa de um conjunto fechado M C Y é um conjunto fechado em X.

Se uma sucessao (z,) num espago métrico X for convergente e tiver
limite x, mostre que toda a subsucessao (x,,) de (x,) é convergente e
tem o mesmo limite z.

Se (z,,) for uma sucessdo de Cauchy e tiver uma subsucessdo conver-
gente, digamos, x,, — x, mostre que (z,) é convergente com o limite
x.
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Mostre que x,, — x se e somente se para toda a vizinhanca V de x
existe um nimero inteiro ng tal que z,, € V para todos n > ny.

Mostre que uma sucessao de Cauchy é limitada.

A limitacdo de uma sucessao num espaco métrico é suficiente para
garantir que a sucessao é de Cauchy? E convergente?

Sejam a,b € R e a < b. Mostre que o intervalo aberto (a,b) é um sube-
spaco incompleto de R, enquanto o intervalo fechado [a, b] é completo.

Seja X o espaco de todas as sequéncias ordenadas de n nimeros reais,

T = (517‘“7571) e
d(z,y) = max & — il s

com y = (n,;). Mostre que (X, d) é completo.
Mostre que o espago formado por R com a métrica

d(x,y) = |arctan z — arctan y|

¢ um espaco incompleto.

Prove que o subespaco Y C C|a, b] formado por todos = € C|a, b| tal
que z(a) = x(b) é completo.

Um homeomorfismo é uma aplicagao bijetiva e continua 7' : X — Y
cujo inverso é continuo. Neste caso, os espacos métricos X e Y dizem-se
homeomoérfico. Ilustre com um exemplo um espaco métrico completo e
outro incompleto que possam ser homeomorficos.



Capitulo 2

Espacos normados. Espacos de
Banach

Os espacos métricos sao particularmente titeis e importantes se considerarmos
um espago vetorial dotado de uma métrica induzida por uma norma. A um
espaco deste tipo chama-se espago normado. Se for uma métrica completa
entao o espago designa-se como espago de Banach.

A teoria dos espacos normados, e em particular, dos espagos de Banach
e a teoria dos operadores lineares neles definidos constituem uma parte im-
portante da Anadlise Funcional.

2.1 Alguns conceitos

Um espago normado é um espacgo vetorial com uma métrica definida através
de uma norma. Um espago de Banach ¢ um espaco normado completo.

Uma vantagem importante é que num espaco normado, podemos definir
e usar séries infinitas.

Uma aplicagao de um espago normado X para um espaco normado Y
designa-se por um operador.

Uma aplicacao de X para o campo escalar R ou C designa-se por fun-
cional.

Os operadores lineares limitados e os funcionais lineares limitados tém
particular importancia uma vez que sao continuos e tiram proveito do estru-
tura vetorial do espago.

Um exemplo de um resultado importante e surpreendente é o que indica

35
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que um operador linear é continuo se, e somente se, for limitado.
Este é um resultado fundamental.

E facil de verificar que o conjunto de todos os operadores lineares
limitados de um espago normado X num espac¢o normado Y, ¢é ele
préprio um espaco normado, representado por B(X,Y).

Da mesma forma, o conjunto de todos os funcionais lineares limitados em
X torna-se um espago normado, designado por espago dual X'de X.

Na Andlise Funcional, os espagos de dimensoes infinitas sdo mais impor-
tantes do que os espacos de dimensao finita. Estes sao mais simples, e os
operadores neles definidos podem ser representados por matrizes

Ao longo do curso, designamos os espagos por X e Y ,os operadores por
letras maitsculas, a imagem de x por T por Tz (sem paréntesis), funcionais
por letras minisculas e o valor de f em x por f(z) (com paréntesis).

2.2 Espaco vectorial

Os espacos vetoriais tém um papel importante em varios ramos da Matemadtica.
Na verdade, em vdarios problemas praticos e tedricos, tem-se um conjunto
X cujos elementos podem ser vectores de vdrias dimensoes, sucessoes de
nuimeros, ou funcoes. Esses elementos podem ser adicionados e multiplicados
por constantes (nimeros) de modo a que o resultado seja ainda novamente
um elemento de X.

A definigao envolve um corpo geral K, que em andlise funcional, K serd
R ou C, cujos elementos sao designados de escalares.

Defini¢ao 2.2.1 Um espago vectorial (ou espago linear) sobre um corpo
K é um conjunto nao vazio X de elementos x,y, ... (chamados vectores)
equipado com duas operagoes algébricas: adi¢cao de wvectores e multipli-
cacao de vectores por escalares, isto é, por elementos de K.

A adigao de vectores associa a cada par ordenado (x,y) um vector x + ¥,
chamado soma de x e y, verificando as seguintes propriedades:
A adicao de vectores é comutativa e associativa, isto é

Tty = ytua,
r+(y+z2) = (r4+y) +2z Vo,y,z € X.
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Além disso, existe um vector 0, chamado vector nulo, e para cada vector
x existe um vector —x, tal que

r+0 = x
r+(—z) = 0, VzeX.

A multiplicacao por escalares associa-se a cada vector = e escalar a um
vector (ax), chamado produto de « e z, de modo que para todos os vectores
x,1y e escalares «, 3, temos

a(fr) = (af)z,

lr = =,
e as propriedades distributivas
(a+ p)x = azx + .

A partir da defini¢ao, vemos que a adicao de vectores pode ser considerada
como aplicacao X x X — X, enquanto a multiplicacao por escalares é uma
aplicagao K x X — X.

K designa-se por campo escalar (ou campo de coeficientes) do espago
vectorial X e X diz-se espago vectorial real se K = R e espago vetorial
complexo se K = C .

Exemplo 2.2.2 O espac¢o euclidiano R™é um espaco vectorial real com as
duas operagoes algébricas definidas do modo habitual

ZL’—f-y = (§1+n17‘“a§n+77n)7
ar = (a&y,...,a€,), acR.

Exemplo 2.2.3 O espaco C" é um espaco vectorial complexo com as oper-
acoes algébricas definidas como no exemplo anterior, com « € C.

Exemplo 2.2.4 O espaco Cla,b] forma um espago vectorial real com as op-
eracoes algébricas definidas da maneira usual:

(x+y)(t) = =(t)+y(),
(az)(t) = ax(t), a€eR.

Na verdade, x+vy e ax sio fungoes continuas de valor real definidas em [a, b]
se x ey também forem funcoes continuas e o real.
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Exemplo 2.2.5 O espaco > é um espaco vectorial com as operacoes algébri-
cas por

(€182 ) + (M m2s ) = (&1 + 01,8 +12,-)
a<§17£27"‘> - (a€17a§27"')

Na verdade, © = (§;) € I’ ey = (n;) € I> implica que x+y € I*, por aplicagdo
da desigualdade de Minkowski . Andlogamente ax € I2.

Outros espacgos vectoriais de sucessoes sao [* e [P com 1 < p < 4o00.
Um subespago de um espaco vectorial X é um subconjunto nao vazio Y
de X tal que para y1,y2 € Y e para quaisquer os escalares «, 3 temos

ay1 + Py €Y.

Note-se que Y é, ele préprio, um espaco vectorial, sendo as duas operacoes
algébricas as induzidas por X.

Um subespago especial de X é o subespago impréprio Y = X.

Outro subespago de X (# {0}) é designado por espago préprio.

Outro subespago particular de qualquer espago vectorial X ¢ Y = {0}.

Uma combinagao linear de vectores zj....,z,, de um espago vectorial
X é uma expressao da forma

1T + Qo + ... + QT

onde os coeficientes ayq, ..., o, sao escalares arbitrarios.

Para qualquer subconjunto nao vazio, M C X o conjunto de todas as
combinacgoes lineares de vectores de M designa-se por gerador de M, e
representa-se por span M.

Obviamente, span M é um subespaco Y de X, e diz-se que Y é gerado
por M.

Definicao 2.2.6 Considere-se um conjunto M de vectores x1....,x,, r > 1,
num espaco vectorial X, definidos por meio da equagao

1Ty + Ty + ... + apx, = 0, (2.2.1)

com o, Qa, ..., escalares.

Se a equagao (2.2.1) se verificar com a; = a = .... = a, = 0, 0 conjunto M
¢ diz-se linearmente independente. M é linearmente dependente se
(2.2.1) acontecer com um conjunto de escalares em que pelo menos um deles
é nao nulo.
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Um subconjunto arbitrdario M de X ¢ linearmente independente se
todo subconjunto finito nao vazio de M ¢é linearmente independente. Caso
contrario M é linearmente dependente.

Uma motivagao para esta terminologia resulta do facto de que, se M =
{z1....,x,} &€ linearmente dependente, entdo pelo menos um vector de M pode
ser escrito como uma combinagao linear dos outros.

Por exemplo, se (2.2.1) verificar com, pelo menos um, «,. # 0, entao M é
linearmente dependente e podemos escrever

O
Ty = lel + 621’2 +o Tt ﬁr—lmr—lv com Bj - _a_j
,

Podemos usar os conceitos de dependéncia e independéncia linear para

definir a dimensao de um espago vectorial:

Definicao 2.2.7 Um espaco vectorial X tem dimensao finita se existir um
numero inteiro positivo n, tal que X contém um conjunto linearmente inde-
pendente de n vectores, enquanto que qualquer conjunto de, pelo menos, n—+1
vectores de X é linearmente dependente.

Ao niimero n chama-se dimensao de X, n = dim X.

Por definicio, X = {0} é um espago de dimensao finita e dim X = 0. Se
X ndo tem dimensao finita, entao diz-se que tem dimensao infinita.

Em Anélise Funcional, os espacos vectoriais com dimensao infinita sao
mais interessantes que os de dimensao finita.

Por exemplo, Cla,b] e [? tém dimensao infinita, enquanto R” e C" sao
n-dimensionais.

Se dim X = n, um conjunto de n vectores linearmente independentes de
X forma uma base de X . Se {ey,...,e,} é uma base de X, cada z € X tem
uma representacao tinica como uma combinacao linear dos vectores da base:

Tr=ope; + -+ apéy.
Por exemplo, uma base para R" é
er = (1,0,0,---,0), ea =(0,1,0,---,0),...,e, = (0,0,--- , 1),

designada por base canénica de R".
De uma forma geral, se X é um espaco vectorial qualquer, nao necessari-
amente de dimensao finita, e B é um subconjunto linearmente independente
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de X que é gerador de X, entdo B é uma base (ou uma base de Hamel)
para X.

Portanto, se B é uma base de X, entao, cada x € X nao nulo possui
uma representacao unica como combinacao linear de elementos de B com
escalares diferentes de zero como coeficientes.

Todo espago vectorial X # {0} tem uma base.

Esta afirmacgao é evidente no caso de dimensoes finitas. Para um espaco
vectorial de dimensao infinita é necessario recorrermos ao Lema de Zorn para
0 provarmos.

Contudo, note-se que todas as bases de um dado espago vectorial X (finito
ou infinito) tem a mesma dimensao.

Teorema 2.2.8 Seja X um espago vectorial n dimensional. Entao, qualquer
subespacgo proprio Y de X tem dimensao menor que n.

Dem. Se n =0, entdo X = {0} e ndo possui um subespago préprio.

Se dimY =0, entdao Y = {0}, e X # Y implica dim X > 1. Claramente,
dimY <dim X =n. SedimY = n, entdao Y teria uma base de n elementos,
que também seria uma base para X, uma vez que dim X =n, isto é, X =Y.
Isso mostra que qualquer conjunto linearmente independente de vectores em
Y deve ter menos do que n elementos, e dimY <n. =

2.3 Espaco normado. Espaco de Banach

Os exemplos da iltima secao ilustram que, em muitos casos, um espaco
vectorial X pode, ao mesmo tempo, ser um espago métrico desde que seja
definida uma métrica d em X.

No entanto, se nao houver relacao entre a estrutura algébrica e a métrica,
pode nao ser possivel tirar vantagem dos conceitos algébricos e métricos. Para
garantir essa relagao entre as propriedades "algébricas"e "geométricas"de X,
define-se em X uma métrica d de forma especial.

Primeiro apresentamos um conceito auxiliar: a norma, que usa as oper-
acoes algébricas do espago vectorial. Em seguida, empregamos a norma para
obter uma métrica d que seja do tipo desejado. Essa idéia leva ao conceito
de um espaco normado.

De facto, um grande nimero de espagos métricos podem ser considerados
como espacos normados, de modo que um espaco normado é, provavelmente,
o mais importante tipo de espago em Andlise Funcional.
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Definicao 2.3.1 Um espaco normado X é um espaco vectorial com uma
norma definida.

Uma norma num espago vectorial (real ou complezo) X é uma fungao de valor
real em X cujo valor num x € X é dado por ||x||, e que tem as propriedades

(N1) [|z| > 0;
(N2) ||z|| =0 <= z=0;
(N3) [[ax|| = |af [|=|;

(N4) |lz+yll < ||zl + ||yl , (desigualdade triangular),
com x ey vectores arbitrdarios em X e o um escalar.

Definicao 2.3.2 Um espaco de Banach é um espaco normado completo.

Esta defini¢ao foi dada, independentemente, por S. Banach (1922), H.
Hahn (1922) e N. Wiener (1922).
Uma norma em X define uma métrica d em X que é dada por

d(z,y) = |lz — yll, para z,y € X (2.3.1)

que é a métrica induzida pela norma.

Assim o espago normado é designado por (X, |[|-||) ou simplesmente por
X.

As propriedades (N1) a (N4) sao sugeridas e motivadas pelo comprimento
|z| de um vector x . Assim, num espago unidimensional, temos ||z| = |z|.

Na verdade, (N1) e (N2) afirmam que todos os vectores tém comprimentos
positivos exceto o vector zero, que tem comprimento nulo. (N3) significa
que quando um vetor é multiplicado por um escalar, o seu comprimento é
multiplicado pelo valor absoluto do escalar.

(N4) significa que o comprimento de um lado de um tridngulo ndo pode
exceder a soma dos comprimentos dos dois outros lados.

e x?

N il

iy ll
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Nao é dificil concluir que das propriedades (N1) a (N4) a relagao (2.3.1)
define uma métrica. Por isso, espacos normados e espacos de Banach sao
espacos métricos.

Repare-se que (N4) implica

Myl =Nzl < lly — =l
e implica uma importante propriedade da norma:

Proposicao 2.3.3 A norma é continua, isto é, v — ||z|| é uma aplicagdo
continua de (X,|||) para R.

Veremos mais adiante, que nem todas as métricas de um espaco vectorial
podem ser obtidas a partir de uma norma.

Exemplo 2.3.4 Os espacos R" e C" sao espacos de Banach com mnorma
definida por

||| = (ZW) = J 607+ + 16 (2.3.2)
j=1

De fato, R™ e C" sao espagos completos e (2.5.2) define a métrica

dw,y) = o =yl = /16 =P+ + 1€, —

Exemplo 2.3.5 O espaco IP , 1 < p < +00, é um espaco de Banach, com-

pleto, com norma dada por
1
+o00 )
Izl = (Z W’) :
j=1

FEsta norma induz a métrica

(e, ) = 1 — ol = (Z 5 - mV’)

Exemplo 2.3.6 O espaco [ é um espaco Banach, completo, com a métrica
obtida a partir da norma definida por

P

||| = sup ‘€]|
J
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Exemplo 2.3.7 O espago C|a,b], é um espago Banach, completo, com norma
dada por
= ma t)|.
] max |z (%)

Alguns exemplos de espagos normados incompletos:

Exemplo 2.3.8 O espago incompleto dado no Exemplo 1.6.3, possui a métrica

induzida pela norma
1
Joll = [ la(o) a.

Todo o espago normado incompleto pode ser completado? A resposta é
sim, se for considerado como um espaco métrico.

E quanto ao prolongamento das operacoes de um espaco vectorial e da
norma tendo em vista a completude ?

Vejamos num caso concreto como se pode completar um espago incom-
pleto:

Exemplo 2.3.9 O espaco vectorial de todas as func¢des continuas de valor
real em [a,b] forma um espago normado X com norma definida por

|z = (/b (m(t))2dt>é. (2.3.3)

Este espago nao é completo.
Por exemplo, se |a,b] = [0,1], a sucessao dada no Exemplo 1.6.3 também é
sucessao de Cauchy no actual espaco X.
De facto, pela defini¢ao de x,, dada no Exemplo 1.6.3, por integragao e para
n > m obtemos

(n —m)® 1 1

1
2 2
Tp — Tml||” = Tp(t) —zp(t) dt = —7F— < — — —.
oo =l = [ ) = ()t = S < o
Esta sucessdo de Cauchy nao converge. A demonstracio é andloga a prova
do Exemplo 1.6.3, com a métrica substituida pela métrica atual.
Para um intervalo geral [a,b] podemos construir uma sucessio de "Cauchy"similar
que nao converge em X.

O espago X pode ser completado pelo espago de Banach L?[a, b]. Na ver-
dade, a norma em X e as operacoes de espaco vectorial podem ser estendidas
até a completude de X.
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De forma mais geral, para qualquer nimero real fixo p > 1, o espaco de
Banach LP[a,b] é a completude do espago normado que de todas as fungoes
continuas de valor real em [a, b], como anteriormente, e a norma definida por

], = (/b (@) dt)é |

O indice p deve lembrar-nos que esta norma depende da escolha de p, que é
mantida fixa. Note que para p = 2 isso é igual (2.3.3).

Pode uma métrica num espaco vectorial ser sempre obtida a partir de
uma norma?

A resposta é nao.

O seguinte lema indica duas propriedades béasicas de uma métrica d obtida
a partir de uma norma. A primeira propriedade designa-se como invariancia
por translagao de d.

Lema 2.3.10 Uma métrica d induzida por uma norma num espago normado
X satisfaz as propriedades

dlx+z,y+2) = d(z,y),
d(az,ay) = |ald(z,y),

para todo x,y,z € X e todo o escalar «.

Dem. Basta notar que

dz+zy+2)=lr+z—(y+2)|=lz—-yll=dzy)

d(az, ay) = [lox — ay|| = |a [z = y)|| = |afd(z,y).

2.4 Qutras propriedades dos Espacos de Ba-
nach

Um subespaco Y de um espaco normado X, por defini¢ao, é um subespaco de
X, considerado como um espago vectorial, com a norma em X restringinda
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ao subconjunto Y. Esta norma em Y diz-se induzida pela norma de X. Se
Y é fechado em X, entao Y é um subespaco fechado de X.

Por definicao, um subespago Y de um espaco de Banach X é um sube-
spago de X considerado como um espago normado. Portanto, nao exigimos
que Y seja completo.

Teorema 2.4.1 Um subespaco Y de um espaco de Banach X é completo se
e somente se o conjunto Y é fechado em X.

A demonstragao ¢ uma consequéncia directa do Teorema 1.4.8.

A convergéncia de sucessoes e os conceitos relacionados em espacos nor-
mados é andlogo as defini¢oes correspondentes para espacos métricos e resulta
da relagao d(z,y) = ||z — y|:

(i) Uma sucessao (z,) num espago normado é convergente se X contém x
tal que

lim ||z, —z| =0.
n—-+400

Entdo escrevemos z,, — = e = é designado como o limite de (x,,).

(ii) Uma sucessao (z,) num espago normado X ¢ de Cauchy se para cada
e > 0 existe N tal que

|Zm — x| <e, Vm,n > N.

Num espaco normado, podemos usar séries.

As séries infinitas podem agora ser definidas de forma semelhante & uti-
lizada na Andlise Matematica:

Se (z) ¢ uma sucessao num espago normado X, podemos associar a (zy)
a sucessao (s,) das somas parciais

Sp =21 +29+ ... +x,
comn =1,2,.... Se (s,) for convergente, digamos,
Sp — S, isto é, ||s, —s|| — 0,

entao a série
—+o0o

Zxk =21 +2Ty+ ...
k=1
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diz-se convergente, e s ¢ a soma da série e escreve-se

+o0

SZZ:ck:xl—l—:cg—i—... ) (2.4.1)
k=1

Se a sucessao |||+ ||z2]| + ... converge, a série (2.4.1) é absolutamente
convergente.

No entanto, num espago normado X, a convergéncia absoluta implica
a convergéncia (simples) se e somente se X for completo.

O conceito de convergéncia de uma série pode ser usado para definir uma
"base"do espago, da seguinte forma:

Se um espago normado X contém uma sucessao (e,) com a propriedade
de que para cada x € X existe uma unica sucessao de escalares (o) tal que

|z = (a1e1 4+ -+ + anen)|| — 0, quando n — +oo.

Entao (e,) designa-se por base de Schauder (ou apenas base) para X.

A série
+oo
E Qpeg,
k=1

que tem a soma x é designada por expansao de x em relacdo a (e,), e

escreve-se
+oo
r = E Q€L
k=1

Por exemplo, o espaco [P tem uma base de Schauder (e, ), do tipo

€1 = (17()’0707'“)7
€y = (07170707"')7
es = (0,0,1,0,-),..

Se um espaco normado X tiver uma base Schauder, entao X é separavel.

Por outro lado, sera que todo o espago de Banach separdvel tem uma base
de Schauder ?

Esta é uma famosa questao levantada pelo préprio Banach no sec. XX.
Quase todos os espacos separados de Banach separdveis conhecidos tinham
uma base Schauder. No entanto, a surpreendente resposta a pergunta é nao.

P. Enflo (em 1973) conseguiu construir um espago separdvel de Banach
que nao possui uma base de Schauder.

Passemos finalmente ao problema de completar um espago normado:
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Teorema 2.4.2 Seja X = (X,|-||) wm espago normado. Entio, hd um
espago de Banach X e uma isometria A de X para um subespago W de X
que é denso em X. O espaco X é inico, a menos de isometrias.

Dem. O Teorema 1.7.2 implica a existéncia de um espago métrico com-
pleto X = (X, d) e uma isometria A : X — W = A(X), sendo W denso em
XeX lnico, com excepc¢ao de isometrias. R

Consequentemente, para provar o teorema actual, devemos tornar X em
um espago vectorial e, em seguida, introduzir em X uma norma adequada.

Para definir em X as duas operagoes algébricas de um espago vectorial,
considerem-se T,y € X e dois representantes (x,)€ 7 e (y,)€ y. Recorde-se
que T e ¥ sao classes de equivaléncia de sucessoes de Cauchy em X. Defina-se
Zn = Tp + Yn. Entdo (z,) é uma sucessao de Cauchy em X uma vez que

1zn = 2mll = 170 + 90 = (@m + ym) | < 120 = 2ol + (190 — Yl -

Colocando z = T+ 7, sendo T e ¥ as classes de equivaléncia para as quais
(z,) é um representante, ou seja, (2,)€ z.

Esta definicao nao depende da escolha das sucessoes de Cauchy perten-
centes a T e . Na verdade, por (1.7.1) temos que se (x,,) ~ (z)) e (yn) ~ (¥,),
entdo (z, + yn) ~ (@), + y,,) porque

[2n 4 yn = (@ + Y) | < Mz = 20l + llgn — vl

Da mesma forma, definimos o produto oz € X de um escalar o por T, a
classe de equivaléncia para a qual (ax,) é um representante.

Novamente, esta definicao é independente da escolha particular de um
representante da classe 7. R

O elemento nulo de X é a classe de equivaléncia contendo todas as
sucessoes de Cauchy que convergem para zero.

Nao é dificil verificar que estas duas operagoes algébricas possuem todas
as propriedades exigidas pela definicao, para que X seja um espaco vectorial.

Por defini¢ao, temos que em W as operagoes do espago vectorial induzidas
por X concordam com as induzidas em X por meio de A.

Além disso, A induz em W uma norma ||-||,, cujo valor em cada y = Ax €
W eé

111, = ll2l.

A métrica correspondente em W é a restriccao de d para W, uma vez que A
¢ uma isometria.
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Podemos estender a norma ||-||; a X, definindo
I3, = d(0.%).

para cada @ € X. Na verdade, ¢ 6bvio que |||, satisfaz (N1) e (N2), enquanto
os outros dois axiomas (N3) e (N4) sdo daqueles se obtém a partir de |||,
passando ao limite. m

2.5 Espacgos normados de dimensao finita e
subespacos

Os espacos normados de dimensao finita sao mais simples que os espacos de
dimensao infinita 7 Em que aspecto?

Vejamos alguns resultados neste sentido.

O préximo lema indica, resumidamente, que, no caso de independéncia
linear de vectores, nao podemos encontrar uma combinacao linear que envolva
escalares "grandes", mas que represente um vector pequeno.

Lema 2.5.1 Seja {z1,...,z,} um conjunto de vectores linearmente indepen-
dentes num espago normado X (de qualquer dimensao). Entao hd um nimero
¢ > 0 tal que para quaisquer escalares oy, ..., o, temos

larzy + - + anxy|| > c(loa| + -+ + |an]) (2.5.1)

Dem. Defina-se s := |a1| + -+ + |ay|. Se s = 0, todos os «; sdo zero,
para que (2.5.1) se verifique para qualquer c.

Considere-se entao s > 0. Entao (2.5.1) ¢ equivalente a desigualdade que
se obtem dividindo (2.5.1) por s e escrevendo f3; = <L, isto &,

1By 21 + -+ Buxal > ¢, com > |8 = 1. (2.5.2)
j=1

Por isso, basta provar a existéncia de um ¢ > 0 tal que (2.5.2) se verifique

para quaiquer escalares 3, ..., 3, com Z !Bj‘ =1.
j=1
Suponhamos, por absurdo, que isto é falso.
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Entao existe uma sucessao (y,,) de vectores

Y = B2y + -+ B, com Z
=1

B =1,

Y| — 0, quando m — +oo.

5§m)‘ = 1, temos que ﬁg-m)‘ < 1. Entao, para cada j fixo a

(5) - (8.7,

¢ limitada e, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, (ﬂgm)) tem uma sub-
sucessao convergente. Seja (3; o limite dessa subsucessao, e designe-se por
(y1,m) a subsucessao correspondente de (yy,).

Pelo mesmo raciocinio (y;,,) tem uma subsucessao (ys,,) para a qual a
)

n
Como E
Jj=1

sucessao

subsucessao correspondente de escalares Bgm
o seu limite.

Continuando desta forma, apds n passos obtemos uma subsucessao (Y, )=
(Yn1sYn2, --.) de (ym) cujos termos sao da forma

o 3o com S 1,
j=1 j=1

(m)
J

converge.e represente-se por [3,

(m
€ Ccom eSC&lareS Y j

m — 400,

tais que y ) B; quando m — +o0. Portanto, quando

Ynm — Y = Zﬁjxja com Z }ﬁj| =1,
= =1

de modo que nem todos 3; podem ser zero.

Uma vez que {21, ..., z,} ¢ um conjunto de vectores linearmente indepen-
dente, temos assim y # 0. Por outro lado, ¥, ,», — vy implica ||y,m| — |yl
pela continuidade da norma.

Como ||y || — 0 e (Yn,m) ¢ uma subsucessao de (), entao temos ||y || —
0. Portanto, ||y|| = 0, de modo que y = 0 por (N2).

Ora, isto contradiz y # 0, e o lema fica provado. =

Uma primeira aplicagao deste lema é o seguinte resultado de completude:
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Teorema 2.5.2 Todo subespago de dimensao finita Y de um espago mor-
mado X é completo. Em particular, todos os espacos normados de dimensao
finita sao completos.

Dem. Consideremos uma sucessao de Cauchy arbitraria (y,,) em Y e
provemos que é convergente em Y, com limite notado por y.

Seja dimY = n and {ey, ..., e,} uma base qualquer de Y. Entao cada y,,
tem uma nica representacao da forma

Um = ey + -+ aMe,.

Uma vez que (y,,) é uma sucessao de Cauchy, para cada ¢ > 0 existe um
N tal que ||ym — vr|| < € quando m,r > N. Entao, pelo Lema 2.5.1 temos
para um certo ¢ > 0
(m) (r)

Qj Ty

n
Zcz

J=1

3 (- o) e,

=1

€ > ||ym — urll =

com m,r > N. Dividindo por ¢ > 0 da

<>

J=1

al™ o) ”

(m) (

€
< —, param,r > N.
c

Isto mostra que cada uma das n sucessoes
m 1 2 .
(ag )> = (ag),ag),..), 7=1,....n,

é uma sucessao de Cauchy, em R ou C, pelo que converge para um certo
limite a;. Usando estes n limites oy, ..., a,, pode definir-se

Y= 1€+ -+ Qpuey.

Assim, y € Y e

n

< i ‘agm) —

lym = ol = |3 (™ = a5) e el
=1 =1
Como oz§-m) — aj, entdo ||y, — y|| — 0, isto &, y,, — .

Isto mostra que (y,,) é convergente em Y. Uma vez que (y,,) era uma
sucessao de Cauchy arbitrdria em Y, entao Y é completo. m
A partir deste teorema e do Teorema 1.4.8, temos o seguinte Teorema
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Teorema 2.5.3 Todo o subespaco Y de dimensao finita de um espaco nor-
mado X é fechado em X.

Observe-se que os subespagos de dimensao infinita nao precisam
de ser fechados.

Exemplo 2.5.4 Seja X = C[0,1] e Y = span(xg,x1,), onde x;(t) = 7.
Ou seja, Y € o conjunto de todos os polindmios e Y nao é fechado em X.

Outra propriedade interessante de um espago vectorial de dimensao finita
X é que todas as normas em X levam & mesma topologia para X . Ou seja,
os subconjuntos abertos de X sao os mesmos, independentemente da escolha
da norma em X.

Defini¢ao 2.5.5 Uma norma ||-|| num espago vectorial X é diz-se equiva-
lente a uma norma ||-||, em X se existirem nimeros positivos a e b, de modo
que, para todo o x € X, temos

allzly < flzll < bl (2.5.3)

Este conceito é motivado pelo facto de:

As normas equivalentes em X definem a mesma topologia para
X.

Usando Lema 2.5.1, podemos provar o seguinte teorema, que nao ¢é valido
para espacos de dimensao infinita.

Teorema 2.5.6 Num espago vectorial de dimensao finita X, qualquer norma
||l é equivalente a outra norma |||, .

Dem. Considere-se dim X = n and {e, ..., e,} uma base qualquer de X.
Entao cada x € X tem uma representagao tinica do tipo

r=aie]+ -+ aye,.
Pelo Lema 2.5.1, h&d uma constante positiva c tal que
2]l = ¢ (lar|+-- -+ fom]).
Por outro lado, pela desigualdade triangular temos

n n
lzllg < > leyllleslly < kY layl, para k = max ey,

j=1 j=1
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pelo que «a||z]|, < |||, onde o = ¢/k > 0.

A outra desigualdade em (2.5.3) ¢ obtido por uma troca dos papéis de
|-l e |||, no argumento anterior. m

Este teorema é de consideravel importancia pratica. Por exemplo, implica
que a convergéncia ou divergéncia de uma sucessao num espaco vectorial de
dimensao finita, nao depende da escolha particular da norma nesse espaco.

2.6 Compacidade e dimensao finita

Algumas propriedades bésicas dos espagos normados de dimensao finita e dos
subespacos estao relacionados com o conceito de compacidade.

Definicao 2.6.1 Um espago métrico X é compacto (ou sequencialmente com-
pacto), se toda a sucessdo em X admitir uma subsucessio convergente.

Um subconjunto M de X é compacto se M for compacto como um subespago
de X, ou seja, se toda a sucessao em M tiver uma subsucessao convergente
cujo limite é um elemento de M.

Uma propriedade geral de conjuntos compactos:

Lema 2.6.2 Um subconjunto compacto M de um espag¢o métrico é fechado
e limitado.

Dem. Para cada z € M existe uma sucessao (,,) em M tal que x,, — .
Como M é compacto, z € M, entdo M é fechado porque = € M é arbitrério.

Provemos que M ¢é limitado.

Se M nao fosse limitado, conteria uma sucessao nao limitada (y,,) tal que
d(Yn,b) > n, com b é um qualquer elemento fixo. Esta sucessdo nao pode
ter uma subsucessao convergente, uma vez que uma subsucessao convergente
tem de ser limitada. m

O contrario deste lema é, em geral, falso.

Para provar esse facto importante, consideramos a sucessao (e,) em 2,
com e, = (0,;) tem o n-ésimo termo 1 e todos os outros termos iguais a 0.
Esta sucessao ¢ limitada, pois ||e,|| = 1. Os termos constituem um conjunto
de pontos que é fechado porque nao tem nenhum ponto de acumulagao. Pelo
mesmo motivo, esse conjunto de pontos nao é compacto.

No entanto, para um espaco normado de dimensao finita, temos:
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Teorema 2.6.3 Num espaco normado de dimensao finita X, qualquer sub-
conjunto M C X é compacto se e somente se M for fechado e limitado.

Dem. A compacidade implica o fecho e a limitagao, pelo Lema 2.6.2, pelo
que falta apenas provar o inverso.

Seja M fechado e limitado, com dim X = n e {ey, ..., €,} uma base qual-
quer de X. Consideremos uma sucessao arbitréria (z,,) em M. Cada z,
pode escrever-se na forma

Ty = gm)el + -+ ggm)en

Como M é limitado, (z,,) também ¢é limitada, digamos, ||z,,| < k para
todo o m. Pelo Lema 2.5.1,

J

g(m)

n
ZCZ

J=1

>

j=1

k2 [lzmll =

&ml,

€j

com ¢ > o. Portanto a sucess@o de nimeros (fg-m)) (com j fixo) é limitada e,

pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, tem um ponto de acumulagao &;, para
1 < j < n. Como na demonstracao do Lema 2.5.1, podemos concluir que
(2m) tem uma subsucessdo (z,) que converge para z = »_&;e;. Como M ¢
fechado, z € M.

Isto mostra que a sucessao arbitréria (z,,) em M tem uma subsucessao
que converge em M, pelo que M é compacto. m

Um resultado interessante para o que se segue é o Lema de Riesz de F.
Riesz (1918).

Lema 2.6.4 SejamY e Z subespagos de um espag¢o normado X (de qualquer
dimensao), e suponha que Y é fechado e é um subconjunto préprio de Z.
Entao, para cada nidmero real 6 no intervalo (0,1) existe z € Z tal que

Izl =1, |lz—yll>0, VyeY.
Dem. Considere-se v € Z — Y e represente-se sua distancia de Y por a,
isto é,

= inf [0 — y| .
a = Inf [lv -y
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Obviamente, a > 0 uma vez que Y é fechado.
Tomemos qualquer 6§ € (0,1). Pela definigao de infimo, existe yo € Y tal
que

a
a < o=l =3 (2.6.1)
e note-se que 3 > a, pois 0 < 6 < 1.
Defina-se
1
z=c(v—1yo), comc:m.

Entao, ||z|]| = 1, e mostremos que ||z — y|| > 0, Vy € Y.
Como

|z =yl = llc(v—=u) =yl =c

1
o= 2y =clo-ul.

com y1 = Yo + 1.
A forma de obter y; mostra que y; € Y. Dai que ||[v —yi|| > a, pela
definicao de a.
Usando a expressao de ¢ e usando (2.6.1), obtemos
a
lz—yll=cllv—wnll 2ca=7—7 >3 =0.
v =l ~ §
Como y € Y é arbitrério, a demonstragao fica completa. m
Num espaco normado de dimensao finita, a bola unitaria fechada é com-
pacta pelo Teorema 2.6.3. Por outro lado, o Lema de Riesz d4 o notavel
resultado:
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Teorema 2.6.5 Se um espaco normado X tiver a propriedade de que a bola
unitaria fechada M = {x : ||z|| < 1} é compacta, entao X tem dimensao
finita.

Dem. Assuma-se que M é compacto, mas dim X = 400, e mostremos
que isto leva a uma contradigao.

Escolha-se um qualquer z; de norma 1. Este x; gera um subespaco uni-
dimensional X; de X, que é fechado e é um subespago préprio de X uma vez
que desde dim X = +o0.

Pelo Lema de Riesz existe um x5 € X de norma 1 tal que

1
|lz2 — 21| 2 6 = 5.

Os elementos x1, ro geram um subespago bidimensional, fechado, préprio
X5 de X. Pelo Lema de Riesz existe um x3 de norma 1 tal que para x € X,
temos

|23 — | >

DO | —

Em particular,
1
25 — @1 > 5 © |23 — 22| =

1
5
Procedendo por indugao, obtem-se uma sucessao (x,,) de elementos z,, €
M, tal que

1
|2m = zall = 5, para m # n.

Obviamente, (x,) ndo pode ter uma subsucessao convergente. Ora, isto
contradiz a compacidade de M. Dai a hipétese de dim X = +o0 é falsa, pelo
que dim X < +o00. =

Os conjuntos compactos sao "bem comportados", porque tém vérias pro-
priedades béasicas semelhantes as dos conjuntos finitos e que nao vélidas para
conjuntos nao compactos.

Por exemplo, em relacao com as aplicagoes continuas, uma propriedade
fundamental é que os conjuntos compactos possuem imagens compactas:

Teorema 2.6.6 Sejam X eY espacos métricos el : X — Y uma aplicagao
continua. Entao a imagem por T, de um subconjunto compacto M de X ¢é
compacto.
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Dem. Pela definicao de compacidade basta mostrar que qualquer sucessao
(yn) na imagem 7'(M) C Y contém uma subsucessao que converge em T'(M).

Como y,, € T(M), temos y, = Tx,, para alguma sucessao x,, € M.

Uma vez que M ¢é compacto, (z,) contém uma subsucessao (z,,) que
converge em M. A imagem de (z,, ) ¢ uma subsucessao de (y,,) que converge
em T'(M), porque T é continuo.

Portanto, T'(M) é compacto. m

A partir deste teorema, concluimos a seguinte propriedade, bem con-
hecido da Anélise Matematica, para fungoes continuas, entre espacos métri-
cos:

Teorema 2.6.7 Uma aplicagao continua T, de um subconjunto compacto M
de um espago métrico X em R assume um mdximo e uwm minimo nalguns
pontos de M.

Dem. T(M) C R é compacto pelo Teorema 2.6.6, fechado e limitado pelo
Lema 2.6.2 [aplicado a T'(M)], de modo que inf T'(M) € T(M), supT(M) €
T(M), e as imagens inversas desses dois pontos sao pontos de M em que T'x
¢ minimo ou m&ximo, respectivamente. m

2.7 Operadores lineares

Na Analise Matematica consideramos a linha real R e fungoes de valor real
em R, ou em um subconjunto de R. Qualquer dessas fungoes é uma aplicagao
do seu dominio em R.

Na Analise Funcional, consideramos espagos mais gerais, como espagos
métricos e espacos normados, e aplicagoes entre estes espagos.

No caso de espagos vectoriais e, em particular, espacos normados, uma
aplicacao entre os espacgos designa-se por operador.

Sao de especial interesse os operadores que "preservam'"as duas operagoes
algébricas do espacgo vetorial:

Definicao 2.7.1 Um operador linear T é um operador que:

(i) o seu dominio D(T) é um espaco vectorial e o contradominio ou im-
agem R(T) encontra-se num espago vectorial sobre o mesmo corpo;
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(ii) para x,y € D(T) e escalares «, verificam-se as igualdades

T(x+y) =Tz + Ty,

T(arx) =aTx. (2.7.1)

O espago nulo, ou niicleo, de T', N (T), & o conjunto de todos os pontos
x € D(T) tal que Tx = 0.

Precisemos alguma notacao e conceitos sobre operadores.

Sejam D(T) € X e R(T) C Y, com X e Y espagos vectoriais, ambos
reais ou ambos complexos.

Entao, T ¢ um operador de D(T') sobre R(T'), e escreve-se

T:D(T) — R(T),
ou de D(T') para Y, e, neste caso
T:D(T) — Y.
Se D(T') ¢ todo o espago X, entdo escreve-se
T: X —Y.
E facil de verificar que (2.7.1) é equivalente a
T(ax + py) = oIz + BTy.
Considerando ov = 0 em (2.7.1) obtemos que
70 = 0.

As propriedades acima referidas tornam os operadores lineares particu-
larmente importantes na Andlise Funcional.

Vejamos alguns exemplos bésicos de operadores lineares. Como exercicio,
verifique a linearidade em cada um dos casos.

Exemplo 2.7.2 O operador identidade I : X — X é definido por Ixx =
x para todo o x € X. Também escrevemos simplesmente para I Assim, [x =
x.

Exemplo 2.7.3 O operador zero, 0 : X — Y ¢é definido por 0x = 0,
Vo e X.
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Exemplo 2.7.4 (Operador diferenciacdo) Seja X o espaco vectorial de
todos os polindmios em [a,b]. Podemos definir um operador linear T" em X
definindo

Tx(t) = 2'(t),

para cada x € X. FEste operador T aplica X nele proprio.

Exemplo 2.7.5 (Operador integracao) Um operador linear T de C|a, b)
em si proprio, pode ser definido por
t
Tx(t) = /x(T)dT, para t € [a,b].
Exemplo 2.7.6 (Operador multiplicacao por t) Outro operador linear
de Cla,b] nele proprio definido por
Tx(t) = ta(t).

Exemplo 2.7.7 O produto externo com um factor fizo define um operador
linear T} : R* — R3. Da mesma forma, o produto interno com um fator
fizo define um operador linear Ty : R* — R, dado por

Tor =z -a =& a1 + §a + §3a3,
com a = (a;) € R? ¢é fizo.

Exemplo 2.7.8 Uma matriz real A = (a;;) com r linhas e n colunas define
um operador T : R™ — R" por meio de

y= Ax

com z = () com n componente-s ey =(n;) comr componem-fes‘ e ambos os
vectores sao escritos como matrizes coluna por causa da multiplicagio usual
de matrizes:

m a11 Q12 o Qqp 51
Up Qg1 Qg -+ Qgp &o
777" Qp1 Qpy v o Ay fn

T é linear porque a multiplicacao da matriz é uma operacao linear.
Se A for uma matriz complexa, definird um operador linear de C* em C".
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Nestes exemplos podemos verificar facilmente que os conjuntos imagem e
os ntcleos dos operadores lineares sao espagos vectoriais.

Teorema 2.7.9 Seja T um operador linear. Entao:

a) O contradominio R(T') é um espago vectorial.
b) Se dimD(T) = n < oo, entdo dimR(T) < n.
c) O espago nulo N (T) é um espago vectorial.

Dem. a) Considerem-se y1,y2 € R(T) e provemos que ay; + Sys € R(T),
para escalares arbitrarios «, 3.

Como y1,y2 € R(T) , temos y; = Txy, yo = Txs para alguns x1, x5 €
D(T) e axy + Pxo € D(T') porque D(T) é um espago vectorial.

Pela linearidade de T,

T (ovwy + Bas) = aTxy + 1wy = ayr + Bye.

Portanto ay; + By € R(T'), e como y;,ys € R(T) foram escolhidos arbitrari-
amente, isso prova que R(7') é um espago vectorial.

b) Escolha-se n+1 elementos yi, ..., y,+1 de R(T) arbitrariamente. Entao
temos y; = T2y, ...,Ynt1 = Tx,1 para alguns zy, ..., 2,41 em D(T). Uma
vez que dimD(T') = n, este conjunto {xy,..., 2,41} tem de ser linearmente
dependente. Consequentemente

a1+ -+ Qpi1The =0,

para alguns escalares ay, ..., a1 , nao totalmente nulos. Como 7' é linear e
T0 = 0, a aplicacao de T em ambos os lados da

T (1w + -+ + Qpy1Tpg1) = Q11 + -+ + Apg1Yng1 = 0.

Isto mostra que {yi, ..., Yn+1} € um conjunto linearmente dependente porque
os escalares nao sao todos zero.

Lembrando que este subconjunto de R(T") foi escolhido de forma arbi-
traria, concluimos que R(7") ndo tem subconjuntos de n+ 1, ou mais elemen-
tos, linearmente independentes. Por definigao, isto significa que dim R (7)) <
n.

c) Tomemos arbitrariamente 1,z € N(T') . Entdo Tz = Tzy = 0.
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Como T é linear, para qualquer escalar a, 3 temos

T (axy + Brg) = aTxy + fTxe = 0,

ou seja, axy + fxg € N(T). Assim, N(T') é um espago vectorial.
Uma consequéncia imediata da parte b) merece ser realgada:
Os operadores lineares preservam a dependéncia linear.

Passemos ao inverso de um operador linear.
Primeiro lembremos que uma aplicacdo T : D(T) — Y diz-se injectiva

ou de um-para-um se diferentes pontos do dominio tém imagens diferentes,
ou seja,
1 7£ To — Tx; 7£ Txo

ou equivalentemente,
Tx, =Try — 11 = 29. (272)

Neste caso, existe uma aplicagao inversa
T-': R(T) — D(T) (2.7.3)

Yo — Zo,

com yy = Tz, que aplica cada yo € R(T) para xy, € D(T) para o qual
Txo = 1o. A aplicacdo T~! designa-se por operador inverso de 7.

P (T) Tl

X Y

De (2.7.3), facilmente se obtem
T'Tz = x, VaeDT),
TT 'y = y, YyeR(T).
Note-se que em espagos vectoriais, o operador inverso de um operador
linear existe se e somente se o espaco nulo do operador consiste apenas no

vector nulo. Mais precisamente, temos o seguinte critério :
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Teorema 2.7.10 Considere dois espagos vectoriais X,Y, ambos reais ou
ambos complexos. Seja T : D(T) — Y um operador linear com dominio
D(T) C X e o contradominio R(T) C Y. Entao:

a) O inverso T~': R(T) — D(T) existe se e somente se

Te =0= 2 =0.

b) Se T~! existe, entdo é um operador linear.
c) SedimD(T)=n < oo e T existe, entdo dim R(T) = dim D(T).

Dem. a) Suponha que Tz = 0 implica x = 0. Considere-se T'z; = Txs.
Como T é linear,
T(xy —x9) =Txy —Taxs =0,
pelo que x1 — 9 = 0, por hipdtese.
Portanto T'ry = Txs implica 7y = x4, e T~! existe por (2.7.2).
Inversamente, se existir 771, entao (2.7.2) é verdadeiro, e para zo = 0

temos
Txy1=T0=0,

o que completa a prova de a).

b) Suponhamos que 7! existe e vamos mostrar que 7! ¢ linear.

O dominio de T~ ¢ R(T) e ¢ um espago vectorial.

Consideramos quaisquer z1,xs € D(T) e as suas imagens

y1=Tx1 e yo =Ty
Entao
I = T_lyl € To9 = T_lfL’yQ.
Como T é linear, para quaisquer escalares o e 3 temos
ayy + Py = aTxy + Ty =T (axy + fzs) .
Como z; = T~ 'y;, entao
T~ (ayy + Byz) = awy + By = aT 'yy + BTy,

o prova que 7! ¢ linear.

c) Temos dimR(7T) < dimD(T), pelo Teorema 2.6.6, e dimD(T) <
dim R(T'), pelo mesmo teorema aplicado a T~!. =

Finalmente, mencionamos uma férmula 1itil para o inverso do operador
composto de operadores lineares.
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Lema 2.7.11 Sejam X,Y, Z espacos vectoriaisel : X — Y eS:Y — 7
operadores lineares bijectivos. Entao o inverso (ST)™' : Z — X do produto
(ou da composi¢io) ST eziste. e

(ST) ' =TS

Dem. O operador ST : X — Z ¢é bijectivo, de modo que (ST)~! existe
e temos

ST(ST) ™' = I,

em que I é o operador identidade em Z.
Aplicando S~ e usando S~1S = Iy (o operador identidade em Y'), obte-
mos

STIST(ST) ' =T(ST) ' =S5, =5"

(ST)!
Aplicando T~ e usando T~'T = I, obtem-se o resultado desejado

T'T(ST) = (ST) ' =175,

2.8 Operadores lineares limitados e continuos

Na didltima seccao nao utilizdmos normas. Voltamos a utilizé-las na seguinte
definicao :

Definicao 2.8.1 Sejam X e Y espacos normados e T : D(T) — Y um
operador linear, onde D(T) C X. O operador T é limitado se houver um
nimero real ¢ tal que , para todo x € D(T),

ITzlly < ellellx - (2.8.1)
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A férmula (2.8.1) mostra que um operador linear limitado aplica conjun-
tos limitados em D(T") em conjuntos limitados em Y. Dai o termo "operador
limitado".

Observe que em Anilise Funcional a palavra "limitado"tem um sentido
diferente da Andlise Matematica, onde uma funcao limitada é uma fungao
em que o contradominio ¢ um conjunto limitado.

Qual é o0 menor ¢ de modo que (2.8.1) permanega verdadeira para todos
x € D(T') ndo nulos ?

Por divisao,

o que mostra que ¢ deve ser, pelo menos, tao grande quanto o supremo da
expressao a esquerda tomada sobre D(T") — {0}.

Pelo que a resposta para & questao anterior, é que o menor ¢ possivel em
(2.8.1) é aquele supremo, representado por ||T||. Entao

Tx
|T|| = sup | H (2.8.2)
ren(r) [Edl
x#0

|T|| representa a norma do operador 7. Se D(T') = {0}, define-se
|T|| = 0. Neste caso (relativamente desinteressante), 7" = 0, pois 70 = 0.
Observe que, se fizermos em (2.8.1), ¢ = ||T']| entao

[Tl < [T ]l (2.8.3)

férmula esta que serd utilizada com bastante frequéncia.

Lema 2.8.2 Seja T um operador linear limitado dado pela Defini¢cdo 2.8.1.
Entao:

a) Uma formula alternativa para a norma de T é

IT|| = sup [T (2.8.4)
z€D(T)
[l=ll=1

b) A norma dada por (2.8.2) verifica as condi¢oes (N1) a (N4).
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Dem. a) Escreva-se ||z|| = a e defina-se y = (1/a)x, onde = # 0. Entao
|yl = ||z|| /a, e como T ¢ linear, (2.8.2) d4

1 1
|T|| = sup —|[Tz[ = sup T(—x)'— sup [Tyl
zeD(T) @ z€D(T) a yeD(T)
20 27#0 lyll=1

Substituindo x por y a direita, temos (2.8.4).

b) (N1) é 6bvio, e |[0]] = 0. De ||T']| = 0 temos T'x = 0 para todo
xz € D(T), de modo que T' = 0. Portanto, (N2) ¢ vélido.
Além disso, (N3) ¢ obtido a partir de

sup [laTz| = sup |o| [[Tz]| = |a| sup ||Tz]|
l=zl=1 lzll=1 |z)|=1

com z € D(T). Finalmente, (N4) segue de

”51H1P (T +Ta)z|| = ”SIHJP [Thz + Tox|
z||=1 z||=1
= sup ||Tiz| + sup ||Tez],
llzll=1 llz]|=1
para z € D(T)) ND(T3). =
Vejamos alguns exemplos tipicos de operadores lineares limitados.

Exemplo 2.8.3 O operador identidade I : X — X num espaco nor-
mado X # {0} é limitado e tem a norma ||I]| = 1.

Exemplo 2.8.4 O operador zero 0 : X — Y num espag¢o normado X é
limitado e tem a norma ||0]| = 0.

Exemplo 2.8.5 (Operador de diferenciacao) Seja X o espago normado

de todos os polinomios em J = [0,1] com a norma fornecida por ||z| =
max |z(t)], t € J. O operador de diferenciacio T estd definido em X por
Tx(t) = 2'(t).

FEste operador é linear, mas nao é limitado. Na verdade, se considerarmos
T,(t) =t", comn € N. Entao ||z =1 e

Tz, (t) =2/, (t) = nt" !,

pelo que ||Txy|| =n e ||Ta,| / ||2a] = n.
Como n € N é arbitrdario, isto mostra que nao existe um nimero fizo ¢ tal
que ||Txy| / |zn]| < ¢, pelo que T' nao é limitado.
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Uma vez que a diferenciacao é uma operagao importante, este resultado
indica que operadores nao limitados também sao de importéncia pratica.

Exemplo 2.8.6 (Operador integral) Podemos definir um operador inte-
gral T : C[0,1] — C0,1] por

y=Tx com y(t) :/0 k(t,m)x(T) dr,

em que k é uma funcao dada, chamada de nicleo de'l" e assume-se como uma
fungdo continua no quadrado fechado G = J x J no plano tOT, e J = |0, 1].
Este operador ¢ linear. Para provar que T' é limitado, observe-se em primeiro
lugar que a continuidade de k no quadrado fechado implica que k é limitado,
digamos, |k(t,7)| < ko para todos (t,7) € G, com ko um nimero real ndao
negativo. Além disso,

< = .
[2(t)] < max |2(t)] = [|=]]

Portanto

/01 k(t,7)x(T) dr

p— T p—
lyl = Ta]| = max

teJ

1
< max / Ikt 7)) |27 dr < ko ]
0

pelo que | Tx|| < ko ||z||. Entao (2.8.1) é verdadeira com ¢ = ko, pelo que T
¢ limitado.

Exemplo 2.8.7 Uma matriz real A = (a;;,) com r linhas e n colunas define
um operador T : R" — R" definindo

y=Ax (2.8.5)

comx = (§;) ey = (n;) matrizes coluna com n e r componentes, respecti-
vamente, e usando a multiplicacao de matrizes. Em termos de componentes,

(2.8.5) torna-se

ny=> by j=1..1. (2.8.6)
k=1
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T é linear porque a multiplicacao da matriz é uma operacao linear.
Para justificar que T é limitado, consideremos a norma em R"™ dada por

1

] = (Z &i) :

e, da mesma forma paray € R". De (2.8.6) e pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz, obtemos

T T n 2
|Tz|* = Zn?zZ(Zajkfk)
j=1

j=1 \k=1
1 19 2
r n 2 n 2
2 2
=S (z) (zﬁm)
j=1 k=1 m=1
T n
2 2
P Y
=1 k=1

Observe-se que a soma dupla na ultima linha nao depende de x, podemos
escrever o resultado na forma

' n
IT2|® < lz))*, come=) "> a3,
j=1 k=1

o que prova que T é limitado.

A limitagao do operador é uma propriedade essencial em dimensao finita.

Teorema 2.8.8 Se um espaco normado X tiver dimensao finita, entao todo
o operador linear em X ¢é limitado.

Dem. Suponhamos que dimX = n e {ej,...,e,} ¢ uma base de X.
Considere-se = ) {;e; e um operador linear 7' em X. Como T ¢ linear,

SogTes| < ST1g | ITe | < ma | Ter| Y I¢,|
j=1 j=1 g=1

Na tltima soma, aplicamos o Lemma 2.5.1 com «; = §; e z; = ;. Entao

obtemos
n 1 n
Yol <=l ge
=1 “ll5=1

1 T|| =

1
— =l
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Entao,

1
1Tzl < vl com v = —max|[Te,

pelo que T é limitado. m

Consideremos agora algumas propriedades importantes dos operadores
lineares.

Como os operadores sao aplicagoes, a definicao de continuidade também
lhe é aplicdvel. Curiosamente, num operador linear a continuidade e a limi-
tacao tornam-se conceitos equivalentes.

Vejamos porqué:.

Seja T : D(T) — Y um operador, nao necessariamente linear, com
D(T) C X, com X e Y espagos normados. Por definigdo, o operador T é
continuo em xy € D(T') se para cada € > 0 existe um ¢ > 0 tal que

| Tz — Txy|| < e, paratodox € D(T) com |z — x| <.

T & continuo se T' é continuo para todo = € D(T).
Se T' é linear, temos um resultado notdvel:

Teorema 2.8.9 Seja T : D(T) — Y um operador linear, D(T) C X, com
X eY espacos normados. Entao:

a) T é continuo se e somente se T é limitado.
b) Se T é continuo num tnico ponto, entdo T é continuo.

Dem. a) Para T = 0, a afirmacao ¢ trivial. Seja T # 0. Entao ||T'|| # 0.
Suponhamos que 7' é limitado e considere-se qualquer xy € D(T). Dado
e > 0, como T & linear, para cada = € D(T) tal que

£
|z — x| <0, parad = —
17

obtemos
[Tz — Txol| = |T (x — zo)|| < T |z — 2ol < [|T]| 6 = e.

Como ¢ € D(T') é arbitrdrio, entdo T é continuo.
Por outro lado, assumamos que 7' é continuo em zg € D(T'). Entao, dado
e >0, hd um 0 > 0 tal que

|Tx — Txg|| < e, parax € D(T) com ||z — xo|| < 6. (2.8.7)
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Para qualquer y # 0 em D(T") defina-se

) )
T =9+ ——Yy ouseja r—Tg=—Y
[yl [yl
Portanto ||z — zo|| = ¢, pelo que podemos usar (2.8.7). Como T é linear,
temos
I = Taoll = T o = 20l = |7 (o7 )| = 7o 1
T — LZol|| = T — Zo)l| = S 1 TR
lyll [yl
e, por (2.8.7),
) ) €
i 1Tyl < e. Ouseja, [Tyl < Iyl

que pode ser escrito na forma ||Ty|| < c||y||, onde ¢ = %, o que mostra que
T' ¢é limitado.

b) A continuidade de 7' em um ponto implica a limitacao de T, pela
segunda parte de a), que por sua vez implica continuidade de 7" por a). =

Corolario 2.8.10 Seja T' um operador linear limitado. Entao:
a) x, — x, com x,,x € D(T), implica Tz, — Tx.
b) O niicleo N (T') é fechado.

Dem. a) Pelo Teorema 2.8.9 temos que, quando n — o0,

[T2n = Ta|| = T (xn — 2)| < T l2n — 2| — 0.

b) Para cada 2 € N(T) existe uma sucessao (z,,) em N (T) tal que z,, — z.
Portanto T'x,, — T'x pela parte a). Por outro lado, Tx = 0, porque Tz, = 0,
de modo que z € N(T). Como x € N(T) é um ponto arbitrério, N'(T') é
fechado. m

Saliente-se que o contradominio de um operador linear limitado
pode, ou nao, ser fechado.

Outras férmulas 1iteis, para o produto de operadores, é a seguinte
Nl < TLT2) e 17" <|T]", neN,

valida para operadores lineares limitados 75 : X — Y, T} : Y — Z e
T:X — X, com X,Y, Z sao espacos normados.
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Outros conceitos aplicados a operadores lineares:

Comecemos por definir a igualdade de operadores:

Dois operadores T} e T; sao iguais, 17 = 15, se tiverem o mesmo dominio,
D(Ty) = D(T3) e se Thz = Tyx para todos x € D(17) = D(T3).

A restrigao de um operador 7' : D(T) — Y a um subconjunto B C
D(T), representa-se por T'|g e é o operador definido por

T|p: B —Y tal que T|gx =Tz, Vz € B.
Uma extensao de T para um conjunto M DO D(7T') é um operador
T:M—Y tal que T|D(T) =1,

isto 6, Tx = Tz, V& € D(T).

De outra forma, T é uma restricio de T a D(T).

Se D(T) for um subconjunto préprio de M, entdo um operador 7' tem
muitas extensoes. Interessa-nos particularmente as extensoes que preservam
a linearidade e/ou a limitagao.

Teorema 2.8.11 Seja T : D(T) — Y um operador linear limitado, em que
D(T) estd em um espago normado X eY é um espago de Banach. Entao,
T tem uma extensao

T:D(T) —Y,
com T um operador linear limitado de norma
|7[ = 1.

Dem. Considere-se x € D(T'). Pelo Teorema 1.4.7 existe uma sucessao
() em D(T) tal que x,, — x. Como T & linear e limitado, temos

HTxn - Txm” = HT(xn - xm)” < ”T“ Hmn - xm” .

Isto mostra que (T'z,) é uma sucessao de Cauchy porque (z,) converge.
Por hipétese, Y é completo, pelo que (T'x,) converge, digamos,

Tzr, —yeY.

Defina-se T por Ty = Y.
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Mostramos que os célculos acima sao independentes da escolha particular
da sucessao em D(T'), convergente para z.

Suponhamos que z,, — z e z, — x. Com estas duas sucessoes constroi-se
outra sucessao (v,,) na forma

(.171, 21, L9, 29, ) .

Portanto v,, — = e (Tv,,), e as duas subsucessoes (T'z,) e (Tz,) de
(T'v,,,) tém o mesmo limite. Isso prova que T estd univocamente definido em

z € D(T). N
T ¢ linear e Tx = Tx para cada « € D(T'), de modo que z € D(T) é uma
extensao de T'. Para a norma usamos

[Tl < T {lza ]

Fazendo n — 400, temos Tz, — y = Tz. Como z — |z| define uma
aplicacao continua, obtemos

|72 < il

Portanto, 7' é limitado e Hf‘ < |IT.

T

Claro que, ‘ ‘ > ||T'|| porque a norma é definida por um supremo, e néo

pode diminuir numa extensdao. Das duas expressoes temos HTH =|7. m

2.9 Funcionais lineares

Um funcional é um operador cujo contradominio estd contido em R ou em
no plano complexo C. A anilise Funcional foi inicialmente a andlise os fun-
cionais.

Iremos representar os funcionais por letras mintsculas f, g, h, ..., o dominio
de f por D(f), o contradominio ou imagem por R(f) e o valor de f em
z € D(f) por f(z).

Os funcionais sao operadores, de modo que as defini¢coes anteriores per-
manecem validas.

Definicao 2.9.1 Um funcional linear é um operador linear com dominio
num espago vectorial X e contradominio num campo escalar K de X. Isto

¢,

f:D(f) — K,
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com K =R se X é real e K = C se X for complexo.

Definicao 2.9.2 Um funcional linear e limitado f é um operador linear
e limitado com contradominio no campo escalar do espaco normado X em
que se encontra o dominio D(f).

Assim, existe um nimero real ¢ tal que para todo x € D(f),

|f(@)] < ezl

Além disso, a norma de f é dada por

I71= sup
zen(r) [l
240

ou

If[l = sup [f(z)]. (2.9.1)

gkl
Por (2.8.3), temos
[f (@) < 1=l (2.92)

e um caso especial do Theorem 2.8.9:

Teorema 2.9.3 Um funcional linear com dominio D(f) num espag¢o nor-
mado, é continuo se e sé se, f é limitado.

Alguns exemplos de funcionais:

Exemplo 2.9.4 A norma ||-|| : X — R num espago normado (X, ||-]|) ¢é
um funcional em X que nao é linear.

Exemplo 2.9.5 O produto interno com um factor fizo define um funcional
f:R3® — R dado por

f(x) =2-a=E§ar+ &ar + Eas,

com a = (a;) € R? é fizo.
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f ¢é linear e limitado, pois

[f(@)| = |- af < [lf| flal],

pelo que, por (2.9.1) e tomando o supremo em z, temos || f|| < ||a|| .
Por outro lado, colocando = = a e usando (2.9.2), obtem-se

HE 'm' _ H — Jall.

Portanto ||f]| = ||al|-

Exemplo 2.9.6 O integral definido é um nimero se considerarmos uma
unica funcao. No entanto, a situacdo muda completamente se considerar-
mos esse integral para todas as fungoes num determinado espaco de fungoes.
Entao, a integral torna-se um funcional nesse espago, e representemo-lo por
f-

Como espago, podemos escolher C|a,b|, e definir f por

b
f(z) = / x(t)dt, para x € Cla,b).

f € linear e provemos que f é limitado e que tem norma ||f|| = b — a.
Na verdade, escrevendo J = [a, b] e lembrando a norma em C/|a, b], temos

b
)] = / x(t)dt\ < (b= a) max|z(t)] = (b~ a) ]

Aplicando o supremo sobre todos os x unitarios, obtemos || f|| < b — a.
Para obter || f|| > b — a, escolhemos em particular = = 25 = 1, e usamos
(2.9.2):

| f(20)]

b
If] > — |f(wo)| :/ dt=b—a

Exemplo 2.9.7 Outro funcional importante em C|a,b] é obtido escolhendo
um tg € J = [a,b] e fazendo

fi(z) = z(ty), = € [a,b].
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f1 € linear e limitado com norma || f1|| = 1. Na verdade, temos

[f1(@)] = |z(to)| <[]l

o que implica, por (2.9.1), ||f1]] < 1. Por outro lado, para zq = 1, temos,
||zo]| = 1 e obter de (2.9.2), que

| fill = | fi(zo)| = 1.

Exemplo 2.9.8 Podemos obter um funcional linear f no espaco 12 escol-
hendo um a =(a;) € 12 fizo e colocando

+oo
flz) =Y &ay,
j=1

comx = (§;) € I2. Esta série converge absolutamente e f é limitado, pois a
desigualdade de Cauchy-Schwarz dd

()] =

+o0
Z £
j=1

400 +00 N +00
< lgasl < U216 Dl <l fall-
j=1 j=1 j=1

O conjunto de todos os funcionais lineares definidos num espago vetorial
X pode, ele préprio, ser um espacgo vetorial.

Este espaco é representado por X* e é chamado espago dual algébrico
de X.

As operagoes algébricas deste espaco vetorial sao definidas de forma nat-
ural.

A soma f; + f, de dois funcionais f; e fy é o funcional s cujo valor em
cadax € X é

s(x) = (fr + L) (@) = fu(2) + fa2),

e o produto «f de um escalar o e um funcional f é o funcional p cujo valor
emzx e X é

p(z) = (af)(z) = af(z).

Podemos considerar o dual algébrico (X*)* de X*, cujos elementos s@o
os funcionais lineares definidos em X*, que designaremos por X**, como o
espaco segundo dual algébrico de X ou bidual de X.
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Por que consideramos X**7 O objetivo é que possamos obter uma relagao
interessante e importante entre X e X**, da seguinte forma.

Espaco Elementos do espago Valor num ponto

X x
X* f f(x)
X g 9(f)

Podemos obter g € X™*, que é um funcional linear definido em X*, escol-
hendo um z € X fixo e colocando

9(f) =9.(f) = f(x), comz € X fixo, f € X *varidvel.

O x em indice é apenas para lembrar que obtivemos ¢ pelo uso de um
certo r € X.

Note-se que aqui f é a varidvel, enquanto que x é fixo. Tendo isto em
mente, vemos que g, € linear, pois

9o (af1 + Bf2) = (afi + Bf2) (v) = afi(x) + Bfo(x) = age (f1) + Bge (f2) -
(2.9.3)

Portanto g, é um elemento de X**, pela definicao de X**.

A cada x € X corresponde um g € X**. Isso define uma aplicagao
C: X — X*, chamada de injecgao candénica ou aplicacao candnica,
de X em X**.

C' é linear, pois seu dominio é um espaco vectorial e temos

(C(ax + By)xf) = gax-l—ﬁy(f) = f (Ozl‘ + By)
= af (z)+ Bf(y) = ag. (f) + By, (f)
= a(Cz)(f)+B(Cy) (f).

Comum aos vérios espagos considerados temos sempre um conjunto, dig-
amos, X e uma "estrutura"definida em X.

Num espaco métrico, a estrutura é a métrica.

Num espaco vectorial, as duas operagoes algébricas formam a estrutura.

Num espaco normado a estrutura é formada pelas duas operacoes algébri-
cas e pela norma. B

Dado dois espagos X e X do mesmo tipo (por exemplo, dois espagos
vectoriais), é interessante saber se X e X sdo "essencialmente idénticos " ou
seja, se eles diferem, no maximo, devido a natureza dos seus pontos.
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Podemos considerar X e X como idénticos - como duas cépias do mesmo
espaco "abstrato- sempre que a estrutura seja equivalente, pois é o principal
objecto de estudo, enquanto a natureza dos pontos nao importa.

Esta situagao sugere o conceito de isomorfismo: uma aplicagao bijectiva
de X em X que preserva a estrutura.

Consequentemente, um isomorfismo 7' de um espago métrico X = (X, d)
num espa¢o métrico X = (X, d) é uma aplicagdo bijectiva que preserva a
distancia. Isto é, para todo x,y € X,

d(Tz, Ty) = d(z,y).

Diz-se entao que X é isomorfico a X.

Um isomorfismo 7" de um espago vectorial X num espago vectorial X
sobre o mesmo corpo é uma aplicagao bijectiva que preserva as duas operagoes
algébricos do espago vectorial. Ou seja, para todo =,y € X e escalares «,

Tx+y) = Tx+Ty,
T(axr) = oTx,

isto &, T': X — X é um operador linear bijectivo. X diz-se isomoérfico com
X, ou X e X sao espacos vectoriais isomorficos.

Os isomorfismos para espacos normados sao isomorfismos entre espacos
vectoriais que também preservam as normas.

Pode-se mostrar que a aplicacdo canénica C' ¢é injectiva (dai o termo
injec¢ao).

Como C' ¢ linear, é um isomorfismo de X sobre o contradominio R(C') C
X,

Se X é isomérfico com um subespaco de um espago vectorial Y, dizemos
que X ¢é injectdvel em Y. Portanto, X é injectdvel em X** e C' também se
designa por injecgao canénica de X em X**.

Se C' é sobrejectivo (portanto, bijetivo), isto ¢, R(C) = X*™*, entao X é
reflexivo.



76 CAPITULO 2. ESPAQOS NORMADOS. ESPACOS DE BANACH

2.10 Operadores e funcionais lineares em es-
pacos de dimensao finita

Os espacos vectoriais de dimensao finita sao mais simples que os de dimensao
infinita, e pode perguntar-se como se manifesta esta simplificacao no que diz
respeito aos operadores e funcionais lineares definidos em tal espaco.

Os operadores lineares em espacos vectoriais de dimensao finita podem
ser representados em termos de matrizes. Desta forma, as matrizes tornam-
se ferramentas importantes para estudar os operadores lineares no caso de
dimensao finita.

Sejam X e Y espacos vectoriais de dimensao finita sobre o mesmo corpo
e T : X — Y um operador linear. Escolhe-se uma base F = {ey,...,e,}
para X e uma base B = {by,...,b,} para Y.

Entao cada x € X tem uma representacao unica do tipo

x=~E&e + -+ & en. (2.10.1)

Como 7' ¢é linear, = tem a imagem

y=Tr=T (Z fkek) => &Tey. (2.10.2)
k=1 k=1

Como a representacao (2.10.1) é unica, temos o primeiro resultado:

T fica univocamente determinado se as imagens vy, = T'e;, dos n vetores
de base ey, ..., e, forem dados.

Como y ey, = Tey, estao em Y, eles proprios, também tém representacoes

tnicas na forma
T T
Yy = g n;b; e Te, = g T;kbj.
j=1 j=1

A substituigao em (2.10.2) d4

y=> mb =Y &Ter=> &> b= (Zw&) b;.
j=1 k=1 k=1 j=1 1 \k=1

Jj=
Como os b; formam um conjunto linearmente independente, os coefi-
cientes de cada b;, a esquerda e a direita devem ser os mesmos, isto €,

77]. — ZTjkgkv ] — 1, el T (2103)
k=1
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Temos entao que:

Aimagemy =T =37 n;bjdex = Y7, {e), pode ser obtida a partir
de (2.10.3).

Os coeficientes em (2.10.3) formam uma matriz

Tep = (Tjx)

com r linhas e n colunas. Se uma base E para X e uma base B para Y
sao dadas, com os elementos de F e B ordenados, entao a matriz Tgp fica
univocamente determinada pelo operador linear 7.

Dizemos que a matriz T representa o operador 7' em relagao a essas
bases.

Passemos agora a fungoes lineares em X, onde dimX =n e {ey,...,e,} é
uma base para X.

Estes funcionais constituem o espaco dual algébrico X* de X.

Para cada funcional f e cada x = Z?:l §;€e; € X temos

n n n
flo)=f (Z fjej> =D &f(e) =) &y, (2.104)
j=1 j=1 j=1
com
a;j=f(e), j=1,..,n,
e f fica univocamente determinado por estes valores a; dos n vectores da
base de X.
Reciprocamente, cada sequéncia de n escalares aq, ..., a,,, determina um
funcional linear em X por (2.10.4).
Em particular, consideremos as sequéncias com n elementos

(1,0,0, ...,0,0)
(0,1,0,...,0,0)
(0,0,0,...,0,1).

Por (2.10.4), estas sequéncias originam n funcionais, que denotamos por
f1, -y fn, com valores

fi(ej) =0 = (2.10.5)
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O simbolo §; ¢ chamado delta de Kronecker .
{f1, .-, fn} designa-se como a base dual da base {e,...,e,} para X.

Teorema 2.10.1 Seja X um espago vectorial de dimensiaon e E = {ey,...,e,}
uma base de X. Entio F = {fi,..., fn} dado por (2.10.5) é uma base para o
dual algébrico X* de X, e dimX* = dimX = n.

Dem. F' é um conjunto linearmente independente pois

> Bufi(x) =0, z€X, (2.10.6)
k=1

com v = e; da
Zﬁkfk(ej) = Zﬁk‘sjk =0 =0,
k=1 k=1

de modo que todos os 3, em (2.10.6) sao zero.

Mostramos que todo f € X* pode ser representado como uma combinagao
linear dos elementos de F' em um tnico modo. Escrevendo f(e;) = a;, por
(2.10.4), temos

fle)=> &a;
j=1
por cada z € X. Por outro lado, por (2.10.5) obtem-se
fi(w) = fj(§rer + -+ &en) =&
Assim

f(z) = Zajfj(x).

Portanto a representagao tinica de um funcional arbitrério f em X em termos
dos funcionais f1, ..., f,, é

f=aifi+ -+ anfa
m

Lema 2.10.2 Seja X um espaco vectorial de dimensao finita. Se xo € X
tiver a propriedade de que f(xo) = 0 para todo f € X*, entdo xy = 0.
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Dem. Seja {ey,...,e,} seja uma base para X e xy = 2?21 §oj¢5- Entao
por (2.10.4) tem-se

flao) =) &0
j=1

Por hipétese, esta expressao é zero para cada f € X*, isto é, para cada
escolha de ay, ..., ay,. Portanto, todos §,; devem ser zero.
Usando esse lema, obtemos

Teorema 2.10.3 Um espago vectorial de dimensao finita é reflexivo.

Dem. A aplicagao canénica C' : X — X** é linear. C'ry = 0 significa que
para todo f € X* temos

(Cxo)(f) = 920 (f) = f(20) =0,

pela definicao de C. Isto implica xy = 0, pelo Lema 2.10.2. Portanto, pelo

Teorema 2.7.10, a aplicagdao C' tem um inverso C~! : R(C) — X, onde

R(C) ¢ o contradominio de C'. Pelo mesmo teorema, dimR(C) = dim X .
Agora, pelo Teorema 2.10.1,

dim X** = dim X* = dim X.

|

Entao, dimR(C) = dim X** e, por consequéncia, R(C') = X** porque
R(C') & um espago vetorial e um subespaco préprio de X** tem dimensao
menor que X**, pelo Teorema 2.2.8.

Por definicao, isto prova a reflexividade .

2.11 Espacos normados de operadores. Es-
paco dual

Considere-se dois espagos normados X e Y (ambos reais ou ambos complexos)
e considere o conjunto B(X,Y), que contém todos os operadores lineares
limitados de X em Y. Isto é, cada um destes operadores estd definido em X
e o seu contradominio estd em Y.

Queremos mostrar que B(X,Y’) pode ser transformado num espago nor-
mado.
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Em primeiro lugar, B(X,Y’) torna-se um espago vectorial se definimos a
soma 17 + T3 de dois operadores 71, Ty € B(X,Y) por

(Tl + TQ) r = Tll’ + Tgl’

e o produto o' de T' € B(X,Y) por um escalar o por
(aT)x = oTx.

Teorema 2.11.1 O espago vectorial B(X,Y') de todos os operadores lineares
limitados a partir de um espaco normado X num espaco normado Y é um
espaco normado com uma norma definida por

Tz
171 = supl 2l — sup 7.
zeX HQTH zeX
270 llll=1
Em que condigoes B(X,Y) serd um espago de Banach?
E notdvel que a condicao necessaria nao envolva X, isto é, X pode, ou

nao ser completo:

Teorema 2.11.2 Se Y é um espago de Banach, entao B(X,Y) é um espago
de Banach.

Dem. Consideremos uma sucessao de Cauchy arbitréria (7;,) em B(X,Y)
e vamos mostrar que (7},) converge para um operador 7' € B(X,Y).
Uma vez que (T},) é uma sucessao de Cauchy, para cada ¢ > 0 existe um
N tal que
T, — 1wl <e, ¥Ym,n> N.

Para todo x € X e m,n > N, obtemos
[ Tha — Tzl = (T = Tin) 2l < T — Tl ll=l] < e l=]] - (2.11.1)

Para qualquer z fixo e € dado, podemos escolher € = ¢, de modo que ¢, ||z|| <
£. Entao, a partir de (2.11.1) temos ||T,z — T,,z|| < € e que (T,,x) é uma
sucessao de Cauchy em Y.

Uma vez que Y é completo, (7,,z) converge, digamos, T,z — y. Clara-
mente, o limite y € Y depende da escolha de x € X. Isto define um operador
T:X — Y, ondey="Tz.
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O operador T' é linear pois
Iim T, (ax + pz) = lim (aT,z + fT,2) = alim T,z + Slim T, 2.

Falta provar que T ¢ limitado e T,, — T, isto &, ||T,, — Tpn|| — 0.

Por (2.11.1), para cada m > N e T,,# — Tz, pelo que podemos consid-
erar m — +o00. Usando a continuidade da norma, entao obtemos de (2.11.1)
que por cadan > N e todo =z € X,

|Tx —Tz|| = ||Thx — lim T,z

m—-+00o

= lim ||Tho — Tzl <ce|lz|.
m—+00

(2.11.2)

Isto mostra que (7,, — T) com n > N é um operador linear limitado.
Como T,, ¢ limitado, T' = T,, — (T,, — T) é limitado, isto é, T' € B(X,Y).
Além disso, se em (2.11.2) tomarmos o supremo em x com norma 1, obtemos

||Tn_T|| S67 vn>N7

pelo que [T, = T|| — 0. =m
Este teorema tem uma consequéncia importante em relacao ao espaco
dual X' de X :

Definicao 2.11.3 Seja X um espago normado. Entdo o conjunto de todos
os funcionais lineares limitados em X constitui um espagco mormado com a
norma definida por

f(2)
171 = sup £ qup @)1
X ||$|| z€X
%0 llall=1

que se designa por espaco dual de X, que se representa por X'.

Uma vez que um funcional linear em X aplica X em R ou C (o campo
escalar associado a X), e como R ou C, com a métrica usual, é completo,
vemos que X' € B(X,Y) com o espago completo Y = R ou C.

Teorema 2.11.4 O espaco dual X' de um espagco normado X é um espaco
de Banach (seja-o ou nio X ).

Em Anélise Funcional a andlise de propriedades em espacos sao, geral-
mente, relacionadas com os dos espacos duais.
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Por isso vale a pena considerar alguns dos espacos mais frequentes e de-
scobrir como sao os seus duais.

Nesse sentido, é importante o conceito de isomorfismo. B

Um isomorfismo de um espago normado X num espago normado X ¢ um
operador linear bijectivo T' : X — X que preserva a norma, isto é, para
todo z € X,

[T]] = =[]

Assim, diz-se que X é isomoérfico com X e X e X sao espagos norma-
dos isomérficos.

Exemplo 2.11.5 O espaco dual de R™ é R™.

Dem. Pelo Teorema 2.8.8, temos (R")" = (R")*, e cada f € (R")" tem
uma representagao na forma

f(z) = Zfiﬂkn Vi = flew).
k=1

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz ,

@I <D 16mel < 4| D&y Do =llzll | Do
k=1 k=1 k=1 k=1

Aplicando o supremo sobre todo x de norma 1, obtemos

A< 4[> 3
k=1

No entanto, uma vez que para r = (74, ...,7, ) a igualdade é alcangada na
desigualdade de CauchySchwarz, entao

1= D
k=1

Isto prova que a norma de f é a norma euclidiana, e || f|| = ||¢||, com
c=(y,) € R™
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Portanto a aplicagdo de (R")" em (R")*, definido por f — ¢ = (v;),
vx = f(ex), preserva a norma e, como é linear, é bijectiva, pelo que é um
isomorfismo. =

Exemplo 2.11.6 O espaco dual de It é [>°.

Dem. Uma base de Schauder para [' ¢ (e;), com e, = (d;;) tem 1 na
k-ésima componente e zeros em todas as outras. Entao cada z € [! tem uma

representacao unica
+oo
x = g ELek-
k=1

Consideremos qualquer f € (I')’, onde (I')" é o espaco dual de I'. Como
f é linear e limitada,

+oo
f(z) = Zgﬂka Vi = flex), (2.11.3)
k=1
com os numeros 7, = f(ex) sdo determinados univocamente por f. Também
lexll =1,

il = £ ()| < Al lexll = A1 e sup il < 1] (2.11.4)

Pelo que (v,;,) € I*°.

Por outro lado, para cada b = (8,) € [*° podemos obter um funcional
linear limitado correspondente g em ['. Na verdade, podemos definir g em [*
por

+o0
g(x) = Z ElBrs
k=1

com z = (§,) € I*. Entao g ¢ linear, e a limitagao surge de

400 +oo
l9(@)| <Y 1€Bil < sup[8;] D 1€k] = Il sup |,
k=1 J k=1 J

Pelo que g € (I')".
Finalmente mostramos que a norma de f é a norma no espago [*°.
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De (2.11.3) temos

+oo +oo
@) <D 1€vel < sup |v] Y 1€kl = Nzl sup |, -
k=1 J k=1 J

Passando ao supremo sobre todo £ com norma 1, temos

1f]] < sup ||
j
Entao, por (2.11.4),
If]l = sup|7;],
j
que é a norma em [*°.
Portanto, esta férmula pode ser escrita || f[| = ||c[|,,, com ¢ = (v;) € I,

o que prova que a aplicacao linear e bijectiva de (ll)' em [, definida por
[+ c=(y;) ¢ um isomorfismo. m

Exemplo 2.11.7 O espaco dual de [P é19, com 1 < p < 400 e q é o conju-
gado de p, isto é, %—l— % =1.

Dem. Uma base de Schauder para [? é (ej), com e, = (dy;), como no
exemplo anterior. Entao, cada x € [P tem uma representagao inica

+o00o
T = Z &rek-
k=1

Considere-se f € (I?)’, onde (I?)" ¢ o espaco dual de [P. Como f é linear
e limitada,

+o00
fla) = ka%a Vi = [fex), (2.11.5)
k=1
Seja ¢ o conjugado de p e considere x,, = (5,(6”)) com
lyel?
W [ k<new#o
£ = (2.11.6)

0 , k>nou~y,=0.
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Substituindo em (2.11.5) obtemos

+
= Zfi(fn)% = Z Vel -
k=1 =1

Por ouro lado, usando (2.11.6) e (¢ — 1)p = ¢,

= I/l (Z Ivkl‘q‘””> = ||/l (Zw)
k=1 k=1

Combinando as duas expressoes,

(za) = Y Iyl < IS (Z m\q)
k=1 k=1

Dividindo pelo ultimo fator e usando 1 — 1/p = 1/¢, obtemos

n 1_% n %
(Z |7k|q> = (Z w) <A1
k=1 k=1

Como n é arbitrério, fazendo n — +o00, obtemos

(Z Ivqu> < [IFIF, (2.11.7)

Fa) < 11 el = 116) (Z )’

pelo que (7)€ 1%
Reciprocamente, para qualquer b = (3,) € 7 podemos obter um funcional
linear limitado correspondente g em [P. Na verdade, podemos definir g em [?

por
+oo

) = Z Exlr
k=1

com z = (§,) € [P. Entao g € linear, e a limitacao segue da desigualdade de
Holder. Portanto g € (IP)'.
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Finalmente provemos que a norma de f é a norma no espaco (9.

De (2.11.5) e da desigualdade de Holder temos
N 1
(Sh)
k=1

+oo +o00
Z&ﬂk < (Z |§k|p>
k=1 k=1
1
+o0 q
= (3
k=1
Portanto, tomando o supremo sobre todo x de norma 1 obtemos
400 é
11 < (Z w) - (2.11.8)
k=1

De (2.11.7) vemos que se verifica a igualdade, isto é,

+oo %
/1] = (Z w) ,

k=1

S =

[f(@)] =

o que pode ser escrito na forma || f|| = ||c[|,, onde ¢ =(v,)€ I7 e v, = f(e).
A aplicacdo (1)’ em 19 definido por f — c é linear, bijectivo, e de (2.11.8)
vemos que preserva a norma, de modo que é um isomorfismo. =
2.12 Exercicios
1. Descreva o espago gerado por M = {(1,1,1),(0,0,2)} em R3.

2. Que subconjuntos de R? constituem um subespaco de R3?

a) r=(§,8y,§3) com & =&y e {3 =0;

b) z = (&;,§5,§3) com &§; =&, + 1

C) SL’—(f 52753) COm£1>O,€2>O,€3>O.
)

d) $_(£ 52753 com§1—§2—|— §3=/€€R.

3. Mostre que {z1,...,2z,}, onde z;(t) = t/, ¢ um conjunto linearmente
independente no espaco Cla, b|.
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3. Para um intervalo fixo [a, b] C R, considere o conjunto X formado pelos
polinémios com coeficientes reais e de grau nao superior a um dado n,
e o polinomio = = 0 (para o qual o grau nao esta definido). Mostre que
X, com a adi¢ao e a mulplicagao usual por niimeros reais é um espaco
vectorial real de dimensao n + 1.
Encontre uma base para X.

4. Se 'Y e Z forem subespacos de um espago vectorial X, mostre que Y NZ
¢ um subespago de X, mas Y U Z pode, ou nao, sé-lo. Dar exemplos.

5. Mostre que o conjunto de todas as matrizes quadradas reais de ordem
2 forma um espago vectorial X .
Qual é o vetor nulo em X 7
Determine dim X. Encontre uma base para X. Dé exemplos de sube-
spacos de X.

6. Mostre que o produto cartesiano X = X; x X5 de dois espagos vectoriais
sobre o mesmo corpo, forma um espaco vectorial com as operagoes
algébricas definidas por

(x1,22) + (Y1, ¥2) = (1 + Y1, 22 + y2),
a(r,12) = (awy,ary).

7. Seja Y um subespago de um espaco vectorial X. O co-conjunto de
um elemento x € X em relagao a Y representa-se por x+Y e é definido
como o conjunto

r+Y ={v:v=zx+yyeY}

x+ ¥

/ / ¥
JII »

i &

i+

[

[

.‘
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e+ ¥V + 25+ -~fw+tx)+ T

S

Afw b W) = e 4 Y

//:”

\\ \

Mostre que para as operagoes definidas por

(w+Y)+(z+Y) = (w+z)+Y,
alz+Y) = ar+Y,

estes co-conjuntos constituem os elementos de um espaco vectorial.
Este espago ¢ designado como espago quociente de X por Y (ou mé-
dulo Y') e nota-se por X/Y.

A dimensédo de X /Y chama-se codimensao de Y e nota-se por codim Y,
isto é,

codimY = dim(X/Y).
8. Seja X =R3eY ={(§,0,0) : £, € R}. Encontre X/Y, X/X, X/{0}.

9. Mostre que a norma ||z|| de x ¢ a distancia de = a origem.
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Seja X = R? o espago vectorial de todos os pares ordenados = = (£;,&,).
Mostre que em X as seguintes relacoes definem normas:

lzllg = [&]+1&,] (norma da soma),
|zl = 4/ €2 + €2 (norma euclideana),
2]l = max{|¢],]|¢,]} (norma do maximo).

Existem vdrias normas de importancia pratica no espago vectorial R :

||1’||s = &+ &+ + 8] (2.12.1)
Iz, = (&I°F+ &P+ +]& )P (1 <p<+00)(2.12.2)
[zl = max{|&], ..., 5]} - (2.12.3)

Em cada caso, verifique se (N1) a (N4) sao verdadeiras.

S

Mostre que num espaco normado X, a adicao de vetores e a multipli-
cagao por escalares sao operagoes continuas em relagdo & norma. Ou
seja, as aplicacoes definidas por

(,y) — z+v,
(,z) — azx

sao continuas.

Prove que x,, — = e y, — y implica x,, + ¥, — * + vy, e que o,, — @ €
r, — x implica a,x, — « x.

Mostre que a aderéncia Y de um subespaco Y de um espaco normado
X ¢é ainda um subespaco vetorial.

Mostre que a convergéncia de
gl + g2l + sl + - -
pode nao implicar convergéncia de
it y2+ys+---.

Sugestao: Considere Y o subconjunto de todas as sucessoes com ape-
nas finitos termos diferentes de zeros e

yn:<77§‘)>7 ComU%)Zﬁeng):()sej%n.
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. Se (X1, [Ill;) e (Xa,|l-]l,) sdo espagos normados, prove que o espaco
vectorial produto X = X; x X5 é um espaco normado se definimos a
norma na forma

[(z1, 22) || = max {{Jz1[ly , [lz2l} -

Qual é o maior valor possivel para c em (2.5.1) se X = R?e x; = (1,0),
ry = (0,1)?7 Eem X = R? com z; = (1,0,0), x5 = (0,1,0), x3 =
(0,0,1)7

O Teorema 2.5.6 implica que |-||,, dada em (2.12.2), e ||-|, em
(2.12.3), s@o equivalente. Demonstre esta afirmacao.

Mostre que a norma da soma, em (2.12.1), e a norma |||, , em (2.12.2),
com p = 2, verificam

1
— < < .
llzlls < llzlly < llzlls

Se duas normas ||-||; e |||, num espago vectorial X sao equivalentes,
mostre que
|z, — z||; — 0 implica |z, — x|, — 0,

e vice-versa.
Mostre que R™ e C" nao sao compactos.
Se dim Y < oo mostre que, no Lema 2.6.4, pode até escolher-se 6 = 1.

Se X for um espago métrico compacto e M C X é fechado, mostre que
M é compacto.

Sejam X e Y dois espagos métricos com X compactoe T : X — Y
bijetiva e continua. Mostre que T é um homeomorfismo

Mostre que os operadores T}, T5, Ty, Ty de R? em R? definidos por

a) (§1,6) +— (£,0),
b) (§1,&) — (0,&),
) (§1,&) — (§2,61),
d) (£1,62) +— (¥61,72)

respectivamente, sao lineares e interprete esses operadores geometrica-
mente.
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Indique o dominio, o contradominio e espago nulo de 77,75, T5.
Qual é o espago nulo de Ty ?

Seja T': X — Y um operador linear. Mostre que a imagem de um
subespago V' de X é um espago vectorial, assim como a imagem inversa
de um subespaco W de Y.

Prove que se o produto (ou a composigao) de dois operadores lineares
existir, entao é linear.

Seja X um espago vectorial, S : X — X e T : X — X uns operado-
res. Diz-se que S e T' comutam se ST =TS, isto ¢, (ST)x = (T'S)x
para todo z € X.
T7 e T3 comutam?

Seja X o espacgo vectorial de todas as matrizes complexas 2 x 2 e defina
T:X — X por Tx = bx,onde b € X é fixo e bx representa o produto
usual de matrizes.

Mostre que T é linear. Em que condicao 7! existe?

Seja T' : X — Y um operador linear e dim X = dimY = n < oo.
Mostre que R(T) =Y se e somente se T~ existir .

Considere o espaco vectorial X de todas as fungoes de valor real que
sao definidas em R e possuem derivadas de todos as ordens em R.
Defina T': X — X por y(t) = Tz(t) = 2/(t). Mostre que R(T') = X,
mas 7! nao existe. Compare com o exercicio anterior 14 e comente.

Se T' # 0 é um operador linear limitado, mostre que para qualquer
xz € D(T) tal que ||z|| < 1 temos a desigualdade estrita ||Tz|| < ||7.

Mostre que o operador T : [*° — [*° definido por

f.
y=(n;) =Ta,n; = 7” x= (&), (2.12.4)
é linear e limitado.

Seja T' um operador linear limitado de um espago normado X para um
espago normado Y. Se houver um positivo b tal que

[Tzl = bl Ve X,



92

37.

38.

39.

40.

41.

42.

CAPITULO 2. ESPACOS NORMADOS. ESPACOS DE BANACH

mostre que 77! : Y — X existe e é limitado.

Mostre que o inverso T~ : R(T) — X de um operador linear delimi-
tado T': X — Y nao precisa ser limitado.
Sugestao: Utilize (2.12.4).

Seja T : C[0,1] — C'[0, 1] definido por

y(t) = /O t w(7)dr.

Determine R(T) e T~! : R(T) — C|0,1].
T—! & linear e limitado?

Em C]0, 1] defina S e T por

ve) = [ et e yls) = sas).

respectivamente. S e T permutam? Determine ||S||, ||T]|, ||ST]| e
I7S]I -

Mostre que os funcionais definidos em Cfa,b] por

b
f@) = [ aOn0dt . e Clab,
f(z) = az(a)+ Ba(b), a8 fixos,
sao lineares e limitados.
Determine a norma do funcional linear f definido em C[—1,1] por
0 1
f(z) = / x(t)dt — / x(t)dt
—1 0
Prove que

filz) = tem[%x(t),
= i t
fa(x) tren[;g]w( ),

definem funcionais em C|a, b]. Sao lineares? E limitados?
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Mostre que, duma sucessao qualquer dum X, podemos definir um fun-
cional f linear definindo f(z) = ¢, (n fixo), onde x = (§;). f é limitada
se X = [*7?

Se f ¢ um funcional linear limitado num espago normado complexo,
entdo f (conjugado de f) é limitado? E linear?

O ntcleo N (M) de um conjunto M C X é definido como sendo o
conjunto de todos x € X tal que f(x) = 0 para todos f € M. Mostre
que NV(M) é m espago vectorial.

Seja f # 0 um funcional linear qualquer num espaco vectorial X e xg
um lemento fixo de X — N(f), onde N(f) ¢ o nicleo de f. Mostre
que qualquer x € X tem uma representagao tnica x = axg + y, onde

y € N(f).

Determine o niicleo do operador 7' : R?® — R? representado por

1 3 2

-2 1 0|
Seja T : RS I RS definido por (51752753) — (517627_§1 - 52)
Determinar R(T'), N(T) e uma matriz que represente 7.
Encontre a base dual de {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} para R3.
Seja {f1, f2, f3} a base dual de {ey, €2, e3} para R3, onde e¢; = (1,1,1),
ea = (1,1,—-1), e3 = (1,—1,—1). Encontrar fi(z), fo(z), f3(x), onde
x = (1,0,0).

Se f é um funcional linear num espaco vectorial de dimensao n, qual é
a dimensao do nuicleo N(f)?

Encontre uma base para o nticleo do funcional f definido em R3, com
T = (51752753)7 para

a) f(r)=§& +& —¢&s,
b) f(.l’) - 04151 + 04252 + Oé3§3, Q1 ?é 0.
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. Seja X o espaco vetorial de todos os polinémios reais de uma varidvel
real e grau inferior a n, juntamente com o polinémio = = 0.
Seja f(x) = 2¥)(a), o valor da derivada de ordem k (k fixo) de x € X
num ponto fixo a € R. Mostre que f é um funcional linear em X.

Se x e y sao vectores diferentes dum espaco vectorial de dimensao finita
X, mostra que existe um funcional f em X tal que f(x) # f(y).

Seja Z um subespago préprio de um espaco vectorial X, e seja f um
funcional linear em Z. Mostre que f pode ser estendido linearmente a
X, ou seja, existe um funcional linear f em X, de modo que f|z = f.

Qual é o elemento zero do espago vetorial B(X,Y)? O inverso de
TeB(X,)Y)?

Se X for um espago normado e dim X = oo, mostre que o espaco dual
X’ nao é idéntico ao espaco dual algébrico X*.

Seja M # @& um subconjunto de um espaco normado X. O aniquilador
M*® de M é o conjunto de todos os funcionais lineares e limitados em
X que dao zero em todos os pontos de M.

Assim, M* & um subconjunto do espaco dual X’ de X. Mostre que M*
¢ um subespagco vetorial de X’ e ’e fechado.

O que sao X e {0}*7

Seja M = {(1,0,—1),(1,-1,0),(0,1,—1)} C R3. Determine uma base
para M®.



Capitulo 3

Espacos com produto interno.
Espacos de Hilbert

Num espaco normado, podemos adicionar vetores e multiplicd-los por es-
calares. Além disso, a norma sobre o espaco generaliza o conceito elementar
do comprimento de um vetor.
No entanto, o que ainda falta num espaco normado é algo andlogo ao
produto interno
a-b= a1b1 + (lgbg + Clgbg,

férmulas resultantes, tais como
|CL| =va-a,

e a condicao de ortogonalidade
a-b=0

que sao ferramentas importantes em muitas aplicacoes.

Dai a surge questao se o produto interno e a ortogonalidade podem ser
generalizados para espagos vectoriais arbitrdarios. Na verdade, isso pode ser
feito e leva a espagos providos de produto interno, e, no caso de serem com-
pletos, a espacos de Hilbert.

Historicamente, os espacos com produto interno sao mais antigos do que
os espacos normados gerais. A sua teoria é mais rica e conserva muitas carac-
terfsticas do espago euclidiano, tal como a ortogonalidade. Toda a teoria foi
iniciada pelo trabalho de D. Hilbert (1912) em equages integrais. A notagao
geométrica atualmente utilizada e a terminologia andloga & da geometria

95
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euclidiana e foi elaborada por . E. Schmidt (1908), que seguiu uma sugestao
de G. Kowalewski

Estes espacos tém sido, até agora, os espagos mais tteis e ricos em apli-
cagoes praticas da Andlise Funcional.

Alguns conceitos e notagoes importantes:

Um espago com produto interno X é um espago vectorial com um produto
interno definido (z, y), que generaliza o produto interno de vetores, e é usado
para definir outros conceitos:

(i) uma norma ||-|| dada por ||z|| = v/(z, x);

(ii) ortogonalidade definida por (x,y) = 0.

Um espacgo de Hilbert H é um espaco completo com produto interno.

A teoria do produto interno e dos espagos de Hilbert sao mais ricos que
os espacos normados em geral e que os espacos de Banach.

Eis algumas caracteristicas que os distinguem:

a) representagdo de H como uma soma direta de um subespago fechado e
do seu complemento ortogonal;

b) conjuntos e sucessbes ortonormais e correspondentes representagoes
de elementos de H;

c) representacao de Riesz de funcionais lineares limitados através de pro-
duto interno;

d) o operador adjunto T* de um operador linear e limitado.

3.1 Espaco com produto interno. Espaco de
Hilbert

Os espacos com produto interno deste capitulo sao definidos da seguinte
forma:

Definicao 3.1.1 Um espaco com produto interno é um espaco vectorial
X com um produto interno definido em X. Um espaco de Hilbert é um
espago completo com produto interno.
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Precisemos que um produto interno em X é uma aplicagao de X x X
para um campo escalar K de X. Isto é, para cada par de vetores x e y
associa-se um escalar escrito como

(,y)

e que é chamado produto interno de = e y, de modo que para todos os
vetores x, y, z e escalares a temos

Definicao 3.1.2
(PI1) (z+y,z2) = (z,2) + (y,2)

(PI2) (az,y) = a(zr,y)

{
(PI3) (z,y) = (y,2)
(PI4) (z,2) >0, (z,2) =0<= 2 =0.

Um produto interno em X define uma norma em X dada por

z]] = /{z,z) (> 0), (3.1.1)

e uma métrica em X dada por

d(z,y) = |lz -yl = V{z —y,z —y).

Desta forma, os espagos com produto interno sao espacos normados e
espagos de Hilbert sao espagos de Banach.

Em (PI3), a barra representa a conjugacao complexa. Consequentemente,
se X for um espaco vectorial real, temos simplesmente

(r,y) = (y,x) (simetria).
De (PI1) a (PI3) obtemos as férmulas

(v + By, 2) a(x,z)y+ [ {y,z), (linearidade)
(z,ay) = a(z,y),
(r,ay + Bz) = alz,y)+ B(x,2), (sesquilinearidade)

que sao muito utilizadas.
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Uma norma num espaco com produto interno satisfaz a igualdade do
paralelogramo

lz -+ yl® + Nl = ylI* = 2 (Il + ) - (3.1.2)

Este nome é sugerido pela geometria, como vemos na figura

<3

x (3.1.3)

se lembrarmos que a norma generaliza o conceito de comprimento de um
vector.

Saliente-se o facto de que, se uma norma nao satisfizer (3.1.3), entao nao
pode ser obtida a partir de um produto interno pelo uso de (3.1.1). Tais
normas existem, pelo que podemos dizer:

Nem todos os espagos normados sao espagos com produto in-
terno.

Antes de apresentar alguns exemplos, vamos definir o conceito de ortog-
onalidade:

Sabemos que se o produto interno de dois vectores em espacos tridimen-
sionais é zero, ss vectores sao ortogonais, ou seja, sao perpendiculares ou pelo
menos um deles é o vector nulo.

Definicao 3.1.3 Um elemento x de um espaco com produto interno X diz-se
ortogonal a um elemento y € X se

(z,y) =0,

e escreve-se r1ly.
De modo andlogo para subconjuntos A, B C X escrevemos x1 A se xla,
Vae A, e ALB sealb, Va e A, Vb e B.
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Exemplo 3.1.4 O espaco R® é um espago de Hilbert com produto interno
definido por
(T,y) =&+ + Eals (3.1.4)
com T = (53) =(§,-58,) ey = (77j) = (N5 s M )-
De facto, de (3.1.4) obtemos

lzll = V{w,2) = \ & + - + &,

e, a partir de aqui, a métrica euclidiana definida por

dw,y) = lle =yl = Vo = o =) = (€ = m) + -+ + (€4 — )"

Se n = 3, a férmula (3.1.4) d4 o produto interno usual e a ortogonalidade

(r,y) =2y =0,

estd de acordo com o conceito elementar de perpendicularidade.

Exemplo 3.1.5 No espaco L?|a,b], a norma dada por (2.3.3) pode ser obtida
a partir do produto interno definido por

b

(x,y) = /:U(t)y(t)dt. (3.1.5)

a

No Exemplo 2.3.9, as fungoes foram assumidas como de valor real, por
simplicidade. Removendo essa restricao podemos considerar fungoes de valor
complexo (mantendo ¢ € [a, b] real, como antes). Estas fungoes formam um
espago vectorial complexo, que se torna num espago com produto interno se

definimos
b

(2, y) = / (g @)t (3.1.6)
Note-se que a barra denota o conjugado complexo, e isso tem o efeito de
(PI3) ser verdadeira, ainda que (z, ) seja real.
Esta propriedade é novamente necessédria para obter a norma, que agora
é definida por
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porque a(t)z(f) = | (t)].

A completude do espago métrico correspondente a (3.1.5) é andloga ao
espago real L2[a,b], feita no Exemplo 2.3.9. Da mesma forma, a completude
do espago métrico correspondente a (3.1.6), que é o espago complexo L?[a, b],
¢ feito de modo semelhante, isto é L%[a,b] € um espago de Hilbert.

O espaco 12 é um espaco de Hilbert, com o produto interno definido por

+o00
(z,y) = ijﬁj-
j=1

A convergéncia desta série decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz e
do facto de que x,y € [?, por suposicao.
A norma é definida por

o]l = v/, ) =

A completude foi demonstrada no Exemplo 1.5.4.

Exemplo 3.1.6 O espaco [P com p # 2 ndo é um espago com produto in-
terno, e, portanto, nao é um espago de Hilbert.

Dem. A afirmacao supra significa que a norma de [P com p # 2, nao
pode ser obtida a partir de um produto interno. Provaremos isto mostrando
que a norma nao satisfaz a igualdade do paralelogramo.

De facto, consideremos z = (1,1,0,0,-.-) € I’ e y = (1,—-1,0,0,-.-) € PP
e calculemos

1
lzll = llyll = 27 e |z +yll = llz —yll = 2.

Agora vemos que (3.1.2) nao se verifica para p # 2.

[P & completo. Dai [P com p # 2 é um espaco de Banach mas nao é um
espacgo de Hilbert. m

O mesmo vale para o espago do préximo exemplo:

Exemplo 3.1.7 O espaco Cla,b] nao é um espago com produto interno e,
portanto, nao é um espago de Hilbert.
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Dem. Mostremos que a norma definida por

T|| = max |x(t
o] = max [o(0)
nao pode ser obtida a partir de um produto interno, uma vez que esta norma
nao satisfaz a igualdade do paralelogramo (3.1.2).
De facto, se tomarmos x(t) = 1 e y(t) = (t — a)/(b — a), temos que
Joll =1, flyll =1 e

t—a
t t) = 1
ot +y(t) = 14+
t—a

t)—ylt) = 1— .
2(t) - y(t) —
Portanto, [l +yl| = 2, | —yl| = L e
2 2 2 2
o+ gl + flz =yl =5 mas 2 (|l]> + yll*) = .

[ |

Vejamos o seguinte facto:

A um produto interno corresponde uma norma, que ¢ dada por (3.1.1).
Reciprocamente, pode-se "construir"um produto interno a partir da norma
correspondente. De facto, é facil de verificar que um espaco real com produto
interno verifica

1 2 2
(w.y) = 7 (le+ull” = llz = yI) (3.1.7)
e um espaco complexo com produto interno satisfaz
2 2
Re (z,5) = 1 (o +y|* = = — y|) (319
1 - 112 .2 I
tm (7, y) = § (lz + iyll* = = = iy]®)

designada como igualdade de polarizagao.

3.2 Mais propriedades de um espago com pro-
duto interno

Em primeiro lugar verifiquemos que (3.1.1) define uma norma:
(NI) e (N2) resultam de (IP4). Além disso, (N3) é obtida por (PI2) e
(PI3), pois

laz||* = (az, az) = a@ (z,2) = |af*||z]*.

Finalmente, (N4) resulta do lema:



102 CAPITULO 3. ESPACOS DE HILBERT

Lema 3.2.1 Um produto interno e a morma correspondente satisfaz a de-
sigualdade de Schwarz e a desigualdade triangular da sequinte forma:

a) temos a desigualdade de Schwarz :

[z o) < = lHlyll, (3.2.1)

em que a igualdade acontece se, e somente se, {z,y} for um conjunto
linearmente dependente;

b) a norma satisfaz a desigualdade triangular :
[z +yll < llzll + llyll, (3.2.2)

dando-se a igualdade se, e somente se, y = 0 ou x = cy (c real e nao
negativo).

Dem. a) Se y = 0, entao (3.2.1) ¢ vélido pois (x,0) = 0. Se y # 0, para
um escalar « arbitrdrio, temos

0 < Jlz—ayl’=(x—ay,z—ay)
= (z,r) —a(z,y) —al{y,z) —a{y,y)].

|~
>

Se escolhermos @ = <‘Z’z> , VEmos que a expressao entre os parénteses rectos

é zero. A desigualdade restante fica

{y, ) (2, y)|”

y,r
0< (z,2) — W (z,y) = H37H2 - W,

usando o facto de (y, z) = (z,y). Multiplicando por ||y||*, transferindo o ul-
timo termo para a esquerda e aplicando as raizes quadradas, obtemos (3.2.1).

A igualdade acontece se, e somente se, y = 0 ou 0 = ||z — oy, isto &, x
- ay = 0, de modo que =z — ay, o que mostra a dependéncia linear .

b) Note-se que
|z +ylI* = (& +y. 2 +y) = [l + (x.9) + (g.2) + [yl
Pela desigualdade de Schwarz,

(=, 9) = [y, 2)| < [zl [yl -
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Pela desigualdade triangular para nimeros reais, obtemos

2 2 2

Iz +ylI” < llzl]” + 2[{z, y)| + |yl
2 2 2
< ™+ 2 l=lHyll + [lylI” = =l + lyl)”

Aplicando raizes quadradas em ambos os lados, temos (3.2.2).
A igualdade sucede se, e somente se,

(@, y) + (y,2) = 2|l lyll

O lado esquerdo é 2Re (x,y), onde Re representa a parte real. A partir
daqui e de (3.2.1),

Re (z,y) = [lz[l [yl = [¢z, 9)] - (3.2.3)

Uma vez que a parte real de um nimero complexo nao pode exceder o
valor absoluto, temos a igualdade, o que implica dependéncia linear por a),
digamos, y = 0 ou z = cy.

Mostrédmos que ¢ > 0 é real. No caso da igualdade em (3.2.3), temos
Re (z,y) = [(z,y)|. Mas se a parte real de um nimero complexo é igual ao
valor absoluto, a parte imagindria deve ser zero. Por isso (x,y) = Re (z,y) >
0, por (3), e ¢ > 0 segue de

0< (z,y) = (cy, ) = cllyl*.

|

A desigualdade de Schwarz é bastante importante e serd usada repetidas
vezes.

A préxima propriedade dé-nos a continuidade do produto interno:

Lema 3.2.2 Se num espaco com produto interno, x, — x €y, — Yy, entao
(T, Yn) — (2, 9)-

Dem. Subtraindo e adicionando um termo, usando a desigualdade tri-
angular para nimeros e, por tltimo, a desigualdade de Schwarz, obtemos

(@n,yn) = @) = &, Yn) = (@, y) + (20, y) — (2, 9)]
< |y = )| + (20 — 2, 9)]
< lznllllyn =yl + llzn — 2| [yl — 0,
desde que y, —y — 0 e x, —x — 0 quando n — +oco. ®m
Como primeira aplicacao deste lema, vamos provar que todo o espago com

produto interno pode ser completado como um espaco de Hilbert tnico, a
menos de isomorfismos.
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Definigao 3.2.3 Um isomorfismo T' de um espago com produto interno
X num espago com produto interno X sobre o mesmo corpo é um operador
linear byetivo T : X — X que preserva o produto interno, isto é, para todos
r,y € X,

(T'z,Ty) = (2,y),

representando os produtos internos em X e X pelo mesmo simbolo, para
simplicidade. B B

Diz-se entao que X ¢é tsomorfico com X, e X e X sdao chamados espac¢os
com produtos internos isomorficos.

Observe que T' ¢ um isomorfismo se preserva toda a estrutura do espago
interno do produto. Diz-se também que T' ¢ uma isometria de X em X
porque as distancias em X e X sdo determinadas pelas normas definidas
pelos produtos internos em X e X.

O teorema sobre a completude de um espago com produto interno pode
ser indicado da seguinte forma:

Teorema 3.2.4 Para qualquer espaco com produto interno X existe um
espaco de Hilbert H e um isomorfismo A de X para um subespago denso
W C H. O espago H é tunico, a menos de um isomorfismo.

Dem. Pelo Teorema 2.4.2 existe um espago de Banach H e uma isometria
A de X para um subespaco W de H que é denso em H. Por continuidade
sob isometrias, somas e multiplicacao por escalares de elementos em X e W,
correspondem uns aos outros, de modo que A ¢é ainda um isomorfismo de X
em W, ambos considerados como espacos normados.

O Lema 3.2.2 mostra que podemos definir um produto interno em H por

~

n—-+00
usando a notacao do Teorema 2.4.2, isto é (x,,) e (y,) s@o representantes das
classes T € H e y € H, respectivamente. Aplicando (3.1.7) e (3.1.8), vemos
que A é um isomorfismo de X em W, ambos considerados como espagos com
produto interno.

O Teorema 2.4.2 também garante que H ¢ tinico, a menos de uma isome-
tria, ou seja, para duas completudes, H ¢ H de X, estao relacionadas por
uma isometria 7' : H — H.

Argumentando como no caso da aplicagao A, conclufmos que 7" tem de
ser um isomorfismo do espaco de Hilbert H para o espaco de Hilbert H. m
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Um subespaco Y de um espago de produto interno X define-se como
um subespago vectorial de X, tomado com o produto interno em X restrito
aYy xY.

Da mesma forma, um subespago Y de um espaco Hilbert H é definido
como sendo um subespaco de H, considerado como um espago de produto
interno.

Note-se que Y nao precisa de ser um espaco de Hilbert porque Y pode
nao ser completo.

De facto, dos Teoremas 2.4.1 e 2.5.2 resulta imediatamente temos as duas
primeiras assergoes do seguinte teorema:

Teorema 3.2.5 Considere-se Y um subespago de um espaco de Hilbert H.
Entao:

a) Y é completo se e somente se Y é fechado em H.
b) Se Y tem dimensdo finita entdo Y é completo.

c) Se H é separdvel entio Y é separdvel. De forma mais geral, cada subcon-
Jjunto de um espago com produto interno separdvel é separdvel.

3.3 Complementos ortogonais e somas direc-
tas

Num espaco métrico X, a distancia ¢ de um elemento x € X para um sub-
conjunto M C X, nao vazio, é definido como

d = infd(z,y), M+ o.
yeM

Num espaco normado, a defini¢ao fica

§=inf o7, M#w.
qnf flz =g, M#
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Uma questao importante é saber se existe y € M de tal modo que
5= o - g, (3.3.1)

isto é, se existe um ponto y € M que é o mais préximo do ponto dado z, e,
caso exista, se é unico.

A préxima figura ilustra que mesmo num espago muito simples, como o
plano euclidiano R?, pode nao se verificar (3.3.1), pode haver precisamente
um, ou mais que um y.

Assim, é de esperar que em outros espagos, em particular com dimen-
soes infinitas, esta situagao seja mais complicada. Isto acontece em espacos
normados em geral, mas, para os espacos de Hilbert, a situacao permanece
relativamente simples. Este facto é surpreendente e tem vérias consequéncias
quer em aspectos tedricos quer praticos, e € uma das principais razoes pelas
quais a teoria de espacos de Hilbert ¢ mais simples do que em espacos de
Banach gerais.

Para enunciar o resultado principal sobre este tema, precisamos de dois
conceitos:

O segmento que une dois elementos dados = e y de um espaco vectorial
X é definido como o conjunto de todos os z € X na forma

z=ar+(l—a)y, aeR, 0<a<l

Um subconjunto M de X é dito convexo se por cada z,y € M o segmento
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que une z e y estd contido em M.

Por exemplo, todo subespaco Y de X é convexo e a interseccao de con-
juntos convexos é um conjunto convexo.

Teorema 3.3.1 Seja X um espago com produto interno e M # & um sub-
conjunto convexo que é completo (na métrica induzida pelo produto interno).
Entao, para cada x € X, existe um unico y € M tal que

6 = inf ||z —y[| = [l —y]|. (3.3:2)
yeM

Dem. a) Existéncia. Pela definigdo de infimo, existe uma sucessao (y,,)
em M tal que

dp — 0, com I, = ||z — yn]| . (3.3.3)

Mostremos que (y,,) ¢ uma sucessao de Cauchy.
Escrevendo y,, — x = vy, temos ||v,|| =0, e

1
o + o :||yn+ym—2sc||=2H—<yn+ym>—x > 25,

2

1

porque M ¢é convexo, logo 5 (yn + ym) € M. Além disso, temos y, — ym =

Up — Upy-
Pela igualdade do paralelogramo,

2 2 2 2 2
[yn = Ymll” = llvn = vmll” = = v + vill” + 2 (lall” + [Im]%)
< (20" +2(02 +42),
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e (3.3.3) implica que (y,) ¢ uma sucessao de Cauchy. Como M ¢é completo,
(yn) converge, isto é, y, — y € M. Entao ||z —y|| > 0. Além disso, por
(3.3.3),

lz —yll <llz = ynll + [[yn — yll = 0n + lyn — yl| — 9,

0 que mostra que ||z — y|| = 0.

b) Unicidade: Considere-se y € M e yo € M tais que
lz—yll=0 e [lz—wl =20

e provemos que y = yo.
Pela igualdade do paralelogramo,

ly—wol® = Ity =) — (o — )|
2 2 2
= 2y — 2>+ llgo — 2l — Iy —2) + (o — )]
1 2
= 27428 =2 | (y ) — o

A direita, % (y +yo) € M, pelo que

> 9.

1
Hﬁ(?ﬁﬂh)‘x

Isto implica que o lado direito é menor ou igual a 26% + 26 — 46® = 0. Por
isso, temos a desigualdade ||y — 30|l < 0, donde y = yo. m

Passando de conjuntos convexos arbitrdrios para subespagos, obtemos um
lema que generaliza a idéia familiar da geometria elementar de que o tinico
ponto y num subespaco dado Y mais préximo de x é encontrado fazendo
uma projeccao na perpendicular de x para Y.

Lema 3.3.2 No Teorema 3.3.1, considere-se M um subespaco completo Y e
x € X fixos. Entdo z =x —y é ortogonal a Y .

Dem. Suponhamos, por contradicao, que z 1 Y é falso.
Entao, existe y; € Y tal que

(2,91) = B #0. (3.3.4)
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Obviamente que 3, # 0, pois de outra forma (z,y;) = 0. Além disso, para
qualquer escalar «,

|z = ol = (z—ay,z—ay)
(z,2) —a(z,m) :04(@/172) —a(y,y))
= (z,2)—af —« (ﬁ—a<y1,y1>) )

Se escolhermos

o = B
<yla y1>
a expressao entre paréntesis € zero.
De (3.3.2) temos ||z|| = ||x — y|| = ¢, de modo que a equagao agora ficard
B _
Iz = ag || = |2l — - < 6™
(y1,91)

Mas isso é impossivel porque temos
Z—oayr =T —Y, comyz=y+ay €Y,

pelo que ||z — ay1]| > ¢ pela definicao de §. Portanto, (3.3.4) ndo se pode
verificar e o lema fica provado. m

De seguida iremos representar o espaco de Hilbert como uma soma di-
recta, o que faz uso da ortogonalidade.

Comecemos por introduzir o conceito de uma soma directa.

Definicao 3.3.3 Um espaco vectorial X diz-se uma soma directa de dois
subespacos Y e Z de X, e representa-se por

X=Y®Z
se cada x € X tiver uma representacao unica na forma
r=y+z, com yeyY, ze€Z

Entao, Z é o complemento algébrico de' Y em X e vice-versa.

Por exemplo, Y = R ¢ um subespaco do plano euclidiano R2. E 6bvio
que Y tem infinitos complementos algébricos em R?, sendo cada um deles a
recta real.
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Da mesma forma, no caso de um espaco de Hilbert H, a principal van-
tagem baseia-se nas representacoes de H como uma soma directa de um
subespago fechado Y e seu complemento ortogonal

Yit={scH:21Y},
que ¢é o conjunto de todos os vectores ortogonais a Y.

Teorema 3.3.4 Seja Y um subespago fechado de um espago de Hilbert H.
Entao
H=Y®&Z, com Z=Y"* (3.3.5)

Dem. Como H é completo e Y é fechado, Y é completo pelo Teorema
1.4.8. Como Y é convexo, o Teorema 3.3.1 e o Lema 3.3.2 implicam que,
para cada x € H, existe y € Y tal que

r=y+z comz€Z=Y" (3.3.6)
Para provar a unicidade, assuma-se que
rT=Yy+z=y+ 2,

comy,y1 €Y ez 2 €Z. Entaoy —y; = 2 — 21.

Comoy—y, €Yez—2€Z=Y" vemosquey—y, € YNYL = {0}
Ora isto implica que y = y;. Da mesma forma se prova que z = z;. ®

Em (3.3.6), a y chama-se a projecgao ortogonal de = em Y, ou, so-
mente, a projeccao de x em Y.

Este termo é motivado por razoes geométricas. Por exemplo, podemos
considerar H = R? e projectar qualquer ponto z = (£, &,) no eixo de &, que
entdo desempenha o papel de Y. A projeccao é y = (£4,0).

A equagao (3.3.6) define uma aplicagao

P: H — Y

r +— y=Px,

que se designa por projecgao (ortogonal) (ou operador de projecgao)
de H em Y. Obviamente que P é um operador linear e limitado. P aplica

H em Y,
Y em si proprio,
Z =YY" em {0},
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e é idempotente, isto é,

pois, para cada x € H,

Portanto, Ply é o operador identidade em Y. E para Z = Y=+ ?

Definicao 3.3.5 O complemento ortogonal Y+ de um subespaco fechado Y
de um espago Hilbert H é o espago nulo, N'(P) da projec¢io ortogonal P de
HemY.

Um complemento ortogonal é um aniquilador especial, onde, por
definicdo, o aniquilador M+ de um conjunto M # @ num espaco de produto
interno X é o conjunto

M*={reX:zlM}.

Assim, z € M+ se, e somente se, (x,v) = 0 para todos v € M. Isso explica
0 nome.

Note-se que M~ é um espaco vectorial pois, para x,y € M+ implica para
todo v € M e todos os escalares «,

(ax + Py, vy = a{x,v) + f{y,v) =0,

pelo que ax + By € M*.
M+ é fechado.
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(M+)* escreve-se M+1. Em geral, temos
M C M+ (3.3.7)

porque
reEM=—z |l M"— e M.

Para subespacos fechados, temos até que:
Lema 3.3.6 SeY é um subespago fechado de um espaco de Hilbert H, entao
Yy =Y+ (3.3.8)

Dem. Por (3.3.7), Y C Y14, Mostremos entao que Y 2O Y++.

Considere-se € Y. Entao por (3.3.3),z =y + 2z, comy €Y C Y+
por (3.3.7). Como Y11 & um espago vectorial e z € Y1+, por hipétese,
também temos z = r —y € Y+ e, portanto, z L Y+, Mas, por (3.3.3),
z € Y+, Entdo z L z, portanto, z = 0, pelo que = 7, Isto ¢, x € Y. Desde
x € Y1+, foi considerado arbitrdrio, isso prova que Y D Y1+, m

O resultado dado por (3.3.8) é o principal motivo para o uso de subespacos
fechados no contexto atual.

Como Z+ =Y+t =Y, a férmula (3.3.5) também pode ser escrita

H=Z&Z"
Por outro lado x —— z define uma projeccao
P, :H—Z

de H em Z, cujas propriedades sao bastante semelhantes as da projeccao P
considerada antes.

Nos espacos de Hilbert poe fazer-se uma caracterizagao de conjuntos cuja
extensao ¢ densa:

Lema 3.3.7 Para qualquer subconjunto M # & de um espago de Hilbert
H, o conjunto gerado por M (span de M) é denso em H se e somente se
M+ ={0}.

Dem. a) Seja z € M~ e suponha que V = span M & denso em H. Entao
reV =~H.
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Pelo Teorema 1.4.7 existe uma sucessao (x,) em V tal que z,, — =z.
Como x € M+ e M+ L V, temos que (x,,z) = 0.

A continuidade do produto interno (Lema 3.2.2) implica que (x,,z) —
(z,x). Entdo, (z,z) = ||z|> = 0, de modo que z = 0. Como z € M’ é
arbitrario, isso mostra que M+ = {0}.

b) Por outro lado, suponha que M+ = {0}.
Sex L V,entdaox 1. M, demodoquex € M+ ex = 0. Assim, VL_: {0}.

Observando que V é um subespaco de H, obtemos V =H comY =V. =

3.4 Conjuntos e sucessoes ortonormais

A ortogonalidade entre elementos desempenha um papel fundamental no pro-
duto interno e em espagos de Hilbert. Uma primeira ideia deste facto foi dado
na seccao anterior. De particular interesse sao conjuntos cujos elementos sao
ortogonais dois a dois. Por exemplo, no espaco euclidiano R?, um conjunto
deste tipo é o conjunto dos trés vetores unitarios nas direcoes positivas dos
eixos de um sistema de coordenadas rectangulares. Chamemos a estes ve-
tores eq, eq, e3. Estes vectores formam uma base para R, de modo que cada
r € R? tem uma tnica representacao

T = €1 + (aeg + (vzes.

Agora, vemos uma grande vantagem da ortogonalidade. Dado x, podemos
determinar facilmente os coeficientes desconhecidos «q, s, a3, aplicando o
produto interno. De facto, para obter «y, devemos multiplicar esta represen-
tagao de x por ey, isto é,

(x,e1) = aq (€1, e1) + as (ea, e2) + as (e3, e3) = ay,

e assim por diante.
Em espacos com produto interno mais gerais, existem outras possibili-
dades para o uso de conjuntos ortogonais e ortonormais e sucessoes.
Comecemos por introduzir os conceitos necessarios.

Definicao 3.4.1 Um conjunto ortogonal M num espago de produto in-
terno X é um subconjunto de M C X cujos elementos formam um par
ortogonal.
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Um conjunto ortonormal M C X é um conjunto ortogonal em X cujos
elementos tém norma 1, isto é, para todos os x,y € M,

<x,y>:{(1J . TFY

, T=y.

Se um conjunto ortogonal ou ortonormal M é contdvel, podemos organizs-
lo em uma sucessao (z,) e designé-la por sucessao ortogonal ou ortonor-
mal, respectivamente.

Mais geralmente, um conjunto indexado, ou familia, (z,), a € I, diz-
se ortogonal se z, L x3, para todos a,3 € I, a # 3. A familia diz-se
ortonormal se for ortogonal e todos os z, tém norma 1, isto é, para todos
a, €I, temos

0, a#p
<$o¢7$ﬁ>:5aﬁz{ 1 s a:ﬂ.

Vamos agora considerar algumas propriedades e exemplos de conjuntos
ortogonais e ortonormais.

Para os elementos ortogonais z, y temos (z,y) = 0, de modo que se obtém
a relagao pitagorica

2 2 2
lz+ylI” = ll=[” + llylI” (3.4.1)

x ty

YA !
\ }
s |1yl
|
|
|

®Y

Il
Mais geralmente, se {z1, ..., z,} € um conjunto ortogonal, entao
o+ 4 zal® = o)+ -+ [zl

Na verdade, (z;, ) = 0 se j # k, e, consequentemente,

n
>
j=1

Por outro lado:

n

— <Zx]2%> =3 Awjm) =) (w1 = Z [l

j=1 k=1 j=1
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Lema 3.4.2 Um conjunto ortonormal é linearmente independente.
Dem. Seja {ey,...,e,} ortonormal e considere a equagao
arer + -+ ape, = 0.
A multiplicacao por um e; fixo d4

n n
<Z axer, 6j> =D ailen ) = aj{ej e5) = a; =0,
k=1

k=1
0 que prova a independéncia linear de qualquer conjunto finito ortonormal.
O mesmo processo pode ser aplicado a um conjunto ortonormal infinito. m

Exemplo 3.4.3 No espago R3, os trés vectores unitdrios (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1) na direc¢ao dos trés eizos de um sistema de coordenadas rectangulares
forma um conjunto ortonormal.

)

Exemplo 3.4.4 No espago >, uma sucessio e, = (0,j) em que possui o
n-ésimo elemento 1 e todos os outros zero.

Exemplo 3.4.5 Seja X o espago com produto interno de todas as fungoes
continuas de valor real em [0, 27| com o produto interno definido por

2

(2, y) = / ()t (3.4.2)

0
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Exemplo 3.4.6 Uma sucessao ortogonal em X é
up(t) = cosnt, n=0,1,-
Outra sucessao ortogonal em X é
v, (t) = sen nt, n=1,2,--.

De facto, or integragao obtemos

2 0 , m#n
(um,un):/cosmt cosnt dt = ™ , m=n=12,.
0 2 s m=n= O’
e, analogamente, (v, ).
Portanto uma sucessao ortonormal é (e,), com
1 t t
olt) = ——, e(t) = ) S g

Vor Cuall VA
De (v,,) obtemos a sucessao ortonormal (€,), onde

- n(t t
en_v()_senn n=1,2,

IV

Note-se que até temos u,, L v, para todos os m e n. (Verifique)

Estas sucessoes aparecem nas séries de Fourier, como veremos na proxima
Seccao.

Uma grande vantagem das sucessoes ortonormais em relagao a sucessoes
arbitrarias linearmente independentes sao as seguintes:

Se soubermos que um elemento x dado, pode ser representado por uma
combinagao linear de alguns elementos de uma sucessao ortonormal, entao a
ortonormalidade torna a determinacgao dos coeficientes muito fécil.

Na verdade, se (eg, es, ...) € uma sucessao ortonormal num espago de pro-
duto interno X, temos para = € span{e;....,e,}, com n fixo, entdo pela
definicao de conjunto gerador,

r = Z k- (3.4.3)
k=1
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Aplicando o produto interno por um e; fixo, obtemos

n
(z,e;) < E ozkek,e]> = g ay (ex, €5) = ay.
k=1

Com esses coeficientes, (3.4.3) fica

n

r = Z (x,er) ek, (3.4.4)

k=1

o que mostra um processo para a determinacao dos coeficientes desconhecidos
m (3.4.3).

Outra vantagem da ortonormalidade resulta de, em (3.4.3) e (3.4.4) adi-
cionarmos outro termo a,,y1€,.1. Neste caso precisamos de calcular apenas
mais um coeficiente, uma vez que os outro coeficientes permanecem inalter-
ados.

De forma mais geral, se considerarmos qualquer z € X, nao necessaria-
mente em Y,, = span{ey, ..., €, }, podemos definir y € Y;,, escrevendo

n

y=> (e ex,

k=1
com n fixo, como antes, e depois considerar z tal que
rT=y+z,

isto é, z = x — y. Queremos, agora, provar que z L y.
Como todo o y € Y,, ¢ uma combinacao linear da forma

n
y= Z Q€
k=1

e ay = (y, er) , pelos célculos anteriores, vamos escolher um oy, = (x, ex),k =
1,...,n, de modo a obter um y tal que z =z —y L .
Primeiro observemos que, pela ortonormalidade,

lyll? = <Z(:c,ek>ek,z T, ep) > Z| z,er)|”, (3.4.5)

k=1
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pelo que z 1 y, pois

(z) = |

8

—y,y) = (v,y) — (¥, )
x, <x7€k> ek‘> - ||yH2

k

I
—

n

= (x,ep) (x,ex) — Z |<x,ek>|2 —0

1

i

Por (3.4.1),
2 2 2
™ = Nwll™ + 1207,

e, por (3.4.5), segue-se que

n
2 2 2 2 2
1201 = llell = llyll* = llell* = > 1w, en) .
k=1

Como ||z|| > 0, temos para cadan = 1,2, ...

n
> Kz < )
k=1

Estas somas tém termos nao negativos, pelo que formam uma sucessao
monoétona crescente, que converge porque ¢é limitada por ||z||”.

Por outro lado, esta é a sucessao das somas parciais de uma série infinita,
que é, entao, convergente.

Acabdamos de provar a desigualdade de Bessel:

Teorema 3.4.7 Considere-se (ey,) uma sucessao ortonormal num espago com
produto interno X. Entao, para cada x € X,

400
> a,e)” < ||zl*  (Desigualdade de Bessel) (3.4.6)
k=1

Os produtos internos (z, e;) em (3.4.6) sdo chamados os coeficientes de
Fourier de x em relagao a sucessao ortonormal (ey).

Note-se que se X tiver dimensao finita, entao todo o conjunto ortonormal
em X tem de ser finito porque saolinearmente independentes. Por isso, em
(3.4.6) temos uma soma finita.
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Vimos que as sequéncias ortonormais sao muito convenientes por facil-
itarem o cédlculo dos coeficientes.

O problema prético que se coloca é como obter uma sucessao ortonormal
a partir de uma sucessao arbitraria linearmente independente ?

Um processo construtivo baseia-se no método de Gram-Schmidt, (apresentado
por E. Schmidt (1907) e J. P. Gram (1883)) para ortonormalizar uma sucessao
linearmente independente (z;) num espaco com produto interno. A sucessao
ortonormal resultante (e;) é tal que, para cada n,

span{ey,...,en} = span{xy, ..., x,} .

O processo é o seguinte:

1° passo. O primeiro elemento de (e) é
I

[ESU N

2° passo. O elemento x5 pode ser escrito na forma

€1 =

To = <ZE2, 61) €1 + va.
Note-se que
Vg = T2 — <$2,€1> €1

nao é o vector nulo, pois que (x;) é linearmente independente. Por outro
lado vy L ey, pois (v, e1) = 0, pelo podemos considerar
V2
€y = ——.
[[va]]

3° passo. O vector
v3 = T3 — (13,€1) €1 — (T3,€2) €2

nao é o vector nulo, v3 L e; e v3 L ey, pelo que consideramos

U3
€3 =
[[s]|
n-ésimo passo. O vector
n—1
Un = Tn — > (n, €x) €x
k=1

nao é o vector nulo e é ortogonal a ey, ...,e,_1. Entao
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3.5 Séries relacionadas com sucessoes e con-
juntos ortonormais

Existem alguns factos e questoes relacionados com a desigualdade de Bessel
Em primeiro lugar justifiquemos a razao da designacao "coeficientes de
Fourier"com algumas definigoes.
Uma série trigonométrica é uma série da forma

ap + f (ay, cos (kt) + by, sen (kt)) . (3.5.1)

k=1

Uma fungao z(t) diz-se periédica no dominio D, se existir um nimero
positivo P tal que
z(t+ P)=xz(t), Vte D.

O nimero P designa-se por periodo de z(t).

Seja 27 o periodo de x(t), uma fungao continua.

A Série de Fourier de z(t) é a série trigonométrica (3.5.1) com coefi-
cientes ay e b, dados pelas férmulas de Euler

21
1
aw = o x(t)dt,
0
2
1
ap = —/:L‘(t)cos(kt)dt, k=1,2,3,..., (3.5.2)
T

0
1 2T
by = —/x(t) sen(kt)dt, k—1,2.3, ..
Vs
0

Estes coeficientes sao chamados coeficientes de Fourier de z.
Se a série de Fourier de = converge para cada t e tem a soma x(t), entao

€SCrevemaos
—+00

(t) = ao+ Y _ (ar cos (kt) + by sen (kt)). (3.5.3)
k=1
Como = é uma funcao periédica do perfodo 27, podemos substituir o
intervalo de integracao [0,27] em (3.5.2), por qualquer outro intervalo de
comprimento 27, por exemplo [—m, ].
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As séries de Fourier surgiram pela primeira vez relacionadas com proble-
mas fisicos considerados por D. Bernoulli (corda vibrante, 1753) e J. Fourier
(condugao do calor, 1822).

Estas séries ajudam a representar fenémenos periédicos complicados através
de fungoes periddicas simples (coseno e seno), continuas ou nao, com dominio
R ou estendidas a R.

Exercicio 3.5.1 (Onda rectangular)

a) Determinar a série de Fourier correspondente & fungdao

:z:(t):{ N | _07T<<tt<<7ro L a>0, f(t+2r)=f().

b) Utilize a série da alinea anterior para encontrar a soma da série

+f(—m"_l L1
2n+1 ~ 3 5 7

n=0

Resolugao:
a) Por (3.5.2) conclui-se que ag = 0 e tem-se

™

0
1
ag = — /—acos(kt)dt+/acos(kt)dt
7r
L— 7T 0

1 l_asen(k’t)]o +{asen((k:t))r>:0'

k

De modo anélogo,

[ 0 T
1
by = — /—asen(kt)dt—l—/asen(kt)dt
T
|- 0

] o] )

[1 — cos (—km) — cos (kr) + 1] = 2—i [1 — cos (km)].

7o -
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Como

—1 , se k fmpar
cos (k) = { 1 se k par

entao
2 , se k fmpar

L = cos (km) = { 0 se k par.

Assim, os coeficientes de Fourier b,, da funcao dada serao

4 4
blz_a7 bQZOa b3:_aa b4:07'“7
s 3m

pelo que a série de Fourier de z(t) é

4 1 1
?a (sent + g5en (3t) + sen (5t) + > :

b) Admitindo que a série é convergente, tem-se

4 1 1
x(t) = - (sent + g5en (3t) + —sen (5t) + )

T )
e
<7T> 4o 1 1+1 1+
rl=)=a=—|[|1—=+-——
2 s 3 5 7 ’
pelo que
+0c0 n
-1 1 1 1
- _,_ 1,1 1,  _
~2n+1 3 5 7 4

Este resultado espectacular, que foi obtido por Leibniz em 1673 utilizando
argumentos geométricos, ilustra como a soma de algumas séries numéricas
pode ser obtida através do cdlculo de séries de Fourier, calculadas em pontos
especificos.

Podemos perguntar como estas séries de Fourier se enquadram no nosso
estudo.

Consideremos as fungoes coseno e seno em (3.5.3) como sucessoes (uy) e
(vx) no Exemplo 3.4.5, isto &,

ug(t) = coskt, wg(t) = senkt.
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Portanto, podemos escrever (3.5.3) na forma

x(t) = aguo(t +Z arug(t) + bpvg(t)) . (3.5.4)

Multiplicando (3.5.4) por um u; fixo e integrando em ¢ de 0 a 27, obtem-
se o produto interno por u;, conforme definido em (3.4.2). Assumindo a
integrabilidade e usando a ortogonalidade de (u;) e (vy), bem como o facto
de que u; L v;, para todos j, k, obtemos

+oo
(w,u;) = ao (o, us) + > (ak (ur, ug) + by (v, u;))
k=1
= a; (uj, uy)
) 12 271'@0 ) j =0
a; ||| = { ra; , j=1,2,...

Da mesma forma, multiplicando (3.5.4) por v; e procedendo de modo
andlogo, chegamos a

2 .
(x,v;) = b;||v;||” =7b;, j=1,2,...

Determinados &] e b; e usando as sucessoes ortonormais (e;) e (€;), com

€ = Tl © & = Ty obtemos
1 1
a, = ——- <x u) — <x €->
ST Tl T el Y
1 1
b, = —(z,v;) = — (x,€,)
T P T Tl 9

que ¢ andlogo a (3.5.2).
Isto mostra que, em (3.5.4),
1

[

apug(t) = (x, ep) ug(t) = (z, ex) ex(t)

e, similarmente para byvg(t). Por isso, podemos escrever a série de Fourier
(3.5.3) na forma

+00

(t) = (z,e0) €0+ Y ((x,ex) ex(t) + (2, ) &(t)) .
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Este exemplo sobre séries levanta a questao de saber como podemos es-
tender a outras sucessoes ortonormais e o que podemos dizer sobre a con-
vergéncia das séries correspondentes.

Dada qualquer sucessao ortonormal (e) num espago Hilbert H, podemos
considerar séries da forma

+oo
Z agfr, (355)
k=1

com «, Qa,... escalares. Uma série deste tipo converge e tem soma s se
houver um s € H tal que a sucessao (s,,) das somas parciais

Sp = @1€1 + * + Aplyp
converge para s, isto é, ||s, — s|| — 0 quando n — +o0.

Teorema 3.5.2 Seja (e) uma sucessao ortonormal num espago de Hilbert
H. Entao:

a) a série (3.5.5) converge (na norma de H) se e somente se a série sequinte
converge:

oo
> lal?; (3.5.6)
k=1

b) se (3.5.5) converge, entdo os coeficientes ay, sao os coeficientes de Fourier
(x,ex), onde x representa a soma de (3.5.5). Portanto, neste caso,
(8.5.5) pode ser escrita

+oo
= (rex)ex;
k=1
c) Parax € H, a série (3.5.5) com a,, = (x,e) converge (na norma de H ).
Dem. a) Considerem-se
2 2
Sp=aje; + - Fape, € o, =ar]"+ -+ |ay|”.

Entao, pela ortonormalidade, para quaisquer m e n > m,

lsn =sl® = llamsrem + - + aneq|”

‘am+1’2 oot ’an’2 =0n = 0Om.
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Portanto (s,) é uma sucessao de Cauchy em H se e somente se (0,) é
uma sucessao de Cauchy em R.
Como H e R sao completos, prova-se a primeira parte do teorema.
b) Calculando o produto interno de s,, e €; e usando a ortonormalidade,
temos
(Sn,€;) =aj, paraj=1,...k k <n fixo.

Por hipétese, s, — s. Como o produto interno é continuo,
aj = (Sp, €5) — (x,¢€;), para j <k.

Considerando k (< n) suficientemente grande, porque n — +00, entao
temos a; = (z,e;) para cada j = 1,2, ...

c) Pela desigualdade de Bessel (Teorema 3.4.7) temos que a série

+o0
> el
k=1

converge. Entdo, por a), concluimos que c) é verdade. m

Note-se que, se uma familia ortonormal (e;), k& € I, num espago com
produto interno X é nao numerdvel (isto acontece se o conjunto de indices [
¢ ndo numerdvel), podemos ainda construir os coeficientes de Fourier (x, e)
deum x € X, com k € [.

Lema 3.5.3 Qualquer x num espaco de produto interno X pode ter, no mdx-
imo, uma quantidade numerdvel de coeficientes de Fourier (x,er) nao nulos,
em relagdo a uma familia ortonormal (ey), k € I, em X.

Dem. Seja (w,,) um rearranjo de (e,).

Por definigao, isto significa que existe uma aplicagao bijectiva n —— m(n)
de N sobre si préprio, de modo que os termos correspondentes das duas
sucessoes sejam iguais, isto €, wy,,) = e,. Definimos

ap = <£U,€n>, ﬂm: <x7wm>

“+oo

“+o00
T = E An€n, Ty = § ﬂmwn’r
m=1

n=1
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Entao, pelo Teorema 3.5.2, b),
ap = <$,€n> = <$1,€n> ) ﬁm = (x,wm> = <$2vwm> .
Como e, = Wy,(n), obtemos

(21— T2€0) = (@1, €n) — (T2, Winn))

- <x7€n> - <x7wm(n)> =0

e, de forma semelhante, (z1 — 2, w,,) = 0. Isto implica que

+o00o +o0
lzr = z2]|* = <x1 =32, ) anen = ) Bmwm>
n=1 m=1
400 +oo
= ZEH (11 — 2, €5) — Z By (1 — T2, W) = 0.
n=1 m=1

Consequentemente, ;7 — 3 = 0 e 1 = z5. Como o rearranjo (w,,) de
(e,) foi arbitrario, a demonstragao fica concluida. m

3.6 Representacao de funcionais em espacos
de Hilbert

Na prética é importante conhecer o "aspecto"dos funcionais lineares limi-
tados em vérios espagos. Em espacos gerais de Banach este assunto nao é
trivial, no entanto, em espacos de Hilbert a situagao é surpreendentemente
simples, devido ao Teorema de Riesz:

Teorema 3.6.1 Um funcional linear limitado f num espago de Hilbert H
pode ser representado por um produto interno, nomeadamente,

f(ZL‘) = <£L‘, Z) ) (361)

onde z, depende de f, é univocamente determinado por f e tem norma

Izl =111 (3.6.2)
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Dem. A prova faz-se em trés passos:

a) f tem uma representagdo como em (3.6.1);

b) z em (3.6.1) ¢ unico,

c) a igualdade (3.6.2) é verdadeira.

Em detalhe:

a) Se f =0, entdo (3.6.1) e (3.6.2) verificam-se considerando z = 0.

Seja entao f # 0.

Que propriedades deve ter z para existir uma representagao (3.6.1) 7.

Em primeiro lugar, z # 0, caso contrério, f = 0.

Além disso, (z,z) = 0 para todo o x para o qual f(x) = 0, ou seja, para
todo x € N(f). Portanto z L N(f). Isso sugere que podemos considerar
N (f) e o seu complemento ortogonal N'(f)=*.

Pelo Teorema 2.7.9, N'(f) ¢ um espago vectorial e ¢ fechado, pelo Corolério
2.8.10. Além disso, f # 0 implica que N (f) # H, pelo que N(f)* # {0},
pelo Teorema 3.3.4. Portanto N (f)* contém um zy # 0.

Defina-se

v = f(z)z — f(20)x,
com x € H arbitrdrio. Aplicando f, obtemos
f )= f(@)f (20) = f(20)f (),
o que mostra que v € N(f). Como zy L N(f), temos
0 = (v,20) = (f(¥)20 — f(20), 20)
= f(z) (20, 20) — f(20) (2, 20) -

Observando que (zg, z0) = ||20|” # 0, podemos calcular f(z):

f(zo)

(20, 20)

f(z) = (x, z0) -

Isto pode ser escrito na forma de (3.6.1), com

_ )

(20, 20)

(x, 20) -

Como = € H ¢ arbitrario, (3.6.1) fica provado.

b) Para provar que z em (3.6.1) € tinico, consideremos, para z € H,

f(x) = (2, 21) = (%, 22)
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Entéo (z,2; — 29) = 0 para todo o x. Escolhendo, em particular, z =
z1 — 29, obtemos

(T, 21 — 22) = (21 — 22,21 — 29) = |21 — Z2H2 = 0.

Assim, z; — 2o = 0, de modo que z; = z5, pelo que temos a unicidade.

c) Se f =0, entdo z = 0 e (3.6.2) é verdadeira.
Para f # 0, temos z # 0. Fazendo z = z em (3.6.1) e com (2.9.2) obtemos

I21* = (2. 2) = f(2) < ||l |-

Dividindo por ||z|| # 0 tem-se produz ||z|| < ||f||. Resta agora mostrar

que [[f] < lz[]-
Por (3.6.1) e pela desigualdade de Schwarz vemos que

|f (@) = [z, 2)| < [zl =,
o que implica

I} = sup [(z,2)] < lz]|.
Jall=1

[ ]
A idéia para provar a unicidade na parte b) sugere o seguinte resultado:

Lema 3.6.2 Se (v, w) = (vg,w) para qualquer w num espago de produto
mterno X, entao v, = vs.
Em particular, (vi,w) =0 para qualquer w € X implica v, = 0.

Dem. Por hipétese, para qualquer w,
(v1 — Vg, w) = (v, w) — (vg,w) = 0.
Para w = v; — vy, temos ||v; — U2H2 = 0 e, portanto, v; = vs.
Em particular, (v, w) = 0 com w = vy, dd ||Jv]*> = 0, de modo que
V1 = 0. m
3.7 Exercicios
1. Se x 1y num espaco de produto interno X, mostre que

Iz +y|” = ||=]|* + ||ly||> (Teorema de Pitagoras).



3.7.

EXERCICIOS 129

. Se X no exercicio anterior é real, mostre que, inversamente, a relagao

dada implica que z_Ly.
Justifique que isso pode nao ser verdadeiro se X for complexo. Dé
exemplos.

. Se um espaco de produto interno X for real, mostre que a condicao

||l = lly|l implica (z + y,z — y) = 0.
Qual o significado geométrico desta relacao se X = R2?

. Verifique por célculo directo que, para quaisquer elementos de um es-

paco com produto interno se tem

2

1
Z—§($+y)

1
2 2 2
Iz = 2[I” + llz = yl" = 5 llz — ylI" + 2

(Igualdade de Apolénio).
Mostre que esta identidade também pode ser obtida a partir da igual-
dade doparalelogramo.

. Se num espago de produto interno, (x,u) = (z,v) para todo o x, mostre

que u = v.

. Sejam z; e 2o dois niimeros complexos. Mostre que

(21,22) = 2122

define um produto interno, que produz a métrica usual no plano com-
plexo. Em que condicao temos ortogonalidade?

. Seja X o espago vectorial de todos os pares ordenados de nimeros

complexos. Podemos obter a norma definida em X por

]| = [§1] + €2, para @ = (&§;,&,)

a partir de um produto interno?

. Enuncie e prove a desigualdade de Schwarz em R? e em R3.

. Seja X um espago com produto interno consistindo no polinémio z = 0

e todos os polinémios reais em t, de grau nao superior a 2, considerando
t real tal que t € [a, b], com produto interno definido por (3.1.5). Mostre
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que X é completo.

Seja Y o conjunto de todos os z € X tal que z(a) = 0. Y é um
subespago de X? Todos os x € X de grau 2 formam um subespago de
X7

Mostre que y L x, e x,, — x implicam x 1 y.

Prove que, para uma sucessao (z,) num espago com produto interno,
as condigoes ||z,|| — ||z|| e (xn, ) — (z,x) implicam convergéncia

T, — I.

Mostre que num espago de produto interno, x L y se, e somente se,

tivermos ||z 4+ ay|| = ||z — ay|| para todos os escalares «.
x + ay
Oty ay x*"}’
y Y,
X X
—&y —
—ay - oy x —ay
lx+ayl=lu—ayl lx +ayl#lx —ayl

Seja H um espago de Hilbert, M C H um subconjunto convexo e (x,,)
uma sucessao em M tal que

||| — inf |[z].
xeM

Mostre que (z,,) converge em H. Dé um exemplo ilustrativo em R? ou
R3.

Mostre que o espaco vectorial X de todas as funcoes continuas de valor
real em [—1,1] é a soma direta do conjunto de tas fungoes pares e o
conjunto de todas as fungoes continuas impares em [—1, 1].

SejaX = R?. Encontre M+ se M é&:
a) {z}, onde x = (£, &,) # 0;

b) um conjunto linearmente independente {x, 22} C X.
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Sejam A e B D A dois subconjuntos nao vazios de um espaco de pro-
duto interno X. Mostreque:

a) AcC At
b) Bt c A%
c) Attt = AL,

Mostre que um subespaco Y de um espago H de Hilbert é fechado em
H se, e somente se, Y = Y+,

Mostre que num espago de produto interno de dimensao finita n tem
uma base {b1, ..., b, } de vectores ortonormais.

5. Se (er) é uma sucessao ortonormal num espago de produto interno
X,ex € X, mostre que x — y com y dado por
n
Yy = Zakek, sendo ay, = (x, ex) ,
k=1
¢ ortogonal ao subespaco Y,, = span {ey,...,e,}.

Seja (ej) uma sucess@o ortonormal num espago com produto interno
X. Mostre que para qualquer z,y € X, temos

> lwew) e < llzll iyl -

Ortonormalize os trés primeiros termos da sucessao (xg, 71, Z2, ...), onde
x(t) = #/, no intervalo [—1, 1], com

(z,y) = /x(t) y(t) dt.

Considere z;(t) = t?, x5(t) = t e x3(t) = 1. Ortonormalize 1, z3, T3,
por esta ordem, no intervalo [—1, 1] em relagao ao produto interno dado
no problema anterior.
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23. Se a série (3.5.5) convergir com a soma z, mostre que (3.5.6) também
converge e tem por soma ||z||* .

24. Tlustre com um exemplo que uma série convergente do tipo >, %5 (z, ex) ex
pode nao ter a soma z.

25. Se (x;) é uma sucessao num espago com produto interno X tal que a
série ||z1|| + ||z2]| + - -+ converge, mostre que (s,) é uma sucessao de
Cauchy, sendo s, = x1 + -+ + x,,.

. A . +o0 .
26. Mostre que, num espago Hilbert H, a convergéncia de > 7} ||z im-
plica a convergéncia Zj:f ;.

27. Seja (ex), uma sucessao ortonormal num espago de Hilbert H. Prove
que, para € H, o vector

“+oo

Y= Z <$, €k> €k
k=1

existe em H e x — y é ortogonal a qualquer ey.

28. Desenvolva em série de Fourier as seguintes fungoes e esboce os gréficos
das respectivas extensoes periddicas, de perfodo 27 :

a) f(z) =22 0<z<2m
b) f(z)=2% -7 <z <m.

29. Utilizando as séries do exercicio anterior, mostre que:

a) 1+ +i++x+--=

Bl:‘w ojl:‘l\J

1 1 1 1 _
b) 1—Z+§—E+%—"'—

30. Mostre que qualquer funcional linear em R? pode ser representado pelo
produto interno

f(z) = (z,2) = a1 B} + asfy + a3f3s,

para & = (a1, az,a3) € 2 = (B, By, B3) -
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31. Prove que todo o funcional linear e limitado em [? pode ser representado

32.

na forma N
fl@)=(z,2) = a;B;,
j=1

com z = (o) € 12, z = (B;) € I

Se z for qualquer elemento fixo de um espaco com produto interno X,

mostre que f(x) = (x, z) define um funcional linear limitado em X, da
norma || z|.
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Capitulo 4

Teoremas fundamentais em
espacos normados e de Banach

Este capitulo contém alguns resultados e conceitos mais avangados, sem os
quais a utilidade da teoria dos espacos Normados e de Banach seria bastante
limitada.

4.1 Lema de Zorn

A demonstracao do Teorema de Hahn-Banach requer o Lema de Zorn, para
o qual necessitamos de alguns conceitos:

Definicao 4.1.1 Um conjunto M é parcialmente ordenado se é possivel definir
em M uma ordem parcial, isto é, uma relacao bindria, simbolizada por <
satisfaz as condigoes

(PO1) a<a, Yae M (reflexividade)
(PO2) Sea<beb<a, entioa=>b (antisimetria)
(PO3) Sea<beb<c, entao a < c (transitividade).

O termo "parcialmente"enfatiza que M pode conter elementos a e b para
0s quais nao se verifica nem a < b nem b < a. Entao a e b designam-se por
elementos incomparaéveis.

Pelo contrario, dois elementos a e b dizem-se elementos compardveis
se se verifica a < b ou b < a (ou ambos).

135
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Um conjunto totalmente ordenado ou cadeia é um conjunto parcial-
mente ordenado, tal que todos os elementos do conjunto sao comparéveis.
Em outras palavras, uma cadeia é um conjunto parcialmente encomendado
que nao tem elementos incomparaveis.

Um limite superior de um subconjunto W de um conjunto parcialmente
ordenado M é um elemento u € M tal que

r<u, VreW.

Note-se que, dependendo de M e W, este u pode nao existir.
O elemento maximal de M é um m € M tal que

m < z implica m = z.
Note ainda que um elemento maximal nao tem de ser um limite superior.

Exemplo 4.1.2 Seja M o conjunto de todos os nimeros reais com r < y
com o significado usual. M é totalmente ordenado. M ndao tem elemento
maximal.

Exemplo 4.1.3 Sejam P(X) o conjunto das partes de um conjunto X dado
(conjunto de todos os subconjuntos de X ). Defina-se A < B a significar
A C B, ou seja, A é um subconjunto de B.

Entéao, P(X) é parcialmente ordenado. O tnico elemento mazimal de orde-
nado é X.

Exemplo 4.1.4 Seja M o conjunto de todas as sequéncias ordenadas de n
nimeros reais , © = (§1,..,&,), Yy = (N, .-,1,,), .. em que x < y significa
§; <m; para cada j =1,...,n, onde {; < n; tem o seu significado usual. Isso
define uma ordem parcial em M.

Exemplo 4.1.5 Seja M = N, o conjunto de todos os inteiros positivos, em
que m < n significa que m divide n. FEsta relacdo define uma ordem parcial
em N.

Com os conceitos acima podemos formular o Lema de Zorn, que aqui
serd considerado como um axioma:

Lema 4.1.6 Seja M # @ um conjunto parcialmente ordenado. Suponha que
toda a cadeia C C M tem um limite superior. Entao, M tem pelo menos um
elemento mazimal.
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4.2 Teorema de Hann-Banach

O teorema de Hahn-Banach é um teorema de extensao para funcionais lin-
eares.

O teorema foi apresentado por H. Hahn (1927), e reformulado na versao
actual de S. Banach (1929)

De um modo geral, num problema de extensao, considera-se um objecto
matemético (por exemplo, uma aplica¢do) definido num subconjunto Z de
um dado o conjunto X e pretende-se estender o objeto de Z para o todo
o conjunto X de tal forma que certas propriedades bdsicas do objeto se
mantenham.

No teorema de Hahn-Banach, o objecto a ser estendido ¢ um funcional
linear f que é definido num subespaco Z de um espaco vectorial X e tem
uma certa propriedade de limitacao que serd formulada em termos de um
funcional sublinear.

Por defini¢ao, um funcional sublinear é um funcional de valor real p num
espago vectorial X que é subaditivo, isto é,

p(z+y) <p(x)+py) , Vo,y € X, (4.2.1)
e positivo-homogéneo, isto é,
plaz) =ap(z) ,Ya>0em Rez € X.

Observe que a norma num espaco normado pode ser considerada como
um funcional.

Teorema 4.2.1 Seja X um espago vectorial real e p um funcional sublinear
em X. Além disso, considere-se f um funcional linear que é definido num
subespaco Z de X e satisfaz

f(z) < p(z), VreZ

Entao f tem uma extensao linear f de Z para X que satisfaz

f(z) <p(x), VrelX, (4.2.2)

ou seja, f ¢ um funcional linear em X, satisfaz (4.2.2) em X e f(:l:) = f(z)
para cada x € Z.
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Dem. Procedendo passo a passo, devemos provar que:

a) O conjunto E de todas as extensoes lineares g de f satisfazendo g(x) <
p(z) no dominio D(g) é parcialmente ordenado e pelo Lema de Zorn garante
a existéncia de um elemento maximal f de E.

b) f é definido em todo o espago X.

¢) Uma relacdo auxiliar utilizada em b).

Comecemos entao a demonstracao:

a) Seja E o conjunto de todas as extensoes lineares g de f que satisfazem
a condicao
g(x) < p(z), Vo eD(g).
Claramente, F # @, uma vez que f € E.
Em FE, podemos definir uma ordem parcial por

g < h significando h é uma extensao de g,

isto é, por definigao, D(h) D D(g) e h(z) = g(x) para cada = € D(g).
Para qualquer cadeia C' C FE, definimos g por

g(x) =g(z), se x€D(g) (9€C).

g ¢ um funcional linear, com dominio

D@ = | Dly),

geC

que é um espago vectorial, uma vez que C' é uma cadeia, pelo que g estd
bem definido. De facto, para x € D(g1) N D(ga), com ¢1,go € C, temos
g1(x) = g2(x) uma vez que C' é uma cadeia, de modo que ¢; < g2 ou go < ¢3.

Claramente, g < g para todos o g € C'. Portanto, g ¢ um limite superior
de C. Como C C FE ¢é arbitrario, o Lema de Zorn implica, que £ tem um
elemento maximal f. Pela definicao de F, esta é uma extensao linear de f
que satisfaz

f(z) <p(x), = eD(f) (4.2.3)

b) Agora mostramos que D(f) = X.
Suponha que esta afirmacao é falsa. N
Entao, podemos escolher um y; € X — D(f) e considerar o subespago Y)

de X gerado por D(f) e y;. Note-se que y; # 0, pois 0 € D(f). Qualquer
x € Y] pode ser escrito

r=y+ay, yecDf).
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Esta representagao ¢é unica. Na verdade, y + ay; = y+ Sy com y € D(f)
implica y —y = (8 —a)y; onde y —y € D(f) enquanto y; ¢ D(f), de modo
que a tnica solucao ¢ y —y =0 e  — a = 0. Isto garante a unicidade.

Um funcional g; em Y; é definido por

91 (y +ay) = f(y) + ac, (4.2.4)

onde ¢ é uma constante real. Nao ¢ dificil ver que ¢; € linear.

Além disso, para o = 0 temos ¢ (y) = fv(y) Portanto ¢g; é uma extensao
prépria de fv ou seja, uma extensao tal que D(f) ¢ um subconjunto préprio
de D(gl)

Consequentemente, se pudermos provar que g; € F mostrando que

g1(z) < p(x), Vo e D(q), (4.2.5)

isto contradiz o facto de ]? ser maximo, de modo que D(f) # X é falso e
D(f) = X ¢é verdadeiro.

c¢) Vamos, finalmente, mostrar que g; com um ¢ adequado em (4.2.4) que
satisfaga (4.2.5).

Considere-se y e z em D(f). De (4.2.3) e (4.2.1) obtemos

fo)—f(2) = Fly—2) <ply—=2)
= ply+y—y—2)
< ply+y) +p(=y — 2).

Trocando o dltimo termo para a esquerda e o termo f(y) para a direita,
temos

—p(=y1 — 2) = f(2) < ply +y1) — f() (4.2.6)
com y; fixo. Como y nao aparece a esquerda e z nao aparece a direita, a
desigualdade continua a manter-se se tomarmos o supremo com z € D(f) a
esquerda (designemo-lo por mg) e o infimo com y € D(f) a direita, notado
por m;. Entado my < m; e para ¢ com mgy < my nés temos, de (4.2.6),

—p(—y1 — 2) — f(2) < ¢, VzeD(f), (4.2.7)

c<ply+u)— fly), YyeD(f) (4.2.8)

Vamos provar (4.2.5) primeiro para « negativo em (4.2.4) e depois para
« positivo.
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Para o < 0 usamos (4.2.7) com z substituido por £, isto &,

-p (—yl - g) - fv(% <c
Q@ a
Multiplicando por —a > 0 da

ap <—y1 - %) — f(y) < —ac.

Entao, por (4.2.4), e usando y + ay; = x, obtem-se a desigualdade dese-
jada

g1(z) = f(y) + ac < —ap (—y1 - %) = p(ay1 +y) = p(x).

Para a = 0, temos de imediato x € D(f).
Para a > 0 usamos (4.2.8) com y substituido por £ para obter

Y (Y
< Z — z
ac=ap (a +y1> f(oz) )
Multiplicando por o > 0 d&
Y
ac<ap (L +9) = Fly) = pla) = Fy)-

A partir daqui e (4.2.4),

4.3 Teorema de Hahn-Banach em espagos com-
plexos

O Teorema de Hahn-Banach 4.2.1 aplica-se a espagos vectoriais reais. Eis
uma generalizacao que inclui espacos vectoriais complexos

Teorema 4.3.1 Seja X espaco vectorial real ou complexo e p um funcional
de valor real em X que é subaditivo, isto é, para todo x,y € X,

plz+y) < plx) +py), (4.3.1)
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e para cada escalar o satisfaz

plazx) = |af p(z). (4.3.2)

Além disso, assuma-se que f é um funcional linear que é definida num sube-
spago Z de X wverificando

|f(2)] < plz), VzeZ (4.3.3)
Entao f tem uma extensao linear f de Z para X que satisfaz
Fla)| <ple), vrex. (43.4)

Dem. a) Espago vectorial real.

Se X é real, a situagao é simples. Entao (4.3.3) implica f(z) < p(x) para
todo o z € Z. Pelo Teorema Hahn-Banach 4.2.1 existe uma extensao linear
fde Z a X tal que

f(z) <p(z), VorelX. (4.3.5)
Assim, por (4.3.2) obtemos

—f(x) = f(=2) < p(~z) = | = lp(x) = p(x),

isto &, f(z) > —p(z). Juntamente com (4.3.5) obtem-se (4.3.4).

b) Espago vectorial complexo.
Considere-se X complexo. Entao Z é um espago vectorial complexo,
também. Portanto, f é complexo, e podemos escrever

f(z) = filz) +ifex), z€Z,

onde f; e fy sao fungoes de valor real.

Se considerarmos X e Z como espagos vectoriais reais e denota-los por X,
e Z,, respectivamente. Isto apenas significa que restringimos a multiplicacao
por escalares a nimeros reais (em vez de nimeros complexos).

Como f ¢é linear em Z e f; e fy sao fungdes com valores reais, fi e fo sao
funcionais lineares em Z. Entao fi(z) < |f(x)| porque a parte real de um
nimero complexo ndo pode exceder o seu valor absoluto. Assim, por (4.3.3),

fi(z) < plx), Vo e Z,.
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Pelo Teorema de Hahn-Banach 4.2.1 hd uma extensao linear ]71 de f; de
Z,. a X,, de modo que

fi(z) < p(z), Vo€ X,. (4.3.6)

Passemos para f,;. Voltando a Z e usando f = f; + i fs, temos para cada
x € Z,

ih(e) +ifa(2)] = if (x) = fiz) = fi(iz) + ifo(iz).

Como as partes reais em ambos os lados devem ser iguais entao
fo(z) = = f1(iz), Vx € Z. (4.3.7)
Portanto, se, para todo o x € X, estabelecermos
flz) = fi(z) —ifiliz), Vz € X, (4.3.8)

vemos de (4.3.7) que f(z) = f(z) em Z. Isto mostra que f ¢ uma extensio
de f de Z para X.

Falta entao provar que:

(i) fé um funcional linear no espago vectorial complexo X;

(i) f satisfaz (4.3.4) no X.

O item (i) pode ser visto a partir do seguinte cdlculo que usa (4.3.8) e a
linearidade de ]?1 no espago vetorial real X,.

Representando um escalar complexo qualquer por a + b, com a e b reais,
tem-se

flla+ib)z) = f(ax+ibz) —if; (iax — bx)
= afi () +bfi (ix) — i [afs (ir) = b]: (2)

= (a+ib) {ﬁ (z) —ifs (m)} — (a+ib) f (x).

Para provar (ii), considere-se z tal que f(x) = 0. Isto acontece porque
p(z) > 0 por (4.3.1) e (4.3.2). Seja x tal que f(x) # 0. Entdo podemos
escrever, usando a forma polar de complexos,

¢, logo ‘f(x)‘ = f(z)e™ = f(e_igx) :

J)=|f@
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Como ‘ f (x)’ é real, a ltima expressdo é real e, portanto, igual a sua

parte real. Assim, por (4.3.2),
‘f (x)) =f(e2) = fi (e72) <p (e z) = |e 7| p(x) = p(2),

o que completa a prova. =

Embora o teorema de Hahn-Banach nao diga nada sobre continuidade,
uma aplicacao principal do teorema trata de limites de funcionais lineares. o
bésico

Teorema 4.3.2 Seja [ um funcional linear limitado num subespago Z de
um espaco normado X. Entdo existe um funciona linear limitado f em X,
que é uma extensao de f para X e que tem a mesma norma,

171 =112 (4:3.9)

com .
|7, = sw |F@)| e 1Al = sup 1)

llzll=1 llzl=1

sendo || f]l, =0 no caso trivial de Z = {0} .

Dem. Se Z = {0}, entdo f = 0, e a extensdo é f = 0.
Considere-se entao Z # {0}. Para usar o Teorema 4.3.1, devemos primeiro
descobrir um p conveniente. Para todo o x € Z, temos

[F@) <A fllz ]l -

Esta expressao tem a forma (4.3.3), com

p(@) = [l fll =l

Vemos que p estd definido em todo o X. Além disso, p satisfaz (4.3.1) em
X jé que, pela desigualdade triangular,

plx+y) = [Iflzlz+yl <[ fllz Al + lyl) = p(x) + p(y).

p também satisfaz (4.3.2) em X porque

plaz) = |[fllz lazll = lal [ fll£ Izl = laf p(z).
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Portanto, podemos aplicar o Teorema 4.3.1 e concluir que existe um fun-
cional linear f em X que é uma extensao de f e satisfaz

‘ﬂx>‘ <p(x) = |[fll; lz]l, para z € X.

Tomando o supremo sobre todo x € X de norma 1, obtemos a desigual-
dade

17 = sue | )| < s
X xeX
lloll=1
Uma vez que, numa extensao, a norma nao pode diminuir, também temos
Hﬂ‘ > || fll;, pelo que se obtem (4.3.9). m
X

Em casos especiais, a situagao pode tornar-se muito simples, como no
caso dos espacos de Hilbert. Na verdade, se Z é um subespaco fechado de
um espaco de Hilbert X = H, entao f tem uma representacao de Riesz,
(Teorema 3.6.1), digamos,

f(z) =(x,z), parazé€ Z,

com ||z|| = || f]|]. Claro que, como o produto interno é definido em todo o H,
isso dd imediatamente uma extensao linear f de f de Z para H, e f tem a

mesma norma que f porque Hﬂ‘ = ||z]| = || f]l , pelo Teorema 3.6.1. Por isso,

neste caso, a extensao é imediata.

E possivel obter outro resultado ttil que, grosso modo, mostra que o
espaco duplo X’ de um espaco normado X consiste em muitos funcionais
lineares limitados para distinguir entre os pontos de X.

Teorema 4.3.3 Seja X um espago normado e xg # 0 um qualquer elemento
de X. Entao existe um funcional linear limitado f em X tal que

17] =1 7o) = llaoll.

Dem. Consideremos o subespaco Z de X formado por todos os elementos
r = axrg onde o é um escalar. Em 7, definimos um funcional linear f por

f(x) = flazo) = a ||zl (4.3.10)

Entao f é limitado e tem norma 1 porque

|[f(@)] = [f(azo)| = |af |[zoll = flazol| = ||
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O Teorema 4.3.2 implica que f tem uma extensao linear fde Z para X,
de norma Hf” = ||fIl = 1. De (4.3.10) vemos que f (x¢) = f (x0) = ||zo| . m

Corolério 4.3.4 Para cada x num espaco normado X, temos

||| = sup 7] (4.3.11)
rext Il

F#0

Portanto se xg é tal que f(xg) = 0, para todo o f € X', entao xy = 0.

Dem. Pelo Teorema 4.3.3 temos, escrevendo x no lugar de x,

@l @]l

sup = = =l

S T /N

e de [f(z)] < || f]}[[x[] obtemos

|f(2)]

sup ——— < ||z .
rext If]]
F#£0

4.4 Teorema da limitacao uniforme

O teorema da limitacdo uniforme (S. Banach e H. Steinhaus (1927)) ¢ de
grande importancia, permitindo caracterizar algumas propriedades dos es-
pacos de Banach, que os espagos normados em geral podem nao ter.

Em primeiro lugar devemos provar o Teorema de Categoria de Baire para,
a partir dele, provar o Teorema de limitacao uniforme.

Alguns conceitos necessdrios para o Teorema de Baire:

Definicao 4.4.1 Um subconjunto M de um espagco métrico X designa-se
por :

a) rarefeito ("rare"ou "nowhere dense") em X se a sua aderéncia M ndo
tem pontos interiores.
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b) de primeira categoria em X se M é a unido de um nidmero
contdvel de conjuntos, cada um dos quais é rarefeito em X,

c) de segunda categoria em X se M ndo é de primeira categoria em
X.

Teorema 4.4.2 Se um espago métrico X # & é completo, entao é de se-
gunda categoria nele proprio.
Portanto, se X # & é completo e

+oo
X = U Ay, (com Ay, fechado)
k=1

entao, pelo menos, um Ay contém um subconjunto aberto nao vazio.

Dem. A idéia da prova é simples. Suponha que o espago métrico X # &
é completo é rarefeito em si préprio. Entao

+o0
X =M, (4.4.1)
k=1

com cada M), rarefeito em X. Iremos construir uma sucessao de Cauchy (py)
cujo limite p (que existe porque o espago é completo) ndo estd em nenhum
M, contradizendo a representagao (4.4.1).

Por hipétese, M; é rarefeito em X, de modo que, por definicdo, M, nao
contém um conjunto aberto nao vazio. Mas X, ele préprio, contém. Isto
implica M; # X. Portanto, o complementar de M, X — M, ndo é vazio e
aberto. Podemos, portanto, escolher um ponto p; em X — M, e uma bola
aberta, B, contida no complementar,

— 1

By =B, (p1) C X — M, come; < 5"

Por hipétese, M, é rarefeito em X, de modo que o M, ndo contém um

conjunto aberto nao vazio. Por isso, nao contém a bola aberta B% (p1)- Isto

implica que (X — Mz) N B% (p1) ndo é vazio e é aberto, pelo que se pode
escolher uma bola aberta neste conjunto, digamos,

_ 1
By = B., (p2) C (X — M2) N By (p1), com ey < 31
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Por indugao obtemos assim uma sucessao de bolas

1
Bk == Bak (pk) , com g < Q_k’

de modo que BN M, = e

By C B%c (pk) CBr, k=1,2,...

Desde ¢, < 2%, a sucessao (py) dos centros das bolas é uma sucessao
de Cauchy convergente, digamos, p, — p € X porque X é completo por
hipétese. Além disso, para m e n > m temos B, C Bm (pm), pelo que

d(Pm,p) < dDm,pn) +d(pn,p)

Em Em
< 7 +d(pnap) I Ea
quando n — +o0. Portanto, p € B,, por cada m. Como B,, C (X — Mm),
entdo p ¢ M, para todo o m, pelo que p ¢ |JM,, = X. Ora isto contradiz
peX. m
Do Teorema de Baire podemos obter o Teorema da Limitacao Uniforme.
Este teorema afirma que se X é um espaco de Banach e existe uma sucessao
de operadores T,, € B(X,Y') limitada em cada ponto x € X, entao a sucessao
é uniformemente limitada. Por outras palavras, a limitacao pontual implica
uma limitacao mais forte, nomeadamente, a limitagao uniforme.

Teorema 4.4.3 Seja (T,,) uma sucessio de operadores lineares limitados
T, : X — Y de um espago de Banach X num espago normado Y tal
que (||Tx||) é limitado para cada x € X, digamos,

Tzl <cey n=1,2,.., (4.4.2)

onde ¢, ¢ um nimero real. Entao a sucessdo das normas ||7,|| é
limitada, isto é, existe um ¢ > 0 tal que

|Th] <e, n=1,2,....

(O ntmero real ¢, em (4.4.2), varia, em geral, com z. O ponto essencial
é que o ¢, nao depende de n.)
Dem. Para cada k € N, seja A;, C X o conjunto de todos os x tais que,

ITwa| <k, n=12,.. (4.4.3)
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Ay, é fechado, porque para qualquer = € Ay hd uma sucessao (z;) em Ay
convergindo para x. Isso significa que, para cada n fixo, temos ||T,,z;|| < k e
| T z|| < k porque T,, é continuo, bem como a norma. Assim, z € Ay e Ay é
fechado.

Por (4.4.2), cada x € X pertence a algum Aj. Portanto
+oo
X =JA
k=1

Como X é completo, o Teorema de Baire implica que algum A; contém
uma bola aberta, por exemplo,

By = Br<l’0) C Ako- (444)

Seja x € X arbitrdrio, nao zero. Defina-se

r

STl (4.4.5)

Z=x9+yx, com-y=

Entdo, ||z — 29| < r, de modo que z € By. Por (4.4.4) e pela definicao

de Ay, temos ||T,,z|| < k¢ para todo o n. Assim ||T,,z¢|| < ko uma vez que
zo € By. A partir de (4.4.5) obtemos

r=—(z—u1x),
Y

o que implica, para todo o n

4
< = (ITazll + [ Tazoll) < — ] ko

1
[Tzl = 5 1T (2 = o) || <

=~

Por isso, para todo o n,

4
1Tl = sup [[Thz]] < ko,
llell=1 r

que ¢ da forma de (4.4.3) com ¢ = 2k;. =
Vejamos algumas aplicagoes do teorema anterior.

Exemplo 4.4.4 O espag¢o normado X de todos os polindmios com norma
definida por
o] = mavx a1, (1.4.6

com ay, v, ... 0S coeficientes de x,nao é completo.
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Dem. A ideia baseia-se na construcao de uma sucessao de operadores
lineares limitados em X que satisfaz (4.4.2) mas néo (4.4.3), de modo que X
nao pode ser completo.

Podemos escrever um polinémio x # 0 de grau N, na forma

—+00
x(t) = Zajtj, com «; = 0 para j > N,.
§=0

Como uma sucessao de operadores em X consideramos a sucessao de
funcionais T}, = f,, definida por

7.0 = fu.(0)=0, (4.4.7)
Twr = fol)=ap+ar+ -+ an_.

fn €linear e é limitada pois |o;| < ||z||, por (4.4.6), de modo que |f,,(z)] <
n |-

Além disso, para cada x € X fixo, a sucessao (|f,(z)|) satisfaz (4.4.2),
porque um polinémio x de grau N, possui N, + 1 coeficientes. Entao, por

(4.4.7) temos
| fo(@)] < (N +1) m?X || = ¢z,

que ¢ do tipo de (4.4.2).

Mostremos, agora, que (f,) nao satisfaz (4.4.3), isto é, nao existe ¢ de
modo que ||T,,]| = ||f+|| < ¢ para todo o n.

Para tal vamos escolher casos particulares de polinémios. Para f,,, escol-
hemos = definido por

() =14t+ .. +1"
Entao, ||z|| =1, por (4.4.6) e

fol)=14+14+ . . +1=n=n|=z|].

Portanto, || f,|| > % = n, de modo que (|| f,||) ndo é ilimitada. m
Defina-se agora um funcional g, em X’ escolhendo um = € X fixo e
colocando

9:(f) = f(z), fe€ X varidvel. (4.4.8)

Note-se que f é limitado e para a limitacao de g, temos o seguinte lema:
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Lema 4.4.5 Para cada x fizo num espaco normado X, o funcional g, definido
por (4.4.8) é um funcional linear limitado em X', entio g, € X", e tem a
norma

1921l = ]l (4.4.9)

Dem. A linearidade de g, é conhecida por (2.9.3), e (4.4.9) obtem-se por
(4.4.8) e pelo (4.3.4):

00 _ o TG
S TS A T

Exemplo 4.4.6 Relembremos que a série de Fourier de uma funcdo per-
iddica x de periodo 21 é da forma

1 =
—ap + Z (@, cos (mt) + by, sen(mt)) . (4.4.10)
2 m=1

com os coeficientes de Fourier de x dados pelas férmulas de Euler

27 2w
1 1
I —/x(t) cos(mt)dt, b, = —/:U(t) sen(mt)dt. (4.4.11)
T T
0 0

Sabe-se que as séries (4.4.10) podem convergir mesmo em pontos onde x é
descontinua. Isto mostra que a continuidade nao é mecessdria para a con-
vergéncia. Surpreendente é o facto de a continuidade nao ser também sufi-
ciente para garantir a convergéncia.

Usando o Teorema da limitagcaouniforme podemos mostrar o sequinte:
Existem funcoes continuas de wvalor real cuja série de Fourier di-

vergem num determinado ponto t.

Dem. Seja X o espaco normado de todas as fungoes reais, continuas e
de periodo 27 com norma definida por

||| = max |z(t)|. (4.4.12)

X & um espaco de Banach, pelo Exemplo 1.5.5, com a =0 e b = 27. Sem
perda de generalidade, considere-se ty = 0. Para provar a nossa afirmagao,
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vaplicar o Teorema da Limitacao Uniforme, Teorema 4.4.3 para T, = f,,
com f,(x) é o valor em ¢ = 0 da n-ésima soma parcial da série de Fourier de
x.

Uma vez que para ¢ = 0 0s termos com seno sao zero e o0 cosseno € um,
temos de (4.4.10) e (4.4.11) que

1 n
fn<£L') = §ao+zlam

2

_ %/a:(t)

0

1 n
5t mz_l cos (mt)] dt.

Queremos determinar a funcao representada pela soma sob o sinal de
integral. Para isso, calculamos

2 sen (g) mi:lcos (mt) — ;: 2 sen (%) cos (mt)

S [e((o )9 sen{ (o))

(1) (w4 2))

Dividindo ambos os termos por sen(%t) e adicionando 1 em ambos os
lados, temos

142 Z cos (mt) = Sens(e(:(—;?) J = qu(t).

m=1

Consequentemente, a férmula para f,(x) pode ser escrita na forma

fu(z) = % / () gu()dt. (4.4.13)

Entao, podemos mostrar que o funcional linear f, é limitado. De facto,
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por (4.4.12) e (4.4.13),

@)l < g maxla(o)] [ )] de

2
1
- = ()] dt,
o=l [ lantt)
0

o que mostra que f, é limitado. Além disso, tomando o supremo sobre todo
x de norma 1, obtemos

2T
1
Il < 5= [ IOl
0

Na verdade, ¢ a igualdade que acontece, como agora vamos provar. Escreva-
se ¢, (t) na forma

|G ()| = y(t) qn(t),

com y(t) = +1 em cada t onde ¢,(t) > 0 e y(t) = —1 nos outros pontos.
A funcdo y nao é continua, mas para qualquer ¢ > 0 dado, pode ser
modificado para um x continuo de norma 1, de modo que, para este , se

tenha
27

/ (2(t) — y(0)] gu(t)dt| < c.

0

1
2

Escrevendo em dois integrais e usando (4.4.13), obtemos

2 2m 2m
1 1
o | [ottmat = [y®anoai-| = | 1) - o [ant] <=
0 0 0
Como € > 0 ¢ arbitrario e ||z|| = 1 entao temos
2
1
Il = 57 [ lan(oldr (1.414)
m
0

Finalmente vamos mostrar que a sucessao (|| f,||) é ilimitada.
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Substituindo em (4.4.14) a expressao para g, de (4.4.13), usando o facto
de que ‘sen (%t)‘ < %t para t € (0,27] e fazendo a mudanga de varidvel
(n + %) t = v, obtemos

2

1
o

sen ((n + %) t)

sen (%t)

Ifull = dt

0
2 1
. bl o,
i t
0

(2n+1)7

(
1 |senv| 1 |senv|
S P gy = = Ll B
L [ ety [ e

0 k=0 km

v

2n (
lg ;/ |senv| dv
T (k+1)m

k=0 b

2n

= %Z%H — 400 quando n — +00,
k=0

uma vez que a série harménica diverge. Por isso (|| f,||) é ilimitado, pelo que

(4.4.3) nao se verifica.

Uma vez que X é completo, isto implica que (4.4.2) nao se pode segurar
para todo o z. Portanto, deve haver um x € X tal que (| f,(x)|) é ilimitado.
Mas, pela definicao de f,,, isso significa que a série de Fourier de x diverge
emt=0. m

4.5 Convergéncias forte e fraca

Na Analise Matemética define-se diferentes tipos de convergéncia (convergén-
cia pontual, absoluta, uniforme,...). Isso gera maior flexibilidade no estudo
das sucessoes e séries.

Na anilise funcional, a situacao é semelhante, existindo uma maior var-
iedade de possibilidades que se revelam de interesse prético.

A convergéncia de sucessoes de elementos num espaco normado, a par-
tir de agora, serd chamada de convergéncia forte, para a distinguir da
"convergéncia fraca', a ser introduzida em breve.
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Defini¢ao 4.5.1 Uma sucessao (x,,) num espag¢o normado X é fortemente
convergente (ou convergente em norma) se existe um x € X tal que

lim |z, —z| =0,
n—4o0o

€ escreve-se

lim z, ==«
n—-+4o0o

ou stmplesmente
Ty — T.

x designa-se como o limite forte de (x,,).

A convergéncia fraca é definida em termos de funcionais lineares limitados
em X da seguinte forma:

Definigao 4.5.2 Uma sucessao (r,) num espago normado X é fracamente
convergente se houver um x € X tal que, para cada f € X',

lim f(z,) = f(2),
n—-—+o0o
e escreve-se
Ty — T.

O elemento z é chamado de limite fraco de (x,,).

Note-se que a convergéncia fraca significa convergéncia de sucessoes de
nimeros a, = f(x,) para cada f € X'.

A convergeéncia fraca tem vdrias aplicagoes (por exemplo, no calculo das
variagoes e na teoria geral de equagoes diferenciais). O conceito ilustra um

principio bésico da andlise funcional, ou seja, o fato de que a investigagao de
espagos é muitas vezes relacionados com os seus espacos duais.

Lema 4.5.3 Seja (x,,) ser uma sucessao fracamente convergente num espago
normado X, digamos, x,, — x. Entao:

a) O limite fraco x de (x,) é unico.
b) Toda a subsucessio de (x,) converge fracamente para x.

c) A sucessao (||z,||) é limitada.
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Dem. a) Suponhamos que z,, — z e z,, = y. Entao f(z,) — f(z) bem
como f(x,) — f(y). Uma vez que (f(z,)) é uma sucessao de nimeros, seu
limite é tnico. Daf f(x) = f(y), isto é, para cada f € X’ temos

f@) = fly) = flz —y) =0.
Isso implica que = — y = 0 e mostra que o limite fraco é tnico.

b) Resulta do facto de que (f(z,)) € uma sucessao convergente de nimeros,
de modo que toda a subsucessao de (f(z,)) converge e tem o mesmo limite
que a sucessao.

c) Uma vez que (f(z,)) é uma sucessdo convergente de nimeros, é lim-
itada, digamos, se |f(x,)| < ¢; para todo o n, com ¢y uma constante de-
pendente de f, mas nao de n. Usando a aplicacao canénica C' : X — X",
podemos definir g,, € X" por

9o, (f) = flxn), fe X'

Entao, para todo o n,

|9 (1) = | f (20)| < ¢4,

isto é, a sucessao (g, (f)) € limitada para cada f € X’. Como X' é completo,
pelo Teorema 2.11.4, entdo o teorema da limitagao uniforme (Teorema 4.4.3)
é aplicavel e implica que (||g,,||) € limitada. Além disso ||g., || = ||z , pelo
Lema 4.4.5, pelo que c) fica provado. m

4.6 Exercicios

1. De que categoria é o conjunto de todos os nimeros racionais Q:

a) em R?

b) em Q, tomado com a métrica usual?
2. De qual categoria é o conjunto de todos os inteiros Z :

a) em R?

b) em Z, tomado com a métrica induzida por R?
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Seja X um espago de Banach, Y um espago normado e T, € B(X,Y),
n =1,2, ..., de modo que sup | Tn| = +oco. Mostre que existe g € X
tal que sup ||T,,z0]| = +00.

Nota: O ponto xg é freqiientemente chamado de ponto de ressonan-

cia.

Seja X um espago de Banach, Y um espago normado e T, € B(X,Y),
tais que (7,x) é uma sucessdao de Cauchy em Y para cada x € X.
Mostre que (||7},]|) estéd limitado.

. Para ilustrar que uma série de Fourier de uma funcao x pode convergir

mesmo num ponto em que z é descontinuo:

a) Escreva a série de Fourier de

0, 7<t<0
x(t):{l 0<i<n e x(t+ 2m) = x(t);

b) Faga a representacao gréfica de x;

c) Clacule as somas parciais sg, s1, S2 € S3;

d) Mostre que em ¢ = £ nr a série tem o valor 1/2, que é a média
aritmética dos limites direito e esquerdo de x.

Seja X o conjunto de todas as fungoes de valor real = no intervalo [0, 1],
r < y ay significar que z(t) < y(t) para todo t € [0,1]. Mostre que
a relacdo define uma ordem parcial. E uma ordem total? O X tem
elementos maximaix ?

. Mostre que o conjunto de todos os nimeros complexos z = = + 1y,

w = u + v, ... pode ser parcialmente ordenado definindo z < w a
significar * < v e y < v, em que para nimeros reais, < tem o seu
significado usual.

. Uma seminorma num espaco vectorial X é uma aplicacaop: X — R

satisfazendo (N1), (N3), (N4).
Mostre que:

a) p(0) =0, |p(y) — p(z)| < p(y — z); (Portanto, se p(z) = 0 implica
x = 0, entdo p é uma norma)
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b) as condigoes (4.3.1) e (4.3.2) implicam p(0) = 0 e p(z) > 0, pelo
que é uma seminorma.

Prove que (4.3.1) e (4.3.2) implicam
p(x) = p(y)] < plz —y).

Se f(x) = f(y) para cada funcional linear limitado num espago nor-
mado X, mostre que x = y.
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Capitulo 5

Teoria do ponto fixo de Banach
e aplicacoes

O teorema do ponto fixo de Banach é importante para obter resultados de
existéncia e unicidade em diferentes ramos de anilise.

O teorema ilustra o poder dos métodos analiticos funcionais e a utilidade
dos teoremas de ponto fixo em Anélise.

5.1 Teorema de Ponto Fixo de Banach

Um ponto fixo de uma aplicacao 7' : X — X de um conjunto X em si
préprio é um ponto z € X, que é aplicado em si préprio (que se mantém
invariante por T'), isto é,

Ty =z,

ou seja a imagem Tz coincide com x.
Alguns exemplos:

e uma translagao nao tem pontos fixos;
e uma rotagao no plano tem um unico ponto fixo (o centro de rotagao);
e a aplicacao r — x? de R em si préprio tem dois pontos fixos (0 e 1);

e a projegao (&1,&,)— &; de R? no eixo &, tem infinitos pontos fixos
(todos os pontos do eixo &;).

159
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O teorema do ponto fixo de Banach a ser indicado abaixo é um teorema
de existéncia e unicidade de pontos fixos de determinadas aplicagoes. Por
outro lado também oferece um procedimento construtivo para obter boas
aproximagoes ao ponto fixo (a solugdo do problema pratico).

Este procedimento designa-se por iteracao. Por definigao, ¢ um método
em que escolhemos um z( arbitrario num determinado conjunto e calculamos
recursivamente uma sucessao g, I'1, s, ... de uma relacao da forma

Tpi1 =12, n=0,1,2 ..

Isto é, escolhemos z( arbitrdrio e determinamos sucessivamente z; = Tz,
Ty = TQTl,... .

O teorema de Banach dé condigoes suficientes para a existéncia (e uni-
cidade) de um ponto fixo para uma classe de aplicagoes chamadas con-
tracgoes.

Definigao 5.1.1 Seja X = (X,d) um espago métrico. Uma aplica¢io T :
X — X diz-se uma contraccao em X se existir um nimero real positivo
a <1 tal que para x,y € X,

d(Tz,Ty) < a d(z,y). (5.1.1)

Geometricamente, isso significa que quaisquer pontos x e y tém imagens
que estao mais préximas entre si do que os pontos x e y. Ou, de outra forma,
a relacao d(Tz,Ty)/d(x,y) ndo excede uma constante o que é estritamente
menos que 1.

Por este motivo o Teorema de Ponto Fixo de Banach também é
designado por Teorema de Contracgao :

Teorema 5.1.2 Considere um espago métrico X = (X,d), onde X # &.

Suponha-se que X é completo e T : X — X é uma contraccao em X.
Entao T tem precisamente um ponto fizo.

Dem. A estratégia passa pela construcao de uma sucessao de Cauchy
(x,), logo convergente, no espaco completo X, provamos que o limite x é um
ponto fixo de T" e que T nao tem mais pontos fixos.

Escolha-se zy € X e definimos uma sucessao por recorréncia (z,) por

Lo, T1 = T.’L’o, Ty = T.’L'l = T2£L'0, ey Ly = TnfL'[), (512)
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Provemos que (zx,) é uma sucessao de Cauch.
Por (5.1.1) e (5.1.2),

d(Tmi1,Tm) = d(Txp, Trm-1) < ad(Tpm, Tm-1)
= od (T*rm—lyTxm—Q) < 042d (xm—lu xm—Q)

< a"d(rq, 7o) -

Pela desigualdade triangular e pela férmula para a soma de uma pro-
gressao geométrica, obtemos para n > m,

AT, Tn) < d(Tm, Tma1) + d( @it Tma2) + -+ d(2n_1, T4)
< (am Tamtt g a"fl) d (zo,x1)
1 _ an—m
= o"——d(xg,11).
11—« (%0, 21)
Uma vez que 0 < a < 1, no numerador, temos 1 — a"™ < 1. Conse-

quentemente,
m

d(xm, ) < la—d (o, 1), n>m. (5.1.3)
-«

Como 0 < a < 1 e d(xg,z1) € fixo, podemos fazer o lado direito tao
pequeno quanto quisermos tomando m suficientemente grande (e n > m).
Isto prova que (z,,,) ¢ uma sucessao de Cauchy.

Como X é completo, (x,,) converge para, digamos, x,, — .

Mostremos que esse limite x é um ponto fixo da aplicagao 7.

Da desigualdade triangular e de (5.1.1) temos

d(z,Tx) d(z,xm) +d(zy,, Tr)
d(z,xm) +ad(ry_1,7)

e podemos considerar a segunda linha tao pequena quanto se queira, por
exemplo, mais pequena que € > 0 porque z,, — .

Concluimos assim, que d(z,Tz) = 0, pelo que x = Tz, por (M2). Isto é,
x é um ponto fixo de 7.

Este = é o unico ponto fixo de T porque, se houvesse dois, x e z, de
Tx =z e T = I, obtinhamos, por (5.1.1)

<
<

d(z,2) =d(Tz,T7) < ad (z,),
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o que implica d (z,7) = 0, pois o < 1.
Entdo z = = por (M2), concluindo-se a demonstragao. m
Esta iteracao permite ainda obter majoracoes para o erro da aproximagcao:

Corolario 5.1.3 Nas condigées do Teorema 5.1.2 a sucessao iterativa (5.1.2)
com xg € X arbitrdrio converge para o unico ponto firo x de T. O majorante
do erro é dado pelas estimacoes a priori

A2, ) < —

ad(l’o,l'l) (514)

e a posteriori

d(Tp, ) < Ld (Tm—1, Tm) - (5.1.5)
1—«
Dem. A primeira afirmacgao é ébvia a partir da prova anterior.
A desigualdade (5.1.4) segue de (5.1.3) fazendo n — +o0.
Para obter a expressao (5.1.5), considere-se m = 1 e escreva-se yo para
xo e y; para x;. Entao, por (5.1.4),

a
d(y1,z) < md (v, y1) -

Definindo yy = z,_1, temos y; = Tyg = x,, € obtemos (5.1.5). m

A limitagao para o erro dada por (5.1.4) pode ser usada para estimar o
nimero de etapas necessarias para obter uma determinada precisao dada.

Frequentemente acontece que uma aplicacao 7' é uma contracgao, mas
nao em todo o espaco X, apenas num subconjunto de Y C X. Um resultado
tipico e 1til desta situagao é o seguinte:

Teorema 5.1.4 Seja T uma aplicacdo de um espago métrico completo X =
(X,d) em si proprio. Suponha-se que T é uma contrac¢do numa bola fechada
Y ={z:d(x,x0) <r}, isto é, T satisfaz (5.1.4) para z,y €Y.

Além disso, assuma-se que

d(zo, Txg) < (1 — a)r. (5.1.6)

Entao, a sucessao iterativa (5.1.2) converge para um x € Y. Este x é um
ponto fixo de'T" e é o unico ponto firo de T em Y.
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Dem. Simplesmente temos que mostrar que todos os x,, € x estao em Y.
Coloquemos m = 0 em (5.1.3), alterando n para m, e usemos (5.1.6) para
obter

1
d(zg, ) < md(xo,xl) <.

Portanto, todos os x,, estao em Y. Também x € Y pois z,, > x e Y é
fechado.

A afirmagao do teorema, agora, decorre da prova do Teorema 5.1.2. m

Pode ainda facilmente provar-se que:

Lema 5.1.5 Uma contraccao T’ num espago métrico X é uma aplicagao con-
tinua.

5.2 Aplicacoes do Teorema de Banach a Equacoes
Diferenciais

As aplicacoes mais interessantes do Teorema do Ponto Fixo de Banach surgem
em espacos de fungoes, uma vez que o teorema fornece a existéncia e unicidade
de equacoes diferenciais e integrais.

Nesta seccao consideramos uma equacao diferencial ordindria explicita de
primeira ordem

() = f(t, z). (5.2.1)

Um problema de valor inicial para equacao equacao é formado pela equacao
e por uma condicao inicial

x(tog) = o, (5.2.2)

com ty e xo nimeros reais dados.

Em primeiro lugar usamos o teorema de Banach para provar o Teorema
da Existéncia e Unicidade de Picard (Charles Emile Picard (1856 -
1941)), que tem um papel importante na teoria das equagdes diferenciais
ordindrias.

A abordagem ¢ bastante simples: o problema (5.2.1), (5.2.2) é convertido
numa equagcao integral, que define uma aplicacao T'. As condic¢oes do teorema
irao implicar que T é uma contraccao de modo que o seu ponto fixo seja
solucao do nosso problema.
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Teorema 5.2.1 Seja f uma func¢ao continua num rectangulo
R=A{(t,x): |t —to| <a, |zr—x <b}
e, portanto, limitada em R, isto é,
lf(t,x)| <¢, VY(t,x)€ R, ¢>0. (5.2.3)

Suponha que f satisfaz uma condi¢cao de Lipschitz em R em relagdo a se-
gundo argumento, isto é, existe uma constante k (constante de Lipschitz)

que para (t, ), (t,v) € R,
lf(t,z) — f(t,v)| < k|x—]. (5.2.4)

Entao, o problema do valor inicial (5.2.1), (5.2.2) tem uma tunica solugdo.
Esta solugdo existe num intervalo [ty — ,to + 5], com

b1
[ < min {a, = E} . (5.2.5)
i ntb— L R L A A S e
1',:.___._____T &

Xo — & — |
|

| | |

& — = iy tn ta
q——

o] e

i '& ) a - !P
AT = = B} & 3 =

Dem. Seja C(J) o espago métrico de todas as fungoes continuas de valor
real no intervalo J = [ty — 3,19 + (] com a métrica d definida por

(. ) = max|x(t) - y(t)|.
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C(J) é completo. Seja C o subespaco de C (J) de todas as fungdes x €
C(J) que satisfagam
|z(t) — zo| < cf.
C ¢ fechado em C (J), de modo que Cé completo, pelo Teorema 1.4.8.
Por integragao, vemos que (5.2.1), (5.2.2) pode ser escrito como = = Tz,
com T : C — C é definido por

Tx(t) = xo+ /f(T,a:(T)) dr. (5.2.6)

Na verdade, T' é definido para todo x € 5, porque ¢ < b por (5.2.5), de
modo quese x € C, entdo 7 € J e (7,2(7)) € R, e o integral em (5.2.6) existe

uma vez que f é continua em R. Para ver que T aplica C' em si préprio,
podemos usar (5.2.6) e (5.2.3), obtendo

T2 () — 0] = /f(T,xm) dr| < clt —to] < B

Mostremos de seguida, que 7' ¢ uma contraccao em C. Pela condicao de
Lipschitz (5.2.4),

t

[t - f7,060) dr

to

T (t) — To(t)]

IN

6 — tolmaxk () — y(7)|
< kpBd(z,v).

Como a iltima expressao nao depende de ¢, podemos tomar o maximo &

esquerda e ter
d(Tz,Tv) < ad(z,v), com a = kf.

De (5.2.5) vemos que a = k5 < 1, de modo que T é realmente uma
contracgao em C. O Teorema 5.1.2 implica, que T possui um tinico ponto fixo
x € C, isto é, uma funcao continua z em J que satisfaz x = T'z. Escrevendo
x = Tz para fora, temos por (5.2.6),

x(t) = o + /f(T,JZ(T)) dr. (5.2.7)
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Como (1,z(7)) € R onde f é continuo, (5.2.7) pode ser diferenciado.
Assim, z é mesmo diferencidvel e satisfaz (5.2.6) e (5.2.3). Por outro lado,
toda a solugao de (5.2.6) e (5.2.3) deve satisfazer (5.2.7). m

O Teorema de Banach também implica que a solu¢ao x do problema de
valor inicial (5.2.1), (5.2.2) é o limite da sucess@o (xg,z1,...) obtida pela
iteracao de Picard

Tpi1(t) = xo + /f(T,CL’n(T)) dr

onde n = 0,1,... No entanto, a utilidade préatica desta maneira de obter
aproximagoes a solucao de (5.2.1), (5.2.2) é bastante limitada devido as in-
tegracoes envolvidas.

Considera-se como ponto de partida uma funcdo continua zy(t), fre-
quentemente z4(t) = xo, que constitui a "aproximagao inicial" a solugao
de (5.2.1).

No passo seguinte, define-se

t
x1(t) = xg —|—/ f(r,zo(T)) dr
to
e a terceira aproximagao como
t
nat) =20+ [ f(rlr) dr
to

Iterando este processo otem-se a (n + 2)-ésima aproximacao como

Tni1(t) = xo + /tf(T,fL‘n(T)) dr, n=0,1,2,.. (5.2.8)

A sucessdo (z,(t)) converge uniformemente para uma fungao continua
z(t) num intervalo I que contenha ty e (t,z,(t)) € D, para todo ot € I.
Passando ao limite nos dois membros de (5.2.8), obtem-se

z(t) =limz,1(t) = xo + lim/t f(r,zn (7)) dr = 20 —i—/t f(r,z(r)) dr,

pelo que z(t) é a solucao pretendida.
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Exemplo 5.2.2 O problema de valor inicial

é equivalente a equagao integral

o(t) =1 —/Otx(T)dT.

Considerando xy(t) = 1 entdo

t
x1(t) = 1—/1d7':1—t
0

t t2
() = 1—/(1—7)d721—t+5
0

n

k
) = D

k=0

Recordando os desenvolvimentos em série de Taylor tem-se lim x,(t) = e™".

De facto x(t) = e=' € solugao do problema inicial para I = R.

5.3 Aplicacoes do Teorema de Banach a Equacoes
Integrais

Consideremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para garantir teoremas
de existéncia e unicidade para equagoes integrais.
Uma equagao integral da forma

b
x(t) — u/ kE(t,7) x (1) dr = v(t) (5.3.1)
diz-se uma equacgao de Fredholm de segunda espécie, em que:

e [a,b] é um intervalo dado;
e 1z é uma funcao em [a, b] que é desconhecida;

e [, é um parametro;
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e A funcado nicleo k da equacgao é uma funcao dada no quadrado G =
[a, b] x [a, b];

e v ¢ uma funcao dada em [a, b].

A presenga do termo x(f) permite aplicar a iteragdo dada na sec¢ao an-
terior. Uma equacao sem esse termo, isto é, da forma

b
/ k(t,7) z (1) dr = v(t),

chama-se equagao de Fredholm de primeira espécie.

As equacoes integrais podem ser consideradas em varios espagos de fungoes.
Nesta segao, consideramos (5.3.1) no espaco completo Cla, b], o espago de to-
das as fungoes continuas definidas no intervalo J = [a, b] com métrica d dada
por

d(z,y) = max|z(t) — y(t)] - (5.3.2)
L |
&
i
I | =
a2 fr t

Considere-se v € Cfa,b] e k continuo em G. Entdo k ¢ uma fungao
limitada em G, digamos,

k(t,7)| <¢, V(tT1)eQG. (5.3.3)
O problema (5.2.1), (5.2.2) pode ser escrito na forma x = T’z com

Ta(t) = v(t) + p / k(t7) 2 (r) dr. (5.3.4)

Como v e k sdo continuos, a igualdade (5.3.4) define um operador 7' :
Cla,b] — Cla, b].
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Para garantir que 7" é uma contracgao, torna-se necessirio impo uma
restrigao a . Pelas relagoes de (5.3.2) a (5.3.4) temos

d(T,Ty) = max|Tz(t) = Ty(t)]
S

/abmm) 2 (7) — y ()] df\

|| max

b
< [ulemax|e (o) ~y ()] [ dr
(S a
<l cd(zy) (b—a).
Esta expressao pode ser escrita d(Tz, Ty) < « d(z,y), sendo
a=|pl ¢ (b—a).
Entao T é uma contrac¢ao (o < 1) se

I
c (b—a)

O processo iterativo descrito na seccao anterior pode, agora, ser resumido
no seguinte Teorema de Fredholm para equacgoes integrais:

| < (5.3.5)

Teorema 5.3.1 Assuma-se que k e v em (5.3.1) sao fungées continuas em
JxJ eemJ=a,b], respectivamente, e que u satisfaz (5.3.5) com ¢ definido
em (5.8.3). Entao (5.3.1) tem uma solu¢io dnica x em J.

Esta fungdo  é o limite da sucessao recorrente (g, x1,...), onde xy é qualquer
funcao continua em J e paran =0,1, ...,

Toir(t) = v(t) + 1 / k(t,7) @, (7) dr. (5.3.6)

As equacoes integrais de Fredholm serao discutidas mais a frente. De
momento, dediquemo-nos & equacao integral de Volterra

x(t) — p/ kE(t,7) (1) dr =v(t) (5.3.7)

A diferenca entre (5.3.1) e (5.3.7) reside no limite superior do integral:
no primeiro integral b é constante, enquanto que no segundo ¢é varidvel. Isto
é

essencial. Na verdade, sem qualquer restricaio em u, temos o Teorema
de Volterra, de existéncia e unicidade para equacgoes integrais:
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Teorema 5.3.2 Considere-se que v em (5.3.7) é continuo em [a, b] e a fun¢do
nicleo k é continua na regigo triangular R no plano tOT dada por a < 7 < t,
a <t <b. Entdo (5.8.7) tem uma tnica solu¢io x em |a,b] para todo o f.

Dem. A equagao (5.3.7) pode ser escrita como x = Tx com T : Cla, b] —
C'la, b] definido por

Ta(t) = v(t) + p / k(t,7) x(r) dr. (5.3.8)

: |

T I

-

Como k é continuo em R, que é fechado e limitado, entao k é uma fungao
limitada em R, por exemplo,

k(t,7)| <ec V(t7)€R

Usando (5.3.2), obtemos para todo x,y € C|a, b,

[ R )=y ar

[Tx(t) = Ty(t)] = |ul

t
<l cday) [ ar (5.3.9)
= |ul cd(z,y) (t—a).
Mostremos por inducao que

(t—a)"

T7a(t) = Tmy(0)] < [l e d(a,) S

(5.3.10)

Para m = 1,a igualdade é verdadeira, por (5.3.9).
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Supondo, por hipétese de indugao, que (5.3.10) ¢ vélida para qualquer m,
obtemos, por (5.3.8),

7 a(t) = T y(0)] = Jul| [ K(er) (17 () =Ty () dr

R ()
< |yl Cd(l’yy)/ ul™ ¢ %Ch

(t —a)™"!

_ m~+1 m+1d
" e (:c,y)—(m+1)! ,

o que completa a prova da indugao.
Fazendo t—a < b—a no segundo membro de (5.3.10) e tomando o méximo
sobre t € J a esquerda, obtemos

d(me,Tmy) < apn d(fL’, y)7

onde 0 )m
m m —a

am = |ul" ¢ —
m!

Para qualquer p fixo e suficientemente grande, temos «,,, < 1. Pelo que
o T™ correspondente é uma contracgao em Cla, b] e a afirmagao do Teorema
resulta do seguinte Lema de ponto fixo: =

Lema 5.3.3 SejaT : X — X uma aplicagdo continua num espago métrico
completo X = (X, d), e suponha que T™ é uma contracgao em X para algum
numero inteiro positivo m. Entao, T tem um tunico ponto fizo.

Dem. Por hipétese, B = 7" é uma contracgao em X, isto é, d(Bx, By) <
a d(z,y) para todos os x,y € X, com « < 1. Por isso, para cada xy € X,

d(B"Txg, B"ry) < ad(B" Ty, B" 'x)
(5.3.11)

< " d(Txg,z9) — 0, sen — +o0.

O Teorema de Banach 5.1.2 implica que B tem um ponto fixo tinico, que
designamos por z, e B"Txy — x. Como a aplicacao 7' é continua, isso
implica que B"Txy = T B"xg — Tx. Assim, pelo Lema 1.4.3,

d(B"Txy, B"zg) — d(Tx,x).
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de modo que d(Tz,x) = 0, por (5.3.11). Isso mostra que x é um ponto fixo
de T.

Como cada ponto fixo de T' é também um ponto fixo de B, entao T' nao
pode ter mais de um ponto fixo. =

Note-se a equagao de Volterra pode ser considerada como um caso par-
ticular da equacgao de Fredholm cujo micleo k é zero na parte do quadrado
la,b] x [a,b] onde T > t, e pode ndo ser continuo em pontos na diagonal

(T =1).

5.4 Exercicios

1. Considere X = {r ¢ R: 2z > 1} C Reaaplicaggo T : X — X

definida por

T 1
Ter=—4+ —.
v 2+$

Mostre que 7' é uma contracgao e encontre o menor o.
2. No Teorema 5.1.2, a condicao (5.1.1) ndo pode ser substituida por
d(Tz, Ty) < d(z,y)

quando z # y. Como contra exemplo, considere X = {z : 1 < z <
+00}, tomado com a métrica usual da linha real, e T : X — X
definida por  — z 4+ . Mostre que [Tz — Ty| < |z —y| quando
x # y, mas a aplicagdo nao tem pontos fixos.

3. Se (X, d) é um espago métrico, T' : X — X satisfaz d(Tx, Ty} <
d(x,y) quando = # y e T tem um ponto fixo, mostre que o ponto fixo
é unico.

4. Prove o Lema 5.1.5.

5. Se a derivada parcial % existe e for continua no rectangulo R (dado
pelo Teorema 5.2.1) prove que f satisfaz a condigao de Lipschitz em R,
em relacao ao seu segundo argumento.

6. A funcao dada por f(t,z) = \/|z| satisfaz a condigao de Lipschitz?



5.4. EXERCICIOS 173

10.

11.

Encontre todas as condicoes iniciais, de modo que o problema do valor
inicial
tr' =2z, x(ty) = o,

a) ndo tem solucao;
b) tem mais de uma solugao;

c) tem precisamente uma solucao.

Indique as trés primeiras iteragoes pelo método de Picard dos seguintes
problemas de valor inicial, considerando como aproximagao inicial yo(z) =
T

a) y =2 —y*—1, y(0)=0.
b) v =2*+y* y(0)=0.
Resolva por iteracao, escolhendo zy = v a equagao integral
1
x(t) —,u/ e x(7) dr = v(t), com |u| < 1.
0
Se v e k forem fungbes continuas em [a,b] e C' = [a,b] X [a,b] X R,
respectivamente, e k satisfaz em GG uma condigao de Lipschitz da forma
|k (t,T,u1) — k(7 u9)| < 1lup — ugl,

mostre que a equacao integral nao-linear

x(t) — u/ kE(t,7,2 (7)) (1) dr = v(t),

tem uma tnica solugdo x para qualquer p tal que |u| < ﬁ

As equacoes integrais generalizam as equacOes diferenciais, como se
pode ver nos exercicios seguintes:

a) Escreva o problema de valor inicial

J}/(t) = f(t,l‘(t)), I<t0) = Zo,

como uma equacgao integral e indique que tipo de equacgao obteve.



174 CAPITULO 5. TEORIA DO PONTO FIXO DE BANACH

b) Mostre que o problema de valor inicial envolvendo a equagao difer-
encial de segunda ordem

2'(t) = f(t,z(t)), x(to) = zo, 2'(to) = 21,

pode ser transformado numa equacao integral de Volterra.



Capitulo 6

Operadores compactos em
espacos normados

Os operadores lineares compactos sao muito importantes nas aplicagoes. Por
exemplo, eles desempenham um papel central na teoria das equagoes integrais
e em varios problemas de fisica matemética.

As propriedades que satisfazem sao muito semelhantes as dos operadores
em espagos de dimensao finita.

A compacidade de um operador linear é a caracteristica fundamental na
teoria de Fredholm.

6.1 Operadores Lineares Compactos em Es-
pacos Normados

Os operadores lineares compactos sao definidos da seguinte forma:

Definicao 6.1.1 Sejam X e Y espagos normados. Um operador T : X —
Y é um operador linear compacto (ou operador linear completamente
continuo) se T for linear e transformar subconjuntos limitados M de X, em
relativamente compactos, isto é a imagem T (M) é relativamente compacto,
isto é, a aderéncia de T'(M) é um conjunto compacto (Ver Defini¢io 2.6.1).

Muitos operadores lineares em anélise sao compactos.

175



176 CAPITULO 6. OPERADORES COMPACTOS

A teoria dos operadores lineares compactos emergiu da teoria das equagoes
integrais da forma

b
(T — M) z(s) =y(s), com Tx(s)= /k;(s,t)a:(t)dt, (6.1.1)

a

A € C é um parametro, y e o nicleo k sao fungdes dadas (sujeitas a certas
condigoes), e = é a fungao desconhecida.

Estas equacoes também desempenham um papel na teoria das equacoes
diferenciais, ordindrias e parciais.

D. Hilbert (1912) descobriu o facto surpreendente de que os resultados
essenciais sobre a solvabilidade de (6.1.1) nao dependem da existéncia da
representagao integral de T in (6.1.1), mas unicamente da condi¢do de 7" em
(6.1.1) ser um operador linear compacto.

O termo "compacto"é sugerido pela definigao. O termo mais antigo "com-
pletamente continuo"pode ser motivado pelo seguinte lema, que mostra que
um operador linear compacto é continuo, enquanto que o inverso geralmente
nao é verdadeiro.

Lema 6.1.2 Sejam X e Y espagos normados. Entao:

a) Todo operador linear compacto T : X — Y ¢é limitado e, portanto,
continuo.

b) Se dimX = 400, o operador de identidade I : X — X (que é continuo)
nao é compacto.

Dem. a) A esfera unitdria U = {z € X : ||z|| = 1} é limitada. Como T’
¢ compacto, T'(U) é compacto, e é limitado, pelo Lema 2.6.2, de modo que

sup ||Tz]| < +o0.
llz|=1

Portanto, T" é limitado e, pelo Teorema 2.8.9, é continuo.

b) Claro, a bola unitaria fechada M = {z € X : ||z|| < 1} é limitada. Se
dimX = 400, entao o Teorema 2.6.5 implica que M nao pode ser compacto.
Entdo, I(M) = M = M nio é relativamente compacto. m

A partir da definicdo de compacidade de um conjunto (Defini¢ao 2.6.1),
podemos obter um critério de compacidade 1itil para os operadores:



6.1. OPERADORES LINEARES COMPACTOS 177

Teorema 6.1.3 Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um oper-
ador linear. Entao, T é compacto se, e somente se, transformar sucessoes
limitadas (x,,) em X em sucessoes (Tx,) emY que admitem uma subsucessao
convergente.

Dem. Se T é compacto e (z,) é limitada, entdo a aderéncia de (T'z,)
em Y é compacto e, pela Defini¢do 2.6.1, (T'z,) contém uma subsucessao
convergente.

Inversamente, assuma-se que toda a sucessao limitada (z,) contém uma
subsucessao (z,, ) tal que (T'x,,) converge em Y.

Considere-se um subconjunto limitado arbitrario B C X, e seja (y,)
uma sucessao qualquer em T'(B). Entdo y, = Tx, para alguma sucessao
x, € B, sendo (z,) limitada, porque B é limitado. Por hipétese, (T'z,)
contém uma subsucessdo convergente. Portanto, T'(B) é compacto, pela
Definigao 2.6.1, porque (y,) em T'(B) foi considerada de modo arbitrério.
Entao, por definicao, T' é compacto. m

A partir deste teorema é ébvio que a soma 17 + 15 de dois operadores
lineares compactos 7 : X — Y & compacto.

Da mesma forma, o1} é compacto, com « um escalar qualquer. Por isso,
temos o resultado seguinte:

Os operadores compactos lineares de X em Y formam um espaco
vectorial.

Em dimensao finita temos algumas particularidades:

Teorema 6.1.4 Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um oper-
ador linear. Entao:

a) Se T ¢ limitado e dimT'(X) < 400, 0 operador T é compacto.

b) Se dim X < 400, 0 operador T' é compacto.

Dem. a) Considere-se (x,) uma qualquer sucessao limitada em X. Em
seguida, a desigualdade
[Tzn | < IT]] lln]]

mostra que (T'z,) é limitada. Por isso (T'z,) é relativamente compacto,
pelo Teorema 2.6.3, desde que dim7'(X) < +oo. Como (7x,) tem uma
subsucessao convergente e (z,) é uma sucessao limitada arbitrdria em X,
entao o operador 1" é compacto, pelo Teorema 6.1.3.
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b) A prova segue de a) tendo em conta que dim X < +oo implica a
limitacao de T', pelo Teorema 2.8.8 e dim 7'(X) < dim X pelo Teorema 2.7.9
b). m

Refira-se que um operador 7' € B(X,y) com dim X < +oo, geralmente é
designado por operador de imagem finita ou contradominio finito.

O préximo teorema estabelece condigoes sob as quais o limite de uma
sucessao de operadores lineares compactos é compacto.

O teorema também é uma importante ferramenta para comprovar a com-
pacidade de um determinado operador, considerando-o como o operador lim-
ite, uniforme, de uma sucessao de operadores compactos lineares.

Teorema 6.1.5 Seja (T,,) uma sucessio de operadores lineares compactos
a partir de um espa¢o normado X num espag¢o de Banach Y. Se (T,) for
uniformemente convergente para o operador T, isto é, ||T,, — T|| — 0, entao
o operador limite T' é compacto.

Dem. Usando um "método de diagonal", mostremos que para qualquer
sucessao limitada (x,,) em X, a sua imagem (7'z,,) tem uma subsucessao
convergente, para depois aplicarmos o Teorema 6.1.3.

Como T} é compacto, (z,,) tem uma subsucessao (x1,,) tal que (Th1x1,,)
é uma sucessao de Cauchy.

Da mesma forma, (z1,,) tem uma subsucessao (zs,,) tal que (Thxem,) €
uma sucessao de Cauchy.

Iterando este processo, vemos que a "sucessao diagonal" (y,) = (Tm.m) €
uma subsucessao de (z,,) tal que para cada nimero inteiro positivo fixo, n,
a sucessao (1, Ym)men € uma sucessao de Cauchy. (z,,) é limitada, digamos,
|zm|| < ¢, para todos os m. Entao ||y,,|| < ¢ para todo o m.

Seja ¢ > 0. Como T, — T, existe n = p tal que ||T"— T,|| < ;. Como
(TyYm)men € uma sucessao de Cauchy, existe N tal que

3

1 Tpy; — Toyell < 1

para j,k > N.

Portanto, obtemos para j,k > N,

1Ty; = Tyell < NTy; = Toyill + 1Ty — Towell + 1 Toye — Tyl
£
< AT = Dol lysll + 5 + 1T = Tl e

A\
|
o
+
|
+
|
I
™
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Isto mostra que (7'y,,) ¢ uma sucessdo de Cauchy que converge, pois Y
é completo. Lembrando que (y,,,) € uma subsucessao da sucessao arbitraria
limitada (z,,), vemos que o Teorema 6.1.3 implica que o operador T' é com-
pacto. m

Observe-se que o teorema anterior ¢ falso se substituimos a convergéncia
uniforme do operador pela convergéncia pontual do operador || T,z — Tx| —
0.

Como contra-exemplo, veja-se o caso dos operadores T), : [2 — [?
definido por

Tn{L’ - (51, "'?§n7 070, ),

com z = () 2. Como T, é linear e limitado, 7}, é compacto, pelo
Teorema 6.1.4 a). Claramente, T,z — x = Iz, mas [ ndo é compacto, pois
dim 2 = co.

O préximo exercicio ilustra como o teorema pode ser usado para provar
a compacidade de um operador:

Exercicio 6.1.6 Prove a compacidade de T : 1> — 12 definido por

’y:(ﬁj)ZT% Comnjz—.j para j=1,2 ... .
J

Resolugao: T’ ¢ linear. Se z = (¢;) € %, entdo y = (n;) € I*.
Considere-se T), : [? — [? definido por

§ & ¢

T,x = 1 o ) g )t -
z = (& 973 n

T, é linear e limitada, e é compacta pelo Teorema 6.1.4 a). Além disso,

“+oo

“+o00 ) 1 )
Z |77j} = Z j_2|51‘

1 Jrf ‘€'|2< HxH2
(n+1)? R (N DEN

j=n+1

(T —T) ]

Aplicandp o supremo sobre todo x de norma 1, temos que

1

|1T -T,|| £ —.
(n+1)
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Entao T,, — T' e T' é compacto, pelo Teorema 6.1.5. B

Outra propriedade interessante e bédsica de um operador linear compacto
é que ele se transforma sucessoes fracamente convergentes em sucessoes forte-
mente convergentes da seguinte forma:

Teorema 6.1.7 Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um op-
erador linear compacto. Suponha que (x,) em X é fracamente convergente,
digamos, x, — x. Entdo (Tx,) é fortemente convergente em Y e tem o
limite y = Tx.

Dem. Sejam y, = T'x,, e y = Tz. Primeiro mostremos que

Yn — Y (6.1.2)

e, depois, que
Yn — Y. (6.1.3)

Seja g um qualquer funcional linear limitado em Y. Defina-se um fun-
cional f em X, por
f(z) =9(Tz), zeX.

O funcional f é linear elimitado porque T' é compacto, e, portanto, limi-
tado, e

[F ) = 19T < Mgl 1Tzl < g HIT[=1] -

Por definigao, z,, — z implica f(z,) — f(x), pelo que, g(Tz,) —
g9(Tz), isto &, g(y,) — ¢(y). Como g é arbitrario, isto prova (6.1.2).

A condicao (6.1.3) serd provada por contradigao.

Suponha-se que (6.1.3) nao se verifica. Entao (y,) tem uma subsucessao

(Yn,) tal que
1Yn — Il =, (6.1.4)

para 7 > 0. Uma vez que (x,,) é fracamente convergente, (x,,) é limitada, pelo
Lema 4.5.3 ¢), pelo que z,,, também ¢é limitada. A compacidade de T" agora
implica, pelo Teorema 6.1.3, que (T'z,,) tem uma subsucessao convergente,
designada por (y;) e considere-se 3, — y. Assim, y; — ¥, pelo que y = y
por (6.1.2) e pelo Lema 4.5.3 b). Consequentemente,

1% = yll — 0.

Mas ||g; — y|| > n > 0, por (6.1.4). Esta contradigdo garante que (6.1.3) é
verdadeira. m
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6.2 Aplicacao de operadores compactos nao
lineares a problemas de valores na fron-
teira

No Capitulo 5 vimos como se poderia aplicar a Teoria do Ponto Fixo a
equagoes diferenciais e integrais, e como estas tltimas generalizam as equagoes
diferenciais.

A teoria de existéncia e unicidade para os problemas com valores na
fronteira apresenta mais dificuldades que os problemas de valor inicial, pois
uma pequena alteracao nas condicoes de fronteira pode provocar modificagoes
significativas nas solugoes.

Por exemplo, o problema de valor inicial

y'(@) +y(@) =0, y(0) =k, y(0) =k

tem uma tnica solugao, y(x) = kj cos x + ks senz, para quaisquer ki, ks reais.
Contudo o problema com valores na fronteira

y'(x) +y(z) =0, y(0)=0, y(r)=¢e(7#0)

nao tem solucao; o problema

y'(x) +y(x) =0, y(0)=0, y(B)=¢ 0<p<m,

tem uma tnica solucdo, y(x) = Senj: O problema

y'(x) +y(x) =0, y(0)=0, y(r)=0,

tem uma infinidade de solugoes, y(x) = ¢ senx, com ¢ uma constante arbi-
tréria.

Recordemos que numa equagao integral do tipo

x(t) —u/ k(t,7) z (1) dr = v(t),

a funcao nicleo k é uma fun¢ao dada no quadrado G = [a,b] x [a,b]. Uma
forma de as calcular é através das Funcoes de Green. A utilidade destas
funcoes reside no facto de que a funcao do Green é independente da parte nao
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homogénea na equacgao diferencial. Assim, uma vez que a fun¢do do Green
é determinada, a solucao do problema de valor na fronteira para qualquer
termo nao homogéneo f(x) é obtido por uma unica integragao.

Note ainda que nenhuma determinacao de constantes arbitrarias é necessdria,
uma vez que a solucdo y(z), dada na forma integral da funcdo Green satisfaz
as condicoes de fronteira.

[lustremos, através de um exercicio um processo para calcular as Funcoes
de Green, via método da variagao dos parametros:

Exercicio 6.2.1 Considere o problema de valor na fronteira composto pela
equacao diferencial

—y'(z) = f(=), (6.2.1)

sendo f: R — R uma func¢ao continua, e as condig¢oes de fronteira
y(0) =0, y(1)=0. (6.2.2)

a) Mostre pelo método de varia¢ao de pardmetros que a solugdo geral de
(6.2.1) pode ser escrita na forma

T

y(z) =1 + cor — /(3: —s)f(s)ds

0

com ¢, € ¢y 8ao constantes arbitrarias.

b) Para que y(x) seja solugao do problema (6.2.1)-(6.2.2) é necessario ter
1
c1=0, o= /(1 —s)f(s)ds.
0

c) Mostre que a solug¢io do problema (6.2.1)-(6.2.2), y(x), pode ser escrita
na forma

T

y(x) = /5(1 —x)f(s)ds + /1:(1 —5)f(s)ds.

0
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d) Prove que a solugdo tem a forma

y(z) = / G, 5)f (s)ds,

definindo
l—z) , 0<s<zx

s( <
G<x’s)_{x(1—s) r<s<1.

Considere-se o problema de segunda ordem com condicoes de fronteira

mistas
{ u'(x) = fla,u(z), () (6.2.3)

Y

u(a) = A, v/ (b) = B,
com f : [a,b] x R? — R uma fungao continua e a,b, A, B € R com a < b.
Consideremos o espago X := C" ([a,b]) munido da norma
lwlf = max jw(z)].

Lema 6.2.2 Uma fungdo u € X é uma solugio do problema (6.2.3) se, e s6
se,

b
uwx)=A+B(x—a)+ / G(s,x) f(s,u(s),u'(s)) ds,

com G(s,z) dada por

a—3s, a<x<s<hb,
G<8’x):{a—:c, a<s<z<b (6.2.4)

A demonstracao do Lema anterior deixa-se como exercicio.

Um teorema de ponto fixo muito ttil em espagos de dimensao infinita é
o Teorema do ponto Fixo de Schauder, cuja demonstragao utiliza conceitos
nao abordados neste curso mas poders ser encontrada, por exemplo, em [4]
ou em [3] :

Teorema 6.2.3 Considere-se Y um subconjunto nao vazio, fechado, limi-
tado e convero de um espago de Banach X, e suponha que P:Y —Y é um
operador compacto. Entao P tem pelo menos um ponto fixo em Y .

A compacidade do operador pode ser obtida por aplicagdo do seguinte
teorema :
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Teorema 6.2.4 (Teorema de Arzéla-Ascoli) Considere uma sucessao de
fungées continuas f,(x), definidas num intervalo fechado [a,b] C R. Se essa
sucessao é uniformemente limitada, isto é,

k>0 |fu(z)| <k, Vo €la,b], Vn € N,

e equicontinua, ou seja, para cada € > 0 e cada x € [a,b], existe um 6 > 0 tal
que |[x—y| < § = |fu(z) — fu(y)| < &, ¥n € N, entao eziste uma subsucessao
que converge uniformemente.

Se combinarmos com o Teorema 6.1.3 pode-se enunciar uma versao difer-
ente do Teorema de Arzéla-Ascoli:

Teorema 6.2.5 (Teorema de Arzéla-Ascoli) Num espaco normado X,
munido com a norma do mdximo, um operador continuo T' é compacto se, e
so se, T' é uniformemente limitado e equicontinuo em X.

Mais & frente, utilizar-se-a a Regra de Leibniz para a derivagao de integrais
paramétricos:

Regra de Leibniz: Suponhamos que f(s,z) é uma func¢do continua, e
com derivada continua % num dominio que contém o rectangulo a < s < b
ery <z < x9.

Entao, para r; < x < x5 temos

b b
d d
%/f(s,x)dSZ/%f(s,x)ds.

Assim pode enunciar-se a seguinte versao do Teorema Fundamental do
Célculo Integral:

Teorema 6.2.6 Se f(s,z) verifica as condi¢oes da Regra de Leibniz e a(x)
e b(x) estao definidas e tém derivadas continuas para x; < x < x5, entdo,
para x1 < x < g,

b(z)
d / /
& [ s = 7). a)V@) - flate).al @

a(x)
b(z)

+ / %f(s, x)ds.
a(z)
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6.2.1 Operadores compactos definidos em intervalos
compactos

A existéncia de solugdo para o problema (6.2.3) é garantida pelo seguinte
teorema,

Teorema 6.2.7 Seja f : [a,b] xR? — R uma func¢ao continua. Entdo existe,
pelo menos uma, fung¢io u € X solugdo de (6.2.3).

Dem. Defina-se o operador T': X — X dado por
b
Tu(x)=A+B(x—a)+ / G(s,z) f(s,u(s),u'(s)) ds, (6.2.5)

onde G(z, s) ¢ dada por (6.2.4).

Pelo Lema 6.2.2 é 6bvio que os pontos fixos de T sao solugoes de (6.2.3),
pelo que bastard provar que 1" tem um ponto fixo.

Por uma questao pedagogica divide-se a demonstracao em véarios passos:

Passo 1: T estd bem definido e é continuo em X.

Como f : [a,b] x R? — R é uma fungdo continua, entao Tu € C* ([a, b]),
pois T'u é continuo e

(Tw)' (z) = B — /I f(s,u(s),u'(s)) ds.

Passo 2: T'B ¢ uniformemente limitado em B C X.

Seja B um subconjunto limitado de X. Como f é uma funcao continua,
existem constantes «, 3 > 0 tal que para |[ul| < a se tem

f(z,u(z),d(2)| < By, Vo € a,b].
Para u € B, defina-se

M(s) := max |G(s,x)]|. (6.2.6)

z€la,b]

Assim, definindo

k;::max{|A|+|B|(b—a)—l—/ M(s) ., ds,|B|+Ba(b—a)}, (6.2.7)
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temos

o] < ma (1414 1Bl =+ [ 160,20 15600000 ds)

z€|a,b]

< !A|+|B\(b—a)+/M(8)ﬂad8§k

|(T) @) < max (|B|+ [ 15ttt ds

z€[a,b]

< [Bl+ [ Buds <1BI+6,0-0) <k,

pelo que T'B ¢é uniformemente limitado em B C X.
Passo 3: T é equicontinuo em X.

Considerem-se z1, x5 € [a, b] tal que z1 < 5.
Pela continuidade de GG, obtem-se

|Tu(xq) — Tu(xs)|
b
— ‘B(xl — Tg) +/ [G(s,21) — G(s,22)] f(s,u(s),u(s)ds

— 0 uniformemente, quando 7 — o,

) (x1) — (Tu) (x2)

/fsu ds—/ F(s,uls),u(s)ds

fsu )ds_/ ds = 0, (1 — xa)

— 0 umformemente, quando xy; — Ts.

Entao pelo Teorema 6.2.5 o operador 7" : X — X é compacto.
Passo 4: T : X — X tem um ponto fixo.

Para aplicarmos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder (Teorema 6.2.3)
para o operador 7', é necessario provar que 7'D C D, para um certo conjunto
D C X, fechado, limitado e convexo.
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Considere-se a bola
D:={ue X :|u|| <k},

com k > 0 dado por (6.2.7).
Seguindo o mesmo tipo de desigualdades do Passo 2 temos que

1Tull = max {[|Tull

(Tu)][} < k.

peloque T'D C D.

Pelo Teorema 6.2.3, o operador 7', dado por (6.2.5) tem um ponto fixo u.
Entao, pelo Teorema 6.2.7, o problema (6.2.3) tem pelo menos uma solugao
up € X. m

6.2.2 Operadores compactos definidos em intervalos
nao compactos

Muitos problemas tém o seu dominio de definicao em dominios nao com-
pactos, basta pensar, por exemplo, num problema que lide com uma variacao
de tempo infinito, para o futuro, ou para o passado.

Se o inervalo onde a varidvel independente estd definida for nao compacto,
o Teorema de Arzeéla-Ascoli nao se pode aplicar, pelo que os argumentos da
seccao anterior nao sao validos.

Necessitamos de outro tipo de conceitos para garantir a compacidade do
operador e, assim, aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

Considere-se, entao, o problema nao linear de segunda ordem definido
num dominio nao compacto, composro pela equacao diferencial

u'(t) = f(t,u(t),d'(t)), t €0, +oo], (6.2.8)

com f : [0,+oo[ x R? — R uma fungao L!-Carathéodory, e as condigoes de
fronteira

u(0) = A, u'(+o0) = B, (6.2.9)

com A, BeR, e
u'(+00) := lim u/(t).

t—+o00o

O espaco a definir deve incluir por um lado condicoes assimptéticas e por
lado normas ponderadas que possam conduzir a uma limitacao no infinito.
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Nesse sentido considere-se o espaco

X:{ r:x e CH[0,+o0]) : tlim Ol ¢ R, ltlir+n |2’ (t)] € R },

Foo Lt

com a norma [Jw]] = max {||u], . /[, }, em que

[T ()]
ITllp:== sup ——— e [T, := sup [Y(?)].

tef0,400] 1+ t€]0,-+o0]

O espago (X, ||.||x) ¢ um espaco de Banach.
Precisemos o que se entende por uma funcao L!-Carathéodory:

Definigao 6.2.8 Uma funcao g : [0, +00[xR?* — R diz-se L' — Carathéodory
se

i) para cada (z,y) € R?, t — g(t,x,y) é mensurdvel em [0, +oo[;
it) parat € [0, +o0| quase sempre, (z,y) — g(t,x,y) é continua em R?;

iii) para p > 0, existe uma fung¢ao positiva ¢, € L ([0, +oc0|) tal que, para
(z,y) € R?
|z] }
sup ¢ ———, [yl ¢ < p, (6.2.10)
t€[0,+oo] { L+t

tem-se
lg(t,z,y)| < ¢,(t), a.e. t € [0,+o0].

Tal como anteriormente o problema (6.2.8)-(6.2.9) pode ser escrito na
forma integral:

Lema 6.2.9 Seja f : [0, +oo] x R? — R uma func¢do continua. Entdo u é a
solugdo de (6.2.8)-(6.2.9) se, e s6 se, u puder ser expressa como

u(t) = A+ Bt + 0+°° G(t,s)f(s,u(s),u'(s))ds,

onde a fun¢ao de Green é dada por

—t,  0<t<s<4o0
G(t,s) = (6.2.11)
—s, 0<s<t<+4o00.
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A demonstracao deste Lema deixa-se como exercicio.

O préximo lema fornece um critério muito 1til para garantir a compaci-
dade do operador e pode ser adaptado fécilmente a partir de [1], Theorem
4.3.1.

Lema 6.2.10 Um conjunto M C X ¢é relativamente compacto se se verifi-
carem as sequintes condigcoes:

i) Todas as fungoes definidas em M sao uniformemente limitadas;

i1) Todas as fungoes definidas em M sao equicontinuas em qualquer inter-
valo compacto de [0, +00];

i1i) Todas as fungées definidas em M sao equiconvergentes no infinito, isto
é, dado € > 0, emiste t. > 0 tal que

t t
) lim a(t) 2'(t) — lim 2'(¢)| < e, Vt >tz € M.
14+t totool 4+t

t——+o0

<,

O préximo teorema ird garantir a existéncia de uma solugao de (6.2.8)-
(6.2.9), através da existéncia de pontos fixos de um operador conveniente.

Teorema 6.2.11 Seja f : [0, +00[xR? — R uma fungao L'— Carathéodory.
Entao eziste, pelo menos, uma fungdo uw € X solugao do problema (6.2.8)-
(6.2.9).

Dem. Defina-se o operador T": X — X dado por
+oo
Tu(t)=A+ Bt + / G(t,s)f(s,u(s),u'(s))ds,
0

com G(t, s) definida em (6.2.11).
Passo 1: T estd bem definido e é continuo.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e pelo Lema, (6.2.9),
Tu(t) . A+ Dt
lim

11
t—+oo 1 4+ ¢ t—+oo 14+t
e G(t
[ i S s )

IA

400
B+ / (s, u(s), ol ()]s

+oo
B + ¢,(s)ds < +o0,
0

IA
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(§
+0o0
Jim (Tu) (6) = B lim [ f(su(s),(s)ds
+oo
< B+ lim | (s, u(s), u'(s))|ds
—+o0 [y

< B+ / T F (s, uls), w(s))lds

+o00
< B+ ¢,(s)ds < +oo.
0

Portanto T' € X, T estd bem definido em X e, como f é uma funcio L'—
Carathéodory, T' é continuo.

Passo 2: T'D é uniformemente limitado, para D um conjunto limitado
em X.

Seja D um subconjunto limitado de X. Entao, existe p; > 0 tal que

lullx = max {{lully, [[u'll,} < p1-

Para u € D, defina-se

A Bt G(t
K := sup <M) , Ki(s):= sup G ’S)|. (6.2.12)
t€[0,+00[ L+t te[0,+00] I+t

Como, 0 < K;(s) < 1,Vs € [0, +00[, e f ¢ uma fungao L'— Carathéodory,
entao

Tu(t
ITulo = sup [ T'u(t)|
tef04o0 LT
A Bt +oo G(t
< s (M)+ [ sw B u.apias
te[0,400] 1+t 0 tefo4oo] 1t
“+oc0
< K+ Ki(s)¢,(s)ds < +00, Yu € D,
0
e
[(Tw)' |l = sup |(Tu) (t)]
te[0,+o00[

IN

Bl + / (s uls) e (s))|ds

+o0
< |B|+ ¢,(s)ds < +00, Vu € D,
0
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pelo que T' é T'D é uniformemente limitado.
Passo 3: T'D é equicontinuo em X.

Considerem-se t1,ty € [0, +00| e suponha-se, sem perda de generalidade,
que t; < to. Entao, pela continuidade de G(t, s),

ti—te | 1 + tl 1 + tg T t1—ta 1 =+ tl 1 + tg
o0 . G(tl,S) G(tQ,S) ’
—l—/o t}l_r)rtl2 16 114 |f(s,u(s),u'(s))]ds =0,
e
I |(Tu(n)) ~ (Tults)
+oo +00
—dim |- [ futshadeDds [ fs,u(), v (5)ds
1—t2 t t
to ’ to
= tlin% —/ f(s,u(s),u'(s))ds| < tlin% ¢,(s)ds = 0.
1—t2 t1 1—t2 t1

Portanto, T'D é equicontinuo em X.
Passo 4: T'D é equiconvergente no infinito .

Para o operador T', temos

T T A+ B
u(t) lim u(t) < + Bt B

l G(t,s)_ im —G(t,s) s,u(s),u (s))ds| —
+/0 '_ 1 (s, uls), o (s))ds| — 0,

1+¢ t—+oo 1+t

quando t — +o0.
Andlogamente,

‘(Tu(t))/ — lim (Tu(t)

t——+o0

se t — +o00.
Logo T'D é equiconvergente em +-00.
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Pelo Lema 6.2.10, T'D é relativamente compacto and, consequentemente,
T é compacto.

Passo 5: T) C () para um certo conjunto €2 C X fechado e limitado.

Considere-se
Q:={ueX:|ully <p},

com p, > 0 tal que

+00 +oo

Py i= max {,0, K+ Ki(s)¢,(s)ds, |B| + ¢p(s)d$} , (6.2.13)
0

0

com p dado por (6.2.10). De acordo com o Passo 2 e K, K;(s) dados por
(6.2.12), temos

1 Tullx = max {[|Tully, [[(Tu)]],} < p,.

Entao, T2 C €, e, pelo Teorema 6.2.3, o operador Tu tem um ponto fixo
u.
Pelo Lema 6.2.9, este ponto fixo é solu¢ao do problema (6.2.8)-(6.2.9). =
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6.3 Exercicios

1.

Se T} e T, sao operadores lineares compactos de um espago normado
X num espaco normado Y, mostre que:

a) T; + T; & um operador linear compacto.

b) os operadores compactos lineares de X em Y constituem um sube-
spaco C(X,Y) de B(X,Y).

c) SeY éum espago de Banach, mostre que C'(X,Y") é um subconjunto
fechado de B(X,Y).

Mostre que um operador linear 7' : X — X é compacto se e somente
se para cada sucessao (z,) de vectores de norma que nao exceda 1 a
sucessao (Tx,) tem uma subsucessao convergente.

Se X & um espago com produto interno, mostre que Txz = (z,y) z com
y e z fixos define um operador linear compacto em X.

Considere-se o problema nao linear com valores na fronteira de segunda
ordem com condigoes de fronteira mistas

u’(x) =z u(z) + (v/'(2))?, = €]0, 1]
(6.3.1)

Prove que o probema nao linear (6.3.1) tem pelos menos uma solugao
u(z) € C10,1].

Mostre que o problema nao linear com valores na fronteira formado
pela equagao diferencial de segunda ordem

o/ (t) u(t)—

"
U(t)— t4+]_ ) tE[O,—l—OO[,

e as condicoes de fronteira
uw(0) =0, u'(+00) =1,

tem pelo menos uma solugao.
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