Anélise Matemé&tica 11

Feliz Minhds



ii



Conteudo

Introducgao
Objectivos Gerais
Programa

1 Funcgoes de R" em R™
1.1 Espago vectorial R™ . . . . ... ... ... ... ... ..
1.2 Nocgoes topolégicasem R™ . . . . . ... ... ... ......
1.3 Imtervalosem R™ . . . . .. ... ... ... ... ...
1.4 Tipos de fungao, dominio e gréfico . . . . ... ... ... ..
1.5 Definicao de limite . . . . . . . . ... ..o
1.6 Propriedades algébricas dos limites . . . . . ... ... ...
1.7 Limites relativos . . . . . . . ... oo
1.8 Continuidade. Propriedades das fung¢bes continuas . . . . . .
1.9 Continuidade uniforme . . . . . . .. ...
1.10 Exercicios . . . . . . . . ... Lo

2 Cailculo diferencial em R"

2.1 Derivagao parcial de 1 ordem . . . . . . .. ... ...
2.2 Significado geométrico das derivadas de 1* ordem . . . . . . .
2.3 Derivadas de ordem superior . . . . . ... ... ... .. ..
2.4 Derivada direccional . . . . ... ... Lo 0oL
2.5 Funcgoes diferencidveis. Diferencial e gradiente . . . . . . . . .
2.6 Fungoes vectoriais . . . . . ... ... Lo o
2.7 Regra de derivagdo de fungoes compostas . . . . . . . .. ..
2.8 Derivada de uma fungéo composta de ordem superior . . . . .
2.9 Algumas aplicagbes das derivadasem R™ . . . . . . . ... ..

2.9.1 Fungoes homogéneas. Teorema de Fuler . . . . . . ..

2.9.2 Plano tangente e recta normal a uma superficie . . . .

iii

13
17
17
20
22
24
28
31
35

39
40
42
42
45
48
61
63
68
72
72
75



CONTEUDO

2.9.3 Operadores diferenciais . . . . ... ... ... ....
2.10 Invertibilidade de fun¢gbes em R™ . . . . . . . ... ... ...
2.11 Funcoes implicitas . . . . . . .. ..o oo
2.12 Derivada da funcao implicita . . . . .. .. ... ... ..
2.13 Diferenciais de ordem superior para fungoes reais em R™ . . .
2.14 Estudo dos extremos de fungoes reais de n varidveis reais

2.14.1 Extremos em pontos interiores do domfnio . . . . . . .

2.14.2 Classificagao dos pontos criticos. . . . . . . . .. . ..
2.15 Méximos e minimos de fungdes definidas implicitamente . . .
2.16 Extremos condicionados . . . . . . .. ... ... ...

2.16.1 Método dos multiplicadores de Lagrange . . . . . . . .

2.16.2 Método do Hessiano orlado . . . . . . ... ... ...
2.17 Exercicios . . . . . . .. e e e

Integrais de linha ou curvilineos

3.1 Defini¢ao e propriedades . . . . . . . .. ... oL
3.2 Integrais de linha em relagdo ao comprimento de arco
3.3 Aplicagoes do integral de linha . . . . . .. ... ... .. ..
3.4 Campo conservativo e potencial . . . . ... ... .. ... ..
3.5 Exercicios . . . . .. . . . ...

Integrais duplos
4.1 Definicao de integral duplo . . . . . ... ... ... ... ..
4.2 Propriedades do integral duplo . . . . ... .. ... ... ..
4.3 Integrais duplos inferior e superior . . . . ... .. ... ...
4.4 O integral duplo por integragao iterada . . . . .. .. .. ..
4.5 Interpretagao geométrica do integral duplo. . . . . .. .. ..
4.6 Integrabilidade de fungdes continuas . . . . .. ... ... ..
4.7 Integrabilidade de funcoes limitadas com descontinuidades . .
4.8 Integrais duplos em regioes mais gerais . . . . . . . .. .. ..
4.9 Aplicagoes a dreas e volumes . . . . . . .. ... ... ....
4.10 Outras aplicacoes dos integrais duplos . . . . . . ... .. ..
4.11 Teorema de Green no plano . . . . . . . .. .. .. ... ...
4.12 Mudanca de varidveis num integral duplo . . .. .. ... ..
4.12.1 Coordenadas polares . . . . . . . ... ... ......
4.12.2 TransformacCes lineares . . . . . . ... ... ... ..
4.13 Exercicios . . . . . . ..o

. 102

103
105
112
115
116
116
124

131
131

. 135

137
140
148



CONTEUDO

5 Integrais triplos

5.1 Propriedades do integral triplo . . . ... ... ... ... ..
5.2 Calculo de integrais triplos . . . . . .. .. ... ... ....
5.3 Aplicagoes dos integrais triplos . . . . . ... ... ... ...
5.4 Mudanca de coordenadas em integrais triplos . . . . . .. ..
5.4.1 Coordenadas cilindricas . . . . ... ... .......
5.4.2 Coordenadas esféricas . . . . .. .. ... ... ....
5.5 Exercicios . . . . .. . . o
6 Integrais de superficie
6.1 Definicao . . . . . . . ..
6.2 Aplicagles . . . . . ...
6.2.1 Area de uma superficie . . . . . . ... ... ... ...
6.2.2 Centro de massa e momento de inércia . . . . . . . ..
6.2.3 Fluxo de um fluido através de uma superficie . . . . .
6.3 Teorema de Stokes . . . . . . . . ... ...
6.4 Teorema de Gauss ou Teorema da divergéncia . . . . . . . ..

6.5

Exercicios . . . . . . .o

183
184
184
186
189
190
191
194



vi

CONTEUDO



Introducao

Unidade Curricular: Andlise Matematica 11

Tipo: Obrigatdéria

Nivel: Base

Ano: 1°

Semestre: 2°

Carga hordria semanal: 3 horas de Aulas Tedricas e 2 horas de Aulas
Praticas

Créditos (ECTS): 6






Objectivos (zerais

Considerando esta unidade curricular no &mbito da formacao pessoal e cien-
tifica, em geral, e da formacao matemadtica em particular, o aluno devera:

e Desenvolver capacidades de abstrac¢ao, deducgao légica e andlise.

e Adquirir métodos e técnicas estruturantes do raciocinio cientifico e
matemadtico que proporcione um espirito critico.

e Dominar conteidos matemdticos associados & Andlise real vectorial,
nomeadamente sucessoes, funcoes, Cédlculo Diferencial e Integral em
R™, ao nivel de conceitos e aplicacoes.

e Utilizar conhecimentos mateméticos na resolu¢ao de problemas e in-
terpretagao da realidade.

e Adquirir competéncias matemd&ticas que possam vir a ser desenvolvidas
e aplicadas em contexto profissional empresarial, de investigacao ou de
ensino.






Programa

O aluno deverd dominar os contetidos programéticos do Ensino Secundério
e da Anslise Matematica I, nomeadamente ao nivel do estudo de fungoes
reais de varidvel real, geometria analitica, cdlculo diferencial e integral,...

FEm cada capitulo do programa sao apresentadas sec¢oes com os seguintes
conteuidos:

> Resumo dos principais resultados bem como consideragoes que permitem
ilustrar a metodologia seguida;

> Exemplos, aplicagbes e exercicios resolvidos;

> Lista de exercicios sugeridos.

O que é a Anslise Matematica ou simplesmente Anélise?

E o ramo da Matematica que se ocupa dos nimeros e das relacoes entre
eles, expressos por meio de igualdades, desigualdades e operacées.

As operagoes fundamentais da Andlise sao: adicao, subtrac¢ao, multipli-
cacao, divisao, radiciacao e passagem ao limite.

A Anslise diz-se Anslise Algébrica ou Algebra quando nio emprega a
passagem ao limite.

Diz-se Analise Infinitesimal se usar a nocao de limite, e portanto de
infinito, quer directa quer indirectamente (séries, derivadas, integrais,...).

A Anslise Matemética 11 generaliza os conceitos da Anélise Matematica
I, elaborados em R (unidimensional), para espagos vectoriais (multidimen-
sionais).
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Capitulo 1

Funcoes de R"” em R™

1.1 Espaco vectorial R"

O espago vectorial multidimensional pode ser considerado como um produto
de n factores R. Mas como de define o produto de conjuntos?

Chama-se produto cartesiano de dois conjuntos A e B, e representa-se
por A- B ou A x B, ao conjunto de todos os pares ordenados (z,y) que é
possivel formar com os conjuntos A e B de forma a que o primeiro elemento
do par ordenado pertenca a A e o segundo a B. Isto &,

AxB={(z,y):x€ ANy € B}.

Ansdlogamente, o produto cartesiano de n conjuntos Ay, ..., A,, é formado
por sequéncias de n elementos tais que

Ay x - x Ay = {(x1,.xp) 21 €ALN-- Ny, € Ap}
= {(z1,..,xn) 1z € A, i=1,....,n}.

Interessa-nos particularmente um caso particular de produto cartesiano
de n factores:

RP=Rx--- xR,

constituido por todos os elementos da forma
(z1,...,zp) taisque z; R, i =1,...,n.

Se n = 1, tem-se a recta real R. Se n = 2, R? representa o plano carte-
siano bidimensional. Se n = 3, o espaco tridimensional R3.

7
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Em R"™ define-se uma operacao adigao entre elementos de R™ e uma
multiplicagcao por um nimero real, do seguinte modo:

Tty = (3317 )xn) + (yla ayn) = (:Cl +y1,., T + yn)> \V/J;ay € Rna
Ar = Ax1,.xn) = (AZ1, ., Axy,), VA ER, Vo € R™.

O conjunto R"™ com estas duas operagoes constitui um espaco vectorial
real.

Os elementos (21, ...,2,), ou T, ou (z;), sdo os vectores (ou pontos) e
0s numeros reais sao os escalares do espaco.

Os n vectores

€1 =(1,0,..,0), €2 =(0,1,...,0),..., €, = (0,0,...,1)

sao linearmente independentes e formam uma base (a base canénica)
de R™ , que assim tem dimensao n.

Definigao 1.1.1 Um espago vectorial (real ou complexo) diz-se normado,
quando a cada vector T estd associado um nimero real nao negativo (chamado
a norma de x, e que se designa por ||z||) que verificas as sequintes pro-
priedades:

1. ||z|]| > 0 se x # 0 e ||0]| = 0;
2. Azl = IA[lzll, VA € R;
3. Nz +yl| < |zl + |lyl| (desigualdade triangular).

Exemplo 1.1.2 a) O espago vectorial R™ passa a constituir um espago
normado, tomando para norma de v = (x1,...,T,) @ expressao

x| = \/(951)2 + -+ (zn)? (norma euclideana).

b) Hd uma infinidade de normas que se podem considerar em R™. Por ex-
emplo:

x|, = max{|z1],...,|zn|} (norma do mdzimo),

[E41

|z1|+ -+ + |zn| (norma da soma).

Exercicio 1.1.3 Prove que as mormas anteriores verificam as condi¢oes
da Defini¢ao 1.1.1.
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Exercicio 1.1.4 Mostre que
[zllyr < llzll < llzllg < nlllly, Vo e R™

(Estas desigualdades servem para mostrar que estas trés normas sao equiv-
alentes).

Resolugao: Para a primeira desigualdade temos, para um certo ¢ =
1,...,n,
2
zlly, = max{lza|, ... [zal} = [@i] = 1/ (%)

< V@24t @) = .

Para a segunda desigualdade, note-se que
(@) 4 (2n)® = o 4o faal® < (2] + -+ )

Entao

(el

V@)? 44 @) < /el + - + loal)?

1] 4 - o] = l2]|s -

IN

No caso da iltima desigualdade como se tem

x|, = max {|z1],...,|zn|} = |zi|, para um certo 1 <7 <n,
entao
[zllg =l + -+ lwn| <zl + -+ i =0 fzi =0 flefl,y, -
0
Observagao 1.1.5 Em particular, no caso de n = 1, tem-se que ||z|| = |z|,

pelo que a norma generaliza a R™ muitas das propriedades do valor absoluto
dos nimeros reais.

Exercicio 1.1.6 Mostre que

Nzl =yl < lz = yll, Vo,y € R™
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Resolugao: Para provar a desigualdade referida é necessdrio mostrar
que
2l =Nyl = = [l =yl Allzll = [lyl] < lz =yl , Yo,y € R™.

Para provar a primeira desigualdade escreva-se z = (x — y) +y e apliquemos
a desigualdade triangular:

[zl = [[(z —y) +yll < llz =yl + [yl -
Entao
)l =Nyl < llz =yl

Para a segunda desigualdade escreva y = (y — ) + = e aplique o mesmo
processo.[]

Todo o espaco normado se pode transformar num espago métrico,
definindo uma distancia entre dois vectores através da igualdade

d(z,y) = llz —y| . (1.1.1)

Em particular, para o espago euclidiano, tem-se

d(z,y) = \/(xl —y1)? o (T — )

Exercicio 1.1.7 Mostre que uma distdncia, como em 1.1.1, verifica as
sequintes propriedades:

a) d(z,z) < d(z,y) +d(y, ).

b) d(z,y) = d(y, z).

c)r#y=d(z,y) >0.

Sugestao: Aplique a definicao de norma e as propriedades da Defini¢ao
1.1.1.

Definicao 1.1.8 No espaco vectorial R™, chama-se produto interno, ou
produto escalar, de dois vectores x = (x1,...,2n) € Yy = (Y1,..-,Yn) @O

numero real
n
zly=>Y =z y
i=1

Exercicio 1.1.9 Mostre que o produto interno verifica as propriedades:
a)zly=ylx

b) (ax+py)|lz=a(z | 2)+6(y | 2), Vo, f €R.

cJr x>0 e z|z=0<=z=0.
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Observagao 1.1.10 Com esta defini¢cdo de produto interno obtem-se uma
norma fazendo
2]l = vz | z, (1.1.2)

isto é, todo o espaco com produto interno pode ser considerado como um
espaco normado.

Proposicao 1.1.11 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quais-
quer x,y € R™ tem-se
[ [yl <=l [lyll,

dando-se a igualdade se, e s6 se, os vectores x ey sao colineares.
Dem. Note-se que, para A € R,

0 < |Ma+yllP=0z+y) |z +y)
= Nz|?+2X (= [ y) + [yl

Para que esta desigualdade seja verdadeira para qualquer valor do parametro
A, 0 binémio discriminante tem que ser nao positivo: A < 0. Isto é,

2 20112
Az [y)" =4l [lyl* <.
Ora a desigualdade s6 acontece se
2 201,112
(@ [ y)” < [lzl” Iyl
ou seja,

(@ [yl <]l [lyll-
|

Exercicio 1.1.12 Utilizando as propriedades que caracterizam um produto
interno e a Defini¢cdo 1.1.2, prove a lei do paralelogramo:

I+ 52+l = 9l® = 2 (Il + ), vy € R™.

Em linguagem corrente:
A soma dos quadrados das diagonais de um paralelogramo € igual & soma
dos quadrados dos seus quatro lados.

Dem. Somando termo a termo as duas igualdades

lz+ylI* = (@+y) | @+y) =z +2@ | y)+ly)?
lz=ylI* = (=9 | @=y) =z -2 |y) +ly|?

obtem-se a igualdade pretendida. m
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2 Z

Observagao 1.1.13 A lei do paralelogramo nao é vdlida para todo o tipo
de normas. Por exemplo, a norma do mazximo e a norma da soma em R",
nao a verificam.

Logo estas normas ndo se podem definir ¢ custa de um produto interno em
R™,

Proposigao 1.1.14 Duas normas quaisquer no espa¢o R? sao equivalentes.

Dem. Seja ||ul|g a norma da soma, isto &, |lullg = |u1]| + - + |ug] .
Pela transitividade da relacao de equivaléncia, basta provar que uma

norma arbitraria ||-|| é equivalente a |||/ g .
Designe-se por e:= max{||€1|,...,|| €]} . Entdo, para cada u € RY
tem-se
lul = fua€r 4 +ugeql < fual €1l + -+ [ugl €]

< Juifet -+ lugle=eluls-
Basta agora provar a desigualdade inversa, isto é,
Ja > 0:[jullg < alul|, Yu e R

Suponhamos, por absurdo, que tal ndo acontece.
Entao, para cada n € N, existe uma sucessao u, € R? tal que

[unllg > 7 [[un]| - (1.1.3)
Defina-se s sucessao v, := HU?HS' Entao, por (1.1.3),

1

ol = mll 1

lunlls —n

) i
unllg
lonlls = =1, ¥yneN.

" ualls

Entao a sucessao v, é limitada em relagao a norma da soma.

Recordemos o Corolédrio do Teorema de Bolzano-Weierstrass:

"Toda a sucessao limitada em R admite, pelo menos, uma subsucessao
convergente."

Assim, v, admite uma subsucessdo, que se designa por vy, , que é con-
vergente para um certo v € R%. Ou seja, quando k — 400,

v, llg = llvllg =1, (1.1.4)
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pelo que v # 0.
Por outro lado, para todo o k € N, tem-se

HU — Up, + UnkH < ||’U — Uny, H + ”U”kH

1
< efo—vndls+

o]

Como as duas tltimas parcelas tendem para 0, quando k — +oo, tem-se que
Joll <o.

Logo v = 0, que contradiz a normalizagao de (1.1.4), demonstrando o teo-
rema. M

1.2 Nocoes topolégicas em R”

Nesta seccao apresentam-se algumas noc¢oes importantes para o estudo de
fungoes definidas nalgum conjunto D C R"™ com valores em R™ (m,n >
1),nomeadamente para as propriedades que envolvam os conceitos de limite
e continuidade.

Estas nocoes sao apresentadas para espagos normados em geral, mas
também se podem adaptar a espagos métricos, usando a distancia d(z,y) no
lugar da norma ||z — y|| .

Definicao 1.2.1 Seja E um espago normado.
Chama-se bola (aberta) de centro ¢ e raio r ao conjunto

B.(c)={x € E:|z—c|]| <r}.

O conjunto de elementos © € E tais que : ||x —¢|| < r é uma bola fechada
de centro c e raio r.

A forma geométrica das bolas varia com o espago e com a norma.

e Para n =1, isto é, em R, a bola reduz-se a um intervalo.
e Paran =2, em R?, a bola também se chama um disco.

e Paran =3, em R3, a bola é uma esfera.
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e Se em R? para z = (21,72) e ¢ = (c1,ca), tomarmos a norma do

méximo ||z||;; = max {|z1], |z2|}, tem-se

Bi(c) = {zeR?:|lz—cl <7}

= max{|z; —c, |2 —cal} <.

Entao

1 —c| <rA|ra—c| <7

(co—r<m<c+r)AN(ce—r<mzp<co+r).

Graficamente, temos um quadrado centrado em ¢ e com os lados
paralelos aos eixos coordenados e de comprimento 2r.

c2+r

c2 - —

c2-r

cl-r c1 cl+r

Se, em R?, tomarmos a norma da soma ||z| g = |z1]| + |z2|, tem-se
B,(c)={z € R?: ||z — ¢l < r},

ou seja

|1 — 1] + |xg — co| < 1.

Se 1 = ¢1 entdo |ry — co| < 7 e se xg = cg entao |1 — ¢1] < r. Como
temos a soma de duas quantidades nao negativas, quando uma dis-
tancia aumenta a outra diminui. Graficamente a bola é um quadrado
cujas diagonais sao paralelas aos eixos coordenados e de comprimento
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2r.

c2+r

|n

c2

c2-r

cl-r cl cl+r

e Em R?, com a norma do méximo as bolas sdo cubos centrados em ¢ e
de aresta 2r paralelas aos eixos coordenados. Com a norma da soma,
as bolas sao octaedros, com as diagonais de comprimento 2r, paralelas
aos eixos coordenados.

Num espaco vectorial genérico E, vejamos algumas nocoes topoldgicas
bésicas:

Definigao 1.2.2 Chama-se vizinhanca de ¢ a qualquer subconjunto de E
que contenha uma bola (aberta) de centro em c.

Definigao 1.2.3 Um conjunto diz-se limitado se existir alguma bola que o
contenha.

Num espago normado os conceitos topolégicos de ponto interior, exterior
e ponto fronteiro, bem como as definigoes que dai derivam (interior, exterior,
fronteira, aderéncia,...) sdo andlogos aos definidos em R, e que sintetizamos
na definicdo seguinte:

Definigao 1.2.4 Seja F um espago normado, S C FE ea € E.

(i) a diz-se um ponto interior de S se existir uma bola (aberta) de centro
em a, totalmente contida em S.

(ii) O conjunto de todos os pontos interiores de S designa-se por interior
de S e representa-se por int S. Em linguagem simbdlica

acint S<=3r>0:B.(a) CS.
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2

(iii) a é um ponto exterior de S se existir uma bola (aberta) de centro
em a, totalmente contida em E\S.

(iv) Chama-se exterior de S, ext S, ao conjunto de todos os pontos exte-
riores de S. Assim,

ac€ertS <= Jr>0:DB,(a) CE\S
< Ir>0:B(a)NS=0.

(v) a é um ponto fronteiro de S se nao for ponto interior nem ponto
exterior. Isto é, se qualquer bola centrada em a contém pontos de S e
do seu complementar.

(vi) Designa-se por fronteira de S, fr S, o conjunto de todos os pontos
fronteiros. Entdo

a€ frS<vr>0,(B(a)NS #2)A(By(a) NE\S £ 2).

(vii) Chama-se aderéncia ou fecho de S, ad S, ao conjunto

ad S=SU fr S.

(viii) S é um conjunto aberto se, e sé se, S =int S.
S é um conjunto fechado se, e sé se, S =ad S.
S é um conjunto denso em E se, e sd se, ad S = E.

(ix) Um ponto a € S diz-se um ponto isolado se existir uma bola centrada
em a, que s6 tenha o ponto a em comum com S. Isto é,

a é um ponto isolado sse Ir > 0: By(a) N S = {a}.

(x) Um ponto a € E diz-se um ponto de acumulagdo de S se toda a bola
centrada em a contém pelo menos um ponto de S, distinto de a. Assim

a é um ponto de acumulagio de S sse Vr > 0, By(a) N (S\{a}) # 2.

(xi) Ao congunto de todos os pontos de acumulagao de S chama-se conjunto
derivado de S, S'.
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1.3 Intervalos em R"

Definicao 1.3.1 (i) Sejam a = (a1, ...,a,) € b = (b1, ...,by) dois pontos de
R™. Diz-se que a < b desde que

a; <b;, parat=1,..., n.

(i) O conjunto {x € R":a < x < b}, diz-se um intervalo aberto de ex-
tremos a e b e representa-se por (a,b) ou |a,b|.

(tit) [a,b] == {x € R":a <z <b} é o intervalo fechado com os mesmos
extremos.

Observagao 1.3.2 Paran > 1, hd 4™ tipos de intervalos, pois o intervalo
pode ser considerado como o produto cartesiano de n intervalos de R, e cada
um deles pode ser abertado, fechado ou aberto de um lado e fechado de outro.
Pot exemplo, para n = 2, tem-se a = (a1,a2) e b= (b1,b2) e

la1,b1[x]ag,b2] = Ja,b[; ]ai,bi]x]asg,bs] =|a,bl;
[al,bl[x[a27b2[ = [a,b[; [al,bl]x[ag,bg}:[a,b].

Contudo ay,b1[x[az,bs] nao estd incluido em nenhum destes quatro casos.
O mesmo acontece com outros 11 casos.

Graficamente pode dizer-se que, em R2, os intervalos sio rectangulos, en-
quanto em R3 sdo paralelepipedos ou prismas.

1.4 Tipos de funcao, dominio e grafico

No que se segue consideram-se fungoes f : D C R" — R™ (n,m € N) cujo
dominio é um conjunto D de um espago R™ e com valores num espaco R™.
Isto é, f é uma correspondéncia univoca de R" para R™, fazendo correspon-
der a cada elemento a = (ay,...,a,) € D CR" e b= (by,...,by) € R™.

Supdem-se fixadas no espaco R”™ uma base ortonormada { €1, ..., ?n} e
uma norma ||-||gn , € no espago R uma base também ortonormada { f1, ..., fm }
e uma norma ||| gm -

Em termos de notagao, escreve-se y = f(z) com x = (z1,...,z,) € R™ e
y=(y1,-..,Ym) € R™, 0 que equivale a

= f1 (331, ,l“n)

Ym = fm (@1, .., Tp) .
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Se n = m, tem-se R” = R™ e consideram-se bases idénticas & partida e
a chegada.

Sem =1, tem-se f : R™ — R uma funcao real de n varidveis e designa-se
por campo escalar (a cada ponto (x1, ..., x,) associa-se um nimero real, um
escalar).

Se m > 1, tem-se f : R — R™ um campo vectorial (aplica pontos em
vectores).

O estudo de uma funcao f : R™ — R™ necessita de um espago de n +m
dimensdes. Assim se se pretender um suporte gréfico (geométrico) ter-se-a
apenas os casos em que n +m < 3.

Por exemplo, a representagao grifica de uma fungao real de duas var-
idveis,

f: R — R
(x7 y) = Z?
necessita de um espaco a trés dimensoes.

Se fixarmos uma varidvel, por exemplo, y = b, obtem-se z = f(x,b), que,
na pratica é uma fungdo que depende apenas de uma varidvel x. Geomet-
ricamente consiste e intersectar o plano y = b com a superficie (gréfico da
funcao, o que vai resultar numa linha.

Exercicio 1.4.1 Considere a fun¢do f : R? — R dada por
flzy) = vad—a? -y

a) Indique o dominio D de f e represente-o graficamente.

b) Descreva int D, ext D, fr D e o conjunto derivado de D (D').
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c) D é um conjunto aberto ? E fechado ?

d) Indique o contradominio de f e qual a sua representac¢ao grifica.

Resolugao: a) D = {(z,y) e R? : 4 —2? —y? > 0} = {(z,y) e R? : 2% + y* < 4}

b)intD:{(ZU,y)€R2:$2+y2<4},extD:{(:c,y)6R2:$2+y2>4}’
fr D={(z,y) €R?:a? 412 =4}, D' = {(x,y) € R : 2% + 12 <4}

¢) D & um conjunto fechado.

d) Contradominio de D = [0, 2], pois 0 < z = f(z,y) < 2.

2
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Exercicio 1.4.2 Para g : R? — R? dada por

1

o= r1t+T2
g(1,22) = Y2 = log (1)
Yys = 9— :B% — ;v%

a) Indique o dominio D de g e represente-o graficamente.

b) Descreva int D, ext D e fr D.

Resolugao: Considerar, simultaneamente, as condigoes referentes a
cada uma das funcoes coordenadas.
a) D= {(ml,mz) ER?:zy +a3#0AT; >0AN9 — 22 — 23 20}

= {(w1,22) € R? 1 21 # —wa Ay > 0N af+ 23 <9},

e x2SI

N 4+

W
b+

-41' N
5 -

b) int D = {(z1,22) € R? : 21 # —za Awy > 0 A 2]+ 23 <9},

D — (:El,:vz)6R2:(mlz—azg/\Ogml§3)\/(x120/\:13%+m%:9)
B V(e =0A—-3<xp <3) ’

ext D = R?\ (adD).

1.5 Definigao de limite

Comecemos pela definicao de limite:
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Definicao 1.5.1 Sejam f: R™ — R™ uma fung¢do e a um ponto de acumu-
lacao do dominio de f, D.

Diz-se que b € R™ ¢é limite de f no ponto a (ou quando x tende para a), e
escreve-se

lim f(z) = b,

r—a

se para cada 6 > 0, existe € > 0 tal que || f(z) — bllgm < 0, para todos os
pontos x tais que || — allgn < € e x € D.
Simbolicamente,

limf(x) =b& Vo >0,3e>0: (| —a|gn <eAz € D)= |f(z)—b|gm < 9.
r—a
Exercicio 1.5.2 Prove, usando a Definicio 1.5.1, que f : R2 — R dada
por

2,2
_ Ty
f(wvy)'_ x2+_y27
tem por dominio R?\ {(0,0)} e

lim f(x,y) = 0.
z—0

y —0

Resolugao: Pretende-se provar que

2,2
V5>0,E|e>():\/:n2+y2<€:>‘552—0‘<5
22 +y

ou
$2y2

—— < 4.
x2 + 92

V6>0,3e>0:22+y < =
Atendendo a que

(:1:2 + y2)2 - 4m2y2 _ (mz . y2)2 >0,

tem-se que
(@ +12)° > 1% & @ +y’) ZyQ)Q > r?y?.
Assim L e
22y § (:vzy) :x2+y2<§
2?2 4+y2 T a2+ y? 4 4"

Entao para que
2

%<5@62<45



22 CAPITULO 1. FUNCOES DE RN EM RM

basta tomar € < 2v/8. Entdao  lim  f(z,y) =0
(z,9)—(0,0)

Tal como para fungoes reais de varidvel real, pode-se também definir o
limite a custa de sucessoes:

Teorema 1.5.3 (Limite seqgundo Heine) Considere-se a € R? um ponto de
acumulacao do dominio D de f: D CRY — R™ e b e R™.
Tem-se que ilir}lf(:c) = b se, e sO se, para cada sucessao w, com limite a, a
correspondente sucessao f(uy) converge para b.
Simbolicamente,
iﬂf(@ =b < Yuy, uy € D, uy, # a,limu, = a = lim f(u,) =b.

Dem. =

Suponhamos que ilir}l f(z) = b. Considere-se uma sucessao u,, € D\{a}
tal que limu,, = a.

Pela definicao de limite de uma sucessao, a partir de uma certa ordem
no € N, tem-se que ||u, — al|pq < €. Entao, por hipétese, || f(un) — bljgm < 9.
Logo lim f(u,) = b.

P

Hipétese: Yy, u, € D,u, # a,limu, = a = lim f(u,) = b.

Tese: ilir}lf(a:) =b.

Suponhamos, por contradi¢ao, que
36 > 0:Ve >0,z —allgn < eA|[f(z)—0b|gm >0,

isto é, lim f(x) # b.
r—a
Entao pode considerar-se, para cada n € N, um ponto u, € D\{a} tal
que

1
|tn — allgn < - A f(un) = bllgm > 6.

Assim, obtém-se uma sucessao u, tal que u, — a, sem que a correspondente
sucessao f(uy,) tendesse para b, o que estd em contradi¢do com a hipétese,
demonstrando-se o teorema. m

1.6 Propriedades algébricas dos limites

Os teoremas que se seguem relacionam as propriedades algébricas funda-
mentais com as nocdes de convergéncia e limite.
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Teorema 1.6.1 Seja f : D C R® — R™. O limite de f(x), no ponto a,
quando existe é unico.

Teorema 1.6.2 Considerem-se as funcoes f,g: D CR*" - R™ eh: D C
R"” — R tais que

lim f(z) = b; limg(x) =¢, limh(x) = A.
r—a r—a r—a
Entao:

a) lim [/(z) +g(@)] = b+ c

b) lim [h(z)f(x)] = Ab.

r—a

Uma regra pratica para calcular o limite de uma fungao vectorial é dada
pela proposigao seguinte:

Proposicao 1.6.3 Seja f: D CR" — R™. Entao é vilida a equivaléncia
lim f(z) = b < lim fj(z) = b, paraj=1,...,m.
r—a r—a

Ou seja, cada coordenada de f admite como limite a respectiva coordenada
de b se, e s6 se,lim f(z) = D.
r—a

Dem. Por uma questao de conveniéncia utiliza-se a norma do méximo.
=
Suponhamos que ilmf(:n) = b, isto &,

—a

V9 >03e>0: (|l —allgn <eAz € D)= |f(z)—0b|, <6.
Ora
1F@) by < 8¢ max {Ifi(e) = bil} <
& |filx) =bi| <IN ANlfm(z) = b| <.
Fazendo os cédlculos para a primeira componente

V6 > 03e>0:(|z—algn <eANz€D)=|fi(z)—b]| <

Andlogamente para as outras componentes.
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P —
Considere-se que lim fj(z) = b;, para j =1,...,m.
r—a

Entéo, dado 6 > 0, 3¢ > 0:(||z — al|[gn <€Az € D) = |fi(z) — bi| <9,
parat=1,..m, e

I#@) = bl = max {|fi(w) = bl} <.

—4

Assim lim f(z) =b. m
r—a
Exercicio 1.6.4 Considere-se a fungao f : D C R™ — R™ tal que lim f(x) =
r—a
b.
Prove que

tim ()| = 1]

Resolugao: Se lim f(z) = b entao lim f;(x) = b, para j =1,...,m.
T—a T—a

i @ = I [(R@)P 4 ()

— \/(%ilgfl(x))QJr---Jr(;igbfm(w)f
= )+ ) = 1]

Um teorema importante refere-se & composicao de fungoes:

Teorema 1.6.5 Seja g : A CR" - BC R"ef: B — C CRP,

Represente-se por u = f o g a funcao composta de g e f.

Se limg(x) =b e limf(y) = ¢ entdo lim f [g(z)] = im [(f o g) (x)] = c.
r—a y—b r—a r—a

Dem. Considere-se uma sucessao (u,) C A e tal que u, — a.
Pelo Teorema 1.5.3, limg(u,) =be (lir)n bf [g(un)] =c. m
r—a

glun )—

1.7 Limites relativos

Na recta real x apenas se pode aproximar de um certo nimero vindo de
duas direccoes: pela esquerda ou pela direita do nimero. Por isso se tinha,
em R, os limites laterais.

Em R"™ temos limites segundo direc¢oes ou relativos a um certo conjunto.
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Definicao 1.7.1 Seja A um subconjunto de D C R™ e a um ponto de acu-
mulagdo de A. Chama-se limite de f : D C R™ — R™, no ponto a, relativo
a A (ou limite de f(x) quando x tende para a no conjunto A) ao limite em
a (quando exista) da restricao de f a A.

Designa-se por

lim f(z).
r—a
z € A

Exemplo 1.7.2 Para funcoes definidas em R, os limites laterais

lim+f(ac) e lim f(z),

r—a r—a

sao casos particulares de limites relativos a um conjunto. Concretamente a
{reR:z>a} ea {reR:x<a},

respectivamente.

Exemplo 1.7.3 Para funcées definidas em R™, n > 1, a tendéncia de x
para a nao se limita & "esquerda"ou "4 direita de a, jd que existem outras
ditec¢oes de aproxrimacado.
Os pontos da forma

T = a-+ mu,

com a,v € R™ elementos fixos e tomando m € R, qualquer valor real, con-
stituem uma "recta em R™”, passando por a e com a direccdo de v, chamam-
se os limites direccionais de f no ponto a e na direc¢io de v.

Observagao 1.7.4 (i) Pela unicidade do limite, se existir lim f(z) entdo
r—a

existem e sao iguais todos os limites direccionais de f(x) no ponto a.
(i) Para n > 2, podem existir todos os limites direccionais no ponto a, e
com o mesmo valor, sem que exista lim f(zx).

r—a

Por um ponto x, f pode aproximar-se de a por outros caminhos que ndo
sejam rectilineos, o que torna possivel o aparecimento de limites relativos
com walor diferente do dos limites direccionais, conforme se pode ver nos
exercicios sequintes:

Exercicio 1.7.5 Para f : R? — R dada por

22 — 2

f($7y>: $2+y27

determinar:



26 CAPITULO 1. FUNCOES DE RN EM RM

a) Dominio de f.

b lim x,
) (w,y)—>(0,0)f( v)

Resolugao: a) D=R?\ {(0,0)}

b) Como lim f(x,y) = %, calculam-se os limites direccionais:
(z,y)—(0,0)

Limite segundo o eixo das abcissas (y = 0) :
2
limf(z,0) = lim— = 1;
z—0

7—0 12
y=0 y=0

Limite segundo o eixo das ordenadas (z = 0) :

2

. : ye
ylg[r)lf((),y) = ylgg i -1
=0 =0

Logo nao existe  lim x,
8 (wvy)—>(0,0)f( v)

Exercicio 1.7.6 Repita o exercicio anterior para f : R?> — R dada por

N
f($7y) - :c2+4y2'

Resolucao 1.7.7 a) D=R?\ {(0,0)}

b) Como lim f(z,y) =9, calculam-se os limites direccionais:
(2,)—(0,0)

Limite sequndo o eizo das abcissas (y = 0) :

. .0 .
S0 = iy = g0 =0
y=0 y=0 y=0

Limite sequndo o eizo das ordenadas (xr = 0) :

0
, 1161f(0, Y) J 1?4342 y 11610 0;

=0 =0

Limite sequndo rectas do tipo y = mx (m #0) :

mZE2 m

limf(z,mx) = lim = .
z—0 ( ’ ) 70 12 —+ m2x2 1+ m?

y=mzx y=mzx
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Como o limite depende de m, logo, pela unicidade do limite, nao existe

lim x,y).
(r7y)—>(070)f( v)

Exercicio 1.7.8 Idem, para f : R> — R dada por

z2

s (@) # (0,0)
f(@,y) =
0 se (z,y)=1(0,0).

Resolucio: a) D=R?
b) Como ( %m%o 0 flz,y) = %, calculam-se os limites direccionais:
x7y - b
Limite segundo o eixo das abcissas (y =0) : lirgf(x, 0) = 0;
Tr—>
y=0
Limite segundo o eixo das ordenadas (x = 0) : li%l f(0,y) =0;
y‘)
=0
Limite segundo rectas do tipo y = mx (m #0) :

3
. . mx . mx 0
limf(z,mz) = lim————>— = lim—-—-5 =—=0.
x—0 z—0 T* + m-x z—0 % +m m
y=mx y=maz y=mz

Apesar de os limites direccionais existirem e serem todos iguais a 0, nada se
pode concluir quanto & existéncia do limite.

De facto, se os pontos se aproximarem de (0,0) segundo parabolas do tipo
y = ax? (a #0), tem-se

‘ ) ‘ a2t a2

lim f(z,a 2°) = lim — 1= .
z—0 —0 x4 + a?x 1+ a?
y=a 22 y=a

Como o limite depende de a, logo, pela unicidade do limite, nao existe

lim z,y).
($7y)—>(070)f( v)

Exercicio 1.7.9 Seja f: R? — R? dada por

filz,y) = 2z+5y
fay) =1 Py = Z
fg(%?/) = %

Calcular  lim )f(a:, Y).

(z,y)—(0,0
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Resolugao: Pela Proposicao 1.6.3, calculam-se os limites componente a
componente:

lim x 0; lim T = lim x
(z,)— (0, o)fl( b (x,y)—(0,0) falw.y) = 3 (z,y)— (0, o)fz( Y) = 0

Resolugao 1.7.10 Limite seqgundo rectas do tipo y = mz (m # 0) :

. 2x3m?2 . 2xm?

limfy(z, mz) = lim—5——5—5 = 5 =
z—0 r—0 % + m*°T x—>01—|—m
y=mx y=mx =max

0 . l)lm(oo fo(x,y), se existir, serd 0. Para provar que é este valor, ha que

recorrer 4 definicao:

Vo > 0,3 >0: 22+ 92 <e=|falz,y) — 0] <.

Entao
oo |2l NEERE A, e
2+ _x2_|_y2— 22+ g2 = ye

Portanto, desde que 2+/x2 +y? < 6, isto é, /22 + 1% < %, tem-se, para

€= %, que | fa(z,y) — 0| < d, provando-se que . %Hrt fo(z,y) = 0.
7y -

2
lim T 0,0,—= | .
(z, ><omf( ) = ( 3)

FEntao

1.8 Continuidade. Propriedades das funcoes con-
tinuas

A definicao de continuidade para fungbes vectoriais é andlogo ao caso uni-
dimensional:

Definicao 1.8.1 Seja f: D CR® - R™ ea € D.
(i) Diz-se que f é continua no ponto a se

lim f(z) = f(a).
T—a
Note-se que esta definicdo é equivalente a
V6>03e>0:(|z—algn <eAz € D)=|f(zx)— fla)|lgm <9.

(ii) [ é continua num conjunto X C D quando for continua em todos os
pontos de X.
Diz-se simplesmente que f é continua, quando o for em todo o seu dominio.
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Exemplo 1.8.2 Um caso trivial de continuidade:

Se a é um ponto isolado do conjunto D entdo toda a funcdo f: D — R™ ¢é
necessariamente continua no ponto a.

Com efeito Je > 0 : V.(a) N D = {a}, por ser um ponto isolado. Entao, para
qualquer 6 > 0, tomando este valor de €, tem-se

zeD, |z—algn <e=z=a=|f(z)— fla)|gm =0 <.

As fungdes reais continuas de n varidveis, gozam de propriedades e car-
acterizacao semelhantes as conhecidas para funcoes de uma sé varidvel.

Proposicao 1.8.3 Uma funcdo é continua em a se, e sé se, para cada
sucessao (un) C D tal que u, — a se tem f (un) — f(a).

Dem. f é continua em a sse lim f(x) = f(a) e, pelo Teorema 1.5.3, para
r—a

toda a sucessao u, — a se tem f (u,) — f(a). =

Proposigao 1.8.4 (Propriedades das fungoes continuas) Sejam f,g: D C
R" - R™eh:DCR" —R.
Se f, g e h sdo fungdes continuas em a € D, entdo as funcoes

Fo b Sl et com hia) £0.

sao continuas em a € D.

Dem. A demonstracao resulta directamente das propriedades dos limi-
tes (Teorema 1.6.2) e do Exercicio 1.6.4. m
Exercicio 1.8.5 Considere a funcdo f : R?> — R dada por

:Ey2

2492 s€ (.’E, y) 7é (07 0)

flz,y) =
8 se (z,y)=(0,0).

Estudar f quanto a continuidade.

Resolugao: Para (z,y) # (0,0), a fungao é continua porque é o pro-
duto, soma e cociente de fungoes continuas em que o denominador nao se
anula.

Para (z,y) = (0,0), calcular ( %IH% )f(x, Y) (%) . Aplicando limites direc-
x,y)—(0,0
cionais, temos

. . 3m? . am?
limf(z,mr) = lim———5—5 = lim——5 =0.
£—0 z—0 T4 4 M-z z—01+m

y=mx y=mx y=mzx
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O limite, se existir, seria 0. Logo f(x,y) nunca poderé ser continua em (0, 0) ,
pelo que f ¢ continua em R2\ {(0,0)}.

Exercicio 1.8.6 Estudar quanto & continuidade a funcdo f : R? — R? dada
por
filz,y) = x—2y
flzy) =
) (l‘, y) = ;,;lfy

Resolucao: Dy = {(z,y) : (z,y) € Dy} = R*\ {(z,y) : = = y}. Entéo
f & continua no seu dominio (pelas propriedades das fungdes continuas).

Teorema 1.8.7 (Continuidade da fun¢do composta) Se g : A C R™ — R™
é continua em a € A e f: B C g(A) CR™ — RP é uma fun¢io continua
em b= g(a) entdo a fun¢ao composta f o g é continua em a.

Dem. Se g é continua em a, entdo limg(z) = g(a). Como f é continua
r—a
em g(a), entao lim f(z) = flg(a)].
z—g(a)

Pelo Teorema 1.6.5 tem-se que

lim [f o g] () = lim f [g(x)] = [lg(a)] = [f © g] (a).

r—a

Proposicao 1.8.8 Se f : D C R" — R™ ¢ continua num conjunto com-
pacto A C D, entao f(A) é um conjunto compacto de R™.

Este enunciado é equivalente a : Se f : D C R® — R™ & continua
num conjunto A C D limitado e fechado de R™, entao f(A) é um conjunto
limitado e fechado de R™.

Dem. A demonstragdo é ansloga ao caso de funcoes reais de varidvel
real.

Apresenta-se aqui um outro proceso de demonstracao baseado na carac-
terizacao de espago compacto:

"Um espago (normado ou métrico) diz-se compacto (para as sucessoes)
se toda a sucessao tem uma subsucessao convergente."

Seja y, uma sucessao de f(A). Entao existe uma sucessao (u,) C A tal
que f (un) = Yn.

Como A C R™ & um conjunto compacto (limitado e fechado) entao a
sucessao u, ¢ uma sucessao limitada. Logo pelo Coroldrio do Teorema de
Bolzano-Weierstrass, existe uma subsucessao u,, convergente para a € A.
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Assim, yp, = f (un,) — f(a) ( porque f é continua).
Entao qualquer sucessao (y,) C f(A) tem uma subsucessao convergente.,
isto é, f(A) é compacto. m

1.9 Continuidade uniforme

Na definigao de continuidade (Definigao 1.8.1), mesmo depois de fixado um
0 > 0, os correspondentes € possiveis dependem do a, a que a definicao diz
respeito.

H&, no entanto, funcbes para as quais é possivel, fixado um § > 0,
encontrar um € > 0 que "sirva" para todos os pontos do conjunto.

Esta situacao, de grande utilidade tedrica, designa-se por continuidade
uniforme:

Definigao 1.9.1 Uma fungdo f : D CR"™ — R™ é uniformemente continua
em D se, e sé se, para cada § > 0 dado, existe um € > 0, tal que, para
quaisquer x,y € D com|lx — y|| < € se tem || f(x) — f(y)]| < 9.
Simbolicamente, f é uniformemente continua em D <

Vo >03e>0:Vr,yeD,|z—y||l <e=|f(z) - f(y)ll <.

Exemplo 1.9.2 Toda a aplicagao linear

Anxn: R — R™
X

— Az

é uniformemente continua.
De facto, considerando x,y € R™ tal que ||x — y|| < €, tem-se

[Az — Ayll = [A (z = y)l| = [[All |2 — o] -

Entao, dado um 6 > 0 toma-se € = ﬁ e obtem-se, para todo os x,y € R"

que verifiquem ||z — y|| < e,
d
[Az — Ayl = [|A]l [l — yll < [ A] ag =%

Tal como para a continuidade pontual, pode definir-se a continuidade
uniforme recorrendo a sucessoes:

Teorema 1.9.3 Uma funcgio f: D CR"™ — R™ ¢é uniformemente continua
em D se, e s6 se, para quaisquer sucessoes Ty e yi em D, com lim (z), — y) =
0 se tem lim (f (x) — f (yx)) = 0.
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Dem. =

Suponha-se f uma funcao uniformemente continua em D e sejam xj €
yx duas sucessoes em D C R™, com lim (xp — yx) = 0.

Dadod > 0, existee > Otalque [z —y[| < e€,z,y € D = ||f(z) — f(y)]| <
0.

Para esse € > 0, como lim (xz — yx) = 0, existe kg € N tal que para
k> ko se tem || f (z) — f (yi)| < 0.

Pela arbitrariedade de § > 0, lim (f (zx) — f (yx)) = 0.

“—

Por hipétese, para quaisquer zj e y, em D tais que lim (z —yx) = 0
tem-se lim (f (zx) — f (yx)) = 0.

Suponhamos, por absurdo, que f nao é uma fungéao uniformemente con-
tfnua em D. Entao

30>0:Ve>0,dz,y e D: |z —y|| <en|f(z)— fly)l =9.

1

Neste caso considerando sucessivamente € = 1, 5, ..., %, ...obtem-se, para cada

k € N, um par de pontos xy,yr € D com

low = well < 3 ALS (@) — ()] 2 8> 0.

Entao tem-se lim (2 — yx) = 0 mas nao se tem lim (f () — f (yx)) = 0, o
que contradiz a hipdtese. m

Exemplo 1.9.4 A funcio f : R — R dada por f(x) = cos (1‘2) nao é
uniformemente continua em R, apesar de ser uma fung¢do continua.
Como contra-exemplo, considere-se

Thn=+Vm+1)7 e y, =+/nm.
Entao
tn=yn = (n+1)m—nm
(Vio+ D7 = var) (Vi 1)+ vir )
Vit )+ /nm

T et DatJor

Logo lim (z,, — yp) = 0. Contudo

f (zy) = cos (:Ei) = cos [( (n+1) 7r>2} =cos((n+1)m) ==+l
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f (yn) = cos (y2) = cos [(\/ﬁ)ﬂ = cos (nm) = F1,

pelo que
|f (zn) — f(yn)| = 2,Yn € N.

Assim nao se tem lim (f (z,) — f (yn)) = 0.

O exemplo anterior mostra que em R, num conjunto nao limitado, o
facto de a fungéo ser continua nao implica a continuidade uniforme.

O mesmo se passa em intervalos abertos. Por exemplo, f(z) = % em
10, 1].

Contudo em conjuntos compactos, a continuidade é sempre uniforme.

Teorema 1.9.5 (Teorema de Cantor) Se f : D C R™ — R™ é continua
num compacto C' C D, entdo f é uniformemente continua em C.

Dem. Suponhamos, por contradicao que f nao é uniformemente con-
tinua num compacto C' C D. Isto é,

35 > 0: Ve > O,Elz:k,yk eD: ”:L’k — ka < eN Hf(xk) — f(yk)H > 0.

Para ¢ = L, tem-se oy — yxll < £ A | f@x) = ()l = 0.

Como C' é compacto e xj, ¢ limitada, pode considerar-se uma subsucessao
convergente (mk]) C C e cujo limite [ também pertence a C.

Como ||z —yi|l < %, a subsucessao correspondente (com os mesmos
indices) (ykj) C C também seria convergente para [. Assim

lim Tr.) — N =f)—f(1)=0
Jim [ (@) = F ()] = 1O = FO) =0,
o que estd em contradi¢do com || f(zr) — f(yx)|| > 0 > 0.
Logo f é uniformemente continua em C. m
Vejamos conceitos de continuidade mais fortes que a continuidade uni-
forme, isto €, que exigem mais da funcao.

Definicao 1.9.6 Seja f : D CR"® — R™.

i) f é uma fungao Lipschitz (ou continua no sentido de Lipschitz, ou que
satisfaz a condigdo de Lipschitz) em X C D, se existir uma constante
k> 0 tal que

1f(2) = FWll < kllz = yll, Ve,y € X
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ii) f é uma fungdo Holder-continua (ou continua no sentido de Hélder,
ou que satisfaz a condi¢ao de Holder de ordem o) em X C D, se
existirem constantes k>0 e 0 < a <1 tais que

1f (@) = FW)ll < kllz =yl Yo,y € X.
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1.10 Exercicios

1. Determine o valor de cada uma das funcoes definidas de R? para R, nos
pontos indicados:

a) f(xvy) = 2$2 - 3CL’y + 5y2 —Zem (Oa 1)7 (_273) € (27 _3);

b) g(s,t) = 52252:2 em (1,0),(=3,4) e (5,5);

c) flz,y)=In (x/xQ +y2) em (—1,0), (e,0) e (=3, —4).

2. Um tanque para armazenamento de oxigénio liquido num hospital
deve ter a forma de um cilindro de raio r e de altura [ (ambos dados em
metros), com um hemisfério em cada extremidade.

\ [). [
) VR

a) Calcule a capacidade do tanque em funcao da altura [ e do raio r.

b) Calcule o valor da capacidade de um tanque de altura 8m e de raio
1m.

3. O indice de massa corporal humano (IMC) é expresso em fungao do
peso P, em quilos, e da altura A, em metros, por

P

O IMC indica se uma pessoa estd acima ou abaixo do peso ideal, segundo
a seguinte tabela da Organizacao Mundial da Saude:

IMC(P, A)

Condicao ponderal IMC
Abaixo do peso IMC < 18.5
Peso normal 185 <IMC <25
Excesso de peso 25 < IMC < 30
Obesidade IMC > 30

a) Qual a condig¢ao ponderal de uma pessoa que mede 1.65m e pesa 95kg 7

b) Se uma pessoa mede 1.80m entre que valores poderd variar o seu peso,
de modo a possuir uma condi¢do ponderal normal ?
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4. Quando um poluente é emitido por uma chaminé de h metros de
altura, a concentragao do poluente, a x metros da origem da emissao e a y
metros do chao pode ser aproximada por

P(z,y) = % (eh@c,y) i 6k(z,y)>

com

’ (y—h)? e k(z,y)=- b (y +h)*.

h(z,y) = T2 22

A concentragio do poluente P é medido em pg/m? (ug=microgramas),
sendo a e b constantes que dependem das condicoes atmosféricas e da taxa
de emissao do poluente.

Considere a = 200 e b = —0.002.

a) Se uma fabrica tiver uma chaminé de 10m de altura, determine a conta-
minacao a 1km de distdncia e a uma altura de 2m.

b) Para os valores indicados dos parametros, se a altura da chaminé de
uma, fabrica for de 15m, a que distancia da fibrica se deve colocar da
fabrica, de modo que a contaminacao a altura de 1m seja, no méaximo,
de 0.05ug/m? ?

5. O fluxo sanguineo através de um vaso, como artérias ou veias, que
se consideram como vasos com formato cilindrico nao eldstico (Lei do fluxo
laminar de Poiseuille).

i (
- \

Represente-se por R o raio e [ o comprimento, medidos em ¢m. Devido
a friccdo nas paredes do vaso, a velocidade v do sangue é maior ao longo do
eixo central do vaso e decresce se a distancia d (ecm) do eixo a parede cresce
e é zero na parede.

A funcao velocidade v é uma fun¢ao de quatro varidveis:

sangue

s-pdf

P (R? — d?)

U(P7 R7l7d7 7]) = 4[7] )

onde 7 é a viscocidade do sangue e P a diferenca entre a pressao da entrada
e a da safda do sangue no vaso.



1.10. EXERCICIOS 37

Experimentalmente, para o sangue humano numa veia, temos 17 = 0.0027.
Calcule a velocidade do fluxo sanguineo, se [ = 1.675, R = 0.0075,
P=4x10%ed=0.004.

6. Um modelo simplificado (modelo de Cobb-Douglas) para estimar o
crescimento da economia de um pafs, é determinado pela quantidade de tra-
balho e pelo capital investido. A funcéo utilizada para modelar a producao
é da forma

P(T,C) =1,01 T%™ %25

onde P é a produgao total (valor dos bens produzidos no ano), T é a quan-
tidade de trabalho (ntimero total de pessoas-hora trabalhadas no ano) e C' é
o capital investido (valor monetério das maquinas, equipamentos e prédios).

a) Determine o dominio da fungao P. Faga um esbogo.

b) No ano A, os valores da producao, do trabalho e do capital, foram
respectivamente, de 231,194 e 407 em unidades apropriadas.
Calcular a produgéo no ano A.

c) O que acontece com a producao se o trabalho e o capital investido
duplicarem ambos?

d) Que alteracdo tem a producdo se o trabalho e o capital investido
forem multiplicados por um nimero positivo k ?

7. Encontre o dominio D das funcées abaixo e, quando possivel, represente-
os graficamente:

a) f(z,y) = m
b) g(z,y) = In (y + 2*)

c) h(z,y) = /25 —a? —y? + ———4

d) f(z,y) = arcsen(xz +y).

8. Para as fun¢Ges abaixo indicadas, indique o seu dominio, indique, se
existir, o limite na origem e o conjunto onde a fungdo é continua:

a) f(z,y) = 552

T, y) = T (z,y) # (0,0)
b) g(z,y) { 5 T e
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_ I EEE @) £00) 5 g
C) h(x,y) - { 3 0 ,(:):,y):(0,0) D = {3 2 yQ#O}U{(O,O)}7

nio tem limite, é continua em R?\ {(0,0)} .

z?sen(y) y*sen(z)
o e ={ EEE

continua em R2



Capitulo 2

Calculo diferencial em R"

Recorde-se a definicaode derivada para fungoes reais de varidvel real, isto é,
f:R — R, e do seu significado geométrico:

Definicao 2.0.1 Seja I C R um intervalo aberto e a € 1.

(i) Designa-se por derivada de f no ponto a (quando exista) e representa-
se por

af o flath) -~ ()
(L)@ ou o) = LB =)

(ii) Se este limite existir e for finito, a fungdo diz-se derivdvel ou dife-
rencidvel no ponto a.
Geometricamente, representando f(x) num referencial ortonormado,
se [ é diferencidvel em a, e designando por 0 o dngulo que a tangente
a curva no ponto (a, f(a)) forma com a parte positiva do eixo das ab-
cissas, tem-se f'(a) = tan @ (coeficiente angular da tangente ou declive

39
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da recta tangente).

(iif) Se f(z) for diferencidvel em todos os pontos de um conjunto I, chama-

se derivada de f a fungdo que a cada x € I, associa f'(x) <0u %) .

Passando a fungoes reais definidas em R, por economia de escrita restringe-
se a funcoes de duas varidveis.

2.1 Derivagao parcial de 1* ordem

Definigao 2.1.1 Seja (a,b) um ponto do dominio da fungdo f: D C R? —
R.

(i) Fazendo y = b, obtem-se uma fun¢io de apenas uma varidvel f (x,b).
Se esta ultima funcdo for derivdvel no ponto a, chama-se derivada
parcial de f em relagdo a x no ponto (a,b) a

8f / BT f(a+hvb)*f(a’b)
<8m> (a,b) ou fr(a,b) = lim . .

h—0

(i) De modo andlogo, chama-se derivada parcial de f em relagao a y
no ponto (a,b) a

0 b+k)— b
(85) (a,b) ou f;(a,b):%iir[l)f(a’ * ]z /(a, )
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(iii) Se a fungao f tiver derivada parcial em ordem a xzem todos os pontos
de A C D, chama-se derivada parcial de f em ordem a x & funcdo
que a cada ponto de (x,y) € A associa fL(x,y), designando-se entao
por % ou f1.

Analogamente se define a funcdo derivada parcial de f em ordem
a y, designando-se entdo por % ou fé
A definig@o anterior mostra que o cdlculo das derivadas parciais se sujeita
as regras de derivacao vilidas para funcoes de varidvel real.

Exemplo 2.1.2 Determinar as derivadas parciais de f(z,y) = 2° + y? no
ponto (1,2)

a) Usando a defini¢ao:
b) Aplicando as regras de derivagao.

Resolugao: a)

of C fA+h2)—f(1,2) . (1+h)P*+4-5
<ax)<’> pm, n i, n
1 h2+h3—1
A o e T SV Y
h—0 h h—0
1,24+ k) — (1,2 1+ 2+ k)% —
8—f (1,2) = limf(7 +k) f(’)zlim +@+k)7 -5
oy k—0 k k—0 k
444 2_y
Ty
k—0 k k—0

b) (%) (z,y) = 322 (%) (1,2) =3x1=3.
(2—5) (z,y) = 2y; (%5) (1,2) =2x2=4.

Generalizando a Definigao 2.1.1 a fungoes de n varidveis, tem-se

Definigao 2.1.3 Considere-se f : D C R" — R e a € D. Chama-se
derivada parcial de f em relagdo a i-ésima variqvel (1 <i<n) ao

limite
o1 o Flatne) - f(a)
(52) @ ou g0 = tig 2520

quando este exista.

)
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2.2 Significado geométrico das derivadas de 1¢ or-
dem

Para a funcdo f: D C R? — R, ao conjunto

G={(z,y,2) : (z,y) e DAz = f(z,y)}

chama-se o grafico de f (z,y) e os pontos de R? que o constituemmrepre-
sentam uma parte de uma superficie, sendo = a abcissa, y a ordenada e
z = f(z,y) a cota de cada um dos seus pontos no referencial ortonormado.

Fazer y = b em f (x,y) corresponde a seccionar a superficie z = f (x,y)
por um plano y = b, paralelo a zOz.

Tal como a funcao real de varidvel real, (%) (a,b) representa o declive

da tangente a f (x,b) no plano y = b, no ponto (a,b). De modo andlogo,

(%) (a,b) representa o declive da tangente a f (a,y) no plano z = a, no

ponto (a,b).

2.3 Derivadas de ordem superior

Tal como para as fungoes reais de varidvel real, é possivel falar-se de derivadas
de ordem superior & primeira.

Veja-se o caso de fungoes reais de duas varidveis, que possuem duas
derivadas de 1 ordem (f;, (2, ) e f, (x,y)) as quais, por sua vez, sdo também

funcoes de duas varidveis, definidas em conjuntos de R2.
2

Designa-se por f;Q ou % a derivada parcial de 22“ ordem de f (z,y) duas
vezes em relacdo a x. Ansglogamente para f?;; ou g—y];.
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Representa-se por f;/y ou % a derivada parcial de 2% ordem de f (z,y)

primeiro em ordem a x e depois em ordem a y. De modo semelhante para

7 62f
fyﬂc ou Oy Oz *
A partir destas definiremos as derivadas de 3% ordem e assimm sucessi-

Vamente, COImo sugere O esquema

flz,y) =

fr (@,y) } n
{

f; (z,y) . { £
y2x

As derivadas do tipo f;clg e f;; designam-se por derivadas quadradas

. " " . .
e as do tipo f;, e f,, por derivadas cruzadas ou mistas.

De uma forma andloga se definem as derivadas parciais de uma fungao
com trés varidveis f (z,vy,2) definidas em subconjuntos de R3.

3 . . . .
Por exemplo, #yfaz representa a derivada parcial de 3* ordem, primeiro
em relagdo a x, depois a y e finalmente em ordem a z.

Observagao 2.3.1 De uma forma geral:

(i) Uma funcao de duas varigueis possui 2™ derivadas de ordem n.

(i) Uma fungao de p varidveis possui p™ derivadas de ordem n.

Veja-se a titulo de exemplo, como se pode estender a defini¢ao de segun-
das derivadas parciais, para uma funcao de duas varidveis:

Exemplo 2.3.2 Seja f: D CR?2 =R e (a,b) € D.
2) fa (a,8) = Jim Llo*h=filed),

4 — Vim Jelabtk)—fi(ab)
b) fxy (CL, b) - ig}%%)

" . fl(at+hb)—f!(ab
c) fy(a,b) = ,{IB})W;
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d) f?;; (a,b) = %ii)r(l)f{l(a,b-&-klz—ff,(a,b).

Caso nao seja obrigatodrio o recurso as definigoes anteriores, pode aplicar-
se as regras de derivagao para calcular as derivadas.

Exercicio 2.3.3 Calcular as seqgundas derivadas da fun¢ao

f(z,y) = 22 cosy+y3.

Resolugao:
falz,y) = 2wcosy; foz (,y) =2c08y ; fo, (¥,) = —22 seny;
fi(zy) = —a?seny+3y*; f,, (v,y) = —22 seny ;
i (wy) = —a®cosy+6y.

Exercicio 2.3.4 Considere a fungdo

xzﬁ?_lyz se  (z,y) # (0,0)

flz,y) =
0 se (z,y) =(0,0).

Calcular: a) f;/y (0,0);
b) f,.(0,0)

Resolucao: a) E necessdrio utilizar a definigao

Note-se que o cdlculo de f. (0, k) pode ser realizado com recurso as regras
de derivagio. Assim f/, (0,k) = 1.
O calculo de f7 (0,0) tem que ser por defini¢ao

f(h,O)—f(0,0) 0

’(0,0) = li = lim— = 0.
J(0,0) = limy h by
Entao
" . E— 1
fay (0,0) = lim = lim 5 = +oo.

b) O processo é andlogo ao anterior.
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Exercicio 2.3.5 Calcular #yfax para
fla,y) =™ — 4’z + 5a%y.
Exercicio 2.3.6 Considere

f(zy,2) = !

Va2 + 22
a) Indique o dominio de definicao de f, D
b) Mostre que

2.4 Derivada direccional

A definigao de derivadas parciais de 1* ordem (Defini¢ao 2.1.1) para fungoes
f : D C R? — R permite concluir que as razdes incrementais, quando
os limites existem, resultam de considerar acréscimos da funcao segundo
segmentos paralelosa algum dos eixos coordenados.

Este facto sugere uma generalizacao do conceito de derivada parcial:
derivada segundo um vector ou derivada direccional ou derivada dirigida.

Definigao 2.4.1 Seja f : D C R" — R definida num conjunto D aberto,
a €D eveR" chama-se derivada de f no ponto a segundo o vector
v ao limite, quando existe,

!/
v

(@)t 1) = f @)

t—0 t

a+k
a+h/\—

a+tv
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Observagao 2.4.2 (i) A derivada de f sequndo um vector v pode ser en-
tendida como a derivada mo ponto t = 0 da funcdo composta entre f : D C
R" - ReX:]—e,e[—= R" isto é, (fo):]—¢e,e[— R, em que X é o caminho
rectilineo A\(t) = a + tv, para o qual se tem A\(0) = a e N (t) = v, VL.

Nesta definicdo € é escolhido suficientemente pequeno para que a imagem de
A esteja contida em D.

(i) Quando ||v|| = 1 as derivadas sequndo vectores costumam designar-se
por derivadas direccionais.

Outra designacdo, é a de derivada dirigida segundo v. Esta designac¢do
revela-se mais correcta pois a derivada ndo depende apenas da direc¢ao do
vector, mas também do seu sentido.

(iit) A derivada seqgundo um vector é uma generalizag¢io das derivadas par-
ciais. De facto se, por exemplo, em R2, consideraramos a base candnica
{€1,€52}, calculando

fla+tes) - f(a)

fo (a) = }1_1}(1) ;
ta - ) /
_ %i_r)%f(al + a23§ flai,a9) £(a)

Analogamente para f, (a) = f,(a).

(iv) O significado da derivada dirigida (||v]| = 1) é andlogo: f}(a) = tané,
sendo 6 dngulo formado:

- pela tangente & curva que resulta da interseccao do plano perpendicular a
X10X5 que contem o vector v aplicado ao ponto a;

- pelo vector v no plano X10Xs .

Exercicio 2.4.3 Calcular a derivada de f : R? — R dada por f(z,y) =
In (621 + ey) no ponto (1,2), sequndo uma direc¢io que forma com o eixo
OX um dngulo de 7.

Resolugao 2.4.4 A direcgdo considerada pode ser representada por vdrios
vectores. Vejamos dois casos:
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a) sequndo o vector v = (1,1)

f((1,2) +(1,1)) - f(1,2)

£(1L2) = lim

t—0 t
In (62(1+t) + e2+t) —In (62 + 62)

= 1

tg% t

v In (€2+2t + 62+t) —1In (262) 0
= lim —

t—0 t 0

242 o

i 2:24&;7;% 3e2 3
= lim————=— = —.

t—0 1 2e2 2

b) sequndo o vector u = (2,2)
fu1,2) =3=2x f,(1,2).

Exercicio 2.4.5 Prove que a derivada de f sequndo um wvector depende
linearmente de v. Isto é, para f : D CR™ = R, a € D, f/(a) existe se, e s6
se, fl,(a) existe Vao € R\ {0} e em caso afirmativo

fawla) = afy(a).

Resolugao:

P @ -ttt 7@

t—0 t
N A D RS (O N

Observagao 2.4.6 (i) Um caso particular do resultado anterior serd, para
a=-—1

fLola) = =fi(a).
(ii) Fizado um vector u, hd vantagem em considerar a derivada seqgundo o
versor de u := HTUH’ de modo a obter um vector unitdrio, que fornece uma
unidade geradora para a derivada.
Isto é, para obter |fl,(a)] com w = kv, basta fazer | w|||fhers »(@)]-

Exercicio 2.4.7 Considere-se g: D C R? — R dada por

Fy se (w,y) #(0,0)

g9(z,y) =
0 se (z,y)=(0,0).

Prove que a derivada de g (x,y) eziste seqgundo qualquer vector em qualquer
ponto de R2.
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Resolugao: Para (z,y) # (0,0) trata-se de um cdlculo directo, apli-
cando a definigao.
Para (z,y) = (0,0) tem-se

0,0 t(vi,v — (0.0
95(0,0) = i 900, 0) + (v, v2)) — 9(0,0)
t—0 t
t2’U% t vg
. W . t31)% Vg 1}% V9
= lim - ~=— .
=0t =083 (v +03)  of 03

Entao g (x,y) admite derivadas em qualquer ponto de R? segundo qualquer
vector de R2.
2.5 Funcgoes diferencidveis. Diferencial e gradiente

Atente-se no seguinte exercicio:

Exercicio 2.5.1 Considere a funcio f : R?> — R dada por

_Jr+y se z=0Vvy=0
f(x,y)—{ 1 se z#0Ay#0.

a) Mostre que f tem derivadas parciais finitas em (0,0).
b) Prove que f nao é continua em (0,0).

Resolugao: a) f.(0,0) = }Lir%w = lim 20 = 1.

h
h—0
£3(0,0) = Jim FEBTEL = lim = 1.

k—0
b) lim f(z,y) = lim f(x,0) = limz = 0,
z—0 z—0 z—0
y=0 y=0 y=0
lim f(zx,y)= lim f(z,mz)=1.
z—0 z—0
y=ma (m£0) y=ma (m#0)

Logo, nao existe lirrbf(:c, y), pelo que f nao é continua em (0, 0).
xr—

y—0

Observagao 2.5.2 A existéncia de derivadas parciais finitas num ponto
nao implica a continuidade nesse ponto. No entanto tmplica a continuidade
relativamente a cada varidvel.

O mesmo acontece com as derivadas sequndo um vector, conforme se com-
prova no exercicio Segquinte.
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Exercicio 2.5.3 Seja g : R?2 — R wma fungdo definida por
1.3
Ay se (2y) #(0.0)
g9(z,y)=
0 se (z,9)=1(0,0).

a) Prove que existem derivadas direccionais finitas de g em (0,0).
b) Mostre que g é descontinua em (0,0).

Resolugao: a)

g ((07 0) + t(’Ul, 7)2)) - g<07 0)

9,(0,0) = lim ;
t3v?tv2 3

658 1202 t

= lim S gy L2,
t-0 t t—0t408 + v3
b)

lim g, ) = lim > = & £,4(0,0)
xlir%%g Y _mlféxﬁmfi — o 79T

y =z y =z

Assim, mesmo que o limite exista, sera % # ¢(0,0). Entao g(x,y) nao é
continua em (0, 0).

A hipétese de existéncia das derivadas segundo qualquer vector, ou, em
particular, das derivadas parciais, embora fraca, nao é desprovida de utili-
dade. Entre outras, permite demonstrar o teorema seguinte, que constitui a
generalizacao do Teorema de Lagrange a fungoes de mais de uma varidvel:

Teorema 2.5.4 (Teorema do valor médio ou dos acréscimos finitos) Seja
f: D CR"™— R definida num conjunto aberto D. Suponhamos que [a,a + v] C
D, que f é continua em [a,a + v] e que existe a derivada de f segundo o
vector v, fl(x), para todo o ponto x € |a,a + v|.

Entao, existe 6 € 0, 1] tal que

fla+v) = f(a) = fi(a+0v).

Dem. Defina-se a funcao real de varidvel real n : [0,1] — R dada por
n(t) = f(a+ tv).

Note-se que n(0) = f(a) e n(1) = f(a+v).

Pelas hipéteses sobre f, a fungao 7 é continua em [0, 1] e diferencidvel em
10, 1]. Pelo Teorema de Lagrange para fungoes de uma varidvel real, existe
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0 €10,1[ tal que

fla+v)—fla) = w_”l(g)—%ﬂ%nwﬂi_n(e)
_ %Ln%f(a+(9+t):)—f(a+0v) _ flat o)

|
Para recuperar a relagao entre diferenciabilidade e continuidade é necessério
uma nova defini¢do de funcao diferencidvel:

Definicao 2.5.5 Considere-se uma funcio f : D C R" — R, D um con-
Junto aberto e a € D.

(1) A funcao f diz-se diferencidvel no ponto a se existirem constantes
al,...,an € R tais que, para todo o vector h = (hi,...,h,) € R" se
tenha

fla+h)— fla) = hioq + -+ + hpoy, + €p,

com p=+/h3+---+h e/l)i_r%ezo.

(ii) Se f é diferencidvel em todos os pontos de D, diz-se simplesmente que
f é diferencidvel.

Observagao 2.5.6 a) Resulta da definicao anterior que se é diferencidvel
ema € D CR" entao:

e f ¢é continua em a, porque hlimof(a + h) = f(a).
1‘}

hi—0

e [ admite derivadas parciais de 1* ordem em a, com
. athy +eép
m LT el

) + hi, @9, ..., an) — f(a)
/ _ 1 f(al ) 3 ey -1
fu (@) hllgo h1 hllﬂo h1

. a1h1+€|h1‘
= hm R —

= (1.
h1—0 hl

Analogamente se prova que f, (a) = a;, i =1,...,n.

b) Note-se que a reciproca da alinea anterior nao é verdadeira.
Veja-se o contra-evemplo da funcdo f : R? — R dada por f(z,y) =
V]zy| e definida em todo o plano.

A fungao f(z,y) :
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e admite derivadas parciais na origem (f1,(0,0) = f,(0,0) = 0);

e ¢ continua em (0,0), pois

V6>03>0: V(x,y), V2+y2 <e=|f(z,y) — 0| < ¢

VIogl = VTl S WV F Ve = Vil R < e <o,
e nao é diferencidvel em (0,0), pois
f (04 h1,0+ hg) — f(0,0) = hy1 £2(0,0) + haf,(0,0) 4+ p
com p = \/m Assim f (hi,he) = ep e entdo
V/Ihaha|

Para verificar se lim € = 0, note-se que
1—0
hg —0

T L L SRRV ) | L7\ ISRV
h1—0 h1—0 \/m hgnj:gl\/m’hﬂ \/m

ho=mhy ho=mhy

Logo este limite ndo existe.

¢) Na pritica, a diferenciabilidade traduz que a fung¢dao pode ser aproz-
imada, na vizinhanca de a, por uma funcao linear hiay +- -+ hpap +

f(a), com um erro desprezdvel em compara¢ao com p <lim5 = ()) .

p—0

Exercicio 2.5.7 Estude a funcio f : D C R? — R dada por

242 se€ (xvy) 7é (07 0)
0 se (z,y) = (0,0),

quanto a diferenciabilidade no ponto (0,0).
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Resolugao: Pretende-se verificar se f (hy,h2) — £(0,0) = hqf2(0,0) +
ha f,(0,0)+ep, com p = Vhi+hse lin%s = 0. Como [;(0,0) = £;(0,0) =0,
p—

tem-se 5 5
= Ey/h% + h%, pelo que e = ————.
h?+ h3 3

(rf + h3)
Para verificar se liH[l)E = 0, temos
p—
3
nhe | Imlnel _ (VIEERR) VTS
(W+m)t| Wem)t T (k)

= /hi+hi<n<ad.

Entao liH(l)é“ =0, pelo que f (z,y) é diferencidvel em (0,0).
p—

Em face da Observacao 2.5.6 a), a diferenciabilidade de uma funcao
f: D CR"™ — R, com D aberto, no ponto a pode reescrever-se relacionando
as constantes a; com as derivadas parciais no ponto a :

Teorema 2.5.8 A funcdo f: D C R"™ — R é diferencidvel em a se, e sé
se, nalguma vizinhanga desse ponto se tiver, para h = (hi, ..., hy),

fla+h) = fla) =hify,(a) + - + hafy, () +ep,
com p=+/h?+---+h2 e lime = 0.
1 n p—0

Dem. Aplicar a Observacao 2.5.6 na Definicao 2.5.5. m

O acréscimo representado pelo primeiro membro depende nao sé do
ponto a, mas também do vector h = (hy,...,h,), 0 mesmo acontecendo
a soma hyf, (a) + - + hnf; (a), que dard um valor aproximado desse
acréscimo.

Definicdo 2.5.9 A soma hif., (a) + -+ + hof. (a) chamamos diferencial
da fungao f : D CR™ — R no ponto a, relativo ao vector h = (hi,...,hy),
e escreve-se

(df)y, (a) = hafy, (a) + - + hnfy, (a).
Definigao 2.5.10 Seja f : D C R™ — R wma diferencidvel num conjunto

aberto D. Ao opemdor
n 9 r .
Z 8.%'2 !

i=1
chama-se gradiente de f e representa-se por grad f ou Vf.
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Observagao 2.5.11 Uma consequéncia imediata desta definicao é que o
escalar definido na Defini¢cao 2.5.9 pode escrever-se, para h = (hy, ..., hy),

(df), (a) = (grad f) (a) | h.
Na Observacgao 2.5.6 provou-se que a reciproca da implicagao
f ¢é diferencidvel em x = f é continua em x

nao é verdadeira. No entanto, hd toda a vantagem em estabelecer condigoes
suficientes de diferenciabilidade:

Teorema 2.5.12 Se a fungao f: D CR™ — R admite derivadas parciais
de 1% ordem, entdo f € diferencidvel em todos os pontos em que n—1 dessas
derivadas sejam continuas.

Dem. Limitando-nos a R? considere-se a igualdade

f(a1+h1,a2+h2)—f(a1,a2) = [f(a1+h1,a2—|—h2)—f(a1+h1,a2)]
+[f (a1 + h1,a2) — f(a1, a2)] .

Note-se que:

e Atendendo a defini¢ao de derivada (Defini¢ao 2.1.1), a segunda parcela
do segundo membro pode escrever-se

f (a1 + hi,a2) — fla1,a2) = hy [fr, (a1, a2) + 1] ,

com lim e; = 0;

h1—0

e Pelo Teorema 2.5.4 aplicado a 2% varidvel, na primeira parcela, tem-se
f (a1 + hi,a2 + he) — f (a1 + hl,ag) = ho [f;Q(al + hl,ag) + th] .

Assim,

flay+hy,ay + he) — flar,a2) = hy[fy,(a1,a2) + &1
+ho [ f1,(a1 + hi,az + 6ho)]

com(O0<f<le lime =0.
h1—0

Por hipétese, pelo menos uma das derivadas é continua. Suponhamos
que fi & continua em (ay,az).
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Entao
f;Q(aJ + hi,a9 + Ohg) = f;2 (a1,a2) + €2,

com lim €9 = 0. Entao
(h‘lvhz)_)(ovo)

f (a1 + hi,a2 + h2) — f(a1, a2)
= hi[fy,(a1,02) +e1] + ho [ f1, (a1, a2) + &3]
= hify, (a1,a2) +e1hy + haf,, (a1, az) + e2ha.

Como se verifica que lim (e1h1 + e2h2) = 0, entao f é diferen-
(h1,h2)—(0,0)

cidvel em (aj,asz).

Se se admitisse que f7 , fosse continua entao a demonstragao comegaria
com a igualdade

f a1+ hi,a2 + ha) — f(ai,a2)
[f (a1 + h1,a2 + ha) — f (a1,a2 + h2)| + [f (a1, a2 + h2) — f(a1,a2)]
= hify (a1 +6hi,a2 + k) + ho [f1, (a1, a2) + 2] .

[
A demonstracao para uma fungdo de n varidveis é andloga, incremen-
tando uma varidvel de cada vez e admitindo a continuidade numa delas.

Definigao 2.5.13 Uma funcio f : D C R® — R diz-se de classe C",
r € No, num conjunto S C D, e representa-se por f € C"(S), se admite
derivadas parciais continuas até a ordem r, em todos os pontos de S.

Do teorema anterior resulta que:

Coroldrio 2.5.14 Toda a funcio de classe C* é diferencidvel.

Dem. Se f € C! entdo %’ i = 1,...,n, sdo continuas. Logo, pelo
Teorema 2.5.12, f é diferencidvel. m
As condigoes do Teorema 2.5.12 e do Coroldrio 2.5.14 sao suficientes mas

nao necessdrias, como se pode comprovar pelo exercicio seguinte:
Exercicio 2.5.15 Mostre que a funcio f : R? — R dada por
x2sen (%) +12sen (i) se xy #0

:BQSETL(%) se x#0Ay=0

y%en(%) se x=0Ay#0

0 se (z,y) = (0,0)

f(x,y) =
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é diferencidvel na origem apesar de nenhuma das derivadas parciais ai ser
continua.

Resolugao: Da igualdade
f (hlv h2) - f(07 0) = hlf;::(()?()) + hng,/(Ov 0) +ep,
€ como

£ (h1,0) =0 isen (i)

, pr— 1. pr— 1. ——————————— pr— /
f2(0,0) R — i ——- 0= f,(0,0),
resulta
h2sen i + h2sen i =
1 Iy 2 By =&p
e

h2sen (h%) + h3sen (h%)
NEar |

Basta agora provar, por defini¢ao, que lim =0, isto é,
(hlth)_)(Ovo)

V8 >0,3e>0:1/h3+h:<n=]c—0] <9.

E =

Ora, como
1 1
toen (1) +thoen ()| _ g eit
NCEYS VR

basta tomar n < § para que |¢| < J. Entao lim & =0, pelo que f ¢é
(h1,h2)—(0,0)

diferencidvel em (0, 0).
Por outro lado

fi(z,0) = 2zsen <1> + 22 (—12> cos <1> = 2zsen (1) — cos (1> .
x x x x x

Quando z — 0 Ay = 0, ndo existe lim f7, pelo que f, nao é continua em
(0,0).
Analogamente para lir% f{/

y—)

x=0

Exercicio 2.5.16 Considere a fungao f(x,y) = (Inz)\/y.
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a) Estude f quanto a diferenciabilidade.

b) Calcule, recorrendo ao diferencial, um valor aproximado de f (1.07;3.98) .

Resolugao: a) Dominio de f
Df:{(x,y)€R2:m>0/\y20}.

Como % =1y e %ﬁ; = (Inx) ﬁ7 pelo Teorema 2.5.12, f(x,y) é diferen-

cidvel num conjunto que contenha
{(az,y) eR?2:z2>0Ay >O},

pelo que neste conjunto, pelo menos uma das derivadas é continua.
b)

F(140.07;:4 —0.02) — f(1.4) = g;’; (1.4) x 0.07 + gi (1.4) x (—0.02)

= 2x0.07+0=0.14.
Pode demonstrar-se que se uma funcao real f é diferencidvel entao:

e f admite derivada segundo qualquer vector u;

e f!(a) identifica-se com o diferencial, ou seja, é combina¢ao linear das
derivadas parciais, fornecendo uma regra pritica para o determinar:

Teorema 2.5.17 Se f: D C R" — R é diferencidvel em a € D, conjunto
aberto, entdao, para qualquer w = (uq, ..., uy),

fula) = f1,(a) x wr + ... + £, (a) x un = (df),, (a)

ou seja,

fula) = (df), (a) = (grad f) (a) | u.

Dem. Pela defini¢ao de derivada segundo um vector, Defini¢ao 2.4.1,

L flatt) -~ f(a)
t—0 t

. tuyfy (@) + - Ftunfl, (a) +ep
= t '

fula) =
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Como p = \/t2u? + -+ + t2u2 = |t| |Ju||, temos

twfi (@) + -+ unfy,(a) £e|u
fula) = lim i/, . |
= limufy, (@) + - +unfy,(a) £ e ul

= wfy,(a)+ - +unfy, (@) = (df),(a)
(fglcp T 7fglcn) (a) ’ (ulv”vun) = (gradf) (a) ‘ u.

[

Este processo de escrever a derivada direccional permite uma interpre-
tagdo geométrica quando |lu|| = 1, ou seja, neste caso é possivel atribuir um
significado geométrico ao gradiente:

Suponha-se que (grad f) (a) # 0 e designe-se por 6 o angulo entre V f(a)
e u.

Ji

g fula)

Pelo Teorema 2.5.17,

fula) = (grad f) (a) | u = [V (a)] lull cos 6 = ||V £ (a)]| cos .

u

Entao f’( )
g— Jul
TN @

pelo que f/(a) é a componente do vector gradiente na direcgao de u.
Como consequéncia, registemos que:

1. f!(a) toma o valor méximo quando cosf = 1, isto é, quando 6 = 0, ou
ainda, quando os vectores V f(a) e u tém a mesma direcgao e sentido.
Anslogamente, toma o valor minimo se § = 7, isto é, se 0s vectores
Vf(a) e u tém a mesma direc¢ao mas sentidos opostos.
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2. Se Vf(a) é perpendicular a u entdo f](a) = 0.

A partir do conceito de diferenciabilidade pode-se garantir a simetria das
derivadas mistas, facilitando o seu cdlculo:

Teorema 2.5.18 (Teorema de Scharwz) Seja f : D C R™ — R uma fung¢ao
real de n > 1 varidveis reais. Entdo as derivadas de 2% ordem fy .. e fi ..
a0 iguais em todos os pontos em que f, e f;j sejam diferencidveis.

Dem. Facamos a demonstracao para duas varidveis, ja que para n > 2
varidveis o processo é andlogo.
Defina-se a expressao

Aof = [f (a1 + h,as + h) — f(a1 + h, a2)] — [f (al,ag + hz) — f (al,ag)]
= [f(a1+h,a2+h) = f(a1,a2 + h)] = [f (a1 + h, a2) — f (a1, a2)]

e provar-se-a que Ah%f tende, quando h — 0, quer para f .. (a1,a2) quer

para fi . (a1,a2) (e pela unicidade do limite prova-se a igualdade entre as
derivadas mistas.

Definindo

¢ (1) :== f(z1,a2 + h) — [ (21,02)

Y (x2) := f (a1 + h,x2) — f (a1,22),
pOde escrever-se
Nof = (a1 +h)—¢(a1) =1 (az +h) — 9 (az).

Pelo Teorema dos Acréscimos finitos para funcoes de uma varidvel tem-se
que

plar+h)—p(a) = ¢ (a1 +61h)h
P (ag+h) = (a2) = o' (a2 +62h)h,

com 0 < 81,02 > 1, e, portanto,

A

ij = ¢' (a1 +01h) = ¢’ (az + 02h).
Atendendo ao modo como se definiu ¢, temos
Aqf

= fi, (a1 +01h,az +h) = f,, (a1 + 01h, az)
= [fi, (a1 +61h,a2 + h) — fL (a1,a2)] = [f2, (a1 + 01D, a2) — 1, (a1,a2)] .

h
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Utilizando a diferenciabilidade de f;, em (a1, a2), tem-se

of

= [0171 f;’% (a1,a2) + hfy ., (a1,a2) + o(h)
_ [Glh f;’% (a1,a2) + o(h)

= hfl ., (a1,a2) + o(h).
De uma forma ansloga prova-se que

22— (0 4031

e a diferenciabilidade de f;, em (a1,a2), conduzem a

A
2] s (ar,02) + ofh).
Entao Af
;llii]% h22 = firas (a1,02) = [,01 (a1, 02).
n

O teorema anterior apenas garante a simetria das derivadas pontual-
mente, conforme se ilustra no exercicio seguinte:

Exercicio 2.5.19 Considere a funcdio f : R?> — R dada por

I e (wy) #(0,0)

f(xvy) =
0 se (z,y) =(0,0).

a) Calcule %(O,y) e g—i(a:,O).
b) Prove que
0% f
O0xdy

0% f
0yox

(0,0) # (0,0).

Quando se pode garantir que as derivadas mistas sao iguais:

Coroldrio 2.5.20 Se f : D CR" — R for de classe C? entdo

= Yij=1,..,n.

T;Tj Tjx5)
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Dem. Se f ¢ de classe C? entdo as vérias derivadas de 1* ordem, f
(i =1,...,n) sdo de classe C! (Definicio 2.5.13).

Logo fg’;";&" fungdes diferencidveis (Coroldrio 2.5.14) e, pelo Teorema de
Schwarz, Teorema 2.5.18,

o= Yij=1,.n

T;Tj Tjx;?
u

O Teorema de Schwarz pode aplicar-se para derivadas mistas de ordem
superior a segunda:

Coroldrio 2.5.21 Se f : D C R" — R for de classe C" (r € Ng) entdo é
indiferente a ordem de derivacdo até a ordem r.

Dem. O resultado obtem-se provando sucessivamente que a igualdade
se verifica para dois elementos sucessivos

" () " (q)
<(f(/p))%ai+l> _ <(f(p))ai+hai) ’

crmp+qg+2<r. m
Veja-se o exemplo:

Exemplo 2.5.22 Seja D C R? um aberto e f : D C R? — R uma fun¢do 3
vezes diferencidvel em D. Hd 6 derivadas de 3* ordem para f :
Ff o Bf Pf
0220y’ Oxdyox’ dyox?’
*f of  f
Oy20z’ Oydxdy’ Oxdy?’
mas apenas duas delaspodem ser diferentes, pois as derivadas da primeira

linha sdo iguais, bem com as da sequnda linha.
Com efeito, pelo Teorema de Schwarz, Teorema 2.5.18,

Pf 0 (PfN_ 0 (Pr\ 0
0x20y  Ox \0x0y) Ox \Oydxr) Oxdyox’

Por outro lado
o3f o (0 (of d%g d%g
0x0yox T Oz (Eiy <8:c>> - 0xdy - Oyox
o (0 (0f O3f
T oy (&c <8x>>  Oyoa?

Para as outras derivadas o processo é andlogo.
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2.6 Funcoes vectoriais

Estamos agora em condicoes de generalizar as condigoes anteriores ao caso
geral de fungoes f : D C R™ — R™, as quais se podem escrever na forma

i = fi1(x1, . x)

Ym = fm («Tla 7«73n) .

Comecemos pela derivada segundo um vector.
A expressao

t —
f/ (Cl) — hmf (CL + U) f (CL)

u t—0 t

pode desdobrar-se em m igualdades, uma para cada componente de f :

(f)). (a) = lim L@ — fi(@),

t—0 t

Supondo diferencidveis todas as funcoes f; : D C R® — R, o Teorema
2.5.17 permite escrever, representando os vectores de R™ e R"™ por matrizes
colunas,

/ 0 0
bit 37]3 e % U
ful@) =1 + | (@)= : (e ]
afm afm,
fm = Uy,

Da Algebra Linear é conhecido que, fixadas bases em R™ e R™ (bases
candnicas) a matriz m x n da igualdade anterior representa um operador
linear D, : R™ — R™ pelo que se pode escrever

fi.(a) = Dyu.

Definigao 2.6.1 Seja f : X C R" — R™, uma fun¢do de componentes
yi = fi (21, ...,xy) (com coordenadas dadas nas bases candnicas dos espagos)
e a uwm ponto interior de X.

Ao operador linear D, : R™ — R™ definido pela matriz J, = [g—;ﬂ chama-
se derivada de f mno ponto a e designa-se por matriz jacobiana do
sistema y; = fi (x1,...,x5), 1 =1,....,m.

Quando m = n, o determinante de J diz-se o jacobiano da funcao f e

designa-se por H
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A relag@o entre os conceitos de derivada e de diferencial estabelece-se do
mesmo modo que o estudado para o caso m = 1.

Definicao 2.6.2 Seja a um ponto interior do dominio da fungio f : D C
R™ — R™,

(i) Diz-se que f é diferencidvel em a quando nalguma vizinhan¢a deste
ponto, a func¢do se representa na forma

fla+u) = fla) = Lau+o([|ul)),
sendo Lg um operador linear de R™ em R™ e o (||ul|) um vector de R™

tal que
L o(lul)

—0.
ull =0 [|u|

(ii) Ao operador L, =(df) (a) chama-se diferencial de f no ponto a.

(iii) A aplicacdo linear Lyu =(df), (a) chama-se diferencial de f no ponto
a relativo ao vector u.

Tal como para o caso de m = 1 (Teorema 2.5.17), temos:
Teorema 2.6.3 Se f: D CR"™ — R™ ¢ diferencidvel em a, entao, Vu € R",

(df), (@) = fy(a) = f'(a) |u=J, T,
sendo U a matriz coluna referente a u.

Dem. Exercicio

Sugestao: Com as notacoes da definicao de matriz jacobiana, provar que
cada funcao componente f; de f, é diferencidvel.

O operador L, da Definicao 2.6.2 é representado pela matriz jacobiana.
|

Exercicio 2.6.4 Considere a funcio f: D C R?® — R3 dada por
y1 = 2z + 3y + 22
f(xayaz): Y2 =T — COSY
ys = 2y + tan z.

a) Calcule a matriz jacobiana e o jacobiano.
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b) Determine a derivada de f mo ponto (1,%,%) sequndo o vector u =
(27 _17 3) .

Resolugao:

Resolugao 2.6.5

a)

N A
_ oy2 Oy2 OyY2 —
J = Ox Oy 0z - 1 seny 0
Jdys Oys Oys 0 2 sec?z

o0r Oy 0z

|J| = 2 seny sec? z 4+ 4 — 6y sec? 2.

b)
™ T T
i (553 = gy x @1
2 3m 2 2 10 — 37
= 1 1 0 -1 | = 1
0 2 2 3 4

ou (10 —37) €1+ €2+ 4¢s.

2.7 Regra de derivacao de funcoes compostas
Estudada a diferenciabilidade pode-se construir uma regra para derivar

fungoes compostas.
Num caso geral temos

g:ACR" - g(A)CBCR"e f: BCR™ — R4

Como derivar a fungdo composta u = fog ?
Comecemos pelo caso particular de n =1, m =2, ¢ =1, isto é

f:RE=SR e g:R— R

uma funcao uw com duas varidveis mas em que cada uma delas depende
apenas de uma varidvel.
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Teorema 2.7.1 Seja u(t) a fungao real de varidvel real que resulta de se
compor z = f(x,y) definida em D C R? com x = ¢(t) ey = (t) ambas
definidas num intervalo I C R (com ¢(t) e(t) C D)) (u(t) = f(e(t), (1)) .
Se p(t) e ¥(t) sao diferencidveis num ponto ty € I e f ¢é diferencidvel em
(a,b) = ((to),¥(to)) entdo a fungdo composta também é diferencidvel em

to €
du of of dip

T (00 = 5 @h) 5 o)+ 5 (@) G (),
Dem. Escrevendo u(t) = f(p(t),%(t)), tem-se
uto +h) —u(te) = fleto+h),¢(to+h)] = fle(to), v(to)]
= (to +h) — ¢(to) + ¢(to), ¥ (to + h) — P(to) + P (to)]

fle
— [ (o), ¥ (to)]
= f(a+Ag0,b—|—A1/))—f(a,b),

com

Ap = p(to+h) —p(to) e Ay =1p(to+ h) —P(to).

Pela diferenciabilidade de f, ¢ e ¢ (ver Teorema 2.5.8), com p = \/(Agp)2 + (Ay)?

tem-se que

uto +h) —uto) = f(a+Ap,b+ Ay)— f(a,b)
= fz(a,b)A¢ + fy(a,b)Av + o(p)
= [fu(a,b) (' (to) + o(h)) + f,(a,b) (' (to) + o(R)) + o(p)
= h[fr(a,b)¢ (to) + fy(a, b)Y (to)] + o(h).

Note-se que o(p) é um o(h) porque
) — 0 quando h — 0,

pois % ¢ limitado pois
RGNG)
_ \/<so<to £l (s )= v(0))’

— @ W) + (@ ()
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é finito porque ¢(t) e ¥ (t) sao diferencidveis.
Logo

t h) —u(t

= falﬁ(av b)¢l(t0) + f;(a’ b)wl(tO)'

65

A regra dada pelo teorema anterior pode escrever-se, para z = f(x,y),

dz 0z dx

dy
< (to) = 5 (,0) = (t0)

+ 52 (@) % (t).

ou, na forma matricial

[u/(to)]:[% %} [%} .
(ab) L g (to)

Pode resumir-se a derivada pela seguinte cadeis (regra da cadeia)

Analise-se o caso em que z = f(z,y) é diferencidvel em (a, b) e
ey = (s, t) sao fungoes diferencidveis em (sg,tp), com a =
b = 1(so0,t0), ou seja o caso em que n =2, m =2, ¢ = 1.

Procedendo como no teorema anterior, escreve-se

U(S,t) =f [@(&ﬂvw(‘g?t)]

e obtem-se, para

Ap = @(s0+ h,to+ h) — (s, t0),
Ay = p(so+ h,to+ h) — (s, to),

p = V(Ap)?+ (A,

(2.7.1)
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u(so + h,to + h) — u(so, to)
= fle(so+h.to+h),¢(so+ h,to + h)] — fp(so,t0), (0, t0)]
= fla+Ap, b+ AY) — f(a,b)
= frla,b)Ap + fy(a,b)Av + o(p)
= frla,b) [he(s0,t0) + kgi(s0, to) + o(p)]
+fy(a,b) [P (s0, to) + ki (s0, to) + o(p)] + o(p)
= h[fila,b)@(s0,t0) + fy(a,b)(s0,t0)]

+k [ f1.(a,b)@i(s0, to) + fy(a, b)¢i(s0,to)] + o(p).

Esta igualdade permite nao sé6 garantir a diferenciabilidade de u em
(s0,to) mas também obter a expressdo das derivadas parciais % e % no
ponto (sg, o).

Considerando as derivadas num ponto genérico (s,t) tem-se

ou _ Of L O¢ Of . 00
08 - a$(xay) 88 + ay(l‘ay) 03’
ou _ of, . Op 0f . 00
S A A T
Em notagao matricial
dp Oy
e w)-[% %)% £]
0s ot
ou resumindo na regra da cadeia
X —
u / X
N\
y - 1

Finalmente considere-se o caso em que todas as fungoes envolvidas sao
vectoriais:

Teorema 2.7.2 Seja g uma func¢ao de dominio A C R™ e contradominio
g(A)CBCR™ e f: BCR™ — R%

Designe-se por u = f o g a fun¢do composta de g e f.

Se g ¢é diferencidvel em a e f é diferencidvel em b= g(a) entdo u= fog é
diferencidvel em a e

(fo9) (a) = ["[g(a)] - g'(a).
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Dem. Represente-se g(z) =y, z = f(y) e u(z) = (fog) (z) = flg(z)].
Desdobrando cada uma destas funcbes nas suas componentes tem-se

ui(z) = f1lg(x)] = f1[g1(2), ..., gm(z)]

Uq($) = fq l9(z)] = fq [91(), ..., gm(2)] .
Aplicando o Teorema 2.7.1 a cada uma das componentes u;(x), prova-se que
as funcoes u;, i = 1, ..., q, sao diferencidveis.
Entao a funcao u também ¢é diferencidvel e tem-se

Qup .. Ou ofh ... OfL o9 ... Oq
ox1 OTn oy OYm, 0x1 Oxn
Qug . Oug 9fq .. Afq 9gm ... Ogm
ox1 Ozn H (a) oy1 OYm (9(a)) 0x1 Oz, (a)

Como cada uma destas matrizes jacobianas representa (nas bases canénicas
de R™,R™ e RY?), pode escrever-se

(fog) (z)=f"lg(x)]-¢'(z).

]
Exercicio 2.7.3 Considere f : R? — R dada por
F(z,y) =202 — 2.
a) Para x = ¢(t) = sen t ey = (t) = cost, calcular %, designando por
u(t) = f(z,y) = f((t), (1))
b) Para x = ¢(s,t) = sen (st) ey = (s,t) = cos(st), calcular % e g—;‘,
designando por u(s,t) = f (x,y) = f (¢(s,t),¥(s,t)).
Resolugao: a) Uma possivel resolugao serd
du _ 0fde 0fdy

dt drdt Togar v st ey sen
= 4dsent cost+2cost sent =6 sent cost
= 3sen(2t).
b)
0 of o of o
8—1; = 5££+5££:4$ scos (st) + 2y s sen (st)

= 4sen (st) scos(st)+ 2cos(st) s sen (st)
6 sen (st) scos(st) = 3s sen (2st).
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ou of ox Of Oy

s dx ds ' dyds
= 61t sen(st) cos(st)
= 3t sen (2st).

= 4z tcos (st) + 2y t sen (st)

Exercicio 2.7.4 Seja g : R? — R dada por
g(x,y,2) = 3x + 4y + cos z,

com
x =3+ e, y = arctan(st) + sen(t?) e z = 32,
Calcular % e %, sendo u(s,t) = g(x,y, 2).

Resolugao: Grificamente temos
" 1
/ S
u —Yy ‘
\\ t
z —

0 dg 0 0g 0
u_ 990z 990y

Entao

ve _ sS4
ds Oz ds 0Oyds st 1+ (st)?’

ou _ 090w dgdy 090
ot oxr 0t Oyot 0z 0t

= 33t°+4 ﬁw + 2t cos(t?) | — sen(z) 6t

4s
_ 2 2 2
= Ot + T+ (502 + 8t cos(t”) — 6t sen(3t*).
2.8 Derivada de uma fungao composta de ordem
superior
Para fufungoes vectoriais f : D C R™ — R™ (m > 1) a funcao derivada de

f (que a cada z € D1 C D associa f'(z)) ¢ uma aplicagdo linear e limitada,
conforme indicado na Defini¢ao 2.6.1,

f':D; CR" — B(R";R™),
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dada pela matriz jacobiana e denotando B (R™;R™) o conjunto dos oper-
adores lineares limitados de R™ em R™.

Note que o conjunto de chegada jd nao é R™, como o era para f e para
f/ mas sim B (R";R™).

Assim ao considerar derivadas de ordem superior & primeira, surgem
espacos cada vez mais "afastados de R™. Por exemplo

f : DCR"—-R™,
f: DiCDCR"— B(R"R™),
f" : Dy C Dy CDCR"— B(R";B(R™"R™)),..

Neste curso s6 consideraremos derivadas de ordem superior & primeira
segundo vectores. E, neste caso, podemos limitar-no a fun¢ées com valores
em R, pois para f: D CR"™ — R™ a derivada f; obtem-se a custa das suas
componentes (f;), , com f; fungdes reais.

Desta forma, limitando-nos a f : R — R a regra de derivagao de
fungGes compostas pode estender-se a derivadas parciais de ordem superior
4 primeira.

Considerando a funcao u(t) = f(¢(t),¥(t)), definida no Teorema 2.7.1,
e admitindo -se que existem as derivadas de 2 ordem envolvidas, obtem-se
a igualdade
du Ofdp Of dy

dt — Oxdt Oy dt

que

Pu d <8f>d<p of ¢ | d (8]‘>d¢ af d*y 2581)

@ " @t \ow) at Towdr T a\ay) ar "oy ar

Considerando que % e g—i sao funcoes de = e y que, por sua vez, Sao

fungoes de t, aplica-se a derivada da funcao composta dada pelo Teorema
2.7.1, isto é,

405\ _Prde | 0 v
dt \Ox ) 0x2dt 0Ox0y dt

d <6f> L Pf dp  fdY

dt \ 9y )~ Oydz dt ' Oy? dt’

Substituindo em (2.8.1), obtem-se a regra para obter a 2% derivada da fungao
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composta u :

Pu _ (@Pfdp | Of dv)dp  0fdy

a2 \oa2dt OxOy dt ) dt = Ox dt?
0’f d 2fdy\ d d?

4 [ odye . O°f dy 1/1 L 9f of d*y
oydx dt = Oy dt dy dt2”

No caso da fungao u(s,t) = flp(s,t),1¥(s,t)] definida em (2.7.1), ad-
mitindo -se a existéncia das respectivas derivadas de 2% ordem, obtem-se a

partir da igualdade
ou 3f8<,0+8f8¢)

ds Oz ds | Oy Os

que
0%u 9 (0f\ 0p af 0% of\ oy Of 0%
Sy = (o) S a4 +
052 s \ 0z ) 9s = Oz 0s® (‘98 dy) ds = Oy 9s?
02f890+ 0% f oY 8g0+0f82
0x2 0s 0Ox0y s )] 0s  Ox Os?
0*f d O2fdy\ 0 af 6*
F(ZLde, Zrdvyon ory

Oydr ds ' Oy ds ) 8s Oy 9s?’

< 0%u
e de modo andlogo para 5.

Da igualdade

ou Of 890 L of of oy
ot Oz ot Oy ot

obtem-se
0%u _ 9 [of 8cp+8f 0% + 9 af 8¢+8f 0%
0tds  0s \Ox) Ot Ox Otds 88 dy) ot = Oy otds

(OO | O v\ 0p  Of 0%
- (81‘233 amayas) ot * B 0t0s
C(LLte Cray v oy
Oydxr ds  Oy%ds ) Ot Oy otds’

0%u

Analogamente para ;.

Exercicio 2.8.1 Seja F : R? — R wma funcio cujas derivadas mistas de
2 ordem sdo nulas e tal que F € C?.
Para

o(z,y) =2° —y* e Y(2,y) =y,
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designando por u(x,y) a fun¢ao composta de F' com ¢ e, (F (p(x,y),¥(z,v))),

prove que

r 0%u 0%u  10u
—_—t == = —— . 2.8.2
y6w8y+8x2 x Ox’ com @,y 70 (2:8.2)

Resolugao: Calculemos os termos envolvidos:

8u_8F890+8F8¢ 28£
or Opdr O Ox oo’

o _ 6<2m8F)_28F+2 0 (26)
Ox? Ox Op 9z \ Oy

(82F dp  O*F 81/1) (9F + g s O°F

02 Ox 8@81/1 Ox 8@ D2’
Pu 0 OF oF
0zdy ny < oy ) (&0)

|
DO

X

82F8<p aQF@ 4 O°F
02y opapay) T Vo

Substituindo em (2.8.2),

r Pu O x 82F oF 282F
S — - +27— 44z
y Oxdy  Ox? Yy dp Er

2 2
= —4x2y—8 F +2({)—F+4 28 28F

0p? " " dg? e
1,00 10
" x@go_xﬁx

Exercicio 2.8.2 Considere g : R? — R dada por
g(z,y) = 2 + ¢,

com
x=(s,t)= 2s+ e ey = P(s,t) = 2.

Designando por u(s,t) a fungdao composta de g com ¢ e 1, calcule

9%u
otods’




72 CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL EM RN

Resolugao:

Ou g 0p  Og Oy ¢ 2

= = IR g 3y? 2t

ot~ oot Toyor LTV

= 2 (28 + et) e +3 (t2)2 2t = 4s et + 2e* + 65,
0%u
=4

otos  ©

2.9 Algumas aplicacoes das derivadas em R"

2.9.1 Funcgoes homogéneas. Teorema de Euler

Definigao 2.9.1 (i) Uma fun¢io f : D C R"™ — R diz-se uma fung¢do
homogénea de grau o € R, se

f(txy, .. txy) =tf(x1,...,xp), Y € D CR" Vt €R, comtx € D,
ou, abreviadamente,
ftx)=t“f(x), Ve e D CR", Vt € R com tx € D. (2.9.1)

(ii) Se a igualdade anterior for vdlida apenas para t > 0, a fun¢io diz-se
positivamente homogénea de grau o.

A igualdade (2.9.1) permite estender a fun¢ao a todos os pontos das semi-
rectas que saem da origem (eventualmente com exclusao desta) e passam em
algum ponto do dominio inicial D.

Para estas funcoes enuncia-se o Teorema de Euler, cuja demonstragao é
uma aplicacao da regra da derivacao de fungoes compostas.

Teorema 2.9.2 (Teorema de Euler) Uma func¢ao f: D C R" — R é dife-
rencidvel e positivamente homogénea de grau « se, e s se, verifica a igual-
dade de Fuler

:Ulfz'jl—l—---—i—xnf;n:ozf, Ve D CR", ViteR.

Dem. (=)
Se f é positivamente homogénea de grau « , entao

[y, .. txy) =t f (21, ..., 20), VX € R", Vt € R.
Derivando em ordem a t

xlfz’“ (txy, .oy tay) + -+ xnf;n (txy, ..., tay) = oty (T1y ey )
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com u; = tx;, i =1,...,n, e, para t = 1, obtem-se

n
sz‘ f{Lz (1, ey ) = @ f (X1, .0y Tny) -
i—1

(<)
Suponhamos que f é uma funcgao diferencidvel e verifica a igualdade de
Euler

n
in fos (@1, tn) = a (@1, .0, 2) .
i=1
Defina-se a funcao
o(t) = f (tzy, ..., taxy) =t f (1, .0, 2p) - (2.9.2)
Faxendo u; = tx;, i = 1,...,n, temos

to(t) = (txr) fi, + -+ (tan) fi, —a tf (z1,...,2n)  (2.9.3)
= a f(txy, ..., txy) —a t*f(x1,...,2n) = ap(t).

Defina-se ¥(t) := %. Entao, fixando o ponto (z1,...,2,), tem—-se, por
(2.9.3),

i = FOE e ate G —pt) ot
2 2 ’

logo ¥(t) é uma funcdo constante. Como

Y1) = (1) = f (21, ..., 20) — 17 f (21, ..., 20) = O,

entao 1(t) = 0, para t > 0 (estuda-se a possibilidade de f ser positivamente
homogénea), pelo que % = 0, ou seja ¢(t) = 0. Assim, por (2.9.2),

f (txl, veey t.’I}n) — taf (5617 ey ;(}n) =0.
|
Exercicio 2.9.3 Comsidere a funcio f: D C R*> — R dada por

x2+y2

flz,y) = o

a) Mostre que f é homogénea e indique o seu grau de homogeneidade.
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b) Mostre que f. também é homogénea.
c) Verifique a igualdade de Euler para f.
Resolugao: a) Grau 1, pois

t2332+t2y2 332+y2 B

tr,ty) = =1 =1t .

[z, ty) Py o flz.y)

b)

. 2 (z+vy) — (m2—|—y2) B 2 + 2xy — y?

’ (x+y)° (@+y)?®

222 + 2t2zy — t22 12 (2 + 22y — ¢?

f;: (tw,ty) = ) = ( 5 2 ) :tofy,c (-’B,y)-
(tx + ty) t2 (z +y)

f2 é homogénea de grau 0.

Observagao: Se f é uma funcao homogénea de grau «, as suas derivadas
de 1% ordem sao fungoes homogéneas de grau a — 1.

c) Pretende-se mostrar que zf; +yf, =1 f. Entao

;YR 2ay —a®
fy: P 5
(z+y)
e
2 2 2 2
e+ 22y —y Y+ 2y —x
xfg/nerfg,/ = T 2 Yy 5
(z+y) (z+y)
_ x® + 222y — xy® + y3 + 2zy® — ya?
- 2
(z+y)
Byt ayi+y Aty + (e +y)
(z+y)° (z+y)°
2 2
ety
= = Z, .
o f(y)

Exercicio 2.9.4 Dada a funcio f : D C R? — R dada por

xa

B
Y - Z3ay6

f(m>y>z):x2+ 23

9

determine o e B de modo que f seja homogénea e indique o seu grau de
homogeneidade.
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Resolugao:
to‘xo‘tﬁyﬁ
fte ty, tz) = t%z? W—t?’azwtﬂyﬁ
to¢+ﬁ—3$a

= 2224 y° _t3a+ﬁz3ay5.

23

Para ser possivel colocar ¢t em evidéncia é necessério que

a+fB—-3=2 sl a= -3
3a+ =2 b= %
Para estes valores f é homogénea de grau 2.

2.9.2 Plano tangente e recta normal a uma superficie

Recordemos alguns conceitos:

1. Chama-se trajectéria ou caminho a uma aplicagdo continua ¢ :
[a,b] C R — R3, que se pode representar na forma paramétrica

z = f(t)
y:g(t) 7a§t§b7
z = h(t)

sendo f,g,h: R — R fungdes continuas.
2. Se a funcdo ¢ for de classe C*, diz-se que a trajectéria é de classe C*.
3. Se p: R3 = R, a equagdo ¢ (z,y, 2) = 0 define uma superficie.

4. Uma recta ¢ tangente a superficie ¢ (z,y, z) = 0 no ponto Py (o, Yo, z0)
se for tangente a uma curva tragada sobre a superficie e que passe pelo
ponto Fy.

Como existem uma infinidade de curvas tragadas sobre a superficie
que passam por Py, existe também uma infinidade de tangentes.

5. P é um ponto singular da superficie se as derivadas

P ¢ um ponto simples da superficie se as derivadas ¢}, ¢}, ¢, exis-
tirem, forem continuas e, pelo menos, uma for nao nula.
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Teorema 2.9.5 Todas as rectas tangentes & superficie ¢ (x,y,z) = 0 num
ponto simples Py, pertencem ao mesmo plano.

Dem. Seja r(t) um caminho escrito na forma paramétrica por

z = f(t)
T(t): y:g(t) 7a’§t§b7
z = h(t)

que passa pelo ponto simples Py = r(to) = (f (o), g(to), h(to)) -

df dg dh

O vector director da recta tangente a r(t) é T = (E’ Gt E) € a sua

equagao vectorial serd

B df dg dh
(x7yaz) - (x()ayDvZO) +k (dt7 Ea dt) (to) 7k € R.

Como os pontos de r(t) pertencem a superficie ¢, entdo os seus pontos
verificam a igualdade ¢ (f(t), g(t), h(t)) = 0. Derivando (derivada da funcao

composta) temos
Opdr | Dpdy | Opdh _

— — —— =0. 2.94
dr dt dydt dz dt ( )
Considere-se o vector n = <3—f, 2—5, 2—?) , cujas componentes nao sao

simultaneamente nulas em Py. Assim, ||n|| # 0.
O vector n é perpendicular ao vector director da tangente a curva no
ponto Py, pois, por (2.9.4),

 \ 9z’ 9y’ 0z dt’ dt’ dt

Opdf Opdg Jdpdh

oz dt+8y dt =~ 0z dt

Pela arbitrariedade da curva r, que passa pelo ponto P, na superficie ¢,

todas as tangentes a esta superficie, e que passam por P, sdo perpendiculares

a este mesmo vector h, pertencendo portanto todas a um mesmo plano
perpendicular a n. m

0.

Definigao 2.9.6 O plano formado por todas as rectas tangentes num ponto
P, as curvas tragadas sobre uma superficie ¢ que passe por P (zo, Yo, 20) ,
chama-se plano tangente & superficie p no ponto P.

A equacao é dada por

<0¢ dp Op

nT=\ =455 5 L —T0,Y —Yo,% — 20 =0
| oz’ Oy az)(wo,yo,zo)‘ | 0 |
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Observagao 2.9.7 Se P for um ponto singular da curva, o plano tangente
pode nao existir, visto que em tais pontos as tangentes podem nao pertencer
ao mesmo plano. Isto é, nao hd a garantia de serem perpendiculares, pois

<89” 99 89”) — (0,0,0).
Oz’ dy’ 0z (20,Y0,20) o

Definigao 2.9.8 (i) Chama-se recta normal a superficie ¢ (z,y,z) =0
num ponto Py = (x0,yo0,20) & recta perpendicular ao plano tangente nesse
ponto.

A sua equacgao cartesiana é dada por

T — o Y—1Y0 Z— 20

G ) PR ¢ P
dz (%0,Y0,20) dy (%0,Y0,20) dz (20,40,20)

(i) Chama-se plano normal & curva r(t) no ponto Py ao plano que passa
por Py e é perpendicular a recta tangente a r(t) no ponto Py.
A equacado é dada por

T’/(to) | (CC —20,Y — Yo, < — ZO) = 07

ou seja
<df dg dh

dt’dt,dt> | (53—35079_3/07»2—2’0):0-
(to)

Exercicio 2.9.9 Considere a superficie ¢ dada pela igualdade z = 222+ 41>
e um ponto P = (1,2,18).

a) Mostre que P € .

b) Determine a equagdo do plano tangente a ¢ em P.

c) Indique a equagdo da recta normal a ¢ em P.

Resolugdo: a) 18 =2 x 1 +4 x 22
b) o (x,y,2) =222 +4y> —2=0¢e
dp dp _

2 =4y, 22 =3
dl’ x? dy y?

O
— = —1.
dz

Em P = (1,2,18)

0y dp dp
—(1,2,18) =4, —(1,2,18) =16, — (1,2,18) = —1.
dx ( ) 9 ) Y dy ( 9 ) ) Y dz ( 9 9 )
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A equagdo do plano tangente a ¢ em P serd
(4,16,—1) | (x — 1,y —2,2 —18) =0,

isto é 4z + 16y — z — 18 = 0.
c) Na forma cartesiana

ou, na forma vectorial

(z,y,2) = (1,2,18) + k (4,16, —1) ,k € R.

Exercicio 2.9.10 Indique a equacao do plano tangente e da recta normal
& superficie

3xyz — 23 =8,
no ponto com a abcissa nula e ordenada 2.
Resolucgao: Coordenadas do ponto de tangéncia P:
3x0x2xz—2"=8&2=-2.
Logo P = (0,2,-2).

Oy

o(z,y,2) = Bayz—2"-8= 0, (P) = 3yz|(p) = —12
dip dy
@(P) = 3$Z\(p):0;E(P): 3:(:3/—322}(13):—12.

Plano tangente:
(—=12,0,-12) | (z,y —2,2+2)=0&2x+2+2=0.

Equacao cartesiana da recta normal

x z+2
S Ay = 2.
“12 . —12 VY
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2.9.3 Operadores diferenciais

Considere-se uma funcao f: D C R"™ — R™ .
Definigao 2.9.11

(i) Sem =1 (campo escalar) chama-se gradiente de f ao campo vectorial,
e representa-se por grad f ou Vf, a

grad f = Z Bx

(ii) Se m =n chama-se divergéncia de f ao campo escalar

of _of , ot
div f = Z il e LR

(trago da matriz jacobiana).

(iii) Se m =n = 3 chama-se rotacional de f ao campo vectorial

Oza  Oxs Ors Oxq 2

(2R RN
Bxl 6(132 3

Esta expressdo costuma-se escrever na forma de um determinante

— — —
€1 €2 €3

_ 0 o) o)
rot f - o1 0o oxs3 ’
i o fs

entendendo-se que deve ser calculado aplicando o Teorema de Laplace
a 1% linha e com %fj a significar g—ﬁ.

(iv) Sem =1 chama-se matriz hesstana de f & matriz de ordem n

i 82f *f . OPF T
89&1 O0x10x2 O0x10xn
0% f ef ... _92f
H _ Oxo0x1 83;% O0x20xn
ey oy .. 9
L 0z,0x1 Ozn0z2 ox2
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Note-se que a matriz hessiana pode ser entendida como sendo a matriz
jacobiana do sistema

Y1 = 547
0
yn:a;;

Sendo a matriz hessiana sempre uma matriz quadrada, pode calcular-
se o seu determinante: o hesstano.

(v) Ao trago da matriz hessiana chama-se laplaciano de f e representa-se
por Lap f ou Af. Assim

Exercicio 2.9.12 Considere f : R? — R? dada por

x(p,0) = p cosd
= <
ey = { T =0 O o0 00 <n

Calcule div f.

Resolugao: div f = g—i + % = cosf + p cosf.

Exercicio 2.9.13 Para g : R? — R3 dada por
g=a+y—=z

9(@,y,2) = g2 = ayz’
g3 =2ay — Y’z
Calcular
a) divg
b) rot g

Resolugao: a)

991  Og2  Ogs

divg = — = =9 + 222 — 42
VI= og + oy + 0z + Y
b)
— — —
€1 €9 €3
o) o) o)
rotg = oz dy 92
g1 g2 g3

= (22 —2yz—2zyz) €1+ (—2y—1) €2+ (yz* —1) €3.
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Exercicio 2.9.14 Seja h: R? — R dada por

h($7 Y, Z) = dxy + 3-"5221 + 2zz + dyz — 23.

Calcule
a) Vh
b) o hessiano de h em (0,b,1)
c) Ah
Resolugao: a)

 oh,  Oh_, oh_,
Vh—%el—l—a—yeg—i-@eg

= (20— 2yz —2zyz) €1+ (5z + 32% + 52) €2+ (22 + 5y — 32°) €.

b)
0%h 0%h 3%h
? 8:0283/ axzaz 6y 5+ 6x 2
_ 0%h 0%h o°f _
‘H’ - Oyox TgQ oydz | — 5 0 5
9%h  9%h 9%k 2 5 —62

020x  0z0y 022
= 60z — 150y + 150z + 180xz + 100.

No ponto (0,b,1),
M (0,p,1) = —1500 + 250.

c)
O*h  9*h  0%h
= a5 +a5+

Ah ox2 ' 0y2 | 922

= 6y — 6z.

2.10 Invertibilidade de funcoes em R"

Consideremos uma funcdo f : D C R® — R" definida e de classe C! num
aberto D C R".

Que condicgoes se deverd exigir a f de modo a garantir que seja injectiva
(logo bijectiva em D) e, portanto invertivel ?

Para n = 1 tem-se o seguinte teorema para a derivada da fungao inversa:
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Teorema 2.10.1 Se f:R — R é uma fungao continua em [a,b] e de classe
C' em [a,b], com f'(z) # 0 para = € ]a,b], entdo f~1 ¢é diferencidvel em
b=f(a) e
1

f'a)

Dem. Note-se que f'(x) # 0 implica que f é injectiva, pois, pelo Teo-
rema de Labrange

(F 1 ()

f(x1) = f(22) = (21 — x2) f'(c)

ese f(z1) = f(x2) entdo x1 = xo (pois f'(c) #0).
Represente-se y = f(x) e observe-se que se y # b entdo f~l(y) #
f71(b) = a. Entao

—1() _ f-1
()= lirr;f w _;f 9 liﬂ})% = ““%,m '
e R O S O v

Como f ¢ diferencidvel, logo continua, entdo f~! é continua (teorema da
continuidade da funcao inversa) e quando

y—b= [Ty~ () =a

Fazendo uma mudanca de varidvel no limite tem-se

1 1
f_lli(IyI)lHa I W)l=f(a) = f’(a) .
f~y)—a

|

O enunciado do teorema anterior tem sentido em R™ (com n > 1), sendo
entao f’ o operador linear representado pela matriz jacobiana.

Contudo a condicao da 1% derivada nao se anular assume um aspecto
particular. Veja-se o seguinte exemplo:

Tome-se f linear definida por

Y1 =a1121+ -+ aipTy

y=flz)= :
Yn = Gn1T1 + -+ + QpnTn
Neste caso a matriz jacobiana J = [gﬂ{;] ¢ dada pela matriz A = [a;;].

Sabe-se da Algebra Linear que para a aplicacdo ser invertivel deve exigir-se

que |A] # 0.
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Assim para obter um enunciado correspondente ao Teorema 2.10.1, para
n > 1, é necessdrio exigir que

ofi
ox 5

det [ ] £ 0.

Num caso geral, esta hipétese nao é suficiente para garantir a bijectivi-
dade da fungao f no conjunto D C R™ em que esteja definida.

Veja-se o exemplo da funcao dada por

{ y1 = 1 cos(xa)
Y2 = x1 sen(xa)

E uma funcéo de classe C! e tem o jacobiano nio nulo em qualquer conjunto
aberto contido no semiplano z; > 0, isto &, |J| = z1 > 0.

Contudo a fungao nao é injectiva, ja que os pontos (a1, a2) e (a1, az + 27)
tém a mesma imagem.

Porque sao diferentes os resultados paran=1en >17

Para n = 1, a injectividade resulta directamente do Teorema de La-
grange. Para funcoes f: D C R" — R" (n > 1), conduz, para a,b € R" e

¢ €la,b[, a
<%>(cl) (%>(q)

f(b) = fla) = : : [b— a
(‘%})(Cn) (g%z>(cn)

e o nao anulamento do jacobiano nos pontos de D nao chega para garantir a
invertibilidade da matriz, porque os pontos ¢; € |a,b[ variam de linha para
linha, e, por isso, nao se trata da matriz jacobianade f num certo ponto do
domfinio.

Com fungoes de jacobiano nao nulo apenas se consegue garantir uma
invertibilidade local (restri¢ao a um conjunto de pontos onde o jacobiano é
nao nulo):

Teorema 2.10.2 (Teorema da fun¢ao inversa) Seja f uma fungao de classe
C' num aberto D C R™ e com valores em R" e tal que (det (fNay # 0,
ac€D.

Nestas condigdes existem conjuntos abertos A C D e B C f(D) tais que:

a) Euxisténcia da func¢ao inversa:
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(i) a€ A, f(a) € B e fla é uma fungao bijectiva de A sobre B;
(ii) A funcdo g, inversa de f|4 é de classe C* em B.
b) Derivada da fung¢ao inversa:

iii) ¢ [f(2)] = ﬁ, Vo e A.

Exercicio 2.10.3 Considere a funcio f : R? — R? dada por

{ x = peos(6)

< .
y = p sen(d) ,comp>0e0<6<2rm

a) Calcule f'(x) (matriz jacobiana de f).
b) Em que condigées existe f~1(x) ?

c) Determine f~1 e (f_l)/ (matriz jacobiana de f~1).

!/

d) Prove que f'x (f~1) =1.

Resolugao: a)

G Go 0 0
f, — = ap o0 _ COS —p sen
! oy Jy sen pcosh |’

b)

cosf —psen 6
sen 0 pcosd

det (f/) =|J¢| =

‘:p>0.

Entao det (f') # 0, V (z,y) € R% Como = = f1(p,0) e y = f2(p,0) sdo de
classe C! entdo f ¢ de classe Ct. Assim f(x,y) é invertivel ¥ (z,y) € R2.
c) Neste caso ¢ fécil determinar a expressdo de f~!. A partir de:

2
2 = 7 co(6) BT ‘
{y_psenQ(H) = p=+a2+y2 (p>0);
x = pcos(f) — Y —tanf = 0 = arctan (Q)
y = p sen(0) z ‘

Entao

f—l_{P \/x2+y
0

= arctan (%)
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e
o z y
(ffl)/ _ [ oz 85 ] — [ Varzt+y? a2 4y? ]
90 90 y T ’
Ox Oy T 222 2242
d)

_ x Yy
o (f_l), _ cos) —psen 0 } o« [ /219 /22 ty? ]
sen §  pcost Y z
L Z2+y2 $2+y2

r pcos(0) p sen(6)
cosf) —psen } " ) fen(e) pcops(a)
sen 8 pcosf PR RS

_ cos? 0 + sen? 0 cosf sen 6 — sen 0 cosf }

sen 0 cos@ — cosf sen 0 cos? 0 + sen? 6

1o
~ o1

Exercicio 2.10.4 Seja g : R?* — R3 dada por

u=2x+ 3y + 5z
g=y v=2—-Y
w=2y+ 3z

a) Verifique se g é invertivel.

b) Calcule (gfl)l .

Resolucio: a) g é de classe C' pois u,v e w sdo funcdes polinomiais
logo C'. Como

B2
v v v
Jg = :;Ta: gfy 387 =1 -1 0|,
w w w
5 o oF 0o 2 3
tem-se |J;| = —5 # 0, pelo que g & localmente invertivel, V (z,y, z) € R3.

b) Como se trata de uma fungao linear, pode ser representada por uma
equacao matricial
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pelo que
x 3 57 ' u
=11 -1 0 v
z 0o 2 3
Assim basta calcular
29 3 571! § —é 1
0 2 3 -2 £ 1

para obter a derivada da funcgao inversa.

2.11 Funcoes implicitas

Uma forma corrente de definir uma funcao f : D C R™ — R consiste em dar
uma expressao analitica que permita calcular o valor de f em cada ponto
x € D. Por exemplo f (x1,22) = 23 + 23 define uma fungio real de varidvel
r = (z1,22) em R,

Na correspondéncia z — y = f(z) designa-se = por varidvel indepen-
dente e y por varidvel dependente.

Outras vezes a fungdo x —— y = f(z) é traduzida por uma relacao da
forma

¢ (z,y) =0, (2.11.1)

nao resolvida em ordem & varidvel dependente, mas permitindo, apesar disso,
associar a cad x, pertencente a um certo dominio D, um determinado valor
para y (raiz da equacdo (2.11.1) para o = previamente fixado.

Nestes casos diz-se que f estd definida implicitamente ou, embora de um
modo menos correcto, que é uma fungao implicita.

A teoria destas func¢des tem por objectivo estudar as suas propriedades
mais importantes (incluindo condicoes de existéncia e o cdlculo das deivadas,
por exemplo), se necessidade de explicitar a fungao, pois tal ndo serd, em
geral, possivel.

Note-se que para uma fun¢ao f: D C R" — R, afirmar que = = g(y) é
invertivel édizer que a equacao = — g(y) = 0 permite associar a cada z (num
certo conjunto) um determinado y (a raiz, eventualment, tnica, daquela
equacao para o x considerado. Como nem sempre é possivel explicitar y
tem-se um caso particular de funcao implicita.

O teorema central da teoria das fungoes implicitas é um teorema de
existéncia local:
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Teorema 2.11.1 (Teorema das fungdes implicitas) Se:

o o(z,y) comz € R" ey € R™ for uma funcgdo de classe C* num aberto
D CR™ x R™ e com valores em R™;

e (x0,y0) € D for solugao da equagao ¢ (x,y) = 0;

e 0 jacobiano de ¢ em relagio a y for diferente de zero em (xo,yo) -
Entao existe uma vizinhanga V (xo) C R™ e uma fungao ¢ : V (zg) —
R™ de classe C' em V (xq) tal que ¢(x9) = yo e p(z,¢(x)) = 0
em V (xg), isto é, a equagio ¢ (x,y) = 0 define implicitamente y =
(Y1, -y Ym) como fungao de x = (x1, ..., Tp) .

Uma outra versao deste teorema pode ser enunciado utilizando coorde-
nadas:

Teorema 2.11.2 Se:
o (20,Y0) = (01, ey TOns Y01, -+, Yom) Jor uma solugao do sistema

¥1 (xlv vy Ty Y1, 7ym) =0

()Om (:Ub ...,.’L'n, y17 73/m> - 07

com as fungoes p; € C' num aberto D C R™™™ contendo (z0,yo) ;

7# 0;

‘a (@17 (L) SDm>
(z0,y0)

O (Y1, -, Ym)

Entao existe uma vizinhanga V (xg) C R™ e existem fungdes reais
¢; de classe C' em V (x0) tais que ¢; (To1, ..., Ton) = (Yo, -, Yom) €
©i (T1y ey Ty D1 (T ooy T)y ooy Dy (T2, ooy X)) = 0 em V (29).

No caso particular de m = 1 (fungoes com valores reais), obtem-se uma
versao mais simples:

Teorema 2.11.3 Se:

® (z0,90) = (@01, -+, Ton, Yo) for uma solugdo da equagio ¢ (w1, ..., Tn,y) =
0 com ¢ € C' num aberto D C R contendo (zo, yo);
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* <%§>(mo,y0) 70

Entao existe uma vizinhanca V (x29) C R” e uma fungdo ¢ de classe C*
em V (z9) tais que ¢xo1, ..., Ton) = Yo € ©; (T1, .oy T, G(T1, ..y ) =0
em V (xg), ou seja, a equagao ¢ (x1,...,xn,y) = 0 define implicita-
mente y como fun¢io de x = (x1,...,xy) .

Dem. Considere a funcao f : D C R»*™ — R"™ dada por

(@29) - ww) com {0
f v =(z,y)
isto é, indicando as coordenadas
.
Uy = &1
Up = T

u,v) = f(z,y) com
( ) f( y) V1 = ¥1 (:Elv vy Ty Y1, 7ym)

L Um = @0 (T1, o0 Ty YLy -y Ym)
Como (z0, yo) € solugdo da equacao ¢ (z,y) = 0, entdo
f (@0, y0) = (0, ¢ (%0, %0)) = (%0, 0) (2.11.2)

e f é de classe C!, pelas hipéteses do Teorema (¢ € C! e u = z é a funcgio
identidade, também de classe C'1) e, além disso,

dup ., Ow  Qw . Ou
oz dzn Iy ym
Quy .. OQup  Juy .. Oup
(detf )(xo,yo) = o .. ow ity it
911 Orn,  Oyi Iym
Ovm . v Oum | Oum
o1 0zn O Iym 1 (z0,y0)
1 -« 0 0 e 0
= 1o 10 0
(M)
Autovm) ) | iao o)
. 8(901»780171)
_ (2ol |
(Y1, s Ym) (z0,Y0)
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Como se verificam as hipdteses do Teorema da funcgao inversa (Teorema
2.10.2), pelo que existe um conjunto aberto V (xg,y9) € R™ x R™ que &

aplicado biunivocamente, por f, sobre outro aberto V (z9,0) C f (D) C
R™ x R™ e onde f~! ¢ de classe C* (? (x0,0)> .

Represente-se f~! por

r=1Uu

u,v) — (z,y) com , 2.11.3
( )f—l( v) {9—1/1(%”) ( )
ou seja, em termos de coordenadas

r1 = U1

Ty = Un
Y1 = U1 (UL, ooy Upyy V15 ooy Upy)

Ym = Uy (UL, vey Upy V14 ovey Upy)

Compondo f~! com f (restringidas aos conjuntos abertos considerados)
obtem-se a aplicacao identidade:

(fof_l) (u,v) =f [f_l (’LL,U)] = f(a:,y) = (u,v),
ou seja, por (2.11.3),
f(x,y) =f [u,¢ (uav)] = (U?U)'

Entao pode escrever-se, para todos os pontos de 1% (z0,0) (onde hé a garantia
que a fungao é invertivel), atendendo apenas a 2¢ componente de f,

UZ(P('%?/) :SO(UW(U,”))-

Limitando-nos agora & 1* componente consideremos a vizinhanga V' (zo) C
R™ que resulta de V' (xg,0) considerando nulas as m componentes de. Entao

o (u, ¥ (u,0)) =0, Yu € V (xg). (2.11.4)

Tendo presente que v = x e definindo ¢(z) := v (x,0) (fungao definida em
V (z0) e com valores em R™), obtem-se, por (2.11.4), que

¢ (u,¢(x)) =0, em V (o).

Para concluir a demonstracao basta observar que :
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o d(xg) = yo < ¥ (x,0) = yo, e esta ultima igualdade resulta de
f_l (ZI:0,0) = (woayO)v por (2112)’

e ¢ é de classe C' em V (zg) porque, pelo Teorema da Fungao Inversa
(Teorema 2.10.2), f~1 & de classe C! em V (20,0). Logo a sua 2¢
componente 1 (u,v) também serd de classe C*.

2.12 Derivada da funcao implicita

O Teorema 2.11.3, além de garantir a existéncia de uma fungao implicita ¢
(de classe C'! num certo aberto em V (z¢)), garante também a existéncia da
sua derivada ¢'.

Vejamos como obter essa derivada.

Comece-se pelo caso mais simples, em que m = 1.

Pela Definicao 2.6.1, ¢/ ¢ o operador representado pela matriz (linha)

jacobiana
96 .. 99 | _| 8y .. Oy
ox1 Oxn - ox1 Oxn .
Para calcular cada uma das derivadas parciais %, recorde-se que se pode

definir
F (3317 73:71) =y (xla ooy Ty d) (mlv 7mn))

como a fungao composta de ¢ (z1, ..., Tn,y) com

r1 =1

Ty = Tp
y=0¢(x1,....,xn) .

Como ¢ (1, ..., Tp, @ (21, ...y xy)) = 0 em V (x0) entdo F (z1,...,2,) =0 em
\%4 ($0) .
Pela regra de derivacao de fun¢bes compostas,

(5a:) @0 = (32) o+ (57) aom) (52 ) (v =0

ou seja,
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(observe-se que o denominador é nao nulo, de acordo com o Teorema 2.11.3).
Para um ponto genérico que verifique as condigdes do Teorema da fungao
implicita, tem-se

O¢
ay__axi i=1 n
=g =1 m

T op

ox; o

Para m > 1, compondo as fungdes @; (1, ..., Tn, Y1,y ..., Ym) COM y; =
¢; (z1,...,x,) obtém-se as fungoes F; (z1,...,2,) = 0 numa vizinhanca de
o — (.’L‘Ol, ---737071) .

Calculando as suas derivadas em ordem a x;, obtem-se, pela regra de
derivacao de func¢oes compostas,

¢y | 991 0yr . 4 9¢1 Oym _
ox; + oy1 Ox; + + Oym Ox; 0

8<pm agom ayl 890771, 5Z/m —
oz, o om T T By 0wy = O

Para cada ¢ tem-se um sistema linear com m equagoes e m incégnitas,
Oy . . . ~
8%]1-’ (j = 1,...,m), cujo determinante (que se supoe calculado num ponto
(x0,Y0) e que verifica as condigoes do Teorema 2.11.3) é nao nulo, pelo que
o sistema é possivel e determinado.

Em notacao matricial pode escrever-se

Op1 .. Do 1 9o
: : X : == :
0pm, .. Opm Oym 0P,

Designando, numa forma abreviada, por

dp; 0y, Ay,
Em == k=1,.. i
[8%] . [8:@] [89@'2] 0 s ey M, 1 fix0,

Oy, _ O, ! [0y

Como se tem uma igualdade deste tipo para cada i, as m x n derivadas

R . ) _
parciais 8—? (j=1,...m,i=1,...,n) podem calcular-se através da equagao
matricial

tem-se

%1 .. Do oy .. Om %0 .. 9o
oy OYm ox1 0T, ox1 Oxn
: : X : : = - : :
8§07n &pm 8ym P 8ym/ 8<p'm asom

oy e OYym, ox1 oxy, ox1 e Oxn
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De forma sintéctica pode escrever-se a regra de derivacao da funcao im-
plicita, num caso geral, como

0i]  [9ui] _ _
Oy, 0x;

Exercicio 2.12.1 Considere a equagao

|:a<’0k:| 9 j?k = 17~'-7m7 Z — 17...777,.
8@

x + 2y — z = sen(3zyz).

a) Verifique que a equagao define z como uma fungao de x ey numa vizin-
hanga de (0,0,0).

(g;>(o 0)=1e <g;>(o 0) = 2.

Resolugao: a) Caso m = 1.

b) Mostre que

e (0,0,0) é solucao da equagao;

e v(r,y,2) =0= ¢ (x,y,2) =z + 2y — z—sen(3zyz) = 0.

@ € C1?
0 d
a—i = 1—3yzcos(3zyz); 8—;5 = 2 — 3yzcos (3zyz) ;
0
8—90 = —1-—3yzcos3zyz.
z

Todas estas derivadas, bem como ¢ sdo fun¢des continuas em R3, logo,
em particular, numa vizinhanga de (0,0,0).

0
. (8—8") (0,0,0) = —1 # 0.
Entao, pelo Teorema 2.11.3, existe uma vizinhanga de (0,0,0) em que
a equagao define z como uma fungao de x e y.

b)

O 21(0,0,0) Oz (0,0,0)
(2) 00)- E;() (%) 00 - <§

( 0,0, 0)
Exercicio 2.12.2 Considere o sistema

e —u+n(v+ax)=1
2?4972 +u? — 03 =0.

QJ\% &’
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a) Mostre que o sistema define implicitamente (u,v) como fun¢ao de (z,y)
numa vizinhanga de (z,y,u,v) = (0,1,0,1).

b) Calcular

(22) (0,1); (g;) (0,1); @2) (0,1); (Z) (0,1).

Resolugao: a) (0,1,0,1) é solugao do sistema.

8901 _ Ty 1 . 8301 o Ty, 8901 . . 8801 o 1 .
or ¢ +v+x’ oy T ey T TV o w+a
Dy Dy 2. Opy iy 2

Ox w oy Y u % Ty

Todas as derivadas sdo continuas numa vizinhanga de (0, 1,0, 1), j& que aqui
v+ax #0.

0 (1, pa) fa Su -1
< 8(110 U>2 - 5%‘2 66‘52 Tl 22 —§02
’ (0,1,0,1) u v (0,1,0,1) (0,1,0,1)

-1 1
'0 _3|:37&0.

Entao, pelo Teorema 2.11.3, o sistema define ¢; (z,y) = u e ¢, (z,y) = v na
vizinhanga de (0,1,0,1).

b)
%u %u T % %
T _ o T
o o = | s 0%
9z 9y | (0,1) du v (1,01 L 9z 9y 1(0,1,01)
21
o 01"
Portanto



94 CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL EM RN

2.13 Diferenciais de ordem superior para funcoes
reais em R"

Neste curso, como foi referido anteriormente, sé serao estudads derivadas
de ordem superior para derivadas segundo vectores e, neste caso, podemos
limitar-nos a fungdes com valores reais (pois f,, obtem-se & custa das suas
componentes (f;), , com f; fungdes reais.

Nestas condigdes, considere-se f : D C R® — R de classe C! (D).
Recorde-se que, entao:

o f ¢é diferencidvel (Coroldrio 2.5.14);

o fi(a)=(df),(a)= Z (%) (a) X u; (Teorema 2.5.17).

=1

No conjunto D (onde f ¢é diferencidvel) pode considerar-se uma nova
funcao
furz— fu(@)
a partir da qual se pode definir o diferencial de 2¢ ordem de f.
Definigao 2.13.1 Seja f : D C R™ — R tal que f € C' (D). Chama-se
diferencial de 2* ordem de f, primeiro em relacao a u e depois em

relagao a v (ou a 2* derivada de f relativo aos vectores u e v (por esta
ordem)) a

Fuw = ()} = du (duf) == d2,f.

Como regra pratica:

Proposigdo 2.13.2 Se f: D CR" — R ¢ de classe C? (D) entdo

Dem. Se f € C?> = f € C! e, pelo Teorema 2.5.17, para um ponto
genérico de D,

no B " Of 0\ " 0 " Of 1.
Jw = dv(de)—dv<' 83:11%)_2[8%( 8@)%] Uj
=1 Jj= =1
n n 82f n an
»D

U; V5 =
8952-83@3- J =
1i=1 i, =1

J
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Observacao 2.13.3 Se f ¢é de classe C? entio:

(i) Pelo Corolario 2.5.20,

1"

fuw = fw, Yu,v € R™.

(ii) No caso particular em que u = v (:= h), fala-se em diferencial (ou
derivada) de 2* ordem de f em relagdo a h e, em vez de f,;/h ou d%hf,
escreve-se apenas

Z 0x; Bw]hhj’

7J_

que é uma forma quadradtica bilinear nas varidveis h;, cuja matriz
(simétrica) se representa pela matriz hessiana

[ 9f > f . 2f T
03 Ox10x2 0x10n
>’f %f . 0% f
H = 0x20x1 61‘% 0120y
0 S o AU L &
L Oxzn0x1 OxnlOx2 ox2

(iii) Utilizando a matriz hessiana pode-se determinar o escalar indicado por
fi (a) através de
" T
fuv (@) =U"H () V,
sendo U eV as matrizes colunas contendo as coordenadas dos vectores
U ew.

(iv) Em escrita simbdlica (e sintéctica) pode indicar-se:

p 9 0 \2
2 f— — “ e —
In dipf = <h1 o + hnaxn> f

= (D1 +--+haDy)* f,

sendo

0 [Of\ 0% f
DiD;f = Ox; (8@) - Ox0x;
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(v) Para fungées de classe C™ (D), definem-se do mesmo modo as derivadas
(ou diferenciais) de ordem m segundo o vector h:

B = (607) = dn (@) = g,

Ou escrevendo simbolica e sintecticamente

o gme (9 AN

= (mDip+ -+ hyDp)™ f.

Proposicao 2.13.4 Seja f: D CR"™ — R uma fung¢ao de classe C™ (D).
Prove que

(m) m p(m)
fh = HhH f'uersh (mGN)

Dem. Como

h
vers h = T2l <= h = ||h||vers h,

entao, pelo Exercicio 2.4.5,

flll = f|,|h||ve7“s h = ||h|| lejers h*

A demonstracio faz-se por inducdo matemaética em m.

Hipétese de indugao:

(p) (p)
fhp :”thfUZTSh :

Tese:
(11 Lol AR
Entao
W= (W) = (WP £ n). =10 (i n)’
h h |hllvers h
= |RIP RN foran = IRIPT fooran-
||

Exercicio 2.13.5 Calcule o 2° diferencial de g : R — R dada por

g(z,y,2) = e v
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Resolugao: A funcio g ¢ de classe C2. Como nio é referido nem ponto
nem vector, pretende-se uma funcdo de ambos. Seja (z,y,2) € R e h =
(h1,ha, h3) .

p ) ) o \?
drg = gh:<h18 + ho— 4+ hs— )g

oy 0z
0%g 0%g 0%g 0%g
_ 2
= (hl) oz ) +2h1h28 a +2h1h38 pp + 2h2h38y82
82g 0%g
2 2
+(h2) ayz (h3) 922

= [4 (hl) - 4h1h2 + 12h1h3 — 6h2h3 -+ (h2)2 + 9 (h3)2 6217y+3z.

Exercicio 2.13.6 Para f : R?2 — R, dada por

f (.’IJ, y) = J}y4 - ea:+4y7

calcular o diferencial de 8* ordem.

Dem. Como f ¢ de classe C? logo as derivadas parciais sao continuas e
h4 simetria das derivadas cruzadas.

"

B, a\?
af = f, :<h1%+h28y> f

o 03 o3 93
= (h)® f—|—3(h1)2h28$2£y 2 O°f 30°f

0xdy? + (k) oy3”

923 + 3h1 (hg)

|
Os diferenciais poderao ser utilizados para aproximar fungoes complexas

por funcoes lineares ou mais "linearizadas", como é indicado pelo préximo
teorema:

Teorema 2.13.7 (Teorema de Taylor) Se f: D CR™ — R uma func¢do de
classe C™1 numa vizinhanca de a que contenha a + h, entdo

fla+h) = f<a>+f;;<a>+lf;;<a>+

(m)

fh()

f,i’"“’ (a+ 0h),

(m+1)
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com 0 <0 <1.
Escrevendo a mesma expressao utilizando diferenciais obtem-se

Flath) = f(a)+(@nf) (@ + o (@) @)+
L) @)+ o (@) (0 0n),
com (0 <0 <1.

Em particular:
(i) Sen=1,

h2

2!fll(a)+..‘
hm+1

(m+1)!

fla+h) = f(a)+hf(a)+

h

(m) (m+1)
o f 7 0 + 17 (a+ 0n),

com 0 <0 <1.
(ii) Sen >1,

2
Fath) = @)+ IR Fore (@) + ol () -

A]™ Lom IR[™ T emn
+vaers h(a) + mfvers h(a + eh)a

com 0 < 0 < 1.
Note-se que

(k)

hy P F
—(“p+...+ D) f
fvem h(a) <HhH 1+ + HhH ) f

Observagao 2.13.8 1. A férmula de Taylor, para o caso de n =1,
pode escrever-se, substituindo a + h = x,

—a 2 "
@) = f@)+ @ -a) @)+ C D @)+
(x —a)™ ) (z —a)™ s
B TS A
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coma<c<zour<c<a.
2. FEsta dltima igualdade no caso de a = 0 é conhecida como formula de
MacLaurin:

™ (m) xm+1

1‘2 " m+1
S (@)= JO) +af'(0) + 5 S (O 4+ 7 (0) + TARNC!

(m+1)

comO0<c<zoux<c<O.
3. Uma funcdo de classe C™ pode ser aproxzimada por um polindmio de grau
m.

Dem. (i) Definindo b = a + h, considere-se a funcao

/ (b_fI;)Q 7
o) = fb)—f(z)—(b—2)f(x) - o )+
b_xm m b—{[;m+1
(m!)f( )(ﬁ)(<m+)1)!’

com A\ uma constante a determinar.

Note-se que assim definida, ¢(b) = 0.

A funcdo ¢ : R — R é derivdvel em [a, b], pelas hipSteses sobre f (f €
C™*+1) | e pode obter-se

—z)?
J@) = @)+ @) - @)+ b)) - @)
_xm—l " —ill'm S _xm
ou seja , .
¢ (x) = <_mgf) A— f(m+l)(:c)] . (2.13.1)

Considere-se A de modo que ¢(a) = 0. Entao:

¢ é continua em [a,b], ¢ é derivavel em [a,b], ¢(a) = p(b), pelo que é
aplicdvel o Teorema de Rolle a ¢ no intervalo [a,b]. Assim existe ¢ € |a, b]
tal que ¢'(c) = 0.

Substituindo em (2.13.1), tem-se

Pe)=0=x=f""().

Por outro lado,

(b—a)?

0 = pla)= 1)~ fl) = (b—a) @) = o f (@) + -

(b - a)m (m) (b o a)erl
T DO

m)!
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)

Aplicando aqui que b=a+ h, ouseja, h=b—a,e A= f €), com ¢ um

valor entre a e b, obtem-se a igualdade dada em (i).
(ii) Defina-se ¢ : [0,1] — R dada por

o(t) = f(a+th). (2.13.2)
Tal como foi feito no Teorema 2.5.4, tem-e
¢'(t) = fi, (a+ th)
e, iterando o processo,
oM = 1, (a+th).

A férmula de MacLaurin para afuncao ¢(t) e para o intervalo [0, 1], permite
escrever

TR m! +(m+1)

" (k) (m+1)
(1) = 0(0) + () + £ 4 S (@) ©

9

com ¢ um valor entre 0 e 1. Por (2.13.2),

fia) L A"@) (o)

fla+th) = f(a)+ fr(a) + 75, oy (m +1)!

I

com 0 < 0 < 1.
A expressao de (ii) resulta observando que, pela Proposicao 2.13.4,

= |Ih]l fiimk ), (k€ N).
|

Observagao 2.13.9 Em qualquer das formas apresentadas, a tltima parcela
é conhecida por resto da formula de Taylor, podendo assumir vdrias formas:
Ezxemplo 1. Resto de Lagrange :

£ (0 + 0n)
Rm+1zw, C0m0<9<1,
ou qualquer das formas equivalentes, como
R —Mf(m+l)(a+0h) com0<0<1 (2.13.3)
m+1 — (m+ 1)' vers h ) ) . .
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ou, paran =1,

(b . a)erl

(m 1)1 FmH (), coma < e <b.
m !

Rm+1 =

Ezemplo 2. Resto de Peano : Se considerar f € C™t1 f}(LmH) é uma
funcdo continua e entdo

,gmﬂ)(a +0h) = flstrl)(a) + a,
com

lima = 0.
h—0

Assim, o resto de Peano serd

1 (m+1) .
Rpy1 = m (fh (a) + Oé) , com 11_)r%04 =0.

Exercicio 2.13.10 FEscrever um polindmio de grau 2, que aproxime
f(z,y) = arctan(zy)

em torno do ponto (1,1) e calcule um valor aprozimado para arctan(0.99).

Resolugao:

FULD) + (o) = £ (1) + 7 (1L1) + o f (1,1
Como

/ _ (9f 9F _ 1
00 = (), | (ot =5 (b,

B, o\?
7
(1,1) = <h1+h2> f=
' Ox "0y /)y

02 f o2 f 92 f 1
= (h2=L +2hih [ p—— =——(h?+ h?
( 192 e 0z dy * 25y2>(171) 2 (b1 + h3)

entao

s 1 1
f(1+h1,1+h2):Z+§(h1+h2)—1(h%+h§).
Assim

arctan(0.99) = arctan(1.1 x 0.9) = arctan [(1 + 0.1) x (1 —0.1)],
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temos o ponto (1,1) e h = (0.1; —0.1), pelo que

.02
arctan(0.99) ~ % - %

Se no Teorema 2.13.7 a fungao f for de classe C™° e

lirﬂ Ryy1(a,h) = lim I (a + 6h) com 0 <60<1,

m— m—-+o00 (m + 1)' ’

para todos os pontos os pontos numa vizinhanca de a, entdo f pode ser
representada pela série de Taylor em torno de um ponto a.

Definigao 2.13.11 Se f: I CR — R é uma func¢ao de classe C*, dd-se o
nome de série de Taylor de f no pontoa €1 a

00 p(n)
Z f (a) (x o a)n )
n=0

n!

Note-se que a série pode ser, ou nao, convergente. Contudo f sé pode
ser traduzida pela série de Taylor se o resto convergir para 0.

2.14 Estudo dos extremos de funcoes reais de n
variaveis reais

As definigoes de extremos de fungoes fungoes reais com n varidveis reais sao
andlogas ao caso escalar:

Definicao 2.14.1 Seja f: D CR® - R ea € D.

(i) Diz-se que f(a) é um minimo (respectivamente, um mdximo) local ou
relativo de f se existir uma vizinhanga V(a) tal que

f(@) = f(a) (resp..f(x) < f(a)), Yz € V(a)ND.

(ii) Aos mdzimos e minimos dd-se o nome de extremos. Quando a de-
sigualdade sé se verifica para x = a, diz-se que f(a) é um extremo
local estrito.
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2.14.1 Extremos em pontos interiores do dominio

Antes de classificar os extremos vejamos algumas condigoes necessarias para
a sua existéncia:

Teorema 2.14.2 Considere-se f: D C R" — R uma funcdo diferencidvel
ema € int D.

E condicdo necessdria, embora nao suficiente, para que exista um extremo
(local) em © = a que f'(a) = 0. (Note-se que no caso de n > 1, tal significa

que (é%) (a) =0, parai=1,2,..,n).

Dem. Paran = 1, no caso em que f(a) é minimo tem-se que f'(a=) <0
e f'(a™) > 0.

Como f ¢ diferencigvel em a, entdao f'(a”) = f'(a*) = 0.

Anélogamente no caso em que f(a) é méximo.

No caso geral:

e a diferenca f(a+h) — f(a) (= f (a+6h), 0 <6 < 1) s6 tem sinal
constante numa vizinhanga V' (a) se o mesmo suceder com o vector h
"paralelo"a cada um dos vectores da base de R", ¢;;

e para cada derivada parcial % (apenas incrementada segundo o vector
ei), € possivel calcular derivadas laterais. Pela primeira parte (caso

n = 1), tem-se (%) (a) =0, parai=1,2,...,n, e logo f} (a) =0.

|

A condigao f’(a) = 0 ndo ¢é suficiente para a existéncia de extremos.
Veja-se o seguinte contra-exemplo:

Para f : R — R dada por f(x) = 3, temos f'(z) = 322, 0 € int D,
f'(0) =0 e f(0) = 0 ndo é nenhum extremo.

Defini¢ao 2.14.3 Seja f : D C R™ — R. Os pontos x em que f'(z) = 0,
dizem-se pontos de estacionaridade ou pontos criticos de f.

Para n = 1 foram estabelecidas algumas regras para esclarecer se um
ponto critico €, ou nao, um extremante da funcao.

Veja-se, a titulo de exemplo, o seguinte teorema que sintetiza algumas
dessas regras:

Teorema 2.14.4 Considere-se f: I CR — R uma funcao de classe C™ e
a € int I um ponto critico de f.

Seja m > 1 a mais baiza ordem das derivadas de f que ndo se anulam em
a. Entao:
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a) Sem é par e o (a) > 0 entao f(a) é um minimo (local) estrito;
b) Sem é par e f(m)(a) < 0 entao f(a) é um mdximo (local) estrito;

c) Sem é impar e f(m)(a) > 0 entdo f é crescente nalguma vizinhanga de
a,

d) Sem é impar e f(m) (a) < 0 entao f é decrescente nalguma vizinhanga
de a.

Dem. Daremos apenas uma ideia intuitiva da demonstracao usando a
férmula de Taylor:

Se m > 1 é a mais baixa ordem das derivadas de f que nao se anulam
em a, entao
(z—a)"

(m)
il [ (a) + R

f(x) = fla)+

Se considerarmos Ry, o resto de Peano, quando  — a (ou h — 0), tem-se
que R,,+1 — 0, pelo que é desprezavel. Assim

(z—a)™

(@)= fla) = " (a),

m)!

e o sinal de f () — f(a) é o mesmo que o sinal de (z —a)™ £ (a).

Se f(x)— f(a) >0, entdo f (z) > f(a), Vo € V(a), ¢ f(a) é um minimo.
]

Para n > 1, o processo ¢ andlogo, recorrendo ao m (primeira ordem das
derivadas dirigidas que nao se anulam no ponto critico a) e a férmula de
Taylor.

Assim tem-se, utilizando o resto de Peano (2.13.3),

Flath) =@+ P

f(m) (a) + a] , com lima = 0.

vers h 0

Entao o sinal de

Flatn —fa) =" @)+ a]

m!
depende do sinal de fi:;)s »(a) que é um polinémio homogéneo de grau
m (ou uma forma de grau m ) nas componentes de vers h (veja-se. por
exemplo, o Exercicio 2.13.10).
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2.14.2 Classificagao dos pontos criticos

Em primeiro lugar vejamos a classificagao das formas (polinémios homogé-
neos) e, posteriormente, a sua relagdo com a existéncia de extremos, ou seja

o sinal de flgm) (a).

ers h

Definicao 2.14.5 Uma forma diz-se:

a) indefinida, se puder tomar valores positivos e valores negativos (nao
tem sinal constante);

b) definida, se tiver sinal constante, sem nunca se anular (como se con-
stdera vers h, que tem morma 1, as suas coordenadas ndo se podem
anular todas simultaneamente):

b.1) definida positiva, se for positiva;
b.2) definida negativa, se for negativa;

c) semi-definida, se tomar valores de um sé sinal mas se se puder anular
com o0s h; (componentes de h) nao todos nulos. Isto é, existem di-
recgcoes singulares, direcgoes de h # 0 sequndo as quais a forma se
anula.

Classifiquemos entao os pontos criticos:

Teorema 2.14.6 Considere-se uma funcio de classe C™11, f: D CR" —
R e a € int D um ponto critico de f.
Seja m > 1 a mais baiza ordem das derivadas dirigidas de f que ndo se
anulam (identicamente) em a. Entao

a) f(a) é um minimo (resp. mdximo) local estrito se m é par e figi)s ()
¢ uma forma definida positiva (resp. negativa);

b) o ponto x = a nao é um extremante para a funcao f se:

b.1) m é impar (neste caso caso a forma é indefinida);
b.2) m é par mas fi:;l, p(a) € uma forma indefinida ;

. (m) . . . . .

b.3) m é par e f,.. ,(a) é uma forma semi-definida, mas hd alguma di-
reccao singular ao longo da qual a primeira derivada dirigida que néao

se anula é de ordem fmpar ou, sendo par, tem sinal contrdrio ao que

tinha figl n(a) fora das direcgoes singulares;
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c) o recurso as derivadas dirigidas nao é conclusivo quando se verificam

Simultaneamente as condicoes:

(m . . . o
m é par, f vers h( a) é semi-definida e ao longo de cada direcgao singular
ou as derivadas dirigidas de ordem superior a m continuam a anular-
se todas no ponto a, ou a primeira que nao se (mula é de ordem par
e toma um valor do mesmo sinal que assume f vers h(a) nas direc¢oes
nao singulares.

Dem. Nas hipéteses do teorema temos

com

™
m!

flath) = f (@) === [£0) (@) +al,

lima = 0.
h—0

a) Semépare fu ors p(@) € uma forma definida (toma valores com sinal cons-

b.1)

b.2)

tante, sem se anular) entdo no conjunto {(hi, ..., hy) : h +---h2 =1}

m)

vers (@) assume um

(limitado e fechado) a funcao (continua) de h, f

minimo e um méximo. Em qualquer dos casos a funcao ’ for h(a)’

tem um minimo positivo pu.
Como « é um infinitésimo com h ¢é possivel fixar h tal que

fé::‘?g h(a) )

Entao existe uma Vizinhan(;a de a onde o sinal de f (a + h) — f (a) tem

lal < p < Vh # 0.

o mesmo sinal de f vers h( a), pelo que hd um extremo estrito em a :

e miximo, se f") (a) < 0 (forma definida negativa), pois f (a + h) <

vers h
f(a);
e minimo, se éerl p(a) > 0 (forma definida positiva), pois f (a + h) >
f(a);

Se m é fmpar, entdo o polinémio f(ers p(a) (em h;, i =1,...,n) tem grau
impar, pelo que tanto pode tomar valores negativos como positivos.
Ou seja, f vers p(@) € uma forma indefinida;

Se m é par e f ers h(a) ¢ uma forma indefinida (toma valores positivos e
negativos), pelo que ndo ha uma vizinhanca de a onde f (a + h) — f (a)
mantenha sinal constante e, assim, a nao serd extremante para a fungao

'
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b.3) Se a forma ¢é semi-definida (pode tomar valores s6 de um sinal, mas
pode anular-se com h; nao todos nulos (direcgoes singulares)), entao
jd nao hd a garantia de que para direcgoes vizinhas destas, em

_ ™

o | fumen(@) +

vers h

fla+h)—f(a)

temos ’ fi::,l h(a)‘ > «, pelo que nao é possivel garantir o sinal de

fla+h)—f(a).
A nica conclusao que podemos tirar é que nao hd extremo se, ao

longo de uma direcgao singular v, a primeira derivada dirigida que nao
m+k)

ers 10 (@), puder ter o sinal contrdrio ao que tinha a forma

se anula, f ,5

semi-definida figﬁl ,(a) fora das direcgoes singulares (pois, neste caso,
por menor que seja o raio da vizinhanca V' (a), f (a + h) — f (a) assume
valores de um sinal ao longo das direcgbes nao singulares e valores de
sinal contrédrio ao longo da direc¢ao v).

E, por exemplo, o que se passa sempre que m + k seja fmpar.

c) Se nao se verificar a diferenga de sinal da alinea anterior, isto &, se ao
longo das direcgoes singulares, as primeiras derivadas dirigidas que nao
se anulam em a s@o de ordem par e tomam todas valores do mesmo

sinal que assume f (m) (a) fora das direcgoes singulares, entao sé um
q vers h ¢ g )

estudo directo e individualizado do comportamento da fungao na viz-

inhanca de a, poderd dar alguma informacao.

|
O teorema anterio é ttil, na prética, quando m = 2, pelo que é im-
portanta a classificacao da forma quadrética f” (a) através da matriz

vers h
I eSSiaIla7 ‘ i( l) [8:32/]( ) :
a

Coroldrio 2.14.7 Seja A uma matriz simétrica de ordem n.
Considere-se a cadeia de menores principais de A:

17 A17A27 o 7An = det(A)a

2

em que cada A; (determinante de ordem i) é menor principal do determi-
nante Njr1,i=1,...,n—1.

1. Se a caracteristica de A (r(A)) é igual a n, entao a forma f" _,(a)

vers h
(ou H(a)) é:
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a) definida positiva se A; > 0,1 =1,...,n;
b) definida negativa se (—1)'A; >0, =1,...,n;

c) indefinida se houver permanéncia e variag¢io de sinal.

2. Se r(A) = p < n (quadrdtica degenerada; hda n — p colunas nulas), a
forma é:

a) semi-definida positiva se A; > 0,4 =1,...,p, A; =0, 5 =p+

1,...,m;
b) semi-definida negativa se (—1)'A; > 0,4 = 1,...,p, Aj=0,j=
p+1,..n;

c) indefinida se na cadeia houver permanéncia e variag¢io de sinal.
Exercicio 2.14.8 Estudar a existéncia de extremos livres das funcoes:
a) f:R3 — R dada por
fzy,2) =2+ 9%+ 322 + yz + 222 — zy;
b) ¢g:R? — R dada por
9(@,y) =2y + 2% + 2y);
c) h:R? — R dada por

h(x,y):Q(x—y)2—2(y4+w4).

Resolugao: a) Os pontos criticos de f sao dados pelas solugoes do

sistema or _y 5 0
%—f: 23: —:— zZ—_ :Uy : 0
ooy _
oz = 2x+62+y=0.
Como é um sistema linear homogéneo com caracteristica 3, é possivel e

determinado, pelo que admite apenas a solugao nula (0,0, 0).

O estudo da forma f” ,(0,0,0) pode ser feito através da matriz hessiana

92f  92f  9%f

@ 8:1:28y axzaz 2 -1 2

_ o°f 9%f  O°f _
H = dyox 87512 Oyoz - -1 2 1
o*f 9 f  9Af 2 1 6

0z0x  0z0y 922 (0,0,0)
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A cadeia de menores principais é

S = A= =4

1;A1:2;A2:‘ 2 _1‘
Como sao todos positivos, H é definida positiva, pelo que f(0,0,0) é um
minimo local, pelo Teorema 2.14.6.

Em alternativa & matriz hessiana, pode calcular-se a derivada dirigida de 2¢

ordem em (0,0, 0), designando vers h = (hi, ha, h3) e calculano a forma

d 9 9\?

" 0,0,0) = | hi=— + ha— + hs—
fversh(a ) ) [( 1a(IZ+ 28y+ 362’) f]
(07070)
b) Os pontos estaciondrios de g sdo dados pelo sistema

{ é%:4%—1—23/:0

5 =6y*+2x =0

cujas solucoes sao

A matriz hessiana é

02 02
H—[é’%g angy]—[4 2}
- 9 9 o :
aygx Tyg 2 12y

Entao

7«(0,0):[4 2}

e a cadeia de menores principais serd

1; Ay =4; Ay =|H(0,0)] = —4.

Entdo g¢...,(0,0) é uma forma indefinida (m = 2, par) pelo que, pelo
Teorema 2.14.6, ¢(0,0) nao é ponto de maximo nem de minimo.
Para o ponto critico (—%, %) temos

#(-wws) = > 3]

11
a5 )
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Assim H (—1—12, %) ¢ definida positiva, pelo que (—1—12, %) ¢ um ponto de
minimo.
c) Os pontos criticos de h sao as solugoes do sistema
{ 8% = (:c—y)—8333320
gy = —4(xz—y) -8y’ =0,

isto é,

A matriz hessiana é

0?2 0?2
o[ B B[]
a2 4 42y
Para
—-20 —4
H(=1,1) = [ —4 =20 ]
tem-se
1; Ay = —20; Ay = [H(—1,1)| = 384,
pelo que a”, , (—1,1) é uma forma definida negativa. Logo (—1,1) ¢ um

ponto de méximo.
O mesmo acontece para (1,—1).
No outro caso, obtem-se

H(0,0) = [ 4 _4}

-4 4
tem-se
1; Ay =4; Ay =|H(0,0)| =0.
Entao al,.. , (0,0) é uma forma semi-definida positiva e é necessario estudar

as direcgoes singulares.
A expressao da forma é, considerando h = (hy, ha),

age?“s h <O7 0) = 4h% - 8h1h2 + 4h% =4 (hl - h2)2 .

Assim
" (0,0):O<:>h1:h2.

Qyers h

lvers h|| =1/h3 4+ h3 =1 (2.14.1)

Como
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tem-se que h; = i%, pelo que existem duas direccgoes singulares
V2 V2 V2 V2
=|l—,— | ev=|——",—F].
27 2 27 2
E preciso agora encontrar a primeira ordem da derivada dirigida que néo se

anula identicamente em (0,0) . Comecemos por verificar a 3* ordem:

dpers 1, (0,0) = hials (0,0) + 3hihoals, (0,0)
+3h3hial > (0,0) + hiays (0,0)

= 0, Yh e R%
Passando & 4% derivada
ol 0,00 = #tal} (0,0) + 4hhaals) (0,0) + 683h3alt), (0,0)

+4h1h3al") (0,0) + ndal (0,0)
= —48(h+ hg) .
Esta derivada nao se anula porque, por (2.14.1), hy e hy ndo se podem anular
simultaneamente. Entao, em (0,0), a primeira derivada dirigida que nao se

anula identicamente é 4, isto é, m = 4.
Determine-se, agora, o sinal da forma segundo a direc¢ao singular u =

272 )
4 4
a (0,0) = —48 - +| = < 0.
2F) < 2 ) ( 2
(o sinal é 0o mesmo para a direc¢ao singular (—g, —?))

O sinal de @, ,, (0,0) fora das direccoes singulares é positivo. Entao, pelo
Teorema 2.14.6 b.3), o ponto (0,0) ndo é um extremante.

Exercicio 2.14.9 Para a funcdo
fla,y) =a* = 22%9% +y* + 1,

a) prove que qualquer ponto da forma (x,x) ou (x,—x) é um ponto esta-
ctondrio;

b) Determine as direc¢oes singulares;
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c) mostre que todas as derivadas dirigidas se anulam sequndo as direc¢oes
stngulares;

d) prove que 1 é um minimo absoluto de f.
(Sugestao: escreva f na forma f(z,y) = (3:2 — y2)2 +1))

2.15 Maximos e minimos de fungoes definidas im-
plicitamente

A teoria anterior é aplicdvel a uma funcdo f : D C R®™ — R definida
implicitamente por uma relagao da forma ¢ (z1,.. 4, ,y) = 0, desde qu ¢ seja
diferencidvel até uma ordem conveniente e atendendo as condicGes tipicas
das funcoes implicitas:

e As condigoes de estacionaridade % = 0, escrevem-se agora na forma
0! . 0
8—9‘2 =0, (1=1,2,...,n), supondo que a—;’ £ 0;

e Como as varigveis z; e o vafor y = f (x1,...,2,) correspondente tém
que verificar a igualdade ¢ (z1,.. 4, ,y) = 0, o sistema para determinar
os pontos criticos serd

@
2
I

o

oxry

0
o (x1,.2,,y) =0

(supondo que g—‘; =# 0, que é uma condi¢do necessédria para ser fungao
implicita).

e Se A = (ay,...,an,b) for solugdo do sistema (em que b = f (ay,...,a,)
é o valor da fungdo no ponto critico), também se pode recorrer a

. 2 ~ . .
matriz hessiana H(A) = [ 83 g’x}(A)(caso nao seja a matriz nula, o
10T

.« . /,
que corresponde a admitir que f, ..,

se (ay,...,ap) é, ou nao, extremante.

(a1, ...,apn) # 0) para se verificar

. 2 .
e O calculo das segundas derivadas 85- g’x, faz-se a partir de
1O j

O
ay _ ox;

. Op
T op
ox; o

(2.15.1)
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utilizando o facto de A ser um ponto de estacionaridade. Assim

a:ZQayxj )= [821- (gjﬂ W= laij <_ 352)

oy
dy
9 (Op) 0% _dp 0 (0¢
Ox; \ Or; oy Oz; Oz; \ Oy

- ) ia

(4)

0% | 9 Oy ) O _ Op ( O | 0% Oy
0,0z Ox;0y Ox; oy ox; Oydz; dy? Ox; A)

Como A é um ponto critico do sistema % (A) = 0 e, por (2.15.1),

% (A) =0, tem-se
3¢
822/ Ox;0x;
A)=|-——"|(4). 2.15.2
rae; D= |~ | ) (2152

Estas consideragoes podem resumir-se no teorema seguinte:

Teorema 2.15.1 Seja f : D C R® — R uma funcio de classe C* (k >
2) definida implicitamente por uma relagdo da forma ¢ (1, 4,,y) = 0,
sequndo as condigoes do Teorema 2.11.3.

Entao:

a) Os pontos criticos de f sao as solugoes do sistema

{ 9=0,i=12.,n,
¢ (71,..2,,y) =0

feom 35 #0);

b) Para cada ponto critico A = (a1, ..., an,b), a condicio deb = f (a1, ..., an)
ser um extremo, depende :

1. sen =1, do sinal de (2.15.2), caso seja nio nulo, nos termos do
Teorema 2.14.4;

2. sen > 1, da natureza da forma quadratica da matriz (2.15.2), se
nao for nula, nos termos do Teorema 2.14.6.
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Exercicio 2.15.2 Considere a equacao
z+2ry+ 322+ 222 -1=0.

a) Indique os pontos onde a equagao define z como fungao de x e y.
b) Determine, se ezistirem, os extremos da fung¢do z.

Resolugdo: a) ¢ (z,y,2) = + 22y + 322 + 222 — 1 é de classe O e
2

:62+w27é0<:>z#—€.

dp
0z
A equacgao define z como fungao de x e y nos pontos pertencentes ao conjunto
2
x
=0AN2z#——».
e

{(w,y,Z)GR?’:w(w,y,Z)

b) Os pontos criticos sao as solugdes do sistema
%—f =142y +22z2=0
a—gj =2r=0
r+2xy+ 322 + 222 —1=0,

V3

3

isto é
1
0,——=,£— .
Para classificar os pontos criticos, estuda-se a matriz
9% 9%
_H<P] __1[ 22? %rgay ] __1[22 2]
¢ O¢ p  O%p 2 ’
0z 2z L oyoz oy Gzta®| 2 0
No ponto A = (O, —%, @) a matriz serd
3 1 V3
L2 2| | 3 %
23| 2 0 -y 9
Como A; = —%, Ag = —é, tem-se uma matriz indefinida, pelo que o ponto
(O, 2) nao é um ponto extremante da fungao z.
ﬁ) , obtem-se A1 = é, Ay = —%, a situacao é analoga.

Em B — (0,—%,—
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Exercicio 2.15.3 Seja a equagdo
22+ zy + 9% = 27.

a) Indique o conjunto de pontos para os quais a equagdo define y como
funcao de x.

b) Determine, caso existam, os extremos de y.
Resolucgao: a) ¢ (z,y) = 222z + 2y +y> — 27 € C°(R?) e

%:x+2y7é0<:>y7é—£
y 2

A equacgao define y como funcdo de x nos pontos do conjunto

{(w,y)ERQ:sO(:v’y):O/\y#—g}-

b) Os pontos criticos sao as solugdes do sistema

9 — 22 +y =0 =2 -6
e y Y x Y i
{x2+xy+y2:27 <:>{a:2:9 <:>{ac:3 T

6
-3

A classificagdo dos pontos criticos faz-se através do sinal de

82
8790 x + 2y (3,—6) 9

Pelo Teorema2.14.4, —6 ¢ um minimo local de y (o minimizante é 3).
No ponto (—3,6), o sinal é negativo, logo 6 ¢ um méximo local de y.

2.16 Extremos condicionados

Admitamos que interessa determinar os extremos de uma funcdo f : D C
R™ — R, mas sujeita a restrigoes caracterizadas por m < n relacoes da

forma
01(z1.00yp) =0

O (X1, ) =0,
sendo f e ¢, funcoes de classe C” (R™), (r > 2), com ¢; funcoes linearmente
independentes, o seu jacobiano %

apenas as m fungdes linearmente independentes).

# 0 (caso contrério consideram-se
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2.16.1 Meétodo dos multiplicadores de Lagrange
Este método baseia-se na construgdo de uma nova funcdo (Lagrangeana)
que resulta da soma de f com uma combinacao linear das restri¢oes
L= f(x1....xn) + Mo1(@1.yZn) + -+ + Am@ (T1000s T,
ou,

L(XT1eeiy Tpy ALy ey A) = f + Z)\igoi(xl...,:cn),
i=1

com os componente A\; a determinar.

Por este motivo também se chama "Método dos multiplicadores indeter-
minados".

Os possiveis pontos criticos de f, sujeitos as restrigoes apresentadas,
terdao de ser também pontos criticos de L, isto é, de satisfazer o sistema

ﬁJrZA,-a%’ =0, k=1,..n,

ou seja,

) o o _
FL NG+ A =0

2L MG+ A SEm =0

v1(z1.0y2n) =0

ou, sinteticamente,

gfj =0, j=1,..m.

oL ;
{ b = 0, 2=1,...n,

Determinados os pontos criticos de problemas com extremos condiciona-
dos, ha que investigar quais sdo os pontos de méximo ou de minimo ou os
que nao sao extremantes.

2.16.2 Método do Hessiano orlado

Este método é védlido quando o sinal do segundo diferencial permite deter-
minar a natureza do ponto critico.
Antes do resultado geral veja-se um exemplo:
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1° Caso: Seja f : R? — R sujeita a restricdo ¢(z,y) = 0.
A funcao Lagarangeana é

ﬁ(x7y7 )‘) = f(x,y) + )\cp(m,y)

e os pontos criticos de £ sdo solugoes do sistema

%_0
gf gx (2.16.1)
90( T,y )—0

Seja (a, b, \g) um ponto estaciondrio de L.
Partindo de

(df), = fhl + gffm
e aplicando a ¢ tem-se
¢ 9o,
(dp)y, = o -+ oy ha =0,

pois ¢(z,y) = 0.
Considerando o & como varidvel independente na expressao ¢(z,y) = 0,
pode considerar-se hy como uma funcao de z, y e hy, dada por

hi. (2.16.2)

(Note-se que se %p = 0 entao g—‘ghl =0 = g—‘g =0= ¢(z,y) =0,

pelo ¢ seria a fungao nula, logo nao seria nenhuma restrigao.)
Calculando o diferencial de 2¢ ordem de ¢, temos

0 0
0 = drp=dy(dnyp) = 92 (dnep) h1 + ay (dnep) ha

= 9 <8s0h1 + 380h2) hi + 9 (8¢h1 + &szz) ha

Ox \ Oz 0 Oy \ Ox 0
0% 0% O Oha 0% 0% Oy Oho
= 2% h
{agp Mt ges Tt By am}hﬁ {a oz h1+8y 2 9y ay | ™
0% 9 0% 0% Op | Ohs Oho
= W (hl) + 28y8xh1h2 + 87?/2 (h2) + 873/ aihl aihg
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Entao o diferencial de hy é dado por

32790 8290 (92
dnhy = =92 ()* = 2% hyhy — 22 (ha)?. (2.16.3)
dy 3y 3y

Aplicando o mesmo processo para determinar o diferencial de 2% ordem de
f e substituindo em (2.16.3), obtem-se

0% f 5 1 0% f of

2 2y
dyf = 922 (hl) 8 97 hiha + ay Wl (h2)” + oy ——dpho
82f 2 82f 82f 2
= —= 2
52 (h1)" + g0 hihg + a2 (h2)
(o) >y 2%p
af e Doz 5
oy —%j:(h )2 -2 5o hihs — 5 (h2)? |,
oy oy oy
colocando em evidéncia hq, hs € hiho temos
of of
0%f 5y 0%p O f ay 0%p
2 _ _ 9y 2 _ 9
At = (8902 %ﬂg x? ()" +2 Oyox %; Oyox hihy

obtendo-se assim uma forma quadrética nas componentes de h = (h1, ha).
Como se pretende calcular esta forma nos pontos criticos, isto é, nos
pontos que verificam (2.16.1), tem-se

of
of /\ 0<:>>\:—g—y,
8y 8y a*f/

e, substituindo em d% 1

N °f ¢
0 B o'y oy 2 _
dpf(a,b) = <a 7~ A0 8m2>(a,b) ()" <8y8x Yo ayax> (a,b) uhe

a2f 82%0 2
+{ == — =% > (ha)”.
< 2 ayQ (a,b)




2.16. EXTREMOS CONDICIONADOS 119

Pela construcao Lagrangeana (L(z,y,\) = f(z,y) + Ap(z,y)), obtem-se
a forma quadrética

0L 0L

d%f (a7 b) = 5 5 (CL b )\0) (h1)2+2m (CL, b, )\0) hihs (2164)

82£
a —— (a,b,\o) (ho)?.

Por outro lado tem-se
1
f (a + h17 b+ h’2) - f(aa b) = (dhf)(a,b) + gd%f (CL, b) + R3'
N - , !
Como (dj, f)(%b) = 0, o sinal do primeiro membro, numa vizinhanga

suficientemente pequena de (a b) (em que o resto tende para 0), depende do
sinal da forma quadrética d3 f (a,b) .

Atendendo a (2.16.2), pode-se modificar (2.16.4):

80

2
0L ¢
+72 (a’ab7 >\0) <_gzh1>
dy 87%;
2 2, Op 2 g\ 2
_ 8£_28£ x+8£ Br (hl)g
Ox? Oyox %9; oy? \ 92

2]
d%f (agb) — (325 (a b )\0) (h1)2 82,6 (a b )\O)h (_dih1>

dy
1|22 (0p\? | 0L 0pdp | 0L (0p\® 5
= ) —2 + 5= (hl)
) dx? \ Oy Oydx Ox Oy  Oy? \ Ox
(6?1)
o] 0
Lo %
_ dp 9L  9°C hi)2
- 90\ 2 ox Ox? 0x0y ( 1)
((T‘P) O L 2L
4 dy Oydxr  Oy2

H (a,b,0)

Como os outros factores sdo quadrados, o sinal de f (a + h1,b+ he) — f(a,b)

vai depender do determinante H (Hessiano orlado) no ponto (a, b, \o) , que

Se obtem do hessiano de £ em (a, b, \o) rodeado das derivadas das restri¢oes
(a b) e (a b) , do modo como se indica:
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Observacao 2.16.1 Considerando g—‘; (a,b) #0:

e Se H(a,b,\o) >0, d2 f (a,b) é uma forma definida negativa, pelo que
f(a,b) é um mdzimo;
e Se H(a,b,\o) <0, d3f (a,b) é uma forma definida positiva, e f(a,b)

é um minimo.

2° Caso: (caso geral)

Seja f : R™ — R sujeita as restrigdes p,(x1...,z,) =0, com i = 1,...,m,
em que f,p, € C", (r > 2).

A fungdo lagarngeana serd

L1, Tpy Ay, Am) = f(x1,20) + Mg (21, 20)
+o A Ao (X1 ),

e o0 hessiano orlado ¢ um determinante de ordem n 4+ m dado por,

e 91 ... 9»m

0 0 ox1 Oxn

o 0 --- 0 % e %

H — 4 1 gn

n+m Op1 . Oom 0%L 02 L
o1 o1 E)x% 0z10zn

Opr .. Qo O’ .. 2L

O0zn 0rn,  Oxndzi ox2

Observagao 2.16.2 Calculam-se n —m determinantes:
b ﬂn—&—m;

|

ntm—1, suprimindo a linha e a coluna n + m;

o Homyt1, suprimindo as n —m — 1 ultimas linhas e colunas.

Para cada ponto critico (ay, ..., a,) tem-se 0s sequintes casos

1. Se os determinantes Hy, (2m +1 <k <n+m, k € N) sdo alter-
nadamente positivos e negativos, tendo Hom+1 0 sinal de (—1)m+1
entdo (ay, ...,an) é um ponto de mdazximo (ja que a forma é definida
negativa);

Y
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2. Se os determinantes Hy, (2m+1 <k <n+m, k € N) tém todos
o mesmo sinal de (—1)™ , entdo (a1, ..., an) é um ponto de minimo
(jé que a forma é definida positiva);

3. Se Hamy1 = 0, nada se pode concluir e sé o estudo local pode dar
informacao.

O mesmo acontece para 0s outros casos nao referenciados ante-
riormente.

Exemplo 2.16.3 Determinar os extremos de f(x,y) = 2x — 3y que per-
tencem a elipse

2 2
—y“ = 10.
T +2y

Resolugao: Para a lagrangeana
2, 3 9
L(x,y,\) =2z —3y+ A (ﬂs + Qv - 10>

calculam-se os pontos criticos

%Jﬂg—;’zo 2+ 22X =0 z=2 z=-2
AP =0 = B+3r=0 = y=-2 Vv y=2
p(z,y) =0 v’ +3y° =10 A=—3 A= 3
O hessiano orlado serd
0 0
80 a?i @5 0 2x 3y
) o°L oL
op &L IL 3y 0 3\
Oy Oydx  0Oy2
Calculando-o em cada um dos pontos criticos:
B 1 0 4 -6
H<2, —2,—2> = 4 -1 0 |=60>0,
-6 0 -3
entao f(2,—2) é maximo;
B 1 0 —4 6
H <—2, 2, 2) =| -4 1 0 |=-60<0,
6 0 32

entao f(—2,2) é minimo.
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Exemplo 2.16.4 Estudar os extremos de g(x,y,z) = x° + 2y + z que per-
tencem aos planos
r+y+z=2ex+2y=1.

Resolugao:

L(z,y,2, 1, ) =2> +2y+ 2+ M (x+y+2-2)+ X (z+2y—1),
%:21‘—%)\1—}-)\2:0 x:%
87522_*—)\1—}_2)‘2:0 y:§
9 =1+X =0 = q z2=3 ,
r+y+z=2 AL =—
r+2y=1 Ay =—3

0 01 11
- 001 20
Hoys=|1 1 2 0 0|=8>0
12 000
10 000

Calcular 3 —2 determinantes. Neste caso apenas Hs = 8 > 0, que é 0 mesmo

sinal de (—1)™ = (—1)? = 1. Logo o ponto critico ¢ um ponto de minimo,

tomano f o valor minimo de f (%, %, %) = ‘I’—é.

Exemplo 2.16.5 Determinar trés numeros cuja soma seja 150 e de modo
que o produto seja o mdzximo.

Resolugao: f(z,y,z) =xyz e p(x,y,2) =z +y+ z = 150,
L(z,y,2,\) =2yz + Xz +y+ 2 — 150),

os pontos criticos sao

9 = yz+ A =0 z = 50
8—52:1:,2—!—)\:0 y = 50
%zazy%—)\zo z=50
r+y+z=150 A = —2500

excluem-se os valores nulos, pois neste caso o produto seria nulo.
Provar que o produto é médximo neste ponto:

0 fe e B

ox oy 0z 01 1 1
dp  9’°L  0°L 9L
ﬂ o oz Oz2 oxdy Ox0r | __ 10 = )
ST 9p 0 L L | T 1 4 0 g
oy  Oyox 85/2 0yoz
dp AL  BL 9L 1 v 0

0z 0z20xr 020y 022
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E necessério calcular n — m = 3 — 1 = 2 determinantes: H4 e Hs. Assim

0 1 1 1
= 1 0 50 50
Hy4 (50, 50,50, —2500) = 15 0 50|~ —7500 < 0,
1 50 50 O
0 1 1
Hs (50,50,50,—2500) = |1 0 50 [=100> 0.
1 50 0

Temos sinais alternados com ﬁ2m+1:3 > 0 que é 0 mesmo sinal de ( —1)m+1:2 .

Pela Observacao 2.16.2 (1) o ponto critico é um ponto de maximo.
Assim os nimeros sdo r = y = z = 50.
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2.17 Exercicios

1. Determine, utilizando a definicao, as derivadas parciais de 1* ordem das
funcGes, nos pontos indicados:

a) f(z,y) = 255 em (—1,1);

b) g(s,t) = /st em (1,1).

2. Calcule, caso existam, as derivadas parciais de 1* ordem das seguintes
funcoes:

a €T = 2£§+3Z2/3 7(33,y) a (0,0)
) f( 7y) { gy ,(x7y):(0’0)7

_aty T
b) g(;,;,y):{ Jor ,y)#((o 0

3. Para as funcoes

2
flay) = dPeos@)y’s gloy2) =
h(,y,z) = arctan(wy2), j(a,y) = Bz +2y)°,

calcular:

of of P2 f O2f
a) a1 b) En c) ddy d) @
% D e b g
. o 9j 935 b4

1) %ﬂ -]) 679]5 l) 8y8?]c2 m) 8y2<gx2'

4. Recorrendo a definicao, calcule a derivada das seguintes fungdes,
segundo o vector u e nos pontos P indicados:

a) f(z,y) =222 +3y% u=(1,1)e P=(2,-1);
b) g(s,t) =2s+5y% u=(1,v/2) e P = (—1,1).

5. Determine a derivada direccional f] no ponto P.
a) f(z,y) =, u=(11)eP=(3—3)

b) g(s,t)zln(2+s+y2),u:(l,O) eP:(_Tl,i).
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6. A altura em relacdo ao nivel das 4guas do mar de um ponto (z,y) de
uma certa montanha é dado por

z = 2500 — 222 — 332,

em que z, y e z sao definidos em metros. O semi-eixo positivo OX aponta
para Oriente e o semi-eixo positivo OY indica o Norte.

Um montanhista estd no ponto (—10,5,2225) e pode caminhar em qual-
quer direccao

a) Se se dirigir em direcgao a Ocidente, o montanhista estard subindo ou
descendo ?

b) Se caminhar em direccdo a Nordeste, o montanhista estard subindo ou
descendo e a que taxa?

c¢) Em que direcgao/direcgbes devera caminhar para seguir uma curva de
nivel ?

7. Mostre que as fungoes abaixo tém derivadas parciais de 1% ordem na
origem mas nao sao diferencidveis em (0, 0).

[ s (@) #(0,0)
a) f@”y)‘{ 0" (y) = (0,0).
y(22—y?)

x ) 2 :(z,y) # (0,0)
b) o ’y){ 0"y = (0,0).

8. Estude a diferenciabilidade e a continuidade das seguintes fungoes:

a) f(xay) =Ty

4

22t (g £ (0,0)
b) g(x,y)—{ gy (e y) =

O ey~ ) @) #0,0)
) f( 73/) { E)Fy ’(x’y):(ovo)‘

9. Calcule o diferencial total das fungoes:

a) z = 222 4+ y? — 5z — 3y no ponto (—2,1) para os acréscimos dr = 0.1 e
dy = —0.3.
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b) z=2?In (%) em (1,1) para os acréscimos dr = —0.2 e dy = 0.2.
10. Utilizando o diferencial indique um valor aproximado para:

a) f(1.02, 0.96) para f(z,y) = 42% + 3zy + %

2
b) ¢(1.003, 1.002) para g(z,y) = In (y) 2% + o

11. Considere uma fungao f diferencidvel no ponto (1,2) com

of _ of _
SpL2)=-1e 8—y(1,2) =3.

Se f(1,2) = 4 indique uma aproximacao para o valor de f(0.99,2.03).
12. Para a funcdo f : R3 — R? dada por

2 3
flz,y,2) = <$2 + €7, arctan <:U+Z;+Z)> ,

escreva a matriz jacobiana em (0,0,0).

13. Considere a funcdo f : R? — R? definida por

f(z.y,2) = (sen (zy) ,cos (zy) , x2) .

Calcule o diferencial de f no ponto P = (0,2,1) segundo o vector u =
(—1,2,1).

14. Dada a funcao z(z,y) = tan (:E2 + y3) ,comz =t2+2t ey = Int,

d

calcule %.

15. Seja a funcao f(z,y,z) = 3z — 2y +4z, em que z(t) = Int, y(t) = 3t,
z(t,w) = 2! + cosw.

Calcular % e %.

16. Considere as funcdes f,g : R® — R com f de classe C* (]R3) ey
dada por

g(:an?Z) :f(m—y,y—z,z—x).
Mostre que

g dg 9y _
8m($’y’ Z) + ay('r’g% Z) + az(x?y, Z) - 07

para qualquer ponto (z,y, z) € R3.
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17. Sejam as funcdes h : R? — R, h € C? (R?) e z(s,t) = h (z(s,1),y(s,t))
com x(s,t) = 52 — t? e y(s,t) = 2st.
Prove que

0%z 0%h 0’h  0%h oh
=4z -2y =— — =—= 2—.
st 0xdy ox? 0y dy

18. Verifique que as seguintes func¢oes sao homogéneas:

2
a) f(z,y)= 43;2173?

b) g(z,y) = 2zy? +In (45”3) .

19. Considere a funcdo f : R* — R dada por

(0%
flz,y,2) =2y + 7‘2—; + 47z

Determine os valores de a e # de modo que a fungao seja homogénea.
Indique o grau de homogeneidade e verifique o Teorema de Euler.

20. Considere o paraboléide z = f(x,y) = 1 + 42 + 32,
a) Verifique que o ponto P = (%, V3, 5) pertence ao paraboldide.
b) Determine a equagao do plano tangente ao paraboléide em P.
¢) Indique uma equagao da recta normal ao paraboléide no ponto P.

d) Determine o ponto @ de intersecgao da reta perpendicular ao gréfico de
f em P com o plano XOY'.

21. Indique a equacao do plano tangente e da recta normal a superficie
x? — 4y? + 2z = —2 no ponto (2,1, —1).

22. Determine a equacdo de um plano tangente a superficie 22 + 2y% +
22 = 1 de modo que seja paralelo ao plano y = 2.

23. Calcule a divergéncia e o rotacional das seguintes fungoes:
a) f(x,y,2) = (zy,yz, 2x)

b) g(z,y,2) = (ze¥) €2 + (yez) €3.
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24. Seja f : R — R3 uma funcio de classe C? (R3). Prove que:
rot (Vf)=1(0,0,0).
25. Considere uma funcio g : R* — R? dada por

u = z+yt+=z
g(@,y,2)=q v = 2y+z
w = —I+2z.

a) Determine o jacobiano de g.
b) Que pode afirmar quanto a sua invertibilidade ?

c) Se possivel, calcule g~ 1.

26. Considere as funcoes

r = 2ut+bv+w
flu,v,w) =< vy = u+(b+2)v+2w
z = u+2bw
e
u = br+2y+z
g(z,y.2) = v = 2z+(b+2)y+22
w = 6x—y+3z.

a) Em cada caso, determine o parametro b de modo a que as fungdes sejam
invertiveis.

b) Para um valor conveniente de b, determine, para cada uma das fungoes,
a respectiva funcao inversa.

27. Prove que as equacoes seguintes, definem z como funcao de z e y na

vizinhanca dos pontos referidos e calcule % e g—; nesses pontos:

a) In(z + 2y + 3z) = 4zy na vizinhanca de (1,0, 0).
b) 2z +y — 3z — 1+ cos (z + 2y + z) = 0 na vizinhanca da origem.
28. Considere a equagao
z + 2zy + 322 + 2222 = 1.

a) Para que valores de z a equagao define, implicitamente, z como fungao
de z e y na vizinhanga de (1,0, 2).
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b) Calcule as derivadas parciais de z como funcdo de z e y na vizinhanca
dos pontos anteriores.

c) Nos pontos referidos, calcule
0%z
0xdy’

29. Considere o sistema

zy+In(z+w)=0
zw+In(x+y) =0.

a) Mostre que este sistema define z e w como fungoes implicitas de x e y,
na vizinhanga de (1,0, 1,0) .

b) Calcule
0z 0z Ow Ow

%7 aiya %7 67y7

na vizinhanga de (1,0).

30. Estude os extremos relativos das seguintes fungoes:

31. Determine os méximos e minimos relativos (locais) da fungao y(z)
definida implicitamente pela equagao

y® — 322y + 22 —3=0.

32. Calcule os extremos da fungao z(z,y) definida implicitamente pela
igualdade
T+ 2zy + 322 + 222 = 2,

na vizinhanca dos pontos adequados.
33. Determinar e classificar os extremos das fungoes seguintes nas regioes
indicadas:
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a) f(z,y) =22+ y? — x + 3 na regido
{(a:,y) e R?: 22 4 42 :4};
b) g(x,y) = 2? +y? — 22 — 2y + 3 sobre a curva C dada por 422 — 8z + y? —
2y + 1 = 0; Méximo: (1,3) e (1-1); Minimo (2,1) e (0,1)
c) h(z,y) = 2% + y* + ry®na regido

{wyer 0o <1, yl<1};

d) f(z,y,z) =22%+y+ 2 sujeita as restricdes

r+y+z=4
r+2y=6 "’

e) g(x,y,2) = 2z + y? + 2z sujeita as restricoes

z+2y+2=10
r+22=28

34. Determine a distancia minima da origem a superficie z = xiy

2

35. Indique o(s) ponto(s) do cone z? = 22 4 y? que estdo mais préximos

do ponto (4,2,0).

36. Determinar o paralelepipedo rectangular de volume maximo inscrito
numa esfera de raio r.

37. Num secador de cereais de formato cilindrico com raio de 1 metro, a
temperatura do ar na saida do secador num ponto (z, y) da sec¢ao transversal
do tubo de descarga do secador, considerando a origem no centro do tubo,
¢ dada pela funcao

T(z,y) = 8(32% — 2zy + 3y% + 2y + 5).

Encontre a maior e a menor temperatura na secgao de safda do secador.



Capitulo 3

Integrais de linha ou
curvilineos

Neste capitulo generaliza-se a nocao de integral.

O intevalo [a,b] é substituido por uma curva do espago a n dimensoes,
definida por uma funcao vectorial . A funcao integranda é também uma
funcao vectorial f, definida e limitada ao longo da curva.

Os integrais de linha sdo importantes em Matemética pura e aplicada.
Aparecem ligados com os conceitos de trabalho, energia potencial, fluxo de
calor, circulagao de um fluido, e noutros conceitos fisicos em que se estuda o
comportamento de uma fungao (escalar ou vectorial) ao longo de uma curva.

3.1 Definicao e propriedades
Seja I = [a,b].

Definicao 3.1.1

a) Uma fung¢io o : I — R"™ continua em I, diz-se uma linha continua de
Rn.
)

b) « é uma linha regular se a derivada o' existe e é continua num inter-
valo |a, b[;

c) a é uma linha seccionalmente regular (regular por intervalos) se se
pode fazer uma parti¢iao de [a,b] num nimero finito de subintervalos
e, em cada um deles, a é regular.

131
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Exemplo

FEsta curva admite tangente (derivada) em todos os pontos excepto num
nimero finito de pontos (bicos).

Definigao 3.1.2 Seja « : [a,b] — R™ wma linha seccionalmente regular e
seja f uma fung¢do vectorial e limitada sobre o grifico de a, C.
O integral de linha de f ao longo de a, representa-se por

/f da ou /f ~da ou j{f da (para curvas fechadas),
C C
e define-se
b
/f do = /f ()] - o/ (1) dt.
C a

Quando f e « se exprimem em funcdo das suas componentes, f =
(f1,.es fn) e @« = (a1, ..., ap,) temos

n b
[£da=3" [silaw) o) ar
& k=17

Neste caso o integral de linha também se pode escrever

C/fdazc/flda1+---+!fndan.

Exemplo 3.1.3 Seja f: D C R? — R? dada por f(z.y) = (\/y,2° +y) .
1. Determinar D;

2. Calcular o integral de linha de f de (0,0) a (1,1) ao longo dos sequintes
caminhos:
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a) recta de equagoes paramétricas v =1t, y =1t, 0 <t < 1;
b) curva de equagdes paramétricas v =t y =13, 0<t < 1;
c) curva de equagoes paramétricas x =t. y = t%, 0<t< 1.
Resolugao: 1. D = {(z,y) : y > 0}
2. a) a(t) = (t,t), o/(t) = (1,1) e

1 1
/fda—/(\ft3+t (1,1) =/ xf+t3+t dt:%.
0 0
b) a(t) = (3,%), o/(t) = (2t,3t?) e

1

/fda—/(ftﬁﬂi”) (2t,3t%)

0

59

5
2t’ 3t8 3t5> dt =
Pt 12

O\H

Observagao 3.1.4 O exercicio mostra que o integral de um ponto a outro,
depende, em geral, do caminho percorrido.

c) B(t) = (t,t%> B(t) = (1,%5) e

1 1
3 .3 3 31 3 3.7 3, 59
— 1.2 — 2 e
/fdﬁ /( tz2,t +t2><,2t2> dt /(t4—|-2t2_|_2t dt = o
c 0 0

Observacgao 3.1.5 O walor do integral de linha é independente da repre-
sentacdao paramétrica da curva.

Algumas propriedades dos integrais de linha sdo semelhantes as dos in-
tegrais de Riemann.

1. Linearidade do integral (em relacao a fungao integranda)

/(k1f+k:29) da:kl/fdaJrkz/ngé'

C C c

2. Aditividade do integral:

(/[fdazc[fda—i—lfda,
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onde C' = C1 Uy, isto é, a curva C ¢ definida pela fungao «(t) no intervalo
[a,b] e Cy e Cq, definidas por «(t) com ¢ a variar em [a,c| e [c,b] para
a<c<b.

Vejamos como se pode confirmar a conjetura da Observacao 3.1.5.

Sejam: «(t) uma linha continua definida em [a, b], © uma funcao real de
varidvel real com u'(x) # 0, Va € [¢,d], e u([c,d]) = [a, b] .

Entao a fungao [ definida em [c,d] por S(z) = au(x)] é uma linha
continua com o mesmo gréafico de a.

Duas linhas a e § assim relacionadas dizem-se linhas equivalentes e
proporcionam representagoes paramétricas distintas da mesma curva.

A funcdo u define uma mudanca de parametro.

Seja C' o gréfico comum de duas linhas equivalentes, o e 5.

Se u/(x) > 0, Vx € [c,d], u preserva a orientagdo, isto é, o e [ corre-
spondem a C' com o mesmo sentido.

Se u/(x) < 0, Vz € [¢,d], u inverte a orientacao, isto é, « e [ percorrem
C com sentidos opostos.

Entao temos o Teorema

Teorema 3.1.6 (Comportamento de um integral curvilineo sob uma mu-
danga de pardmetro) Se « e [ sao duas linhas seccionalmente regulares,
entao tem-se:

a) se a e 8 originam C com o mesmo sentido

[ o= [1a5
C C

b) e« e 8 corresponde a C com sentidos opostos

C/fda:—c/fdﬁ.

Dem. A demonstragio faz-se apenas para linhas regulares. Para linhas
seccionalmente regulares, basta decompor o intervalo e utilizar a aditividade
em relagao a linha.

As linhas « e (3 estao relacionadas por (z) = a[u(x)], com u definida
em [c,d] e « em [a,b].
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Entao 3'(z) = o [u(z)] v/(z), pelo que

d d
/ Jds = / F1B(@)) - B (x) de = / f (e u(@)]) - o [u(z)] o (z) dr.
C c c

Fazendo, no ltimo integral, a substitui¢ao v = u(z) e dv = u/(x)dx obtem-
se

/fdﬂ = 7}[04(0)]'0/(0) dv:i/bf[a(v)]'a'(v) dv
C u(c) a
= :l:/f day,
C

utilizando-se o sinal + se u(c¢) = a e u(d) = b e o sinal — se u(d) = a e
u(c) =b.

No primeiro caso « e § originam C' com o mesmo sentido. o segundo
com sentidos opostos. m

3.2 Integrais de linha em relagao ao comprimento
de arco

Seja a € C! ([a,b]) . Entdo o grifico de v é uma curva rectificavel.
Se designarmos por ds o comprimento do arco «, entao ds = ||/ (t)|| =

s’ (t).
Definigao 3.2.1 Seja f: R" — R definida e limitada em C (grifico de ).

O integral de linha de f com respeito ao comprimento de arco ao longo
de C, define-se por

b b
/f dsz/f[a(t)]-S’(t) dt:/f[a(t)] < |lo’ @)|] dt.
C a a

sempre que o integral do 2° membro exista.

Exercicio 3.2.2 Calcular os integrais de linha, com respeito ao compri-
mento do arco:
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1. /(ac+y) ds, onde C é o tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1),

C
percorrido em sentido directo.

2. /z ds, onde C ¢é o grifico definido pela funcio a: R — R® dada por
C

a(t) = (tcost,t sen t,t),
com 0 <t <tg.

Resolugao: 1. Decompondo

/(:1:—|—y)ds=/(w+y)ds+/(w+y)ds+/(w+y)ds,

C Ch Cs Cs
sendo
C1 @ oq(t)= r=1 com ¢t € [0, 1]
1 - 1 — y:O ) ) )
T =1t
Cy ag(t){y:_t_l_l,comte[o,l],
Cs ag(t):{xzo,comte[(),l].
y=1t
Como
ld @[l =1, flaz®] = v2, flas®)] =1,
temos
/ 1
/(x—i—y)ds = /tx ldt:§,
C1 0
0
/(m+y)ds = /(t—t+1)><\/§dt:—\/§,
Co 1
0

1
/(x—i—y)ds = /txldt:—2,
1

C3
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logo

C/(a:+y)ds:—\/§.

2. Para a curva a temos

o/ (t) = (cost —t sen t, sen t +tcost, 1)

|/ (1)]| = V2 + 2.

Entao

/zds = /tot\/2+t2dt - % [(2+t0)% - 2\/5} .
C

0

3.3 Aplicacgoes do integral de linha

Trabalho de uma forca

Considere-se uma particula que se move ao longo de uma curva « sob a
accao de uma forca f.

Se a curva « é seccionalmente regular, o trabalho produzido por f define-

se através do integral de linha / f-da.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.3.1 O trabalho produzido por uma forca constante f =k,
ao deslocar uma particula de um ponto a para um ponto b, ao longo de
qualquer trajectdria seccionalmente regqular unindo a e b é

k-(b—a).

Dem. Seja a = (aq,...,ap), com t € [tg,t1], uma linha unindo a e b,
isto é, a(tp) =aea(ty) =0, ek = (k... k).
Admitindo que ' é continua em [a, ], o trabalho realizado por f é

/fda - Zki/ag(t)dt = " ilai(ts) — aalto)

to

= k-Ja(t) —a(t)] = k- (b—a).
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Observagao 3.3.2 Se a forca é constante, o trabalho depende apenas dos
extremos a € b e nao da curva que os une (campo conservativo).

Exemplo 3.3.3 Principio do trabalho e energia: Uma particula de
massa m move-se ao longo de uma curva sob ac¢do de uma forca f. Se a
velocidade da particula no instante t é v(t), a sua energia cinética é dada
por

1
E. = —mv*(t).
2
Proposicao 3.3.4 A wvariacdo da energia cinética num intervalo de tempo
é igual ao trabalho realizado por f nesse intervalo de tempo.

Dem. Sela e(t) a posi¢ao da particula no instante ¢. O trabalho efectuado
por f durante o intervalo de tempo [tg, t1] é dado por

€(t1)
/ f-da.
e(to)

Pela lei do movimento de Newton F' = ma, temos f (e(t)) = mv'(t) e

Fe) ¢t = fet) vty =md(t)- ot
L od o,

Integrando em [tg, t1],

e(t1) 1 1
/e(t; fode = tot f(e(t))-e’(t)dt:;m/tt L) de

Exemplo 3.3.5 Distribuicao de massas ao longo de uma curva:
Consideremos um fio A de densidade varidvel, definida por f. Ou seja f (z,y, 2)
representa a massa por unidade de comprimento no ponto (x,y,z) de A.
Entao a massa total M do fio é dada pelo integral de linha relativo ao
comprimento de arco

Mz/Af(:E,y,Z)d&



3.3. APLICACOES DO INTEGRAL DE LINHA 139

O centro de massa do fio é o ponto (xo,Yy0,20) cujas coordenadas sao
dadas pelos férmulas

1 1
To = M/I4xf(x7y)z)d8; Yo = M/Ayf(xayaz)dsa

1
20 = M/Azf(xvyvz)ds

Um fio de densidade constante diz-se homogéneo e, neste caso, o centro de
massa diz-se o centroide.

Exercicio 3.3.6 Determinar a massa M e as coordenadas do centro de
gravidade de uma espira completa de uma mola helicoidal cilindrica de equagao
vectorial

a(t) = (a cost, a sent, bt),

se a densidade em (z,y,2) for dada por f (z,y,z) = 2% + y? + 22

Resolugao:
M = / (22 +y* + 2%) ds
C
27
= / (a2 cos’ t + a? sen’t + b2t2) v a? + b2dt
0
p2437%" 8

v a? + b2 [a2t + ] =1/a? + b2 <27Ta2 + 3b27r3> .

3 o

A coordenada xg seréa

1
Ty = M/:E(m2+y2+22)ds
A
1 27
— M/ a cost (a2 + b2t2) v a2 + b2dt
0
_ 6ab?
© 3a? + 4273

As coordenadas yg e zg obtém-se de modo andlogo.

Exemplo 3.3.7 Momento de inércia de um fio em relagcao a um
eixo: Se 0 (x,y, z) representar a distancia de um ponto (x,y,z) de C a um
eixo L, o momento de inércia Iy, define-se por

IL :/52 (:ana Z)f(l‘aya Z) dS,
C
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em que f (z,y,2) é a densidade em (z,y,2) .
Os momentos de inércia em relagao aos eizos coordenados presentam-se por
I, I, el..

Exercicio 3.3.8 Calcular o momento de inércia I, da espira completa da
mola helicoidal referida no exercicio anterior.

Resolugao: Como 62 (z,y,2) =22 +132 =a’e f (z,y,2) = 22 + 9% + 22,
entao

I, = /(x2+y2) (a:2+y2+22)ds
c

= a2/ (22 +y* + 2%) ds = Ma>.
c

3.4 Campo conservativo e potencial

Comecemos pela definigao de conjunto conexo por arcos:

Definicao 3.4.1 Seja Q C R™ um conjunto aberto. Q diz-se conexo por
arcos se cada par de pontos de ) se pucer unir por uma linha seccionalmente
reqular, cujo grifico esteja em §2. Isto, para cada par de pontos a e b existe
uma linha seccionalmente regular ~y, definida em [to,t1], tal que y(t) € Q,
Vt € [to,t1], com v (to) =a e~y (t1) =D.

&3

Conjuntos conexos por arcos

2

Definicao 3.4.2 Um conjunto aberto diz-se ndo conexo se é a reunido de
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dois ou mais conjuntos abertos nao vazios e disjuntos.

O

Conjunto no conexo

Definicao 3.4.3 Seja f : Q C R®™ — R™ wuma func¢do vectorial continua,
com  aberto e conexo. A funcdo f diz-se um campo vectorial conservativo,
quando o integral de linha de f, ao longo de qualquer curva fechada é zero
(0 integral nao depende do caminho).

Teorema 3.4.4 Se f : Q C R" — R, Q aberto e conero em R", é uma
funcao diferencidvel com gradiente continuo, entao para quaisquer dois pon-
tos a e b ligados por uma linha v seccionalmente regular em ), tem-se

b
/ Vf-dy = [(b) - f(a).

Dem. Suponhamos dois pontos arbitrdrios a e b em €2, unidos por uma
linha ~ seccionalmente regular em §2, definida num intervalo [tg, t1] .

a) Se 7 é regular em [tg, t1] entdo

t1

/be'd'V = 7Vf(’7(t))-v’(t)dtz/g’(t)dt

= g(t1) —g(to) = f (v(t1)) = f (v(t0)) = F(b) — f(a).

b) Se v é seccionalmente regular, efectua-se uma particdo do intervalo
[to, t1] num numero finito k de subintervalos [t;—1, ;] , em cada um dos quais
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v & regular e aplicamos a alinea a):

b g ()

[viar =% [ vrow) -

a i:17(ti71)

k
[f (v(t:) = | (v(ti-1))] = f(b) = f(a).

1

(2

Observagao 3.4.5 Se b = a, isto é, para uma linha fechada, f(b) — f(a) =
0, pelo que:

O integral de linha de um gradiente continuo é nulo ao longo de toda a linha
fechada seccionalmente regular em 2.

Definicao 3.4.6 Se f = Vi entao ¢ chama-se uma func¢ao potencial para

1.

Exemplo 3.4.7 EmR3, seja o (z,y,2) = f*, com f (z,y,2) = /22 + y2 + 22.
Note-se que, para cada n € N, temos V (f") = nf" 2 .r(z,y,2), com
r(z,y,z) = (x,y,2). De facto, para n =1,

Vi=flr=2="1
f= ==

Admitindo, por hipétese, que V (fP) = pfP~2 . r tem-se que

V() = V(P = V() f+ V= ) f
P+ ) =)

Entdo, por inducdo matemdtica V (f*) = nf""2-r,¥n € N.

Desta forma ¢ é um potencial da funcio vectorial f(z,y,z) = nf" 2.
r(z,y,2).

Ou seja, as superficies equipotenciais de ¢ sao esferas centradas na origem.

Observagao 3.4.8 1. Num campo conservativo nao se realiza trabalho no
movimento de uma particula ao longo de uma curva fechada, voltando ao
ponto de partida.

2. Um campo de forcas nao é conservativo se no sistema existirem atrito
ou viscosidade, uma vez que estes tendem a transformar a energia mecdnica
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em energia calorifica.

8. Um campo de forcas que admite uma fungao potencial, diz-se conservativo
porque a energia total (soma das energias cinética e potencial) se conserva.

O teorema seguinte generaliza o Teorema Fundamental do Célculo Inte-
gral a integrais de linha, ao longo de uma curca C| seccionalmente regular,
entre um ponto fixo a € 2 e um ponto genérico x.

Teorema 3.4.9 Se f é uma fungdo vectorial continua num conjunto conexo
Q C R™, se o integral de linha de f é independente da linha considerada em
Q e se a é um ponto fixo de (), entao:

e a funcao escalar p : 0 — R é dada por

sz/f'daa

com « uma qualquer linha seccionalmente reqular de 2, unindo a a x;
e 0 gradiente de p existe e é igual a f, isto é,

Vo(z) = f(x), Vo € Q.

Dem. Como f(x) é uma fungao vectorial, provaremos que para a com-
ponente de ordem k, a derivada parcial 597“; existe e ¢ igual a fi(z), para
k=1,...,n e para cada valor de = em €.

Seja B,(x) C Q. Se y é um vector tangente unitdrio, o ponto x + hy
também estd em 2 (porque é conexo), para todoo h € R tal que 0 < |h| < r.

Entao

z+hy
¢@+hw—¢@0=/ [ da,

sendo que a linha que une x a x + hy pode ser uma linha qualquer seccional-
mente regular.

Em particular podemos utiliar o segmento definido por a(t) = = + thy,
0<t<1. Assim

1 1 1
/Of(x—i-thy)-ydt = h/o fx+thy)-hydt

1 1
= h/ Vo (z+thy) -hydt
0

¢ (z+hy) — ¢ (2)
- :

= e+ iy =
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Considerando agora y = e, o vector de ordem k da base ortonormada,
temos
f(x+thy)-y=f(x+theg) - ek.

Fazendo uma mudanca de varidvel v = th, temos

¢ (z+hy) — ¢ (z) _ /Olf(ac—i—thy)-ydtZ/olf(x‘i‘thek) @3.4.1)

h
h _
= /0 f(:c+uek)}1ldu:g<h>hg<0),

sendo g a fungao definida em | — r,r[ por g(t) = fg fr (x + uey) du.
Como cada componente f é continua em €2, o Teorema Fundamental
do Calculo Integral garante que ¢'(t) = fi (x + ter) . Em particular, ¢'(0) =

Passando ao limite em (3.4.1) com h — 0, tem-se
pethy) —p(@) . g(h)—g(0)
lim 5 = lim - =4(0) = fr(2).

56 Ov _
Entao g2 = fi(z). =

O préximo teorema fornece uma condicao necessédria e suficiente para
que uma funcao vectorial seja um gradiente:

Teorema 3.4.10 Se f é uma funcao vectorial continua num conjunto conexo
e aberto Q C R™, entdao sao equivalentes as trés propriedades:

(i) f ¢ o gradiente de alguma fung¢ao potencial em €;
(ii) o integral de linha de f é independente da linha considerada em €;

(iii) o integral de linha de f, ao longo de qualquer linha fechada seccional-
mente reqular contida em ) é zero.

Dem. (ii) = (¢) foi provada no Teorema 3.4.9.

(1) = (417) foi provada no Teorema 3.4.4, no caso particular de b = a.

Suponhamos duas quaisquer curvas, Cy e Cs, seccionalmente regulares
em ) e com as mesmas extremidades. Seja C o grifico de uma fungao «
definida em [a, b] e Cy o gréfico de 8 definida em [c, d] .

Consideremos uma func¢ao v definida por

(1) = alt)sea <t<b
=L Bb+d—t) seb<t<b+d—c
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Entao « define uma curva fechada C, pois
v(a) =afa) ey(b+d—c)=p(b+d—b—d+c)=p(c).

Como C] e C tém as mesmas extremidades, a(a) = (3 (c), pelo que v é uma
curva fechada.
Por outro lado, como «a e 8 tém sentidos opostos,

/Cf'dvz/clf'da— [ 105

e%f-d*yzOpeloque
C

frda= [ f-dp,
Cl C2

ou seja, o integral é independente do caminho. m

Observagao 3.4.11 1. Se j{f -dy # 0, para C uma curva fechada, entdo
C
f ndo é um gradiente.
2. Se ff -dy =0, para C uma curva fechada particular ndo implica neces-
C

sariamente que f seja um gradiente.

Vejamos um contra-exemplo: j{f-d’y, com y o circulo com centro na origem,

C
raio qualquer e f(z,y) = (x,zy), é nulo. Todavia f ndao é um gradiente.

3. O Teorema 3.4.9 pode ser utilizado para verificar se uma dada funcdo
vectorial é um gradiente num conjunto aberto e conexo §2, procedendo do
modo sequinte:

1°) Integrando f desde um ponto fixo até um ponto arbitrdirio x € 2, ao
longo de uma linha conveniente de €, construindo-se ¢ : R™ — R;

2°) Calculando-se as derivadas parciais de ¢ e comparando (%‘; com fi :

Se %(z) = fr(x), Yz € Q e k qualquer, entao f é um gradiente em

Q e é um potencial.

Se %(m) # fr(x), para algum x € Q, entdo f nao é um gradiente em
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O teorema seguinte fornece uma condigdo necesséria para verificar se um
fungao vectorial nao é um gradiente:

Teorema 3.4.12 Seja f = (f1,..., fn) um campo vectorial continuamente
diferencidvel num aberto @ C R™.Se f é um gradiente em 2, entdo as
derivadas parciais das componentes de f verificam

af; 7) = Ofi
&ci al‘j

(x),Vz € Q, i,5=1,2,....,n.

Dem. Se f é um gradiente entdao f = V¢ para alguma funcao potencial
@. Assim f; = %, para cada j = 1,2,...,n.
J
Derivando ambos os membros em relagao a x;, encontramos

Ofi _ 9 (9%
81:7; N 81‘1 al‘j '

ofi _ 9 [0y
8&?j a al’j &z:z ’

. . . Bf; D~ , .
Como as derivadas parciais a—ﬁj_ e gﬂf L sao continuas em 2, as duas derivadas
i J

Analogamente, temos

mistas sao iguais em 2. m

Exercicio 3.4.13 Verificar se a func¢do vectorial

f(xvy) = (3.’112y, xgy)

é, ou ndo, um gradiente em Q C R?.

Resolugao:
of1 2 Of2
— =3z e ==
oy ox
Entao para x # 0 Ay # 1, a fungdo f ndo é um gradiente.
As condicbes do teorema anterior sdo necessdrias mas nao suficientes,
como se pode verificar pelo préximo exercicio:

= 3z2y.

Exercicio 3.4.14 Seja 2 = R?\ {(0,0)} e f : R? — R? definida por

_ —Y x
f(x’y)_ <$2+y27m2+y2)'
0fi __ Of2

Mostre que aiyl = 32 em ), mas que, apesar disso, f nao é um gradiente.
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Resolugao:
of _y*—a®  9f
oy x224+y2  Ox’
Para provar que f nao é um gradiente em {2, calcula-se o integral de linha
de f ao longo do circulo unitério definido por

a(t) = (cost, sent), 0 <t < 2m:

2m

jgf cda = / (—sen t,cost) - (—sen t,cost) dt
0

C

27
= / (sen2 t + cos® t) dt = 2.
0

Como o integral nao é nulo, pelo Teorema 3.4.10, f nao é um gradiente.
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3.5 Exercicios

1. Calcular o integral de linha das funcoes vectoriais indicadas ao longo das
linhas especificadas:

a) f:R? — R? dada por
f(z,y) = (a:2 —2xy) €1+ (y2 — 2zy) €2,
ao longo da pardbola y = x? entre os pontos (—1,1) e (1,1);
b) g:R? — R? dada por
g9(z,y) = 2a -y, x),
ao longo da linha definida por
a(t) = a(t—sen(t)) €1 +a(l —cost) €,
para 0 <t <2mea>0;
c) h:R® — R3 definida por
h(z,y,2) = (2/2 - Zz) 1429z €9 — 2% €3,
ao longo da linha dada por
at) =t €1+t2 €y +13 €3,
para 0 <t < 1;
d) f:R3 — R3? definida por
flx,y,2) = (2wy, 2+ 2, y) ,
ao longo do segmento de recta que une os pontos A(1,0,2) e B(3,4,1);
2. Considere uma forca f : R? — R3 definida por
f(z,y,2) =yz €1+xz €a+a(y+1) €s.

Calcular o trabalho realizado por f ao deslocar uma particula ao longo do
contorno do triangulo de vértices A(0,0,0), B(1,1,1) e C(—1,1,1), por esta
ordem.

3. Calcular os integrais de linha, com respeito ao comprimento de arco:
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xy ds sobre a curva C dada por y = %2 da origem ao ponto (1, %) ;

a)

Q—_

b) [ z ds, onde C tem a equagao vectorial

Q\

a(t) =tcost €1 +tsent €+t €3,

com 0 <t <t
c) /(2 + :BQy) ds, onde C é a parte da circunferéncia z? 4 32 = 1, para
C

x > 0, percorrida o sentido anti-horario;

d) / ($2 + 92 - z) ds, em que C' é a hélice dada pelas equagoes paramétri-

(&
cas
x(t) = cost
y(t) = sen t
z(t) =1t

do ponto P (1,0,0) até ao ponto @ (1,0, 2m).
5. Considere um fio homogéneo de forma semi-circular e raio r.

a) Prove que o centro de massa estd situado sobre o eixo de simetria, a uma
distancia de 2777" do centro (origem).

b) Mostre que o momento de inércia em relagao ao didmetro que passa pelas
extremidades do fio é %M r2, em que M é a massa do fio.

6. Um fio tem a forma circular com raio r. Determine a sua massa e o
momento de inércia em relagao ao didmetro, sabendo que a sua densidade
em (z,y) é dada por |z| + |y|.

7. Verifique se as funcOes vectoriais indicadas sao, ou nao, um gradiente
e, em caso afirmativo, determine a funcao potencial correspondenté:

a) flz,y) =z €1+y e

b) g(z,y) = (32%y,2°);

c) h(z,y,2)=(z+2) €1—(y+2) €2+ (x—y) €5
d) f(z,y,2) = (4:1:y — 32222+ 1, 222 +2, 2232 — 322) .
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Capitulo 4

Integrais duplos

Inicialmente estudaram-se integrais do tipo ff f(x)dx para fungoes definidas
e limitadas em intervalos limitados e, posteriormente, para fungoes nao lim-
itadas e/ou definidas em intervalos nao limitados.

No capitulo anterior introduziram-se os integrais de linha ou curvili-
neos. Agora iremos substituir o intervalo [a, b] por uma regiao R (regiao de
integragao).

4.1 Definicao de integral duplo

Seja R um rectangulo definido pelo produto cartesiano dos intervalos fecha-
dos [a,b] e [c,d] :

R =la,b] x [e,d] = {(z,y) : x € [a,b] ey € [c,d]}.

Consideremos duas parti¢oes P; e P, respectivamente de [a,b] e [c,d] :
Py = {xg,x1,...,zn} € Po = {y0,y1,...,Ym}, onde 9 = a, x, = b, yo = ¢,

151
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A
d
----- P o et
1 1 1
1 1 | 1
1 1 1 1
1 1 : 1
_____ e e e e
Y2 1 -: : 1
i i 1 1
Yi p-o--- e oy e a
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
: : : '
1
c i : i 1
[ ———| p————— |__..___:_ _____ - |
: : 1 1
| 1 1 1 o
a X1 X2 b

Como P; decompde [a,b] em n subintervalos e Py decompoe [c, d] em m
subintervalos, entao a particao P := P; x P, divide a regiao R em n X m
rectangulos.

Definigcao 4.1.1 Uma funcao f definida num rectingulo R diz-se ser uma
funcdo em escada se existe uma particio P de R, tal que f seja constante
em cada um dos rectdngulos abertos de P.

O grafico é formado por placas rectangulares paralelas ao eixo XOY.
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Uma fungdo em escada tem os pontos de contorno dos rectangulos bem
definidos, mas esses pontos nao sao relevantes para a teoria de integragao.

Intuitivamente, se P; e P5 sao partigose de R, tal que f seja constante nos
rectangulos abertos de P; e g constante nos de Ps, entao a funcao af + 8¢,
a, B € R, é constante nos rectangulos de P; U P, (refinamento de Py e Py ).
Ou seja:

Proposicao 4.1.2 Se f e g sdo duas funcgoes em escada num dado rectdn-
gulo R, entao a combinacdo linear af + Bg, a, B € R, é também uma funcgdo
em escada.

Seja P = P; x P, uma particao do rectangulo R, em n X m rectangu-
los abertos. Designemos por R;; o rectangulo determinado por [Ti—1,x4] e
[yj—1,y;] € seja a;; o valor constante de f no interior de R;; .

Se f & positiva, o volume V' do paralelepipedo com base R;; e altura «;;
é dado por

VR, = aij (i — zi-1) (Y5 — ¥j-1)
ou, abreviadamente,

VRij = Q45 sz ij.

Estamos agora em condigoes de definir o integral duplo:

Definicao 4.1.3 Seja f uma funcdao em escada, que toma o valor constante
a;j no rectdngulo aberto Jx;—1, x;[ X |yj—1, y;[ de um rectangulo R. O integral
duplo de f em R define-se por

//f (z,y) dedy = > > aij Az; Ay;.
R

i=1 j=1

Tal como para os integrais definidos em R, o valor do integral nao se
altera se a particdo P for substituida por uma particdo mais fina.

Assim, o valor do integral é independente da escolha da particao P, desde
que f seja constante nos rectangulos abertos de R.

4.2 Propriedades do integral duplo

Estas propriedades sao generalizacoesdos correspondentes teoremas para o
caso de integrais definidos em R.
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Proposicao 4.2.1 Sejam f e g fungoes em escada definidas num rectangulo
R nao degenerado (isto é, R nao é nem um ponto nem um segmento de
recta). Entdo sdo vdlidas as sequintes propriedades:

1. (Linearidade) Yoy, g € R,

[ tars@) + asg(e )] dady

R
= al//f(x,y)dwdy + ag//g(ﬂc,y)dwdy-
R R

2. (Aditividade) Se R = R1 U Rg com intRq1 NintRe = & entdo

[ 1@ wizay= [[ 1oty + [[ g)dsdy
R R1 R

3. (Comparagao) Se f(z,y) < g(z,y), ¥Y(z,y) € R, entao

//f(x,y)dwdy < //g(x,y)dwdy-
R R

Em particular se f(z,y) >0, V(z,y) € R, entdo

[[ 1@ izay =0
R

As demonstracoes sdo consequéncias directas de definicdo de integral
duplo e das propriedades dos somatérios.

4.3 Integrais duplos inferior e superior

Seja f uma funcao definida e limitada num rectdngulo R. Isto é, existe

M > 0 tal que
|f(z,y)| < M, V(z,y) € R.

Entao f pode ser limitada superiormente e inferiormente por duas fungoes
em escada, set,onde s(z,y) = —M e t(z,y) = M,V(z,y) € R, por exemplo.
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Definicao 4.3.1 Considere-se duas funcgdes em escada, s e t, definidas em
R, tais que
s(z,y) < f(z,y) < t(z,y),Y(z,y) € R.

Se existir um, e sé6 um, numero I tal que

[[stw.asty <1< [[utwg)anay,
R R

entdo [ diz-se integrdvel em R, sendo
I= //f(a:,y)da:dy.
R

Designe-se por S o conjunto de todos os nimeros //s(x, y)dzdy, obtidos
R

quando se considera s(z,y) no conjunto de todas as fungoes em escada que
limitam f inferiormente, e por T" quando se tomam as fungoes em escada
t(x,y) que limitam f superiormente.

Note-se que S e T nao sdo vazios pois f é limitada.

Por outro lado, temos

[[ szt < [ [tz
R R

pelo que cada elemento de S é menor que qualquer elemento de T
Portanto S tem um supremo e 7T tem um infimo, que satisfazem as
desigualdades

//s(x,y)d;vdy <supS <infT < //t(x,y)dacdy.
R R

Entao, tanto sup .S como inf T" verificam as desigualdades da definicao ante-
rior.
Assim pode dizer-se que

f & integrdvel em R < sup S =infT = //f(ac, y)dzdy.
R

Ao ndmero sup S chama-se integral inferior de f e nota-se por I(f).
A inf T' chama-se integral superior de f e nota-se por I(f).
As afirmacoes anteriores podem resumir-se no o seguinte teorema
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Teorema 4.3.2 Toda a funcdo f limitada num rectdngulo R tem integral
inferior e superior, tal que

[[stwpisay < 10) < 15) < [ [tary)day,
R R

para todas as fungdes em escada s et com s < f < t.
A fungao é integrdavel em R se, e s6 se, os integrais inferior e superior $Go
1guais e, neste caso

[[ 1@ wizay =15 =109
R

Como as definigbes anteriores sao analogas ao caso dos integrais definidos
em R, todas as propriedades referidas na Proposicao 4.2.1 sao védlidas para
integrais duplos em geral.

4.4 O integral duplo por integragao iterada

Vejamos como calcular alguns integrais duplos por intermédio de duas inte-
gragoes sucessivas:

Teorema 4.4.1 Seja f uma fungao definida e limitada em R = [a, b] X [¢, d]
e admita-se que f é integravel em R. Para cada y fizo em [c,d], admita-se
que f; f(z,y)dz existe e é igual a A(y).

Se deA(y)dy existe, entao serd igual ao integral duplo //f(;v,y)dxdy. Ou
R

J[f@dzay = | ' [ / bf(w)dx] dy.
R

Dem. Escolham-se duas fungdes em escada arbitrarias s(x,y) e t(z,y)
tais que s < f <t em R.
Integrando relativamente a x, em [a, b], temos

seja,

/abs(:r,y)dw < A(y) < /abt(:n,y)dx.
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Visto que fcd A(y)dy existe, pode integrar-se ambas as desigualdades relati-
vamente a y em [c,d|. Entao

J[ste.misay < | " Aty < [ [tz
R R

Visto que f é integravel em R, pela Definicao 4.3.1, o tnico nimero com
estas propriedades é o integral duplo de f em R. Entao

/C " Aty = [ 1@ wizay
R
| |

Se mudarmos a ordem de integracao, obtem-se de forma andloga,

J[ @ dzay = [ ’ [ / "t y)dy} dr,
R

sendo a igualdade vélida se supusermos que fcd f(z,y)dy existe para cada
fixo em [a, b] e é integravel em |[a, b].

4.5 Interpretacao geométrica do integral duplo

Consideremos a funcao f : R? — R. Restringindo-a a um rectangulo R,
obtemos um conjunto S, formado por todos os pontos entre o rectangulo R
e a superficie z = f(z,y).
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Para cada y fixo no intervalo [c,d] o integral A(y) = fabf(:v,y)dx éa
drea da seccao plana de S, definida por um plano paralelo ao plano XOZ.

Como a drea A(y) é integravel em [c, d] o integral deA(y)dy é igual ao
volume do paralelepipedo formado por S.

Isto é, para func¢oes nao negativas, o volume do conjunto das imagens de

f sobre o dominio R, ¢ dado pelo integral duplo / / fx,y)dxdy.
R

Exemplo 4.5.1 Calcular o volume dos paralelepipedos cuja base é a regido
R, e sao limitados superiormente pelo grifico de f(x,y), em R = [—1,1] x
[0, Z] sendo f(z,y) =z sen(y) —y €.
71
Resolugao: V = // (x sen (y) — ye®) dxdy
0-1

—/[’”22 Sen(y)—ye‘”]ildy: E (6+i)}§—”82(6+i)-
0

4.6 Integrabilidade de fungoes continuas

Para fungoes continuas temos o seguinte resultado:
Teorema 4.6.1 Se f é continua num rectangulo R = [a,b] X [c,d], entdo:

(1) f é integrivel em R;

(ii) o walor do integral pode obter-se por integracao unidimensional iterada,

[[ 16 azdy - / ' [ / e y>dx] dy = / b [ / df(say)dy} dz.
R

Dem. (i) O Teorema 4.3.2 mostra que se f ¢ limitada em R entao f
admite um integral superior e um integral inferior. Para provar o teorema
basta demonstrar que I(f) = I(f).

Fixado € > 0, escolhe-se uma particao P de R, num nimero finito de sub-
rectangulos R, ..., Ry, tais que a oscilacdo (valor méximo absoluto—valor
minimo absoluto) de f em cada subrectangulo é menor que e.
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Isyo é, notando por My(f) o valor méximo absoluto de f e por mg(f) o
valor minimo absoluto de f, em Ry, temos

Mi(f) —mi(f) <e, 1<k<n.

Sejam agora s e t duas funcoes em escada definidas no interior de cada
R da forma seguinte

5($7y) = mk(f)’ t(l’,y) = Mk(f)a

se x € intRy. Nos pontos fronteira definimos s(z,y) = m e t(z,y) = M, em
que m e M sao, respectivamente, 0 méximo e o minimo absolutos em R.
Entao
s(z,y) < flz,y) < t(z,y), VreR.

Do mesmo modo temos, designando por A (Ry) a drea de cada rectangulo

Rk’a
[[ste.wsay =3 mn)a Ry
R k=1

[[twdsay =3 w51 a Ry,
R k=1

A diferenca entre estes dois integrais é

//t(w,y)dxdy - //s(m,y)dxdy
R R

n

[Mi(f) = ma(f)] A (Re)

I
bl
[

3 =

< €Y A(Ry)=¢A(R),
k=1

sendo A (R) a drea de R.
Uma vez que

J[steasy <109 <10 < [ [t pasay,
R

R

entao resulta a desigualdade
0<I(f) = I(f) <cA(R).

Fazendo € — 0, obtemos I(f) = I(f), pelo que f é integravel em R.
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(ii) Para cada y fixo em [c, d] o integral simples f; f(z,y)dz existe, pois
a funcao 1ntegranda é continua em R.
Seja Ay f f(z,y)dz. Pretende-se provar que A(y) é continuo em

[¢,d] (por ('))-

Considerem-se y; e y dois pontos arbitrarios de [¢,d]. Assim temos

b
Alyr) — Aly) = / F(@p) — fly)) de,

pelo que

[A(y1) — A(y)]

IN

/|fxy1 f(@.y)| de
< —a)arggf |f(z,y1) — f(z,v)]
< (b—a)|f(zo, 1) — flzo.y),

onde xy é o ponto de [a,b] no qual |f(z,y1) — f(z,y)| atinge o seu valor
maximo.

Fazendo y — y; entao f(z,y) — f(x,y1), pelo que A(y) — A(y1), ou
seja, A(y) é continuo em yj.

Deste modo
[ awar=["[[ s ay

existe e pelo Teorema 4.4.1 € igual a //f(ac, y)dxdy.

R
O raciocinio é andlogo quando se inverte a ordem de integracao. m

4.7 Integrabilidade de fungoes limitadas com de-
scontinuidades

No teorema anterior provamos que o integral duplo de f sobre R existe se
f for continua em todos os pontos de R.

Agora provaremos que o integral também existe se f tem descontinuidades
em R, desde que o conjunto das descontinuidades nao seja demasiado grande.
Para tal necessitamos do seguinte conceito:

Definigao 4.7.1 Seja A um conjunto limitado do plano. Diz-se que A é
um conjunto de medida nula se para todo o € > 0 existe um conjunto



4.7. INTEGRABILIDADE DE FUNCOES LIMITADAS COM DESCONTINUIDADES161

finito de rectdngulos cuja unido contém A e cuja soma das dreas nao exceda
E.

Ou seja, um conjunto plano limitado de medida nula pode ser coberto
com uma reuniao de rectdngulos cuja drea total seja arbitrariamente pe-
quena.

Vejamos algumas propriedades dos conjuntos de medida nula:

Proposicao 4.7.2 (i) Qualquer conjunto finito de pontos do plano tem me-
dida nula.

(ii) A reunido de um nimero finito de conjuntos limitados de medida nula
tem também medida nula.

(iit) Todos os subconjuntos de conjuntos de medida nula, tém medida nula.
(iv) Todo o segmento de recta tem medida nula.

Teorema 4.7.3 Seja [ uma fungao definida e limitada em R = [a, b] x[c, d] .
Se o conjunto dos pontos de descontinuidade de f em R é um conjunto de

medida nula, entao o integral //f(x,y)d:cdy existe.
R

Dem. Como f é limitada, existe L > 0 tal que |f| < L em R.

Seja D o conjunto de pontos de descontinuidade de f em R.

Dado ¢ > 0, considere-se uma particao P de R tal que a soma das dreas
de todos os subrectdngulos de P, que contém pontos de D, seja menor que
J. (S6 é possivel porque D tem medida nula).

Nestes subrectangulos definam-se s(x,y) e t(x,y) funcoes em escada tais
que

s(z,y) = —L e t(x,y) = L.

Nos restantes subrectangulos de P definam-se s e ¢, como no teorema
anterior, isto &, s(x,y) = mi(f) e t(x,y) = Mg(f).
Seguindo a técnica da demonstracao do teorema anterior, temos

[[tw.wizay [ [sta.izay
R R

p1
= > [Mp(f) — mr(f)] A(Re) + > 2L
k=1 k=1
~~ ~——
Rectangulos sem descontinuidades Rectangulos com pontos de D

< eA(R)+2L6.
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Obtem-se assim a desigualdade

0<T(f)—I(f) < cA(R) + 2L3.

Fazendo ¢ — 0, tem-se que I(f) = I(f), pelo que f é integrdvel em R. m

4.8 Integrais duplos em regioes mais gerais

Até aqui os integrais duplos foram definidos para dominios de integracao
rectangulares. Vamos agora estender esse conceito a domfnios mais gerais.

Sejam S uma regiao limitada contida em R e f uma fungao definida e
limitada em S.

Defina-se uma nova funcao fem R do modo seguinte

> | f(z,y)se(z,y) e S
fwy) = { 0 ge (z,v) gR\S

Isto é, estende-se f a todo o rectangulo R, fazendo com que seja nula no
exterior de S.

Se supusermos fintegrzivel em R, entao f é integrdvel em S e

//f(w,y)dxdy = //f(w,y)dxdy -
S R

Consideremos em primeiro lugar conjuntos S de pontos do plano XOY
definidos na forma

S={(wy)a<a<bAp(2) <y < o)}, (48.1)
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onde p; e py sdo fungdes continuas em [a, b]. Por exemplo:

y I
I
I

|
|
|
|
a h

A regido S ¢ limitada (necessariamente) porque ¢ (z) e p5(z) sao fungoes
continuas, logo limitadas em |a, b].
Outro exemplo de conjunto serd

T={(z,y):c<y<dri(y) <z <y(y)},

onde ¥, e 1, sao fungdes continuas em |[c, d].

y
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T é uma regiao limitada, por motivos andlogos.

Todas as regioes que se considerem, serao de um destes dois tipos, ou
poderao ser decompostas num ntmero finito de partes, cada uma das quais
de um destes dois tipos.

Analisemos agora os pontos de descontinuidade.

Em primeiro lugar, note-se que, se os pontos de descontinuidade es-
tiverem na fronteira da regiao, podem ser desprezados.

Considere-se f definido como anteriormente. As descontinuidades de f
em R serao as de f em S, mais aqueles pontos de fronteira de S nos quais
f nao se anula.

No primeiro exemplo, a fronteira de S é constituida pelos graficos de ¢,
e 9 e pelos dois segmentos de recta verticais que unem as extremidades dos
graficos.

Cada um destes segmentos de recta tem medida nula.

O teorema seguinte garante que os graficos tém também medida nula.

Teorema 4.8.1 Se ¢ é uma fungao real continua em [a,b], entdo o seu
grifico tem medida nula.

Dem. Seja A o gréfico de ¢, isto &,

A=(z,y):y=9@) Na<z<bh

Fixemos ¢ > 0 e escolha-se uma particdo P de [a,b] com um nimero
finito de subintervalos tais que a oscilagao de ¢ em cada subintervalo de P
seja menor que p=_.

Portanto, relativamente a cada subintervalo de P, o grifico de ¢ estd
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situado num rectangulo de altura ;=.

Logo todo o gréfico de ¢ estd contido numa reuniao finita de rectangulos,
cuja soma das dreas é €.

Isto prova que o grifico tem medida nula. m

O préximo teorema prova a existéncia do integral duplo se f for continua
no int S.

Teorema 4.8.2 Seja S uma regico compreendida entre os grificos de ¢, e
vy, admita-se que f estd definida e limitada em S e que f é continua no

interior de S. Entao //f(ac,y)dxdy eziste e pode calcular-se por integragdo
S

J[ f@ oty = [ b [ L @(Q(T) f(m)dy] dr.
J lx

Dem. Sejam R = [a,b] x [¢,d] um rectangulo que contem S e f uma
funcao definida como anteriormente.

Os tunicos pontos de descontinuidade para f sdo os pontos da fronteira
de S.

Uma vez que a fronteira de S tem medida nula, f é integrével em R.
Para cada z fixo em [a,b], o integral fcd f(m,y)dmdy existe, pois a funcao
integranda tem, no maximo, dois pontos de descontinuiidade em [c, d].

repetida:
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Pelo Teorema 4.4.1, temos

J[ stz - [ ’ Ji ’ Pl vy .
R

Se 1) <y < () entiio F(z,y) = £(z,), enquanto F(z,y) = 0 para
os restantes valores de y em [c, d] .

d _ @2(@
/ f(-’r,y)dyz/ f(z,y)dy,
c P1

(z)

Assim

pelo que da igualdade anterior se obtem

J[f@dzay = [ ’ [ / ' f<x7y>dy} io= | b [ L w(()) f(x,y)dy] dr.
R

1

Ansdlogamente se prova um resultado semelhante para a regiao 7.

Se as regides forem simultaneamente de um e outro tipo, a ordem de
integragao € irrelevante, isto é,

LU oo [ s

Nalguns casos um destes integrais pode ser mais ficil de calcular do que
o outro, pelo que se torna vantajoso examind-los antes de se proceder ao
célculo.

Exercicio 4.8.3 Considere o integral duplo

/03 [/\/ﬂ f(:z:,y)dm] dy.

4y

Determine a regiao S de integracao e permute a ordem de integracao.
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Resolugao: A regido S é dada por

Ao inverter a ordem de integracdo obtem-se duas regioes do primeiro tipo:

/04 [ Oixf(m,y)dy dx+/45

/\/ 25—12

0

f(x,y)dy] dz.

Exercicio 4.8.4 Calcular os integrais duplos das funcdes f que se sequem
nas regioes indicadas:

a) f(z,y) = (z+y) " naregito A = {(z,y) : v <y <2z, 1 <z <2};

b) f(z,y) = z* + y? na regidgo B = {(z,y) : 2* + y* < 1}.
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Resolugao: a) Representemos graficamente a regido de integragao:

2 2z 2 _1 2x 2 1 1
/ / (z+y) 2 dyde = / [ } de = | —dz=—In2.
1 Ja 1 lTt+yl, 1 6z 6

b) Restringindo a regido de integracao ao 1° quadrante temos

f(z,y)dedy = 4 1 M($2~I—y2)d:ndy
e 0 0

= 4/01<M)3dy+/01( 1—y2yy>dy

3

4 (2, y 3971
= = t dt 4——( 1—2)7
3/0 cos + [2 Y 3}0

—i-g/ol( 1—y2>3dy

T 43m T

17316 2
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4.9 Aplicagoes a areas e volumes

Para uma regiao S como anteriormente definida em (4.8.1), podemos aplicar
o Teorema 4.8.2 com f(z,y) = 1. Assim temos

TS / ’loa(a) — or(@)] de
S

sendo este tdltimo integral igual & drea da regiao S.
Em R3, conssidere-se o conjunto de pontos (x,v, 2) tais que (z,y) € S e

0 <z < f(x,y). Entao o integral duplo //f(a:,y)dxdy ¢ igual ao volume
S

do conjunto de pontos indicados.
Mais geralmente se f e g sao ambas continuas em S, com f < g, entao

/ / (9(z,y) — f(x,y)) dzdy é igual ao volume do sélido compreendido entre
S

os graficos das funcoes f e g.
Andlogamente para as regices do tipo da regiao T

Exercicio 4.9.1 Determinar o volume do sdlido no 1° octante limitado na
base pelos eixzos coordenados e pela equacdo 2x +y = 2 e superiormente por
floy) =2 +y* + 1.

Resolugao: Entao

Vo= //f(x,y)dxdy = /01 /022m (z® +y* + 1) dydx
R

1 3 22z
9 Y 11
/0 [3’" T “’L T

4.10 Outras aplicagoes dos integrais duplos

Considere-se uma lamina plana S, construida com uma matéria de densi-
dade conhecida. Ou seja, existe uma fungao nao negativa, f(z,y), definida
em S, que representa a massa por unidade de drea no ponto (z,y).

Se a lamina é constituida por um material homogéneo, entdao a den-
sidade é constante e, neste caso, a massa total obtem-se efectuando o
produto da densidade pela area da lamina.
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Quando a densidade varia de ponto para ponto, utilizamos o integral
duplo da densidade como definicao da massa total. Isto é, se a funcao
densidade f ¢é integrdvel sobre S, define-se a massa total, m(S), por

m($) = [ [ y)dody
S

. /8/ f (2, y)dudy

area
/ / dxdy
S

chama-se densidade média da placa, ou lamina, S.

Se S é considerada como uma figura geomédtrica em vez de uma placa,
este quociente define o valor médio da fungdo f em S. Neste caso nao se
exige que f seja nao negativa.

Define-se centro de massa como sendo o ponto (Z,y) dado pelas equagoes

Ao quociente

Fm(S) = / /x F(@,y)dady, (4.10.1)
S

ym(S) = //y f(z,y)dzdy.
S

Os integrais dos segundos membros sao os momentos da placa relati-
vamente ao eixo OY e OX, respectivamente.
Quando a densidade é constante, por exemplo f(z,y) = ¢, ¢ > 0, tem-se

z m(S) :x//f(:c,y)dmdy =T c//da:dy =7 ca(S),
S S

sendo a(S) a drea de S. Substituindo em (4.10.1), tem-se

T a(S) = //a: dzdy.
S

7y a(S) = //y dxdy.
S

Anélogamente
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Nestas hipdteses, ao ponto (7, 7) chama-se centréide da placa, ou regiao,
S.

Considerando no plano da placa uma recta r, designe-se por 6(x,y) a
distancia de um ponto (z,y) de S a r. Entao ao niumero I,., definido por

I = [[ 8.0 fe,)dudy,
S

chama-se momento de inércia da placa S relativamente a r.
Os momentos de inércia em relagao aos eixos OX e OY representam-
se por I, e I, e sao dados por

I, = //y2 f(z,y)dzdy e I, = //x2 f(z,y)dzdy.
S S

A soma destes dois integrais chama-se momento polar de inércia I
em relagao a origem:

Iy=1,+1,= // ($2 +y2) f(z,y)dxdy .
S

Observacgao 4.10.1 1. A massa e o centro de massa da placa sdo pro-
priedades do corpo e sao independentes da localizacao da origem e das di-
reccoes dos eixos coordenados.

2. O momento polar de inércia depende da localizagdo da origem, mas nao
das direcgoes escolhidas para os eizos coordenados.

3. Os momentos de inércia em relagao aos eizos OX e OY dependem da
localizagdo da origem e da orientacdo dos eixos.

4. Se uma placa homogénea admite um eixo de simetria, o centréide estd
sobre esse eixo.

5. Se existirem dois eizos de simetria, numa placa homogénea, o centrdide
estard sobre o ponto de intersecgao.
Exemplo 4.10.2 Determinar o centrdide da regido plana limitada por um

arco de sinusdide.

Por definicao de centrdide, considera-se a densidade constante. Considere-
se a regido S limitada pela curva y =sen x, com 0 < x < 7.
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Como a regiao é homogénea e admite um eixzo de simetria, o centrdide estd
sobre esse eiro, isto é, T = 5. Entao

[ [ dzay

T rsen x m[y2]%" d
_ s I s ydyd:z:_fo 2], T o
v= a(S) Jo sen x dx B Jo sen x dx -8’
pelo que o centrdide tem por coordenadas (T,y) = (%, g) .

4.11 Teorema de Green no plano

O Teorema de Green, em homenagem a George Green (1793-1841), matemadtico
inglés que se debrucou sobre as aplicacoes da Matemadtica a electricidade e
magnetismo, fluxo de fluidos e & reflexao e refraccao da luz e do som, per-
mite exprimir um integral duplo estendido a uma regiao plana R como um
integral de linha ao longo de uma curva fechada C', que constitui a fronteira
de R.

Ha&, contudo, condicoes de natureza geométrica que devem ser impostas
a C.

Definigao 4.11.1 Suponhamos que C' é descrita por wma fung¢do vectorial
continua « definida em [a,b] .
A curva C diz-se:

e Fechada, se a(a) = a(b);

2 z .

e Fechada simples, se a é injectiva, isto é, para quaisquer valores
diferentes de t €]a,b| dao lugar a pontos distintos da curva. Simboli-
camente

t1 7é to — Oz(tl) 7é Oz(tg).
o Curva de Jordan, se for uma curva fechada simples.

Observagao 4.11.2 Toda a Curva de Jordan C decompoe o plano em dois
conjuntos abertos conexos disjuntos, admitindo C' como fronteira comum.
Uma dessas regioes é limitada (interior de C), sendo a outra nao limitada
(exterior de C).

Enunciemos entao o Teorema de Green para regioes planas limitadas por
curvas de Jordan seccionalmente regulares:
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Teorema 4.11.3 Sejam P e QQ duas fungoes escalares, isto é, P,Q : R" —
R, continuamente diferencidveis num conjunto aberto S do plano XOY .
Considere-se C' uma curva de Jordan seccionalmente regular, R a reunido
de C' com o seu interior e R C S. Entdo verifica-se a igualdade

// <g§—g§> dxdy:dex—FQdy,
R

onde o integral de linha se considera ao longo de C no sentido directo.

Observagao 4.11.4 A igualdade anterior é equivalente as duas férmulas:

J[52 dsay = faa,
R
//—g];dﬂsdy = dex.

Se ambas forem wverdadeiras, somando-as membro a membro, obtem-se a
igualdade inicial.
Reciprocamente, fazendo no teorema P = 0 obtem-se a primeira e com QQ = 0
temos a segunda.

Vejamos uma vantagem deste resultado:
Calcular, usando o Teorema de Green, o trabalho efectuado por

f($>y) = (y+3$72y —.’L'),
Q
P

que actua sobre uma particula obrigando-a a descrever a 4z + y? = 4 no
sentido directo.
O trabalho é dado pelo integral de linha

fpdwr@dy = /g/ (882_881;) dxdy:/g/(—2) dzdy

= —2a(€)=—4m.

A vantagem da utilizacdo do Teorema de Green, consiste na nao neces-
sidade de parametrizacao da elipse a e dos cdlculos de f [a(t)] e &/(t).

Por outro este exemplo mostra que uma drea também pode ser expressa
como um integral de linha.
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Observacgao 4.11.5 Para uma funcio f : R?> — R? dada por

f(z,y) = (P(z,9),Q(z,y)),

continuamente diferencidvel num conjunto aberto e conexo S do plano, pelo
Teorema 3.4.10, uma condi¢ao necessdria e suficiente para que f seja um
gradiente, é dada por.

oP  9Q

oy  Ox’

4.12 Mudanca de variaveis num integral duplo

Na teoria de integracao a uma dimensao, o método de substitui¢ao permite-
nos, frequentemente, calcular integrais "complicados", transformando-os noutros
mais simples ou noutro tipo de integral que pode pode ser mais facilmente
calculado.

O método baseia-se na igualdade

b d
/ f(@)dz = / Flo(t)) @ (B)dt

com ¢ = ¢ '(a) e d = p~1(b), sob as hipéteses de ¢ ter derivada continua
em [c,d] e que f sejacontinua no conjunto de valores que toma ¢(t) com
t€le,d.

Para o caso bidimensional existem duas substituicoes a efectuar: uma
para z e outra para y. Assim, em vez de uma funcao ¢, existirdao duas
funcgoes, por exemplo, ¢ e 1, as quais relacionam z e y com u e v, do modo
seguinte

= (u,v) ey=1(u,v).

Com estas duas relacgoes, define-se uma funcgao vectorial

r(u,v) = (¢ (u,0), ¢ (u,0)).
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[k ¥l

)

u

Quando (u,v) percorre a regiao T a extremidade de 7 (u,v) descreve os
pontos de S.
Consideraremos apenas aplicagbes para as quais as funcoes ¢ e 1) sao
contfnuas e tém derivadas parciais continuas 22, 22 9% v,
ou’ Ov’ OJu’ Ov
A férmula para mudanca de varidveis nos integrais duplos pode escrever-

se como
[t wandy= [[ 1000 @0) 17 (w.0)|dudo,
S T
sendo |J (u,v)| o médulo do jacobiano, isto é,

J (u,v) =

20 v
il
ov Ov

Vejamos dois casos particulares da férmula de mudanca de varidveis:

4.12.1 Coordenadas polares

Neste caso escreveremos p e 6 em vez de u e v, e definimos a aplicacao pelas
duas equacoes

¢ (p,0) =z =pcost e (p,0) =y =psen 6.

Para obtermos uma aplicagdo bijectiva, considera-se apenas p > 0 e 0 €
[0, 27] .
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O jacobiano serd

dp oY
== =t cosf sen 0
9 1[] _
S 9 psen  pcos6

Entao a férmula de mudanca de varidveis tem a forma

/ / o y)dzdy = / / F(pcosd, psen 0) pdpdo.
S T

A transformacao por coordenadas polares pode traduzir-se pelo esquema,

=k o

¥=peos B
y=as=ntfl

L¥]
I

[
h,

Note-se que :

e As curvas p sdo rectas que passam pela origem e as curvas 6 sdo circulos
centrados na origem.

e A imagem de um rectangulo no plano p = 6 é um "quadrildtero"no
plano XOY limitados por raios e dois arcos de circunferéncia.

e As coordenadas polares sdo adequadas quando a regidao de integracao
tem fronteiras ao longo das quais p e/ou € sao constantes (circunfer-
éncias, sectores circulares,...)

Exemplo 4.12.1 O volume de um octante de esfera de raio a (a > 0) serd
dado por

V://\/aQ—xz—dem‘dy
S
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onde S ¢ a regidgo do 1° quadrante de um circulo x® + y?> < a®. Assim

2

/a Va2—zx
0 0

V=T dyds
= //2\/&2—p200829—p286n20pd‘9d:0
o Jo

= /p a2~ g (05 dp="d®.
0 6

vV =

4.12.2 Transformacoes lineares

Uma transformacao linear é uma aplicacao definida por duas equagoes da
forma
T =au+ fvey=yu+ v,

com «, 3,7, € R.

O jacobiano |J (u,v)| = ad — B7.

Para podermos obter u e v em funcao de =z e y deve supor-se que
|J (u,v)| # 0 (para que o sistema seja possivel e determinado).

Note-se que :

e As transformactes lineares transformam rectas paralelas em rectas
paralelas. Portanto a imagem de um rectangulo no plano UOV é
um paralelogramo no plano XOY, sendo a sua drea multiplicada pelo
factor |det J (u,v)| = |ad — B .

e A férmula da mudanga de varidveis assume a forma

/S/f(a:,y)dxdy = |ad — | /T/f (o + Bu, yu + 6v) dudv.

Exemplo 4.12.2 Calculemos o valor do integral

//emdmdy,
S

sendo S o triangulo limitado pela recta y+x = 2 e pelos eizos coordenados.
A presenca de y — x e y + x na funcdo integranda sugere a substituicao

Uu=y—c ev=y-+c.



178 CAPITULO 4. INTEGRAIS DUPLOS

Resolvendo relativamente a x e a y, temos

V—1U U4+ U

9 ey (u,v)=y=

Qp(uvv):x:

e o jacobiano

Grdficamente

=il

¥ = yeulfid
———— 2 e =
\

Para determinar a imagem T' de S no plano UOV, observe-se que:

e as rectas x =0 e y = 0 aplicam-se, respectivamente, nas rectas u = v
eu=—u.

e a recta x + y = 2 transforma-se na recta v = 2.

Entao
2 v
—} dudvzl/ / evdul| dv
2 2 0 —v

//efwidxdy = //ez
S T
1 (2 1 owqv
— /v[ev] dv:e—l.
2 0 —v e




4.13. EXERCICIOS

4.13 Exercicios

1. Calcular os seguintes integrais duplos :

a) //xy(a:+y)d:cdy com R =[0,1] x [0,1];

b) // (vy + = — 3zy?) dzdy com R = [0,1] x [1,3];
R

™ T
c) //sen% sen’y dxdy;
00

T

2 2
//sen x + 2y) dxdy;

0
e) // dxdy com R =[0,t] x [1,¢],t > 1.

2. Esboce a regiao de integracao e calcule os integrais duplos :

a) //(l—x—y)dxdycomR:{(x,y)::U+y§1};
R

b) //(x—}—y)dmdycomR:{($,y):m2§y§2$2};

c) //(w2+y2)dxdycomR:{(:v,y):x2+y2§1};

) //(wrlyfdxdy com R ={(z,y):z <y < 2z};
R

179

e) // (zcos(z+vy))drdy sendo R a regiao triangular de vértices (0,0),

R
(m,0) e (m,m).
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f) / / x?y?dxdy sendo R a regido do 1° quadrante entre as hipérboles zy = 1
R

exy=2easduasrectasy =z e y = 4.

2) // ¢ Vdady com R = {(z,y) : |2| + |y < 1}.
R

3. Admitindo que os integrais em causa existem, esboce a regiao de
integracao e permute a ordem de integragao :

1y

o [ [ 000 dui

00

2y

b) / [ 6. dody
0y

2

2 V2x—x2

o [ [ty dyas

d) / / F(@,y) dydz.

—622-4
4

4. Considere uma placa homogénea com o formato da regiao S limitada
pelas curvas abaixo. Em cada caso represente grificamente a regido S e
calcule as coordenadas do centréide :

a) y=2lex+y=2;
b) y¥?=2+3ey?=5—ux;

c) y=senz,y=coszxel<z<

ESE

5. Calcular o momento de inércia de uma placa delgada S no plano
XOY, limitada pelas curvas definidas pelas equagoes abaixo, representando
por f(z,y) a densidade de S num ponto arbitrario (z,y) :

2

a) y=sen’r, y=—sen’z, -t <z <me f(z,y) =1;
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b) £4+4=124+4=19y=0,0<c<a,b>0e f(z,y) =1;
c)zy=lzy=2,2=2y,y=2x,2>0,y>0e f(z,y) =1;
d)y=e",y=0,0<z<1le f(z,y) = zy.

6. Aplicar o Teorema de Green para calcular o integral de linha

fgfdm + x dy,
C

quando:

a) C é o quadrado com vértices (0,0), (2,0), (2,2) e (0,2);
b) C é o quadrado com vértices (£2,0) e (0, £2);

c) C é a circunfereéncia de raio 2 e centro na origem.

7. Calcular o valor dos integrais, passando para coordenadas polares:

2av2az—a2
a) / / (3:2 +y2) dydz;
0 0
12
b) // (a2 +1?) " dyda;
0 22

8. Considere a aplicacao definida pelas equagoes

x:u+v,yzv—u2.

a) Calcular o jacobiano J(u,v);

b) Um triangulo T no plano UOV tem vértices (0,0), (2,0) e (0, 2). Desenhe
a sua imagem S no plano XOY;

c) Calcular a drea de S por intermédio de um integral duplo estendido a S
e por outro estendido a T’;
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// (x —y+1)"*dady.

S

d) Calcular

9. Calcule o volume do sélido limitado pelas superficies:
a) 2’ +y’=4,z+y+z=2ez2=0.
b) =22+ y=2*2y=1,2=2,y=0e z=0.

©) H+h=1,z24+y=2ae2=0(0<b< 2a).



Capitulo 5

Integrais triplos

Comecemos pela definicao de integral triplo de uma fungao.

Definicao 5.0.1 Seja f : R? — R uma fungdo continua em A C R3 um
conjunto fechado.

Seguindo a mesma metodologia que para os integrais duplos, chama-se soma
integral de f(x,y, z) relativamente a uma decomposi¢ao Dy, = {A1, Az, ..., Ap}
de A o expressao

n

> F@i i z) AA

=1

S

onde f(xi,vi, ) serd o valor de f num ponto escolhido (x;,y;, z;) de A;.

Considerando uma sucessao de decomposi¢oes com o didmetro AA; a
tender para zero, com limite finito entao diz-se que f(x,y,z) é integravel
em A.

Ao valor desse limite chama-se integral triplo de f no dominio e representa-

se por
//A/f(x,y,z) dxdydz.

183
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5.1 Propriedades do integral triplo

1. O integral triplo da soma de duas fungdes f(z,y,2) e g(x,y,2) em A
é igual & soma dos integrais de cada uma delas no mesmo dominio A:

/ / / [f(z,y,2) + gz, y, 2)] dedydz
A

= ///f(a:,y,z) drdydz + ///g(x,y,z) dzdydz.
A A

2. Para k € R,

///k f(x,y,2) dedydz = k ///f(x,y, z) dzdydz.
A A

3. Se o dominio de integracao A estd dividido em dois dominios A; e As
tais que intA; NintAs = &, entao

///f(m,y,z) dxdydz = ///f(x,y, 2) dmdydz—i—///f(x,y,z) dxdydz.
A Ao 2

Precisemos agora o que se entende por dominio regular:
Definicao 5.1.1 Um conjunto A C R® é um dominio reqular se:

a) A sua superficie fronteira é cortada em apenas dois pontos por qualquer
recta vertical que passe por um ponto interior;

b) A sua projec¢ao sobre o plano XOY constitui um plano regqular como em
a) (convexo);

c) Qualquer parte de A que se obtenha por sec¢io de planos paralelos a
qualquer dos planos coordenados, verifa as propriedades a) e b).

5.2 Calculo de integrais triplos

Consideremos, entao ///f(x,y, z) dxdydz em que A é um subconjunto
A

regular de R3.
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Suponhamos que A é limitado por uma superficie S cuja equacao, na
sua parte superior é z = ¢(z,y) e, na inferior, z = ¥ (x,y) e cuja projecgao
no plano XOY é a regiao limitada Q.

Nestas condicoes

o(w,y)

///f(:c,y,z) d:vdydz:// /f(w,y,z) dz | dady.
4 Q

z,Y)

Isto é, a primeira integracao é feita em relacao a z, reduzindo-o a um
integral duplo sobre a projecgao @, o qual pode ser resolvido pelos métodos
j& expostos.

Exemplo 5.2.1 Calculemos

Ty

2
0/ 0/ 0/ (ay2)dzedyds =

T

2 z
21Y 3
/xy [2} dydr = //mdeydx
0
0 00
2

47T
[y] dmzl/x5dx:4.
41, 8 3

0

N8

S, O,

Exemplo 5.2.2 Calculemos agora / y dzdydx, sendo A o dominio lim-

a>\

[

itado pelos paraboldides z = 6 — 2% —y? e z = x? + 2.

Graficamente o sdlido serd
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A interseccdo entre os dois paraboldides ¢ dado pelo circulo z? + y> < 3
a cota z = 3. Assim A é limitado superiormente por z = 6 — 22 — y? e
inferiormente por z = x? + 2.

A projecgio de A em XOY é o circulo de centro em (0,0) e raio /3. O

dominio é, obviamente, regular, pelo que

V3 V3—x? 6—22—y?

//A/ydzdydx - [ | [ vy

—V3—3-22 z%+y?
3—x2
2 .2
/ yleloar 2 ¥ dydz
—~/3—22
V3—x2
/ 6y—2xy 3)dyda::0
—v3—V3—2?

DJ

S —5 55

5.3 Aplicacgoes dos integrais triplos

Os integrais triplos podem ser utilizados para calcular volumes, massas,
centros de massa, momentos de inércia e outros conceitos fisicos relacionados
com so6lidos.

Se S é um sélido, o seu volume V' é dado por

-/ S/ 1 dedydz.

Se o s¢lido se supoe com densidade f(z,y, z) em cada um dos seus pontos
(z,y,2) (massa por unidade de volume), a sua massa M ¢ dada por

M= ///f(x,y, 2) dzdydz,
S

e o respectivo centro de massa serd o ponto (7,7, Z) em que

T ]\14///93 Fz,y, 2) dedyds,
S

e de modo andlogo para ¥ e Z.
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O momento de inércia I, em relacao ao plano XOY ¢é definido por

Iy = ///22 f(z,y, 2) dedydz.
S

O momento de inércia I, em relagao a recta L é definido por
IL _// (52(.’13'73/72) f(.’L',y,Z) dxdydz,
S

em que 62(z, v, z) representa a distancia de um ponto genérico (z,v, z) de S
a recta L.

Exemplo 5.3.1 Seja S o sdlido limitado pela superficie cilindrica x* = 2z
e pelos planos x —2y =0, =22 e 2z = 0.
Supondo que a sua densidade é constante, calcular:

a) o volume de S.
b) A massa de S e o centro de massa.

c) O momento de inércia de S em relagao ao plano XOY .

Resolugao: O sdlido S é limitado inferiormente por z = 0 e superior-
2
mente por z = %-. Lateralmente ¢ limitado pelos planos y = 5, y = 2z e

x = 2V/2.



188 CAPITULO 5. INTEGRAIS TRIPLOS

O esquema gréfico da projecgao tem a seguinte forma

a)
2\/52:0% 2v/22x )
V:/ /dzdydm://zclydx:m
0 % 0 0 %
b)

M:///k:dzdyda::k:V:le:.
S

. 2320 %
T = lzk///mkdzdydx—Q/ /dzdyd:n
0 20

222z

- //dydx—

xz
2
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2v22z
y = 12k///yk:dzdydx—//y dydz
12 5
= 55 [ et =2v2
0
2v22z
z:12k// zkdzdydx—//dydx—.

Entao o centro de massa tem por coordenadas

(ix/i, 22, 3) .

L
2

/ z* dzdydx
0

g

Iy, = ///z2k:dzdydas:k
S
2v/22x

= //dydx = 32k.

5.4 Mudanca de coordenadas em integrais triplos

o ¥

z
2

A semelhanca do que fizemos com os integrais duplos, consideremos um
domfnio D C R3, limitado, onde estdo definidas novas varidveis u,v e w
(fungoes de z,y e z) pelas igualdades

u=®i(z,y,2), v=="ox,y, 2), w=P3(z,vy,2),

sendo u,v e w fungoes bijectivas continuas num domimio D', transformado
de D.

Nestas condic¢oes temos que

//D f(z,y, 2) dedydz = //D flu,v,w) |J((u, v, w)| dudvdw,
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com
u  Ou Ou
T
v v v
J(u, v, w) = or oy Dz
ow Odw Ow
or Oy 0z

o jacobiano da transformagao dada.
Consideraremos dois casos particulares importantes:

5.4.1 Coordenadas cilindricas

Um ponto que em coordenadas cartesianas ¢ dado por (x,y, z), serd escrito
em coordenadas cilindricas da seguinte forma: o x e o y serdao substituidos
pelas suas coordenadas polares, e mantem-se o z inalterado.

Isto é, definimos as aplicacoes

x=pcosf, y=psend, z=z.

Neste caso o jacobiano serd

0 0 0
a% 6 o5 cos) —psend 0
0 0 o)
J=|5 %6 oo |=|sent pcosf 0 |=p.
9z 9z 0z 0 0 1
dp 00 0z

Entao

//L/f(:lz,y,z) dxdydz = //D//f(pcos 0,p sen 6, 2) p dpdfdz.

Observagao 5.4.1 Note-se que:

e Para obtermos aplicagoes injectivas deve-se fazer p >0 e 6 € [0, 27].

e As coordenadas cilindricas sao utilizadas, sobretudo, quando o dominio
D tem simetria axial.

e O jacobiano anula-se quando p = 0, mas isso nao afecta a validade da
formula, porque o conjunto de pontos com p =0 tem medida nula.

Exemplo 5.4.2 Calculemos o volume limitado pelos paraboldides

z:8—x2—y2 ez:x2+y2.
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Os paraboldides intersectam-se & cota z = 4, que se projecta no plano XOY
sequndo uma circunferéncia de centro na origem e raio 2.
O volume serd dado por

2 VA—z2 8—x2—y?

V= / / / dzdydz.

—2_/4—g% z?+y?

Como o sdlido é simétrico em relacdo ao eixo OZ, pelo que se pode reduzir
o cdlculo do volume ao 1° octante:

2 VA—z28—x%—y?
V= 4/ / / dzdydzx.
0 0 g2142
Devido o simetria axial utilizaremos as coordenadas cilindricas. Assim
2 5 8—p? 3
V = ///pddedp—él// 8p — 2p)d9dp
00 p2
2

= 4/ 4p7r—p7r dp = 16m.
0

5.4.2 Coordenadas esféricas

Um ponto (z,y,z), em coordenadas cartesianas, é dado em coordenadas
esféricas pelas relagoes

x=psen @ cosf, y=psen psenf, z=p cosyp,
sendo:
e p a distdncia do ponto a origem;
e © o angulo que a recta que une o ponto a origem faz com o eixo OZ;

e 0 o angulo formado com a parte positiva do eixo OX e pela recta que
une a origem a projecgao do ponto no plano XOY'.

Para se obterem aplicagoes injectivas faz-se

p>0, pe0,7] ebe|0,2n]
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Gréaficamente
esfy2
A
P (x).2]

A

P

o I

p it !

ot U . i

- ;
.

e
32.jpg

O determinante jaconiano é

Oz Oz Oz

dp Oy 00

— dy 9y Oy

J(ﬁa ¥, 6) - Jp Op 00
0z 0z 0z

dp Op 00

sen ¢ cosf p cosp cosf —psen ¢ sen 0
= |senpsenf pcospsenf psen ¢ cosb
Cos —p sen @ 0

= —p?sen o.

Como ¢ € [0, 7] logo sen ¢ > 0 e |.J| = p? sen .
Entao

/ /[[ f(z,y,2) dedydz

= ///f(p sen ¢ cosf, p sen @ sen B, p cos @) p? sen @ dpdpdd.
DI

Embora o jacobiano se anule quando p = 0 ou ¢ = 0 ou ¢ = 7, a férmula
de mudanca de varidveis é ainda véilida porque o conjunto de pontos onde
tal se verifica tem medida nula.
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As coordenadas esféricas utilizam-se sobretudo quando o dominio de in-
tegragdo D é simétrico em relagdo a um ponto (centro de simetria).

As superficies p = k sao esferas centradas na origem.

As superficies # = k s@o planos verticais contendo o eixo OZ.

As superficies ¢ = k s@o cones circulares com o eixo de simetria coinci-
dente com o eixo OZ.

O exemplo seguinte pode ser considerado como uma demostracao para
a férmula conhecida do volume de uma esfera:

Exemplo 5.4.3 Cualcular o volume de uma esfera de centro na origem e

TAL0 T.
A equacdo da superficie esférica é dada por 2 + y? + 22 = r2, sendo a sua
projeccdo no plano XOY uma circunfereéncia de equacio x® + y* = r2.
Como o sdlido tem simetria em relagdo & origem, pode utilizar-se coorde-

nadas esféricas e calcular o volume apenas num octante:

r Vr2—gZy\/r?—a?—y?

V = 8/ / / dzdydz
0

2

0 0

™

s
T o2 2 T o2

= 8///,02 sencpdgodﬁdp://p2 dfdp
000

00

4
= /p272T dbdp = §7rr3.
0
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5.5 Exercicios

1. Calcular os integrais triplos:

a b c

a) ///(:c—i—y—i—z) dzxdydz, a,b,c > 0;
000

a x Y

b) /// (xyz) dzdydz,a > 0;
00

0
c) / / / (:Uy223) dxdydz, onde S € o sélido limitado pela superficie z = xy
S

eosplanosy=z,x=1e 2z =0;

d) /// l+x4+y+ z)_3 dxdydz, com S o sélido limitado pelos trés planos
S
coordenados e pelo plano z +y + z = 1.

2. Calcular o volume dos sélidos pelas superficies dadas, utilizando
integrais triplos:

a) pelos cilindros z = 4 — %, z = y? + 2 e pelos planos = —1 e x = 2;

b) pelos paraboléides z = 22 +y2, z = 22 +2y? e pelos planos y = z, y = 2z
exr=1;

c) pelos paraboldides z = 22 + y%, z = 222 + 2y, pelo cilindro y = 22 e o
plano y = .

3. Calcular o volume dos sélidos limitados pelas superficies indicadas,
utilizando integrais triplos e uma mudanca de varidveis conveniente:

a) pela esfera 22 + y? 4 22 = 4 e pelo paraboldide 22 + y? = 3z;
b) pela superficie de equagao (:132 +4% + z2)2 = a3z, a > 0;
c) pela esfera 22 +y?+ 22 = r? e pelo paraboléide 22 + 4% = r2 —2zr, 2 > 0;

d) pelas esferas 22 + 32 + 22 = 1, 22 + y> + 22 = 16 e por 22 + ¢% = 22,
r=0,y=0,2=0,comx>0,y>0ez>0.



Capitulo 6

Integrais de superficie

Os integrais de superficie sao, em muitos aspectos, andlogos aos integrais de
linha, sendo a integracao estendida a uma superficie em vez de uma curva.

6.1 Definicao

Definimos anteriormente os integrais de linha mediante a representacao
paramétrica para a curva. Andlogamente, definiremos integrais de super-
ficie por intermédio de uma representacao paramétrica da superficie.

Recorde-se que se entende como superficie o lugar geométrico definido
por um ponto que se move no espago com dois graus de liberdade. Daf que
as equagoes paramétricas das superficies necessitem de dois parametros.

Definigdo 6.1.1 Seja S = g(u,v), com g : R? — R3, uma superficie na
representacdo paramétrica descrita por uma funcdo g definida numa regido
D do plano. Considere-se uma fungdo escalar f : S C R? — R limitada em

S.

O integral de superficie de f sobre S representa-se por

ou//de

g(D)

[ [ #as=[[rteon]G:
g(D) D
89

sendo 2 X gg o produto externo dos vectores.

e calcula-se

195



196 CAPITULO 6. INTEGRAIS DE SUPERFICIE

6.2 Aplicagoes
6.2.1 Area de uma superficie

Note-se que a superficie nao é necessariamente plana.
Quando f =1, a expressao anterior escreve-se

9= [ res=[[a-

Se S é dada explicitamente por uma fungao da forma z = f(x,y), pode
tomar-se x e y como pardmetros e entao

-V (G ()

e o integral é dado por

9= f [ ras= [ (5) (3

6.2.2 Centro de massa e momento de inércia

dudv.

5‘9

Se a funcdo f : R3> — R é interpretada como sendo a densidade de massa
de uma lamina delgada com a forma de .S, a massa total M da superficie

obtem-se pelo integral
Mz//f(w,y,Z) ds
S

O centro de massa ¢ o ponto (7,7, z) com coordenadas definidas por

TM = /S/:z:f(x,y,z)dS
pM = [[y sy ds,
S
zZM = /S/zf(:c,y,z)dS
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O momento de inércia I, de S em relagdo a L é definido por
IL = //52(‘Tay7 Z)f(!E,y,Z) dSv
S

sendo d(z,y, z) a distancia a L de um ponto denético da superficie.
Exercicio 6.2.1 Para a esfera x> 4+ y? + 22 = r2, calcular:

a) a drea da superficie esférica;

b) a massa e o centro de massa, supondo a densidade constante;

c) o momento de inércia em relagao ao plano XOY .

Resolugao: a) Calculemos a drea por dois processo:
1° processo : Utilizando a representagao paramétrica da superficie esférica

x =7 cosf cosy
y=rsen  cosy
z =1 sen @,
com 6 € [0,27] e p € [—%, f%} , temos a funcao
g(0,0) = (r cosf cosp,r sen O cosp,r sen @) .
Calculando o vector dado pelo produto externo
x Y z

—rsen f cosp 1 cosf cosy 0
—r cosf sen o —r sen @ sen © 1 cosyp

99 . 99
90 " 9p

= (7“2 cos@ cos® p, % sen O cos? , T2 cosp sen <p)

€ a Sua norma

HggxgiH = /1% costp+ 1t cos?p sen? ¢

= /rt cost o+ rt cos? g sen? ¢

= /1t cos2 =12 |cos .
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Entao a area sera

a(S)

3 or
//7"2 |cosp| dS = 2//r2 cos ¢ dfdp
S 00
bl
= 47Tr2/ cos ¢ dp = 4mr?,
0

2° processo : Escrevendo a fungao de uma forma explicita: z = 4+/r2 — 22 — 32
Restringindo-nos apenas a parte positiva

r r2—z2 2 2
a(S) = 2/ / b — ) 4 —L— dydz
72— 32 — 42 2 — 22 — 2

—T /2 _ g2

r VT aE
r
= 2/ / T2_x2_y2dyda:
—r /T2

Passando para coordenadas polares

2 r 2

a(S)z?//rdpd@zZr/rd9:47rr2.
/rZ 2
00

0

b) Para k£ > 0,

M://kdszk//dszzm?k.
S S

Atendendo aos eixos de simetria as coordenadas do centro de massa terao
que ser (0,0,0). A titulo de exemplo calculemos Z :

zM://zde:k
S

2T
rsen ¢ (r? |cosy|) dOde.

\wh\

[NIE



6.2. APLICACOES 199

Como ¢ € ]—g,g[ entao cosp > 0, pelo que
3
4mrr?

27r sen ¢ cos @ dp

N
I
\w\:ﬁ

(VB

sen (2¢) dy =0.

I
3
\w\:ﬁ

|
(VB

c) A distancia de um ponto genérico da superficie esférica ao plano XOY é
dada por z. Assim

Ly = //z2k ds =
S

= orkr?

27
/T sen?p cos p dfdy
0

N‘*\ S

sen?p cos p dfdy

\w\ﬂ

2rkrd L4
= 7r37‘ [Sen?’go] 2 =

us
2

47rl<:r4
7

6.2.3 Fluxo de um fluido através de uma superficie

Antes de mais recordemos alguma nomenclatura:

Considera-se um fluido como um conjunto de pontos ou particulas.

A cada particula (z,y, z) atribuimos um vector v(z, y, z), que representa
a sua velocidade, construindo-se assim a funcao velocidade da corrente do
fluido.

A velocidade pode, ou néo, variar com o tempo. Consideraremos apenas
fluxos estaciondrios, isto é, fluxos para os quais a velocidade v(z,y, 2)
depende apenas da posicao da particula e nao do tempo.

Designemos por p(z,vy, z) a densidade (massa por unidade de volume)
do fluido no ponto (z,y, 2).

Se o fluido é incompressivel, a densidade p é constante. Se é com-
pressivel, tal como num gds, a densidade pode variar de ponto para ponto.
Em qualquer dos casos, a densidade ¢ uma funcgao escalar associada a cor-
rente do fluido.

O produto da densidade pela velocidade representamo-lo por F, ou seja

F(z,y,2) = p(z,y,2) v(z,y, 2),
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¢ uma funcao vectorial chamada densidade do fluxo da corrente, que tem a
mesma direccdo que a velocidade e as dimensoes

massa distancia

X
unidade de volume  unidade de tempo
massa

unidade de drea x unidade de tempo’

Por outras palavras, o vector densidade do fluxo F(z,y, z), diz-nos quanta
massa do fluido, por unidade de 4rea, passa pelo ponto (z,y, z) na direcgao
de v(x,y, z) por unidade de tempo.

Seja S = g(D) uma superficie paramétrica. Em cada ponto de S desig-
namos por n o0 vector unitdrio normal com sentido igual ao vector g—z X %,
isto é,

‘@X@

ou ov
O produto interno F'-n dd a componente do vector densidade do fluxo
segundo n.
A massa do fluido que passa através de S, na unidade de tempo, na
direcgao e no sentido de n, define-se pelointegral de superficie

//F-ndS://F[g(u,v)]-n
D

(D)

n =

dg _ g

Exemplo 6.2.2 Seja S a semi-esfera z? +y*>+22=1,2>0¢ F(z,y,2) =
(z,9,0). Seja n o vector normal unitdrio exterior a S. Calcular o valor do

integral de superficie //F -n dS, utilizando:
S

a) A representagao vectorial
g (p,0) = (sen ¢ cosb, sen 6 sen p,cosy),
com 6 € [0,27] e p € [0,5];
b) A representacao explicita z = m
Resolugao: a) Como

Fg(¢,0)] = (sen ¢ cosf,sen 6 sen ¢,0),
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99
&P

entao

/S/F-ndS

b) Utilizando

x Y z
. 99
cosf cosp sen 6 cosyp —sen @
00
—sen 6 sen ¢ cosf sen 0

= (sen290 cos @, sen 0 sen?p, sen ¢ cos <p) )

= //F[g(cp,@ <§9xgg> dipdt

[ (sen ¢ cos @, sen 9 sen ¢,0) - d0dy

sen @ cosf,sen 0 sen’p,sen ¢ cos cp)

sen’p dfdp = 27 [ sen3yp dyp

O\M\z\ O\M\:\
O\m\a

/
/

INE]

2 + 1 cos? !
= T | — COS — COS = —T.
PTRNT3

afungao z = f(z,y) = /1 — 22 — y? temos g(z,y) = (x,y, V1— 22 —y2)

com —1<zx<le-1<y<1.

Neste caso

pelo que

/S/F-ndS

Ty =z

9 99 |y o or|_(_9f _9f,

ox Oy 01? 9 ay’ )’
Y
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Passando para coordenadas polares
1 27

02 ; P
F-ndS = // dod :27r/d
/S/ 00V1_p2p ' 0”1_p2p

1
4
= 271'/2,0\/1 — p?dp =

—T.
3
0

6.3 Teorema de Stokes

O Teorema de Stokes relaciona um integral de superficie com um integral
de linha, generalizando o Teorema de Green:

Teorema 6.3.1 Seja S = g(D) wma superficie paramétrica simples e requ-
lar, com D uma regido do plano UOV limitada por uma curva de Jordan T,
seccionalmente regular.

Admita-se que as componentes de g admitem derivadas parciais de 2* ordem
continuas num conjunto aberto contendo D UT.

Considere-se C' = g (I') o grifico definido por uma fungao a(t). Entdo tem-se

C/F-da:/s/(rotF)~ndS

Exercicio 6.3.2 Determine, utilizando o Teorema de Stokes, os integrais
curvilineos:

a) /(y +z,z4+z,x+y) - da, em que I' é a circunferéncia resultante da
r

interseccio de x% + y? + 2% = a®

comz+y+z=0;
b) jg (:Ey2, T, z) -da, sendo T' a superficie limitada pela circunferéncia x2 +

T

y? =12

ez=0.

Resolugao: a) /F cda = // (rot F)-n dS = 0 porque
r D
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b) Como

Yo 8

rot F' = :(0,0,1_2$y),

8 Jow
w Yo w

Ty

yf(:ny%m,z) cda = // (rot F)-ndS

I D
r Vr2—x?

= / / (0,0,1 —2zy) - (0,0, 1) dydz.
S hraE

entao

Passando para coordenadas polares

r 27T

f(ny,x,z) cda = // (1—2p2(3059 sen H)pdé?dp
00

r
T

2
= /277,0 - % [— cos(20)]5™ dp = mr?.
0

6.4 Teorema de GGauss ou Teorema da divergéncia

O Teorema de Gauss, ou Teorema da divergéncia, exprime uma relagao entre
um integral triplo estendido a um sélido e um integral de superficie tomado
sobre a duperficie fronteira desse sélido.

Teorema 6.4.1 Sejam V um sélido limitado em R3 por uma superficie
fechada S e n o wvector normal unitdrio orientado para o exterior de S.
Se F é uma funcdo vectorial continuamente diferencidvel definida em V,

tem-se
///(divF)dxdydz = //Fn ds.
% S

Exemplo 6.4.2 Calcular o fluxo de F(x,y,z) = (z,y,2) para o exterior do
cubo C formado pelos planos x = 0, y = 0 O,z=1,y=1ez=1,
utilizando o Teorema da divergéncia.

?Z:
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Resolugao: Assim

/ F-ndS = ///(divF)dmdydz
S
= 0///3 dxdydz = 3.

0

— Q

Exemplo 6.4.3 Determinar o fluxo de F(x,y,z) = (vz,xy,yz) para o exte-
rior da superficie S, situada no 1° octante e formada pelo cilindro x +y* =

r2 e 0s planos x =0,y =0, 2=0, z = h.

Resolugao: Graficamente

rVr2—z2 h

/S/F.ndS://S/(divF)dxdydz—/ / /az—i—y—l—z dzdydz.

0 0
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Passando para coordenadas cilindricas:

r 3 h
//F-ndS = /// (pcosf + p sen O + z) p dzdfdp
S 00

H 2
— //[ (cos @ + sen 6)4—};4 dfdp
0
= /<2hp +p)dp—hr2<23r+7;h>.

0
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6.5 Exercicios
1. Determine uma parametrizacao para:

a) a superficie de revolugdo de um cone de altura b > 0 e gerado pela recta
z=x,y=0;

b) a superficie esférica de centro na origem e raio r;
c) a superficie definida por z + 2y + 3z = 4;

d) a superficie caracterizada em coordenadas rectangulares por z2 + y? +
22 =16 Az > 0;

e) asuperficie caracterizada em coordenadas rectangulares por z24y%+22 =

16 ANy <O0;

2. Determine em coordenadas cartesianas (rectangulares) a condigao
que define:

a) a superficie definida parametricamente por

r=Uu
g(u,v) = y=v ,

2 =Vu? +v?
para (u,v) € {(u,v) € R? : u? +v? < 1};
b) a superficie definida parametricamente por

T =1 COSV
g(u,v) =¢ y=usenv ,
z=u

para (u,v) € {(u,v) ER?: 0 <u<1A0< v <27}
c) a superficie definida parametricamente por
T =1u COSV

gu,v) =¢ y=usenv |,

Z:U2

para (u,v) € {(u,v) ER*:0<u<1A0<v<2m};
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3. Calcule a integral de superficie

//azy ds,
S

com S a superficie cilindrica 22 4+ y2 =4 e -1 < 2z < 1.
4. Calcule a drea da superficie S definida por z = 22 + y? com z < 1.

5. Calcule o fluxo do campo de forcas

F(r,y,2) =z €1+y €a2+2 €3

através da superficie S definida por z = 1 — 22 — 4% A z > 0 orientada para
fora.

6. Mostre que o valor do fluxo do campo de forcas F(z,y,2) = z €3
através da superficie esférica S definida por z2 + 42 + 22 = 9 orientada para
fora, é 36m.

7. Considere a circunferéncia C de equacio z? + y? = 4 limitada su-

periormente pela superficie S de equagao z — 4 = — (x2 =+ y2) e um campo
vectorial F(x,y,z) = (ﬂszy, yz,xz) .
Mostre que
fﬁy dr +yz dy + xz dz = // (—y, —Z,—CL‘Z) -n dS = 4m.
C

8. Transforme o integral de linha

/nyz dz + zy? dy + (z + 2) dz
c

num integral duplo, sabendo que C' é a circunferéncia de centro na origem
e raio R.

9. Determine o trabalho efectuado pelo campo vectorial

2

F(x,y,2) =2 €1 +4xy® €9+ yz €3

numa particula que percorre, no sentido positivo, o contorno do rectangulo
situado no plano z = y de vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,3,3) e (0,3, 3).
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10. Determine, utilizando o Teorema da divergéncia, o integral de su-

perficie
//F(:z:,y, z)-n dS,
S

para as superficies e campos vectoriais indicados:

a) S é a regido limitada pelos planos coordenados e pelos planos z = 1,
y=1lez=1,com F(x,y,z2) = (2:5 — z,xQ,—m,ZQ) .

b) S é aregido limitada pelo cilindro z = 4 — 2?2 e pelos planos y = 5, XOY
e XOZ, com F(z,y,z) = (a:?’ + sen z, x%y + cos z, em2+92) i

c) S ¢ aregido limitada pelo cilindro circular reto 22 +y%= 4 e pelos planos
z=0e¢z=23, sendo F(x,y,2) =23 €1 +1y> €2+ 2> €3.



