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Resumo

Como professora de matemdtica, com experiéncia no Ensino Secunddrio, tenho
constatado que os alunos revelam bastantes dificuldades de compreensdo, aquisigdo e
aplicacdo dos conteiidos trigonométricos. Também os conteidos de trigonometria dos
actuais manuais escolares do ensino secunddrio ndo sdo suficientes para aqueles alunos
que pretendem seguir estudos superiores nas dreas da Fisica, da Matematica, da
Engenharia,... Este trabalho destina-se essencialmente a esse grupo de alunos, mas
também pode servir de material de apoio a professores do Ensino Bésico/Secundario

que queiram enriquecer e aprofundar os seus conhecimentos nesta area.

Ao longo deste trabalho, propomos uma forma alternativa de apresentagdo deste
tema, pensamos que deste modo os alunos possam compreender “como, donde e

porqué” aparecem as relagdes trigonométricas.

Classificamos e analisamos em profundidade equagdes trigonométricas, com a
finalidade de propor abordagens diferentes de resolugdo, umas tipicas outras originais.
Analisamos desigualdades trigonométricas e sistemas de equagdes trigonométricas
utilizando métodos de resolugdo distintos. Apresentamos versdes distintas de
demonstragdes para as mesmas afirmagdes, e apresentamos problemas de Geometria, de
Topografia e de Fisica, mostrando desta forma a aplicagdo prética da Trigonometria.
Finalizamos este trabalho com a apresentagdo de algumas relagdes trigonométricas na

teoria dos Nimeros Complexos.

Palavras-chave:  equagbes  trigonométricas  homogéneas,  equagdes
trigonométricas simétricas, desigualdades trigonométricas, fungdes trigonométricas

inversas, método de extremo, nimeros complexos.



Essay Title: an approach to analyse, classify and solve problems which

involve trigonometry. Examples of its practical use.

Abstract: As a mathematics teacher, who has been working with Secondary

School students, I have noticed that students have many difficulties in understanding
trigonometric contents. The contents related to trigonometry that are presented, in
modern textbooks adopted by Secondary Schools are not enough for those students who
intend to take a degree in areas in field of physics, mathematics and engineering. This
study is essentially intended for the above-mentioned students, but it can also be used as
a support material for a secondary school teachers who want to enrich and increase their

scientific knowledge in the field of trigonometry.

This project suggests an alternative way to introduce the topic so that student can

understand “how, from, where and why” trigonometric relationships appear.

Trigonometric equations are classified and examined deeply in order to suggest
different approaches for their solution, typical ones and original others. Trigonometric
inequalities and systems of trigonometric equations of special types are also analysed
using different solution methods. Different versions of demonstrations for the same
statements are presented as well as problems of Geometry, Topography and Physics,
with the purpose of showing the practical use of trigonometry. This project ends with

the presentation of some trigonometric relationships in the theory of Complex Numbers.

Key-Words: homogeneous trigonometric equations, symmetric trigonometric
equations, trigonometric inequalities, inverse trigonometric functions, method of

extreme, complex numbers.
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Introducao

A escolha do Tema

Como professora de matemdtica, com experiéncia no ensino secunddrio, tenho
vindo a analisar ao longo dos anos, o aproveitamento dos alunos do décimo primeiro
ano, e tenho constatado que a percentagem de insucesso neste ano de escolaridade é
maior no primeiro periodo do que nos periodos seguintes, precisamente porque no
primeiro periodo se lecciona o tema: “Trigonometria”. Os alunos revelam bastantes
dificuldades de compreensao e aquisi¢do dos contelidos trigonométricos.

Penso que, este “insucesso” na trigonometria é um problema que se generaliza
a muitos estudantes. Serd “culpa” dos alunos, que ndo estudam? Serd dos manuais
adoptados pela escola, que ndo estimulam ao raciocinio? Serd que os professores
também tém parte dessa “culpa”?!... Ndo sei... Apenas sei que a Trigonometria ainda
é um “bicho de sete cabegas” para muitos estudantes.

Penso que os conteiidos de trigonometria dos actuais manuais escolares do
ensino secunddrio do nosso Pais ndo s@o suficientes para os alunos que pretendem
seguir estudos superiores nas dreas das Matemdticas, Engenharias, Fisicas, entre
outras, onde algumas das disciplinas pressupem que os alunos conhecem e sabem
aplicar as férmulas trigonométricas e ainda que conhecem a natureza e a esséncia

destes conceitos matemdticos.



Nas fontes disponiveis, ndo encontrdmos nenhuma ”Sebenta” de Trigonometria,
construida com uma sequéncia de capitulos que apresentasse versdes diferentes de
demonstracdes para as mesmas afirmacoes; ¢ mostrasse abordagens alternativas
para a resoluciio do mesmo problema de modo a promover o aprofundamento de uma
cultura cientifica e técnica de forma a constituir um suporte cognitivo e metodolégico.

E que sdo precisamente demonstracdes e ndo afirmacoes de teoremas que
educam para a cultura matemitica e ddo uma ‘“chave” ao saber resolver
problemas por raciocinios.

Por tudo isto, justifica-se a escolha do tema e os “moldes” de apresentagdo do
trabalho.

Por um lado, um dos objectivos deste trabalho, é propor uma forma alternativa
de apresentagdo do tema e mostrar uma variedade de questdes que incluam os conceitos
trigonométricos, tentando deste modo que os alunos compreendam “como, donde e
porqué” aparecem as relagGes trigonométricas; e mostrar também que as férmulas “ndo
caem do céu” e sintam a perfei¢do e o fascinio do tema e se deixem “apaixonar pela
trigonometria”.

Neste trabalho propomos uma abordagem ao estudo profundo e detalhado de
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algumas questdes principais desta 4drea da matemdtica. Esta abordagem ‘i
trigonometria” é baseada numa andlise cuidadosa e metédica dos conteiidos
considerados, assim como a fase da procura da solugdo e depois a aplicagdo dos
resultados obtidos. Mostramos também exemplos de aplicagdo utilizando abordagens
diferentes, tais como, método de indugio matemadtica, aplicagdo da teoria de extremos

de uma fungdo de duas (ou uma) varidveis, entre outras na resolugio de problemas

geométricos.



Neste trabalho, sdo demonstradas através de abordagens diferentes as férmulas
trigonométricas principais, apresentando-se em seguida, exemplos diversificados de
aplicag@o dessas férmulas na resolugio de problemas.

Por outro lado, outro dos objectivos deste trabalho, é mostrar a importancia de
analisar em profundidade problemas aparentemente complicados, ensinar o aluno a
“conceder tempo a si préprio para poder pensar’; desenvolver neste o rigor, 0 espirito
critico e a criatividade e ensind-lo a procurar e a descobrir ideias, concepgdes €
métodos de resolugdo para cada problema que lhe € apresentado.

Para além disto, tentar estimular no aluno; o desenvolvimento a raciocinios
especificos; ensinar-lhe a fundamentar adequadamente todos os passos, para que estes
possam desenvolver demonstragdes distintas e atraentes; e contribuir para que possa ter
uma atitude positiva face ao tema.

Deste modo, pretendemos inspirar nos “leitores” o gosto € o prazer pela
trigonometria. O trabalho é composto por 8 capitulos.

Nos priliminares do trabalho incluimos um pequeno apontamento histérico e
apresentamos também de forma muito resumida, algumas defini¢des bdsicas, pois 0s
manuais escolares utilizados pelos alunos no ensino bésico/secundério j4 demonstram

com rigor essas nogoes.

Capitulo 1 - Demonstragdes das propriedades
Este capitulo est4 dedicado as demonstragdes das férmulas da soma e diferenga
de dois angulos; as férmulas da bissecgdo e da duplica¢do do 4ngulo; as férmulas de

adi¢do e subtrac¢do de senos e co-senos e as férmulas do produto de senos e co-senos.



Apresentamos uma versdo diferente para a demonstra¢io geométrica da férmula
do co-seno da diferenca de angulos que pretende ser original relativamente 2

bibliografia consultada.

Capitulo 2 — Aplicacao das propriedades

A melhor forma de os alunos interiorizarem os conceitos tratados no capitulo
anterior, € fazerem exercicios, se possivel bastante distintos uns dos outros.

Neste capitulo aplicamos as referidas propriedades em igualdades
trigonométricas € na simplificagido de expressGes. Mostramos ainda que estas férmulas
ndo se aplicam s6 na Matemdtica Elementar mas também se aplicam na Matemdtica
Superior. Apresentamos exemplos de algumas formas de integrais envolvendo fungdes
trigonométricas cuja sugestdo de resolugdo € usar as férmulas demonstradas no capitulo

anterior.

Capitulo 3 - Equacgbes trigonométricas

No inicio deste capitulo apresentamos uma pequena abordagem 2s fungdes
circulares inversas.

Definimos as fung¢des trigonométricas inversas do seno, co-seno, tangente € co-
tangente no intervalo onde sdo vélidas e complementamos depois estas defini¢des com a
apresentag¢do dos respectivos graficos.

Em seguida, com recurso aos grificos das fungdes trigonométricas apresentamos
a defini¢do de equagdes trigonométricas elementares. Estes gréficos sdo construidos no
programa “Autograph-3”.

Estudamos vdrios tipos de equagdes trigonométricas ndo elementares,

classificando-as, nomeadamente em;



- equagdes formalmente redutiveis a equagdes do 2° grau;
- equagdes lineares em senx € COSX;
- equagdes homogéneas;
- equagdes simétricas;
- resolugdo de equagdes por andlise;
- outras equagoes trigonométricas;
apresentamos abordagens diferentes, umas conhecidas outras originais, de propostas de
resolugdo baseadas numa anélise profunda da equag¢@o a considerar.
Depois de resolvermos uma destas equagdes por dois métodos distintos

formulamos o valor mdximo de senx + cos x.

Algumas das equagdes propostas apresentam um nivel de dificuldade bastante

elevado. Finalizamos o capitulo com a apresentag@o de uma aula pratica.

Capitulo 4 - Desigualdades trigonométricas

Este capitulo é dedicado a resolugdo de desigualdades trigonométricas, na
maioria das vezes, utilizaremos as propriedades das fungdes trigonométricas tais como a
periodicidade e a monotonia das fungdes nos respectivos intervalos.

Na resolugdo das desigualdades trigonométricas elementares propostas neste
capitulo, recorremos a utilizagdo dos grificos das fungdes trigonométricas pois este
“caminho” praticamente garante evitar erros, permitindo visualizar os dominios dos
intervalos em que a inequagdo tem significado. Utilizamos também com 0 mesmo
sucesso o circulo trigonométrico.

Propomos ainda duas abordagens diferentes para resolucdo de desigualdades
trigonométricas, uma baseada no método de indugdo matemitica e outra na teoria de

extremos de uma fungdo com duas varidveis.



Capitulo 5 - Sistemas de equacdes trigonométricas

Para um aluno resolver correctamente sistemas de equagdes trigonométricas, é
necessdrio conhecer as propriedades existentes, demonstradas no capitulo 1, saber
aplic4-las correctamente, trabalho realizado no capitulo 2 e claro, ter um bom dominio
tanto em equagdes trigonométricas (capitulo 3) como em equagSes algébricas.

Neste capitulo propomos 6 exemplos de aplicagdo de sistemas de equagdes onde
vamos apresentar propostas de resolu¢a@o originais.

Alguns dos exemplos propostos apresentam um grau de dificuldade elevado.

Capitulo 6 - Problemas geométricos

Pensamos que sdo justamente demonstragdes e ndo afirmagdes de teoremas que
educam a cultura matemdtica, por isso neste capitulo mostramos abordagens diferentes
e bastantes interessantes para demonstrar o teorema dos senos € o teorema dos co-senos.

Propomos trés problemas geométricos cujo método de resolugdo serd
inevitavelmente com recurso ao teorema dos senos e ao teorema dos co-senos.

A resolugio de um destes problemas geométricos conduziu-nos a uma
propriedade dos tridngulos arbitrdrios que apresentamos como teorema sobre a
disposicdo da bissectriz, da altura e da mediana relativas a0 mesmo vértice num
tridngulo arbitrario qualquer.

Os grificos apresentados neste capitulo s3o construidos no programa

“Geometer’s Sketchpad 4.05”.



Capitulo 7 - Aplicacdes a problemas de Topografia e Fisica

Este capitulo acaba por ser uma continuagio do capitulo 6, uma vez que € a
aplicagio prética do teorema dos senos e do teorema dos co-senos, sé que aplicados a
problemas envolvendo situagdes reais.

Propomos dois problemas de Topografia e um problema de Fisica, os quais estdo

a0 “alcance” dos alunos do ensino secunddrio.

Capitulo 8 - Relagdes trigonométricas na teoria de Numeros Complexos

Para finalizar este trabalho, apresentamos também algumas questdes de um tema
relacionado com a Trigonometria — “Nimeros Complexos.”

Mostramos, através de alguns exemplos de aplicagdo, que algumas das férmulas
trigonométricas estudadas no capitulo 1, (férmulas da adigdo e subtracgdo, formulas do
arco duplo, férmulas da bissec¢do e formulas de transformacdo logaritmica) sao
utilizadas aquando da resolugio de problemas envolvendo niimeros complexos.

Apresentamos as férmulas de Euler, a forma exponencial dos nimeros
complexos e a férmula de Moivre cujas demonstragdes, é claro, sdo construidas com

recurso as relagdes trigonométricas mencionadas.






Preliminares

§ Apontamento histérico

Nos tridngulos podem considerar-se seis elementos principais: trés lados e trés
angulos. Se trés desses elementos forem conhecidos, um deles necessariamente um
comprimento, entdo o tridngulo fica definido, o estudo dos tridngulos nesta perspectiva
conduziu ao que hoje se denomina por Trigonometria, que, do ponto de vista
etimolégico, significa “medida dos tridngulos”.

Da estreita relagio entre Astronomia e Trigonometria, resultou que se
desenvolvesse inicialmente a chamada Trigonometria Esférica - os lados dos
tridngulos eram curvas desenhadas sobre uma superficie esférica - e s6 depois surgiu a
Trigonometria Plana. Com o passar do tempo a trigonometria libertou-se da astronomia
e viu o seu campo de acgdo cada vez mais alargado.

Os primeiros indicios de rudimentos da trigonometria surgiram tanto no Egipto
como na Babil6nia, a partir do cédlculo das razdes entre nimeros e entre lados de
tridngulos semelhantes. Consta que Thales de Mileto (624-548 a.C) terd medido a
altura de uma das pirdimides do Egipto. Mas a trigonometira aparece no século V a.C.,
com Hipécratas de Quios, que estudou relagbes entre arcos de circunferéncia e
respectivas cordas.

No século III a.C., Arquimedes de Siracusa, na sequéncia do trabalho
desenvolvido para calcular o perimetro de um circulo, dado o raio, calculou o
comprimento de grande ndimero de cordas e estabeleceu algumas férmulas
trigonométricas. Ainda neste século, o astrénomo grego Eratéstenes de Cirene, um dos

directores da Biblioteca de Alexandria, foi o primeiro homem a tentar medir a
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circunferéncia de um planeta, conseguiu demostrar de forma experimental que a Terra é
redonda.

No século IT a. C. ¢ atribuida a Hiparco de Niceia (190-120 a. C) a autoria das
primeiras tibuas trigonométricas, introduziu também na Grécia a divisdo do circulo em
360° de cada grau em 60 minutos e de cada minuto em 60 segundos, sistema jd antes
inventado pelos Babil6nios.

Mas foi Ptolomeu (85-165) astrénomo grego do século II d.C., quem
influenciou de forma marcante o desenvolvimento da Trigonometria, durante muitos
séculos. A sua obra Almagesto contém, por exemplo, uma tabela de cordas
correspondentes a diversos angulos, por ordem crescente € em fungio da metade do
angulo, que € equivalente a uma tabela de senos, bem como vérias proposi¢des usadas
na Trigonometria actual. Naquela obra compilou os conhecimentos existentes na época
sobre Astronomia e Trigonometria e que os matemiticos Arabes retomaram e trouxeram
para e Europa através de Espanha. Durante 6 séculos, Almagesto representou a mais
importante fonte de consulta para os astrénomos de todo o mundo.

As primeiras referéncias e utilizagdes do seno de um angulo registaram-se em
trabalho de matemdticos hindus. Arybhata, por volta do ano 500, elaborou tabelas
envolvendo metades de cordas que ndo sdo mais que tabelas de senos e usou jiva para
designar o Seno. Esta mesma tabela foi reproduzida, em 628, no trabalho do matematico
€ astrénomo indiano Brahmagupta (598-670).

Entre 850 e 929, o matematico drabe al-Battani adoptou a Trigonometria hindu,
introduzindo uma preciosa inovagio — o circulo de raio unitério.

Os matemdticos drabes trabalharam com senos e co-senos. Abu’l-wafa (940-
998), cientista drabe que viveu na regido que hoje corresponde aos paises Irdo e Iraque,

elaborou, seguindo um método préprio, novas tdbuas de senos, chegando as 8 casas
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decimais, enquanto Ptolomeu apenas apresentara 3 e escreveu também uma verséo
simplificada do Almagesto.

Foi o contributo de Regiomontanus (1436-1476) que, ao apresentar em 1464 no
seu livro De triangulis Omnidomis, resultados tanto ao nivel da Trigonometria esférica
como plana, permitiu o desenvolvimento desta tltima; enunciou vérios teoremas, sendo
um deles, o actual teorema dos senos.

Na Astronomia, a teoria Heliocéntrica de Copérnico (1473-1543) segundo a
qual a Terra daria uma volta completa em torno do seu eixo € uma volta anual em torno
do sol desencadeou uma revolugio na Ciéncia, na Filosofia e na Religido. Publicou De
lateribus et angulis triangulorum (1542), a base da demonstragio da sua teoria
revoluciondria que se tornou um dos marcos na construgio da ci€éncia moderna.

Deve-se a Rhaeticus (1514-1576) a introdugdo das secantes na trigonometria

Europeia e os cdlculos do sen(nf) em termos de senf, que foram retomados e

aperfeicoados por Jacques Bernoulli, em 1702.

Com os Descobrimentos, surgiram vdrias situagdes problemdticas que exigiram
resolugio rdpida, Pedro Numes (1505-1578), grande vulto da Histéria da ciéncia
portuguesa desenvolveu conhecimentos técnicos necessérios a navegagdo, actividade de
crucial importincia para o nosso pais, naquela época. Notabilizou-se pelos seus
trabalhos em Geometria e Trigonometria Esférica tendo publicado o importante Tratado
de Esfera.

No século XVI, a aplicagdo da Trigonometria na resolugio de problemas
algébricos é feita pelo matemdtico francés Viéte (1540-1603), que fez recurso
sistemdtico ao circulo trigonométrico e 2 aplicagdo da Trigonometria na resolugio de

problemas algébricos.
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Sir Isaac Newton (1642-1727) também deu a sua contribui¢do a trigonometria
pois, paralelamente aos seus estudos de célculo infinitesimal apoiados fortemente na

geometria do movimento, trabalhou com séries infinitas, tendo expandido arcsenx em
séries e, por devolugdo, deduzido a série para senx. Além disso, comunicou a Leibniz

a férmula geral para senx e o cosx surgirem como nimeros e ndo como grandezas.

No entanto, foi s6 com o matemadtico sui¢o Leonhard Euler (1707-1783) que se
introduziram as notag¢Ses apropriadas para o desenvolvimento da Trigonometria, na sua
obra denominada Introductio faz o estudo analitico das fungbes trigonométricas que
veio a ser fundamental ao estudo de fenémenos periédicos, como, por exemplo,
vibra¢des, movimentos ondulatérios e planetdrios.

A ligag@o efectiva da Trigonometria 2 Anélise s6 viria a ser feita pelo
matemdtico francés Fourier (1768-1830), pode-se afirmar que a importincia da
trigonometria aumentou no inicio do século XIX com o aparecimento das séries de
Fourier, o que permitiu utilizar a trigonometria para estudar as vibragdes e os
movimentos periddicos.

Actualmente a trigonometria tornou-se um ramo da matematica cujas aplicagdes
ultrapassam o calculo de comprimentos e de amplitudes de angulos. As funcdes
trigonométricas intervém no estudo de movimentos oscilatérios, de propagacio de
ondas, varia¢do de intensidade de movimentos da corrente eléctrica... Sio indmeras as
areas onde a trigonometria tem aplicagdo, por exemplo na medicina, as ecografias
funcionam através de ondas cuja propagagdo se define através de fungdes
trigonométricas. Também o som, a luz, a electricidade, o electromagnetismo, as ondas
hertzianas (do rddio e da televisdo) sdo fenémenos ondulatérios estudados com recurso

a trigonometria.
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Para qualquer valor possivel do dngulo @ corresponde um e um sé valor para
cada uma das seis razdes consideradas, as quais, por este facto, sdo fungdes univocas do

dngulo a . A estas fungdes chamamos fungdes trigonométricas ou fungdes circulares.

Sinais das fun¢bes circulares
Como vimos na defini¢do das fungdes circulares intervém, as coordenadas x e
y dum ponto P, e também o raio vector r, isto €, a distdncia da origem ao ponto P.

Como por convengdo, a distdncia r € independente de sinal, temos que os
valores das fungdes circulares tem sinais positivo ou negativo em fung¢io dos sinais das

coordenadas x e y.

Apresentamos no quadro seguinteos sinais das fungdes circulares:

Quadrantes | seno | co-seno | tangente | co-secante secante | co-tangente
| + + + + + +
14 + _ _ + - -
i - _ + - - +
v - + _ _ + -

Periodicidade das fungdes circulares
Diz-se que uma fungdo f € periddica, de periodo p, se existir um nimero real
p talque f(x + p) = f(x) para qualquer que seja x pertencente ao dominio de f(x).
Ao menor valor positivo de p que verifica a condigdo f(x+ p)= f(x),

chamamos periodo positivo minimo.
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ou seja,
1g’a+1=sec’a.

Facilmente se mostra também que 1+ cot g’ =cosec’a com a # kx.

Fungoes circulalies des angulos de 30°, 45° ¢ 60°
Seja AB um arco da circunferéncia de centro O. Consideremos um sistema de

€ixos cartesianos ortogonais de origem no centro O tal que o eixo das abcissas seja

perpendicular a corda (figura 11).

A
y
Entdo temos que,
- a5
sen£=l—wﬁ donde sen£=——2——— >
2 r 2 r x
€ portanto  sen Ld =£ & AB= 2r.sen£.
2 2r 2

figura 11

AB éolado do hexagono regular inscrito.

Neste caso a = 60° e assim % =30° portanto AB =2r. sen30°.

Visto que, o lado AB do hexdgono € igual ao raio, obtemos que
r=2r.sen30° & sen30° = %

A partir do sen30°, facilmente se calculam,

cos 30°=§ e tg30°=i3—§-.
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Seno: Soma de dngulos

Considere-se um cfrculo com raio igual 2 unidade ¢ @e S éngulos positivos
com vértice no centro O do circulo tal que @+ S < % . Entio,

sen(a + f) = sena .cos S+ sen B . cosax .
Demonstragdo:
Seja AB o segmento de recta perpendicular a wm raio do circulo
trigonométrico, Eﬁ;
Seja BCo segmento de recta perpendicular ao segmento OC - contido no semi-
eixo positivo Ox ;
Seja BD o segmento de recta paralelo ao eixo das abcissas e perpendicular ao

segmento de recta AK - paralelo ao eixo das ordenadas.

y
qumm——

figura 1.1

Seja o tridngulo AOBA rectangulo em B, designamos por £ZAOB = #, entdo
podemos dizer que OB=cos8 ¢ AB = sen B.
O triangulo AOKE rectingulo em K ¢ semelhante ao trisngulo AAEB

rectanguloem B.
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Dados dois pontos A(x;,y,) e B(x,,y,),a distdncia entre eles, é dada pela

férmula;

AB = \/(x2 —xl)2 + (y, —yl)z .
Seja P(1,0), aplicando a férmula da distancia entre dois pontos, temos:
PB’ ==[cos(a'+ B - 1]2 +sen*(a+ f) =

=cosz(a'+,8)—2.cos(a'+,8)+l+ sen’(a+ f) =2 -2.cos(a +)

2
CA" =(cos f~cosa) +(-senf - senax)’ =
= cos’ f—2cos Bcosa +cos’ a + sen’ B+ 2senfBsena + sen’a =

=2-2cosa.cos B +2sena.sen

Ao igualarmos as duas expressdes, temos PB’ = az, logo

cos(a+ff) = cosa.cos f — sena.sen B (1.2)

Tangente: Soma de Angulos
Para todo o 4ngulo @ + B que cumpra a condigdo cos(a + B) 20, temos

sen(a + B)
1g(a+ f)y=——-2
8 2 cos(a + )
atendendo as férmulas deduzidas anteriormente (1.1) e (1.2) podemos escrever

senq.cos f + sen 3.cosx
cos@.cos B — senat.sen 8’

tgla+p)=

Dividindo ambos os termos da fracgdo anterior por cosa.cos 8, com cosa #0

e cos B # 0, obtemos

iga+igf

tg(a+'8)=1—tga’ % p (1.3)
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Sendo o co-seno uma fungdo par, donde cos(— £) =cos S e o seno uma fungio
impar, donde sen(—pf) =—sen 8, obtemos,
sen(a— ) =sena.cos f — sen S.cosa (1.4)
Procedendo de modo andlogo para a diferenga de co-senos, temos
cos[a + (=B ] = cosa.cos(—p) — sena.sen(—f3)
cos[a + (-B)]= cosa.cos f —(—sena.sen ),
Assim,

cos(a—pf) = cosa.cos f + sena.sen 8 (1.5)

Para a diferenga da tangente, vamos também proceder de modo an4logo

sler(pl=EECD

Sendo a tangente uma fung&o impar, donde 1g (- ) =—tgf, entdo

_ gy 8-
g(a=p) l+tga.tgf (1.6)

Outras abordagens para o Co-seno: Diferenca de Angulos

Sejam os dngulos @ e B angulos, respectivamente £ AOQ e ZMOQ
conforme a figura 1.3. Os pontos A e M resultam da intersecgio dos segmentos OA e
oM, respectivamente, com a circunferéncia. Os pontos P, T e R pertencem ao

segmento OM . Entdo, temos
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Pelo tridngulo APQT: PT =TQ.senf8 sen = %

sabemos,
AT = AQ - TQ = sena - TQ

Pelo tridngulo ATAR:

TR TR e —
senp === < senp=————= TR=senf.senax — sen 5. TQ.
A AT A sena —TQ A A

Obtendo-se o comprimento PR,
PR=PT +7TR = E.senﬂ + sen fB.senc — sen f.TQ = senf3.sencx .
Logo,
OP + PR = cosa.cos B + sena.sen B

cos(a—f) = cosa.cos B + sena.sen 8 (1.5)

Este resultado também se pode demonstrar recorrendo ao produto escalar de dois
vectores, esta abordagem € seguida em alguns dos manuais escolares actuais do ensino

secunddrio.

Demonstragdo:
Consideremos para isso, num circulo trigonométrico, dois vectores u ev,
aplicados na origem, sendo @ e B, respectivamente, as amplitudes dos dngulos que

eles fazem com o semi-eixo positivo Ox.
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2tg

_ 1.12
1+ 1g°a (1.12)

sen 2 =

(1.12) é vélida para todo o angulo @ que cumpra a condigdo cos’a#0 ou

cosa # 0 eportanto @ # (2k + 1)% rad .

ii) analogamente, fazemos o mesmo para cos 2&,

cos’ a — sen’a

2 2
cos“a — sen“o 2
cos 2 = —; — & cos 2a = zcos @ - (com cos’a # 0),
cos’ @ + sen*a cos’ a + sen’«
cos’ o
donde,
1-13'a
cos 20 = — 82 (1.13)

l+tg°x

Bissec¢ao do angulo
) a
Comecemos por determinar cos 5 :

Considerando2a = a, podemos converter a férmula do angulo duplo (1.8)

cos’ a — sen’a =cos2a em
cos? 2 — sen* 2 = cosa. (1.14)
2 2
E verdade que
cost 2 4 sen*2 =1 (1.15)
2 2
adicionando membro a membro as igualdade (1.14) e (1.15) obteremos

2cos2% =1+ cosa, donde
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se dividirmos ordenadamente as igualdades (1.21) e (1.19), obtemos

gl =2 (1.22)

2 1+ cosa

E se dividirmos também ordenadamente as igualdades (1.20) e (1.21), obtemos

=1—Lsa' (1.23)

1g a
2 sena

§ 1.3 Formulas de adicao e subtraccao de senos e co-senos

O objectivo deste ponto 1.3 €&, precisamente, fransformar certas expressdes
trigonométricas noutras equivalentes, mas que sejam logaritmicas, dai que estas

férmulas também sejam conhecidas como formulas de transformagdo logaritmica.

Soma e Diferenca de Senos

Vamos considerar as férmulas do seno da soma e da diferenga de dois angulos:

sen(a + f) = sena.cosf + sen . cosa
sen(a— f) = sena.cos f — sen B.cosax.
Designemos @+ f=p e a— f=¢q, entdo pela adigdo e subtracgdo ordenada

destas duas igualdades podemos obter

A
2

_pP-4q
F==

Agora, substituindo estes valores de @ e £ nas férmulas do seno, obtemos:

senp=senp+q.cosp‘q+senp_q.cosp+q
2 2 2

senq=senp+q.cosp_q—senp_q.cosp+q
2 2 2 2
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§ 1.4 Féormulas do produto de senos e co-senos
Produto dos co-senos

cosa.cos f = % [cos(@+ B) + cos (@ - B)]

Observando o segundo membro da igualdade verificamos que temos a soma e a
diferenca de dngulos para o co-seno, férmulas (1.2) e (1.5) respectivamente.

Assim considerando o segundo membro, temos

% [cos(@+ p) + cos(a- B)]=
= % [cosa cos B — senasen B + cosacos B + sena sen f |=

—;— .2cosa.cos f= cosx.cos f§
Logo,
cosa.cos B =% [cos(a+,3) + cos(a—ﬂ)]. (1.28)

As duas férmulas que a seguir se apresentam sdo obtidas de modo andlogo a

anterior.

Produto do seno pelo co-seno

sena.cosfB = % [sen (a+ ) + sen (a—,B)] (1.29)

Produto dos senos

senc . sen B = % [cos (a-p) - cos(a+,B)] (1.30)
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Na segunda classe as Igualdades Trigonométricas do tipo A = B, mas em que

os dominios das expressdes A e B s@o distintos. Sdo exemplo para esta segunda classe:

+
tgx = 1 , tg(xiy)=w, sen2x=&§—-,
cotgx 1F¥gxtgy 1+1g°x
2
cos2x=1 tgzx e 1g2x= 2tg,: .
1+1g°x 1-1g°x

A seguir apresentamos exemplos de aplicagdo de algumas igualdades
trigonométricas de modo a proporcionar um bom dominio na aplicagdo das férmulas

trigonométricas demonstradas no capitulo anterior.

§ Exemplo de aplicacéo 1

Mostre aigualdade (senx)™ + (g x)™ = cot g% .

Resolugdo:
oS . ..
Sabemos que (g @) = . Além disso temos,
sena
- 1 l4+cosx
(senx)" + (tgx)' = ———= .
senx

Ao numerador aplicamos a férmula do co-seno da bissecgdo do dngulo (1.16)

o ’1+cosa
cos—== | ———
2 2

que € equivalente a 20052% =1+ cosa por (1.19) e no denominador aplicamos a

férmula do seno para a duplicagio do angulo (1.7), sen2a =2.sena.cos .






Entdo, conhecemos: 1+ cosx = 20052% pela férmula (1.19), assim,

7z 3 T 3 7z 3
sen?l —+ —«a 2sen| —+ —a |.cos| —+ =
A= 4 2 _ 4 2 4 2

1+ cos| Z -3¢ 20052(2-20'
2 4 2
Reparamos que, z —ga + il + 2a' -z de onde
4 2 4 2 2

Z—ga' =Z |z + 2a' ,entdo pelas fungbes complementares obtemos,
4 2 2 \4 2

7z 3 T 3 7z 3 7z 3
2sen| — + —a|.cos| — + —« 2sen| —+ -al.cos| —+ >«
_ 4 2 4 2 ) 4 2 4 2 )_ o (7[ 3a)

T 3 - T 3 8T T2
2c08t| Eo|Z 424 2sen2(—+—a)
2 4 2 4 2

§ Exemplo de aplicacio 3

1
Mostre a igualdade sen2a.(1+tg2a.tga)+M=tg2a+tg2(£+c—z).
1-sena 4 2

Resolugao:
Vamos simplificar um dos termos da equagdo recorrendo as fungdes
complementares e aplicando as férmulas (1.20) e (1.19) respectivamente no numerador

e denominador,

y 1 J(7 «
l-cos| —+a« 2sen’| — + —
1+ sena 2 _ 4 2)_ 2(£+g)
1= sena 1+cos(%+a) 2cos2( %

R
+

Substituindo na equag@o inicial obtemos

sen2a.(1+1g2a.tg ) + tg 2(% +%) =1g 2a+tg2(%+%), isto é equivalente a
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4y

figura 2.1

Por definigio de tangente de um angulo, temos 1g @ = AP e por defini¢do

defini¢do de seno de um angulo estabelece-se que

4
sena = ——g_. .

OP

Pelo teorema de Pitdgoras, tem-se

OP =1+1'a = OP=\1+1a.

o s g tiga
Procedendo a substitui¢do, sena = g: o sena = g

P \/1+tgza.

§ Exemplo de aplicacio 5
Mostre que a igualdade ndo é vilida qualquer que seja o angulo £.

senf3. sen2f3.sen3f =1

Demonstragao:

Aplicando as propriedades comutativa e associativa da multiplicagfo, temos
sen f.sen2f.sen3f = sen2f.(sen f.sen3p).

Pela férmula do produto dos senos (1.30) tem-se que,
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1+ cosdx = 20052(%) X

Notar que +/ cos’ 2 =|cos2a]. Assim,

2 2 2
A: = = .
\/2+\/2(1+cos4a‘) ‘/2+‘/400522a \/2+2|0052a|

Como 0<a< g temos que 0 <2a < 7, o que implica que

cos2a, 0<2a <

2

(SRR

|cos2a|=

- cos22a, —72£< 2 <.
Portanto, quando 0 < & £ % e por (1.19) tem-se

2 2 2 2 1
- J 2+ 2cos2a - J 2(1 + cos2a) ~ Jacosla 2|cosa|  cosa’

Por outro lado quando % <a< g e por (1.20) temos

B 2 _ 2 _ 2 _ 2 1
V2-2cos2a  2(1-cos22) |[4sen’a

L ) cosa’ 4
Logo a expressdo simplificadaé: A=
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h( h h)
sen—| COS— .COSX — senx. sen—
2 2

=},l_l;% _’-l_ =
2
sen — h h
por (2.1) = lim 2 » lim ( COS— .COSX — senx.sen—) =
Ay N h—0 2 2
2

. h ) h

=1x1lim cos—.cosx — lim senx.sen — =cos x.cos() — senx.sen() = cosx.

h—0 2 h—0 2
Logo,

d(senx)
dx

COS X.

Como as derivadas das fungdes circulares (co-seno, tangente e cotangente) vao

ser deduzidas a partir da derivada da fungdo y=senx, n3o fazemos as suas

demonstragGes.

§ 2.5 No calculo de Integrais

As férmulas trigonométricas tem um vasto campo de aplicagdo quer nas
Matematicas elementares quer nas superiores.

Para simplificar o cdlculo do integral das seguintes expressdes:

Icosmx.cosnxdx; Isenmx.sennxdx e Isenmx.cosnxdx.

Podemos aplicar as férmulas do produto dos co-senos, do seno pelo coseno e dos

senos, (1.28), (1.29) e (1.30) respectivamente:

Icosmx.cos nxdx =% I[cos(m +n)x + cos(m—n)x]dx;
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Isenmx.cosnxdx =% I[sen(m +n)x + sen(m—n)x]dx;

Isen mx.sennxdx =—;— “— cos(m + n)x + cos(m—n)x]dx;
Exemplos:
i) jcos 4x.cos7x dx ii) jsen x.sen3x dx iii) jsen3x.cos 2x dx

Vejamos a resolugio do exemplo iii)

§ Exemplo de aplicacio 1
Determine jcos 2x.sen3x dx.

Resolugao:
Neste caso tentamos reduzir o integral do produto para um integral de soma de
integrais imediatos.

Aplicando a férmula do produto do seno pelo co-seno (1.29),
sena.cos ff = %[sen(a + B) + sen(a - ,B)] e
sabemos também que o integral da soma ¢ igual a soma dos integrais, entdo,
jsen3x.cos2xdx = 1 I( senSx + senx)dx = 1 IsenSx dx + 1 jsenx dx.
2 2 2
Sabemos da andlise que Isen u.du=-cosu+C e d(Ax)= Adx, assim tem-
se que,
1 1
— IsenSx dx + — jsenx dx =
2 2

=ij‘sen5x d5x + l jsenxdx =- L cosSx + l cosx |+ C.
10 2 10 2

Para simplificar o cédlculo do integral que apresente a forma I sen"x.cos™ xdx

onde as poténcias de senx e cosx sdo nimeros naturais € pares normalmente, usa-se
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, l-cos2x 2 1+cos2x
sen"x=———efou cos“  x = ——
2 2
Exemplos:
i) jsen4x dx; ii) jsen ‘x.cos 2x dx; iii) j cos* x dx.

Vejamos a resolugio do exemplo iii)

§ Exemplo de aplicacio 2
Resolva o integral Icos" x dx,

Resolugao:
Quando queremos reduzir o grau de uma fungdo podemos usar as férmulas

1—cos2a =2sen’a e 1+ cos2a =2cos’ .

Entdo,

2
Icos“ xdx= I(cosz x)Vdx = (ﬂ;&) dx donde obtemos,

2
1 cos2x+ S 2% |y = jldx +jcos2xdx + ljcos,22xdx.
4 4 4 4

Voltando a aplicar a férmula 1 + cos2a = 2cos’ &, entdo a expressdo é igual a

lx+lsen2x+l J‘wdx =Z4 sen2x+£+isen4x+c=
4 2 4 2 4 2 8 32
3 sen2x sen 4x
=—x+ + +C.
8 2 32

§ 2.6 No Estudo de uma Funcio

Com o objectivo de estudar a fung@o

f(p)= \[cos2 @+ a.sen’@ + Jsen2¢ +a.cos’¢p emque a>0



54

necessitamos do seguinte resultado.

§ 2.6.1 Lema:

Seja x+ y a soma de duas varidveis. Se x + y =c ,isto é, se a soma de duas
varidveis é uma grandeza constante entdo o produto destas (x.y) tem o seu valor
mdximoem x=1y.

Demonstragao:

Como x+y=c € equivalente a y=c—x também é verdade que
xy = xc—x". Queremos o miximo de (x.y) ou seja queremos o valor maximo de

f(x)=xc—-x.

A derivada de () é f'(x)=—-2x+c , assimf'(x)=0 quando

x=Sm y=E.
2 2
Mostramos que x.y tem o seu valor mdximo quando x = y.
Voltando novamente vamos encontrar o valor mdximo da fungio
f(@)= \/cos2 @ +a.sen’p + \/sen2¢ +a.cos’p emque a>0

Vamos em seguida fazer o estudo da fungdo f(¢).
Resolugao:

Como f € sempre positiva, vamos encontrar o valor maximo do quadrado da
nossa fungao.

f2(@)=cos’ @ + a.sen’@ + sen’@ + a.cos’ @ + Z.J (cos® @ + asen’p). (sen’@ + acos’ p)

=l+a+2 \/(cosz @ + asen’P).(sen’@ + acos’ )
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Ora, 1+ a é constante, ent3o esta expressdo tem o valor maximo quando

J (cos’> @ + asen’).(sen’ 9 + acos’ @) (2.2)
tem também o valor miximo.

Analisando (2.2) verificamos que temos o produto de dois factores cuja sua

soma é 1+ a (constante).
Queremos o valor maximo do produto, cuja soma dos seus termos € constante.
Seja x =cos’@ +asen’¢p € y=sen’p +acos’p ,temos o valor maximo

quando
2 2 . _ 2 2 2 2, _ 2 2
Cos“ @+ asen“@ = sen"®p + acos” ¢ & cos” @ — sen“® = a(cos” ¢ — sen” Q).
Pela férmula (1.8) sabemos que cos2a = cos’ @ — sen’a, assim,

cos2¢p—acos2¢=0 & cos2¢.(1-a)=0 & cos2¢=0 v a=1.
A N T kr ~
A primeira vista, as solugdes sdo (0=Z+7em que keZ ou entio a=1.

Se a=1 entio f(@)=1+1=2, obtemos uma fun¢do constante, nesta

determinagdo o seu maximo ndo faz sentido.
~ T krm g
Se cos2¢ =0, entdo @ = 1 + EX em que ke Z, como a fungdo € periddica,

basta encontrar 0 mdximo para um tnico valor de ¢ . Entdo

f z =\[cos2£+asen2£ +\/sen2£+ac082£.
4 4 4 4 4

. b4 2 .
visto que, senz =cosz = 7 , concluimos que,

V4 » T 2 T , , T 2 T ,1+a
—|=.cos“ — + en — + — 4+ 0SS — =2 —_— = 2 +1 .
f(4) J 2 asen 2 sen 2 acos 2 2 ,/ (a+1)

Logo, a fungdo tem um maximo para y = ,/ 2(a+1).

N
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cotg (arccotgy)=y, ye R e arccotg(cotgx)=x, xe€ ]O,ﬂ[.

Deste modo, existe uma fungdo inversa de y =cot g(x), definida em todo R e
cujo contradominio ¢ ]O,ﬂ[. Essa fung¢do € definida por x=arccotgy e 1&-se “arco
co-tangente de y ”.

Um leitor atento repara, por exemplo, que a escolha dos dominios das fungdes

y=senx e y=tgx, que garantem correspondéncia univoca € mantém o

contradominio, tem o nimero infinito de possibilidades, por exemplo V k inteiro,

Se y = senx temos que x € [Qk;l)” , (2k ; l)zz:l

Se y =tg x temos xe}(zk;“” , (2k;1)7r[.

Vejamos a seguir um exemplo aplicando as fungdes trigonométricas inversas.

§ Exemplo de aplica¢iao

Simplifique a expressd@o, sem recorrer a tabelas:

e raeeo s Jramesal g
A =cos| arccos| sen— | + arccos| cos— |+ arcsen| — | |.
10 5 5

Resolucgado:

Designemos por B e C as seguintes expressoes,
/4 4
B :arccos( senmj e C=arccos (cos?).

Com a ajuda das férmulas das fun¢des complementares podemos simplifica-las,

e assim, B= arccos(cos%) =—, porque % elo,x].
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A fungio co-tangente € periddica, se cotg x = a também cot g (x + k%) = a.
Assim,
cotg x=a & x=arccotga+nm,ae R,ne Z 3.7

cotg x=—a &S x=m—arccotga+nrx (3.8)

Os zeros destas duas fungbes sdo as abcissas dos pontos de encontro da
tangentdide e da co- tangentdide com o eixo das abcissas e atendendo a sua
periodicidade, estas fungdes admitem uma infinidade de zeros. Temos que x =a € zero

da fungdo f(x)=y se f(a)=0.
T 3z
Temos x =0; x=7 e x =27 no caso da tangente e x = E e 7 no caso da co-
tangente. Entdo a expressio geral dos zeros é:
/4
x = kx paraatangente ¢ x =(2k + 1)5 para a co- tangente.

Como em cada um dos quadrantes as fungdes y =tgx e y =cotgx cresceme

decrescem, respectivamente, concluimos que estas ndo admitem nem méaximos nem
minimos.
Observamos que as fungdes y=2gx e y = cotgx sio fungdes continuas em

todo o seu dominio de existéncia, isto é, para todo o x real que verifique,

respectivamente, as condi¢des:
/4
x¢(2k+1)5 e x#krx.

Observamos também que a fungdo y =rg x € a Unica fungfo trigonométrica que
€ crescente em todo o seu dominio ¢ a fungdo y = cot g x € a Gnica que é decrescente

em todo o seu dominio.
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§ 3.2.2 Equacoes Trigonométricas nao Elementares

Neste ponto, vamos considerar vdrios tipos de equagdes trigonométricas ndo

elementares e mostrar abordagens diferentes para as resolver.

§ Equacoes formalmente redutiveis a equagoes do 2° grau

A resolucdo de algumas equagdes trigonométricas pode fazer-se depender da
resolugdo de equagdes do 2° grau, desde que se exprimam numa sé funcgio todas as

fungdes trigonométricas que nela figuram.

2

Vamos considerar que a fungdo auxiliar é, por exemplo, sen(x), entdo a
equacdo reveste a forma
az’+bz+c=0 [com z=sen(x)].
E desta forma, ficamos dependentes da resolugdo das equagdes elementares:
sen(x)=z, e sen(x)=z,.

Em que z, € z, sdo as raizes da equagdo a z°+b z+c=0

§ Exemplo de aplica¢ao

< 13
Resolva a equagdo  sen’x.tg x + cos” x.cot g x + senx.cosx = ——

443"

Resolugao:

senx

Cos X - e
e cotgx= , aequacdo anterior € equivalente a
COSX senx

Como tgx=

sen’x cos’x
+

13
+ senx.cosx = T .

cos X senx 43

Reduzindo a expressdo ao mesmo denominador temos,
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13
(sen’x)* + (cos? x)? + sen’x.cos’ x = —= sen x.cos x
43

transformando o primeiro membro da igualdade num caso notével,

2 2 .N2 13 2 2
(sen“x + cos” x) ——Esenx.cosx+sen X.cos"x &

o sen’x.cos’ x + £senx.cosx =1 fazendo t =senx.cosx = sen(2x)
443
Assim,
P, 120
443
o< L.
2

Resolvendo a equagdo do 2° grau, obtemos as raizes:

J3 4B

t=— vV =
3

Como |f|<= , s6 uma das solugdes é admissivel, assim a equagdo proposta

N | =

pode-se substituir se pela equagdo elementar

sen(2x) _ NE) V3

— & 2x)=—
5 2 sen(2x) >

(—1)".arcsen§+-’12—”, neZ &

por (3.1) a solugdo é x = %

o x=@E)"Z+I2Z
6 2
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§ Equacdes Lineares em sen(x) € cos(x)

Uma equagdo diz-se linear se nesta figuram apenas somas e produtos de
constantes e varidveis do 1° grau. Como consequéncia se estas varidveis sdo sen(x) e
cos(x), entdo ela serd linear sen(x)e cos(x).

Seja entdo a equagdo linear: a sen x + bcosx=c onde a,b e ce R
(i) Quando c=0e a,b#0

Se cos(x) =0 entdo a sen x + bcosx=c reduz-se a sen(x) =0 ou seja,

x=§+k7r A XxX=kTx

o que € impossivel, daqui deduzimos quecos(x) # 0 assim, podemos dividir ambos os
termos da igualdade por cos (x), e tem-se,

senx Cosx

+b

COSx Cos x

0 & atgx+b=0 & tgx=—i
a

b f
S Xx=arc tg (—— +nw n é um inteiro qualquer.
a

(i) Quando c#0 e a,b#0 vamos aplicar o método do Angulo auxiliar.

1° Passo: Apresentamos a sen(Ax)+ b cos(Ax)=c e dividimos por x4 #0

2 sen (Ax) + Bcos Ax)= <
Hu Hu

Tentamos expressar € — como Seno e co-seno (ndo tem que ser por

a
H H
esta ordem), de um angulo auxiliar de modo a obter uma das férmulas das somas dos

senos € dos co-senos, isto &,

sen(@tAx)ou cos(@=x Ax).
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) a b -
Consideremos: —=sen@p € —=cos¢ ouentdo
H H
b a .
—=sen¢p e —=cos@ assim @ pode expressar-se de um dos
y7;
. a b
seguintes modos: @ =arc sen — =arc cos —
H H

a b
ou @=arc cos —=arc sen —

)7 )7

Como explicitar a variavel u ?

Pela férmula fundamental da trigonometria sabemos que € vélida a igualdade

2 2
sen® @ + cos® @ =1 entdo também € vélida (E) + (BJ =1, claro que £ #0.
p) \p

Resolvendo a equagiio em ordem a 4, obtém-se: a* + b* = u*

L=t a*+p

¢ suficiente escolher u positivo pois trata-se de uma igualdade assim a equagdo
a b c
— sen (Ax) + —cos (Ax)=—
H H

reduz-se a

c

,/az b

<1 e a soma dos quadrados destes € 1,

sen (Ax) + ———=cos (Ax) =

a
Jat +b? J—
a b
Como ————=<1 e ————
Ja? + b’ Jai + b
entdo estes dois termos sdo seno e co-seno de um mesmo argumento ¢ pelas férmulas
(1.1) ou (1.4).

Assim a equagdo a sen(Ax) + b cos(Ax) = c reduz-se a

¢ ou cos (p—Ax) =

C
,/a2+b2 a’ +b*

sen (¢ + Ax)=
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2° Passo: Analisemos o segundo membro das equagdes anteriores.

- . N c
Por defini¢do de fungdo seno e de fungdo co-seno tem-se que, | —————(<1

\/az +b?
*se | c|> ya® +b* entdo a equacdio niio tem solugio.

*se | c| < ya® +b* pode-se continuar a resolver a equagdo obtendo-se desta forma,

uma equacio elementar.

Assim,

sen (¢ +Ax) = — (podia-se ter escolhido cos (¢ — Ax) = ¢

a’+b* Jat +b?

)

por (3.1) ¢+ Ax=(-1)"arc sen < +nw ,ne’Zz
\/a2+b2
& x= D arc sen —< —2+ﬂ ,he Z,

Jai+b® A A

a b
de acordo com, ¢ = arc cos — = arc sen — tem-se que,

a
@ = arc cos —
\/aZ +b

Nota: Claro que podiamos expressar seno em fungdo de co-seno ou vice-versa,

de acordo com a férmula fundamental da trigonometria, mas neste caso chega-se
sempre a uma equagdo irracional (senx = ,/ 1—cos’x ), que tem as suas dificuldades
especiais.

Também € sempre possivel utilizar uma substitui¢do universal
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1-1g2= 2tgi
COsX = —= Ou senx = 2

1+1g22 1+tg2§

onde se obtém-se uma fungdo f (tg %) que € bastante trabalhosa.

Assim, para este tipo de equagdes, a abordagem proposta foi a mais

aconselhavel.

§ Exemplo de aplicagdo
Resolva a seguinte equagdo 2cos (3x) + sen(3x) +2=0.

Resolugao:

Vamos utilizar o método do angulo auxiliar:
p= \a®+b*> , nestecaso u=y4+1 =5,  assim a equagdo reduz-se para

2

i

icos(3x) + 1 sen(3x) =—

5 5

) a
Considerando cos ¢ =—

N

e senp= = cos@p= e senp =

b
¥5 V5 V5

2 2
Repare-se que (i] + (%) =1. Fazendo as respectivas substitui¢des tem-

V5
SC:

cos @ cos(3x) + sen@ sen(3x) = —i & cos(@ — 3x)=—i

5 5

chegamos a uma equag@o elementar e por (3.4)

2
—3x=x| w—arc cos| = ||+ 2kx ke Z &
? [ (JEJ]

41)x=52¢l 7z'—arccosi +2k—7[,keZ.
3 3 5 3
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c

Logo a solugao da equagio é

2
arccos | —=

T — arc cos i +2kxm|, ke Z.
3 3

V5

Vejamos mais um exemplo de aplicagio deste método, sabemos que |senx <1

|cos x| <1, frequentemente acontece haver a necessidade de encontrar o valor

méximo da fungdo senx + cosx. Claramente, tem-se |senx + cosx| < 2 pois senx e

cosx nao podem para o mesmo argumento alcangar o seu valor maximo, isto é:

se senx =1 entdo cosx =0 ese cosx =1 entdo senx=0.

§ O valor mdximo da fung¢@o senx + cosx?

Vamos em seguida encontrar o valor méximo de senx + cosx.

Denotemos por u =senx + cosx e vamos utilizar dois processos distintos para

encontrar o valor maximo desta expressao.

Primeiro Processo:

Comecemos por aplicar o método do angulo auxiliar e a seguir a férmula (1.4).

b4
COS| ——Xx
(4 )

Entao,

=2 <2

|u|=|cosx + senx|= V2 %cosx+ —\/%senx

Assim concluimos que
|cosx + senx|< V2.
Pelas propriedades da fungdo mddulo tem-se

- 2Scosx+senx.<_s/5.

O valor maximo de senx + cosx é /2 quando x = % + 2k porque
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cos” (x) ou sen™ (x).
Temos que se cos(x)=0 € impossivel que sen(x)=0.
Assim, para cos(x)#0 podemos dividir os dois membros da equagdo por
cos™ (x) . Entéo,

cos ¥ (x).sen™ ™ (x)

A+Btg"(x)+C =0&
cos™ (x)
sen™ ™ (x)
S A+Brg"(x)+ C — =0
cos™ " (x)

& A+ Btg™(x) + Ctg " (x)=0.
Fazendo a substitui¢do zg(x) =t obtém-se
A+Bt"+Ct""=0Bt" +Ct"™* +A=0.
As raizes deste polindmio sdo as equagdes trigonométricas elementares do tipo

1g(x)=t, onde t, éraizdaequagiio A+ Bt™ + Ct"*=0.

§ Exemplo de aplicacio

6cos’ (2x) + 2sen’(2x)

=cos(4x).
3cos (2x) — sen(2x)

Resolva, em R, a seguinte equacéo

Resolugao:

Pela férmula (1.8) o segundo membro da equagio fica

6cos’ (2x) + 2sen >(2x)
3cos(2x)—sen(2x)

=cos’® (2x)—sen’ (2x).

Como o denominador nunca se anula tem-se portanto que
6 cos® (2x) + 2 sen® (2x) =(cos2 (2x) — sen’ (x))(3cos(2x) —sen(2x)) &

3cos’ (2x) —cos’(2x).sen (2x)—3 sen*(2x).cos (2x)+ sen> (2x) -
cos’(2x)

& 6+218° 2x) =
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cos’ (2x).sen(2x) _ 3sen’ (2x).cos(2x)

+12°(2x) &
cos® (2x) cos® (2x) g (2x)

o 6+218°x)=3-

& 6=3-1g(2x) - 3182 (2x) —1g°(2x) & 1g(2x) + 3187 (2x) +1g°(2x) +3=0.
Fazendo a substitui¢do y =tg(2x) obtém-se
y +3y2+y+3=0
& y(Y+D+3(P+D)=0 & (¥ +D.(y+3)=0.

z

Como o termo (y® +1) é sempre positivo entfio tem-se que y+3=0 ou
seja y=-3.
Chegamos entdo a uma equagdo trigonométrica elementar e por (3.6)
tg(2x)=-3 o 2x=—arc 1g3)+k7w, ke Z&

& x=—%arc tg(3)+%— , ke Z.

§ Equacoes Simétricas
Nesta secgiio chamamos equagdes simétricas em seno € co-seno as equagdes do
seguinte tipo:

f(cosx + senx;cos x.senx)=c

§ Exemplo de aplica¢ao
Resolva, em R, aseguinte equagdo sen(x).(1—cos(x) )? + cos(x).(1 - sen (x))*=2.
Resolugdo:

Com alguma facilidade se verifica que esta equagio € simétrica em relagdo ao
seno € ao co-seno. Assim,

sen(x).(1 —2cos(x) + cos? (x)) + cos(x).(1 — 2sen(x) + sen’(x)) =2
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& sen(x) — 2cos (x) sen(x) + sen(x).cos’ (x) + cos(x) — 2sen(x)cos(x) + cos(x) sen*(x) = 2

< sen(x) + cos(x) — 4sen(x).cos(x) + (sen(x) .cos(x)).(cos(x) + sen(x) )=2.
Uma abordagem para resolver este tipo de problema é designar por
u =cos(x) + sen(x).

u’-1

Donde se pode obter, u’=1+ 2cos (x).sen(x) & cos(x). sen(x) =

Assim, substituindo na equagio anterior temos,

w-1  u*-1

u—4 + u=2¢&
2

u3—u

S u-2ut+2+ =2 & 22u-4u+4+uP-u=4

& -4’ +u=06 uW-4u+1)=0 u,=0 v w-4u+l=0.
Resolvendo esta equagdo  u’ —4u +1=0 obtemos
/12:2—\/5 € ,u3=2+\/§.

Analisemos agora cada uma das trés solugdes da equagio.

1° Caso: Se u=0
cos(x) + sen(x)=0 o 1+1g(x)=0 o r1g(x)=-1 & x:—§+k7z,kez

2°Caso: Se u=2+ V3 e de acordo com o lema (3.2.2.1) temos que| ,u| <V2 e

deste modo concluimos que g, =2 + V36 impossivel.
3° Caso: Se /1:2—\/5

cos(x) + sen(x) =2 — \/5
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temos agora uma equagdo ji nossa conhecida estudada no ponto Equacoes Lineares

em sen(x) e cos(x),sendo assim

P 2 ()zzﬁ-zﬁﬁmos(%_x} 5 -Jf

— cos(x) + —sen(x
2 ) 2

por (3.3) —}—x=iarc cos(ﬁ—§}+2kzz, ke Z.

Logo as solucdes da equagdo sen(x).(1—cos(x))* +cos(x).(1 — sen (x))’=2
S={ —%+ kr; %i arc cos(«/_ —%J + 2krm, ke Z}-

Equacoes por “analise”
Este método consiste em observar atentamente a equagio em causa € com base

na observagdo chegar a todas as solugdes possiveis, vejamos um exemplo,

§ Exemplo de aplicagao

Resolva, em R, a equagio cos >"*' (x) +sen’™'(x)=-1, Vn,meN.

Resolugao:

1° anadlise:
Se cos(x)=—1 = cos”"'(x)=—-1 o queimplicaque sen’""'(x)=0.
Assim,

cos 2! (x) +sen*"*! (x)= —1 reduz-se a cos”*'(x)=-1 & x=w+2%7,keZ.
Se sen(x)=—1 = sen’™*'(x) =—10 que implica também cos***'(x) =0.

Assim,
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s 2n+1

co (x) +sen®™*'(x) = —1 reduz-se asen®"*' (x)=—1 < x=— %+ 2km, ke Z.

Ent3o, nesta primeira andlise temos que a equagio cos *"*' (x) +sen®™*'(x) = -1 ,

€ uma equagdo possivel sendo as suas solugdes,

xe {;: + 2k, —%+2k7r, ke z}

2° analise:

Vamos mostrar que nio existem outras solugdes:

Se cos(x) =1 = cos®™'(x)=1 ou se sen(x)=1 = sen™*'(x)=1
o que implica respectivamente,

sen”' (x)=—2 ou  cos™*!'(x)=-2

o que evidentemente torna a equagdo cos*"*'(x) +sen**'(x) =—1 impossivel.

3* andlise:
Se cos(x)=0 ou se sen(x) =0 implica respectivamente
sen*"*' (x)=—1 ou cos”(x)=-1.

Estas solugbes foram consideradas na primeira andlise.

4* andlise:
S6 falta analisar quando, |senx|<1 ou |cosxl<1 aqui excluimos

sen(x) =0 ou cos(x) =0 , visto que foi analisado anteriormente.
. 2n
Seja |cosx|<1 = |cosx] el > Icos 2"’L'(x)l <1.
Podemos considerar Icos 2"“(x)l como uma fun¢do f(n)=a" (exponencial)

onde, a=cosx,, <1  ousejaondeabase a<l.
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Neste caso, a"<a’ se n>?2 assim,
|cos 2nil (x)| <cos’(x), neN.

Analogamente se tem também,

2m+1

| sen (x)‘ < sen*(x).

Agora sabemos que  |cos?™*! (x)| <cos?(x) e que |sen’™'(x)|< sen®(x)
g q q

assim,

2n+l 2m+1(x)

CoS 2n+1 (x) +sen2’"+l (x) =1 I—ll=|cos (x) +sen

1= |cos2""l (x) + sen*™"! (x)| < |cosz""l (x)‘ + |sen 2m+l (x)|
< cos®(x) + sen’ (x) =1

obtemos que 1<1 o que ¢ um absurdo.

2m+1 2n+1
n

Consideramos todos os valores possiveis para se (x) e cos™ (x) eas

solucdes sdo apenas,

x=7 +2k7w ou x=— %+ 2k

Ora, acabdmos de demonstrar que

cos ! (x) +sen®*™*'(x)=—-1  é equivalente a cos(x)=—-1 v sen(x)=-1.

Vamos verificar também que,
cos(x) +sen(x)=-1 & cos(x)=—1 v sen(x)=-1,

ora, cos(x)+sen(x)=—1 ¢ cos(x)+1+sen(x)=0 por (1.19) e (1.7) tem-se,

o (525 5o e (G 5) )
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= cos£=0 \% cos£+sen£=04:>
2 2 2

+kx v 1+tg(%]=04:> X=X +2kn v tg(§)=—l =

(S
(ST

S x=m+2%km v i;—=—%+k7r & x=m+2km v x=—%+2k7r,kez.

Entdo podemos dizer que

S 2n+1

co (x) +sen”™'=—-1 &  cos(x) +sen(x)=-1

& cos(x)=—1 v sen(x)=-1.

Analogamente, se mostra que

cos ™ (x) +sen’™ (x)=1 & cos(x) + sen(x)= % 1.
Entdo vamos supor que:

secosx=1 = senx=0 & x=2kr ou

se cosx=—1 = senx=0 & x=x+2krm,keZ.

Assim, se

|cosx|=1 = sen™ (x) =0 = cos *(x)=1 cos(x)=tle x=kz, ke Z.

T
Se senx=1 = cosx=0 & x==+2knx ou

Se senx=—1 = cosx=0 o x=3—7r+2k7r

Assim, se

Isenx| =1 = cos”"(x)=0 = sen’"(x)=1 & sen(x)=tl&e x= z +kr, ke Z.
Agora s6 nos falta analisar quando,

|senx|<1 = |senx12m<1 ou |cosx|<1 :>|cosx12"<1

assim,
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x¢(2n+1)7z

,ne 7z,
6

excluimos as raizes “extras”.

Para tal %;ﬁ@ com k,ne Z entdo 3k #4n + 2.

O nimero 4n + 2 s6 se divide por trés quando n =3m + 1, me Z, portanto as
raizes “extras” definem-se pela condi¢do 3k =12m+6 < k=4m+2, me Z.

xk=%”,kez, k#4m+2, meZ.

Voltando a outra equagdo, ou seja 1—4cos3x.cosx =0. Podemos deduzir
cos(3x) com o auxilio das férmulas (1.2), (1.8) e (1.7), isto é,

cos3x =cos(2x + x) = cos 2x.cos x — sen2x.senx =cos> x — 3sen’x.cosx.

Portanto transformamos a equagéo!l — 4cos3x.cos x = 0 do seguinte modo:

4cos* x —12sen’x.cos’x = 1.

Agora a nossa equagio tem a forma de uma equagio quadritica em relagio a

cos2x.
4c0s’2x +2c0s2x —3=0

depois de substituir ¢ = cos2x obtemos 4t> + 2t — 3 =0 cujas raizes sdo,

A equagdo cos2x = ndo tem solugdes porque >1 jad a

-1-413 -1-413
4 4

V13 -1

equagdo cos2x = 2

tem solugdo e € a seguinte:

+kx, ke Z.

Vi3 -1
4
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Diga se as seguintes afirmagées sdo verdadeiras ou falsas:

V2

a) Cosx=% = x=7+2kﬂ', ke Z

b) Cosx=—£ =3 x=i(—£j +2kx, ke Z
2 6
c)Cosx=nx & x=-1x2knx, keZ

d) Senx=% = x=ii6z-+kﬂ, ke Z

e) Cotgx=§ & x=l+kx, ke Z

f) Senx=n o x=0+kx, ke Z

23

g) Cossz = x=iarccos23£+ 2k, ke Z

h) Sen 3,1c:l & x=—(-1) an Zn, ne Z.
2 3 6
Decorridos 15 minutos da aula, passou-se ao ponto seguinte da ordem do plano

da aula, apresentag@o do trabalho realizado em casa. Na aula anterior foi proposto para

trabalho de casa, a resolugdo da equagdo tgx — =1, aparentemente na opinido

cos x
dos alunos, a equagdo parecia trivial, mas o nosso objectivo consistia na aplicagdo do
maior niimero de métodos possiveis para a resolver.

Assim, constituiram-se trés equipas, devendo cada uma resolvé-la por dois
métodos distintos estudados nas aulas anteriores. Na aula anterior, a equagdo foi
analisada minuciosamente por todos os alunos que primeiramente a reduziram a uma

forma mais canénica, isto é senx — cosx =1, claro que, com dominio cos(x) # 0 ou
. T . , . . , o
seja x¢5+kﬂ. Ficou também decidido os diferentes métodos a utilizar por cada

equipa.
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As equipas fizeram a apresentagdo do trabalho de casa no quadro, mostramos a

seguir as diferentes resolugdes.

§ I° Método: Elevar ao quadrado ambos os membros
Resolva, em R, a equagio senx —cosx =1.
Resolugdo:

sen’x—2 sen xcos x+cos’ x = sen’x+cos’ x & 2senxcosx =0 & sen(2x)=0
z
& 2x=7n,neZ & x=§n,ne Z.

Atengdo! Este método pode levar a encontrar valores para x que nao satisfagam
a equagdo, assim a verificagdo das raizes € obrigatdria.

para n =0 = x =0 ora, se x =0 tem-se senx —cosx=—1#1.

Logo n nao pode ter valor zero.
r r .
paran =1 = x = —2— ora, se x = E tem-se senx —cosx =1 , o que € verdade,
para n =2 => x =7 oOra, se x = tem-se senx —cosx =1 , verdade,
3r 3r .
paran =3 = x = 7 ora, se x = 7 tem-se senx — cosx =—1#1 , o que é falso,

para n =4 = x =271 ,tem-se sen2x —cos2x =-1#1, logo n#4.

Verificamos que a partir de n=4 o ciclo repete-se, assim temos:
quando n=15,9,... istoé n=4k+1 ke Z= x=%+ U, keZ:

quando n=2,6,10,... istoé n=4k+2, ke Z= x=m+2kx, keZ.

Solugdo: x=7+2kx, k e Z.

Pois x =% + 27, k € Z nao faz parte do dominio.
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§ II° Método: Unicidade Trigonométrica
Resolva, em R, aequagdo senx —cosx =1.

Resolugdo:

Substituindo na equagdo cosx = i,/l — sen’x , obtemos

senx i\/I —sen*x = 1 senx — 1= iwfl—senzx =

& sen’x — 2senx +1=1-sen’x

& 2sen’x —2senx=0 & 2senx(senx-1)=0 & senx=0 v senx=1 &
/4
& x=m, neZ v x=5+27m,neZ.

Atengao! Foi efectuada uma elevagdo ao quadrado nos dois membros da equagio
logo a verifica¢do das raizes € obrigatéria.
i) Analisar a solugdo: x = /m
para n =0 = x =0 ora, se x =0 tem-se senx —cosx =—1#1, o que é falso,
para n=1 = x=x ora,se x =& tem-se senx — cosx =1 , 0 que € verdade,
para n =2 = x=27x ,tem-se sen2x —cos2x=—-1#1, logon#2,
para n =3 = x=37x=7x+ 27, tem-se senx — cosx =1 ,6 verdade.

Assim, para n =2k+1, k € Z,asolugdo x=m=n+2kn, ke Z.
ii) A solugdo x =—72£ + 2/m, n € Z ,néo pertence ao dominio.

Solucdo: x=7+2kx, ke Z.

§ III° Método: Método do angulo auxiliar
Resolva, em R, aequagdo senx —cosx =1.

Resolugdo:
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Dividindo ambos os membros da equagio por V2, obtemos:

1 1 T x V2
——senx——cosx=T (—4 senx.cosz— sen Z.COS.X?:T (—4

V2 V2

=3 sen(x—£)=g =3 x—%=(—l)"arcseng+7m,nez =3

o x=£+(—l)"£+7m,ne Z.
4 4

?

/4
Para n=0 tem-se x,= Z para n=1 tem-se x, =&, para n=2 tem-se
/4 . .
x,=—+27; para n=3 tem-se x; =37 e assim sucessivamente. Portanto, quando

n=2k, ke Z, a solugdo seria x =§ + 27, ke Z, ja vimos que ndo pode ser e

quando n=2k+1, ke Z,asolugdoé x=7m + 2knx, k € Z.

§ IV° Método: Método de decomposicio em factores
Resolva, em R, a equagdo senx —cosx =1.

Resolugao:

. 4 ~ /4
Visto que cos x=sen E—x entdo senx —cosx =1 < senx—sen E—x =1.

- +
P—4 cosp q.

Por outro lado por (1.25) tem-se que sen p—senq=2sen 5y >

Assim temos que

y/4
.cos—2—=1 = 2sen(x—§).cos§=l = ﬁsen(x—%)=l =

)

]

=

N

=

|

|||
5

)

=

|

BN

I

i

=
Q
3
]
]
+
8
S
m
N
)
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o x==+(-1) % + /m, n € Z , a partir daqui a resolucgio € semelhante ao método III.

4
Assim a solugio é:

x=x+2kx, k e€Z.

§ V° Método: Reducio a equacio homdgenea
Resolva, em R, a equagio senx — cosx =1.

Resolugdo:

Pelas férmulas (1.14) e (1.21) sabemos que cosx=cos2§—sen2% e

x x .
senx=2sen—cos—. Entdo,
2 2
x x ) X ) X ) X ) X
senx —cosx =1 @2sen500s——cos —+ sen 5=sen —+cos" = &

@2sen£cos£—cos2£=0 RS 2cos£ senf —cosf =0 &
2 2 2 2 2 2

o cost=0 v seni—cos£=0 = £=£+k7z \ tg£=1 o
2 2 2 2

8

&S x=x+2%knw Vv %=Z+k7r,kez o x=x+2kxr v x=§+2kfr,kez.

/4 ~ .z
Como x # E+k7r entdo asolucioé x =7+ 2kx, k € Z.

§ VI° Método: Substituicio trigonométrica universal

Resolva, em R, a equagio senx — cosx =1.
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Resolugdo:
2tg ad
Pelas f6érmulas (1.12) e (1.13) sabemos que senx =——-2—x e que
1+1g* =
82
1-1g* ad X
cos x=——2 . Observamos que o dominio da 7g — € igual a
1+1g° % 2

D, ={x: % ¢%+k7r, keZ ).

Seja entdo, x#x+ 2kx, k € Z e resolvemos a equagio,

x 2 X
2tg — 1-tg°—
2 X 2x 2.x
senx —cosx=1 & - =1 & 2tg——1+tg"—=1+18" - &
2 X 2 X 2 2 2
1+1g 5 1+1g )

=%+k7r,kez ®x=%+2k7r,kez,

mas esta solug¢do ndo pertence ao dominio.

Se x=7x+ 2kx, k € Z vamos verificar ainda se senx—cosx=1, assim

sen(m + 2kr) —cos(x + 2kx) = 0+1=1, entdo também x=x+ 2k, k€ Z é uma
solucdo da equagao.
x=m+2knx k e€Z.

Terminadas todas as apresenta¢des passou-se ao terceiro ponto do plano da aula,
realiza¢do de um Mini-Teste. O objectivo deste momento de avaliagdo, era ndo s6 o
registo por parte do professor dos progressos e das dificuldades sentidas pelos alunos
mas também que os préprios tomassem consciéncia dos seus avangos e/ou dos seus

CITOS.
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Assim, depois de analisados e discutidos os erros cometidos pelos alunos a
resolucdo correcta foi feita no quadro pelos préprios. A seguir apresentamos o Mini-

Teste efectuado com as respectivas respostas correctas.

Mini-Teste - Itens de Escolha Miiltipla

1. Calcular Arc cos(— %) .

@ -3 ®) 2 © -Z o =

2. Calcular Arctg g .

(A) % (B) szz © Z o) -=

o
[,

3. Resolver aequagido Cos mx=rx .

(A)-1 B) 0 ©) %1 D) g

?

4. Resolver a equagio Tg’x =3 ¢ x e [——% -;E] .

T T 2% 27
A3 ®) -3 © = ®) -

5. Resolver a equagio Tg’x =3 e x€ [0,7].

/4 T 2 2z
A) — B) —— C) — D) - —
(A) 3 (B) 3 ©) 3 D) 3
Respostas correctas:
Questao |1 2 3 4 5

Solugio | (D) | (C) (D) Ae® [A)e(©
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Ainda restavam 10 minutos para o fim da aula, o tempo suficiente para
distribuir a seguinte ficha de trabalho para casa e fazer uma breve andlise oral sobre

cada exercicio.

Ficha de Trabalho para Casa

Resolva as seguintes equagoes:

2
1. Cos§=a 2. Sen x=1+(x—-7-2[—J 3. 13senx? +8cosVx =25

4. sen’x + (1 —L)senx - —?=0.

V2

A semelhanca do trabalho de casa da aula anterior também o objectivo desta
ficha de trabalho era abordar outros métodos de resolugdo de equagdes trigonométricas.
Assim, oralmente, discutiu-se cada uma das equagdes. Passamos a descrever a

andlise feita pelos alunos e pelo professor acerca de cada um dos exercicios propostos.
2 o 'x
Exercicio 1: Cos—=a
3
-Seae ]—oo,—l [u]1,+oo[ a equagdo ndo tem raizes, isto é xe J;

-Se ae [—1,0[ entado — = i(/t—arccosa)+27m, neZex=..

d
3

-Seac ]O,I]entﬁo g (arccosa)+27m, neZex=..

w

x o e
- Se a=0 temos cos; =0 ... uma equagio trivial.

2
Exercicio 2: Sen x =1+ (x - %)

- Como resolver esta equagdo? — talvez graficamente...
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P 2
- Para sen(x) temos uma sinuséide e para 1 + (x - EJ temos uma pardbola com

. . . /2 ~
a concavidade voltada para cima e vértice no ponto (EIJ Fazendo a representagio
grafica de cada uma das fungdes verificamos que existe um nico ponto de intersecgio e
rd ” - ”
queé P|—,1{,assim x=—.
2 2
- ...ou entdo... o mdximo da fungdo sen(x) € 1, logo para a equagio ser possivel

T . T
tem-se que x—5= 0 ou seja x =E.

Exercicio 3: 13senx? +8cosvx =25
- SugestOes para a resolugdo desta equagdo? — Que propriedade das fungbes

trigonométricas podemos utilizar? — O contradominio das fungdes. ..

Assim sabemos que: —13 <13 senx’ <13 e que —8 < 8cosvx <8 , o valor

méximo de 13senx? +8cos/x € igual a 21... - logo a equagdo ndo tem raizes.

Exercicio 4: sen’x + (1 ——I—Jsenx - 72=O

V2

-Aceitam-se sugestdes!... - Parece complicada mas se for feita a substituigio

senx =y aequagdo apresenta-se da seguinte forma: y> +(1 —%) y - iz_z— =0.
- e agora?... ainda ndo estd fécil! ... E possivel aplicar as férmulas de Viette

V2
nt )’2=_+(_1) V2
2 entdio y,=—1 e y,=—.
\/5 l : 2

Y2 =_7

cujas solugdes sdo:
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- N#o perceberam?! ... Vamos recordar o Teorema de Viette. Scja

x? + px + ¢ =0 a equagdo do segundo grau, entfio tem-se x, € x, como solucdes desta

~ X +x,==p
equagdo se 3 x,,x, =
X .X, =q.
2 ~ . s
Portanto senx=—1 ou sen x=7 ... - duas equagOes trigonométricas
elementares...
- E trivial.

Bem... tal com na aula anterior pediu-se aos alunos que formassem quatro
equipas, ficando cada uma responsével pela resolugéo detalhada da equag@o que lhes foi

atribuida assim como a sua apresentag@o no quadro, no inicio da aula seguinte.
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§ Exemplo de aplicagdo 10
Resolva a desigualdade 4sen’x —8senx +3<0.
Resolugao:

Fazendo a substituicio senx =y, temos 4u’ —8u+3<0. Com facilidade

encontramos as raizes de 44°> —8u +3 eobtemos g, =— e U, = % Decompondo

N =

a equagdo num produto de factores temos: 4( H— %)( H— %) <0.

Substituindo novamente 4 por senx, obtemos:

(senx —l)(senx—éj <0.
2 2

a4 c 3
O segundo termo da equagdo € sempre negativo isto é, senx — 5 <0 porque

|senx|<1. Mas como ( senx — %)(senx - %) <0, concluimos que ¢é equivalente a

1
senx 2 —.

2
Como obtivemos uma desigualdade elementar, a resposta € trivial visto que

1 T - T T 5z
senx=~-=>x=—_Entdio x>— A x<mZ——=—.
2 6 6 6 6

Assim,
%+2ﬂn5x55§+27m, ne Z.

Para finalizar este capitulo 4, apresentamos mais duas desigualdades
trigonométricas, cujo processo de resolugdo ndo € tdo simples como os anteriores, num
dos exemplos propomos o método de indugdo matemadtica e no outro aplicamos a teoria

de extremos de uma fun¢do de duas varidveis.
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§ Exemplo de aplicacio 11

Use o método de indu¢do matemadtica para mostrar que:

.4
cos(nt—(n—l) E)

< n|cost|.

Quando n =1 tem-se |cost|<|cost|, o que é verdade.

Hipétese de indugao:

Supondo que € vélida para n = k tem-se <k |cost|

.4
cos[ kt — (k—l)E]

cos[ kt—(k—l)%] < k.|cost| é equivalente a cos[k(t—%) +%] < k.|cost].
/4 <
Sabemos que cos(x + E] =—senx , entdao
cos[ k(t—%) +§] < k.| cost| é equivalente a senk(t—%] < k.] costl

Tese de indugao:

<k + 1).|cost|

.4
cos[ (k+Dt -k E]

Demonstracdo:

()]

Aplicando a férmula (1.3) do co-seno para a adi¢do de angulos, tem-se

i (12 e o) s+ s ) .

Sabe-se pela propriedade dos médulos que |x + y| < |x| + | y| entdo,

.4
1 — — =
cos[(k+ )t —k 2]‘
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<

cos[ k(t - 12’-) :|.cost + (-sen(k(’ B %J) sent
e o] el

o médulo do produto é o produto dos médulos |x.y|=|x|.|y| entdo

SO )
cos[k(t-%)]g e |sent|<1,

ol =) ot e (-5

Como por hipétese, |sen k(t - %J

ol {5 s (-5

Logo,

<

<

+

<

< .|cost| + | sent|.

Sabe-se que,

)

. |sent| < |cost|+

entdo, | cost| +

< k.|cost| entdo,

.|cost|+ .|sent|$ |cost|+k|cost|$(k+1)|cost|

<(k+ 1).|cost|.

V4
cos[(k +Dt -k —2—}

§ Exemplo de aplicacdo 12

Mostre que cos A + cos B + cos C < E 4.12)

2

Resolugao:

Apresentamos um método diferente para resolver esta  desigualdade

trigonométrica, aplicando a teoria de extremos de uma fungfo de duas varidveis.
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Sejam A, B e C, angulos de um tridngulo arbitrdrio, entdo podemos dizer que
C=180°-(A+B).
Assim, cosC = cos[l 80°—(A+ B)] ou seja cosC =—cos(A+B).

Logo,
3 3
cosA+ cosB +cos C < 5 & cosA + cosB—cos (A+B) —5 <0.

Denotamos: f(A,B) =cosA + cosB —cos (A +B) — %

Se mostrarmos que o médximo da fungdo f(A,B) é 0, temos realmente que a
desigualdade € vilida.
Assim, a resolugdo da desigualdade reduz-se ao estudo de uma fungdo de duas

variaveis.

1° Passo:
A condigdo necessdria para f(A,B)serextremoé: f', = f', =0
Entdo, vamos encontrar os pontos criticos, resolvendo o sistema, assim:

f'y=—senA +sen(A+B)=0
f'g=—senB + sen(A+B) =0

f'4=0 —senA+sen(A+B)=0 senA —senB =0
= (—4 =
fg=0 —senB+ sen(A+B)=0 —senA+sen(A+B)=0

o senA = senB
—senA + senA.cos B+ senB.cosA=0

senA = senB
[— [—

— senA + senA~1—sen*B + senA.cosA=0

senA = senB
= =

—senA + senAA1—sen*A + senA.cosA=0
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senA = senB senA = senB
o o
— senA + senA~Jcos? A + senA.cos A=0 —senA + senA.cos A + senA.cosA=0
senA = senB - senA = senB - senA = senB
— senA+2senA.cosA=0  |senA(~1+2cosA)=0  |senA=0v cosA= % '

Se senA =0 ndo temos tridngulo, logo A= % . Assim

senA = senB senB:l/—i B:%VB:][—E
/4 ~ 2 ~ 3
B 3

Sabemos que A+ B+ C =180°, entdo se B=—23£ temos %+2—:—+0=7z nao

temos tridngulo. Assim A =§ e B= z .

Daqui, podemos dizer que o ponto critico é: (A,B), = ( % , %) .

2° Passo:

A condigdo suficiente para f( A, B)ser um extremo €:

[ u(AB),, . s (AB), = (f"4s(AB),) >0
onde f",,.f"sm —(f"s)’ ¢éaforma quadriticada fungio f(A,B)
Se f",,(A,B),<0 ou ( f"(AB),<0) afungdo f(A,B) tem um miximo
no ponto (A, B),, .
Temos que: "u =—C0SA+cos(A+B); f'p =—cosB+cos(A+B) e

[ = cos(A+B).

No ponto critico (A,B),, = (% , %J temos que:
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n [ OZ . n (XX _ w (o) __1
fAA(3’3] I, f 55(3v3) le fAB(3’3) 2

A partir do ponto critico obtemos a forma quadritica:

v (22 o (A (0 (22N pen (1) 3
fM(3,3).fBB(3,3) (f (33)J (1)) (2) 250,

logo existe extremo.

Entdo a fungdo f( A, B) tem um méximo no ponto (% , %J Donde,

frir(A,B) = f(% , %) = cos% + cosg- - cosz—;r— - % =0

assim, f(A,B) é sempre menor ou igual a zero, f(A,B)<0 pois o valor maximo
de f(A,B) é zero, f,, (A,B)=0.

Recorrendo a este método podem ser também resolvidos problemas semelhantes

quer com duas, quer com uma varidvel.
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Capitulo 5

Sistemas de equacoes trigonométricas

Para que um aluno resolva correctamente sistemas de equagdes trigonométricas,
é necessdrio conhecer as propriedades da soma dos senos e dos co-senos, demonstradas
no capitulo 1, saber aplicé-las, tarefa realizada no capitulo 2 e ter um bom dominio tanto
em equagdes trigonométricas estudadas no capitulo 3 como em equagdes algébricas.

Neste capitulo, propomos 6 exemplos de aplicag@o de sistemas de equagdes onde
vamos apresentar propostas de resolug@o originais.

No processo de resolugio de um sistema de equagdes trigonométricas,
reduzimos este sistema a uma equagdo de uma varidvel ou a um sistema algébrico de

equagoes, relativamente aos mesmos argumentos ou a fungdes desses argumentos.
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§ Exemplo de aplicacio 1
Resolva o sistema de equagdes é.1

Resolugao:
Vamos propor duas abordagens de resolugo para o sistema de equagdes dado.
1* Abordagem:

Utilizando o método de substituigdo. A partir da segunda equagdo obtemos que
/1 . - . .
y= 27 x ¢ em seguida substituimos na primeira equagio.

Assim, obtemos uma equagio s6 com uma varidvel, e usando as fungdes

complementares tem-se que

tgx+tg(£—x)—§ 4 tgx+cotgx-§
2 2 2

1 I
Como cotgx= P multiplicando a equag@o por g (x) obtemos,
g X

tgix — étgx +1=0.
2
As raizes desta equagao do segundo grau sdo:

1
tgx=2 ou tgx=5.

i 1
Daqui segue que x =arctg2+7xn ou x= arctgz + xk,emque n,ke Z.

Assim obtemos:
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Para x=arctg2+ 7n tem-se y= 3 arctg2—-xn & y= arccotg2—7mn

1 /4 1 1
epara x = arctgi + 7k tem-se y= 5 arctga -7k &y= arccoth — k onde

nke Z.
Portanto,
1
x=arctg2 + 7n, x=arctg5+7zk,
{y:arccoth—ﬂ'n; ’ y=arcc0tg%—7tk.
2* Abordagem

Vamos reduzir o sistema dado a um sistema algébrico de 2 varidveis;
transformamos o primeiro membro da primeira equagio do sistema e depois de reduzir

ao mesmo denominador aplicamos a férmula (1.1), isto é

5 cos y.senx  seny.cosx _ 5 sen(x+y) 5
gx+tgy=—& + = o T
2 COS y.COSX COSYy.COsx 2 cosx.cosy 2

Utilizando a férmula (1.28) cosx.cosy =%[cos(x +y)+ cos(x—y)] no

denominador, obtemos

2sen(x+y) _5
cos(x+y)+cos(x—y) 2

.. T
Agora substituindo x + y = 3 , obtemos:

2sen£
2

5 2 5
== portanto — = —.
2 2

cos%+cos(x—y) cos(x—y)

Resolvendo esta equagdo em relagio a cos(x —y), obtemos cos(x—y) =

TIES
o

por (3.3) temos,
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x—y=t% arccosg +2xk, ke Z.

Entio,

I8

x+y=

SR

xX+y=
[—4
COS{Xx — =—_ X—v=
(x—y) 5 y

+ o

arccosg + 2k

recorrendo ao método da adigdo ordenada temos que:

Pelas duas abordagens, os resultados obtidos, apesar de escritos de forma

diferente, correspondem as mesmas solugdes.

§ Exemplo de aplicacéo 2

1
.cosy =—,
Resolva o sistema de equagdes Senx Y 4 5.2)

3igx=1gy.

Resolugao:

O dominio deste sistema de equagGes sdo todos os nimeros reais diferentes de

T
E+7rnc0mne Z.

~ o senx
Na segunda equagio se fizermos a substituigio fgx=
COS X

obtemos,

3senx.cosy = seny.cos x.
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) 1 N ‘
Visto que senx.cosy = 7 temos que a segunda equagdo simplificada €,
seny.cosx = 3
. 3
Assim,
1
senx.cosy=z, z
3 que é equivalente a (5.2), quando x # 3 + zn.
cosx.seny=z,

Somando as equagdes do sistema e depois subtrair da primeira equagdo a

segunda e aplicando as férmulas (1.1) e (1.4), obtemos um sistema equivalente ao

anterior:

sen(x+y)=1,

sen(x—y) = —%.

Resolvendo as equagdes trigonométricas elementares, obtemos o sistema,

x+y=£+27rk, x+y=£+27rk,
2 ou kene Z.
V4 by 4
x—y=—€+27rn; xX—-y=——+27n.
Portanto as solugfes sdo:
x=—76£+7r(k+n), x=—%+7z’(k+n),
e k e n mudam independentemente
V4 2z
y=§+7f(k—n)- y=—3—+7r(k—n).

um do outro.
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§ Exemplo de aplicacao 3

COSX + COsy = NE)

Resolva o sistema de equagdes T
X+ y= —3— .

Resolugao:

Como os argumentos sdo diferentes, ndo € possivel utilizar o método do angulo
auxiliar estudado no capitulo 3.

Entéo, na primeira equagido vamos transformar a soma dos co-senos em produto,

usando a férmula (1.26) demonstrada no capitulo 1. Assim

x+y xX—y
2cos . COS =43.
2 2 J_

xX+y

N ~ . . b2
Atendendo a segunda equacgdo do sistema, podemos considerar 3

entio,

Daqui obtemos que,

coSs x—y=1.
2

Resolvendo a equagdo trigonométrica elementar, temos, x — y=47xn, ne Z.

Assim, o sistema reduz-se a

somando e subtraindo as duas equagdes, obtemos a solugio
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z
x=g+27tn,
com ne Z.
y=£—27rn
6 .

§ Exemplo de aplicacéo 4

sen(x—y)=0,

Resolva o sistema de equagdes
sen(x+y)=1.

Resolugao:

Neste exemplo, chamamos a ateng@o para um erro tipico cometido com alguma
frequéncia e para a importancia do periodo da fungéo.
Escrevendo as solu¢des gerais de cada uma das equagdes trigonométricas

simples ao sistema apresentado, obtemos:

x—y=kx, ke Z
_(4k+Dx

X+
Y 2

ke Z.

A semelhanca da iiltima parte da equagdo anterior, podemos dizer que:

y= 6k + )7 . y=(2k+1)7r,

ke Z.
4 4

Entdose: k=0=x=

AN

e =z sek—l:>x—7—”e =—;
Ty s ‘7T

sek=—1:>x=—57” e y=-—

&N

Mas, com relativa facilidade se nota que perdemos algumas solugdes, por

exemplo;

que satisfazem a solugdo do sistema dado e no entanto nio figuram como solug&o.
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- O que € que aconteceu? Quer dizer que a solugdo apresentada ndo é suficiente?

O problema € que quando descrevemos as solugdes gerais das equagdes do
sistema anterior, cometemos um erro. Este consiste em considerar o parimetro k na
primeira equagdo e também consideré-lo na segunda equagdo.

Na realidade necessitamos de introduzir os parimetros inteiros k en
independentes um do outro.

x—y=kx, ke Z,
Assim, a solugdo correcta é da forma (4n+Drx daqui
xX+y=—— _ nelZ
2
obtemos, que

x=(4n+1)7[+k_7f e y=(4n+1)7[_k_7f, k,ne Z.
4 2 4 2

Logo a resposta correcta com k,ne Z,

((4n+1)7r+k_7r (4n+1)7t_k_7r)
4 2’ 4 2 '

Neste exemplo observamos o lapso que se pode cometer se escolhermos os

periodos incorrectamente, isto €, 0 mesmo k para ambas as equagdes.

§ Exemplo de aplicacio 5
Resolva o sistema de equagdes no intervalo [0,71'].

2sen2x + 2cosS5x =1+ \/5
dsenTx — 4 sen3x = 2J§

Resolugdo:

Temos que analisar muito bem este problema, pois temos argumentos diferentes.

Verificamos que
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Tx-3x Tx+ 3x
=2x e
2 2

=5x.

Assim, podemos simplificar a equagdo 4sen7x —4 sen3x = 24/3. Primeiro

dividimos todos os termos por 4; depois aplicando a férmula da diferenga de senos

, obtemos:

(1.25) senax — sen S =2 sen a-p cos a;ﬂ

2

=3 2sen2x.c055x=—53—.

senTx—sen3x =—z 2= 2sen—x . cosl=£
2 2 2 2

Assim,

3

sen2x + cosSx = )

N | ==

sen2x.cosS5x =

-hl&‘

Resolver cada uma das equagbes individualmente, ndo parece tarefa facil.

b

Analisando com algum cuidado verificamos que a soma das duas grandezas € —+

N | =

e o produto das mesmas € i

Como nio existem outras grandezas tais que isto se verifique, sem recorrer a

qualquer célculo s6 existe um tnico par que verifica as condigdes, ou seja

sen2x=l sen2x=_J_§

2 ou 2

cosSJc=£ cosSx=l

2 2

x=(—1)"-£2+-”2—k x= (-1)"” ”k

1 5 ou ) k.,ne Z.
=z X 220 x=i£+—”—-
30 5 5 5

No primeiro sistema, vamos encontrar as solugdes no intervalo [0, ).
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Quando k=0 =

x=1—2 , quando k=1:>x=?—” ¢ quando
k=2 :>x=13—7t;
12

Quando n=0:>x=£ 1

, quandon=1:>x=—7[ ou x=% e quando

Sx 23
n=2=x=— ou x=—r,;

Assim, no intervalo [0, 71'], temos todos os possiveis valores de x

T Sw
X={—,—
12 12

donde “o vazio” { } é o conjunto solugo.
x_{£ iz 13z 5z 237:}

30°30°30° 6 30
Agora relativamente ao segundo sistema:

- quando k=0 = x=£, quan

£ dok=1:>x=§e quando k = 2= x =~

v

- quando n=0 :>x=%, quando n=1= x=Z ou x=7—7z e quando

11z 137
n=2=>x=— ou x=-—",
15

Assim, no intervalo [O, 71'], temos todos os possiveis valores de x,

T 71'}
x={—,=
{6 3

c={Z Z 17 Uz 13z
1531571515 |

2sen2x + 2cosS5x=1++/3
A solugdo do sistema ¢ v3 em [0, 72'] éx=2,
4sen7x—4sen3x=2«/§ 3
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§ Exemplo da aplicacio 6

senx — = seny
. senx
Resolva f(x) =
cosx— =CoSy
cosx
Resolugao:
O sistema s6 tem significado para senx#0 e cosx#0,

assimx# 7Tk A x¢§+k7r com ke Z ,ouseja, D, ={xe R:x¢%+£2£,keZ}.

2
1 1 )
Temos que (a +—| =a*+2+ — , assim elevando ambos os membros de
a a

cada uma das equagdes obtemos,

= sen’y

sen’x — 2 +
flxy)=

cos’x—2+

sen’x

=cos’ y

0082 X

Recorrendo ao método da adig¢do ordenada, concluimos que

r
1-4+ 12 + 12 =1
sen x COS X

f(xsy) =1

uma das equagdes iniciais

L

1
+
sen’x COS” X

=4, assim

Obtemos o valor de x, resolvendo a equagao

cos’ x + sen’x = 4.(sen’x . cos’ x) &> 1 =4.sen’x .cos’ x & 1= (2senx. cosx)’.
Aplicando a férmula (1.7) da duplicagdo do angulo, tem-se, 1= sen*(2x),

desenvolvendo o caso notdvel temos a seguinte equagado:

(1-sen2x).(1+ sen2x) =0 & sen2x=1 v sen2x=-1 &
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oux=Ziokrv o= inr kezox=Frkr v x=F ik kez
2 2 4 4
T kxm V.4
que € equivalente a x=Z+T @x=(2k+1)-z, ke Z.

x=(2k+1).%,ke z
Voltando ao sistema, f(x,y)=
senx —

= seny
sen x

Ao atribuir valores inteiros ao pardmetro k , obtemos valores para x, tais que

V2

2
senx=—— ou senx=——.
2 2

Analisando cada uma das situagoes separadamente:

G
2

: 2 V2
i) Se senx = — entdo, ——==seny & seny =——,
2 V2 2

V2

ii) Se senx = — — entdo, — +—==s5eny & seny=
) > > 'L y y

ol

Assim, as solugdes do sistema sio,

V4
x=2 vix x=——+kx
4 ou com n, ke Z.
=—£+n7r y=£+n7r
Y=y 4
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Relacionamos agora os valores h e b através dos elementos da base do
tridngulo AABC .
Considerando agora o tridngulo A ABD, obtemos:
h=c.sena e b =c.coscx.
Substituindo & e b, na expressdo a’ = (b —b,)> + h* por h =c.sena e
b, = c.cosa, concluimos que
a* =(b-c.cosa)’ + ¢? sen'a.
Fazendo as simplificagées obtemos:
a® =b* —2bccosa + c*(cos’ a + sen*a) = b* + ¢ — 2bccos.
2° Caso: Suponhamos agora que o angulo a é obtuso.
Consideremos o triangulo AABC e do vértice B tragamos uma altura BD na
continuagio do lado AC (figura 6.3).
Seja agora o tridngulo rectdngulo A BDC temos:
BC’ =BD’ +DC’ ou a*=h? + (b +b)
onde b, = AD . Os valores h e b, sdo expressos através dos elementos da base do
tridngulo AABC .
Do tridngulo A ABD obtemos:
h=c.5sen(180° — o) = c.senx
b, =c.cos(180° — @) = —c.cosa.
Substituindo 4 e b, na igualdade a’ = h* + (b + b)) pelas expressdes anteriores
e depois de serem feitas as transformagGes necessdrias, obtemos:

a’ =c? sen*a + (b - c.cosa)? =






138

[R——

B.CB = (~AC + AB).(-AC + AB)

8] - - e - e 2 ]
[ <[l -2 7.7
Podemos dizerque | CB]" = AT - 2| A€ x| 5| xeoser + | 78]
R R i M

a’ =b® +c? - 2bccosa.

§ 6.1.1 Consequéncia do Teorema dos Co-senos
Se num triéngulo o quadrado de um lado é igual & soma dos quadrados dos
restantes lados, entdo esse tridngulo é rectangulo.

Dado: a* + b* = ¢? pretende-se demonstrar que o dngulo y = 90°.

Demonstragao:

Pela definicio do Teorema dos Co-senos temos c? =a’ +b* - 2abcosy

b +a® - ¢?
donde segue que cos ¥ =
2ab

2 2

2ab

. 3 c
Como por hipétese, a* + b* =c?, entdo cosy = & cos =0 o que

implica que ¥ =90° como pretendiamos demonstrar.
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AK.KB=AM —-KM é equivalente a sena.sen(a + 28) = sen*(a + f) — sen’f.

A seguir apresenta-se uma propriedade principal das bissectrizes; a mesma é

necessaria na resolugio dos problemas que se seguem.

§ 6.3.1 Propriedade principal das bissectrizes.

Dado o tridngulo AABC, de lados a, b e ¢ e angulos opostos a esses lados,

2a, 2 e 2y, respectivamente e b, € a bissectriz do dngulo 2a .

figura 6.13

A bissectriz divide o lado oposto ao dngulo em partes proporcionais, isto é,

S Io

Demonstragdo:

Pelo teorema dos senos e pelo tridngulo A BAA, tem-se

c BA, c BA sena BA
= (=1 = = = .
sen[180°—(2,3 + a)] sena senQB +a) sena sen2B+a) ¢

Do tridngulo AAAC :

b _ _Af sena _ AC
sen2B+a) sena senQB+a) b

Visto que,
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b, _ a o p = aseny
= ) = —
seny sen{ ﬂ-_(g + }/)} sen(—'g— + }’)

Consideremos o AAB,C, onde AB, (b,)¢ a bissectriz do angulo «, entdo

b, _ b o b = b.seny

seny 3 o ¢ L& '
sen{ﬂ (}'+2):I sen(y 2)

Encontrar a mediana CM . ou seja m_:

Seja M., o ponto médio de BA e seja m a mediana CM ., que podemos

considerar como um lado do ACBM ., ndo podemos aplicar o teorema dos senos pois s6

A . c A
conhecemos dngulo fB. Mas, conhecemos dois lados a ; 3 e o dngulo f.

Entdo pelo teorema dos co-senos:

J4a® +c* —4accos
> :

2
m’=a®+ E) —2al.cosf o m =
2 2

Analogamente se tem, as medianas m, e m,:

\ @ +4b> —4ab.cosy V4a* + b’ —4ab.cosy
m, = 3 e m,= > .

Encontrar R - o Raio da circunferéncia circunscrita:

Seja R o raio da circunferéncia circunscrita, que por defini¢do o seu centro
resulta da intersec¢@o das mediatrizes.

Pelo teorema dos senos completo, sabemos que

a b _ ¢
sena senfl seny

=2R.

De qualquer uma das relag6es do teorema encontramos o valor de R,
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bjgg
= x.th+x1‘g£Z—=b.tgg ox=— 2
2 2 2 th+tgg—
2 2

4 a
xtgt=((b-x)tg=
g5 ( )g2

a Y
y tgztga
r:x.tga ouseja, r=b—==—=

Analogamente,

}/ tgg.tgé
2 € r=c.——2 2
Y

a B
1g—+1gt
2 £27%
A partir destas relages podemos deduzir, que para qualquer triangulo arbitrério é
vilida a seguinte igualdade,

tgﬁ.tg}/ tgg.tg}/ tgg.tgé
a—2 "2 _ "2 72 _ 272
tg£+tgl tgg+tg}/ tgg+tg£
2 2 2 2 2

Claro que podemos “brincar” com um problema deste género, seria interessante
encontrar novamente todos os elementos do tridngulo mas agora conhecendo por

exemplo, os ngulos @ e S eoraio r dacircunferéncia inscrita

Apos a resolug@o deste problema com relagfo a todos os elementos do tridngulo

observdmos que a bissectriz b estd entre a alturah, e a mediana m_ em relagdo ao

angulo y.

Assim como para os outros dois &ngulos também se verifica esta relago
propomos o seguinte problema relacionado com a disposi¢io da bissectriz, da altura e

da mediana relativo ao mesmo vértice num tridngulo arbitrario

Mas antes necessitamos do seguinte resultado






160

figura 6.17

Sabemos que sen f = sen(180°— B) e é evidente que sen (180°~ B) é agudo.
Como S ¢ obtuso, entdo 180° — 8 é agudo e por isso 180° — B estd no primeiro

quadrante.

Entdo comparemos, sen(180°— /) com sen a:
aefBeAABC>a+ f<180°=180°- 8> a.
Visto que (180° — B) e a € I°Quadrante = sen(180°—f) > sena .

Assim, como senf = sen(180° — f) > sena = sen S > sena apesar de

B € II° Quadrante.

§ Exemplo de Aplicacio 3

Seja AABC, um tridngulo arbitrdrio qualquer.

Mostre que cada bissectriz se encontra sempre entre a altura e a mediana relativas ao
mesmo vértice.

Resolugado:

Considere os tridngulos das figuras 6.18 e 6.19, de lados a,bec e angulos

opostos a esses lados @, B e ¥, respectivamente.
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Caso particular: O segmento circular coincide com um semicirculo.

Entdao a =180° , logo

cos180° + / (cos180°)* +8 1 T
osQp = , @cosgo:E@(a:E.

. e /4 3
Neste caso, a largura e o comprimento sdo AB = R( cosg -~ cosz) =—Reo

2BC = 2R.sen§ = V3.R respectivamente.
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. sena n sen 1 . -
Entido =— eque —’B =— em que n € o indice de refracgdo do
sen seny n
vidro, portanto
sena sen
senff = e senf= Y
n n

Logo sena=seny e como os angulos @ ey de incidéncia e refracgio
respectivamente, sdo forgosamente agudos entdo a = y.

Consideremos agora o tridngulo ACAB e aplicando a razio trigonométrica do
. d . A
co-seno, podemos dizer que, cos f = ﬁ, entretanto ja sabemos o valor do angulo S

senc

pela relagdo sen =

vidro

Consideremos agora o tridngulo AABD recto em D e vamos tentar encontrar o

comprimento do desvio BD.
Como é&ngulos verticalmente opostos sdo iguais, entdo @ =ZCAD, logo
ZBAD=a-p.

Por isso,

BD
sen(a - f) = —,
d AB

jé sabemos que AB = entdo o deslocamento do raio de luz é

CcoS
BD = AB.sen(a - ) = d.sen(@=p) .
cos B
Logo o desvio € dado pela expressdo
=~ d.sen(a—p)

BD =
cos B
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Capitulo 8

Relacoes trigonométricas na teoria de

Nuameros Complexos.

Os alunos do Ensino Secundédrio abordam o tema dos “Ntmeros Complexos” no
12° Ano de Escolaridade, realizam a operagdes (adi¢do, subtracgdo, multiplicagdo e
divisdo) com nimeros complexos na forma algébrica, conhecem os conceitos de
simétrico, inverso e conjugado de um nimero complexo e representam
geometricamente os nimeros complexos.

Sabem escrever um nimero complexo na forma trigonométrica e realizam
operagdes com nimeros complexos na forma trigonométrica. Calculam as n raizes de
indice n de um nimero complexo através da férmula de Moivre generalizada e fazem
a sua constru¢io geométrica.

Neste capitulo pretendemos mostrar que as férmulas trigonométricas estudadas
no primeiro capitulo tem aplica¢do no campo dos nimeros complexos. Demonstramos
as férmulas de Euler, a forma exponencial dos nimeros complexos e a férmula de
Moivre e apresentamos também alguns exemplos onde aplicamos algumas das ja

referidas férmulas trigonométricas.

Os niimeros complexos aparecem como uma extensao dos nimeros reais € o seu

conjunto representa-se por C. Um elemento de C representa-se por a+bi, com a,be

R na forma algébrica. Diz-se que (a) é a parte real de z e escreve-se Re(z) =a, (bi) é
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a parte imagindria de z, (i) é a unidade imagindria e (b)€ o coeficiente da parte
imagindria e escreve-se Im(z)=>.

Se a parte real for nula e o coeficiente da parte imagindria ndo nulo, o nimero
diz-se imagindrio puro. Se a parte imagindria for nula, o nimero € real.

No que diz respeito a representagdo geométrica dos nimeros complexos, a parte
imagindria do nimero representa-se no eixo dos yy, chamado eixo imagindrio € a parte

real do miimero representa-se no eixo dos xx, chamado eixo real.

§ 8.1 Férmulas de Euler

A forma trigonométrica dos nimeros complexos pode exprimir-se numa fungdo
exponencial, por esta razio vamos recordar os desenvolvimentos em séries de poténcias
de x (Maclaurin) das fungbes: e, senx e cos x.

Assim temos:

2 3 n
e =l x+ v+ 8.1)
2t 3! n!
3 5 2n + 1
senx=x- 2+ 4 .+ (—1)"x—— 8.2)
3t 5 2n+ 1!
2 4 2n
cosx=1-2+2 4 412 —+ .. (8.3)
2 4! (2n)!

Na férmula (8.1) podemos substituir x por ix, entdo temos:

i . it P it
e” =1+ix+ + +
2! 3! 4!
} X i Xt
e =l+ix—-——-—+—
2! 31 4!
2 4 3 5
; X x . X X
eF=(1l-—+—+.)+i(x——+=—+..).

2t 4 3t 5!
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Observando (8.2) e (8.3), podemos escrever:
e* =cosx+isenx . (8.4)

Também na férmula (8.1) podemos substituir x por (-ix ), € entdo temos:

e N2 . \3 - \4
eF=1-ix+ (_lx') P M )

+ ..
3! 4!
. o i X
e =l-ix—-—-—+—
21 31 4!
ix 2 Xt ) 2 X
e _(1_?!-'-_4—!-'-"‘)_l(x_§+§+"')

Observando atentamente (8.2) e (8.3), vericamos que:
e * =cosx—isenx. (8.5)
Se somarmos e subtrairmos (8.4) e (8.5) por esta ordem, obtemos:

e +e ¥ =2cosx & cosx= e_—;e_ (8.6)

. _ e — e
" —e" =2isenx & senx = — 8.7
i

E desta forma, as duas férmulas anteriores, que exprimem O COSXx € Senx na

fungdo exponencial sido conhecidas por Férmulas de Euler.

§ 8.2 Forma exponencial dos nimeros complexos

Recorrendo aos conhecimentos de ingulos associados conseguimos que todos os

complexos se reduzam 2 forma trigonométrica, um nimero complexo escrito na forma

trigonométrica é z = p.(cosa +i.sena) com peR; e como e* =cosx+isenx,

obtemos,

ia
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§ Exemplo de aplicacao 1

Determine o médulo e o argumento do complexo z =1—cosx + isenx.

Resolugao:

Se um nimero complexo estd na forma algébrica z =a + bi, o seu médulo é

dado por |z | = \/ a’ + b* e o argumento por tg 6 = S.

Se 0 mimero complexo estd na forma trigonométrica z = p.(cos@ +isené), o
seu médulo é | z| = p e o seu argumento é Gou seja arg(z) = 6.

O complexo z, na forma trigonométrica, escreve-se z = (1 —cosx) + isenx.

Seja | z]o médulo do complexo z, a partir da férmula algébrica temos

|z|= \/(l—cosx)2 + sen’x = \/1 —2cosx + cos” x + sen’x

por (1.20)

x
sen —
2

.

|z|=y2 (1 =cosx) =1/2.2sen2§ =2

Seja @ o argumento do complexo z, por (1.7) e por (1.20) entdo

X X
2.5en — cos— x
186 = = 2 p 2 =cotg—
2.sen’= 2

2

Vamos resolver o mesmo problema utilizando outro método diferente.

Aplicando as férmulas (1.7) e (1.20) podemos dizer que

X . X X
z=2sen’ = + 2i sen = cos =
2 2 2
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x X . X x T x). . T X
& z=2sen= | sen=+icos— | z=2sen—| cos| ——— |+isen| ———
2 2 2 2 2 2 2 2

assim, o médulo é

|z|=2 sen£

eoar mentoée—(z—i)
& 2" 2)

§ Exemplo de aplicacio 2

Determine o médulo e o argumento do nimero complexo
z=~3—i+2cos@+2isend

Resolugdo:

O complexo V3 —i na forma trigonométrica escreve-se

\/5 —i= 2(008% + isen}—16£)

pois [¢]= (V3] +(-1)* =V3+1=2 ¢ 1g0=-—=-

1 —
el

e 6e 4°quadrante logo

w|&

6=-= ou seja 0=M.
6 6

Voltanto entdo ao complexo z = \/5 —i+2cosf + 2isenf , temos que

zZ= 20081—167£ +2i sen% + 2cos@ + 2isenb

zZ= 2( cos%’f + cos&) + Zi(senllT” + sene).

Por (126) e (1.24) donde cosp+cosq=2cosp;qcosp;q e

+ - <
senp + seng =2 sen P > 9 cos 2 5 9 podemos entao escrever,
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M.{.a lll_a E.{.g M_g
6 cos 6 + 2isen 6 cos
2 2 2 2

z=2| 2cos

117-66 . .
colocando cos T em evidencia, vem que

117-66 . 117+66
S .ClS .
12

z=4co

Logo podemos concluir que

117 +66

arg(z) T

COS

2] =p=4 117:1—66\ .

§ Exemplo de aplicacgéo 3

Resolva a equagiio: sen z =3, considerando z = x + yi.

Resolucao:

ix —ix

Pela férmula de Euler (8.7) sabe-se que senx = ET.e—, entdo podemos dizer
i

que
e
senz=3 & ———— =3,
Efectuando célculos simples no desenvolvimento da equagfo, obtemos

e” —L=6i < e —1=6ie” 4I>(e"z)2 - 6ie* —1=0.

iz
Fazendo a substitui¢io e'* = ¢, obtemos uma equago simples do segundo grau.
1* —6it-1=0.

Donde se obtém duas raizes imaginérias

to=3it-9+1 e 1,=3i+2J2i & 1, = (3% 242)i.
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Agorase e'* =t , obtemos
¢’ =3+ 2V2)i.
Tanto (3 + 2\/5) como (3 - 2\/5) sio niimeros positivos, assim sendo, 0s
nimeros complexos (3 % 24/2)i sdo uns imaginérios puros, cujos afixos se encontram
situados no semi-eixo positivo oy, ou seja o argumento destes nimeros complexos ¢

12{ rad e os modulos sdo 3+ 2\5 .

Assim,

3£242)i|=3+2V2 ¢ arg[(3¢2J§)i]=%.

Atendendo a defini¢do de logaritmo, tem-se
¢t =3+ 242)i o iz=Lnl(3£242)i).
Sabe-se que Ln & =1n|é|+i Arg &, onde Arg & =argd+2kx

assim de acordo com esta defini¢do temos:
iz=Ln[3+242)i |=n| B2 242)i |+ arglB3£242) ]

ou seja,
. (7
iz=In@+2v2)+ 1(5 + 2k7z).
Multiplicando ambos os membros por (i) e simplificando, obtemos

—z=iln(3t2VJ2) + i%(% + 2k7z) &= (% + 2k7z) —iln(3+22)

A solugdio da equagdo sent=3 é z= (% + 2k;z) —iln(3t2V2).
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§ Exemplo de aplicacéio 4

, ) a+b )
Calcule o0 médulo de z, considerando o complexo z= ] , COm a=cisa e
+a
b=cisf.
Resolucdo:

Substituindo a =cise e b=cis S e especificando cis no complexo temos,

_ cosa+isena+cosf +isenf
1+ (cosa + isena)(cos B + isen f5)

no numerador agrupamos a parte real e a parte imaginéria e no denominador aplicamos
a propriedade distributiva da multiplicagéo em relagio 2 adigfio, e obtemos

_ (cosax +cos B) + i(sena + sen )
1+ cosa cos f +icosasen f + isenacos f—sensen B

Agora no numerador aplicamos as férmulas de transformagdo logaritmica da
soma de co-senos (1.26) e da soma de senos (1.24) e no que diz respeito ao
denominador, depois de aplicarmos a soma dos co-senos (1.2) e a soma dos senos (1.1)
recorremos as férmulas (1.19) e por (1.7) respectivamente

1+ cos2x=2cos’x e sen2x=2senxcosx

assim,

+p a-p

a+,BCOSa—,8

.«
=(cosa+cos,3)+i(sena+sen,B):200S 7 2 +2i sen 5 cos 2
1+ cos(a + B) + isen(a + ) 2cos2a;ﬂ+2isena;’3cosa;'8

Colocando em evidéncia, o termo comum nas duas partes da fracgdo, temos
a— a+ . a+
2cos p cos p + isen a+p
r= 2 2 2
a+ a+ . a+
2cos 2'B(cos 2'8+zsen—2—'8J

Assim para o médulo de z, temos
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K
|
™=

cos
|z|=
cos

+
=

N

Para finalizar o capitulo vamos recordar a férmula de Moivre generalizada para
podermos resolver os dois exemplos de aplicagdio que apresentamos a seguir, esta

férmula é demonstrada nos manuais escolares adoptados no Ensino Secundario.

§ 8.3 Radiciacio de niimeros complexos
Formula de Moivre generalizada.

Dado um nimero complexo w, ndo nulo, tal que w=p cis6 ,a equagdo " =w
com ne N e n>2,tem n solugdes obtidas da seguinte forma:
Seja z=rcisa

"=w o (rcisa)" = pcis@ & r'cis(na) = pcisf &

A 0+ 2kx
o=—
n

na=0+2%nx A keZ ke Z

@{“p =

Como ndo interessa repetir solugdes, basta atribuir a k, n valores consecutivos,
por exemplo, k € {0, 1,2,3, ..., n-l}.

Assim, as n solugdes da equagdo sio:
z=%p cis(fﬁk—”), ke{0,1,2,3,...n-1}
n

Algumas caracteristicas das solugdes da equagao "=w:

- Todas as solugdes tém o mesmo médulo: ",/ pP.
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- No plano complexo, os respectivos afixos situam-se sobre uma circunferéncia de

centro na origem do referencial e raio 2/ p .

~ ~ . e g ~ 2T
- Os argumentos das n solugdes estio em progressao aritmética de razio — .
n

- No plano complexo, os afixos dividem a circunferéncia de centro na origem e raio
W em n partes iguais.

Das caracteristicas anteriores conclui-se que, no plano complexo, as imagens
geométricas das solugdes da equagdo z" =w sdo os vértices de um poligono regular

centrado na origem do referencial.

Formula de Moivre generalizada

Se z=pcis@ é um nimero complexo ndo nulo, entdo, tem n raizes indice n

que sdo dadas por:

2, =4lp cis(mj, ne{0,1,2, ... n-1} 83)
n

§ Exemplo de aplicacio 1

—cosa —isena + V3. (isena — cosa) |
sena —icosa cosa —isena '

Calcule

Resolugdo:
Reduzindo os dois quocientes a0 mesmo denominador e aplicando em seguida a
propriedade distributiva da multiplicagio, obtemos

—cos’ & + isena cosa — isenacosa — sen’a + 3 .i )3
senacosa — isen e —icos® & — sen @cos o

simplificando a expresséo, temos
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. 0+2kxm

Z=cCls (___0)_+2k_7t

ou z=cis com k € {0,1,2}.

Agorase k=0 entdo z, = cisg e z,=cis(-0);

6+271 . —0+2r
€ Zs=CcCls ;
3 3

se k=1 entdo z, =cis

0+4rx -0+4rx

finalmente se k =2 obtemos z, = cis Zg =Cis
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Conclusao

Neste trabalho foi proposto uma nova forma de apresentagdo do tema, onde
foram mostradas uma variedade de questdes que incluem os conceitos trigonométricos,
tentando deste modo que os alunos compreendessem “como, donde e porqué” aparecem
as relagGes trigonométricas.

Demonstrdmos com  abordagens distintas um conjunto de afirmagdes
trigonométricas principais, apresentando-se em seguida, exemplos diversificados de
aplicagdo dessas férmulas, na resolugdo de problemas.

Este trabalho, pode servir também de material de apoio a professores do Ensino

Bisico/Secundério, que queiram enriquecer e aprofundar um pouco mais 0s seus

conhecimentos cientificos nesta area.

A realizagdo deste trabalho contribuiu para o refor¢o das minhas competéncias
profissionais no ensino da trigonometria. Por achar que valeu a pena, gostaria que
destino final deste trabalho ndo fosse simplesmente “ficar esquecido” na prateleira de
uma biblioteca mas de o partilhar com colegas através da realizagdo de acg¢oes de

formagao.
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