UNIVERSIDADE DE EVORA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Anélise nao linear de séries temporais e aplicagoes a Psicologia

Elsa Rosa Arantes Lopes

MESTRADO EM MATEMATICA E APLICACOES

Dissertagao orientada pela Professora Doutora Sara Luisa Dimas Fernandes
e co-orientado pelo Professor Doutor Luis Manuel Ferreira da Silva

Dezembro de 2009



UNIVERSIDADE DE EVORA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Anilise nao linear de séries temporais e aplicacoes a Psicologia

Elsa Rosa Arantes Lopes :

MESTRADO EM MATEMATICA E APLICACOES

Dissertacao orientada pela Professora Doutora Sara Lufsa Dimas Fernandes
e co-orientado pelo Professor Doutor Luis Manuel Ferreira da Silva

Dezembro de 2009



Dedico este trabalho aos meus pais.



ii



iii

Agradecimentos

Um dos melhores momentos no processo de escrever uma tese é aquele em que o
autor tem a oportunidade de agradecer aqueles que o ajudaram, porque raramente um
investigador faz o seu trabalho sozinho!

Os meus mais sinceros agradecimentos:

A Professora Doutora Sara Fernandes minha orientadora, que soube estimular, acon-
selhar, criticar e orientar de forma segura este trabalho até a sua conclusao, visando
sempre o meu crescimento profissional e pessoal. Agradego-lhe ainda todo o espago que
me disponibilizou e ainda todas as horas “gastas” para me orientar no caminho certo.

Ao Professor Doutor Luifs Manuel Ferreira da Silva, co-orientador desta tese, pela sua
disponibilidade, motiva¢ao, apoio, paciéncia, ajuda prestada e sugestoes apresentadas.

Aos meus colegas e professores que fizeram do primeiro ano, um ano inesquecivel e
muito especial.

A minha amiga de mestrado, Daniela Branddo que nunca esquecerei pelos momentos
que passamos juntas e as varias formas com que me ajudou durante a realizacdo deste
trabalho.

A todos os amigos que fiz e & minha familia que sempre me apoiaram e encorajaram
na realizagao deste trabalho.

Aos meus pais, que me ensinaram a lutar com dignidade, acreditaram no meu sonho
e sempre desejaram o melhor para mim, pelo meu sucesso profissional e pela minha felici-
dade.

Muito especialmente ao meu marido, Alexandre, pelo apoio, paciéncia e ajuda infinita
durante todo este trabalho. Sempre que necessirio soube aconselhar e soube criticar,
como sempre e em tudo na vida. Pelas alegrias, momentos felizes, desdnimos, angustias e

essencialmente pela compreensao.



v



“Nada se constréi sem que alguém tenha sonhado com
isso, alguém tenha acreditado que isso fosse possivel e alguém tenha querido que isso
”

acontecessel...

Charles Kettering.



vi



vil

Anslise nio linear de séries temporais e aplicagoes a Psicologia

RESUMO:

Nesta dissertacao estuddmos as séries temporais que representam a complexa dindmica
do comportamento. Demos especial atencgdo as técnicas de dinadmica ndo linear. As téc-
nicas fornecem-nos uma quantidade de indices quantitativos que servem para descrever
as propriedades dinamicas do sistema. Estes indices tém sido intensivamente usados nos
tltimos anos em aplicacdes praticas em Psicologia. Estuddmos alguns conceitos bésicos
de dinamica ndo linear, as caracteristicas dos sistemas caéticos e algumas grandezas que
caracterizam os sistemas dinamicos, que incluem a dimenséo fractal, que indica a complex-
idade de informacdo contida na série temporal, os expoentes de Lyapunov, que indicam
a taxa com que pontos arbitrariamente préximos no espago de fases da representagao do
espago dinamico, divergem ao longo do tempo, ou a entropia aproximada, que mede o grau
de imprevisibilidade de uma série temporal. Esta informagao pode entdo ser usada para

compreender, e possivelmente prever, o comportamento.

PALAVRAS-CHAVE: Séries temporais, atractores, expoentes de Lyapunov, entropia,

reconstrucao do espago de fases e dimensao de correlagao.






Nonlinear analysis of time series and applications to Psychology

ABSTRACT:

In this thesis we studied the time series that represent the complex dynamic behavior.
We focused on techniques of nonlinear dynamics. The techniques provide us a number of
quantitative indices used to describe the dynamic properties of the system. These indices
have been extensively used in recent years in practical applications in psychology. We
studied some basic concepts of nonlinear dynamics, the characteristics of chaotic systems
and some quantities that characterize the dynamic systems, including fractal dimension,
indicating the complexity of information in the series, the Lyapunov exponents, which
indicate the rate at that arbitrarily close points in phase space representation of a dynamic,
vary over time, or the approximate entropy, which measures the degree of unpredictability
of a series. This information can then be used to understand and possibly predict the

behavior.

KEY-WORDS: Time Series, attractors, Lyapunov exponents, entropy, reconstruction

of phase space and correlation dimension.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objectivos da tese

Pretende-se com este trabalho, efectuar um estudo aprofundado das técnicas da dinamica
nao linear no contexto das séries temporais, nomeadamente, os conceitos de dimensao
fractal, expoentes de Lyapunov, entropia aproximada e técnicas de identificagao de nao
linearidade de sistemas. Finalmente apresentaremos um resumo das aplicagoes destas
técnicas no contexto da Psicologia Experimental.

Uma parte significativa da matéria prima para os estudos em Psicologia, refere-se a
mudangas observadas ao longo do tempo. O desenvolvimento de um ser humano, varia
desde uma crianga indefesa a um adulto com responsabilidades.

Um terapeuta observa como um cliente inicialmente ansioso se torna mais confiante e
produtivo ao longo de um processo terapéutico. A um nivel mais microscépico, a resposta
quantitativa de um eléctrodo inserido numa célula da retina, a um estimulo visual, é
uma sequéncia dindmica de impulsos eléctricos. Na encefalografia, o aparelho, ligado a
uma quantidade de eléctrodos colados ao escalpe de um paciente, regista a actividade

colectiva de um largo mimero de processos neurolégicos, como um processo dinidmico
1



Introdugdo

multidimensional.

Todas estas sucessoes de observagdes ordenadas no tempo representam comportamen-
tos com dindmicas complexas.

Esta informacdo pode entdo ser usada para compreénder, e possivelmente prever, o
comportamento.

Na Psicologia sao usadas frequentemente medidas de localizagao da Estatistica Des-
critiva, tais como a média e a varidncia, para comparar tempos de reac¢do enquanto var-
idveis experimentais, tais como a intensidade de estimulos. Acontece que estes métodos
fornecem informagao insuficiente para determinar os mecanismos dinamicos envolvidos.

As técnicas de dindmica néo linear fornecem-nos uma grandeza de fndices quantita-
tivos que servem para descrever as propriedades dindmicas do sistema. Estes indices tém
sido intensivamente usados nos dltimos anos em aplicagoes praticas, tais como anélise de
electroencefalogramas, estudo de tempos de reacgdao e monitorizagio de comportamentos.

As grandezas mais usadas, incluem a dimensao fractal, que indica a complexidade de
informacao contida na série temporal, os expoentes de Lyapunov, que indicam a rapidez
com que pontos arbitrariamente préximos no espago de fases, divergem ao longo do tempo,

ou a entropia aproximada, que mede o grau de imprevisibilidade de uma série temporal.

1.2 A estrutura da tese

O trabalho est4 dividido em 5 capitulos. No primeiro capitulo é apresentada a motivagao
para o uso de séries de dados experimentais na andlise nao linear e é feita uma breve
contextualizacao histérica.

O capitulo 2 mostra as possiveis origens dos efeitos nao lineares e as técnicas utilizadas
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recentemente para a analise de fenémenos néo lineares. Trata dos conceitos bédsicos em
dinadmica nao linear. Estuda as caracteristicas dos sistemas cadticos e algumas grandezas

que caracterizam os sistemas dindmicos, Expoentes de Lyapunov e Entropia.

No capitulo 3 é apresentado um método que consiste em reconstruir o atractor estranho
a partir da série temporal e a partir do atractor reconstruido determinar os expoentes
de Lyapunov. Ird também ser estudada a dimensado de correlacao D¢, introduzida por
Grassberger e Procaccia como uma medida caracteristica de atractores estranhos que serve

para distinguir entre o caos deterministico e ruido branco.
O capitulo 4 resume os resultados conhecidos de aplicagoes a Psicologia.

No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes deste trabalho.

1.3 Contextualizacao histérica

A ciéncia, com as caracteristicas que lhe conhecemos hoje, nasce com Galileu Galilei e
Isaac Newton, como um resultado de uma nova atitude na tentativa para compreender o
mundo, baseada na observacgao cuidadosa dos fenémenos, na elaboragao de teorias quanti-
tativas e no teste rigoroso dessas teorias. Para Galilleu o mundo das observacoes simples
dos aristotélicos nao podia ser o ponto de partida para a compreensao do mundo. Com
Galileu a matemaética, a par da experiéncia, assume um papel importante na descrigao e
compreensao da natureza. Mas, para isso ser possivel, houve que inventar uma matemadtica
nova, o célculo diferencial e integral (Newton e Leibniz), baseada no conceito de derivada.
Esta nova ferramenta matematica adequa-se a descricdo quantitativa de fenémenos que
evoluem no tempo; com ela as leis fisicas passam a ser reformuladas como equagoes di-

ferenciais. Os métodos matemdticos da mecénica sdo progressivamente aperfeicoados nos
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séculos XVIII e XIX (Lagrange, Laplace e Hamilton, entre outros).

No final do século XIX, o programa cientifico assente na formulacio de teorias fisi-
cas com base na experiéncia e na resolu¢do das equagoes diferenciais parecia conter uma
capacidade ilimitada de previsdo e controlo dos fenémenos fisicos. Considerava-se que,
conhecendo a lei que governa um sistema e as condigdes iniciais, mesmo que aproximadas,
era possivel calcular o comportamento do sistema em qualquer instante posterior. O
determinismo triunfava. Apesar de se saber que a capacidade de previsdo dependia da
solugao de equagoes diferenciais e de apenas se saber determinar as solugoes das equacoes
mais simples, pensava-se que as solugoes conhecidas eram tipicas e que os outros casos
podiam ser resolvidos aproximadamente, com a precisdo desejada, & custa de célculo. A
mecénica torna-se a ciéncia por exceléncia e influencia todos os ramos do saber. O espaco
e o tempo sao absolutos. Num mundo governado pela ordem, ndo havia lugar para a

incerteza permanente e para o caos.

No fim do século XIX, no seio da mecanica, considerava-se que restavam “pequenos”
problemas. Porém, a sua resolucdo veio abalar o quadro conceptual Newtoneano, origi-
nando novas dreas: a relatividade, a mecénica quéntica, a fisica estatistica surgia para
interpretar o comportamento de sistemas constituidos por um grande nimero de particu-
las - as propriedades macroscépias ndo eram senao propriedades médias, calculadas com
recurso as probabilidades. Porém, os métodos matemadticos utilizados nos novos domfnios,
continuam a ser do mesmo tipo: as solugdes obtém-se pela integracdo de equagoes dife-

renciais.

Representando a resolugao das equagoes diferenciais de um dos problemas tedricos mais

importantes tanto em matemética como em fisica, Henri Poincaré comega por adoptar
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uma perspectiva qualitativa procurando conhecer os resultados globais para as solugoes
das equagoes; o estudo quantitativo serd realizado num segundo momento. A topologia
permite-lhe franquear este universo totalmente inexplorado, o do qualitativo, conseguindo
esclarecer questoes até ao momento inextricdveis. Assim, para o caso de um sistema
com trés graus de liberdade, em vez de estudar uma trajectéria, estuda as intersecgoes
sucessivas com um plano (no caso geral, uma superficie) convenientemente escolhida. Se
uma trajectéria é periédica, a sua interseccao com o plano reduz-se a um ponto (ou um
conjunto finito de pontos), caso contrario, os pontos das sucessivas intersecgoes poderao
preencher uma regiao do plano de maneira aparentemente aleatéria. A aplicacdo do plano
no plano, que associa a cada ponto de intersecgdo da trajectéria com o plano, o seguinte,
permite estudar a evolugdo de um sistema a longo prazo, iterando um grande nimero de

vezes esta transformacdo. O tempo deixa de se considerar continuo, passa a discreto.

Um dos feitos mais importantes de Poincaré consistiu em estudar os grandes proble-
mas cldssicos através de uma abordagem fundada sobre a intuigdo geométrica do problema.
Ao fazé-lo descobre que as solugdes nao sao regulares e periédicas como se supunha. O
comportamento geral de um corpo sob a acgao de outros dois mais massivos é irregular

”

e imprevisivel. Em 1908, em Science et Méthode, escreve: ”...pode acontecer que pe-
quenas diferencas nas condigOes iniciais provoquem alteragdes significativas na evolugao
do sistema; um pequeno erro nas primeiras produzird um erro enorme nas iltimas. A
previsao torna-se impossivel... .” (Cit. por Chabert & Dalmedico, 1991, p.567). Sistemas
governados por equagdes diferenciais deterministas podem apresentar um comportamento

imprevisivel. Poincaré acabava de identificar os “ingredientes” do caos determinista e

intuir a sua generalidade.
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Nos anos 60 do século XX o trabalho dos matematicos Kolmogorov, Arnold e Moser,
permitiu precisar os trabalhos de Poincaré. Intimeros trabalhos se lhes seguiram assistindo-

-se, no presente, a um desenvolvimento enorme da investigagdo matemadtica nesta drea.

Desde o inicio, Poincaré concebeu o estudo qualitativo das equagoes diferenciais rela-
cionadas com a questdo da estabilidade. No caso de uma evolugao periédica instével,
Poincaré procurou estabelecer a existéncia de solugdes duplamente assimptéticas (no pa-
ssado e no futuro). Neste caso as solugdes cruzam uma infinidade de vezes o plano de
Poincaré, dando origem a uma figura extremamente complexa, a qual é estdvel para perfo-
dos de tempo suficientemente grandes e traduz um comportamento complexo, ou “caético”
da dinamica do sistema. Ruelle e Takens denominaram-nas atractores estranhos e con-
sideraram dever esperar-se que numerosos sistemas dindmicos apresentem tais atractores,

associados ao comportamento caético do sistema dinamico.

A existéncia de um atractor estranho em fenémenos naturais foi posta em evidéncia
por Lorenz, antes de o termo ser inventado, quando aplicava um modelo simplificado ao
estudo da circulacao atmosférica, representado por um sistema de trés equagoes diferen-
ciais. Deu-se conta que sistemas deterministas podem apresentar sensibilidade & escolha
das condigoes iniciais, desta forma torna-se dificil prever qual o comportamento do sistema
num tempo relativamente curto. Apesar disso, o “atractor estranho” e as suas propriedades

sao independentes das condiges iniciais e caracterizam o sistema.

Efectivamente, o século X X inicia-se com a intuigdo e propostas de Poincaré a partir
da demonstragdo de que os modelos lineares usados nao poderao nunca dar uma ideia
exacta do comportamento a longo prazo das érbitas planetérias, e que o modelo nao

linear pode esconder trajectérias de uma complexidade insuspeita até entao. No terminar
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do século XX a teoria do caos fornece uma confirmagio incontestada da intuicdo de
Poincaré. O conhecimento actual dos modelos nao lineares apoia-se, de ora avante, numa
multiplicidade de resultados experimentais, simulagdes numeéricas e teoremas matematicos.
Mas, tudo isto sé foi possivel devido a revolugao informética que permitiu realizar cdlculos

e representagoes graficas impossiveis de outra forma.

O mundo tornou-se povoado de fenémenos caéticos, que desde sempre existiram, mas
que nao eram identificados. Sistemas simples, para determinados valores dos parametros
exibem comportamentos caéticos ou complexos. E esta matemética que abre novas pers-

pectivas na abordagem em todas as dreas do conhecimento humano.

Sao poucas as dreas cientificas que nao se véem hoje confrontadas com o estudo de
fenémenos evoluindo com o tempo. A descri¢ao, explicagao, controlo ou previsao de fené-
menos como, entre outros, a evolugdo de um indice bolsista, a variagdo da inflagdo ou da
taxa de desemprego, a variacao da temperatura ou da pluviosidade numa determinada
regiao do globo, a variacao da populagdo (segundo a idade, o sexo, ...) num certo pafs, o
movimento de particulas sujeitas a impactos aleatérios num fluido ou a emissao de fotdes
gerados em desintegracao radioactiva tém vindo a interessar especialistas de dreas tao
diversas como a Economia, as Ciéncias Exactas, as Ciéncias Experimentais e as Ciéncias

Humanas.

Originalmente, as andlises estatisticas diziam respeito a descrigdo de conjuntos nu-
merosos de dados, designados genericamente por informagdo. Com o nascimento das
probabilidades, ao longo dos séculos XVII, XVIII e XIX, foram dados os primeiros
passos no dominio da Estatistica Matemadtica cujo objectivo iltimo é o de conhecer o

modelo aleatério subjacente a tais observagoes. Os probabilistas construiram uma impor-
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tante teoria matemdtica, a teoria dos processos estocdsticos, a qual permite analisar as
propriedades de um conjunto de varidveis indexadas pelo tempo.

A ideia natural de repeticao de observagoes independentes e idénticas, presente na Es-
tatistica cldssica, nao é compativel, em geral, com fenémenos evoluindo com o tempo. De
facto, a hipétese de independéncia das observagoes perde sentido neste contexto pois esta-
mos perante varidveis cujo comportamento pode depender de um segmento de observacoes
entre dois instantes conhecidos.

De facto, uma das principais questoes que se levantam aquando da anilise de um
fenémeno que evolui ao longo do tempo é o da previsao de valores futuros. Tais estudos

sé se tornam possiveis se a evolugao nao for totalmente andrquica.

Assim, a hipé6tese de independéncia da estatistica cldssica é, em particular, substituida
por hipéteses de estabilidade no tempo ou de precisao da tendéncia da evolugao (linear,
quadrética, crescente ou decrescente, ... ).

O estudo da evolugao ao longo do tempo, das varidveis que descrevem tais fenémenos
pressupoe a obtencao de um certo nimero de observacoes dessas mesmas varidveis. Tais
observagGes sao obtidas, por exemplo, por meio de inquéritos ou registos. Em dominios
como a meteorologia ou a fisica, certas caracteristicas sdo observadas por meio de aparelhos
fisicos. Nestes casos, o intervalo de tempo no qual o fenémeno se desenrola percorre um
intervalo real.

Noutros dominios as observagoes sao recolhidas em tempos geralmente equidistantes,
isto é, estao disponiveis por exemplo uma vez por més, uma vez por trimestre, etc. Iden-

tificamos entdo as datas de observacdo com os inteiros 1,2,...,7T.

A sucessdo de observagdes de uma varidvel é chamada série temporal ou série cronols-
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gica.

Uma série temporal é, assim, um conjunto de dados evoluindo com o tempo onde a
ordem de recolha desempenha um papel importante. Este facto é salientado quando se
utilizam representagoes graficas das séries observadas.

A representagao gréafica de uma série temporal é um auxiliar precioso e muito utilizado
na anélise da sua evolugao.

Os primeiros registos conhecidos de representagoes graficas de observagoes temporais
estdo ligados a Astronomia, em particular & inclinagao das érbitas dos planetas em fungao
do tempo, e datam do século X ou X1I.

De seguida vamos introduzir alguns conceitos importantes de dindmica nao linear.

Um sistema deterministico nao linear consiste em elementos que tém regras nao lineares
entre si. O sistema é dinamico se evolui com o tempo. Se o estado de um sistema dindmico
em certo momento pode ser descrito por M varidveis, este estado pode ser representado
por um ponto no espago de fases de dimensao M.

A evolugao no tempo consiste numa série de pontos que formam uma trajectéria no es-
paco dos estados. Quando o tempo tende para infinito, a trajectéria ocupard um subespago
do espago de estados, denominado atractor. O atractor é uma representagao geométrica
da dindmica do sistema ao longo do tempo.

Os atractores variam na sua complexidade desde pontos fixos até atractores caédticos.
Os atractores sao estruturalmente estdveis. Atractores caéticos sao estdveis no sentido
global, mas instdveis no sentido local. O mecanismo da bifurcagdo pode transformar
atractores que vao desde pontos fixos até um regime caético.

O funcionamento caético tem sido encontrado nos sistemas biolégicos humanos, no
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sistema respiratdrio, na actividade cardfaca, na actividade cerebral e nas variagoes hor-
monais. Por sua vez os Sistemas Dindmicos dao uma maior flexibilidade de resposta aos
diferentes sistemas, fornecendo uma adaptagdo com as mudangas de ambiente, gracgas a
sua sensibilidade as condigoes iniciais. Nos trabalhos de Skarda e Freeman, Freeman,
Lutzenberger, Nan e Jinghua, Serra e Zanarini e Pritchard indicaram actividade cerebral
caética. Em psicopatologia, os trabalhos de Babloyantz e Destexhe e Reshaw encontraram
também actividade caética de baixa dimensao e alta sintonia de ritmicidade em patologias
como deméncia, esquizofrenia e epilepsia em contraste com sujeitos saos que apresentam
uma actividade de EEG (electroencefalograma) com maior dimensionalidade e maior vari-

abilidade do sinal.

Actualmente, os sistemas dindmicos tém-se mostrado uma das mais importantes 4reas

da Matemdtica que se aplicam em virios ramos da ciéncia, em particular na Psicologia.

O objectivo de aplicarmos as técnicas da dindmica nao linear é realizar um estudo
tanto tedrico quanto computacional, da complexidade que um sistema desse tipo pode
exibir, tudo isto medido através de conceitos como a entropia, expoentes de Lyapunov e

dimensao de correlagao.

A teoria dos Sistemas Dinamicos, como qualquer novo paradigma na ciéncia, implica
novas formas de elaborar questGes e analisar fenémenos, novos temas para investigar, e

novas regras para determinar o que sabemos e o que pensamos acerca de um fenémeno.

Segundo [20], a teoria do caos deu uma contribuigdo fundamental a este novo conheci-
mento. O novo paradigma tem diferentes implicagoes. Primeiro, muitos fenémenos podem
ser vistos com alguma vantagem heuristica como fenémenos autoregressivos (varidveis que

dependem dos seus préprios valores de um ponto num tempo anterior) que sao controlados
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em vez de causais. Segundo, as mudangas no comportamento do sistema sdo governadas
pela quantidade de entropia do sistema, pela configuragao do atractor e pelas forgas re-
pulsoras. Terceiro, muitos fenémenos que apareceram bem fundamentados através de um
paradigma mais antigo podem agora ser reexaminados. O nosso objectivo é descrever a
forma como se pode aplicar Sistemas Dindmicos néo lineares no estudo de um interessante

fenémeno social.

Um indice analitico importante de experiéncias relacionadas com o caos é o célculo do

expoente de Lyapunov de um atractor.

O célculo da dimensao fornece-nos um teste de hipéteses, se um atractor é um ponto
fixo ou um ciclo-limite, e por conseguinte, ndo caético, neste caso o expoente é negativo,

ou se o atractor é aperiédico ou caético, sendo neste caso, o expoente positivo.

A ideia de estimar a dimensao por métodos estatisticos é um assunto de controvérsia,
que tém a ver com o facto, de alguns autores acharem que caos deterministico e estatistica

nunca poderem ter qualquer terreno comum.

Historicamente, houve uma tendéncia de evitar uma relagdo entre sistemas dinamicos
nao lineares e estatistica. O livro de Stewart comega com uma histéria do desenvolvi-
mento paradigmaético na fisica, incluindo a era estatistica, que mais tarde foi substituida
pelos sistemas dindmicos nao lineares, na qual usou equagoes diferenciais como ferramenta
analitica priméria nas ciéncias naturais. Casti deu mais um passo alegando que a estatfs-
tica estava a tornar-se um método obsoleto para testar e desenvolver a teoria, um ponto no
qual Guastello em [20] ndo concorda. Peters deu uma visdao mais equilibrada referindo que
os métodos nao estatisticos para estimar os expoentes de Lyapunov nao sio especialmente

confidveis para alguns tipos de dados. E Priesmeyer referiu que a estatistica tradicional
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nao é adequada para descrever fenémenos dado que a sua dependéncia dos modelos line-
ares descarta desvios da linearidade como erros. Portanto, ndo devemos perder de vista a
palavra-chave tradicional.

Existem aplicagoes dos sistemas dindmicos para um amplo espectro de teorias em
psicologia cognitiva. Podemos comegar com a psicofisica, que relaciona estimulos fisicos e
a percepgao psicoldgica. O paradigma da experiéncia convencional tem sido baseado em
tempos de reacgao, ou no atraso temporal entre o estimulo presente ou um padrao e cada
padrao de reconhecimento ou tomada de uma decisdo relacionada com o contetido desses
padrées. O tempo de reacgao é objecto de muitas influéncias, e estudos de tempos de
reaccao sao pertinentes particularmente na engenharia, nos factores humanos e nos fluxos

de informagao entre as pessoas e as suas méquinas.



Capitulo 2

Conceltos basicos em sistemas
dinadmicos

2.1 Preliminares

A dinamica diz respeito ao estudo do comportamento dos sistemas que evoluem no tempo.
Um sistema dindmico determinista designa o processo de evolugao temporal e é constituido
por um conjunto de fungdes (regras e equagoes) que especificam como é que as varidveis
de estado mudam com o tempo. O estado de um sistema dindmico é especificado pelo

valor das suas variidveis em cada instante.

E importante distinguir varidveis de pardmetros, as varidveis mudam com o tempo,
0s parametros que caracterizam um sistema nao. As varidveis discretas tomam valores
num conjunto discreto, as continuas num conjunto continuo. Quando falamos de varidveis
discretas falamos de sistemas dindmicos discretos, que sdo de extrema importancia para o

tema desta tese.

O objectivo bdsico da teoria dos sistemas dindmicos é compreender o comportamento
eventual ou assimptético de um processo iterativo. Se este processo é uma equagao diferen-

cial cuja varidvel independente é o tempo, entao a teoria dos sistemas dindmicos fornece-
13
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nos uma previsao do comportamento das solugdes da equa¢do mesmo num futuro mais
distante (¢ — 0o0) ou num passado distante (¢ — —o0). Se o processo ¢ um processo
discreto, tal como a iteragdo de uma funcdo, a teoria dos sistemas dinamicos pretende
compreender o comportamento eventual dos pontos z, f(z), f(f(z)), f(f(f(z)))... quando
o numero de iteradas se torna cada vez maior. Para melhor compreender estes conceitos
vamos introduzir algumas defini¢Ges.

Chamamos érbita de x segundo f ao conjunto de todas as iteradas de f em x, ou seja,
ao conjunto {z, f(x), f(f(x)),...}.

Para compreender a evolugao do sistema, comegando numa dada condicao inicial z,
podemos colocar num gréfico a érbita de x e observar o que acontece apés um grande
nimero de iteracoes. Podemos fazé-lo de duas formas diferentes: através do gréfico da
série temporal ou através da iteracao grafica. O procedimento para o grafico da série
temporal consiste em colocar no eixo horizontal o nimero de iteradas e no eixo vertical,
o valor das iteradas. Assim, a condigdo inicial é sempre o ponto de ordem 0 da érbita.
A iterada seguinte é o primeiro ponto da érbita e assim sucessivamente. Comecamos por

calcular o valor da fun¢ao numa condicédo inicial 2y e vamos obtendo:

condigao inicial zg
1% iterada z; = f(xo)
2% jterada z3 = f(z1) = f(f(z0))

n-ésima iterada z, = fo f...o f(zo) = f™(xo)-
N———

n vezes

De seguida, formamos os pares ordenados (0,zo ), (1,z1), (2,%2),... e representamo-
los num referencial. Repare que o valor no eixo dos zz representa o tempo (discreto) e o
valor no eixo dos yy representa o valor das iteradas. Resulta o seguinte gréafico:

Para a iteragao gréfica o procedimento consiste em colocar primeiramente, no mesmo



2.1 Preliminares 15

x(n)
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Figura 2.1: Gréfico da série temporal da fungao f (z) = 3.5z (1 — z) e Zo = 0.1.

sistema de eixos coordenados, o gréfico da fungao que estamos a iterar e a diagonal y = .
De seguida representamos o itinerdrio do ponto zy seguindo graficamente o movimento
desse ponto. Comegamos em (xg, o) na diagonal e deste ponto, seguimos verticalmente
até alcancgar o gréfico de f. O valor de z do ponto de intersec¢ao deve ser zy e o valor
de y deve ser f(zg). Do ponto (zo, f (zo)), seguindo horizontalmente para a diagonal,
chegamos ao ponto (f(zo) ,f(zo)). Repetindo o processo, seguimos verticalmente para
o gréfico e chegamos ao ponto (f(zo), f2(x0)) e de seguida horizontalmente até (f2(zo),
f?(xo)) na diagonal. Este procedimento deverd prosseguir, sempre do grafico da fungao
para a diagonal, horizontalmente e da diagonal para o grifico da fungdo verticalmente.
Como se observa na figura 2.2.

Como veremos, de seguida, os pontos fixos sdo importantes na classificagdo das dinami-

cas.

Definigao 2.1.1 Se f é uma fungédo e f(c) = ¢, entdo ¢ é um ponto fixo de f.

Uma fungdo tem um ponto fixo ¢ se e s6 se o seu grafico intersecta a diagonal y = x
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0.8

0.6

x(n+1)

0.4

0.2

x(n)

Figura 2.2: Iteragao grifica para a funcao f (z) = 3.5z(1 — z) e 7o = 0.1.

no ponto (¢, c).

Teorema 2.1.1 Seja I = [a,b] um intervalo fechado e f : I — I uma fungdo continua.

Entao, f tem um ponto fixo em I.

Demonstragao: Seja I = [a,b] e f: I — I continua. Se f(a) = a ou f(b) = b, logo um
deles a ou b é ponto fixo. Suponhamos que f(a) # a e f(b) # b. Seja g(z) = f(z) — z,
g é continua pois é a diferenca de duas fungées continuas. Como f(a) # a e f(a) estd
no intervalo [a,b], f(a) > a. Do mesmo modo, f(b) < b. Logo, g(a) = f(a) —a >0 e
g(b) = f(b) —b < 0. Como g é continua, pelo Teorema do Valor Intermédio implica que

existe um c em [a, b] tal que g(c) = 0. Mas g(c) = f(c) — ¢ = 0 entdo f(c) =c.

Teorema 2.1.2 Seja I um intervalo fechado e f : I — R uma funcdo continua. Se

f(I) D I, entao f tem um ponto fixo em I.
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Demonstragao: Seja I = [a,b]. Como f(I) D I existe um c e um d em I tal que
f(c) =ae f(d) =b. Se c=aoud = b, fica demonstrado. Se nao, temos a < c < be
a < d < b. Se definirmos g(z) = f(z) — z, logo, g(c) = f(¢) —c < 0 pois f(c) =aea<c.
Caso contrério, g(d) = f(d)—d > 0. Como g(c) < 0 e g(d) > 0 e g é uma fungao continua,
pelo Teorema do Valor Intermédio, existe um e entre c e d (e em I) que satisfaz g(e) =0
e f(e) = e, o que completa a demonstragao.

H4 vérios exemplos de fungoes onde podemos observar estes tipos de comportamento.
O modelo de crescimento populacional, estudado por Verhulst (1845) e reinterpretado por
May (1976) é um exemplo usualmente apresentado de comportamento linear.

Consideremos uma espécie de insectos em que os individuos nascem e morrem na
mesma estagdo. Poderemos saber qual o mimero de insectos no ano seguinte. Numa

situagdo simplista esse mimero serd dado por:

Tn+1 =P Tn (21)

onde p é um parametro que depende das condi¢oes ambientais (disponibilidade de alimento,
de dgua , etc.), x,, a populagdo num dado ano e z,; no ano seguinte. Se p > 1, o nimero
de insectos crescerd; se p < 1, o nimero de insectos decrescerd, tendendo para a extingao;

se p = 1, permanecerd constante.

Exemplo 2.1.1 Consideremos, em particular, p = 0.5. Consideramos entao a fung¢ao

f(z)=05z

para duas condi¢ées iniciais diferentes, xg = 2 e g = —2. Construimos os grificos das

séries temporais e da iteragdo grifica da fungdo para as duas condigdes dadas.
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Figura 2.3: Os graficos a) e c) sdo as séries temporais da fungao f(z) = 0.5z para as
condicoes iniciais Tg = 2 e Tg = —2, respectivamente. Os graficos b) e d) sdo as iteragoes
graficas da mesma fungao e da mesma condigao inicial da série temporal do lado esquerdo.
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Como a fungdo f(z) = 0.5 z intersecta a diagonal f(x) = z no ponto (0,0), temos que
0 é unico ponto fixo da funcao.

Estes gréficos indicam-nos o comportamento deste sistema para duas condigoes iniciais
diferentes, o 2 e 0 —2 através da série temporal e através de iteragao da fungdo. Verificamos
que f™(2) e f™ (—2) aproximam-se de 0 & medida que aumentamos o nimero de iteradas.

De seguida, vamos observar o comportamento de uma fung¢io néao linear.

Exemplo 2.1.2 Consideremos a funcio f(z)=z? .

Temos 0 e 1 como pontos fizxos, pois 02 =0e12=1 .

Se considerarmos outra condicdo inicial diferente de 0 e de 1, por exemplo, To = 2,
obtemos a orbita sequinte: {2,4,16,128,16384,...}. Vemos que a drbita tende para infinito.
Obtinhamos o mesmo comportamento se a condi¢cdo inicial fosse 1.2. E possivel verificar
que para qualquer condi¢io no intervalo |—oco, —1[ U |1, 4+00[, a drbita tende para infinito.

Consideremos agora a condigdo inicial igual a 0.5 obtemos a drbita { %, %, ﬁ, ﬁ, o}

Obtemos nimeros cada vez mais pequenos. Podemos concluir que, para qualquer condicdo

inicial no intervalo |—1,+1[, a drbita tende para zero.

Podemos observar assim trés tipos diferentes de comportamentos nas érbitas, depen-

dendo da condigao inicial tomada.

Definicao 2.1.2 Sejam f uma funcdo e k um inteiro positivo. O ponto x é ponto periddico
de f com periodo k se f*¥(x) = x. Por outras palavras, um ponto é um ponto periddico de
f com periodo k se é ponto fixo de f*. O ponto periddico x tem um periodo ko primitivo
se ffo(z) =z e fP(x) # * quando 0 < n < kg. Ou seja, um ponto periddico tem

periodo primitivo kg se ele retorna ao ponto inicial, pela primeira vez, depois de iterarmos
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Figura 2.4: Nos graficos a), b), c) e d) observamos os comportamentos das érbitas para a
fungdo f(x) = z?, nas condigdes iniciais zo = 0, o = 1, zg = 0.5 e zg = 1.2, respectiva-
mente.
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ezactamente ko iteracoes de f. Se x é ponto periddico, ao conjunto de todas as iteradas

do ponto periddico x damos o nome de orbita periddica ou ciclo periddico.

Exemplo 2.1.3 Consideremos a fungio f(z) = —x3.

Os pontos —1 e 1 formam uma
érbita periddica com periodo primitivo 2. O conjunto de pontos com periodo 2 é {—1,1,0},

enquanto o conjunto de pontos com periodo primitivo 2 é {—1,1}. O tunico ponto fixo é o

ponto 0. A drbita de 0 é {0} e a drbita de 2 é {2,—23,29,—227, .}

Uma funcdo pode ter muitos pontos fixos e pontos periédicos. A fungdo f(z) = =
fixa qualquer ponto, enquanto qualquer ponto excepto 0 é ponto periédico com perfodo

primitivo 2 para g(z) = —x.

Definicao 2.1.3 O ponto x é eventualmente periédico com perfodo k se existe um inteiro

positivo N tal que f*** (z) = f* (z) quandon > N.

Exemplo 2.1.4 Sejag(z) = |z — 1|. Entdo0 el formam uma drbita periddica e f(2) =1,

logo 2 ¢é eventualmente periddico. De facto, qualquer inteiro é eventualmente periddico.

Definicao 2.1.4 Seja p um ponto periddico de periodo n. Um ponto x é fuluramente

assimptético para p se limi_oof" (z) = p.

No infcio dos anos 70, Robert May e outros mateméaticos comecgaram a investigar talvez
um dos sistemas mais famosos usado para modelar espécies simples, conhecido como a

funcao logistica dada por:

fo : [0,1] — [0,1] (2.2)

Tnyr = fa(Tn) =azy (1 —zn)



22 Conceitos bdsicos em sistemas dindmicos

O parametro a pertence ao intervalo [0,4] representando a taxa de crescimento da
populagao, z, a populagdo no ano n, e T, a populacio no ano seguinte. Naturamente,
taxas de crescimento demasiado baixas conduzem & extincio e taxas de crescimento mais
elevadas dao lugar a uma populagdo mais numerosa. Neste caso a equagio é nao linear e o
comportamento pode tornar-se imprevisivel. Observemos, nos exemplos seguintes, alguns
tipos de comportamento possiveis, variando o pardmetro a e mantendo a condigao inicial
zo = 0.04 fixa. Nas figuras 2.5 & 2.8, & esquerda estd representada a série temporal dos
valores de n que se obtém a partir da iteragdo grafica representada & direita para a = 2.8,

a=3.1, a = 3.45 e a = 3.5699, respectivamente:

Exemplo 2.1.5 Se a = 2.8, z, estabiliza no valor 18/28 ~ 0.643. Significa que a popu-

lacao permanecerd em equilibrio estdvel.

o AKX a7
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% c
0 % 03
02 02:
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o . . j 0 : .
0 10 2 0 Ly 50 0 02 04 06 a8 1
n wn
a)a =2.8exy = 0.04. b)a=2.8ex, = 0.04.

Figura 2.5: O gréfico a) é a série temporal para a = 2.8 e para x9 = 0.04 e o grafico b) é
a iteragao gréfica para a mesma fungio e a mesma condicao inicial.

Exemplo 2.1.6 Se a = 3.1, x, oscila, assimptoticamente, entre dois valores: 0.558 e

0.764. Significa que a populagdo num ano cresce, no outro decresce e assim sucessivamente.
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Figura 2.6: O gréfico a) ¢ a série temporal para a = 3.1 e para zo = 0.04 e o grifico b)
a iteracdo gréfica para a mesma fungao e a mesma condigao inicial.

é

Exemplo 2.1.7 Se a = 3.45, = oscila, assimptoticamente entre quatro valores: 0.852,

0.433, 0.847, 0.447. Os valores ocorrem sempre pela ordem indicada, o comportamento é

assimptoticamente periodico, de periodo 4.
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a)a =3.45exy = 0.04. b)a =3.45ex, = 0.04.

Figura 2.7: O grifico a) ¢ a série temporal para a = 3.45 e para xo = 0.04 e o grafico b)
a iteracdo gréfica para a mesma funcdo e a mesma condigao inicial.

12

é

Exemplo 2.1.8 Aumentando o valor de a para a = 3.5699 surge um novo comportamento

assimptoticamente periédico. O comportamento periddico sequinte é o de periodo 8.
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Figura 2.8: O gréfico a) é a série temporal para a = 3.5699 e para zo = 0.04 e o grafico
b) é a iteracdo gréfica para a mesma funcio e a mesma condigao inicial.

Esta fungao ¢ aparentemente simples, mas as suas propriedades estio longe da trivi-
alidade. Do ponto de vista matemético, tem a vantagem de ser extremamente simples,
mas como modelo populacional tem a vantagem de exigir que = pertenca ao intervalo [0,1]
dado que para x ¢ [0, 1], a sequéncia de valores de f"(z) tende para —oo.

Analisando os gréficos, vemos que a populagao permanecerd em equilibrio até o parametro
permanecer abaixo de um valor do paramero. Ultrapassado este valor, o equilibrio é
rompido e a populagao oscila entre dois valores distintos, depois entre quatro, entre oito,

e assim sucessivamente. As bifurca¢ées continuam a medida que a vai aumentando, até
que a evolugao se torna cadtica, passando de forma imprevisivel, por uma multiplicidade

de valores distintos.

Exemplo 2.1.9 Consideremos a fungio logistica (2.2) com a = 4. Temos um ponto firxo
em 0. O ponto 1 nao é fivo mas, iterando a fungdo uma vez , fiy(1) =0, caimos no ponto

fizo. Iqualmente, f4(0.5) =1 e f4(0.5) = 0 logo apds duas iteragdes 0.5 cai em 0.

A existéncia de termos nao lineares faz com que uma pequena variacio no parametro

12



2.1 Preliminares 25

possa conduzir a uma variacao brusca tanto qualitativa como quantitativa no comporta-
mento do sistema. Para um dado valor, o comportamento pode ser periddico, para outro

ligeiramente diferente do primeiro, o comportamento pode ser aperiédico.

Definicao 2.1.5 Seja p um ponto periddico de periodo primitivon. O pontop é hiperbdlico
se \(f")' (p)| # 1 e nao hiperbélico se ‘(f")/ (p)| = 1. No caso particular, de n = 1

chamamos a p ponto fixo hiperbdlico.

Proposi¢do 2.1.1 Seja p um ponto fixo hiperbélico de uma fungao f € Ct com |f' (p)| <

1. Entdo existe um intervalo aberto U contendo p tal que, se x € U,entao lim f" (x) = p.
n—oo

Demonstracio: Desde que f seja C1, existe ¢ > 0 tal que |f'(z)] < A < 1 para
x € [p—e,p+¢]. Pelo Teorema do Valor Médio |f(z) —p| = |f(z) — f(p)| < Alz —p| <
|z — p| < . Entdo f(z) estd contido em [p—¢&,p+¢] e, de facto, mais préximo de p do que
z a p. Com a mesma argumentagio temos que |f"(z) — p| < A" |z —p|, logo f"(z) — p,
quando n — oo.

Nota: Este resultado também ¢é vélido para pontos periédicos de periodo n. Neste
caso, podemos obter um intervalo aberto que contém p que se aplica em si préprio por fm.

Evidentemente, neste caso a hipétese é que i(f")/ (p)l < 1.

Definig¢do 2.1.6 Um ponto firo p com |f' (p)| < 1 é chamado de ponto fizo atractivo.
Um ponto periédico p, hiperbdlico de periodo n, com |(f")'(p)‘ < 1, é chamado de

ponto periddico atractivo.

Proposicao 2.1.2 Seja p um ponto fizo hiperbolico com |f'(p)| > 1. Entao existe um

) [

! f diferencidvel com derivada continua.
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intervalo aberto U contendo p tal que se x € U, x # p, entao existe k > 0 tal que

fHa) ¢ U.
A demonstracao ¢ semelhante a proposicao anterior.

Definigao 2.1.7 Um ponto fizo p com |f' (p)| > 1 é chamado de ponto fizo repulsivo.
Um ponto periddico p, hiperbolico de periodo n, com [(f")/(p)[ > 1, é chamado de

ponto periodico repulsivo.

Nota: Seja p; um ponto periédico de periodo k e {p1,p2,...,px} a sua érbita. Pela

regra da cadeia temos que:
Nota 2.1.1

(1) = (FUY) () = P ) (Y () =
= S )P (2 00)f (1) = £ r) f (r1)--- ' (p1)

Realgamos a derivada de f™ no ponto p dado que nos auxilia na determinagao se p
€ atractivo ou repulsivo. A derivada de f por si s6 nao nos fornece informacgao sobre a
natureza do ponto periédico.

No caso da derivada ser igual a 1 podemos observar comportamentos diferentes.

Exemplo 2.1.10 Temos que 0 é ponto fizo de g(z) =z — 23 e que atrai pontos ProTIMOS.
No entanto, ¢'(0) = 1 . De forma semelhante temos que 0 é ponto fizo de 9(z) = ¢ + 23
e que repele os pontos prorimos, mas f1(0) = 1. Mais precisamente, suponhamos que p é
ponto periodico de f com periodo primitivo k , e ‘(fk)/(p)l = 1. Se o conjunto estdvel

de p contém um intervalo aberto que contém p, entdo p € ponto periddico atractivo de f.
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Se existe um intervalo aberto J que contém p, e que satisfaz para todo o x em J que nao
p existe um nimero natural n tal que i () ndo estd em J , logo p é ponto periddico

repulsivo de f .

N#o nos é dificil de imaginar que um sistema governado por equagoes matemaéticas com-
plicadas possa ter um comportamento complicado e imprevisivel. Mas o que surpreeendeu
a maioria dos cientistas foi o facto de até sistemas simples, descritos por equagoes simples,
poderem exibir comportamentos caéticos. A ordem e o caos podem aparecer no mesmo
sistema.

O termo bifurcacio é muitas vezes usado nos estudos de dinamicas nao lineares, e
descreve as mudancas do comportamento de um sistema a medida que variamos um
parametro.

De seguida, consideremos a fungao logistica (2.2) com 0 < a < 4.

Um diagrama de bifurcacdo ¢ a representagao gréfica do comportamento qualitativo
das 6rbitas para cada valor do parametro a. A maneira de o construir é muito simples.
Construimos um grifico em que o eixo horizontal corresponde aos valores de a e o eixo
vertical aos valores de x,. Para cada valor de a, escolhe-se ao acaso uma condigao inicial,
e gera-se a orbita correspondente. Os primeiros N pontos da érbita sdo descartados,
para dar tempo a que a érbita evolua para o seu comportamento final, quer este seja uma
érbita periédica ou caética - chama-se a isto eliminar o transiente. Em seguida comegamos
a marcar no grafico, para esse valor de a, os valores de x, assumidos pela érbita ao longo
de um nimero M bastante grande de iteragoes. As iteragoes produzem valores de z,, num
intervalo entre [0, 1] se a condigao inicial estd nesse intervalo.

No gréfico 2.9 a condi¢ao inicial foi 0.5 e descartamos as primeiras N = 50 itera-
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Figura 2.9: Diagrama de Bifurcacao da fungao logistica f, (z,) = az, (1 — Ty), com 0 <
a < 4.

das z1, 9, ..., x50 e foram desenhadas no grafico as iteradas Z51,T52, ..., T100- Esta figura
mostra-nos uma grande variedade de comportamentos. Desde convergéncia para os pontos
fixos passando por bifurcagoes de duplicacio do perfodo ao caos.

Um aspecto importante para compreendermos os sistemas dinamicos é a caracterizacao
dos atractores.

Um Atractor é um conjunto tal que as trajectérias a partir de quase todos as condi¢oes
iniciais possiveis acabam por cair nele.

Ao conjunto das condigoes iniciais que ddo origem a trajectorias que se aproximam de
um dado atractor chama-se bacia de atraccao desse atractor.

Um atractor ¢ um conjunto de estados de um sistema para o qual estados vizinhos, a
chamada bacia de atracgao, convergem. Seja qual for o estado inicial, o sistema evoluird
até chegar ao atractor, e permanecerd nesse estado, na auséncia de outros factores.

No caso da logistica (2.2), por exemplo, os atractores sao diferentes para os varios

valores do parametro a. Para um dado valor de a a condicio inicial escolhida estd na bacia
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de atraccdo do ponto fixo, apenas aparecerd um ponto no eixo dos yy. Como podemos
ver no diagrama esta situacgao verifica-se para valores do parametro inferiores a trés. Para
3 < a < 1+ V6 a condicio inicial estd na bacia de atracgao de um atractor periédico de
periodo 2. Para a ligeiramente superior a 1 + V6 ~ 3.449, por exemplo, a = 3.5 , hd uma
duplicacio do periodo que se tornard de perfodo 4, de seguida de periodo 8 e vai duplicando
sucessivamente. Este comportamente ocorre para subintervalos de a ao longo do diagrama.
Para cada intervalo dos valores do parametro no qual o tinico atractor é a érbita periédica
chamamos de Janela Periédica. Para a = 3.73, as dinamicas tornam-se muito complicadas,
e as iteradas de uma condicao inicial movem-se caéticamente no intervalo [0,1]. O caos
e a ordem nao percorrem caminhos distintos como se poderia pensar, mas estao ligados
entre si. Através do diagrama da figura 2.9 podemos observar a transi¢ao entre a ordem e
o caos. Se fizermos um recorte ampliado do Diagrama de Bifurcagao como se observa na
figura 2.10 podemos verificar novos pormenores, mas no todo tem o mesmo aspecto que o

original.

38 39 3% 4

X

Figura 2.10: Diagrama de Bifurcagao da fungao logistica fq (z,) = azn (1 —xy), com
3.5 <a<4
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Estas formagoes sao invariantes relativamente a escala. Mesmo na parte cadtica,
escondem-se ramos de estrutura andloga ao todo.

Na década de setenta, o fisico Mitchell J. Feigenbaum estudou as propriedades da
fungao logistica (2.2) e descobriu uma propriedade interessante acerca da duplicagao do
periodo.

Consideremos ay, as, as, ..., a, ... a sequéncia de valores de a para os quais o sistema bi-
furca. Os primeiros valores da sequéncia siao: a; = 3.0, ag = 3.449490..., a3 = 3.544090...,
ag = 3.564407..., a5 = 3.568759..., ag = 3.569692..., a7 = 3.569891.... Feigenbaum desco-

briu que se dj, é definido por dy, = ap.;— as, entdo

d.
§ = lim —— — 4.669202...
k—»oodk+1

A razio de convergéncia 0 da sequéncia (ay) dé-se o nome de nimero de Feigenbaum.
Este mimero ¢ a constante de proporcionalidade para a duplicagao do perfodo. Além de
aparecer em varias fungoes matemadticas, aparece também em numerosos sistemas fisicos,
caracterizando a transicao entre ordem e caos. Este aspecto é muito importante, na me-
dida em que ilustra a universalidade dos comportamentos cadticos, expressa na constante
(universal) de Feigenbaum. Por outro lado, este mecanismo, a cascata de duplicagoes do
perfodo, tornou-se muito importante para distinguir a existéncia de caos nos fenémenos
naturais, isto caso o fenémeno em causa dependa de um parametro cuja variagao permita
encontrar a correspondente sequéncia de comportamentos. Segundo [37], uma interpre-
tacao possivel e 1itil da constante § é que podera ser usada para fazer uma previsao. Por
exemplo, fazendo uma medigao de duas sucessivas bifurcacoes devemos ser capazes de pre-
ver as bifurcagoes seguintes e até onde vai o seu limite. Esta descoberta foi de uma grande

importancia e deu-nos um testemunho da beleza e aventura do pensamento matematico.
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Até ao momento, aborddmos diversos comportamentos possiveis em fungoes de dimen-

sao um.

Na realidade, ndo é usual vermos um ntumero pequeno de elementos a interagirem.
Na maioria dos sistemas, hd uma rede complexa de interaccoes. Nestas circunstéancias,
téem se desenvolvido e formulado modelos teéricos com equagoes diferenciais lineares e nao

lineares com duas ou mais varidveis.

De forma a compreeendermos os diversos tipos de dinamicas que podemos encontrar em
equacoes diferenciais com mais de duas variaveis, vamos considerar as equagoes diferenciais

com trés varidveis, inicialmente, estudadas pelo metorologista E.N. Lorenz.

O sistema de Lorenz foi introduzido, em 1963, como um modelo simples do movimento

convectivo nas camadas superiores da atmosfera.

O comportamento do modelo de Lorenz ¢ representado tragando as suas varidveis no
espaco de estados, ou seja, para cada cdlculo sucessivo de z, y, e z, tracamos o ponto

correspondente num espaco de eixos zyz.

A determinacio das trajectérias a partir das condi¢oes iniciais no espago de fases

permite conhecer a evolugao do sistema.

Até a década de 60, os atractores eram pensados como sendo subconjuntos geométricos
muito simples do espaco de fases: pontos, linhas, superficies e volumes. Como exemplo
de dois atractores cldssicos simples temos o ponto fixo, caso do péndulo amortecido, e o

ciclo-limite, caso do chamado oscilador de Van der Pol.

O sistema de Lorenz ¢ habitualmente descrito como um sistema de trés equacoes dife-
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renciais nao lineares, dependendo de trés parametros s, r e b.

de/dt = s(y—x) (2.3)
dy/dt = rz—y—zz

dz/dt = xy—bz

A figura 2.11 mostra o atractor de Lorenz para os parametros s = 10, b = % er =24.4.

-0 10

Figura 2.11: Atractor de Lorenz para os parametros s = 10, b = % er=24.4.

Observando a figura 2.12, podemos ver duas trajectérias de evolucao a partir de dois

pontos muito proximos.

Inicialmente as duas trajectérias parecem coincidentes mas, a partir de certa altura,
a divergéncia é grande. Por causa dos seus termos nao-lineares, uma pequena variacao
na localizagao na condigao inicial afecta enormemente as trajectérias obtidas, uma carac-

teristica do comportamento matemadtico a que se chama caos.
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Figura 2.12: Duas trajectérias de evolugao a partir de dois pontos que diferem um do
outro em apenas 107> na coordenada z.

Num sistema dinamico, o caos surge quando dois pontos iniciais arbitrariamente perto
um do outro divergem exponencialmente, de tal modo que o seu comportamento futuro é
eventualmente imprevisivel.

Lorenz descobriu que, para certos valores dos parametros das equagoes, o sistema
nunca tende para um comportamento previsivel a longo prazo e que, por essa razao, nao
é possivel também fazer previsoes do tempo meteorolégico a longo prazo.

As suas descobertas ganharam notoriedade quando publicou um artigo denominado
Predictability: Does a flat of butterfly’s wing in Brazil set off a tornado in Texas?, onde
ficou célebre o conceito de efeito Borboleta. Se o bater das mintsculas asas de uma bor-
boleta no Brasil podia desencadear, semanas depois, um tornado no Texas, isso deve-se
A extrema sensibilidade as condicoes iniciais de um sistema tao complexo como o clima.
Trata-se de um sistema caético e a mais fnfima varia¢ao nas condigoes iniciais pode pro-
duzir comportamentos a longo prazo muito diferentes.

Parar < 1, todas as trajectérias, independentemente das condigoes iniciais, aproximam-
-se eventualmente do ponto fixo na origem. Usando uma linguagem introduzida acima,

dizemos que todo o espaco xyz é a bacia de atraccao para o atractor, neste caso, na origem.
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Para valores 1 < r < 13.93, o sistema tem trés pontos fixos.

O sistema tem um dos pontos fixos na origem (z = 0, y = 0, z = 0). De facto, o sistema
nao se move a partir desse ponto. Mas basta que uma das coordenadas seja ligeiramente
diferente de 0 para que o sistema evolua para um dos outros pontos fixos. Ou seja, a
origem ¢ aquilo a que se chama um ponto fixo repulsor. Os outros dois pontos fixos sao
atractivos se r nao for muito grande. O comportamento do sistema é estdvel e tende para
um de dois pontos fixos. Para r = 1 temos um ponto de bifurcacao.

Quando r < 24.06 nao temos atractor cadético, mas se r > 13.926 existem 6rbitas

cadticas produzindo caos transiente.

Se o parametro 7 ¢ maior do que 24.74, o comportamento do sistema muda radicalmente
e os pontos fixos perdem a sua estabilidade. Deixam de ser atractores para serem repulsores
mas a trajectéria nunca se pode afastar muito da zona da figura anterior. A trajectoria
vai de um lado para o outro sendo repelida pelos trés pontos fixos de modo que acaba por
se dobrar sobre si mesma de um modo muito complexo e sem nunca se intersectar a si
mesma.

Um ponto do atractor de Lorenz nunca repete o seu movimento, traca continuamente
anéis em forma de asas de borboleta. O movimento do ponto é caético pois nao é possivel
prever em qual dos anéis e em que local destes ele se ird encontrar. Por exemplo, pode
tragar um anel na asa esquerda, depois saltar para a direita e tracar ai dois anéis, voltar
para a esquerda e de salto em salto vai percorrendo o atractor.

E ao conjunto de pontos em que a trajectéria se encontra que se chama o atractor que

neste caso recebe o nome de atractor estranho.

Neste modelo a duplicagdo do periodo aumenta enquanto o valor do parametro r
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diminui.

A construcao deste novo conjunto de ideias continuou com os contributos de cientistas
brilhantes como Benoit Mandelbrot ou Mitchell Feigenbaum, que descobriram coisas tao
inesperadas como a universalidade e a auto-semelhanga em sistemas cadticos.

A universalidade resultou dos trabalhos de Feigenbaum, que detectou inesperadamente
a mesma constante de proporcionalidade na evolugao de diferentes sistemas nao-lineares.

A auto-semelhanca estd intimamente ligada com o desenvolvimento da geometria frac-
tal, que representa o lado mais conhecido e belo do Caos.

Como ¢é tipico dos atractores caéticos, o atractor de Lorenz exibe auto-semelhanca e
¢ um objecto fractal. (Se introduzissemos no programa a possibilidade de seleccionarmos
uma zona limitada do atractor e fizéssemos zooms sucessivos, vizualizando pormenores com
uma resolucao cada vez maior, verfamos que o aspecto da curva seria sempre semelhante).
Embora muitos fractais nao sejam cadticos, como o triangulo de Serpinsky ou a curva de
Koch, muitos fenémenos cadticos exibem estruturas fractais nos seus atractores estranhos

ou nas sucessivas bifurcacdes de transicao para o caos, como na fungao logistica (2.2).
2.2 Caracterizacao dos sistemas caéticos

Muitas vezes dizemos que os sistemas dinamicos sao caéticos sem uma definicao precisa
do que isso significa. Nesta sec¢ao vamos abordar conceitos relacionados com a natureza

cadtica de aplicagoes e fornecer algumas defini¢oes de conjuntos invariantes cadticos.

Definigao 2.2.1 Uma funcgio f : D — D diz-se topologicamente transitiva em D se
para qualquer par de conjuntos abertos U, V' que intersectam D existe um z em UND e

um nimero natural n tal que f™(z) estd em V. Equivalentemente, f é topologicamente
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transitiva em D se quaisquer dois pontos x ey em D e qualquer € > 0, existe um z em D

tal que |z —z| < e e |f"(2) —y| < & para algum n.

Intuitivamente, uma aplicagao transitiva topologicamente tem pontos nos quais even-
tualmente apdés iteragoes movem-se de um aberto arbitrariamente pequeno para qualquer
outro.

Se iterarmos um ponto do intervalo 0, 1[, através da funcio logistica (2.2) com a = 4,
hd érbitas que parecem percorrer todos os pontos possiveis do intervalo. O mesmo nio
sucedia com os outros valores de a.

Uma forma intuitiva de interpretar transitividade topolégica é subdividir o intervalo em
subintervalos e exigir que, iterando, seja possivel atingir qualquer subintervalo, partindo
de qualquer subintervalo. Consideremos a fungao logistica (2.2) coma =4 e a particao do
intervalo I em 10 subintervalos: I = [kI—BI, %] Comegando no intervalo I, apés 4 itera
¢oes ja tinhamos visitado todos os intervalos. Informalmente, topologicamente transitiva

¢ quando podemos chegar a qualquer lado a partir de qualquer lado.

Proposigao 2.2.1 Seja f : D — D. Se f ¢é topologicamente transitiva em D, entio ou

D é um conjunto infinito ou D consiste numa orbita periddica.

Demonstragao: Suponhamos que D contém um niimero finito de pontose f: D — D é
topologicamente transitiva. Escolhendo qualquer ponto em D e designa-lo por zo. Vamos
verificar que zq é periédico e qualquer ponto em D estd na érbita de zo. Seja ¢ > 0 tal
que a distancia entre quaisquer dois pontos em D seja pelo menos . Se z e y estao em
D e z # y, entao |z —y| > ¢. Tal ¢ existe desde D seja finito. Seja y um elemento de

D. Como f é topologicamente transitiva, existe um z em D e um ntimero natural m tal
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que |zg—z| < ee|f™(z) —y| <. Mas ¢ é a distancia minima entre pontos distintos
em D logo |zg — z| < ¢ implica que z = zg e |f™(z) —y| < ¢ implica que f™(z) = y.
Estes argumentos juntos implicam que f™ (zo) = f™ (z) = y. Agora, escolhamos yp um
ponto em D outro que nao zp. Por um argumento semelhante ao procedimento anterior,
podemos mostrar que existe um n tal que f™ (yo) = zo. Como jd sabemos que existe um
m tal que f™ (zo) = yo, torna-se claro que, f** (zg) = f" (yo) = To, € logo T é periédico
com periodo n + m. Por contraposi¢ao, se f nao consiste na érbita do ponto periédico e
f é topologicamente transitiva em D, entao D é um conjunto infinito.
Uma das caracteristicas fundamentais dos sistemas caéticos, é a sensibilidade as condigoes

iniciais, ou seja, a possibilidade de estados tdo préximos quanto se queira, sofrerem

evolugoes muito diferentes.

Definigao 2.2.2 Um sistema dinamico f : D — D diz-se exibir sensibilidade as condigoes
iniciais num ponto x € D se existe 1 > 0 tal que, para cada € >0 existe ye D ek >0
tais que d(z,y) <ee d ( f¥(x), f¥(y) )>r, onde d(.) é uma distincia definida em D.
Se f exibe sensibilidade as condigdes iniciais em todos os pontos de D, entio diz-se que

exibe sensibilidade as condigoes iniciais.

Isto &, se temos dois sistemas iguais que iniciam nas condigoes iniciais z e x+¢, respec-
tivamente, onde £ é uma quantidade muito pequena, as suas 6rbitas divergem rapidamente
uma da outra, crescendo a sua separagao exponencialmente.

A figura 2.13 mostra a evolugao de duas 6rbitas para o mesmo periodo de tempo cujas
condigoes iniciais diferem apenas 1073 para o valor de x. Inicialmente as trajectérias

parecem coincidir, no entanto, a partir de um certo tempo, a diferenca entre as duas érbitas
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Figura 2.13: Evolugao de duas 6rbitas que diferem apenas de 1073.

cresce rapidamente. Este ¢ também um sistema que revela sensibilidade as condigoes

iniciais.

Um aspecto curioso da sensibilidade as condigdes iniciais é que este tipo de com-
portamento das aplicagoes era ja conhecido, mas, porque sempre num contexto onde esse
comportamento era exactamente algo a evitar, nunca suscitou muita curiosidade por parte
dos matematicos desse tempo. J4 em 1908, Poincaré reflectiu sobre esse fenémeno, como
¢ referido na sua obra Science et Méthode:

" Uma causa muito pequena, que nos escapa, determina um efeito considerdvel que nao
conseguimos ver, e entao dizemos que esse efeito é devido ao acaso. Se conhecessemos exac-
tamente as leis da natureza e a situacao do universo no instante inicial, poderfamos prever
com exactidao a situagao desse mesmo universo num instante posterior. Mas, mesmo que
as leis naturais jd nao tivessem segredos para nés, sé6 aproximadamente poderiamos conhe-
cer a situagao inicial. Se isso nos permite prever a situacdo posterior com o mesmo grau

de aproximagao, e isto nos basta, dizemos que o fenémeno foi previsto, que é regido pelas
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leis; mas isso nem sempre acontece; pequenas diferencas nas condigées iniciais podem gerar
diferencas muito grandes nos fenémenos finais; um pequeno erro nas primeiras produziria
um erro enorme nos segundos. A previsdo torna-se impossivel."

No entanto, foi apenas na década de 60, que se ouviu falar de sistemas sensivelmente
dependentes das condigbes iniciais, através de Edward Lorenz.

Existem diferentes definicoes de sistemas caéticos. Vamos considerar a defini¢ao intro-

duzida em [13], por Devaney.

Definigao 2.2.3 A func¢do f: D — D é cadtica se:
a) os pontos periddicos de f sGo densos em D.
b)f é topologicamente transitiva.

c)f exibe sensibilidade as condicoes iniciais.

Teorema 2.2.1 Seja D um subconjunto infinito de nimeros reais e f : D — D continua.
Se f & topologicamente transitiva em D e os pontos periddicos de f sdGo densos em D ,

entdo f é cadtica em D.

Demonstracio: E suficiente provar que f exibe sensibilidade as condigdes iniciais.
Comegamos por mostrar que existe § > 0 tal que para cada z em D existe um ponto
peri 6dico g tal que |:v - fi(q)| > 46 para todo o i. Note que um subconjunto denso
de um conjunto infinito deve ser infinito. Como os pontos periédicos de f sdo densos
em D, isto implica que h4d infinitos pontos periédicos, escolhemos dois, q1 e g2 pontos
periédicos que ndo sdo da mesma 6rbita. Seja § o maior nimero positivo satisfazendo

§ < 31" (q1) — f™(q2)| paratodoomen .
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Claramente, § > 0 , pois q; e g sdo periédicos e h4 apenas um nimero finito de pontos
da forma f"(q1) e f™(g2). Logo, hd apenas um niumero finito de distancias da forma
|f™" (q1) — f™ (g2)|, e assim & & um oitavo da distancia mais curta. Agora se z é um ponto

qualquer em D , entdo a desigualdade triangular implica que

(1" (q1) =zl + ]z~ ™ (a2)])

o | =

5 < %If”(ql)—f’" (g2)] <

ou
86 < [f"(q1) — 2| + |z — f™ (g2)]

para todos os n, m. Mas isto implica que pelo menos um |z — f™(q;)| > 46 para todo
onou |z~ f™(g2)| > 49 para todo o m . Logo, existe um ponto periédico g tal que
|:c i (q)l > 46 para todo o i . De seguida, escolhendo § > 0, para cada ponto em D
existe um ponto periédico que se move através da iteracdo de f pelo menos a uma distancia
minima 44 . Seja x um ponto arbitrdrio em D e € tal que 0 < € < §. Fixando um ponto
periddico q satisfazendo |x — f (q)l > 40 para todo o 7. Em seguida, usamos ¢ para provar
que existe um w em D satisfazendo (w —z| < € e |f™ (z) — f™ (w)| > & para algum n .

Isto implica que f tenha sensibilidade as condicdes iniciais.
Exemplo 2.2.1 Consideremos o exemplo simples de uma funcdo linear:
f(z) =cz,c>1
Dado um valor inicial positivo, depois de n iteradas teremos
T, = cxg

Se adicionarmos um erro Ep a o, temos ug = ¢ + Ep obtemos u, = c*(xg + Eg) e 0

erro ao fim de n passos é
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E, =u, —zn = c"(zo + Eo) — "xzo = c"Ep

O erro inicial é aumentado por um factor ¢ em cada iterada, o sistema é sensivel, mas
nao é certamente cadtico.

Dado um desvio inicial num sistema caético, este tornar-se-4 tao grande como o ver-
dadeiro sinal, isto é, depois de um certo nimero de iteradas, o erro terd a mesma ordem
de grandeza que os valores correctos.

Para o iterador linear do exemplo (2.2.1), a relagdo entre o sinal, os valores da iteragao

e o erro é sempre a mesma. O erro relativo é

E, c"Ey Ey
-_n _ = — = constante.
T, C'Ty  Xo

Isto indica que a iteracdo é bem comportada e que o erro é perfeitamente controlado,
apesar do sistema apresentar sensibilidade as condigoes iniciais.

A sensibilidade por si s6 nao implica caos. No entanto, esta propriedade é uma quali-
dade que todos os sistemas caéticos tém e detectd-la é j4 um passo grande na compreensao
do caos. Outros sistemas poderao nao ter esta qualidade. Como qualquer outra grandeza,
também a sensibilidade precisa de ser quantificada.

Para deduzir uma medida para a velocidade de crescimento do erro por iterada temos

a relagao

En
Ey

En

Ey

=c" < In &
= o

) = nln(c) & In(c) = %m

donde se retira o valor de c,

l]léu|
c=en Eol,
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Fez-se um estudo em [[38], pg 515] onde se observou que os valores deste expoente para
a fungao logistica com a = 4 tomando diferentes valores iniciais andava a volta de 0,7 o

07 ~ 2, ou seja, para a fungao logistica 2.2, para a = 4, em cada iteracéo,

que dd c~ e
um pequeno erro aproximadamente duplica. Evidentemente, isto sé se aplica para erros
suficientemente pequenos e s6 acontecem em média. Intervalos perto do vértice da pardbola
sao comprimidos, ao passo que intervalos perto dos pontos 0 e 1 aumentam cerca de 4
vezes. Este raciocinio leva-nos directamente para o conceito de expoente de Lyapunov
A(zo). Este quantifica o crescimento médio de erros infinitesimais na condigao inicial zg,
que voltaremos a abordar na sec¢ao seguinte.

Vamos assumir que Ej pode ser arbitrariamente pequeno. Como se verifica a igualdade

seguinte podemos tentar estimar cada factor em separado.

En En En—l &

Supondo que tal é possivel, entdo para calcular o valor desta expressdo terfamos de mul-
tiplicar todos os factores individuais, o que causaria um grande erro em computadores

normais. Felizmente é possivel evitar esta situagio visto que

1
—In
n

E,
Ey

1 E, En_ El) 1 o
=—In —— — | = - In
n (En—l En_g EO n z—:l

Somando os logaritmos evitamos problemas maiores nos arredondamentos. Trataremos

Ert1
Ex

agora de estimar cada parcela. Consideremos . Este nimero descreve o quanto um

pequeno erro Ef em xj é aumentado (ou reduzido) na iteragao seguinte.
Este factor de ampliagdo do erro é, na sua esséncia, independente do tamanho do erro

E.
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Se considerarmos, por exemplo, um erro em z; que é metade de Ej, entao é expectdvel

que o erro em Ty seja também metade do que devia, =5*. Para justificar este raciocinio

consideremos um erro Ej, = € em Ty, isto é, Ty = xx + €.

Voltemos a fungéo logistica definida em (2.2) para a = 4.
f(z) =4z(1 — )
entao, o erro Ei ) em Ty €
Err1 = f(@%)— f(zk) = Tor1—Tht1 = dzete) 1—zp—e) — 4y (1—x) = 4e(1-2a5) —4e”.

Dividindo por E; = ¢ obtemos

Eriq
Ey

= 4(1 — 2z) — 4e,

uma quantidade dominada pelo primeiro termo, dado que 4¢ é comparativamente pequeno.
Por isso se vé que o factor de ampliagdo do erro no passo k + 1 é independente do erro
E);. = ¢ desde que ¢ seja pequeno. Esta independéncia fornece-nos uma solucao para o
calculo que queremos efectuar.

. o . .~ E
Fixamos um erro arbitrariamente pequeno ¢ e estimamos os factores de ampliagao E:‘

. . E
para erros Fy muito pequenos, estimando |'°€—+1|onde

Epy1 = f(zx+¢) — flzx) e f(z) =4z (1 - 1),

Em suma, temos uma férmula melhorada para determinar o expoente de Lyapunov, que
abordaremos na sec¢ao seguinte, baseado num nimero indeterminado, tao grande quanto
se queira, de iteragoes.

A férmula é
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Como ‘%‘ = (z’““"_eg_f (@e-1l g [ for diferencidvel da expressdo anterior, passando ao

limite, obtemos

1 n

~ = In|f (@) (2.4)
n
k=1

Dado um desvio inicial num sistema cadtico, este tornar-se-4 tio grande como o ver-
dadeiro sinal, isto é, depois de um certo niimero de iteradas, o erro terd a mesma ordem
de grandeza que os valores correctos.

E do nosso conhecimento que existem pontos que tém um comportamento de natureza
completamente diferente: os pontos periédicos.

Se comegarmos a iteragdo num desses pontos visitaremos apenas um mimero restrito
de intervalos, apesar de infinitas vezes.

Teoricamente para a fungao logistica (2.2) é possivel encontrar infinitos pontos deste
tipo em cada intervalo. Além da sensibilidade e transitividade topolégica, a existéncia de
pontos periédicos em cada subintervalo é uma condigao necesssria para a existéncia de
caos. Para a = 4 temos, por exemplo, a 6rbita de periodo 3.

.o . o2 | od4m
{sin? =, sin? == sin? —
7 7 7

Contudo, se tomarmos um destes 3 valores para inicio da iteracéio, e se tomarmos
uma precisao simples dos nimeros no computador, o erro é aproximadamente 0.00000005
(dependendo do processador) e o erro, em média, duplica em cada iterada. Isto d4 um

erro de aproximadamentel /20 em 20 iteradas.

Observamos que ha um desvio visivel da 6rbita periédica a partir da iterada 30. A

sensibilidade do sistema ndo permite detectar ciclos inst4veis.
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Figura 2.14: Série temporal para a = 4 e zo = sin? (1/7).

Continuamos o nosso estudo com a fungéo logistica (2.2) mostrando que esta funcao
é cadtica em [0,1] . Infelizmente, analisar através da definicdo é uma tarefa dificil. De
seguida, vamos mostrar que as dindmicas desta fungdo (2.2) em [0, 1] sdo as mesmas que
as dinamicas da fungdo tenda em [0,1] . Dizemos, neste caso, que a fungao logistica é

topologicamente conjugada com a fungio tenda em [0,1] .

Definigao 2.2.4 Sejam f : D — D e g : E — E fungdes. Entdo f é topologicamente
conjugada com a fungdo g se exriste um homeomorfismo 7: D — E tal que To f =goT .

Neste caso, T é chamada de conjugagao topoldgica.

Teorema 2.2.2 Sejam D e E subconjuntos de nimeros reais, f : D —- D ,g9: E - E ,
e 7: D — E uma conjungdo topoldgica de f e g. Logo

a)r~!: E — D é uma conjungdo topoldgica;

b)r o f* = g™ o T para todos os nimeros naturais n;

c) p é ponto periddico de f se e sé se T(p) é um ponto periddico de g . Mais, os periodos
primitivos de p e T(p) sdo idénticos;

d) Se p € ponto periddico de f com W* (p) onde W* (p) é o conjunto estdvel de p, entdo

o conjunto estdvel de 7(p) é T(W* (p)).
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e)Os pontos periodicos de f sdo densos em D se e s6 se os pontos periddicos de g sdo
densos em F.
f) [ é topologicamente transitiva em D se e sé se g é topologicamente transitiva em E.

g) f € cadtico em D se e s6 se g é cadtico em E.

Podemos usar a conjugagao topoldgica para mostrar que a funcao logistica é caética

em [0,1] .

Teorema 2.2.3 A funcao logistica fsy : [0,1] — [0,1] definida em (2.2) para a = 4 é
topologicamente conjugada com a fungdo tenda T : [0,1] — [0,1] definida por:

T(z) = {

2z para z em [0, 3]
2 — 2z para T em [3,1]

Demonstracio: E suficiente mostrar que a aplicagdo 7 (z) = sin? (%x) é uma conju-
gagao topoldgica entre as duas fungdes. Em particular, devemos mostrar que:

a) 7:[0,1] — [0, 1] é injectiva e sobrejectiva

b) 7:[0,1] — [0, 1] & continua

c¢) 771:[0,1] — [0, 1] é continua, e

d)7oT=for

As trés primeiras propriedades seguem do facto que 7 (x) existe em [0,1] e é estri-
tamente positivo em [0,1]. E a iltima propriedade segue directamente das identidades
trigonométricas elementares.

No livro [25] demonstra-se que relativamente a fungdo T , os pontos periédicos de T
sao densos em [0,1], T' é topologicamente transitiva em [0,1], T : [0,1] — [0,1] exibe

sensibilidade as condigdes iniciais e que a fun¢ao T é cadtica em [0, 1].

Coroldrio 2.2.1 A fungdo logistica (2.2) é cadtica em [0,1] .
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A demonstragao é uma consequéncia imediata do teorema (2.2.3) e, do teorema (2.2.2)

e do facto da fungao T ser caética em [0, 1] .
2.3 Grandezas que caracterizam os sistemas dinamicos

Como podemos ter a certeza de que o que parece cadtico realmente o é, que nao é apenas
muito complicado, mas ainda assim, perfeitamente previsivel?

Ao olharmos para um conjunto de dados experimentais aparentemente cadtico, como
podemos ter a certeza de que este ndo é periédico, sé6 que com um perfodo extremamente
longo? Ou seja, como serd possivel identificar os sinais de caoticidade dos dados? E poderd
o caos ser medido? Porqué que o queremos quantificar?

De seguida, vamos apresentar diferentes maneiras de responder quantitativamente a
estas questoes.

As razoes que nos levam a quantificar comportamento caético é que nos permite dis-
tinguir comportamento caético de comportamento nao caético mas com rufdo. Estas
grandezas ajudam-nos a determinar quantas varidveis sdo necessarias para modelar o sis-
tema. Mudancas nestas grandezas podem indicar mudangas do comportamento dindmico

do sistema.
2.3.1 Expoentes de Lyapunov

A teoria dos Sistemas Dinamicos tem as suas raizes no século vinte. E nao apenas Poincaré,
sem duivida o mais importante deles todos, mas também outros houve que contribuiram
também com conceitos e resultados que mais tarde viriam a integrar o corpo principal
da Teoria dos Sistemas Dinamicos. Um desses matemadticos foi Aleksandr Mikhailovich

Lyapunov (1857 — 1918).
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Matematico e engenheiro russo, Lyapunov foi aluno de P.L. Chebyshev e colega de um
outro grande matemdtico, A.A. Markov. Entre as suas contribuigdes para a Matemética,
de uma forma geral destacam-se trabalhos sobre equagoes diferenciais, estabilidade de
sistemas e teoria das probabilidades, mas, podemos dizer que o seu trabalho fundamental
se concentrou na estabilidade do equilibrio e do movimento de um sistema mecanico.
Na sua tese de doutoramento, o problema geral da estabilidade do movimento, assumiu
uma grande importancia para o estudo da dindmica ndo linear, limites de estabilidade
e estabilidade de movimentos, e é nesse sentido que introduz o conceito que lhe permite
medir a forma como duas trajectérias, inicialmente muito préximas, se afastam, ou se
aproximam, uma da outra no futuro. Essa ideia, hoje justamente associada ao seu nome,
refere-se aos expoentes de Lyapunov.

Um meétodo usado para determinar se um sistema é cadtico é estimar o expoente de
Lyapunov.

Isto d4-nos uma indicac@o da convergéncia ou divergéncia de duas érbitas inicialmente
muito préximas.

Para um sistema de dimensao n, verifica-se que o nimero de expoentes de Lyapunov
€ m, que no seu conjunto formam o chamado Espectro de Lyapunov.

A natureza qualitativa do atractor é representada por um padrao de sinais das com-
ponentes do espectro de Lyapunov, o qual indica a taxa na qual trajectérias préximas
de atractores mudam ao longo do tempo em cada uma das diferentes direccdes ortogo-
nais. O 0 indica que ndo houve mudanca, + e — indicam divergéncia e convergéncia,
respectivamente.

Para atractores de dimensao 3, estes padrdes sao representados por 3 elementos, vector
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(—,—, —) para ponto fixo,vector (0, —, —) para ciclo-limite, (0,0, —) para torus e (+,0, —)
para caos.
Para atractores de dimenséo 4, h4 diferentes tipos de caos, (+,0, —, —) para caos,(+, +,0, —)

para hipercaos e (+,0,0, —) para 2-torus caético.

Pelo menos uma componente positiva fornece-nos necessariamente, mas nao suficiente,

evidéncia qualitativa para caos.

Os expoentes de Lyapunov fornecem uma caracterizagdo qualitativa e quantitativa do

comportamento caético de sistemas nao lineares.

Lyapunov para aplicagoes unidimensionais

Supomos que temos duas cépias do modelo logistico (2.2), em uma usamos a varidvel

z e na outra y, sendo idénticas excepto que as suas condig¢oes iniciais serem diferentes.

Comegamos com xg € Yo muito préximos.

Quando iteramos o sistema a partir de dois valores iniciais g e yg 0s valores comegam
a distanciar-se no inicio lentamente e depois mais rapidamente. E eventualmente mostram
que nao hd nenhuma co-relagao entre elas, embora as dindmicas dos dois surjam da mesma
equacao.

Como vimos atrds, este "alongamento para além" da distdncia entre pontos vizinhos
iniciais é chamado sensibilidade ds condigdes iniciais. Uma maneira de caracterizar o

sistema dindmico caético é medir o comprimento desta sensibilidade dependente.

Consideremos que temos dindmicas deterministicas perfeitas, z¢+1 = f (z¢), com z; € R

e duas condigoes iniciais zg e yp cuja separacdo |zp — yo| seja muito pequena, a separagio
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depois da primeira iteracao é

| (o) — f(%0)

| )
o — ~ X To —
E— lzo — yol = | f(z0) | |zo — yol

|21 = 31| = | f(z0) — flwo)| =

fazendo uso da definigao f'(zp) = lim M
Yo—To 0~Yo

O ezpoente de Lyapunov local \* em x¢ é definido de modo que e*” = |ZL=4L

zo—yo |» OU ainda

2~ 1n Z1—Y1
To—Yo

~ In|f(zo)].

i;—:@% chamada ndmero de Lyapunov local mede a expansao das érbitas

A quantidade
a partir de zg. O valor absoluto assegura que o seu logaritmo seja um ndmero real. Se
;(‘)—:?% for negativo, significa que depois da iterag¢ao, dois pontos préximos trocam a sua
ordem, ou seja, 0 maior passa a menor e vice-versa.

O facto de se saber como os nimeros de Lyapunov variam no espaco, permite-nos
identificar regides do atractor com muita ou pouca previsibilidade para pequenos erros
iniciais.

No entanto, sendo a érbita o objecto mais importante no estudo da dinamica de um
sistema, € mais interessante termos uma ideia global dos valores dos niimeros de Lyapunov
que os sucessivos pontos dessa 6rbita vao assumindo. Esse valor, associado a uma érbita
do sistema, é designado de Expoente de Lyapunov.

Como queremos o nimero que descreve a sensibilidade de uma funcido como um todo,

e nao apenas da primeira iteragdo. Constatamos que

|22 — ol = | f'(z1)| |21 — 1] = | ' (z1)] | £/ (=0)| |70 — wol

e por iteragao,

n—1

[T f'(z)

|Tn — yn| = lzo — yol
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Note que a solugdo da equagao as diferengas linear z;11 = az; é x, = a"xp e que o

n—1 n
tI—Io f(z¢) ) . Isto é a média

célculo da separacao por iteracao ( no sistema linear é a) é <
geométrica das quantidades |f/(z;)|. O termo do expoente de Lyapunov € o logaritmo deste
célculo da separacao das iteragoes.

Logo, o procedimento para quantificar a sensibilidade as condicoes iniciais de uma
funcdo as diferencas de dimensdo 1 é o seguinte:

1. Iteramos a fungdo para gerar a sequéncia de valores de zg, 1, ..., Zp—1.

2. Calculamos o declive da funcao em cada um dos pontos xg, X1, ..., Tn—1-

3. Calculamos o valor absoluto da média geométrica dos valores do passo 2.

Este valor representa a sensibilidade as condigdes iniciais de uma fungao como um

todo.

Finalmente, se usarmos a regra do logaritmo para as derivadas de n iteradas e tomando
o limite quando n tende para infinito obtemos:

. 1n—1
A= nh_)ngogzo In |f (z) (2.5)

O factor de expansdo média e*, chama-se nimero de Lyapunov global. Estes tém
propriedades diferentes dos expoentes de Lyapunov locais. O expoente de Lyapunov global
determina a taxa média exponencial de separagoes de duas 6rbitas inicialmente préximas,
ou ainda, a expansao média do espaco de fases.

Se o expoente de Lyapunov de uma aplicagdo unidimensional é positivo implica a
existéncia de caos. Se o expoente de Lyapunov é negativo, entao existe um ponto fixo ou
uma 6rbita periédica atractiva. E se o expoente de Lyapunov é zero, ocorre bifurcagao no

comportamento do sistema.
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O interesse fundamental deste trabalho consiste no cilculo de expoentes de Lyapunov
para conjunto de dados, obviamente finitos. Assim sendo, desde logo se pode colocar a
questao da convergéncia (ndo da sua existéncia) do limite acima apresentado para sequén-

cias finitas e ndo muito grandes da 6rbita de uma condicéo inicial.

Exemplo 2.3.1 Consideremos a fungdo logistica (2.2), definida no intervalo 0 < z < 1
e com a = 4. Para esta aplicagdo é posstvel determinar analiticamente o expoente de
Lyapunov, ver [{1], obtendo-se A = In2 =~ 0.693147. Vejamos entdo que valor se obtém
escolhendo um qualquer valor inicial, por exemplo zop = 0.04 e calculando aprozimacées
para A considerando um mimero finito N, cada vez maior, mas sempre ndo muito grande,
de parcelas em (2.5). Observamos a convergéncia de trés casas decimais para o valor de

A~ 0.693.

Neste ambito, ¢ também muito interessante calcular o expoente de Lyapunov para a
familia de aplicagtes logisticas em fun¢ao do seu parametro.

Recuperando o comentério anterior, relativamente ao significado do sinal do expoente
de Lyapunov, é muito curioso sobrepor o grafico da variagdo do expoente de Lyapunov
com o Diagrama de Bifurcacao. Deste modo, é possivel observar as janelas de estabilidade
e os pontos de bifurcagdo. No grafico do lado esquerdo, observamos os Expoentes de
Lyapunov para a fungao logistica f, (z,) = azp (1 — z,) em fungdo do seu parametro a
com 2.8 < a < 4. No gréfico do lado direito observamos o Diagrama de Bifurcacao da

mesma fungdo para os mesmos parametros a.

A tabela (2.6) mostra os resultados dos expoentes de Lyapunov calculados na funcéo

logistica (2.2) para os diferentes valores do parametro a.
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Figura 2.15: Expoentes de Lyapunov e o diagrama de bifurcacao da fungao logistica.

28 o X 34 028 3 32 34 36 38 4

a A

0.5 -0.69317

1 -0.00034
2.1 -2.30248
25 | —In2 ~-0.69316 (2.6)
3 -0.00023
3.5 -0.87200
3.8 0,26075

4 In2 =~ 0.69316

Os resultados tabela (2.6) foram calculados com o programa MAPLE com 50000 iter-
acoes e arredondados a 5 casas decimais.
De facto, observamos que a medida que o sistema se torna mais complexo, maior é o

valor do expoente de Lyapunov.

Expoentes de Lyapunov para aplicacoes bidimensionais

Os conceitos de Lyapunov podem ser alargados para aplicacoes em R". Para a gene-
ralizacao da definicao formal dos expoentes de Lyapunov para um sistema num espago
de dimensao n arbitraria teremos naturalmente que considerar um disco infinitesimal de
dimensao n, com centro num certo ponto Xy, e a matriz das primeiras derivadas da
aplicacao f em causa, Df(X,), calculada no ponto X, = f"(Xp). Temos portanto os

objectos mateméticos necessérios para escrevermos a definicao pretendida. Mas, antes
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disso, vejamos o significado da generalizacao das ideias na origem do conceito de Expoentes

de Lyapunov.
Para tal, consideremos um sistema descrito por uma aplica¢ao no plano.

Consideremos o sistema dinamico f : R?> — R? e um qualquer ponto X, € R2. A
questao que se coloca agora é a de saber qual o comportamento, perante a iteragao por
f, dos pontos pertencentes a um disco infinitesimal com centro em Xy e raio e. Como
facilmente se observa, o disco de pontos iniciais surge, apés a iteracao dos seus pontos
pela aplicacao f, deformado dando origem uma elipse, ou seja, cujos eixos maior e menor
marcam as direcgoes de expansao e contraccao, respectivamente, do sistema, e a partir
dos quais qualquer outro comportamento entre estes pode ser analisado. Deste modo,
aquilo que vai corresponder ao conceito inicial do expoente de Lyapunov, uma medida de
afastamento ou aproximagao de ¢érbitas, num instante infinitesimalmente préximas, serao
as taxas meédias destes niimeros de expansao e contrac¢ao medidos pelos eixos principais
de cada uma destas elipses infinitesimais obtidas pela deformacao de discos infinitesimais
pela iteracao da aplicacao.

Como a drea da elipse de eixos a e b ¢ dada por A = wab, entdo Ay = 72, se o
raio do disco inicial for igual a €, apés a 1% iteragao temos A; = weece??, entdao temos
que ﬁ—(l) = eMT22 onde vem que A} + Ao = In (ﬁ—é). O valor absoluto do determinante
da matriz jacobiana, o jacobiano, representa o factor de expansao da drea, assim temos
que, A\; + A2 = In|det (Jf)|, onde Jy representa a matriz jacobiana da aplicacdo f. A
quantidade det(J f) geralmente varia ao longo da 6rbita, pelo que, para determinarmos a

soma dos expoentes de Lyapunov globais teremos de fazer a média da equacio anterior,

N-1
ou seja, A\; + Ag = A}im + 3 In|det J; (X,)].
n=0

—00
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Figura 2.16: Divergéncia de érbitas para um sistema bidimensional.

Ora, recordando como os valores préprios da matriz .J; medem exactamente os compri-
mentos dos eixos maior e menor da elipse descrita anteriormente, temos naturalmente que,
neste caso, dois expoentes de Lyapunov, sao dados por A\; = A}i_l?loo% In iAjV ', j =1,2 onde
A;V representa o j-ésimo valor préprio da matriz J; (X;), sendo Jy (X;) a matriz jacobiana

de f calculada no ponto X;.

Desde que a nogao de atractores estranhos tem sido introduzida, tem sido claro que
os expoentes de Lyapunov podem ser usados no seu estudo. Consideremos uma bola
infinitesimalmente pequena no espago de fases F-dimensional. Durante a evolugao pode
comegar a alterar, mas sendo infinitesimal, pode ficar um elipséide. Designemos o eixo
principal desta elipséide por €; (t) (i = 1,..., F)). Os expoente de Lyapunov \; sao entao

determinados por

€ (t) ~ € (0) M. (2.7)
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A soma dos \;, que descrevem a contracgao de volume, tem de ser negativo. Mas visto
que o atractor estranho resulta de um processo de encolhimento e de alongamento, requer
que pelo menos um dos A; seja positivo. Inversamente, um expoente de Lyapunov positivo

implica sensibilidade as condigoes iniciais e por conseguinte ter um comportamento caético.

O maior expoente de Lyapunov

Um teste muito usual para detectar caos num sistema é o cdlculo do maior expoente de
Lyapunov. Se o expoente é positivo indica a presenca de caos no sistema. Quando temos
as equagoes que geram o sistema € facil o seu cadlculo. A ideia principal é seguir duas
6rbitas muito préximas e calcular a taxa média de separacao das duas.

Na figura 2.17 podemos observar o seguinte:

Quando as érbitas se afastam demasiado, uma das érbitas tem de ser arrastada para
a vizinhanga da outra, ao longo da linha de separacao.

O procedimento é efectuado em cada iteragao. O procedimento completo é o seguinte:

1. Iniciar com uma condigao inicial que pertence a bacia de atracgao.

O ideal seria escolhermos uma condigao inicial que estivesse no atractor. Neste caso,
0 passo 2 seria omitido.

2. Iterar até que a d6rbita pertenca ao atractor.

Para alguns sistemas ¢ suficiente iterar algumas centenas de vezes. O erro causado
pelo facto de estar ligeiramente fora do atractor nao é, geralmente, grande a nao ser que
esteja muito préximo de um ponto de bifurcagao.

Este passo requer algum conhecimento prévio sobre o sistema em estudo.

3. Seleccionar um ponto muito proximo, separado por uma distancia de dp.

4. Iterar uma vez mais, e calcular a nova separacao d.



2.8 Grandezas que caracterizam os sistemas dindmicos 57

A separacdo é calculada pela soma dos quadrados das diferencas para cada varidvel.

Logo para um sistema de dimensdo 2 com varidveis z e y, a separagao dever ser

d=[(za—26)* + (Yo — GER

onde os indices a e b representam as duas orbitas, respectivamente.
5. Determinar In |d;/do|, ou em qualquer outra base do logaritmo mais conveniente.
6. Reajustar uma das érbitas de modo que a separagao seja dp na mesma direccao
que d;.
Por exemplo, num sistema de dimenséao dois, supondo que a 6rbita que tém de ser

ajustada o seu valor apés uma iteragao é (b1, Yb1)-

Ters de ser reinicializado em

T30 = Ta1 + do(Tp1 — Ta1)/d1 € Yoo = Ya1 + do(Ys1 — Ya1)/da.

Figura 2.17: Método numérico para o célculo do maior expoente de Lyapunov.

7. Repetir os passos de 4 a 6 um grande nimero de vezes, calculando a média no passo

E aconselhdvel desprezar os primeiros valores para assegurar que as orbitas sejam

orientadas ao longo da direc¢do da expansao mdxima.
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2.3.2 Entropia

A entropia é uma grandeza que descreve a quantidade de ordem do sistema. Podemos
dizer que quanto maior for a entropia do sistema , mais desorganizado ele est4, e isso pode
ser uma caracteristica do comportamento caético da série.

A entropia de um sistema dinamico d4-nos uma ideia da complexidade desse sistema
inerente ao grau de incerteza e a quantidade de informagéao envolvida.

A sequéncia de n lancamentos de uma moeda ao ar (de uma moeda equilibrada) tem
2V resultados possiveis. H4 uma incerteza nos resultados que vamos medir como entropia,

que ¢ o logaritmo do nimero de resultados possiveis.
S =1log2" = Nlog2 (2.8)

Se tivermos que mandar uma mensagem por cada sequéncia possivel temos de enviar
2N mensagens.

A "capacidade de informacao" deste exemplo é outra vez medido como o logaritmo do

nimero de possiveis mensagens enviadas.

I=1og2" = Nlog?2 (2.9)

Neste contexto se usarmos a base 2 para o logaritmo dizemos entdo que temos N bits
de informagao.
Uma visao alternativa é que a medida de um resultado particular, isto é, sequéncias

de caras e coroas diz-nos algo sobre o sistema e temos N log2 bits de informacao.

2.3.3 Entropia nos Sistemas Dinamicos

Podemos generalizar estas ideias a sistemas dinamicos com N resultados possiveis.
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A aparéncia complexa de vérias representacoes gréaficas de comportamentos cadticos
leva-nos naturalmente a questdo da relagdo entre estatistica e caos. Uma maneira de
relacionar este aspecto é aplicar o conceito de Entropia no sistema caético comparando o
resultado com o sistema estatistico associado.

Ha diferentes maneiras de caracterizar comportamento caético baseado em nogoes que
sdo (pelo menos formalmente) relacionadas com o conceito de entropia.

Vamos ver que esta medida de entropia pode ser generalizada dando-nos um formalismo
poderoso para caracterizarmos os sistemas dinamicos.

Segundo [23], em primeiro lugar, vamos necessitar de contar estados. Vamos comegar
por dividir o espago de estados do sistema em células, usualmente do mesmo tamanho.
Para um sistema dissipativo ( para o qual existe um atractor) precisamos de dividir ape-
nas a regiao contendo o atractor. Para um sistema conservativo dividimos o intervalo
percorrido pelas trajectdrias.

Comegamos com uma familia de condigdes iniciais, usualmente todas localizadas dentro
de uma célula. A medida que o sistema evolui no tempo, as trajectérias irao geralmente
passar num grande nimero de células no espago de estados. Apés n unidades de tempo
( cada um com duracdo 7) calculamos a frequéncia relativa (probabilidade) p; na qual o
sistema visita cada uma das células.

E a entropia do sistema é definida como sendo:
n
Sp = -—Ic,lei Inp; (2.10)
1=

Note que p; € a probabilidade de uma dada trajectdria com inicio numa célula inicial,
cair na i-iésima célula apés n unidades de tempo. No que se segue, vamos supor k=1

para simplificar a notagéo. No caso de p; = 0, consideramos p; In p; = 0 na férmula (2.10).
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Esta quantidade deve ser interpretada como uma quantidade de desordem do sistema
ou informagao necessdria para especificar o estado do sistema.

Relativamente ao significado de probabilidade, interessa-nos especificar o seguinte: se
iniciamos as trajectérias com M pontos na célula inicial e, depois de n unidades de tempo,
temos M; pontos das trajectérias na i-iésima célula. Logo podemos definir probabilidade
como p; = %}, que ¢ a fraccao do nimero de pontos das trajectérias que caem na i-iésima
célula naquele tempo. Antes de introduzirmos mais pormenores destas ideias, vejamos
alguns casos simples para vermos como a definigao de entropia se comporta.

Primeiro, supomos que todas as trajectérias se movem juntas de célula a célula &
medida que o tempo evolui. Logo p; = 1 para a célula ocupada e p; = 0 para as células

que nao foram ocupadas. Neste caso

Sp=0

para todo o n. Logo, entropia constante corresponde aquilo que interpretamos como
desenvolvimento regular (digamos ao longo de um ciclo-limite).

Em segundo lugar, supomos que o nimero N,, de células ocupadas cresce com o tempo
e que todas as células tém a mesma probabilidade, nomeadamente, Nin Logo a entropia é
dada por

S, =1InN,

Vemos que a entropia cresce se o logaritmo do nimero de células ocupadas cresce.
Para um sistema aleatério, cada um dos M pontos da trajectéria caem para a sua

célula. Neste caso,

Sn :lnM.

O importante é que este nimero cresce sem limite enquanto M se torna muito grande.
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Por outro lado, para um sistema determinfstico cadtico ou regular com um nimero pequeno
de varidveis ( isto &, sistemas que nao sdo completamente aleatoérios) a entropia torna-se
independente de M, para um M grande.

Estamos concentrados com as mudancas na entropia e nao no seu valor. Por exemplo,
se escolhermos um conjunto de condigdes iniciais em duas células e o seu desenvolvimento
é regular, o valor da entropia nao seria 0 mas permaneceria constante enquanto o sistema
evolui. A mudanca de entropia é conhecida pela entropia de Kolmogorov Sinai, as vezes,
chamada K — S entropia ou k-entropia para simplificar, a qual descreve a taxa de mudanga

da entropia enquanto o sistema evolui.

Definigao 2.3.1 A k-entropia apds n unidades de tempo é Ky, = %(S’n.l_l - Sn), Kn €éa

mudanca da entropia desde t =nt at= (n+1)T.

O que queremos actualmente ¢ a k-entropia ao longo do atractor inteiro, em ordem a
caracterizar o atractor como um todo. Logo, definimos a quantidade média K,

N-1
1 . 1
K= lim — E (Sn+1 - Sn) = ]\}I_I;I(lwm(SN — S())

N T
- n=0

Ao considerarmos um N grande permitimos que as trajectérias evoluam um tempo
longo, cobrindo todo o atractor. Vamos introduzir mais dois limites: Um dos limites faz
o tamanho da célula tender para 0, ou seja, usamos divisbes muito pequenas do espago
de estados. Este procedimento deve tomar K independente de como se divide o espa ¢o.
O outro limite faz tender o intervalo de tempo 7 para 0, ou seja, usamos incrementos de
tempo mais pequenos e logo obtemos uma descrigdo mais fina da dindmica. Colocando

todos estes limites juntos temos uma defini¢do completa de k -entropia,
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TR 1
= Iy, 77 (Sv = So)

Quando a k -entropia é aplicada a sec¢des de Poincaré e iteramos as fungobes colocamos
7 =1 e largamos o limite 7 — 0.

Vamos ver outro exemplo, suponhamos que o nimero de células ocupadas N,, cresce
exponencialmente ao longo do tempo. N, = Nye " e todas as células ocupadas tém a
mesma probabilidade p, = ﬁ A k -entropia é igual a ), o parametro que caracteriza o
crescimento exponencial do nimero de células ocupadas. O nimero de células ocupadas,
no entanto, € proporcional 4 distancia entre as trajectérias que inicialmente ocuparam a
mesma célula. Logo, vemos que \ é a média do expoente de Lyapunov para o sistema.
Para o crescimento exponencial do nimero de células ocupadas e para células ocupadas
com igual probabilidade, a k-entropia e o expoente de Lyapunov sdo o mesmo. Quando
temos mais do que um expoente, a k-entropia torna-se igual & soma dos expoentes de
Lyapunov positivos, o resultado é conhecido como Identidade de Pesin.

A figura 2.18 mostra os resultados de aplicar o conceito de entropia na funcao logistica
para vérios valores do parametro.

Como esperado, a entropia no geral cresce com os diferentes valores de a, excepto
quando h4 picos para baixo referentes a comportamentos periédicos.

A entropia de Kolmogorov ( Kolmogorov, 1959) é uma medida importante através
da qual podemos caracterizar o desenvolvimento caético ( numa dimenséo arbitréria) no
espago de fases.

De seguida, podemos ver nas figuras 2.19 4 2.21 as K -entropias para trajectorias reg-

ulares, cadticas e aleatérias (dimensao um), segundo [44].
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! L |
1] _————}
_‘ L A L A e A R
28 3.0 32 34 36 38 40

'3

Figura 2.18: Entropia do sistema da fungao logistica para os vérios parametros de a. A
entropia méxima correspondente a igual probabilidade para cada 40 células é 3.6888.
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Figura 2.19: Trajectéria Regular. Pontos inicialmente adjacentes mantém-se adjacentes.
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x4

-~y

Figura 2.20: Trajectéria caética. Pontos inicialmente adjacentes tornam-se separados
exponencialmente.

x4

Figura 2.21: Trajectéria aleatéria. Pontos inicialmente adjacentes sao distribuidos com
igual probabilidade.
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Definigao alternativa de k-entropia Nas dinamicas nao lineares, é usada uma
definicdo ligeiramente diferente da k— entropia. Nesta definigao alternativa, tomamos uma
trajectéria simples ao longo de um grande periodo de tempo. Podemos cobrir a regiao
do atractor do espaco de estados com células. De seguida, comegamos a trajectéria numa
das células e chamamos-lhe célula b(0). Passado T tempo, o ponto da trajectéria estard
na célula b(1). Em t = 27, a trajectéria estard na célula b(2), e assim, sucessivamente até
t = N1, registando uma sequéncia particular de células: b(0), b(1), ..., b(N).

E logo comegamos com uma segunda trajectéria a partir da mesma célula inicial.
Porque geralmente obtemos sequéncias diferentes de células para a segunda sequéncia.
Repetindo este processo muitas vezes, estamos a gerar um grande nimero de sequéncias.
De seguida, vamos calcular o mimero relativo de vezes que uma sequéncia particular ocorre

nas N células. Vamos denominar este mimero relativo por p(i) para a i— ésima sequéncia.
Definigao 2.3.2 Definimos a entropia como sendo: Sy = < »_p(i) Inp(i) >.
i

Onde o somatdério é tomado em todas as sequéncias de N células que iniciam na célula
b(0). Os sinais < e > significam que o célculo do somatério abrange todas as células no

atractor.

Definigao 2.3.3 Definimos a k— entropia como a taxa média de crescimento da entropia

relativamente ao comprimento da sequéncia: K = A}im % (SN — So).
—00

Vamos observar alguns casos particulares. Em primeiro lugar, vamos assumir que to-
das as sequéncias iniciam na mesma célula inicial; neste caso temos um desenvolvimento
regular: Todas as trajectrias partem da mesma célula e andam juntas ao longo do tempo.

Logo, Sy = 0 para todo N e K = 0 desde que S nao mude. No outro extremo, vamos
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assumir que cada uma das M sequéncias ocorrem uma tinica vez (isto &, o sistema é pu-
ramente aleatério). Neste caso, p(i) = ﬁ e Sy = In M e cresce sem limite enquanto M
cresce. Logo, vemos que a k— entropia cresce enquanto o nimero de trajectorias cresce.
Vamos agora assumir que o nimero de trajectérias distintas nas células Mjeq cresce expo-
nencialmente (em média) com o comprimento N das sequéncias: enquanto as sequéncias se
tornam maiores, elas afastam-se devendo-se a comportamento das trajectdrias ser distinto
com condigoes iniciais (ligeiramente) diferentes. Em termos mais formais, assumimos que
Mgeq = eV, Obviamente, A é o expoente de Lyapunov do sistema. E se assumirmos que
cada trajectéria distinta ocorre com a mesma probabilidade p(j) = feq, entao facilmente
vemos que a k— entropia é apenas kK = . Logo, uma vez mais temos uma igualdade entre

k — entropia e o expoente de Lyapunov positivo.

Relacao de K com os Expoentes de Lyapunov Como jé foi referido atras, para
correspondéncias de dimensao um, K é apenas o expoente de Lyapunov positivo. Em
sistemas com dimensdes mais altas, perdemos informacao sobre o sistema, porque a célula
na qual estava previamente o sistema espalha-se para novas células no espago de fases a
uma taxa determinada pelos expoentes de Lyapunov positivos. Entdo temos que a taxa K
a qual se perde informagao do sistema ¢ igual 4 soma dos expoentes de Lyapunov positivos

(Pesin,1977).

Quando os expoentes de Lyapunov sio positivos, a divergéncia das érbitas ao longo
do tempo vai gerando cada vez mais informacao sobre o exacto valor da condigao inicial.
Portanto a entropia de Kolmogorov-Sinai mede o valor médio da taxa de produgao de

informagao por unidade de tempo.
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Em conclusdo, o maior expoente de Lyapunov proporciona uma definicao rigorosa de
caos e a soma dos expoentes de Lyapunov positivos (ou equivalentemente a entropia de

Kolmogorov-Sinai) caracteriza a complexidade dindmica das érbitas do sistema.
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Capitulo 3

Séries temporais

3.1 Introducao

Até agora vimos como diferentes comportamentos podem ser gerados nos sistemas dinami-

cos, tais como pontos fixos, ciclos-limites e caos.

O nosso objectivo de aplicar as dindmicas é relacionar os sistemas matemaéticos a

sistemas psicolégicos de interesse.

O movimento caético tem muitas propriedades definidas e por isso pode ser examinado
usando vérias técnicas. O nosso objectivo é encontrar métodos que nos permita diferenciar

séries temporais com ruido aleatério das cadticas.

Antes de se usar alguma técnica para analisar a série temporal devemos inspeccionar
visualmente a série e reparar se hd algum facto relevante presente na série. No entanto, a
inspeccao visual tem desvantagens, como por exemplo, nem sempre € possivel inspeccionar

uma longa série temporal e determinar se a série se repete ou nao.

De seguida, comecaremos com uma sequéncia de medidas, isto é, uma série temporal
e queremos observar as suas dinamicas, por isso vamos introduzir algumas ferramentas de

anédlise de séries temporais, seguiremos [1].
69
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3.1.1 Reconstrugao do atractor

As ideias sobre a reconstrugao do espago de fases através do método do atraso tempo-
ral (time delay) devem-se a Ruelle, Packard e Takens. Takens demonstrou que é pos-
sivel recriar uma aplicacao topologicamente equivalente ao comportamento de um sistema
dindmico multidimensional através de uma sucessao cronolégica de uma vnica varigvel ob-
servada. Através desta técnica de reconstrucéo, sdo preservados os expoentes de Lyapunov
e a dimensdo do atractor.

Segundo [1], para expandir um sinal unidimensional para um espago m—dimensional,
mergulhamos o atractor num espago de dimensdo m, e as coordenadas de dimensdo m,
X, do atractor sao construfdos a partir de uma série temporal, z; (i = 1,2,3,...N), como

se segue:

Xi == (xi,xi+£,xi+25, ...,:Ei+(m_1)§), 1= 1, 2, 3, .N — (m - 1)5

onde X; é um vector de dimensao m no atractor produzido por amostras discretas de uma
série temporal x;, 7 é o indice de tempo, m é a dimensao de imersao e £ é um incremento
temporal discreto, ou simplesmente um atraso temporal. Como resultado, obtém-se um

conjunto de vectores

X1, X2, ooy XN (m-1)e>

onde N é o comprimento do sinal original.

O atraso temporal entre as varidveis reconstruidas é assim vy = £dt, onde dt é o intervalo
de tempo entre o i— ésimo ponto e (i + 1)— ésimo ponto na série temporal.

Podemos observar nos gréficos a) e b) da figura 3.1, a série temporal e o atractor

reconstruido, respectivamnte. A gréfico a) mostra um ponto j na série temporal (isto &,



3.1 Introdugado 71

a) b)

Figura 3.1: Reconstrugao do atractor usando o método dos atrasos temporais. a) Série
temporal em tempos discretos. b) Diagrama esquemdtico da reconstrucao do atractor.
Pode-se observar j— ésimo ponto e seus dois pontos vizinhos na trajectoria.

i = j) e dois pontos com atraso temporal j + £ e j + 2£. Estes trés pontos vao ser usados
para reconstruir o j— ésimo ponto do atractor mergulhado num espago de dimensao 3,
X; = (zj, Tjte, Tipoe) O ponto X; pode ser observado no gréfico b) da figura 3.1

junto com dois pontos vizinhos X;_1 e Xjt¢ na trajectoria reconstruida.

Exemplo 3.1.1 Para reconstruir um atractor de dimensdo 3 através da série temporal
(1.01, 2.32, 1.93, 4.53, 2.22, 3.33, 3.34, 5.43, 5.55, 3.33, 4.02, ...) com um atraso temporal
¢ = 3. Os primeiros 4 pontos do atractor reconstruido devem ser X; = (Ti, Tite, Tiv2e),
i=1,2,3,4, que sio (1.01, 4.53, 3.34), (2.32, 2.22, 5.43), (1.93, 3.33, 5.55) e (4.53, 3.34,

3.33).
3.1.2 Caélculo da dimensao

Dimensédo de "Box counting”" A mais simples e de ficil compreensao é a definicao
de dimenséo "Box counting", Dp. Para um atractor num hipervolume de dimensao um (

comprimento)
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_ . [ log(NV)
Do =i gt .

onde N é o niimero de hipercubos, com lados de comprimento §, necessério para cobrir o
atractor.

Nota: Somos livres de escolher qualquer base para os logaritmos. Em particular,
optamos por logaritmos de base 10. A escolha da dimensio dos hipercubos é igual a
dimens&o do espaco de fases. Logo, para encontrar a dimensio "Box counting" no sistema

de Lorenz (2.3) sdo usados hipercubos (caixas) de dimenséo 3.

Dimensao de Informagido Outro cilculo da dimensao citado frequentemente ¢ a di-
mensao de informagéao, D;. Tal como na dimensio de " box counting", o atractor é coberto
com hipercubos de comprimento §. Desta vez, porém, em vez de simplesmente contar cada,
cubo que contém parte do atractor, quantas vezes é que o atractor estd contido em cada
cubo. Esta medida destina-se a contar as diferengas na distribui¢io dos pontos cobrindo

o atractor, é definida como:

— i | L)
D=1 iz 2

N
onde, I(6) ¢ dada pela férmula da entropia de Shannon, I(§) = —XP;In(P;), onde P; ¢
(2
a probabilidade de parte do atractor ocorrer dentro do j — ésimo hipercubo com lados

de comprimento 6. Em particular, se no atractor a distribuicdo dos pontos tem igual

probabilidade, P, = L. Logo, I(6) = log(N), e neste caso, a equagao (3.2) reduz-se a
N

dimenséao de "Box counting” da equacio (3.1).
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Figura 3.2: Amostra de uma hiperesfera no atractor.

Logo, Dp conta simplesmente todos os hipercubos contendo partes do atractor e Dy

solicita quantas vezes o atractor estd dentro de cada hipercubo.

Dimensao de Correlagao O cilculo de Dp, Dy, na pratica, requer um tempo demasi-
ado longo. A dimensdo fractal mais usada para o célculo da dimensao de atractores é
a dimensdo de correlacdo, D., que é mais eficiente computacionalmente e relativamente
rapida quando implementada como um algoritmo para estimar a dimensao. Para definir

D, primeiro precisamos de definir o integral de correlagao,
| N N
Cr= X1 ;Flz#je(r — X — X;) (3.3)
onde @ é a funcido de Heaviside, 7 ¢ o raio de uma hiperesfera de dimensao n centrada em
cada ponto da trajectéria de um atractor, X;, i = 1,2,..., N. X; é um vector multidimen-
sional sendo o i—ésimo ponto do espago de fases do atractor, isto é, para um atractor no
espago de fases de dimensdo trés com coordenadas z, y e z, X; = (i, ¥;, 2i)-

Podemos observar na figura 3.2 um esbogo da defini¢do 3.3, onde a hiperesfera tem

como centro um dos pontos da trajectéria no atractor, X;.
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E contamos o niimero de outros pontos que estdo dentro da hiperesfera. E isto que faz a
fungao de Heaviside na equagao 3.3. A fungao de Heaviside é igual a 1 se o valor dentro dos
paréntesis é positivo, e € 0 se o valor dentro dos paréntesis ¢ negativo. X; sdo os pontos da
trajectoria referida e X; sdo outros pontos no atractor na vizinhanca de X;. |X; — X iléa
distancia de separagdo entre os dois pontos. 6(r—|X; — X,|) é igual a 1 se a distancia entre
dois pontos é menor que o raio da hiperesfera; caso contrario é 0. Desta forma a funcéo
de Heaviside conta todos os pontos da hiperesfera. O calculo do integral de correlagdo da
equagao 3.3 envolve seguir a trajectéria referida, parando em cada ponto discreto desta
trajectéria e contar o nimero de outros pontos atractores dentro da hiperesfera de raio
r. A soma cumulativa de todos os pontos obtidos ¢ de seguida dividido por N(N — 1),
obtemos assim, o integral de correlagdo, C,.. O maximo valor de C, é 1 e este méximo é
obtido quando o raio da hiperesfera é maior que o didmetro maior do atractor e todos os
pontos sao contados. O valor minimo de C,. é mﬁfm e isto é encontrado quando contamos
apenas dois pontos préximos no atractor. Note que C, conta os pontos vizinhos préximos
duas vezes.

Como vamos ver mais & frente o integral de correlagio varia com o comprimento do

raio da hiperesfera com a lei de poténcia da forma:
C, ~rPe, (3.4)

onde o expoente, D¢, é a dimensdo de correlagdo. Ao aplicarmos este método para
diferentes raios das hiperesferas, D¢ é obtido através do declive da regido de escala no
grafico log(r) contra log(Cy). A regido de escala é a regido linear principal da curva de
correlagdo. Em geral, uma boa estimativa de D¢ requere uma grande quantidade de

pontos, N.
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A dimensao de correlagao, dimensao de informagao e dimensao de "box counting estao
relacionadas. De facto, fazem parte de uma grande colecgdo de dimensdes, conhecidas
como dimensoes de Renyi. Pode-se mostrar que Do < Dy < Dp. Pode-se afirmar que
D¢ e Dy aproximam-se assimptoticamente do valor de Dg a4 medida que o atractor se
torna mais distribufido uniformemente no espago de fases. Se os pontos do atractor sao

distribuidos uniformemente entao Do = Dy = Dp.

Segundo [28], o comportamento caético ndo tem periodo. Aperiodicidade significa que

o mesmo estado nunca se repete duas vezes.

A presenga de ruido numa série temporal de um sistema verdadeiramente periédico
pode parecer aperiédica. Como os sistemas que nao tém periodo podem diferir na sua nao

periodicidade, parece ter significado quantificar o quanto nao é periédica.

Se um sistema nao tem periodo, entdao as varidveis num estado nunca retornam aos
seus valores prévios exactos. No entanto, hd varidveis que talvez retornem para valores

muito préximos dos anteriores.

Podemos perguntar "Quanto préximo?" e "Quantas vezes?". Ja que muitas vezes nao
medimos todas as varidveis do estado de um sistema, muitas vezes nao temos acesso a

uma série temporal { Xn} de vectores F'—dimensionais.

Em lugar disso temos apenas um ou quanto muito alguns componentes de Xn. Isto
é particularmente relevante para experiéncias reais onde o nimero de graus de liberdade
é frequentemente muito alto se nao infinito. Tais sistemas contudo podem ter atractores
de baixa dimensdo. E entdo muito desejavel possuirmos um método seguro que permita
uma, caracterizacao desses atractores para uma série temporal de varidvel dnica. {zi,i =

1,...,N;zi € R}, precisamos de usar a técnica de mergulho que representa todos os dados
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medidos das varidveis de um estado.

De notar que D; é a medida no tempo t.

Mergulhando a série temporal, criamos a sequéncia D; = (Dt,Dt_h, ...,Dt_(p_l)h),
onde p é a dimensao mergulhada e h é o atraso. Cada D; é um ponto de dimensao p do
espago e a série temporal pode ser considerada como uma sequéncia de pontos, um ponto
em cada tempo ¢t. Cada ponto representa o estado do sistema naquele instante.

Podemos calcular a disténcia entre dois pontos no tempo i e j: ¢;; = |D; — Dj|.

Se a série temporal é periédica com perfodo T' entao §; ; = 0 quando |i — j| = nT para
n=20,1,2,...

Em contraste, para séries temporais que nao tém perfodo, d; ; ndo mostra este padrao.

Suponhamos que escolhemos uma certa distancia r, e queremos saber quando
|Di — Djl <r.

Uma maneira de fazer isto é construir um grafico onde ¢ estd no eixo horizontal, j estd
no eixo vertical e um ponto é colocado na coordenada (3, j) se |D; — D;| < r.

Tais graficos sao chamados de grificos de recorréncia porque eles mostram como a
trajectoria reconstruida se move ou se repete.

Nas figuras a) e b) da figura 3.3 os pontos a preto sao pontos tais que |[D; — D;| < r.
A trajectéria das duas figuras tem perfodo 4, logo o grifico de recorréncia consiste em
segmentos na diagonal separados por 4. A figura b) tem a mesma trajectéria que a figura
a), mas agora temos o r dez vezes maior r = 0,01. O grafico é idéntico ao anterior.

Para uma série temporal periddica de periodo T, o grafico para um r muito pequeno
tem um conjunto de segmentos de 45°, separadas por uma distancia T na direcc¢ao vertical

e horizontal.
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Figura 3.3: As figuras a) e b) s@o graficos de recorréncia da funcao quadrética x¢y1 =
3.52z¢ (1 — xy).

Para uma série temporal cadtica, o gréifico de recorréncia tem uma estrutura mais

complicada, as vezes com trajectérias quase periédicas, ha segmentos paralelos de 45°.
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a)yp=2er=0.001. b)p=2er=0.01.
Figura 3.4: As figuras a) e b) sdo gréficos de recorréncia para séries temporais gerados

por xyy1 = 4z (1 — x4).

Relativamente a figura 3.4 a figura b) refere-se & mesma trajectéria que a figura a),

mas agora temos o r dez vezes maior r = 0, 01.
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Para nimeros gerados aleatoriamente, tal estrutura nao ¢ evidente, ver figura 3.5

'
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a)p=2er=0.1. b)p=2er=1.

Figura 3.5: As figuras a) e b) sdo gréficos de recorréncia para ruido-branco aleatério.

Novamente a figura b) corresponde & mesma trajectéria que a a), mas com o r dez
vezes maior.

De notar que o nimero de pontos num gréfico de recorréncia diz-nos quantas vezes
quaisquer dois pontos da trajectéria tém uma distancia inferior a r um do outro.

Podemos pensar em C, como a densidade de tinta num gréfico de recorréncia.

O integral de correlagdo é uma das quantidades mais importantes na anélise de séries
temporais caéticas.

O que é importante nao é o valor de C, em qualquer valor singular r, mas como C,
muda com 7.

Quando r aumenta, mais pontos aparecem nos gréficos de recorréncia e logo C, au-
menta.

Para um sistema periddico perfeito, aumentando pouco o r nao muda o ndmero de

pontos significativamente.
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Figura 3.6: O integral de correlagao C. de série temporais periédicas com periodo 4 ge
rada por z4+1 = 3.52x; (1 — x¢), N = 100 sdo usados 100 pontos e a dimensao mergulhada
ép=2.
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Figura 3.7: O integral de correlagdo C, de série temporal cadtica gerada por i+1 =
4zt (1 — z¢), N = 100 sao usados 100 pontos e a dimensao mergulhada é p = 2.

Para dados cadticos do modelo logistico (2.2), z¢+1 = axt (1 — z¢), aumentando 7 a
mesma quantidade aparecem mais pontos, mas o crescimento é mais notério em dados

com ruido branco.

Como podemos observar nas figuras 3.6 a 3.8, C, é plana para o sistema periédico,
tem um declive suave para o sistema caético e tem um declive ingreme para um sistema

aleatério.

De notar que C;, é desenhada numa escala logaritmica.
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Figura 3.8: O integral de correlagdo C(r) de série temporal produzidas por computador
gerando niimeros aleatérios, N = 100 e a dimensao mergulhada é p = 2.

Na figura 3.9 podemos observar o seguinte:
Se tivermos um conjunto de pontos dispersos mais ou menos uniformemente numa
curva de dimensao um, se escolhermos um dos pontos como referéncia, quando r aumenta,

o numero de pontos dentro da distancia r ird crescer linearmente com o comprimento de

T.

Reference
Point

S0
s

Figura 3.9: Pontos sao dispersos ao longo de uma curva de dimensao 1.

Se tivermos um conjunto de pontos dispersos mais ou menos numa superficie de di-
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mensao dois, escolhendo um dos pontos como referéncia, podemos ver que o nimero de

pontos com uma distancia menor que r do ponto de referéncia serao relacionados com a

area do circulo de raio 7, que é 772,

Figura 3.10: Os pontos estdo dispersos ao longo de superficie de dimensdo 2.

Podemos também observar na figura 3.10 o seguinte:
Se os pontos estdo dispersos em todo o volume de dimensdo 3, o nimero de pontos

com uma distancia menor que 7 de um ponto referéncia serao relacionados com o volume

>

da esfera de raio 7, que é 371'1'3.

Em geral, para pontos dispersos em todo o objecto de dimensdao D¢, o nidmero de
pontos mais préximos do ponto de referéncia a uma distancia menor que r é proporcional
arPe,

Para calcular o integral de correlagao para um conjunto de pontos, utilizamos cada um

dos pontos de referéncia e contamos quantos outros estao dentro da distancia 7.

Isto sugere que o integral de correlagdo de pontos dispersos em toda a parte de um
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volume de dimensdo D¢ sers proporcional a rP¢, que é C, = ArPc, onde A é a constante

de proporcionalidade. Tomando o logaritmo dos dois lados temos log C,, = D¢ log r+log A.

Em ordem a encontrar D¢, simplesmente precisamos de colocar num gréfico log C, em

funcao de logr e encontrar o declive da linha resultante, como j4 foi referido atrés.

Este procedimento também pode ser aplicado para estimar a dimensao fractal de um

objecto, em substituicdo da técnica do "box-counting".

2

Uma das aplicagoes da dimensdo de correlagdo em séries temporais é o estudo de

atractores em séries temporais.

A ideia inicial, proposta por [28], foi baseada na observagao de que os atractores de
sistemas cadticos sao frequentemente auto-semelhantes e podem ser descritos através da

sua dimensao fractal.

Um dos objectivos centrais é estabelecer que para pequenos r, C, cresce como uma
poténcia C, ~ rP¢ e que este "expoente de correlagio" pode ser tomado como uma

medida mais ttil da estrutura local de um atractor estranho.

Dado um sinal experimental, se determinarmos C, ~ 7°¢ com D¢ < F, em que F ¢ a
dimensao do espago de fases, sabemos que o sinal detém mais caos deterministico do que

ruido aleatério, visto que o ruido aleatério resulta sempre em C, ~ rf .

Se a série temporal vem de uma 6rbita de um sistema dindmico num atractor, a trajec-
téria feita a partir da série temporal mergulhada terd as mesmas propriedades topolégicas
que o atractor original se a dimensao de mergulho for suficientemente grande. Em parti-

cular, a trajectéria reconstruida terd a mesma dimensdo que a original.
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Funcgoes de dimensao 1 Os casos mais simples de sistemas cadticos sao representados
por fungoes de um intervalo em si préprio, como por exemplo a funcao logistica(2.2),
Tnt1 = aZy (1 — xy)

Estuddmos esta funcao quando a = 3.5, a = 3.5699456, a = 3.6, a = 3.8282 e para
a = 4.0. No caso de a = 3.5699456...da fungao logistica é apresentado na figura 3.11.
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Figura 3.11: Dimensao de correlagao para a = 3.5699456...

Da série temporal, gerada por um atractor, descartamos os primeiros 1000 pontos.
Depois, com os restantes 1000, calculamos a distancia entre todos os pares de pontos e
contamos quantos pares de pontos estao a uma distancia menor que r, sendo N o nimero
de pontos considerados. Tomamos um N grande e aproximamo-nos do limite. Finalmente
construimos o grafico de log(C(r)) em fungao de log(r), calcula-se, por interpolagao, a

melhor recta, cujo declive serd aproximadamente D .

Para distancias muito pequenas, os dados para C'(r) desviam-se de uma poténcia, mas

isto era esperado: o comportamento para a = 3.5699456... nao é cadtico ainda, e por
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Figura 3.12: Dimensao de Correlagao para a = 4.

conseguinte os valores x,, estao fortemente correlacionados. Verificamos que de facto a
poténcia se mantém para valores pequenos de r se aumentarmos N ou usarmos somente

valores i, Titp, Tit2p, Tit3p, -.. com p sendo um nimero impar grande.

D_=0.75389

-2

log,(C(r)

&

log,(r)

Figura 3.13: Dimensao de Correlagao para a = 3.8282.

Vamos observar qual a dimensao de correlagao de séries temporais para dados periédi-
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Figura 3.14: Dimensao de correlagao para a = 3.6.

COS.
Vamos observar o grafico onde temos o logC(r) em funcao de logr para a funcao
logistica para o parametro a = 3.5, valor no qual o seu comportamento é de periodo 4.
Como verificamos na figura o grdafico mostra a série em ramos. Se r é menor que
a distancia minima entre 4 pontos periddicos, logo logC(r) = log(1/4) = —0.602 desde
que 1/4 dos dados estejam acima um do outro. A medida que r aumenta, sera grande o
suficiente para que 2 dos 4 pontos periédicos estejam a uma distdncia menor que r um
do outro (para os dados da fungao logistica, os 4 pontos periédicos nao estao igualmente
espacados). Para tal valor de r, temos logC(r) = log(1/2). Se aumentarmos ainda mais o

r o suficiente para incluir todos os quatro valores. Teremos entao logC(r) = 0.

Fungoes no plano Consideremos a fungao de Hénon

2
Tn+l = Yn + 1 —azx?,

Yn+1 = bzy,
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Figura 3.15: Dimensao de Correlagao para a = 3.5.

coma=14eb=0.3

Muitas vezes nao temos acesso a uma série temporal { X;,} de vectores F'—dimensionais.
Em lugar disso temos apenas um ou quanto muito alguns componentes de X,,. Isto é
particularmente relevante para experiéncias reais onde o nimero de graus de liberdade
¢ frequentemente muito alto se nao infinito. Tais sistemas contudo podem ter atrac-
tores de baixa dimensdo. E entdo muito desejdvel possuirmos um método seguro que
permita uma caracterizagao desses atractores para uma série temporal de varidvel tinica.
{z;,i=1,..,N;z; € R}.

A ideia essencial consiste em construir vectores d—dimensionais

éi - ('/I:’ia Lijglyeees :I:i—’rd—].)

e usar o espaco dos § em vez do espago dos X. O integral de correlacao pode ser, por

exemplo
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Figura 3.16: Dimensao de Correlacao para a = % e b= 0.3 na funcao de Hénon.
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Mais geralmente, pode-se usar

E=(x),z(ti+71),.,x(ti+(d—1)71)),

com 7 fixo nalgum intervalo. A magnitude de 7 nao deve ser muito pequena visto que
doutro modo x; &~ z; 1+ ~ x;12; & ... € 0 atractor no espaco dos £ serd esticado na diagonal
e assim dificulta a separacao. Por outro lado, 7 nao deve ser muito grande visto que valores
distantes nas séries temporais nao sao fortemente correlacionados.

Um compromisso analogo deve ser tido em conta na escolha da dimensao d. Takens
mostrou que se um espaco de estados de um sistema tem dimensao d, entao a dimensao
de mergulho deve ser pelo menos 2d + 1 para capturarmos completamente as dindmicas

do sistema.
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Por outro lado, nao se pode tomar d grande sem provocar erros experimentais e falhas
estatisticas.

Vamos agora aplicar estas consideragoes a fungao logistica com a = 4, e & funcao de
Hénon.

Se calculamos para a funcao logistica com a = 4 o integral de correlagao original e o
integral modificado, obtido mergulhando num espaco 2 ¢ 3—dimensional. Observamos na
verdade o esperado decréscimo de erros sistematicos quando aumentamos d, acompanhado
por um aumento do erro estatistico.

Para a funcao de Hénon usamos como séries temporais as séries {x,, Tnt2, Tntd, ... }.

Dimensao de Lyapunov Segundo [22], hd uma relagao estreita entre a dimensao do
atractor e o espectro de Lyapunov. Kaplan e Yorke mostraram que a dimensao
de Lyapunov, D, de um atractor pode ser calculada usando os primeiros k expoentes de
Lyapunov, com k seleccionado tal que a soma de (k + 1) destes primeiros expoentes seja
negativa. Dj, é definida como se segue:

Considerando uma érbita com expoentes de Lyapunov (A1, A2, ..., A;,) € com A\ > ... >

k
Am € seja k o maior inteiro tal que 21/\,,,, > 0.
m=

Dp=k+2=L (3.5)

Por exemplo, o atractor cadtico de Lorenz tem trés expoentes de Lyapunov sendo eles,
1.51, 0.0 e —22.5. Dado que a sua soma se torna negativa com o terceiro expoente, k &
um conjunto de 2 e estes valores vao ser substituidos em 3.5 e obtemos D = 2.07.

Segundo [8], Brown et al. sugeriram que normalmente apenas os primeiros k + 1
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expoentes de Lyapunov devem ser considerados em qualquer avaliacao quantitativa do
Caos.
E segundo [34], Mori propds uma férmula alternativa para estimar a dimensao fractal

de séries temporais usando o espectro de Lyapunov.

+
Dy =ml+m™ (1 + i—_) (3.6)

Esta equagdo é calculada usando m® e m™*, isto é, quantidade de mimeros (aproxi-
madamente) zero e de expoentes de Lyapunov positivos, respectivamente, como se vé em
[14].

Como est4 referido em [22], segundo dados de Gallez e Babloyantz, se os expoentes
de Lyapunov positivos sao 8.75, 5.31 e 2.15, o (aproximado) zero é —1.63 e os expoentes
negativos sao —4.52, —9.65, —15.17, e —36.47, m0 =1 mt =3, A" =540, e \™ =16.45
(vale a pena referir que o mais negativo pode ser falso enquanto Dy, < 7, se este valor for
removido, Dps = 5.66, um valor aproximado de 6.03.

Substituindo estes valores em 3.6 temos Dy = 4.98, um valor um pouco menor que o
estimado 6.03.

Nos dados experimentais devido ao ruido nao é possivel calcular os expoentes de Lya-
punov usando a defini¢io matemadtica, referido por Brown et al. em [8]. S&o necessarios
métodos mais refinados que facam uso de pontos locais distribuidos na vizinhanga de
cada ponto atractor. Dado que os expoentes negativos correspondem a regioes estaveis do
atractor, o seu cédlculo numeérico exacto pode ser dificil.

Se a dimensao de mergulho é muito grande, estes expoentes negativos podem ser falsos

e instdveis numericamente. Brown et al. em [8] sugeriram que expoentes de Lyapunov
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falsos podem ser detectados adicionando uma pequena quantidade de ruido Gaussiano
com média zero & série temporal. Expoentes que mudam marcadamente seguindo esta,

manipulagao devem ser ignoradas.

No entanto, para a reconstrugao do sistema, é necessario determinar os valores optimos

da dimensdo de imersdo m e do atraso temporal .

Dimensao de mergulho e atraso temporal para reconstruir o atractor Pre-
cisamos de encontrar a dimensido de mergulho minima que nos permita ter as mesmas

propriedades geométricas que o atractor original num sistema.

Um dos métodos mais utilizados para determinar m é o método dos falsos vizinhos

mais préximos, introduzido por Kennel, Brown e Abarbanel.

O método dos falsos vizinhos mais préximos diz respeito a existéncia de falsos cruza-
mentos da 6rbita consigo prépria. Estes falsos vizinhos surgem quando o atractor é pro-
Jectado numa dimensao de imersdao menor do que a real. Nesta situagao, alguns pontos do
atractor estao préximos devido apenas ao falso cruzamento das érbitas. Quando aumen-
tamos a dimensao de imersao, o falso cruzamento desaparece e os mesmos dois pontos tém
posi¢oes distantes no atractor. Assim, este método baseia-se na procura de uma dimensao
minima para a qual as érbitas ndo se intersectem. Consiste em encontrar o vizinho mais
proximo de cada ponto numa dada dimenséo e verificar se estes pontos sdo ainda vizinhos
préximos numa dimensdo mais alta. A percentagem de falsos vizinhos mais préximos

tende para zero quando se encontra a dimensio éptima.

A ideia bésica é determinar se um vizinho é verdadeiro ou falso através da pro jecgao do

sistema em uma determinada dimensdo. Num espaco muito pequeno (d < m) um ponto



3.1 Introdugdo 91

do sinal pode ser visto como um vizinho, mesmo nao sendo, é chamado de falso vizinho.
Quando o espaco estd imerso em uma dimensédo d > m, todos os pontos vizinhos de todas
as 6rbitas sdo vizinhos verdadeiros.

Segundo Mane-Takens, a condigdo m > 2d, sendo d a dimensao real do atractor, é
suficiente para uma boa imersdo. No entanto, na prética este valor revela-se por vezes
muito alto, o que se traduz em mais dificuldades computacionais, podendo ser obtidas
boas imersdes com escolhas para m bem menores que 2d.

Segundo [1], podemos reconstruir o atractor num espago de mergulho de dimensao
m = 2n + 1, onde n é a dimensao do espago de fases do atractor. Alternativamente, se a
dimensdo de "box counting" do atractor é conhecida entdo uma estimativa do mergulho
minimo é m > 2Dpg. De notar que m é um inteiro, no entanto Dp nao o é necessariamente.
Se apenas sabemos D¢ entao uma dimensao éptima é simplesmente m > Dc.

Segundo [28], uma vez que nao se sabe & partida a dimensao de mergulho p, o objectivo
de Grassberger-Procaccia na sua andlise é encontrar a dimensao Dc.

A solucéo deste problema é calcular D¢ em fungédo dos varios valores de p.

o ‘g"
Dc o
o "
é cFro-----
o N
oz a ¥
i do de

mergulho

Figura 3.17: Dimensao de correlagido D, em fungio da dimensao de mergulho.

Um caso idealizado de dimensdo de correlagao D¢ contra a dimensdo mergulhada. Os

pontos - exibem D¢ para séries temporais com atractor de dimenséao 2.7, enquanto sfmbolo
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x dé-nos v para ruido-branco aleatério.

Para uma série temporal de um sistema sobre um atractor de dimensao D¢, a dimensao
de correlagao da série temporal oferece um meio de estimar a dimenséo do atractor.

No entanto, para sistemas que nao estdo num atractor, a interpretacdo de D¢ serd
mais dificil.

Um caso simples para interpretar Do é o ruido branco aleatério.

Exemplo 3.1.2 Considere uma sequéncia aleatdria com rutdo branco, tal como no modelo

Tt41 = A+ PTt.

Vemos que quando os dados deste modelo sdo mergulhados com p = 2, eles criam um sélido
em forma de gota. Uma vez que este sdlido cobre toda a figura com tinta (ou pelo menos
tal aconteceria se houvesse muitos mais pontos), este modelo é de dimensio 2 (isto ¢,
D¢ = 2 quando p = 2). Analogamente, um merqulho p = 3 ird criar um gota de dimensdo
3 que iria cobrir completamente o volume de tridimensional, e logo Do = 3 quando p = 3.
No caso ideal, para ruido-branco aleatério, Do = p. Onde ideal significa termos uma
quantidade infinita de pontos. Obuviamente, é impossivel haver uma quantidade nfinita
de dados, mas mesmo para um pequeno conjunto de dados a relagio Do = p deverd
verificar-se. Uma regra pratica é que 10P pontos sdo necessdrios para mostrar que Do = p
é verdadeiro para qualgquer ponto dado p, logo sio necessdrios 1000 (ou 10%) pontos para

mostrar que Do = p para p = 3.

Em (1], dois métodos se destacam na determinagdo do atraso temporal (&) a fungdo

de correlagcdo e o método da informacdo mitua.
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Um dos métodos para determinar o atraso temporal é através da funcao de correlagao,
C, que compara dois pontos separados na série temporal com um atraso de &, e é definida

por:

N-¢

D (@) (@)
=1

C=—"Fg
(7)?

i=1

onde 7/ = z; — T;. O atraso temporal &, para a reconstrucdo do atractor, é tomado num
determinado valor especifico de C. Os valores especificos mais usuais sdo: o primeiro valor
de £ no qual o valor de C' é 0.5; o primeiro valor de £ no qual o valor de C é 0; ou o
primeiro ponto de inflexdo de C.

De seguida, vamos introduzir o método da informagao mitua para determinar o atraso
temporal éptimo &.

A funcio de informagao miitua do atractor reconstruido é dada por:

N—(m—1
M = (f: )EP(HJ T x T )log P(xi,xi+€’xi+2£,m,mi+(m—1)€)
- 1y Lg g Li4-2€y cooy Ly (Mm—
T T2 0 Bk m=1EPE | P(2) P(@ige) P(Tit2e)s s P(Tig(m—1)¢)

i=1

onde P(z;) é a probabilidade de z;, P(xi, Tite, Titoc, -, Tiy(m—1)¢) € @ probabilidade
conjunta de Xi = (&;, Tite, Tig2e, - Tit(m—-1)¢).- M € a medida estatistica que mede a
dependéncia das varidveis umas das outras. Se as varidveis sao independentes , entao,
P(Zi, Tie, Titag, s Tip(m-1)e) = P(T:i)P(Tire) P(Tiv2t), - P(Tiy(m-1)¢) € temos entdo
M = 0. Neste caso o processo era completamente aleatério, tal como o rufido branco.
Caso contrario, uma dependéncia completa resultaria M = oco. Uma boa escolha do
atraso temporal requer que a informagao mitua seja minima. A condicao para a escolha

do atraso temporal é conhecido como o critério da informagdo mitua minima. A reconstru
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¢ao de um atractor de dimensao 2 é no plano z;, T;iy¢, para calcular a informagao miitua,
o plano ¢ dividido com uma grelha com N, colunas e N, linhas. A func¢io densidade de
probabilidade para x; e x;;¢ sdo o resultado de simplesmente somar os pontos do atrac-
tor que estao dentro de cada coluna e linha da grelha e dividir pelo total de pontos do
atractor. P(k) e P(l) sdo as probabilidades da ocorréncia do atractor na coluna k na linha
[ respectivamente. A probabilidade conjunta, P(k,!), de ocorrer o atractor em qualquer
caixa particular é calculado por contar o mimero de pontos discretos na caixa e dividir
pelo nimero total de pontos da trajectéria no atractor. A informagio mitua encontra-se

a partir de:

Nc N, P(k,1
M =>">"P(k,1)log [W]

k=1i=1

O valor de £ que nos d4 o primeiro minimo na funcio de informacdo mitua é o atraso
temporal na reconstrucao do atractor.

O método da informacdo miitua procura identificar a méxima quantidade de infor-
magao que se pode ter de uma medida realizada num determinado tempo 4, quando se
observa uma outra medida, do mesmo sinal, mas num tempo posterior i + £. Se £ é muito
pequeno, z; é semelhante a x;;¢ e quando representados graficamente, os pontos ficam
muito préximos de uma linha. Se £ é muito grande, a correlacdo entre as coordenadas é
muito baixa e ndo se consegue retirar informagio a partir do grafico.

Com isso, garante-se que o espago de estado reconstruido seja topologicamente equi-

valente ao espago do sistema dinamico original.

Exemplo 3.1.3 Estimemos a dimensio de um atractor cadtico usando o modelo con-
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hecido como Fungdo Ikeda

Tip1 = 1+ p(xrcosmy —yisinmy),

yie1 = p(zesinmg — ypcosmy).

O primeiro passo é mergulhar a série temporal.

Isto requer a escolha de uma dimensdo de mergulho p e um atraso .

Uma maneira de escolher um atraso é tomar o mais pequeno valor de £ na qual a
funcio de autocorrelagdo C =~ 0. Neste caso, temos que C (1) ~ 0, logo vamos usar § = 1.

Vamos repetir os célculos para p = 1,2,...,10. Em cada uma destas dimensoes de
mergulho repetimos os mesmos passos.

1. Calculamos o integral de correlagao C (r).

2. Usando a equagao log C (r) = vlogr+log A, usamos C (r) para calcular a dimensdo

v. Uma maneira de fazer isto é desenhar log C (r) contra logr, sendo v é o declive deste

log C(r)

grafico v = Tog

No entanto, este declive geralmente depende do valor de r seleccionado. Para ultra-

passar este problema, vamos desenhar o declive v como fungéao de .

Na figura 3.18 vemos como o declive v muda conforme o r para diferentes dimensées
de mergulho.
Para os maiores valores de r encontrados em séries temporais mergulhadas, o declive

aproxima-se de zero, independentemente da dimensao mergulhada usada.
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Figura 3.18: Declive v contra r para dimensées mergulhadas desde p =1 a p = 10.

Estimar a dimensao se usando um r grande é como olhar para um objecto a uma longa,
distancia. Nao importa qual € o objecto, ele parecera como um ponto singular, um objecto
de dimensao 0, tal como as estrelas que aparecem como um ponto de luz.

Para pequenos valores de 7, o declive v depende e cresce com a dimensio de mergulho.

E uma caracteristica do ruido e reflete a medida de ruido dos dados deste modelo.

Para r ~ 0,5 o declive é aproximadamente o mesmo para diferentes dimensées de

mergulho.

A figura 3.19 mostra v (em 7 = 0.5) para p =1, 2, ..., 10.

10{ =

8, 3
) x

6! B

L i »

&l x

B
A

Oo 2 4 6 8 10
Emedcling dimension

Figura 3.19: Dimensdo de correlagao versus a dimensdo de mergulho para r = 0.5.

O padrao ¢ similar ao visto na figura anterior e concluimos que o atractor deste modelo

tem a dimensao de aproximadamente 3, 9.
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O intervalo de valores de r no qual v é praticamente constante é a chamada regido de
escala, como ja referimos acima.

A necessidade escolher um intervalo especifico de r, é uma das dificuldades, e uma
grande fragilidade na estimativa das dimensées. Neste caso, escolhemos um intervalo
préximo de r = 0.5 porque esse valor dé-nos resultados préximos da forma ideal. Neste
caso temos a vantagem da existéncia de um atractor, logo temos uma boa razao para
acreditar que a nossa escolha de r se justifique.

Sem esta informacao, interpretar o significado do cédlculo da dimensao podia ser alte-

rado e problemadtico.

Determinismo Em [28], descreveram um método para testar determinismo na série
temporal, que &, o que a vai diferenciar da série temporal puramente aleatdéria.

Dizemos que um sistema é deterministico quando eventos futuros sao causados por
eventos passados.

A equacdo z441 = f (z;) é deterministica enquanto f (z;) tem apenas um valor para
cada possivel valor de z¢, dado o valor antecedente de z¢, a fun¢ao determina o valor futuro
Tt41-

Para o modelo da funcdo quadratica, na qual a equagao produz caos, se conhecermos

Tg, por iteracdo podemos calcular todos os valores futuros de x; usando a equagao

Tt41 = UTt (1 — xt) .

Mas, muitas vezes ndo conhecemos zo exactamente porque as nossas medidas tém
rufido: D; = x; + w¢. Se tomarmos Dy como a nossa estimativa da condigao inicial o, e a

iterarmos usando a fungdo quadritica, logo a sensibilidade as condigGes iniciais vai fazer
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com que as nossas previsoes sejam defeituosas.

Por exemplo, supondo que a condigao inicial verdadeiramente é zo = 0.37 mas as
nossas medidas da condigéo inicial é Dy = 0.38.

Os valores de z; e y; das colunas da tabela 3.7 sdo os valores das equagoes Tyii =
4z4(1 — x¢) e yey1 = 4y¢(1 — y;). As condicdes iniciais sdo zg ~ yo. A partir da 52 iterada

os valores de z e y distanciam-se um do outro.

Xt Vi t
10.370 0.380 0
0932 0942 1
0252 0217 2
0754 0.680 3
0741 0.870 4
0.767 0451 5
0715 0.990 6
0.814 0.038 7
0.605 0.147 8
10.956 0.501 9
10.167 0.999 10

(3.7)

Como mostra a tabela 3.7 as nossas iteragdes baseadas na funcéo logistica irao divergir
dos valores verdadeiros.

No principio as iteragoes serdo bastante boas, mas depois de 5 ou mais passos, elas
tornam-se completas erradas. Mesmo quando as iteragdes sio boas, elas néo sio perfeitas

porque as medidas tém ruido.
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No entanto, é possivel decidir através dos dados se um sistema é deterministico.

Usamos os dados para construir um modelo das dinidmicas e logo ver se as iteragoes
saidas deste modelo sao exactas.

Se as iteracoes sao perfeitas logo o sistema é completamente deterministico. Se as
iteragdes sdo boas, mas nao perfeitas, logo o sistema tem uma componente deterministica.

Se as iteragoes sao mds logo o sistema nao é deterministico.

Né6s podemos construir modelos dindmicos de dados numéricos de diferentes maneiras.

Supondo que temos medidas até ao tempo T e queremos fazer uma previsao do valor
no tempo T + 1.

Um dos métodos mais simples € o que se segue:

1. Mergulhar a série temporal para produzir Dr.

2. Tomar um ponto mergulhado no tempo 7.

Dr = (DT, Dr_p, ..., DT—(p—l)g), e olhar para o resto da série temporal mergulhada
para encontrar o ponto mais préximo de Dr. Dizemos que este ponto mais préximo tem
indice a. Isto significa que D, é mais préximo de Dt que qualquer outro Dr.

3. A definicdo de determinismo é que os eventos futuros sao causados por eventos
passados. D7 descreve os eventos anteriores a Dry;. Analogamente D, descreve os
eventos anteriores a D, .

Se D7 é préximo de Dy, e se o sistema é deterministico, esperamos que Dg41 seja
préximo a Dry;.

Logo tomamos como nossa previsao de Dy o valor da medigdo Dg41. Chamaremos
a isto previsao Pry.

Os modelos de previsao tém conjuntos consistentes de equagoes explicitas. Este mo-
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delo, o qual é usado para previsao, consiste num conjunto de dados (as medidas da série
temporal) e um conjunto de instrugdes dadas ( "encontre o ponto mais prézimo de D,
). O conjunto de instrugdes ¢ chamado um algoritmo e o modelo consiste implicitamente
num conjunto de dados e o algoritmo.

Tais modelos de dados implicitos eram incomuns antes do advento dos computadores
mas agora eles tém o mesmo espago e sdo de uma importancia crescente.

Ha muitas variagGes sobre este modelo simples das dindmicas. Uma elaboracio é
tomar nao apenas um tempo a onde D, é préximo de D7, mas tomar k tempos diferentes
ai, g, ..., ai onde Dg , Dy,, ..., Dgy, sdo todos préximos de Dr. Logo, a previsao de Dryy
é tomar a média de

k
1
Da1+1aDa2+l7 ~--7Dak+1 : PT+1 = EZDai-G-l'

=1

Dado um método para prever Pr., precisamos de fazer uma medida actual de Dr,;
em ordem a decidir se a previsdao é boa ou m4.

A diferenca entre Pryy e D71 € 0 erro de previsdo, no qual nos diz sobre a qualidade
da previsdo. E claro, uma previsao simples talvez seja boa ou m4 apenas por acaso.

Para dar uma indicacdo com mais significado do determinismo dos dados, tomamos a
média de muitos erros de previsao.

Supomos que fazemos 21" medigdes de uma série temporal. Tomamos a primeira metade
da série temporal para construir um modelo de dados implicitos das dindmicas. Em
seguida, usamos o modelo para prever os valores da segunda metade da série temporal.

Hé duas maneiras de fazer isto. Uma € usar o modelo para prever o valor no tempo

T + 1, e depois construir um novo ponto mergulhado usando este valor previsto Pr,;:
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Dri1 = (Pr41, Dryi-hy s Dry1—(p-1)e) -

Continuamos encontrando os pontos préximos de D7, e fazendo a previsao do valor

no tempo T + 2, a qual denotamos por Pr;s.
Este processo pode ser iterado - usamos previsoes passadas para fazer previsoes futuras.

Este método pode de facto ser usado para extrapolar a série temporal além dos seus

valores conhecidos & priori.

No entanto, tal extrapolagao é 1til para fazer previsdes num futuro longinquo. Para
efeitos de avaliacio do determinismo nos dados, é melhor usar os dados medidos directa-
mente.

Nesta segunda maneira de fazer previsoes, em ordem a prever o valor no tempo T+ 2,
se tomarmos o ponto mergulhado, D141 = (D741, Dry1-h, -, Dry1-(p-1)¢), DOte que
aqui é usada a medida no tempo T + 1, e nao a previsao Pr.;. Nao estamos a usar a

previsdao passada para fazer previsoes futuras.

Uma vez feitas previsoes para a segunda metade da série temporal podemos calcular

T

a média do erro de previsdo, e. Com ¢ = 7Y (Dryx — Prix)%. Se ¢ é muito grande
k=1

significa que as previsdes sdo mds e o sistema nao é deterministico. Inversamente £ muito

pequeno sugere que o sistema é deterministico.

Supondo que queremos ser mais préticos e que em vez de calcular uma nova previsao
para cada tempo T + K, fazemos a mesma previsdo para todos os tempos. Presumivel-
mente este é um mau método de previsao, uma vez que ignora completamente as dindmicas

dos dados.
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Queremos escolher o valor Py,4tic, que minimiza a média do erro de previsao
1& )
Epratico = TZ(DT+I€ - Pprdtico) )
k=1
a minimizagao que usamos aqui é idéntica & minimizagao que desenvolvemos para a en-
contrar a média simples, M.

De facto, um bom valor para Pp,tico € a média simples da série temporal.

Dado que fixamos Pprstico = Mest, a média do erro de previsao Ppritico € muito seme-
lhante & variancia da série temporal, o2.

Uma maneira conveniente para decidir se ¢ é grande ou pequeno é compara-lo a Pyratico
ou a variancia da série temporal 02. Nés podemos fazer isto tomando a razao ;.

Se esta razao é aproximada de 1, logo a média do erro de previsao é grande. Se esta
razao é préxima de zero, logo a média do erro de previsdao é pequena.

Podemos examinar num conjunto de dados de varios modelos & procura de determinis-
mo. Em vez de usar apenas o ponto vizinho mais préximo na série temporal mergulhada
para fazermos uma previsdo, vamos usar k pontos vizinhos.

Vamos usar uma dimensdo de mergulho p = 1 logo D; = D;. Mas muitas vezes faz
sentido escolher p > 1.

Para o modelo =1 = A + pz;, podemos colocar num grafico no eixo das ordenadas
a razao entre o erro de previsao e a variancia, 0—%, e no eixo das abcissas o nimero de k
vizinhos usados para fazer a previsao.

Quando k é pequeno, a razao é maior que um. Isto diz-nos que o modelo faz previsdes

piores que o método pratico de simplesmente prever a média.

Com k cada vez maior a razao aproxima-se da unidade.
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Figura 3.20: Erro de previsdo % contra o nimero de vizinhos k usado na previsao para
dados do modelo z441 = A + pxt.

O sistema encontra-se num ponto fixo e toda a variabilidade dos dados deve-se a
medidas de ruido aleatério w¢. Nao h4 dinamicas deterministicas para prever, logo a
previsao nao é eficiente. Desde que haja 100 pontos na série temporal, quando k é préximo
de 100 virtualmente todos os pontos da série temporal estao a ser calculados em conjunto

L& =
para produzir previsao e a equagao Pri1 = ¢ Y Dg;+1 dd-nos a previsao que € basicamente
i=1
a média, M, . Isto é, portanto, 0 mesmo que o método de previsao prético de usar a M
e logo ¢ = o02. De facto, uma vez que nao existem dinadmicas com os dados, nés nao

podemos fazer melhor que usar M.y para prever a série temporal, desde que Mgt seja a

quantidade que minimiza o erro de previsao.

Quando k é pequeno o mimero de previsdo ird variar ao redor da média desde que

sejam usados poucos pontos nas médias.

Como é descrito antes, se sao usados poucos pontos mais a previsdo ird variar ao redor
da média. Desde que a média nos dé a melhor previsao possivel para esses dados qualquer

desvio da média ird dar previsoes erradas.

Para o modelo z;47 = A + pz¢, o erro de previsao é grande, isto &, fg > 1. Temos
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uma justificacdo para concluir que os dados sao aleatérios, consistente com o mecanismo
conhecido do modelo.
Com o modelo z¢,1 = A+pzxs+vt, em contraste, mostra definitivamente previsibilidade.

A razdo % pode ser vista na figura 3.21:

o]

Q,‘,Il"}

o .
1 2 40K60 80

Figura 3.21: Erro de previsao = em fungao do nimero de vizinhos &, usado na previsdo

para dados do modelo z;11 = A + px; + vy.

Neste modelo a razao —z € menor que um para k pequeno e aproxima-se da unidade
quando k se aproxima de 100, o nimero de pontos na série temporal. Para valores muito
pequenos de k, as previsdes sdo menos exactas que para valores intermeédios.

A média de 5 a 10 pontos préximos produz uma previsao melhor que simplesmente um
ponto singular préximo. Esta previsao é substancialmente melhor do que a usada M,.;.

No entanto concluimos que os dados deste modelo contém mais determinismo mas nao
determinismo completo. Isto é consistente com a equagao x;11 = A+ pz;+ vy, na qual tem
uma componente deterministica nas suas dindmicas (pr;) em soma com ruido aleatério
dindmico (v;) e medida de ruido (wy).

O modelo logistico, z¢+1 = pux: (1 — x) é completamente deterministico.

A anélise de dados usando erro de previsdo confirma isso, o erro de previséo é virtual-

mente zero para k pequeno e como esperado, a razao 25 aproxima-se da unidade enquanto
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Figura 3.22: Erro de previsao ;5; contra o nimero de vizinhos k£ usado na previsao para

dados do modelo de duas equagdes diferenciais associadas ‘;—f =y+u(t) e %? = —ay —bx
onde v(t) é ruido aleatdrio.

k se aproxima do mimero de pontos da série temporal, como se observa na figura 3.23.
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Figura 3.23: Erro de previsao - contra o nimero de vizinhos k usado na previsao para
dados do modelo xt41 = pxy (1 — ).

A previsao dos resultados para os modelos z;11 = A + pxy, Tep1 = A+ pxe + v € de
duas equagoes diferenciais associadas ‘fi—f =y+u(t) e %? = —ay — bz onde v(t) é ruido
aleatério, poderia ter sido antecipado com a fungao de correlagao.

Segundo [28], a funcdo de correlagdo C' do modelo zt41 = A + px; mostra que nao hd

nenhuma correlagao entre valores medidos Dr e Dr4.
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As fungoes correlagdo para dados dos modelos x;; = A+ pz; + v e de duas equagoes
diferenciais associadas ‘fi—f =y+o(t) e %% = —ay—bx onde v(t) é ruido aleatério, mostram
uma forte co-relagdo entre Dy e Dryq.

De notar que a fungao autocorrelagao C para o modelo Ze41 = uxt (1 — x4), é a mesma,
que a do modelo z;1 = A+ pz;, mas os resultados previstos sdo completamente diferentes.
O método da previsao é sensivel & nao linearidade do modelo x;1 = pa; (1 —x¢), onde a

funcao de correlagao nao o é.

O efeito do ruido Atractores de dados experimentais contém sempre um pequeno
elemento aleatério conhecido como o ruido. Este deve-se a flutuacdes aleatérias no sistema
dinamico (rufdo dindmico), ou a erros aleatérios adicionados ao sinal medido - ruido de
medida.

Em [22], Schreiber sugeriu que escolha do atraso e do nimero da dimensio de mer-
gulho é particularmente importante quando os dados sdo ruidosos. Usando um atraso
relativamente pequeno e uma dimensdo de mergulho grande (moderamente), os efeitos
de ruido sdo calculados mais eficientemente. Em qualquer aplicacbes praticas, os fndices
quantitativos devem ser calculados para diferentes valores destes parametros e assim os

seus efeitos podem ser melhor compreendidos.
3.2 Expoentes de Lyapunov

Expoentes de Lyapunov de séries temporais Uma das limita¢des mais impor-
tantes na anédlise de séries temporais diz respeito & impossibilidade de previsio de um
determinado acontecimento. Se um acontecimento ¢ caético, a sensibilidade as condigdes

iniciais, quantificada pelo maior expoente de Lyapunov, impede a previsio a curto prazo.
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Quando as equacdes que descrevem um sistema dinamico sdo conhecidas, os expoentes
de Lyapunov podem ser calculados com precisdo a partir do algoritmo proposto por Wolf
et al. ( 1985). No entanto, quando se realiza uma experiéncia, nao sao medidas todas
as varigveis de estado do sistema e o resultado final é uma série temporal que representa
a variacdo de apenas uma varidvel de estado. Os métodos para a andlise dindmica de
séries temporais encontram-se ainda em desenvolvimento. Um método comum consiste em
reconstruir o atractor estranho a partir da série temporal e a partir do atractor reconstruido

determinar os expoentes de Lyapunov.

Segundo [22], o caos ocorre em sistemas dindmicos nao lineares que exibem dependéncia

sensivel as condicOes iniciais.

Intuitivamente um sistema cadtico gera nova informagao e incerteza numa escala pe-

quena (localmente) enquanto limita a sua actividade numa grande escala (globalmente).

Consequentemente, a dimensdo de correlagdo fornece-nos um indice quantitativo do
comportamento global de um atractor, que necessita ser complementado com outros indices
quantitativos que indicam como as 6rbitas de pontos em atractores divergem e convergem
ao longo do tempo. Estes fndices medem a incerteza, ou informagao, gerada por um

sistema dinamico néo linear ao longo do tempo.

Supomos que a trajectéria do sistema ndo linear, mergulhada num espago de fases de
dimensdo m, é um pouco perturbada em alguns pontos ao longo do tempo. A relagao entre
esta pequena perturbagdo e outra que ocorre num instante posterior depende da taxa de
mudanca de cada componente da trajectéria ao longo do tempo. As relagoes entre estas
pequenas perturbagdes sobre os pontos do atractor sdo assumidamente lineares. Logo,

é representado por uma tabela, conhecida como a matriz Jacobiana, J(t), contendo as
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taxas de mudanga para cada coordenada relativamente aos seus valores actuais. O efeito
cumulativo que o atractor envolve ao longo do tempo é representado por um produto
destas matrizes Jacobianas.

Consideremos o vector, x(t) = [z1(t),z2(t),..., Zi (t), ..., T (£)]T, gerado por uma
série temporal, z(t),t = 1,..., N, num espago de dimensdo m, logo o vector no tempo

(t+ 1) é dada pelo seguinte:

Oz (t+1) Oz (t+1) Oz1(t+1) Oz (t+1)
Oz1(t) Ox2(t) Oz;(t) Oz (t)
Ozra(t+1)  Oza2(t+1) Oza(t+1) Oz (t+1)
oz1(t) Oz2(t) 0z;(t) Ozm(t)
XE+1) = onr1)  deatd))  Gwtr)) | omren | X() (3.8)
Oz (t) Oza(t) oz;(t) Ozm (t)
Bom(t+]) Ozm(t4l)  Ozm(t4l)  Oom(t+l) )
Oz (t) Oz2(t) 0z;(t) Oz m (t)

As entradas da matriz sdo as derivadas parciais das componentes do vector no tempo
(t + 1) relativamente a todas as componentes no tempo ¢. Esta expressio 3.8 pode ser

escrita mais sucintamente como se segue:
x(t+1) = J(t)x(¢) (3.9)

onde J(t) é a matriz Jacobiana no tempo t. A evolugdo de um vector mergulhado quando
o intervalo de tempo varia desde 1 a t+1, é obtido aplicando a expressao 3.9 repetidamente

a z(1). Este processo leva-nos ao seguinte:
¢
x(t+1) = ‘H]J(i)x(l) (3.10)
1=

De acordo com o Teorema Ergédico multiplicativo de Oseledec s, a taxa de dispersio
de uma perturbagdo inicial pequena em cada direc¢do ortogonal sobre qualquer ponto
do atractor é obtida através dos valores préprios do produto das matrizes de 3.10. Os

valores da matriz indicam a quantidade de esticamento (valores positivos) e de contracao
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(valores negativos) que ocorrem em direcg Ges ortogonais no espago de mergulho quando

sao aplicadas as tranformagoes lineares representadas pela matriz.

Nesta aplicagao, cada valor define um expoente de Lyapunov e o conjunto dos m
valores, por ordem decrescente, define o Espectro de Lyapunov.

De seguida, podemos referir algumas propriedades qualitativas dos Expoentes de Lya-
punov.

Quando um ponto atractor encolhe todos os pontos na sua base de atracgao (o conjunto
de pontos que terminam no atractor) em direc¢do a um ponto singular com dimensao 0
em todas as direcgoes, entao os expoentes de Lyapunov sao todos negativos.

Para um ciclo-limite, a discrepancia inicial entre pontos atractores é mantida inalterdvel
ao longo do tempo como no sistema linear. Se ndo ha esticamento nem encolhimento,os
expoentes de Lyapunov sdo iguais a 0.

Quando os dados sdo em intervalos de tempo regulares, este processo ciclico pode gerar
um expoente de Lyapunov nulo artificialmente, segundo Brown, em (8] .

Para um atractor estranho caético, a incerteza temporal local gera esticamento em
algumas direcgoes mas mantém a estabilidade encolhendo noutras direcgées. Logo, o caos
é caracterizado por um conjunto de expoentes positivos e negativos.

O maior expoente de Lyapunov é sempre positivo e no caso de hipercaos os primeiros
expoentes de Lyapunov sao positivos.

Para manter a estabilidade global de um atractor, o total da quantidade de encolhi-
mento deve ser mais que o esticamento do atractor noutras direcgoes. Logo, um atractor
caético é definido como contendo pelo menos um expoente positivo, com a soma dos ex-

poentes de Lyapunov negativa para garantir que o atractor seja globalmente estdvel.
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Os expoentes positivos expandem o atractor prenchendo o espaco de fases, onde o

primeiro expoente negativo contrai o atractor levando a uma regido do espago de fases.

Uma maneira intuitiva de comprender as dinamicas e o significado geométrico de um
atractor, € visualizar por exemplo, um enxame de insectos. Os insectos aparentemente
voam individualmente sem rumo, mas o conjunto globalmente é estdvel e move-se como

uma estrutura.

O maijor expoente de Lyapunov mede a divergéncia exponencial de trajectérias ini-
cialmente préximas no atractor na direc¢do correspondente ao maior valor préprio. Este
expoente pode ser calculado através de uma série temporal escolhendo trajectérias com

curtos perfodos de tempo.

Os precursores destas técnicas, devem-se a Wolf, Swift, Swinney, e Vastano, ver [46],
escolhendo as trajectérias até a sua separagdo exceder um valor méximo pré-definido.
Quando isto ocorre, é escolhida outra trajectéria, para minimizar o efeito cumulativo do

ruido.

Um exemplo interessante de como falsos expoentes de Lyapunov podem surgir quando
a série temporal é mergulhada num espago de mergulho muito grande como se observa
na tabela 3.11. Onde temos as estimativas dos Expoentes de Lyapunov para a funcio de
Hénon em fun¢ao da dimensao de mergulho. Para a fun¢do de Hénon é necessério apenas

um mergulho de dimenséo 2.



3.2 FEzxpoentes de Lyapunov 111

mo A A A As As  Ag
2 0.445 —1.609
3 0.441 0.893 —1.654
4 0.442 —0.307 —0.804 —1.623
5 0.463 —0.049 —0.390 —0.761 —1.635
6 0.465 0.144 —0.227 —0.425 —0.872 —1.645

(3.11)

Estimar os expoentes de Lyapunov depende do nimero da dimensao de mergulho, m,
a estimativa de Dy, cresce desde o valor 1.28 4 medida que m cresce.

E importante seleccionar um valor apropriado de k, o nimero de passos para o qual
a trajectéria deve ser monitorada para estimar a divergéncia de trajectérias inicialmente
préoximas. No entanto, na teoria devemos de ser capazes de acompanhar a evolugao tem-
poral da trajectéria para sempre, na pratica isto pode ser feito apenas para um perfodo de
tempo finito. Erros numéricos, ou os efeitos do ruido geram instabilidade se as trajectodrias
se cruzam. Brown et al., em [8] sugeriu que k é inversamente proporcional & frequéncia
dominante no espectro da série temporal.

De acordo com Schreiber, em [43] estimar o expoente méximo de Lyapunov usando
dados experimentais é dificil. A vantagem de usar programas computacionais quando
aplicamos o algoritmo proposto por Rosenstein, Collins, e De Luca, como se vé em [42] é
que calcula com eficiéncia o expoente maximo de Lyapunov para um conjunto de dados

pequenos, nao contendo mais que 500 observagbes. Este algoritmo calcula distancias entre
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pontos vizinhos numa série temporal mergulhada que estao separados por, pelo menos, na
série temporal, por um perfodo médio, dado pelo inverso do cédlculo das componentes do
espectro.

Para cada vector de mergulho na série temporal, z(i), é determinado o seu vizinho,
z/(i). A evolucdo temporal da distancia entre estes pontos é registada para vdrios pontos
iniciais da série temporal. Quando escolhemos ¢ periodos de tempo, as distancias entre

pares de pontos sao registados pelo seguinte:

d; (t) = d; (0) e*maxt (3.12)

onde d; (t) é a distancia entre o i-ésimo par de pontos inicialmente préximos apés ¢t passos
temporais e d; (0) é a distancia inicial desses pontos. Tomando logaritmos em ambos os

membros da 3.12 temos o seguinte:

In[d; (¢)] = In[d; (0)] + Amaxt (3.13)

O méximo expoente de Lyapunov, Apax, € estimado calculando os declives obtidos pela
regressao linear de In[d; (t)] com o tempo, ¢, para um nimero de vectores iniciais, x(i),
usando a 3.13. Este procedimento fornece-nos uma estimativa razodvel de Apmax que nao
é afectada por ruido. Caos ¢ indicado pela invaridncia do maior expoente de Lyapunov
quando o nimero de dimensoes mergulhadas é alterado.

Bask em [3] aplicou o método de Rosenstein et al.’s(1993) para estimar o maior ex-
poente de Lyapunov para algumas séries temporais alteradas, usando a técnica de Rosen-

stein et al. para estimar o atraso de mergulho. Esta técnica calcula a distancia de sepa-
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racao de cada componente do ponto na qual pontos préximos no espago tendem a divergir
ao longo do tempo. E obtido um atraso de mergulho apropriado quando esta medida

atinge um valor constante.

Schreiber, em [43] sugeriu que as técnicas simples para calcular os expoentes de Lya-
punov, como aqueles que usam a taxa média de variagao ao longo do tempo de um pequeno
volume contendo pontos atractores (Wolf et al.,1985), ndo sao fidveis. Isto é verdadeiro
para dados experimentais, a menos que haja razoes para suspeitar que o processo dindmico

seja determinifstico.

Um algoritmo alternativo, deve-se a Kantz, em [26] e explicado em Schreiber, em
[43] anula flutuagGes de ruido para estimar com exactidao a taxa de variagdo exponencial
da separagao entre dois pontos inicialmente préximos do atractor. O maior expoente de
Lyapunov é estimado pelo declive do gréfico em que num eixo estd o tempo e no outro a

soma. dos logaritmos da divergéncia média entre pontos inicialmente préximos.
Num exemplo da aplicagdo desta técnica, Schreiber, em [43] mostrou que é dificil
encontrar uma regido estdvel para estimar o maior expoente de Lyapunov para intervalos

de dados dos batimentos cardiacos num humano.

Ao contrério da maioria, Bask, em (3] usou um método semelhante para calcular com
intervalo de 95% de confianga o maior expoente de Lyapunov, Amax, de modo que hipéteses
nulas que Apax = 0 possam ser avaliadas. O método estima os pardmetros e seus erros
padrao usando partes diferentes do mesmo conjunto de dados experimentais sem recurso
a teoria da estatistica tradicional. Se as hipéteses nulas sao rejeitadas e o valor Apax dos

dados experimentais é positivo, logo o caos deve estar presente.

Golia e Sandri, em [19] usaram um método semelhante para calcular simples erros no
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célculo dos fndices quantitativos tais como a dimensao correlacio D¢ e o maior expoente de
Lyapunov. Eles estimaram uma forma funcional desconhecida para terem a possibilidade
nos sistemas dindmicos nao lineares usaram redes neuronais artificiais. As entradas das
redes neuronais tem k pontos de falsos vizinhos da série temporal em anilise, depois de
as séries serem mergulhadas num espago de dimensao adequado. As saidas das redes sao

a evolugao temporal desses falsos vizinhos T perfodos de tempo para o futuro.

A aplicacdo nao linear, estimada pelas Redes Neuronais, é usada para gerar simples
pontos da série temporal. Analogamente, geram-se séries temporais diferentes usando

pontos de partida seleccionados aleatoriamente para o algoritmo de previsdo nao linear.

Usando esta técnica, o valor médio para o maior expoente de Lyapunov para a série

temporal de Lorenz ¢ 0.6924 ( SD=0.0184). E favoravel com o valor teérico de 0.6932.

Os expoentes de Lyapunov Globais representam a tendéncia na qual o atractor diverge
ou contrai em direcgoes ortogonais, determinado pelos valores gerados pela taxa de vari-
acao de trajectdrias inicialmente préximas. Ao contrario, expoentes de Lyapunov locais,
calculado usando a técnica dos falsos vizinhos, medem a mudanca temporal para pontos
individuais dentro de um atractor. Por esta razao os expoentes de Lyapunov locais devem
ser bastante nao homogéneos para regides diferentes do atractor (Bask,1998).

Gengay e Dechert, em [17] propuseram um método para estimar o espectro de Lya-
punov Global da série temporal usando redes neuronais para prever a préxima observagao
da série, usando as L observacoes prévias, nimero de neurénios na camada. E usada uma

rede neuronal artificial multicamada para prever valores futuros nas séries temporais.

Estas redes neuronais tém m unidades de entrada ( m ¢ a dimensionalidade do mergulho

no espago), L unidades e 1 unidade de saida.
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A fungdo néo linear aplica o vector inicial z = [z], ¢ = 1,...,m numa saida com um

escalar simples, v, dado pelo seguinte.

v = jélﬁj f <iglwijzi + bj) (3.14)
onde B;, j = 1,...,L, é o peso de conexao entre a j—ésima unidade e a unidade de saida;
wij, © =1,..,m, j =1,...,L, é o peso da conexao entre a i—ésima unidade de entrada e
a j-ésima unidade e bj, j = 1,...,L s@o as bias (unidade especial usada para aumentar
os graus de liberdade, permitindo uma melhor adaptagdo, por parte da rede neural, ao
conhecimento a ela fornecido) para a j—ésima unidade. A fungdo f(z) é a fungdo nao

linear sigméide dada pelo seguinte:

fl@)= —2_— (3.15)

T 1+ e @)
onde p, g e r sdo constantes. A vantagem de usar redes neuronais é que podemos aproximar
qualquer fung¢do continua nao linear com uma precisao arbitraria, desde que se use unidades
suficientes ( Hornik, Stinchcombe, e White, 1990).

Uma vez que a funcgao foi estimada, as derivadas podem ser calculadas e o espectro de
Lyapunov pode ser estimado usando a sua definigao.

Gengay e Dechert, em [17] mostraram que redes neuronais fornecem-nos estimativas
acertadas dos expoentes de Lyapunov para a fungdo logistica (estimado em 0.673 e na
teoria é de 0.674) e a de Hénon (estimados em 0.408 e —1.620 e na teoria sao de 0.405 e
—1.625), usando simples observagoes de 100 a 200 , respectivamente. Gengay e Dechert
(1992) forneceram igualmente impressionantes trabalhos com redes neuronais no modelo
do atractor de Lorenz, desta vez com 2000 observagoes. As estimadas da rede neuronal

nao sao afectadas até 10% da medida do ruido e 0.7% sistema de ruido.
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Quando a série temporal de Lorenz é mergulhada em quatro em vez de trés dimensdes,
é falso o maior expoente de Lyapunov negativo.Todavia, como Gencay e Dechert (1992)
notaram, que o expoente real de Lyapunov deve ser relativamente invariante enquanto
cresce o nimero de dimensées. Por esta razao, deve ser evitado usar um nimero elevado

de dimenso6es quando sdo analisados dados experimentais.

Gengay e Dechert, em [17] sugeriram que uma estimativa acertada para o célculo dos
expoentes de Lyapunov requere um mergulho de dimensionalidade igual & dimensionali-
dade do atractor, sendo um requisito impossivel para séries temporais experimentais. Se
o atractor é mergulhado num grande nimero de dimensées, logo qualquer expoente que
excede pode ser falso. Em alguns casos o maior destes expoentes falsos excede o maior
expoente de Lyapunov verdadeiro. Dado que a magnitude do maior expoente de Lyapunov

quantifica uma quantidade de caos na série temporal, deve existir caos.

Expoentes falsos sdo estimados quando as dimensdes do mergulho no espaco é maior
que a apropriada para representar o atractor. Este problema pode ser resolvido assumindo
que o nimero de expoentes verdadeiros é igual ao menor inteiro superior a dimensao fractal
do atractor, como D,. Expoentes falsos podem ser detectados calculando o espectro
de Lyapunov usando a versdo do tempo invertido da série temporal. Ao contrario dos
expoentes verdadeiros, os expoentes falsos ndo mudam o sinal com o tempo invertido.
Para ultrapassarmos algumas destas dificuldades, os expoentes de Lyapunov devem ser
calculados usando o espago tangente do atractor. Este espago representa a taxa de variagio

local de pontos atractores. Usando este método, os expoentes de Lyapunov sdo calculados
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como valores préprios da matriz de dimensao m x m:

0 1 0 .. 0 0
0 0 1 .. 0 0
D=| .. o o i o (3.16)
0 0 0 .. 0 1
V1 V2 V3 ... Unp—1 Umnm

onde m € o nimero de dimensdes de mergulho. v é a funcdo néo linear respeitantes ao

(t + m)—iésimo escalar da observagao, y(t + m), s m observagoes precedentes.

y(t+m) =vfyt),yt +1),...,y(t+m —1) (3.17)
e
ov i
U; = m,l = ]., .., M (318)

A fungéo v é estimada usando redes neuronais e v; é o declive da tangente desta fungao
na (t + ¢ — 1)-ésima observacao.

Gengay e Dechert, em [17] ilustraram o seu método usando séries temporais geradas
pela recursao de Hénon. Para ilustrar os seus propésitos eles transformaram as saidas
das séries temporais, z(t), por uma fungao, y(t), a qual calcula a autoregressao linear da

observagao corrente e o multiplo da observagio anterior, usando o seguinte:

yt) =z(t) + az(t —1) (3.19)

O coeficiente de autoregressao, «, num intervalo de 0 a 4.0. Em aplicagoes psicol6g-
icas, este modelo talvez represente um observador que mantém as observagoes prévias e
correntes num trabalho de meméria enquanto desenvolve uma tarefa. Quando « é 0.75 ou
superior, ¢ gerado o segundo expoente positivo de Lyapunov falso, sugerindo erradamente

que o atractor de Hénon é hipercaético.
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Gengay, em [15] mostrou como redes neuronais "multilayer" podem representar as
dindmicas de um sistema nao linear. Nesta aplicagdo, a rede neural aproxima a funcao nio
linear e suas primeiras derivadas com mais exactiddo que um modelo polinomial nao linear
baseado na expansao de Taylor (matematicamente semelhante ao sistema de identificacdo
nao linear). S&o necessdrias estimativas exactas das primeiras derivadas para estimar
os expoentes de Lyapunov. As redes neuronais fornecem-nos uma estimativa consistente
da fungao nao linear, porque a estimativa de erro decresce com o crescente nimero de

observagoes.

Gencay, em [16] também propos a inicializacdo, técnica que calcula intervalos de con-
fianca para estimar o espectro de Lyapunov obtido por métodos de previsao de redes
neuronais. Tal informagao da estimativa exacta é importante, especialmente quando a
estimativa é préxima de zero. Usando dados simples para calcular estimativas diferentes
do mesmo parametro, tais como o maior expoente de Lyapunov, logo 95% dos intervalos
de confianga podem ser calculados. Se a média é positiva e o intervalo de confianca nao
contém zero logo a populagao do expoente de Lyapunov méaximo é positivo, um indicador
possivel de caos. Gengay demonstrou o sucesso desta técnica usando as séries temporais

cadticas conhecidas.

Bask e Gengay, em [3] procederam de forma semelhante para estimar com intervalo
de 95% de confianca o maior expoente de Lyapunov e demonstraram a validade do pro-
cedimento usando o atractor de Hénon. Bask (1998) usou um procedimento similar para
testar hipdteses nulas, que um dos expoentes de Lyapunov ¢é igual a zero. Como os sistemas
continuos, gerados por equagdes diferenciais, tém pelo menos um expoente de Lyapunov

zero, onde as aplicagoes discretas ndo tém. Esse teste pode determinar se a dinamica
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subjacente experimentalmente gerada por um atractor surge de um sistema contfnuo ou

discreto.

Entropia Aproximada Uma medida geral iitil de dindmicas nao lineares é entropia
aproximada (ApEn), a qual mede quanto a série temporal é imprevisivel.

ApEn tem um baixo valor quando as observagoes tendem a ser seguidas por outras
séries com observagoes similares.

E obtido um valor alto quando a série é mais varidvel, ou desordenada.Um algoritmo
para calcular ApEn foi fornecido por Kaplan et al. (1991). Os procedimentos mateméticos
envolvem detectar padroes similares em séries temporais e depois calcular o logaritmo da
probabilidade de seguindo observagoes elas diferem do padrao observado anteriormente.
Nesta andlise, o comprimento do padrao e o parAmetro do critério semelhante pode ser
manipulado (Ho et al. 1997).

Os pormenores técnicos do indice de ApEn estiveram presentes em Pincus (1995).
Usando um comprimento méaximo, m, e a tolerancia, r, a sequéncia de N —m+ 1 vectores
é gerada da série temporal, cada vector contém m observagoes sucessivas. N é o nimero
total de observagGes na série temporal. Para cada vector, é calculada a proporgao de
vectores que sao inferiores a 7, usando a distdncia métrica da diferenca mdxima entre
cada componente do vector. Se ® (m,r, N) é o valor médio do logaritmo desta propor¢ao

sobre todos os vectores, logo ApEn é definida pelo seguinte:

ApEn (m,r) = A}im [®(m,r,N)—®(m+1,7,N) (3.20)

Em aplicagoes priticas, m é 2 ou 3 e r estd entre 0.1 e 0.25 do desvio-padrao da série
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temporal.

Nos exemplos seguintes m é igual a 2 e r é igual a qualquer um dos destes niimeros 2
ou 0.15 do desvio-padrao, qualquer um é grande. Diferente de muitos indices quantitativos

de dinadmicas nao lineares, ApEn pode ser calculado com apenas 100 pontos.

ApEn é estimado usando um programa APEN ji usado por Pincus, Gladstone e
Ehrenkrantz (1991). Os valores para os dados EEG de um gato sao ApEn(2,2.0) = 0.93,
valores para os dados ao dactilografar IKT sdo ApEn(2,9.17) = 1.82 e valores para o

atractor de Hénon sdo ApEn(2,2.0) = 0.25.

Claramente o que tem a estimativa de ApEn mais baixa tem dados mais determinis-

ticos e previsiveis.

Outra medida util de ndo linearidade para séries temporais ¢ fornecida por anélise da
flutuacao de tendéncia (DFA), revela-nos o grau de correlagées num grande intervalo da
série temporal. Um procedimento para calcular este indice é descrito em Peng, Havlin,
Stanley e Goldberger (1995). DFA é calculado primeiro por subtrair a média para cada
valor, X (i), ¢ = 1, N, e depois calcular a soma destes valores para obter Y (k) como se

segue:

Y(k)= % [X(z') —‘X‘} (3.21)

i=1

A série temporal é dividida em subséries de comprimento igual cada contendo n obser-
vagoes sucessivas. Logo a melhor linha de tendéncia é calculada para soma destas subséries
usando regressao linear. A componente de tendéncia é subtraida integrando a série tem-
poral em cada segmento e desvio-padrao destes valores residuais é calculado para a série

temporal completa usando Ho. et al. (1997)
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F(n) = \/ 5 (Y (k) ~ Yo (b) (3.22)

onde Y (k) representa a tendéncia da série temporal para a k-ésima observagao.

Este célculo é repetido para valores diferentes de n e a relagao entre F'(n)e n é avaliada
graficamente. Quando estes valores sao aplicados na fungao logaritmica representarmos
num gréafico este deve ser linear.

Aplicando o teste DFA aos dados da série temporal dos batimentos cardiacos, Ho et
al. (1997) este forneceu dois segmentos lineares para a relagao entre logF'(n) e log(n).

O declive do grafico para um baixo n indica a magnitude de correlagdes num curto
tempo na série temporal, onde o declive para para um n grande indica a magnitude de
correlagoes num periodo longo.

Foram feitas anslises DFA usando o programa DFA para as séries temporais ao IKT,
o EEG do gato e a de Hénon.

Os gréficos que relacionam log F'(n) com logn sdo lineares com declives 0.611, 0.463, e
0.337 para estas trés séries temporais, respectivamente. Uma boa forma linear é vista na
figura, a qual mostra o resultado do célculo de DFA para os dados IKT. Declives perto de

0.5 sugerem que os dados tém bastante ruido.
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Figura 3.24: DFA para dados ao IKT. O declive « é igual a 0.611.



Capitulo 4

Aplicacoes a Psicologia

Uma aplicagao pioneira das dindmicas nao lineares em Psicologia foi a representacio de
Gregson de vérios fenémenos psico-fisicos em termos de recursao ciibica complexa de vari
veis de estado, Y;.

A funcao I recursiva foi desenvolvida, no entanto, para fornecer um modelo dos proces-

sos psico-fisicos e é baseada na funcao logistica:
D Y1 = —a(Y; — )(Y; — ie)(Y; +ie).

A forga da resposta, Y, no tempo 7+ 1 é uma funcao da resposta do tempo anterior j, a
é um parametro de controlo representando o comprimento do sinal fisico, e € um parametro
de controlo interno e i = v/—1 a unidade imaginaria. Note que quando o comprimento do
sinal se torna suficientemente fraco, a resposta é langada num regime cadético.

A componente real de Y; representa a resposta emitida através de um sistema néo
linear e é calculado com técnicas psico-fisicas. A componente imaginaria de Y; nao é
observada experimentalmente mas é necessédria para manter uma estabilidade interna do
sistema, psico-fisico.

Em [22], Gregson referiu que este modelo tem sido usado com sucesso para representar
123
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fenémenos como curvas psico-métricas, interacgdes sociais, transformagées na percepgao
de misturas de padroes, incluindo algumas ilusdes geométricas.

Esta equacao pode ser expandida a duas respostas e pode tornar-se 1til para modelar
respostas com modalidade transversal, tal como interpretar a matiz de uma luz colorida
através apenas da percep¢ao do brilho ou estudar a ilusdo peso-comprimento.

A saida a duas dimensoes é realizada pelo seguinte:

X1 =a(e® — X+ X7 - Y] - 3X,;Y7 — X3)

Yiy1 = aYj(—€® +2X; - 3X} + Y}).

Todos os processos psico-fisicos, segundo Gregson, sao o resultado de pelo menos duas
funcGes, uma envolvendo a relagdo entre estimulo e resposta, e uma referente ao forneci-
mento dos estimulos ao longo do tempo. Virtualmente todos os estimulos em experiéncias
convencionais utilizam um intervalo fixo. Tal regularidade ndo pode ser assumida no
mundo real.

A teoria de sistemas dindmicos néo lineares gerou inovagoes na teoria da aprendizagem.
Neuringer and Voss (1993) continuaram os trabalhos de Estes relativamente & teoria da
aprendizagem estatistica, para avaliar se os humanos podem aprender a reconhecer padroes
caéticos e fazer previsdes de um elemento seguinte numa série de estimulos. Fizeram-se
trés experiéncias. A primeira com quatro objectos que estdo eventualmente sobre um

gréfico de linhas de uma fungao cadtica, baseada na seguinte equagao logistica:

Yj+1 = 4y;(1 — y;)
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A tarefa é colocar o cursor na posi¢ao do préximo ponto antes do programa. Apés
sucessivas provas, a diferenca entre o ponto posicionado e os valores fornecidos pelo pro-
grama decresceu para um minimo assimpté6tico numa curva de competéncias de aquisigdo

da aprendizagem.

Em [22], Babloyantz e Destexhe examinaram as propriedades dinidmicas do registo
de um EEG (electroencefalograma) simples durante uma crise epiléptica. O gréfico do
atractor em trés dimensoes é estruturado com D¢ = 2.051+0.09. O expoente de Lyapunov
méximo de 2.9+ 0.6 indicando que a série temporal do EEG é caética. Os registos durante
0 sono no estigio 4 revelam um atractor com D¢ = 4.05 + 0.05, e durante o estdgio 2
D¢ = 5.03 £ 0.07. Foram obtidos valores semelhantes para D¢ para estes dois estdgios
de sono por Babloyantz, Salazar, e Nicolis. O maior expoente de Lyapunov positivo para
cada estdgio de sono indica que a série temporal seja cadtica. Nestes dois estudos, o valor
de D¢ nao pode ser calculado em registos de EEG num estado desperto, presumivelmente
devido a coeréncia reduzida na actividade cerebral e a possiveis efeitos das medidas de
ruido. Um ano depois, obtiveram D¢ = 6.1 £ 0.5 para estdgios alfa relaxado e um valor

superior Do = 9.7 + 0.7 para um estégio beta activo.

Gallez e Babloyantz sugeriram que D¢ para um registo simples de EEG de pacientes
Creutzfeldt-Jacob! é cerca de 3.8. O espectro de Lyapunov é caracterizado por dois ex-
poentes positivos e um expoente suficientemente grande negativo, logo a soma dos ex-
poentes de Lyapunov é negativa. Por isso, os registos de EEG da doenga de Creutzfeldt-

Jacob, bem como, para o sono profundo e registos ritmicos alfa, é provavelmente cadtica.

'A doenca de Creutzfeldt-Jacob (DCJ) é uma desordem cerebral caracterizada por perda de meméria,
tremores, desordem na marcha, postura rigida e ataques epilépticos e paralesia facial devida a uma répida
perda de células cerebrais causada por uma proteina transmissivel chamada prion.
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Os valores de D¢ nos registos de uma série temporal de um EEG durante o sono pro-
fundo e no estado alfa relaxado séo 4.4 e 6.1, respectivamente. Durante o relaxamento,
trés expoentes de Lyapunov positivos indicam a presenga de hipercaos. Babloyantz con-
firmou este resultado mostrando que o grafico de recorréncia do EEG de pacientes com
Creutzfeldt-Jacob é mais estruturado comparado com participantes saudédveis em sono

profundo.

Estes autores foram também particularmente cuidadosos no célculo dos expoentes
de Lyapunov. Verificaram a invariancia das estimativas quando o mimero de pontos, a
evolugao temporal de duas trajectdrias inicialmente préximas, e a dimensao de mergulho,
assim como a frequéncia do EEG foram variados. Repararam que um valor elevado da
dimensao de mergulho gera um falso expoente de Lyapunov negativo. Quando os ex-
poentes de Lyapunov para EEG de ritmos alfa sao comparados individualmente e com os
outros participantes, hd diferengas no maior expoente de Lyapunov entre participantes,
mas os expoentes de Lyapunov negativos sao relativamente constantes. Para qualquer

participante, o maior expoente de Lyapunov é surpreendentemente estdvel.

A entropia Kolmogorov-Sinai é mais baixa para Creutzfeldt-Jacob e registos de sono
profundo, aproximadamente 7, do que para registos de EEG no estado alfa, cerca de
20 em média. No entanto, os valores mais baixos dependem da taxa de amostragem.
Quando a dimensionalidade fractal dos registos do EEG é calculada usando a férmula de
Kaplan-Yorke, os valores sao semelhantes, mas ligeiramente superiores que D¢. Gallez e
Babloyantz concluiram que o EEG é mais provdvel que seja caético. Provaram ainda que
o atractor para a série temporal de EEG para Creutzfeldt-Jacob contém duas dindmicas

distintas, um estado cadtico e um hipercadético. Suas técnicas sao utéis quando dois ou
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mais estados mentais governam o comportamento.

Gregson et al. calcularam D¢ usando registos simples de um EEG de participantes
relaxados prevendo uma sequéncia de luzes. O contetido da informagao na tarefa de
previsdo das luzes é controlada por aumentar o nimero de luzes monitorizadas desde 1
a 3. Os dados do EEG foram mergulhados num espago de dimensao 23 com um atraso
temporal de 8. E assim, calcularam cuidadosamente D¢ usando pares aleatdrios de pontos
no atractor. O resultado de D¢ foi de 7.98 com os participantes de olhos fechados e D¢
aumenta com o conteido da informacdo da tarefa de previsdo das luzes para apenas dois
de seis participantes.

A dimensdo de correlacdo, D¢, tem sido aplicada num grande conjunto de situagoes
matemadticas. Nesta seccao a D¢, é calculada para alguns conjuntos de dados pequenos e
com ruido, no entanto, é necessario uma andlise mais aprofundada seguindo procedimentos
de redugao de ruido.

De seguida, vamos observar uma aplicacdo da dimensdo de correlagao em dados tem-
porais adquiridos ao digitar uma informacao numa imprensa.

Antes de calcular os indices nao lineares, é importante analisar as propriedades lineares
dos seus dados e verificar a tendéncia dos dados para vermos se a série temporal nao é
estaciondria. Para estes dados hd uma tendéncia linear significativa estatisticamente dada

pela equagao seguinte:
f(n) =170.81 + 0.00097n

Como se vé na figura 4.1, quando nos dois eixos, o espectro em funcdo da frequéncia
sdo aplicados os logaritmos h4 um declive negativo igual a 0.216 (R? = 0.368,p < 0.001).

A regressdo ¢ a linha continua e a linha a tracejado corresponde ao intervalo de confianca
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Figura 4.1: Grafico de dados temporais da tendéncia ao dactilografar.

de 95%.

A fungdo de autocorrelagio que atingiu o ponto zero no valor 4.

A tarefa seguinte ¢ obter valores apropriados para o nimero minimo da dimensio de
mergulho, estimado pelo cdlculo da proporcao dos falsos vizinhos enquanto o valor da
dimensao mergulhada aumenta. Esta proporcéo é perto de 0 quando h4é ja uma dimensao

suficiente para vermos adequadamente o atractor no espago de fases.
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Figura 4.2: Proporcao dos falsos vizinhos em funcéo do niimero das dimensées de mergulho.
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Como se vé na figura 4.2 a proporgao dos falsos vizinhos aproxima-se de 0 na vizi-
nhanca da dimensdo de mergulho 5. Logo, D¢, pode ser devidamente interpretado com

pelo menos uma dimensao de mergulho 5.
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Figura 4.3: Temos o logaritmo do Integral de Correlagao, log (Cr) em fungao do logaritmo
de r, log r para os dados ao dactilografar.

O gréfico da figura 4.3 mostra que tem segmentos lineares para pequenos m, mas
ndo tem segmentos lineares discerniveis para grandes m. Quando estimamos o declive no
intervalo entre —2.3 e —1.7, este cresce linearmente. Este declive crescente indica uma
falta de determinismo nio linear no conjunto dos dados, é caracteristica de ruido. Estes
dados devem ser revistos apés a redugao de ruido.

De seguida, vamos analisar os dados do ritmo cardiaco, estes dados sobre os batimentos
cardfacos foram registados durante a realizagao de uma tarefa. Os dados foram registados
originalmente por Gibson (1995) e analisados por duas maneiras: Pela filtragem de Kalman
e pelas técnicas das dinamicas néo lineares por Heath, Mascord, Gibson e Starmer(1996).
Cada uma das 1364 observacdes do conjunto de dados foi obtida registando intervalos entre

dois batimentos cardfacos durante um perfodo de observagao de 10 segundos. A tendéncia
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Figura 4.4: O declive do Integral de Correlacio em funcdo do mimero de dimensées para
os dados ao dactilografar.

quadrdtica foi removida antes da andlise. Porque os dados tinham ruido, foi feita uma
andlise SVD-Decomposi¢ao de um valor singular, isto é, foi utilizado um método para a
redugao de ruido.

Um gréfico de recorréncia destes dados é calculado com um atraso de 9 e a dimensio
de mergulho 13 porque a dimenséo fractal ( cerca de 6.0) era ainda muito elevada apos
reducao do ruido. O raio minimo para os pontos de recorréncia, r, € 1.0 e a linha é definida,
por trés pontos sucessivos na diagonal.

Apesar da fungao de autocorrelacio nio decresca rapidamente, o tempo de correlagao
é de aproximadamente 4 atrasos. Porque a funcio de informacdo mitua tem o primeiro
minimo perto de 7, a seguinte anilise foi feita com atraso temporal 7. Era necessdrio pelo
menos um mergulho de dimenséo 7 porque os falsos vizinhos ocorrem em dimensées mais

baixas.

Quando os declives dos integrais de correlacio sdo calculados para valores de log(r)

entre —2.0 e —1.5, a figura 4.5 mostra que o declive nio estabiliza com o aumento da
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dimensédo de mergulho. Sem reducio de ruido, o determinismo néo linear nao ¢ evidente

para estes dados.

6 — -

Figura 4.5: O declive do Integral de Correlacdo em fungdo do nimero de dimensdes de
mergulho para os dados da taxa cardiaca.

De seguida, vamos analisar dados de um EEG de um gato, as 5624 observagdes de um

EEG, usando integrais de correlagao.

Na figura 4.6 h4 dois picos discerniveis, porque a fungao de informagao mitua tem o
seu primeiro minimo com o atraso temporal de 2. A méxima dimensao de mergulho ¢ de

20.
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Figura 4.6: Forga da frequéncia em unidades arbitrérias.
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Sem procedimentos apropriados para a reducao de ruido, nao hé evidéncia de deter-

minismo nao linear. A figura 4.7 mostra os integrais de correlagio.

-5
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115

Figura 4.7: Integral de Correlagao para os dados de um EEG.

A figura 4.8 mostra a relacdo crescente entre o declive do integral de correlacao e a

dimensao de mergulho. O declive ¢ calculado ao longo do intervalo de log(r) entre —3.1 e
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Figura 4.8: Integrais de correlagao em funcdo da dimensio de mergulho.

Um declive ilimitado sugere que o EEG tem ruido.

Vamos em seguida expor algumas aplicagdes dos Expoentes de Lyapunov na Psicologia.
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As séries temporais sdo dominadas pelo ruido, e as estimativas da dimensao fractal
podem ser calculadas, no entanto nio sao de confianca.

Por conseguinte, é pouco ttil calcular expoentes Lyapunov para estes conjuntos de
dados. No entanto, para comparagio com calculos semelhantes obtidos com redugao do
ruido, o maximo expoente de Lyapunov foi calculado para a digitagao IKT e EEG do gato
introduzidos atras. Para efeitos de comparacdo o méximo expoente Lyapunov também foi
calculado para 2000 observagoes da série do atractor de Hénon.

Estas anslises das séries temporais experimentais sao feitas num mergulho de dimensao
10 e a série de Hénon com dimensao 2.

Dado que o niimero de observagdes em cada série temporal é bastante pequeno, o maior
Expoente de Lyapunov ¢ calculado com a técnica de Rosenstein et al..

Para séries temporais experimentais, houve um mergulho de dimensédo 10, atrasos de
5 e 2 e o nimero de iteragoes foi de 50.

Cada anélise prevé a distancia de pontos vizinhos no atractor no tempo t. O de-
clive deste grafico antes da sua assimptota fornece uma estimativa do maior Expoente de
Lyapunov.

Como se vé na figura 4.9 o declive & 0.41 para o atractor de Hénon, um valor préximo
de \1(0.445) presente na tabela 3.11.

As figuras 4.10 e 4.11 mostram os resultados correspondentes dos dados adquiridos
ao digitar uma informagio numa mdiquina de escrever e dos dados EEG de um gato,
respectivamente. Em ambos os casos nos gréficos hd dois segmentos lineares antes da
assimptota, tornando dificil o cdlculo do Expoente Méximo de Lyapunov.

Fell, Roschke e Beckmann em 1993 observaram evidéncia para nao linearidade nos
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Figura 4.9: Célculo do méximo expoente de Lyapunov para a série temporal da fungao de
Hénon usando o método de Rosentein et al.
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Figura 4.10: Calculo do mdximo expoente de Lyapunov para os dados ao dactilografar
usando o método de Rosentein et al.
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Figura 4.11: Célculo do mdximo expoente de Lyapunov para a série temporal de um EEG
usando o método de Rosentein et al.
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registos de um EEG durante vérios estdgios de sono. A estimativa para o maior expoente de
Lyapunov obtido usando o algoritmo de Wolf depende do valor do parametro seleccionado
para o desenvolvimento dos célculos. Numa anélise de cerca de 16 000 observagoes de um
EEG mostrou que o maior expoente de Lyapunov decresce com o crescimento da dimensao
de mergulho, obtendo estabilidade além de dimensao 10. O tempo de evolugao usado para
projectar trajectérias préximas deve ser suficientemente grande para gerar expoentes de
Lyapunov estéveis. Analogamente, ¢ também necessario um valor suficientemente grande
para a distancia méxima na qual a trajectéria do atractor se desenvolve no espago de fases.
Os parametros recomendados para o uso do algoritmo de Wolf sao 40 tempos e dimensao
de mergulho 10. Mediram EEG em 4 localizagdes, P, , C;, C3 e Cy4 durante durante
vérios estdgios de sono. Para séries temporais (16384 pontos) registados de C,, o maior
expoente de Lyapunov, variou entre 2.4 a 3.4, diminuiu com o aumento da profundidade do
sono. No entanto, ndo hé diferenca entre expoentes para estddios 3 e 4. Interpretou que o
maior expoente de Lyapunov como um parametro de processamento de informagao flexivel
sendo mais baixo durante estadios de sono mais profundos. Numa pesquisa, trés anos mais
tarde, mostrou-se que um EEG com sono é nao linear e provavelmente deterministico. No

entanto, nao houve evidéncia directa de existéncia de caos.

H4 um grande nimero de estudos sobre dinadmicas nao lineares em EEG e registos
de taxas cardfacas em individuos sauddveis e com alguma doenga. Na maioria dos casos
h4 uma evidéncia clara para nao linearidade. No entanto, a possibilidade das séries tem-
porais serem de baixa dimensdo e caéticas é dificil de discernir. Muito poucos estudos
relacionaram os indices ndo lineares de vérias zonas da cabega aos vérios tipos fungoes

do cérebro e comportamento. No entanto, tais fndices representam pistas de diagndstico
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uteis que auxiliam o trabalho de neurologistas e neuropsicélogos clinicos, analogamente
as andlises nao-lineares de séries de frequéncia cardfaca estio a comecar a revelar subtis

precursores de diagnéstico de uma iminente insuficiéncia cardiaca.

Segundo [7], Middleton e seus colegas trabalharam no sentido de fazer analogias inte-
ressantes relacionando tipos de atractor e tipos de personalidade. Eles descreveram quatro
tipos de atractores geralmente dentro destes tipos: ponto fixo, ciclo-limite/periédico, quase
periédico/térus e atractores estranhos. Referiram o seguinte: "Se a personalidade actua
como ponto-fixo logo individualmente esperamos que tendam sempre para um comporta-
mento singular. Sem influéncias exteriores ou mudanca de condigoes iniciais o comporta-
mento emerge sempre e permanece dai em diante, ¢ talvez possivel imaginar desordem da
personalidade Schizoid ou Esquizofrenia Catatonic gerando este tipo de atractor, o ponto

fixo.

No entanto, os mesmos argumentaram que a personalidade nao é um ponto fixo, per-
i6dico nem um atractor quase periédico: " Se a personalidade é governada por um atractor
quase periédico, o comportamento muda ao longo do tempo e esta mudanga deverd ocorrer

com uma regularidade exacta, onde ndo h4 mudancas drasticas."

Concluiram que a personalidade é um atractor estranho, e aparece apresentada por
um modelo interaccionista na qual conta com um comportamento limitado e flutuacgoes

dindmicas que ocorrem com pressdes internas e externas.

Argumentaram ainda que: "O comportamento exacto sers imprevisivel de um mo-
mento para o outro mas manter-se-4 dentro de uma vizinhanga do atractor estranho;
nenhum comportamento tem igual probabilidade de ocorréncia". Em contraste, se o com-

portamento é aleatério entdo todo o comportamento possivel tem a mesma, probabilidade
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de ocorréncia em qualquer tempo. Os comportamentos complexos requerem modelos que
sejam capazes de ndo serem apenas estdveis e nao apenas instéveis. Até os sistemas dindmi-
cos serem descobertos, os cientistas que estudavam a personalidade e tinham dificuldade
em tornar o tempo uma posi¢ao interaccionista com significado. Era a teoria que descrevia
estabilidade e alguns deles instabilidade, mas néo ha uma teoria que tenham ambos.

O caos e, mais recentemente, a teoria da Complexidade forneceram-nos a habilidade
de compreender ambos os lados. A analogia da personalidade com um atractor estranho,
com as suas conotagdes de parametros limitados e flutuagées dinadmicas sensiveis parecem
fazer sentido.

Hannah, Middleton e Dibello assim como Heiby, também notaram a necessidade de
abordagem idiografica no desempenho de participantes singulares, estudos de séries tempo-
rais pois notaram que as complexidades envolvidas com o uso da teoria do Caos dificultam
o trabalho do pesquisador.

Hannah faz uso do método dos atrasos de Takens, reconstruiu atractores estranhos,
estimou dimensées fractais e os expoentes de Lyapunov, e encontrou que entre flutuagao
com ruido os temperamentos estendem-se numa ordem considerdvel. Por outras palavras,

caos de baixa dimensao.
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Capitulo 5

Conclusao

Em dinamica procura-se entender a evolucdo de sistemas cujo estado se altera com o
decorrer do tempo, de modo a prever em que estado o sistema se encontrard em dado
momento no futuro. A evolugdo de muitos dos sistemas que encontramos na natureza,
mesmo regidos por leis de evolugdo simples, é geralmente cadtica.

Os sistemas caéticos, que inicialmente se supunha ser de uma abordagem quase im-
possivel, inacessiveis & compreensao matemadtica, tém gradualmente vindo a ser estudados
com cada vez maior eficicia, com a ajuda de técnicas e teorias matemdticas ajustadas a
esses tipos de sistemas, que forcosamente nao se enquadram nas teorias mais cldssicas.

A aplicacéo de técnicas de dinamicas nao lineares para analisar dados de uma grande
variedade de aplicacbes relevantes da psicologia, permite-nos interpretar fenémenos com-
portamentais com uma nova abordagem. Um grande nimero de fenémenos, desde fungoes
neurais bdsicas, registos fisiolégicos com significado psicolégico, a processos de conhe-
cimento e desenvolvimento, exibem estruturas dindmicas subjacentes semelhantes. Isto
leva-nos a uma nova unificacdo dos conceitos da ciéncia comportamental.

Dado que muitos fenémenos de interesse para os psicolégos parecem ter rafz num

processo natural, alguns exemplos incluem aprendizagem, emogoes, cogni¢ao, percepgao,
139
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desenvolvimentos fisiolégicos e psicoterapia. O cilculo de médias, desvios-padroes, t-tests,
qui-quadrado, ANOVA e procedimentos multivariados e correlacoes Spearman-Roe sdo
préticas comuns que serao melhor aplicadas em situacdes estdticas. No minimo, estes

procedimentos beneficiariam ser complementados com a anilise do caos.

A anélise de séries temporais nio lineares ¢ um tema muito rico quer por proporcionar
a aplicacao directa de conceitos, propriedades e técnicas de Matemadtica, quer por permitir
a interface com outras dreas do conhecimento.

O comportamento cadtico representa uma das caracteristicas mais importantes dos
sistemas nao lineares. A propriedade fundamental de um sistema caético é a sensibilidade
a condigao inicial, isto é, condigdes iniciais muito préximas geram trajectorias inicialmente
préximas que, ap6s um certo tempo, passam a apresentar comportamentos completamente
nao correlacionados entre si. Daf a possibilidade de se fazer previsoes a longo prazo

baseados em modelos mateméticos quando se tem um sistema cagético.

Para identificarmos e caracterizarmos o comportamento caético é necessério fazer uso
de vérias técnicas diferentes, tais como diagrama de bifurcacao, expoentes de Lyapunov e

valores de entropia.

Os modelos mateméticos sio muito uteis, mas muitas vezes é necessério analisar sis-
temas sem que se conhegam pormenores sobre a sua dindmica, como no caso de dados
obtidos experimentalmente. Assim, nem sempre é possivel criar um modelo simplificado
que represente o problema, sendo necessério termos outras técnicas como o da reconstrucao

do espago de estados.

A base para a maioria dos métodos de anslise de séries temporais com dindmicas nao

lineares é utilizar a técnica de mergulho e atrasos temporais. A primeira aplicacdo desta
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técnica a séries temporais caéticas, segundo [28], foi feita por Glass and Mackey em 1979,
no contexto de equagdes diferenciais, e foi generalizada em 1980, por Packard baseada
numa sugestdo de Ruelle. A determinagdo da dimensdo de mergulho e o atraso sao de

extrema importancia e virios métodos podem ser usados para a sua determinagao.

A abordagem dos sistemas cadticos representa uma mudanca significativa dos métodos

tradicionais usados na pesquisa psicolégica.

Estudamos diferentes maneiras de quantificar um sistema caético, procurando de al-

guma maneira quantitativa especificar o "quanto" o sistema é cadtico.

Outra ferramenta na andlise de séries temporais é a medida de entropia. A medida de
entropia de uma série temporal é importante para a caracterizagao do sistema dinémico,
indicando qual a quantidade de desorganizacdo, assim a entropia nula ocorre quando o

sistema nao apresenta um comportamento cadtico.

Os expoentes de Lyapunov e a entropia de Kolmogorov-Sinai focam o comportamento
do sistema em fungio do tempo. Se o sistema tem pelo menos um expoente de Lyapunov

positivo, podemos dizer que o comportamento do sistema é caético.

Concluo referindo que nenhum indice quantitativo em particular é o melhor para carac-
terizar um sistema n#o linear. Todos os indices quantitativos propostos requerem varios
cdlculos computacionais para extrafrem os seus valores numéricos através de dados. E
necesséria ter uma atencdo especial para ultrapassar dificuldades na sua avaliagao. Uma
vantagem dada aos expoentes de Lyapunov ¢ que captam a esséncia das dinamicas caéticas:
a divergéncia répida de trajectérias préximas umas das outras. E de que os expoentes de
Lyapunov para um espaco de fases multidimensional pode ser relacionado com a dimensao

fractal.
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A riqueza dinamica de muitos fenémenos caéticos concentra-se em regioes para onde
convergem os estados futuros do sistema, os atractores, possuindo formas geométricas que
podem ser bastante complicadas. A estrutura desses atractores ditos estranhos, que numa
primeira abordagem poderd parecer completamente irregular e desprovida de qualquer
padrao, revela-se, muitas vezes, similar em diferentes escalas e com alguma regularidade
na forma como essa regularidade vai aparecendo nas diversas escalas.

A aparente irregularidade desses atractores estd relacionada com falta de enquadra-
mento da sua dimensdo nos "padroes tradicionais" de dimensao inteira, em que as linhas
possuem dimensdo um, planos possuem dimensdo dois... . Contudo, & possivel associar
a muitos desses objectos um nimero fracciondrio que generaliza para esses objectos (por
isso dito fractais) o conceito de dimensao.

O estudo de dinamicas néo lineares tem sido aplicado em todos os campos da ciéncia,
ele ajuda-nos a descrever, organizar e quantificar o comportamento complexo.

Existem na literatura muitos artigos em que algumas das técnicas estudadas sio apli-
cadas. Temas de investigagdo muito recentes, na drea da psicologia, entre muitos outros,
usam invariavelmente algumas das técnicas estudadas neste trabalho.

Acresce ainda dizer que todas as técnicas estudadas tém alguma particularidade que
torna cada uma especial do ponto de vista matematico.

Haé trés principios bésicos da teoria do Caos que tém relevancia para a psicologia clinica.

A mudanga néo é necessariamente linear, isto é, pequenas causas podem ter efeitos
grandes.

Determinismo e predicabilidade nao sdo sinénimos, equagdes deterministicas podem

trazer resultados imprevisiveis, caéticas.
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Em sistemas que estdo "longe do equilibrio", isto é, caéticos, a mudanga nao estd
relacionada com causas externas. Tais sistemas auto organizam-se num nivel superior de
organizagao.

E este contacto com as experiéncias que nos leva a acreditar que desenvolvimentos
crescentes em dinamica nio linear nos tragam uma contribuigao permanente para o campo
do mundo cientifico.

Dinamicas nio lineares e caos enriqueceram o nosso vocabuldrio tanto verbal como
conceitual e deu-nos novos modelos que nos ajudam a compreender o mundo que nos

rodeia.
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Conclusdo
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