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Caos e fractais na sala de aula

RESUMO:

O objectivo deste trabalho é o estudo do tema Caos e Fractais, com o propésito fun-
damental da sua implementacao na sala de aula ou outro ambiente do Ensino Secundério.
Com esse fim, é feita uma abordagem teérica dos contelidos e sao apresentadas algumas

actividades a desenvolver com os alunos daquele nfvel de ensino.

P

A introdugéo dos conceitos é feita de modo a possibilitar a sua leitura por um piiblico

mais geral, onde se incluem os alunos mais interessados e curiosos no tema.

O estudo é acompanhado, sempre que possivel, de exemplos e ilustragdes gréficas.
Para tal, foi utilizado o software Maxima (software livre) e outras aplicagGes interactivas

disponfveis na Internet.

PALAVRAS-CHAVE: caos, iteragdo, iteragdo grafica, logistica, pontos fixos, pontos

periédicos.
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Chaos and fractals in the classroom

ABSTRACT:

The aim of this work is to study the theme of Chaos and Fractals, with the fundamental
purpose of its implementation in the classroom, or in other environments of secondary
school education. To carry out this aim a theoretical outlook of the contents will be

provided alongside some activities to be undergone with students of that school level.

The introduction to these concepts is open to the understanding of a larger audience,

where we can include the most interested and curious students in this issue.

The study is accompanied, whenever possible, with examples and graphics. To do
so, the Maxima software (free software) was used, besides other interactive applications

available on the Internet.

KEY-WORDS: chaos, iteration, iteration graphics, logistics, fixed points, periodic

points.



AGRADECIMENTOS

Agradeco

a Professora Doutora Sara Fernandes,

4 minha Familia,

a colega Rosa Cristina Bértolo,

aos colegas de trabalho que, directa ou indirectamente, me "facilitaram a vida"

e, claro,

a0s amigos.

A todos, um bem-haja.

ix



Indice

1 Introdugao

2 Conceitos b4dsicos em iteracao
2.1 Retratosdefase. . . .. .. .. ... ..o
2.2 Pontos fixos ou periédicos. Orbita. Orbita periédica. . . . . . . . ... ...
2.3 Pontos pré-fixos e pontos pré-periédicos . . . . . .. ... ... L.

2.4 Conjunto estdvel de um ponto e conjunto estdvel do infinito . . . . ... ..

3 Caos segundo Devaney

3.1 A diferenciabilidade nos sistemas dindmicos . . . ... ... ... ... ...
3.2 Sensibilidade as condigBes iniciais . . . . . . . ... ... L L. L.
3.3 Expoentede Lyapunov . . . .. ... ... ... .. ... ... .. ......

3.3.1 Andlise da propagagdgodoerro . . . ... ... ... .. ... ...

332 OExpoentedeLyapunov . . ... ...................
3.4 'Transitividade topolégica . . . . .. .. ... .. L o oL,
3.5 Densidade dos pontos periédicos . . . . ... ... ... ... ...
3.6 Teorema de Sharkovsky . ... . ... ... ... .. . .. .. . ... ...

3.7 Derivadade Schwarz . . . . . . . . . . . ...,

4 Caos na funcao logistica
4.1 Funcao Tendae Fungao Serra . . . . . . .. ... ... ...,
4.1.1 Numeros binarios. Expansdo bindria de um nimero real. . . . . . . .

4.1.2 A fungdo Serra e a expansdo bindria . . . ... .. ... ... ...,

xi

11
11
15
21
24

29
30
33
35
37

45
50
51
58



xii

4.1.3 A fungdo Tenda e a expansao bindria. . . . . .. .. ... ......

4.2 Caos na fungdo Serra ena fungdo Tenda . . . . . . .. ... ... ......

4.2.1 A fungdo Serra e a transitividade topolégica . . . . . . .. ... ...

4.2.2 A funcao Serra e a sensibilidade 4s condigGes iniciais . . . . . . ...

4.2.3 A fungdo Serra e a densidade dos pontos periédicos . . . . . . . . ..

4.2.4 A fungdo Tenda e a densidade dos pontos periédicos . . . . . . ...

4.2.5 A funcdo Tenda e a sensibilidade as condig0es iniciais . . . . . ...

4.2.6 A fungdo Tenda e a transitividade topolégica . . . . ... . ... ..

4.3 Conjugagao topolégica . . . . . . . .. ... L

4.4 Familias de Funcgoes e Bifurcagées . . . . . . ... ... ... ... ......

4.4.1 Bifurcagao na Logfstica . ... .. ... ................

4.4.2 Constante de Feigenbaum . . . . . ... ... .. ...........

Aplicagoes na sala de aula

Consideracgoes Finais

6.1 Modelo linear/exponencial. Modelo quadratico/logistico. . . . . . . ... ..

6.2 Conclusao . . . . . . . . e

Bibliografia

137

143

143

146

149



Capitulo 1
Introducao

Pretende-se com este trabalho abordar o tema Caos e Fractais em duas vertentes - uma
de fndole cientffica e outra de fndole pedagégica, com vista a implementar/incutir nos
alunos do ensino secund4rio o interesse pelo tema. Assim, o objectivo deste trabalho é
aprofundar o estudo do caos determinfstico, explorando conceitos como pontos periédicos,
pontos fixos, as caracterfsticas atractivas ou repulsivas dos mesmos; estudar as nogoes de
sensibilidade as condiges iniciais e transitividade topolégica ou mixing; compreender a
nogéo de expoente de Lyapunov e o seu célculo, a constante de Feigenbaum e o fenémeno
da duplicagao do perfodo.

Na vertente pedagégica serdo elaboradas actividades para a sala de aula de Matematica,
ou outro contexto ao nfvel do ensino secundério, estudando a sua integracao nos contetidos
programaticos da disciplina.

Dado que a implementacio/divulgacdo do tema Caos e Fractais no ensino secunddrio
é um objectivo inerente e intrinseco a este trabalho e que "uma imagem vale mais do que
mil palavras", tentaremos, ao longo do trabalho, ilustrar virios dos conceitos em estudo.
Para tal e sempre que possivel, serdo produzidas imagens com recurso ao software livre

Maxima, que contém um conjunto especffico de comandos para o estudo dos sistemas
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Introdugio

dindmicos. O uso deste tipo de tecnologia é importante, mais ainda, porque se deve ao
poderoso progresso da tecnologia informética o interesse crescente pelo tema do Caos e

dos Fractais, a partir das décadas de 60/70 do Século XX.

Sendo uma das dreas de estudo mais recentes da Matematica, foi nos finais do século
XIX, com Henri Poincaré, que teve origem o estudo do Caos. Na sequéncia do seu trabalho
com equagoes diferenciais néo lineares (para descrever a evolu¢ao de sistemas dindmicos),
Poincaré sugeriu que néao seria necessario conhecer a forma das solugoes destas equagoes
para se poder concluir sobre as caracterfsticas do sistema em estudo, caracteristicas quali-
tativas tais como a periodicidade das érbitas ou a estabilidade do sistema. Surgiu, assim,
a teoria qualitativa ou geométrica das equagoes diferenciais, base da investigacao dos

Sistemas Dinamicos.

Contudo, apenas em 1961, com Edward Lorenz, se retomou a ideia da existéncia do
Caos matemadtico. Nao iremos descrever a experiéncia que o conduziu & sua descoberta,
mas nao podemos deixar de referir a propriedade observada e que caracteriza os sistemas
dinadmicos catticos. Essa propriedade é conhecida por sensibilidade as condicdes iniciais
ou dependéncia senstvel das condigdes iniciais. Para um leigo na matéria, é possivel carac-
terizar esse fendmeno por "diferengas minimas na entrada poderem tornar-se facilmente

diferencas enormes na safda" (Gleick, [16]).

Surpreendentemente, a presenca de comportamentos caéticos é observavel em sistemas
dindmicos definidos por equagGes tdo simples como, por exemplo, a equagdo do tipo
y = rz (1 —x), chamada de logistica. Equagdo estudada pelos nosso jovens no ensino
secunddrio, ndo tem sido explorada do ponto de vista do caos determinfstico. No entanto,

nao podemos deixar de concordar com Robert May (1938 - ), cientista que, entre outros,



desenvolveu trabalho no ambito da dindmica de populagdes de animais. Como se pode ler
em Gleick [16}:

"Argumentou (Robert May) que o mundo seria bem melhor se cada jovem estudante
recebesse uma calculadora de bolso e fosse encorajado a trabalhar com a equagao logfstica.
Esse simples cslculo (...) podia corrigir o sentido distorcido da riqueza do mundo real que
resultava da educacao cientffica padronizada. Mudaria a forma como as pessoas pensavam

sobre tudo, da teoria dos ciclos econémicos & propagagao dos sons.

"O caos devia ser ensinado, afirmava. Era tempo de reconhecer que a educagao
padronizada de um cientista fornecia impressoes erradas. N&o interessava quao elabo-
rada a matemética linear podia ser (...); May afirmava que ela inevitavelmente confundia
os cientistas sobre o mundo ndo-linear que os rodeava. ’A intuicdo matemética assim
desenvolvida equipa deficientemente o estudante para enfrentar o bizarro comportamento

manifestado pelo mais simples dos sistemas discretos nao lineares’, escreveu.

" 'Nao apenas na investigagdo como também no mundo quotidiano da politica e da
economia estarfamos melhor se mais pessoas compreendessem que os sistemas nao-lineares

simples ndo possuem necessariamente propriedades dindmicas simples.” " [16] .
Procuremos, entdo, estudar o tema e levd-lo aos nossos jovens.

A simplicidade e elegancia com que Richard Holmgren[17] nos introduz o tema dos
sistemas dinamicos discretos, de uma forma elucidativa e num texto escorreito, fez-me
recordar a minha primeira incursdo na leitura de um livro de Matemética que nao os
manuais escolares. Oferta da minha Professora do, entdo, 2.° ano do curso complementar
dos liceus (equivalente ao 11.° ano do ensino secundario de hoje), iniciei a leitura com

alguma. apreensdo: resolver exercicios ou problemas era interessante, mas ler um livro
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de "outra matemitica"?... E no entanto, naquelas férias de Verdo (1977), o gosto pela
Matematica, a outra Matematica, intensificou-se e confirmou-se. A obra em questdo foi
Conceitos Fundamentais da Matemdtica, de Bento de Jesus Caraca, e ainda hoje gosto
de o reler - uma linguagem acessivel e uma exposicao muito simples e clara fizeram deste
livro uma referéncia no estudo da Matematica. E esta clareza e simplicidade que podemos
encontrar em Holmgren e, porque devemos aproveitar o que é bom, tomo a liberdade de
utilizar ou adaptar parte das suas ideias e exemplos tao elucidativos que, espero, motivem
outros a debrugarem-se sobre o tema. Esforgar-me-ei por nao deturpar alguma ideia ou
sentido do conteido original.

Um sistema dinamico discreto pode ser caracterizado por uma funcio composta consigo
proépria sucessivamente!. Por exemplo, consideremos a fungéo f (z) = —z3. Se compuser-

mos f consigo mesma, iremos obter

P @)= (fof) (@) =—(-2%)°=2".

Iterando sucessivamente temos
F@)=(fofof)(@)=(fof?)(z)=—(z°)° = —a¥,
fHE)=(fofofof)(m)=(fof?)(z)=— (%)’ =¥,

ff(x) = (f o f*71) (z) = (-1)" %" sendo n um niimero natural.
Somos levados a questionar "Dado um nimero real z , qual éo lim f™(z) ?" ou, de um
n—00
modo mais geral, perguntamos "Que propriedades tem a sucessao z, f (z), f%(z), 3 (z),...?”

A notagéo f™ representa a funcao f composta consigo mesma n—1 vezes e nao a n—ésima
ag

'Denominaremos este processo por iteracao da fungdo ou iteragdo sucessiva da fungio



poténcia de f ou a n — ésima derivada de f. Chamamos dinamica da fun¢io ao compor-

tamento dos pontos sob iteragao da fungao.

Visualizemos estas questdes de outro modo. Suponhamos que cada um de nés vive
em algum lugar na recta real e que a nossa morada é dada pelo mimero real em que o
nosso apartamento se encontra. Por exemplo, o meu enderego poderia ser 2. Cada ano o
governo decreta que eu tenho que me mudar para um apartamento cujo enderego é dado
pelo simétrico do cubo do meu endereco actual. Isto &, eu aplico a fungdo f(z) = —z3
ao meu endereco actual para obter o novo endereco. Assim, como presentemente moro no
2, no préximo ano estarei no f(2) = —23 = —8. No ano a seguir irei mudar-me para o
f(~8) = — (—8)® = 512. Ainda que viva muitos e muitos anos é 6bvio que nunca morarei

no mesmo sftio duas vezes. De facto, em cada ano o valor absoluto do meu enderego serd

cada vez maior e mudar-me-ei de um lado para o outro do zero.

Assim, se iniciarmos no ponto 2, entdo f™ (2) cresce sem limitacdo em valor absoluto

e oscila de um lado do 0 para o outro. O que acontece se comegarmos noutro sftio?
. 1 = : 1y _ 1

Suponhamos que partimos do ponto 5. Entao, no préximo ano estaremos em f (5) =—3-
No ano seguinte estaremos no f (—1) = f2(3) = ziz e n anos depois estaremos no
gu 8 2 512 p

fm (%) = (-1)" (%)31; . Assim, cada ano mudamo-nos de um lado para o outro de 0, mas
estaremos cada vez mais proximos dele.

De um modo geral, se o nosso enderego inicial for zg, o novo enderego apds n anos seréd
dado por f™ (z0) = (—1)" (zo)*"-

Se |ro| > 1, temos nll'rgo If™ (zo)] = nll'rgo lzo|*" = 0o. Em valor absoluto f™ (xo) cresce
sem limitacéo e o factor (—1)" faz com que f™ (xo) oscile de um lado do 0 para o outro.

Se 0 < |zg| < 1, entdao lim f"(z) = 0. Portanto, enquanto f" (z9) muda de um lado
n—o0
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do 0 para o outro, o seu valor aproxima-se tanto mais de zero a medida que n é cada vez
maior.

Em termos de escolha de apartamentos, aquele que tiver como endereco um mimero
menor do que 1 em valor absoluto serd preferfvel a um que tenha como endereco um valor
maior do que 1, pois com o decorrer do tempo nado teremos que nos mudar para muito
longe em cada ano.

Vejamos o que acontece para os enderecos —1,0 e 1. Note-se que f(~1) = 1 e
f(1) = —1, ou seja, —1 e 1 formam um ciclo periédico. Deste modo, se mordssemos no 1
poderfamos fazer um acordo com a pessoa que estd no —1 e deixarmos alguns dos nossos
pertences em cada um dos enderecos, uma vez que voltarfamos sempre no ano seguinte.
E claro que se vivéssemos no nimero 0, nio terfamos que nos mudar ji que 0 é fixo por f
(uma existéncia estdvel, mas quigd macadora).

Recapitulando, um sistema dindmico discreto consiste, basicamente, numa funcéo e
suas iteradas. Dado um sistema dindmico, pretendemos saber como evolui cada ponto
sob iteracao da funcéo, onde chega e qual o caminho até chegar 14. Vimos um nimero de
possibilidades: pontos que se afastam sem limitacdo, outros que se aproximam mais e mais
de 0, dois que oscilam periodicamente entre si e um ponto que se mantém sempre fixo.
Com o prosseguimento do estudo, veremos que outras possibilidades ainda podem surgir.
Usdmos a fungdo f(r) = —z3 para determinar a localizagio do nosso préximo aparta-
mento; iterando a fungdo estamos em condi¢bes de saber onde estaremos num qualquer
outro ano. Ou seja, funcoes e as suas iteradas podem ser usadas para modelar problemas

préaticos.

Exemplo 1.0.1 Suponhamos gue se pretende criar um modelo matemdtico que descreva



a dimensdo de uma populagcio de coelhos, que vive em campo aberto por trds da minha
casa. Por observagio estima-se que uma pequena populagdo inicial de coelhos cresce apro-
zimadamente 10% cada ano. Assuma-se que comegamos com xo coelhos e que queremos
determinar o numero de coelhos da populacdo no n-ésimo ano. Representaremos este
numero por Tp,.

Temos, entdo,

1 =x9+ 0.1z = 1.1x9

9 =21 +0.121 = 1.123

Ti+1 = Tk + 0.1z = 1.1z

Portanto, zxy1 = p (zx) com p(x) = 1.1z. Assim,
z1 = p(Zo)

3 = p (1) = (p o p) (z0) = P* (20)

x3 = p(z2) = (po p?) (z0) = p* (o)

ZTp =p" (370)-

Entio, para determinarmos a dimensao da populagdo de coelhos apés n anos, aplicamos
n vezes a funcao p(x) = l.1r a o E facil concluir que p™ (xo) = (1.1)" zp. Assim,
se comecarmos com mais do que um coelho, a populagao dos animais estard sempre a
aumentar. Por exemplo, se o mimero inicial de coelhos for 8 , ao fim de 10 anos a
populacdo tera cerca de 21 animais. De acordo com este modelo, os mesmos 8 coelhos
iniciais dardo origem a uma populagdo com 54 coelhos, aproximadamente, em 20 anos,

939 em 50 anos e 110245 em 100 anos. Dadas as dimensoes exiguas do terreno atrds
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de minha casa, esta iltima estimativa é manifestamente enorme... Apesar de a dinimica
deste modelo ser facil de perceber - cada iterada cresce 10% sobre a iterada anterior - a
capacidade/fidelidade de previsao deste modelo a longo prazo ¢ limitada, pois a populagao
continua a aumentar sem limitacao.

Em geral, modelos que iteram funcées do tipo p(r) = rz sdo denominados mode-
los exponenciais. Tal como exemplificado anteriormente, a capacidade de previsdo destes
modelos em populagoes é limitada, uma vez que, com o decorrer do tempo a dimensao
da populagao prevista serd tao grande que deixa de ser realfstica. Um modelo mais ade-
quado & previsao do crescimento de uma populagao, por ter em conta as limitacdes desse
crescimento, € do tipo h(z) = rz (1 — z).

Os modelos que se baseiam nesta funcao, funcao logfstica, assumem que h4 um limite
para a dimensao da populagao e consideram a actual dimensio da mesma uma fraccio
desse valor limite. Assim, a dimensdo de qualquer populacdo é representada por um
niimero do intervalo [0,1]. Por exemplo, 0.25 indica que a populacio é 25% do seu valor
limite. Se z¢ é a populacdo no primeiro perfodo, entdo a populagao no segundo perfodo
serd h(zo) = rzo(l—xo). E o factor (1 —z) que distingue os modelos logfsticos dos
modelos exponenciais. A medida que z se aproxima de 1, (1 —z) aproxima-se de 0.
Portanto, 4 medida que x aumenta, a populagéo cresce a um ritmo mais lento, quando
z for suficientemente grande, a populagdo comega a diminuir. Apliquemos este modelo a

populagao de coelhos anterior.

Exemplo 1.0.2 Recordemos a populagio de coelhos que vive no campo atrds de minha
casa.

Suponhamos que o limite populacional é 1000, ou seja, quando houver 1000 coelhos, a



populagdo é tdo numerosa e o ecossistema tdo sobrecarregado com aguele nimero que nao
hd capacidade de os manter e a populacdo comega a morrer. Consideremos, por exemplo,
a equagao

h(r) =1112z(1 — x).

Lembramos que, neste modelo, uma populacdo de 100 é representada por 100/1000 ou 0.1
e a populagdo de 1000 é representada por 1000/1000 ou 1. Obviamente h(1) =0 o que
significa que o modelo prevé que se a populacdo chega aos 1000 coelhos, entdo morrerd.
Note-se, também, que h(0.9) ~ 0.1 ou seja, num ano, de acordo com o modelo, uma

populagdo inicial grande de 900 coelhos diminui drasticamente para 100.

Tal como fizemos anteriormente, suponhamos que aquela colénia de coelhos tem inici-

almente apenas 8 elementos (xo = 0.008). Aplicando sucessivamente h(x) temos
z1 = h(0.008) ~ 0.009 Ao fim de um ano hd, aprozimadamente, 9 coelhos
Z2 = h?(0.008) ~ 0.01 Ao fim de dois anos hd cerca de 10 coelhos
z3 = h%(0.008) ~ 0.011
x4 = h*(0.008) ~ 0.012
A medida que o nimero de iteradas aumenta, temos
z10 = h1°(0.008) ~ 0.02 Ao fim de 10 anos hd cerca de 20 coelhos
Z20 = h?0 (0.008) ~ 0.043 Em 20 anos a populagdo tem por volta de 43 coelhos.
z100 = h'% (0.008) ~ 0.101

Assim, a populagdo continua a crescer a uma taza de 10% aprozimadamente em cada
ano, para um nimero pequeno da populagdo inicial, mas a taza de crescimento abranda a

medida que a populacdo vai sendo cada vez em maior nimero.
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Veremos, no decorrer do estudo, que a dindmica da fungéo logfstica ¢ muito mais

complexa do que a do modelo exponencial. Estudemos...



















































2.4 Conjunto estdvel de um ponto e conjunto estdvel do infinito

27

Logo, W (c1)NW?(c2)=2. B






Capitulo 3
Caos segundo Devaney

Neste capftulo comegamos por introduzir a definigio de caos que se deve a Robert L.

Devaney [11].

Definigdo 3.0.5 A fungdo f : D — D € cadtica se se verificarem simultaneamente as

seguintes condicoes:
a) os pontos periédicos de f sdo densos em D
b) f é topologicamente transitiva

c) f apresenta sensibilidade ds condigdes iniciais.

Iremos demonstrar a existéncia de caos para a fungdo logfstica, usando fungoes por
trogos e a conjugacdo topolégica. Neste capftulo estudaremos os conceitos associados a

esta definicdo num plano geral.
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30 Caos sequndo Devaney

3.1 A diferenciabilidade nos sistemas dinamicos

Teorema 3.1.1 (Unicidade de um ponto fizo)

Seja f uma funcdo diferencidvel em [a,b] e f ([a,d]) C [a,b] e |f'(z)] < 1, para todo o
valor de z € [a,}].

Entdo,

a) f tem um dnico ponto fizo em [a,b] e

b)z #y=|f(x)- fy)] < |z —y|,Vz,y € [a,b]

Demonstragao 3.1.2 Hipdtese: f € uma funcdo diferencidvel em [a, b],
|f'(@)| < LVz € [a,b]; =,y € la,b], x+#y (sem perda de generalidade, seja x < y)
Tese: b) |f(z) — f(y)l < |z ~yl
Por f ser diferencidvel em [a,b], entdo f ¢é diferencidvel em [x,y] (|z,y] C la, B]) .
Pelo teorema do valor médio ou de Lagrange [15] estd garantida a eristéncia de, pelo
menos, um ponto c € [z,y] tal que f'(c) = ﬂ%x—) Entdo, porque

|f'(c)] < 1 (hipdtese) vem

fy)—f(=)

vz | <1 = [fly)-f@@) < ly-2| = |f(z) - fW)] < lz—y| , como

gquertamos demonstrar.

Tese: a) f tem um gnico ponto fizo (demonstragdo por reducio ao absurdo)

Sabemos que uma fungdo continua em [a,b] (com f ([a,b]) C [a,b]) tem, pelo menos,
um ponto fizo nesse intervalo (2.2.4). Entdo, como a funcio dada esté nestas condicées,
seja p esse ponto fixo. Pretendemos provar que esse ponto p é dnico. Se houvesse outro
ponto firo, q, ter-se-ia

lp—q| = (definigio de ponto firo)
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If(p) — f(9)] < (demonstragdo anterior)
<|p—gq|, o que é imposstvel.

Assim, a funcdo tem, naquelas condigbes, um tnico ponto fixo em [a,b]. B

Teorema 3.1.3 Seja f uma funcdo diferenciduel e tal que a sua funcdo derivada, fl,é
uma fungdo continua. Seja p um ponto fizo de f.

Se |f'(p)] < 1, entdo eziste uma vizinhanga de p contida no conjunto estdvel de p
(W= (p));

se |f'(p)| > 1, entdo eziste uma vizinhanca de p na qual todos os pontos distintos de p

deizam de pertencer aquela vizinhanga, sob iteracdo de f.
Pode ver-se demonstragao em [17].

Definicao 3.1.4 Seja ¢ um ponto fixo de f

Se |f'(c)| # 1, entdo c diz-se um ponto fizo hiperbolico de f . Se |f'(c)] <1, ¢ diz-se
um ponto fizo atractivo ou atractor; se |f'(c)] > 1, ¢ diz-se um ponto fixo repulsivo ou
repulsor.

Se |f'(c)] = 1, entdo c diz-se um ponto firo néo hiperbélico ou um ponto fizo neutro

de f.

Exemplo 3.1.5 Para f (z) = 0.7z, temos |f' (0)] < 1€ 0 é um ponto fizo atractivo. Na
figura 3.1.1 é vistvel a convergéncia para 0 de uma orbita gerada, como exemplo, por
xo = —4.3.

Sendo f (z) = —1.3x, temos |f' (0)] > 1 e 0 é um ponto repulsivo (figura 3.1.2).

Definigdo 3.1.6 Seja f uma funcgdo diferencidvel e ¢ um ponto periddico de f com

periodo primitivo n.
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Figura 3.1.1: f(x) = 0.7z e 2o = —4.3 ; 0 é um ponto fizo atractivo ou um atractor

B -

Hn+1)
o

g8 8 & &

Figura 3.1.2: f(z) = —1.3z ; ©o = —10 ; 0 é um ponto fixo repulsivo ou um repulsor.

Se |(f*)(c)] # 1, entdo ¢ diz-se um ponto periddico hiperbdlico de f. No caso de se
ter |(f*)(¢)] < 1, ¢ é um ponto periddico atractivo ou atractor de f; se |(f*)(c)| > 1, ¢

€ um ponto periddico repulsivo ou repulsor de f.

Se |(f*)(c)] =1, ¢ é um ponto periddico ndo hiperbélico ou neutro de f.
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3.2 Sensibilidade as condigoes iniciais

Definigdo 3.2.1 Dizemos que uma fungdo f : D — D é senstvel ds condigdes iniciats
se eziste pelo menos um valor § > 0 tal que, para cada z (z € D) e cada € > 0 eziste um

y (y € D) e um mimero natural n tal que |z —y| < e e|f*(z) — " (y)| > 4.

Em termos praticos, a sensibilidade as condigdes iniciais implica que, se estivermos a
usar uma funcéo iterada sucessivamente para modelar um comportamento a longo prazo,
por exemplo, o crescimento de uma populagao, e a funcéo for sensfvel as condigdes iniciais,
entdo um pequeno erro numa medigdo inicial pode resultar em grandes diferengas entre
o comportamento/resultado esperado e o comportamento/resultado que se obtém pelo
modelo. Este aspecto € muito importante dado que, em termos ffsicos, qualquer medida
comporta erros e a possibilidade da existéncia de sensibilidade/dependéncia do modelo as
condicdes iniciais pord em causa a utilidade do préprio modelo.

Na figura 3.2.1 pode visualizar-se a iteragao grafica da fungéo definida por y = 1.5z,
sobre um valor inicial (esquerda) e sobre um intervalo de valores iniciais (direita); um
pequeno desvio é ampliado durante o processo iterativo pelo factor 1.5, mas o erro acumu-
lado & previsfvel e controlado. Apesar da ampliagéo de pequenos desvios iniciais, o sistema
nao é cadtico.

Na figura 3.2.2 observa-se o fenémeno da sensibilidade as condigbes iniciais de uma
forma inequfvoca. E visivel (imagem da esquerda) a considerdvel ampliagdo de um pe-
queno intervalo inicial, apés algumas iteragdes da fungdo. Continuando o processo itera-
tivo aquele intervalo inicial expandir-se-ia por todo o intervalo unitdrio. Na imagem da

direita foi considerado um intervalo inicial de menor amplitude, sendo ja observével a sua
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Figura 3.2.1: Iteracdo de y = 1.5z . Esquerda: um sé valor inicial; direita: um intervalo
de valores iniciais.

ampliacao ao fim de algumas iteradas.

A 2
e

0 10 1
Figura 3.2.2: Sensibilidade as condigdes iniciais. Esquerda: um pequeno desvio é ampliado

substancialmente no decorrer da iteragdo; direita: iteracio de um intervalo de valores
iniciais ainda mais pequeno.

Pelos exemplos apresentados percebemos que uma fungéo sensfvel as condicdes iniciais
amplia por iteracao qualquer intervalo arbitrariamente pequeno de valores iniciais, o que
reforca a ideia da importéncia/utilidade de um determinado modelo matemético, pela sua

fiabilidade.

A sensibilidade as condigoes iniciais s6 por si ndo implica imediatamente a presenca

de caos. Com efeito, no primeiro exemplo (figura 3.2.1), qualquer desvio é ampliado
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no decorrer das sucessivas iteragoes, mas é-o de forma previsfvel e controlada; o sistema
apresentado é sensfvel as condig¢Ges iniciais, mas nao é, de todo, caético. No segundo caso
o modelo apresenta sensibilidade as condigdes iniciais e sugere um sistema caético (figura
3.2.2).

Passemos a explorar, agora do ponto de vista numérico, cada uma das situagoes ex-

postas.

3.3 Expoente de Lyapunov

Qual a influéncia das sucessivas iteragoes de uma fungio sobre um erro inicial? Como medir
esse desvio? Vejamos alguns exemplos com os sistemas dindmicos lineares e logfsticos.

Sejam o sistema dindmico linear definido por y = kx (considere-se £ > 1) e zp um
ponto inicial. Ao fim de n iteragbes temos x, = k™xg. Se considerarmos a existéncia de
um erro inicial € = Ey, o nosso primeiro elemento a transformar serd

Up = ZTp + € e temos

v1 = y(xo +€) = k(xo + €) € o erro obtido no final da primeira iteragao & de

Ey=v—x1 =k(zg+¢€)— kxog = ke

vy = y(v1) = k*(xg + €); o erro no final da segunda iteragio sers igual a

Ey=v9—x9 = k2(z0 +e)— k2zo = ke

Un = yY(vn_1) = k™(xo + €); é simples constatar que o erro é agora
E, =k"
Como k > 1 é fécil perceber que, ao fim de n iteradas, o desvio inicial € é ampliado k™

vezes. Por exemplo, na tabela/figura 3.3.1 encontram-se os valores relativos as iteradas
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sucessivas de um modelo linear com k = 2 (y = 2z), g = 0.1 e ¢ = Eg = 0.001. Com

efeito, na 8.2 iterada o erro obtido é igual a 28 x 0.001 = 0.256.

erro inicial=| 0.001
xn+1=f(xn) f(xn+en)-f(xn) Jiterada| 1/n*In{({En/EOQ])
0,1 0,002 1 0,693147181
0,2 0,004 2 0,693147181
0,4 0,008 3 0,693147181
0,8 0,016 4 0,693147181
1,6 0,032 5 0,693147181
3,2 0,064 6 0,693147181
6,4 0,128 7 0,693147181
12,8 0,256 8 0,693147181

Figura 3.3.1: f(z)=2z; =z =

0.1; e=Ey=0.001

Nao é diffcil perceber que ao fim de 12 iteradas o erro seria igual a 4.096 = 212 x 0.001.

Assim, num sistema dindmico linear o desvio pode ser tdo grande quanto se queira.

Contudo, percebemos que este é um erro controlado. Em cada iterada sabemos perfeita-

mente qual o desvio relativamente ao valor esperado.

Consideremos, agora, o modelo logfstico ¥y = az(1 — z) com a = 4 e um valor inicial

zg = 0.202. Vejamos o que se passa ao introduzir um pequeno desvio dquele valor inicial.

Tomemos um erro igual a 0.000001 = € e acompanhemos a evolugao do valor absoluto do

desvio (E, = |u, — zn|) em cada etapa da iteragio (ver tabela/figura 3.3.2)

Repare-se que para as primeiras iteradas de vp = xp + € = 0.202001 o erro mantém-

se muito pequeno, muito préximo de zero, apesar de, em valor absoluto, ir aumentando.

Contudo, a partir de uma certa ordem, aquele valor absoluto do desvio passa a assumir va-

lores muito maiores e desordenados, erraticos. Esta evolugao é caracterfstica dos sistemas

cadticos.
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X0 \ EmmoE, }iterada—n: EmroE,,

1

n

Ex
Eg

0.202/0.00 9

0.25622 1 0.61623

0.202/0.0001 | 11

—0.12355

0.64720

0.202 | 0.00001 ‘ 15

0.25730 | 0.67703

0.2020.000001 17

0.15866 | 0.70438

0.347 1 0.001 7

—-0.12331

1 0.68781

0.347 0.0001 | 11

. —0. 18555

0.68417

10.34710.00001 | 15

0.31390 | 0.69028 |

© 0.19490 | 0.67668

0.34710.000001 18

0.869 0.001 8  —-0.25072 0.69054
0.8690.0001 | 10 | 0.14068  0.72491
0.8690.00001 13 0.11428 0.71876
0.869]0.000001 18 0.32095 0.70439

Figura 3.3.3: .

sistemas, ou seja, que o factor de ampliagao do erro, em n passos, € k™. Assim, se soubermos

quanto é I%I podemos dizer que, em média, o erro cometido em cada passo foi ampliado

Ey |™
Ey

Ey
Ey

pelo factor k, com k = ™

Podemos obter uma expressdo equivalente para determinagdo de k, aplicando logarit-
mos naturais & igualdade I%gl = k™. Surge a relagio matemética In (‘%') = In k"™ que é

En
0

equivalente a In ( o

) = n Ink. Dividindo por n podemos escrever

>=lnk

n

lln E
n E

0

de onde conclufmos que k = e% ln(l%‘).
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Os valores obtidos por % In (l %ﬁ D podem observar-se na tabela 3.3.3 (coluna da direi-
ta) e reparamos que sao quantidades aproximadas de 0.7. Adoptando este valor obtemos

0.7~lnkek~ed =2,

Assim, podemos assumir que pequenos erros duplicam, aproximadamente, em cada

iteracdo do iterador quadratico definido por y = 4z(1 — z).

Nota 3.3.1 Reforcemos que esta duplicacdo aprozimada ocorre apenas em média e quando
0s erros sao suficientemente pequenos. Mais ainda, para alguns valores iniciais de z os
pequenos erros iniciais ndo sio ampliados, para outros valores iniciais aqueles erros qua-
druplicam. Por exemplo, para valores iniciais prézimos de x = 0.5, o erro acumulado
nas sucessivas iteradas é comprimido; para valores préxzimos dos ertremos do intervalo

unitdrio o erro é ampliado por factores até 4.

3.3.2 O Expoente de Lyapunov

O resultado anterior prende-se directamente com o conceito de Expoente de Lyapunov
A(zo) - Este valor quantifica o crescimento médio de erros infinitamente pequenos relati-
vamente ao valor inicial zg.

O método experimental utilizado d4-nos uma perspectiva sobre o evoluir do erro por
iterada, mas ndo é, obviamente, nem prético nem rigoroso e ¢ limitado em termos com-
putacionais. Procuremos outro processo que nos mereca confianca.

Assumamos que podemos trabalhar com erros iniciais Eg, arbitrariamente pequenos.

O factor de ampliagéo do erro total %—Z pode ser escrito matematicamente pelo produto
_En Ens En_z X e X £
En_1 En_2 En_s3 Ey

Entao, temos
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1 E, =1 En En-y Eno E
nln( E'o) —nln( E._1 E._2 X E._3 X X Eq
-1 _En Eny B
= L (in| ;| +m| 2|+ + |
n
1 E;
T n: (ln Ei—l)
i=1

Como podemos estimar os factores de ampliagdo do erro em cada iteragao?

x~ | Bit1
A expressao |T1

traduz o quanto um pequeno erro E; em z;, a i-ésima iterada,
¢ aumentado (ou reduzido) na iteragio seguinte. Este factor de ampliacao do erro é
independente da grandeza desse erro E;. Esperamos que se considerarmos % um erro
em I;, O erTo em ZT;4] Seja % Assim, serd indiferente utilizar o valor exacto E; ou
outro qualquer valor € para um erro arbitrariamente pequeno. Esclarecamos este ponto de
vista utilizando a funcéo logfstica definida por f (z) = 4z (1 — z), em que consideraremos
E; = £ o erro em z;, ou seja, T; = x; + ¢. Entdo, o erro E;41 em ;1 é dado por
Eip1 = f(zi+e)— f(xi) =
=4(z;+e)(1—(zi+¢€) — 4z (1 —x;) =
= 4¢ (1 — 2z;) — 42
Temos, entao,
Bao = Bl = 4(1-2z5) —4e
Como ¢ é arbitrariamente pequeno,
% ~4(1 - 2z;),
o que significa que este quociente (factor de ampliagao do erro) é independente do erro
E; = ¢, tal como previamos.
Desta forma, fizando um valor arbitrariamente pequeno para um erro €, estimamos

o factor de ampliagiGo do erro dado por ‘EI%‘

, para erros iniciais Eg muito pequenos

através de E';H , €T que Ei1= f(zi+¢€)— f(z:) sendo f(x) =4z (1 —x).
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Deste modo, a expressio

ain (&) = 15 (n]

=1

)

d4 lugar a

sin (|&]) ~ 22 (in] &)

que nos permite calcular o expoente de Lyapunov de uma forma fidvel, mas aproximada,

E;
€

pela média de factores de ampliagao do erro sobre um largo niimero de iteragoes.
No quadro/figura 3.3.4! estdo registados os valores numéricos do expoente de Lya-
punov, obtidos desta forma, para os valores iniciais anteriores o = 0.202,z¢ = 0.347 e

zo = 0.869; o erro considerado em cada iteracao foi de 1073.

N.°tteragdes |xo = 0.202 [xo = 0.347 {xg = 0.869

n 13 (n|%])
=1
10 0.62475 0.68873 0.72803
100 0.69435 0.69330 0.69708

1000 0.69368 0.69199 0.69004
10000 0.69322 0.69290 0.69337
100000 0.69307 0.69306 0.69327

Figura 3.3.4: f(z) =4z (1 — )

Observamos o que acontece para zo = 0.202 - & medida que aumenta o nimero de
iteragoes, o expoente tende para 0.693...; o mesmo sucede para os valores iniciais £¢ = 0.347
e o = 0.869. De facto, o expoente converge para In2 = 0.69314... com n a tender para

0o. Podemos escrever, entao,

'Valores extratdos em Peitgen [21]
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X (0.202) = 1n2; X (0.347) = In2; X (0.869) =In2

e obtivemos um modo de "medir" a sensibilidade as condigGes iniciais do iterador
quadrético.

O expoente de Lyapunov A (z) permite identificar, num sistema dindmico, um com-
portamento instdvel ou caético de um outro estével e previsfvel e, ainda, medir essas
propriedades. Para um valor grande de A (zg), com A(xzg) > 0, verifica-se também uma
grande sensibilidade do sistema a pequenas alteragoes das condigoes iniciais.

O expoente de Lyapunov tem uma aplicagio generalizada na identificagdo, evolugao e

medicao de comportamentos caéticos de sistemas dindmicos.

O expoente de Lyapunov para fungdes diferencidveis. Retomemos a expressao

1ln(

fizermos € = Ey — 0, pelo cdlculo infinitesimal podemos escrever

Eq
Ey

€

n ~ N
) = %21 (lnl%D, em que & = f(z“‘+52_f(z“‘). Se f for diferencidvel e
i=

ézm E = f' (xi—1)

Entao,

Ll IE-‘~1 E\|)_1¢ o
dimgi s (n|]) = i (o] dim, (2)]) = 2 20 17 wim0)

Sendo n um infinitamente grande positivo, obtemos o expoente de Lyapunov para

fungoes diferencidveis:

Jim, (317 ) <36

Vejamos, ainda, o caso particular do expoente de Lyapunov em pontos periédicos de
fungées diferencidveis.

Se zo é ponto periédico de periodo m (m > 0), temos T, = f™ (x0) = To €
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(@) = lim ( Zlnaz 1) , com a; = |f' (z;)]

= nBTOO (; ln iglai_l) =

n factores

A

= lim 1ln ag X .
n—+oo™

X Ap-1 Xag X ... X Qqp-1 X ...

m factores

= lim (
n——+o0o

)

= lim (% X Z1n (ﬁlai_l)>

n—-+oc

n—+oo ™ i=1

- #,_il In|f (zi-1)]

m
lim 1 (ln II ai_l) =

Assim, se zo € um ponto fixo (m = 1), entdo A (zo) = In|f’ (zo)|;

se Zo € um ponto periédico de perfodo 2 (m = 2), entdo o expoente de Lyapunov é

dado por

A (2o0) ——(lnlf (@o0)| +n|f"(z1)]) = A (z1)

No caso do iterador quadrstico y = rz (1 —z), com y' = r — 2rz (r > 0), temos

A(zo) = lim %f In |’ (@i_1)] =

= lim 1Zln [r —2rz;iq| =

n—+oo™ _1

= hm IZ(lnr—l-ln]l—Zzl 1) =

71—)

= nli»rfooﬁ(n xInr+ Z In [1—-22;4]|)=

=Inr+ hm Zln |1 — 2z;]

n—)

Como z¢ = 0 é um ponto fixo do iterador quadratico referido, temos

A(0)=InreA(l)=Inr (z =1 é um ponto pré-fixo em 0).

A1) =

Para r = 4, entdo A (0)

In4 ~ 1.39, o que indica a instabilidade destes pontos
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fixos. Este resultado mantém-se para todos os pontos pré-fixos nestes; para a maioria dos

outros valores do intervalo unitario o expoente de Lyapunov é A (z) = In2 ~ 0.693.

3.4 Transitividade topolégica

Definicao 3.4.1 A funcdo f : D — D é topologicamente transitiva se, para quaisquer

conjuntos abertos U,V C D, existe um valor k (k > 0) tal que YNV £ 2.
Equivalentemente, f é topologicamente transitiva em D se para quaisquer dois pontos

z ey de D e qualquer € > 0, existe um 2 (2 € D) tal que |z —z| <e e|f*(2) -yl <¢

para algum n.

O que caracteriza uma funcdo topologicamente transitiva é o facto de ser possfvel,
a partir de uma qualquer vizinhanca e sob iteragdo da fungao, alcancar qualquer outra

vizinhanga do domfnio.
Exemplo 3.4.2 Consideremos a funcio definida por f(z) = 4z (1 —z) e dividamos o
intervalo unitdrio em 10 subintervalos iguais, I = [l‘—l%l-, %] ,k=1,2,...,10.

Consideremos o subintervalo I = [0.1,0.2] e os registos obtidos das sucessivas iteragoes

por f:
Iteracao Intervalo Intervalos atingidos em cada iteracdo
n L b Ii Iy Is I I; Iz Ig Iy
0 [0.1000, 0.2000] °
1 [0.3600, 0.6400] e o o o
2 [0.9216, 1.0000] .
3 [0.0000,0.2800] | « e o
4 [0.0000,0.8219] | ¢ e o o o o o o o
5 [0.0000,1.0000] [ ¢ e e o o o o o o o
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Na primeira iteragdo foram atingidos os subintervalos Iy, Is, I e I7; com a sequnda
itera¢do foi alcangado, apenas o subintervalo Iig; mas com as terceira e quarta iteragdes
foram abrangidos os restantes subintervalos I, I, Is e Iy. Assim, bastaram quatro itera-
¢oes do intervalo [0.1,0.2], por f, para que todo o intervalo unitdrio fosse percorrido.

Obteriamos um resultado andlogo se inicidssemos com outro dos subintervalos ou se
tivéssemos subdividido o intervalo unitdrio em 100 ou 1000 ou ainda mais subintervalos:
os pontos do subintervalo inicial teriam passado, ao fim de algumas iteragdes, por todos

0s outros subintervalos, percorrendo todo o intervalo unitdrio.

E esta a caracterfstica de uma fungao com transitividade topolégica ou mizing -
"mixing is if we can get everywhere from anywhere" [21].
Na figura 3.4.1 podemos ver dois pequenos intervalos I e J e podemos seguir a itera

¢ao de um ponto inicial em I cuja 11.% iterada é um ponto de J.

Medindo a Transitividade Topolégica Escolhendo alguns pontos iniciais de um pe-
queno intervalo I e seguindo as suas 6rbitas podemos verificar se atingem o intervalo alvo
J. Algumas 6rbitas alcancardo J mais rapidamente do que outras assim como havers
6rbitas iniciadas noutros pontos de I que nunca chegario a J.

Consideremos (Peitgen [21]), por exemplo, 10000 pontos iniciais, igualmente espaca-
dos no intervalo I e sigamos as suas 6rbitas até atingirem o intervalo J sendo, entdo,
rejeitadas. As 6rbitas que permanecem depois de um certo mimero de iteracoes sio as
6rbitas sobreviventes. Quantas dérbitas sobreviventes haverd apés, por exemplo, 100 itera-
coes? E apds 10007 Qual a relagdo existente entre o nimero de iteragoes e o niimero de

drbitas sobreviventes?
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0 - v -4t
J

0 i 1

Figura 3.4.1: y = 4z (1 — z) . Transitividade topldgica: a iteracdo sobre um valor inicial

do intervalo I percorre/atinge todo o intervalo unitério. Para cada intervalo J existe um
ponto em I cuja 6rbita atinge J. No exemplo, 11 iteragoes foram suficientes.

A escolha dos intervalos é, obviamente, fundamental para encontrarmos alguma re-
lacdo. Com efeito, poderfamos escolher dois intervalos I e J de tal modo que todas as
6rbitas atingiriam o intervalo J logo na primeira iteracdo, o que ndo nao tem qualquer
interesse. Assim, consideremos I, um intervalo suficientemente pequeno, e J de tal modo
que haja pelo menos algumas dezenas de iteragdes antes de alguma das orbitas permanecer

em J. Por exemplo, sejam
I=1[02,02+107"] e J=10.68,0.69]
Com estes intervalos observou-se que
- durante as primeiras 36 iteragdes nenhuma das 10000 érbitas iniciais atingiu J;

- na 37.% iteracdo houve 63 6rbitas a alcangar J;
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- depois, mais 63 6rbitas, 62, 63 e assim por diante.

Quando o nimero de 6rbitas sobreviventes reduziu para cerca de metade do niimero
inicial (10000) esperava-se que o nimero de 6rbitas sobreviventes por iteracdo decafsse
também para cerca de metade. Com efeito, apés 133 iteracoes o niimero de érbitas so-
breviventes passou de 5037 para 5006 (decréscimo de 31 6rbitas). Este resultado sugere
que haja um decrescimento geométrico/exponencial do niimero de 6rbitas sobreviventes
(8 (n)) relativamente ao nimero de iteragoes n. Essa relacio é dada por

S(n) = Sy x €™ em que Sy é o nimero inicial de érbitas e o valor de 7 pode
representar uma estimativa do mimero de iterages necessédrias para reduzir o nimero de
6rbitas sobreviventes por um factor de 1/e ~ 0.368; ao valor representado por  damos
também o nome de tempo médio de vida das 6rbitas.

Neste caso, depois de um perfodo inicial transitério de 36 iteracoes, o decrescimento
linear dos valores de In .S (n) em fungéo de n e os dados

S (100) = 6346 e S (600) = 171,

permitem obter

In S (n) ~ —0.00723n + 9.478363 <= S (n) ~ ¢~0-0072n » 13074

Neste caso, o valor de 7 =~ 138 (r = 1/0.00723) o que significa que por cada 138 iteradas
o niimero de 6rbitas sobreviventes decresce & razdo de 1/e. Esta taxa depende da escolha
do intervalo alvo J.

Podemos resumir esta experimentacao da seguinte forma: a informacao inicial contida
no intervalo I mantém-se para um certo nimero de iteragdes, dependendo da amplitude
e localizacado desse mesmo intervalo; depois o sistema esquece totalmente a informacao

relativa aos dados iniciais (por exemplo, a proximidade inicial das 6rbitas) e verifica-se
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uma queda exponencial do nimero de érbitas sobreviventes.

A transitividade topolégica tem uma presenga indiscutivelmente forte no iterador
quadrético definido por y = 4z (1 — ). Como vimos anteriormente, f5([0.1,0.2]) = [0, 1],
isto &, bastaram 5 iteracoes do intervalo [0.1, 0.2} para cobrir todo o intervalo unitdrio. Mais
ainda, cada ponto do intervalo unitdrio tem um original/objecto em [0.1,0.2]. Partindo
de outro intervalo inicial, por exemplo, [0.15,0.20], intervalo com metade da amplitude
do anterior, também verificamos a sua expansao sobre o intervalo unitdrio apés algumas
iteragdes. Quantas? De uma forma mais geral, qualquer subconjunto arbitrariamente pe-
queno tem, nos sucessivos passos do processo iterativo, a sua expansao sobre o intervalo
[0,1] ao fim de algumas iterages. A pergunta que se coloca é: qual a relagao entre o
nimero de iteracoes necessdrias para cobrir todo o intervalo unitdrio e o intervalo inicial?

Averiguemos quantas iteracoes sdo, em média, necessdrias para que um conjunto de
subintervalos se expanda sobre o intervalo unitério. Obtiveram-se os registos’ que se
seguem, em que N representa o nimero de subintervalos de [0,1] e £ 0 nimero médio de

iteragoes de y = 4z (1 — x) , necessdrias para aquela expansao.

N k N k N k N k

2 1.00) 32 6.19| 512 10.27 || 8192 14.28
4 250| 64 7.25| 1024 11.28 || 16384 15.28
8 4.00 || 128 8.25 || 2048 12.28 || 32768 16.28
16 5.12 || 256 9.27 || 4096 13.28 || 65536 17.28

Constatamos que ao duplicarmos o niimero de subintervalos, o ndmero médio de itera-

¢Oes aumenta uma unidade. Este resultado vem reforgar o que haviamos estudado antes

2Tabela obtida em [21]
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aquando do valor numérico do expoente de Lyapunov para este iterador: A(zg) = In2 -
pequenos erros sao ampliados por um factor igual a 2 . Agora, ao duplicarmos o niimero
de subintervalos, estamos a reduzir as suas amplitudes para metade, o que obriga a mais

uma iterada, em média, para obter a amplitude anterior.

3.5 Densidade dos pontos periédicos

Este assunto serd abordado mais a frente, no estudo das fungées Tenda, Serra e funcio

Logfstica. Contudo, relembremos algumas nogées sobre o tema.

Definicao 3.5.1 Seja A um subconjunto de R. Um ponto z (z € R) é um ponto de
acumulacdo de A (ou ponto limite) se existir uma sucessio de pontos distintos z,, de
A, convergente para x ou, de outro modo, se toda a vizinhanga de T contém um elemento
de A distinto de z.

O conjunto A diz-se um conjunto fechado se contém todos os seus pontos de acu-

mulagao.

Definicao 3.5.2 Um subconjunto A de R é um conjunto aberto se, para cada valor x
de A, existe um € > 0 de tal modo que a vizinhanca de centro x e raio € esté totalmente

contida em A.

Definicao 3.5.3 Dado um conjunto A, subconjunto de R, denomina-se fecho de A e
nota-se por A, ao conjunto reuniGo de A com o conjunto de todos os seus pontos de

acumulagdo. Torna-se evidente que se A é um conjunto fechado, entio A = A.

Definigao 3.5.4 Seja A um subconjunto de B. Diz-se que A é denso em B se A = B,

isto €, se todos os pontos de B sdo pontos de acumulagdo de A ou um ponto de A.
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Xn+1)

1 15
x{n}

Figura 3.6.2: {0,1,2} é érbita periddica de periodo 3 de f (z) = —3z2 + Sz +1

Teorema 3.6.5 Seja f : R — R, continua. Se f tem um ponto periddico de pertodo

trés, entio f tem pontos periddicos de todos os outros periodos.

Demonstragio 3.6.6 Seja {a,b,c} uma drbita periddica de perfodo trés de uma fungdo
f, conttnua em R. Sem perda de generalidade da demonstragdo, consideremos a < b < c.
Duas situagdes podem ocorrer: ou f(a) = b ou f(a) = c¢. Suponhamos f(a) = b (a
demonstragdo serd andloga para o caso de termos f(a) = c), o que implica f B =ce
fle)=a.

Consideremos Iy = [a,b] e I1 = [b,¢]. Entdo, pela proposicao anterior

fI) DI, f(Ih) D he f(I1) D Io.

Com efeito temos

fIp) = f(la,d]) D [b,e) = I e f(I1) = f([b,e]) D [a,c] D [b,c] = L; desta iltima
relacdo podemos ainda concluir que f (I1) = f ([b,¢]) D [a, €] D [a,b] = Io.

Como f (I) D I, pelo teorema anterior sabemos que f tem pelo menos um ponto fixo

em I1, o que significa que f tem um ponto periddico de perfodo 1.
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Seja n um ndmero natural maior do que 1. Pretendemos demonstrar que [ tem um
ponto periddico com peréodo primitivo n. Dado que a é um ponto periédico com perfodo
primitivo 3 (bem como b e c), o caso para n = 3 fica resolvido. Assumamos, entdo, que
n # 3. Construamos uma cadeia de intervalos fechados A; (i =0,1,2,... ,n) tais que
Iy = A9 D> A1 D Ay D --- D Ap e verifiqguem as seguintes propriedades:

(P1) Ao=1,

(P2) f(Ak) = Ak—1 para k=1,2,...,n—2

(P3) f*(Ay) =1 parak=1,2,... n—2

(Pg) "7 (An-1) = To

(B5) f"(An) =1

Em primeiro lugar provaremos que, nestas condi¢ées, hd um ponto periddico em A,
com periodo primitivo n. (D1)

Depois, provaremos que aquela cadeia de conjuntos eziste. (D2)

(D1) Dado que I D An e por (Ps), podemos escrever f* (An) D An. Por 3.6.1, estd
garantida a existéncia de um ponto firo de f* em A, ou, o que é o mesmo, f tem um
ponto periddico de periodo n em An. Designemos esse ponto periddico de perfodo n por
P e provemos que n € o seu periodo primitivo (p € Ap), isto é, f*(p) =p e, para k < n,
@) #p.

Pelo facto de A, C Iy, entiop € I <= p € |b,c].

A condicdo (P3) implica que os pontos f (p), f2(p), f2(p),..., " 2 (p) pertencam a
I = b,

A condigio (Py) implica que f"1(p) € Iy = [a, b].

Mostremos que p # b e que p # c.
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Suponhamos que p = c. Entdo, f (p) = f(c) = a, que ndo pertence a I . Dado que
™1 (p) é a tnica das n primeiras iteradas de p que ndo estd em I (Py), entdo é porque
n=2, o que é uma contradicdo pelo facto de c ser ponto periddico com periodo primitivo
3. Entdo, p # c.

Suponhamos, agora, qgue p =b. Entdo, f2(p) = f(f (b)) = f(c) = a, que ndo estd em
I,. Pela mesma razdo anterior, dado que f*1(p) € a tnica das n primeiras iteradas de
p que ndo estd em I, entdo n = 3. Uma vez que partimos do principio que n # 3, entao
conclutmos que p # b.

Assim, pelo facto dep€ I ep #b e p # ¢, p tem de ser um elemento de |b, c[.

Como f* 1(p) estd em Iy = [a,b] e este conjunto ndo tem elementos comuns com
b, c|, resulta que f™ ! (p) # p, logo n — 1 ndo pode ser o periodo primitivo de p. Se este
fosse inferior a n — 1, entdo a 6rbita de p estaria totalmente contida em 1b,c| (por (P3) e
por p ndo ser b nem c), o que contradiz a propriedade (P4) !

Portanto, n é o perfodo primitivo de p, como querfamos concluir.

(D2) Para provarmos que aquela cadeia de intervalos fechados eziste para cada nimero
natural maior do que 1, consideremos a seguinte proposi¢ao.

Proposigdo: Sejam J e I intervalos fechados e f uma fungdo continua tal que

f(J) D I. Entdo, existe um intervalo Jy tal que Jo C J e f (Jo)=1.

Continuemos a demonstragdo 3.6.6, D2.

Continuamos a considerar n um nimero natural maior do que 1 e criemos a sequéncia
desejada.

Fazemos, primeiro, Ag = I1 e (P1) cumpre-se.

Dado que f (I1) D I, temos f (Ao) D Ao e entdo, pela proposi¢io enunciada, existe
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um intervalo Ay tal que Ay C Ap e f (A1) = Ao. Daqui resulta que f (A1) D A;. Pela
mesma proposicdo estd garantida a existéncia de um intervalo As tal que Ay C A e
f(A2) = A;. Resulta que f(A2) D Ay e, novamente, garantimos a ezisténcia de um
intervalo Az tal que Az C Az e f(As) = Ay. Deste modo consecutivo podemos definir Ay
comk =1,2,...,n ~ 2, verificando-se sempre A, C Ap_; e f(Ar) = Ax_1 cumprindo,
assim, a propriedade (P;) .

Observemos que

F2(Ak) = £ (f (Ar)) = f (Ak-1) = Ap—

P (A) = £ (F2(Ax)) = f (Ak-2) R Ag_3

FEH (AR = £ (572 (A) = f (Ar_b-2)) ) f(A2) = A

FAy) =f (fk‘1 (Ak)) = f (A1) (E) Ag = I, para cada valor dek =1,2,...,n~2

0 que garante o cumprimento da terceira propriedade (Ps) .

Para definir Ap—1 de modo que se verifigue a propriedade (Py), reparamos que

[P Ance) = F (72 (An2)) = f(L).

(Ps)

Como f (I1) D Ip,entdo f™ 1 (An—2) D Iy e, pela proposicdo anterior, existe um con-
Junto An_1 tal que Ap_ 1 C Apg e f 1 (A1) = Ip. Concluimos, entdo, a existéncia de
um intervalo A,_1 que satisfaz (Py).

Finalmente, f™(An-1) = f(f" 1 (An-1)) = f(Io). Pelo facto de f(Iy) O I, vem
" (An-1) D I e, novamente pela proposicdo enunciada, existe um intervalo Ay tal que
Ap C An-1 e f"(An) = I, verificando-se, assim, a propriedade (Ps).

Fica, assim, provada a existéncia daquela cadeia de intervalos fechados e conclutmos

a demonstragdo do teorema que nos garante que, se uma funcdo continua tem um ponto
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periédico com perfodo primitivo 3, entdo, para cada nimero natural n a fungdo tem um

ponto periddico com periodo primitivo n. B

O nosso objectivo, recorde-se, é responder a questdes do tipo "Que outros pontos
peri6dicos poders ter esta fungdo? E qual o perfodo principal de cada um desses pontos,
se existirem?".

O teorema de Sharkovsky d4-nos uma ajuda nas respostas a estas questoes. Comega

por estabelecer uma nova ordenagéo dos niimeros naturais.

Definicdo 3.6.7 Ordenacdo, de Sharkovsky, dos mimeros naturais
Sharkovsky estabelece a sequinte rela¢do nos nimeros naturais:
357> (2n4+1)- 20 -
>2-302-502-7>---> (2n+1)-2' > ---
>22.322.5p 227> ---> (2n+1)-22p> -

>2.302.5p28.7>--->(2n+1)- 22> ---

>2".3p2".5p2".7Tp---> (2n+1)-2" > ---

ep 2P 2p22p2pl

Nesta ordenacédo, a relagdo a > b lé-se "a seque b".

Primeiro consideram-se todos os nimeros fmpares, excepto o 1, ordenados por ordem
crescente; depois ordenam-se os produtos de 2 por todos os {mpares anteriores; de sequida
consideram-se os produtos por 22 daqueles tmpares e assim sucessivamente, multiplicando
o0s tmpares pelas poténcias de 2. FEsta listagem esgota todos os nimeros naturais com

ezcepedo das poténcias naturais de 2 que sio listadas no final, por ordem decrescente.
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Desta forma podemos encontrar cada nimero natural wma tnica vez na ordenag¢do por

Sharkovsky.

Teorema 3.6.8 Teorema de Sharkousky (Sarkovskii)
Seja f uma fungdo real de varidvel real, contfnua, que tem um ponto periédico com
periodo primitivo k. Se k > m, na ordenagio de Sharkovsky, entio f também tem um

ponto periddico de periodo primitivo m.

Demonstragdo 3.6.9 As ferramentas utilizadas sdGo muito semelhantes as usadas na

demonstragdao do teorema 3.6.5. Para uma demonstragdo completa, ver Devaney [11].

Nota 3.6.10 Se f tem um ponto periddico cujo perfodo ndo é uma poténcia de 2, entio
tem uma infinidade de pontos periddicos; pela lei da conversdo, se f tem um nimero finito
de pontos periddicos, entio os seus periodos sdo poténcias de 2.

O periodo 3 é o primeiro na ordenagdo de Sharkovsky, o que implica a ezisténcia de
todos o0s outros perfodos (provado anteriormente).

O reciproco do teorema de Sharkovsky também se verifica, isto é, uma funcdo pode ter
pontos periddicos com periodo p e ndo ter periodos maiores, de acordo com a ordenacdo

de Sharkousky.

3.7 Derivada de Schwarz

Deve-se a Schwarz! esta poderosa ferramenta, em especial nos sistemas dinamicos unidi-
mensionais, que permite obter informagoes da func¢ao nos pontos criticos ou no nimero de

orbitas periddicas atractivas de um dado sistema.

*Karl Hermann Amandus Schwarz (25 Janeiro 1843 - 30 Novembro 1921)
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Definigdo 3.7.1 Seja f uma fungdo real de varidvel real. A derivada de Schwarz da

fungdo f, notada por Sf (x), é o valor obtido por

IOEEYEAON
Sf(x)_f’(w)—5<f’(w)) !

sempre que existam as derivadas erpressas.

Alguns exemplos (considere-se r € R,n € N e z elemento do domfnio de cada fungéo):

o fr(z) =€ (r #0); neste caso, ™) (z) = €™ e temos Sf, (z) = —3r2.

¢ g, (z) = 2% + r; nesta familia de funcdes temos g; (¢) = 2z, g7 (z) =2 € g (z) =0,

obtendo Sgr (z) = —525.

e hy =rcosz (r+#0); porque k. (z) = —rsinz, k) (z) = —rcosz e h;' (z) = rsinz,

temos Sh, (z) = —1 — 3 cot g%z

o L, (x)=rz(l—z) com r # 0; também nesta famflia de fungdes temos

L' (z)=r(1-2x), LY (z) = —2r e L (x) = 0; consequentemente,

SL, (z) = -—(1_%)7.

Repare-se que em todos os exemplos apresentados a derivada de Schwarz é negativa
para todo o valor de z, incluindo os pontos onde a derivada é infinita. E o caso de
Sgr (0) = —00, Sh, (kr) = —co (k € Z) e Sl (3) = —o0.

No nosso estudo veremos que o facto de a derivada de Schwarz ser negativa nos vai
ser importante. Vérias fungbes tém esta caracterfstica, de entre as quais algumas fungoes

polinomiais.
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Proposicao 3.7.2 Seja P um polindmio. Se todas as ratzes de P’ sio reais e distintas,

entao a derivada de Schwarz de P é negativa (SP < 0).

Demonstragao 3.7.3 Seja P um polindmio na varidvel z e P' o polinémio relativo &
derivada de primeira ordem de P. Supondo que todas as N rafzes de P' sdo TEeqis e
distintas, (o, oy, ...,anN), entdo, podemos escrever

P(z)=a(z—a1)(z—0a2) - (z — an) =ciLZIII(.1;—a,') coma € R - {0}.

Aplicando logaritmos a ambos os membros da igualdade convertemos aquele produto

numa soma ficando com
N
InP'(z) =lna+ ) In(z - aj).

71=1
Derivando, e atendendo que (x — aj); = 1,V;eRr, obtemos a igualdade

P/I(z) _ % l
Pz) — « lz—aj'
J:

Derivando novamente temos

z—aj )’

N N
P"(x)x P'(x)—P"(z)x P"(z) _ _ 1 - _ 1
P =X ( ) & may)?

Como

P’”(z)xP'(z)—P”(z)xP”(z) _ P (z) = (P”(:z:))2
P'@) Pz ~ \Pla)

e a derivada de Schwarz é igual a
Plll(z) _ § Pll(z) 2 _ PIII T _ Pllgzz 2 _ l Pllgzz 2
Pz) — 2 (P’(z)) = [J‘%P'(z ( P’(z)) 3 (P’(z))
podemos escrever
N
SP(z)=-5% —1 5 —
=1 (-T'—aj)

Logo,

1
T—ay

M=z

2
) , quantidade sempre negativa como se verifica.
Jj=1

SP(z)<on

Esta caracteristica de ser negativa a derivada de Schwarz de uma dada funcdo, mantém-

se na composicao de fungdes. Com efeito, atendamos a proposigao seguinte.



8.7 Derivada de Schwarz 61

Proposicao 3.7.4 Sejam f e g duas fungdes reais de varidvel real. Se forem negativas
as respectivas derivadas de Schwarz, entdo também é negativa a derivada de Schwarz da
fungdo f o g.

Simbolicamente,

Sf<0 A Sg<0 = S(fog)<0

Demonstragio 3.7.5 Pela regra de derivacdo da fungio composta, temos

(fog) (z)=f'(g9(z)) x g (z);

também,

(fog)"(z)=(f'(9(2)) x ¢ (@) =
= (f"(g(2)) x ¢' (z)) x g (z) + f' (g () x ¢" ()
= " (g (@) x (¢ (2))" + f' (9 (2)) x ¢" ()

e

(fog)" (z) = £ (9(2)) x ¢ (z) x (¢ (@)* +2x ¢ (z) x ¢" (z) x f" (9(=)) +

+£"(9(2)) x ¢ () x g" (&) + [ (g (&) x ¢" (=)

= " () x (¢ (@))* +3 x ¢ (z) x ¢" (z) x [" (g () + f' (9(x)) x ¢" (2)

Entao, de

_ (fog)"(z) _ 3 ((fo0)"(x)\?
5(fo9)(®) = oy — 2 ((.foy)’(z))

mostra-se, operando e simplificando, que

S(fog)(z)=Sf(g(@) x (¢ (@)°+ Sg(z)

Esta ezpressio traduz a regra da cadeia para as derivadas de Schwarz.

Estamos em condi¢des de justificar a proposicdo enunciada. Com efeito, pelo facto de
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assumirmos, por hipdtese, que Sf < 0 e Sg < 0, é imediato que a expressdo S (f o g) ()

representa quantidades negativas, logo S (fog) < 0. W
Corolério 3.7.6 Se Sf < 0, entdo Sf™ <0, paran > 1 .

Demonstracao 3.7.7 Consequéncia imediata da alinea anterior, uma vez que:
Sf<0=Sf2=S(fof)<0

Sf<OASfP<0=5f=S(fof?) <0

Sf<OASfI<0=Sf"=8(fof*1) <0
Logo, se a derivada de Schwarz de f é negativa, entio Sf™ < O,vn>11
Podertamos justificar esta propriedade de outro modo:
n itera¢des

—N—

Aplicando a regra da cadeia para as derivadas de Schwarz & fungdo fofo---of,
obtemos
n—1
2

Sf*(z) = kEISf (f* @) x ((f*) (2))" + Sf (=z).
Como, por hipétese, Sf < 0, entdo cada parcela daquela expressdo é negativa e a soma

€ um nuimero negativo, como pretendfamos. B

No estudo da derivada de Schwarz, uma das aplicagdes com mais interesse pode ser a

que passamos a enunciar.

Proposicao 3.7.8 Seja f uma fungdo real de varidvel real. Se S f <0, entdo f', a fungdo
derivada de f, ndo pode ter um mdzimo relativo ou local negativo; da mesma forma, nao
pode ter um minimo local positivo.

Esta propriedade pode ser enunciada com o seguinte texto: nas condigoes dadas, |f’|

ndo pode ter um minimo local positivo.
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Demonstragao 3.7.9 (Por redugao ao absurdo)

Admitamos que f' pode ter um minimo relativo ou local positivo. Seja-o no ponto xo.
Assumamos, assim, que

f'(zo) >0e

f'(zo) é um minimo relativo ou local de f'; de onde resulta que podemos escrever,
" (z0) =0 e £ (x0) >0 (se f" (z) =0, Sf =0, o que contraria a hipdtese).

Nestas condicdes temos Sf (z) = %%l Como Sf < 0 e f" (zg) > 0, entdo f' (xo) < 0,
o que contradiz o facto de assumirmos ser f' (zg) um nimero positivo.

Entdo, f' ndo pode ter um minimo local positivo, como pretendfamos mostrar.

Da mesma forma se justifica que f' ndo pode ter um mdzimo relativo negativo. B

Sendo um ponto critico de uma fungdo um ponto em que a derivada se anula, nao é
diffcil aceitar que entre dois quaisquer pontos criticos sucessivos de f’ exista um zero desta

funcio. Mais ainda, a fungdo f terd um ponto critico entre aqueles dois pontos.

Proposigao 3.7.10 Seja f uma funcdo real de varidvel real. Se f tem um nimero finito
de pontos criticos, entdo também a iterada de ordem k ( fk) tem um nimero finito de

pontos criticos.

Demonstragao 3.7.11 Seja D o dominio de f. Para cada ¢ (c € f (D)), o conjunto
fY(c)={x € D: f(z)=c} € finito, uma vez que entre cada duas pré-imagens de c hd,
no minimo, um ponto critico de f e estes sdéo em numero finito, por hipdtese. Por este
motivo, é facil reconhecer que o conjunto f~*(c) = {z eD: ff(z)= c} também é um
conjunto finito, para cada valor de c.

Suponhamos que (fk)l (z) =0.
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Ceaos segundo Devaney

Pela derivada da funcdo composta temos
kY/ kot ’
(F5) @ = L (/7 (=) =0,
0 que significa que para algum valor de p, f? (x) é um ponto criticode f (0 <p<k—1).

Por conseguinte, o conjunto dos pontos criticos de f* é dado pela reunido dos pontos

criticos de f com os pontos cujas imagens, pelas iteradas anteriores & de ordem k, sdo

tguais aos pontos criticos de f.

Ezplicitemos, para wma melhor compreensio do raciocinio:

Seja xo um ponto critico de f, portanto f'(zo) = 0.

Entdo, os pontos criticos de f* sdo aqueles em que ( fk)l (z)=0.

Temos:

1@ % F/(F @) x f (£2(@)) x - x f/(fP (@) x - =0, com0<p<k—1
= flz)=0Vf(@)=xVf2(a)=xV---VfP(Z)=xV---

S r=zgVz=f1l(z)V---Ve=FfP(g)V---

ou seja,

0s pontos criticos de f* sdo os elementos do conjunto

{z0, f7 (o), 2 (w0) -+, f P (20)} comO0<p<k—1

ou, 0 que é o mesmo,

{zo}U{zeD: fz)=z}U{zeD: fi(z)=z}U---U{z€D: f () =z}

Pelo referido acima, este conjunto é finito e podemos concluir que, se f tem um nimero

finito de pontos criticos, entdo f* tem um numero finito de pontos criticos. B

Proposicao 3.7.12 Seja f uma funcdo derivdvel. Se f tem um nimero finito de pontos

criticos e a derivada de Schwarz é negativa, entio, para cada inteiro m, f tem apenas um

ndmero finito de pontos periddicos de periodo m.
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Demonstragiao 3.7.13 Seja g = f™.

Por hipétese, Sf < 0, entdo, por 3.7.6, Sg < 0.

Os pontos periddicos de perfodo m de f sdo pontos fixos de g.

Demonstremos a proposi¢do, por redugdo ao absurdo.

Suponhamos que f tem um nimero infinito de pontos periddicos de perfodo m ou, o
que é o mesmo, que g tem um nimero infinito de pontos fizos.

Sejam x e yo dois desses pontos fizos, com T # yo. Assim, g (o) = zo € g (¥0) = Yo-

Por g ser derivdvel e pelo teorema do valor médio, estd garantida a existéncia de pelo
menos um ponto

c € [zo,y0] : ¢ (c)=1

Portanto, g tem uma infinidade de pontos para os quais ¢’ (z) = 1.

Entre cada trés pontos sucessivos de g para os quais g’ (z) = 1, hd pelo menos um
ponto tal que g’ (x) < 1. Com efeito, ¢’ (x) # 1 num intervalo, pois entdo viria Sg = 0
nesse intervalo, o que contradiz o facto de Sg < 0. Por outro lado, por 3.7.8, g’ ndo pode
ter um minimo relativo positivo entre estes trés pontos. Portanto, hd pontos para os quais
g < 0 e, consequentemente, hd pontos em que ¢’ = 0. Contudo, isto faz com que g = f™
tenha uma infinidade de pontos criticos e, por conseguinte, f também, o que contradiz a
hipétese (f tem um nimero finito de pontos criticos).

Logo, nas condigées enunciadas, f™ tem um nimero finito de pontos periddicos de

periodo m , para cada inteiro m. B

Teorema 3.7.14 Seja f uma fungdo derivdvel com n pontos criticos. Se Sf < 0 (admite-

se Sf (x) = —oc), entdao f tem, no mdzimo, n + 2 drbitas periddicas atractivas.

Nota 3.7.15 Cada funcdo logistica da famila L, () = rz (1 — z), r > 0, tem um sé ponto
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critico, para x = % FEntdo, de acordo com este teorema, a fungdo tem, no mdzimo, trés
drbitas periddicas atractivas; pode ndio ter qualquer 6rbita atractiva (r > 2+ \/5), mas,
a ter, serdo, quando muito, trés. Veremos, adiante, que o mimero de drbitas periddicas
atractivas nao serd maior do que um.

Mais ainda, é possfvel demonstrar que a érbita do ponto critico controla toda a dindmica

do sistema.

Demonstracao 3.7.16 Seja p um ponto periddico atractivo de f, com pertodo m, ou
seja,

™ (p) =p e, por ser atractivo, [(f"‘)' (p)l < 1.

Seja W (p) a maior vizinhanca de p na qual todos os pontos tendem para p sob f™, ou
seja, W (p) = {z: f™ () —p, comj — oo}. Obviamente, f™ (W (p)) C W (p).

Fagamos, momentaneamente, p um ponto fixo de f e consideremos W (p) = |a, d].

Dado que W (p) é mdzimo e f(W (p)) C W (p), entdo f mantém os extremos de
W (p) , ou pelo menos um deles (a ou d) é infinito.

No caso de nem a nem b serem infinitos, hd que analisar trés situacées possiveis:

1. fla)=aef(d)=d

2. f(a)=def(d)=a

3. f(a) = f(d)

Temos, respectivamente,

1. Neste caso existem b,c tais quea <b<p<c<def(b)=f(c)=1 Como
If' (p)] < 1 e, pela proposicdo 3.7.8, f' ndo pode ter um minimo relativo positivo, entdo
existe um ponto critico de f no intervalo Ja,d] = W (p).

2. Consideramos, neste caso, a segunda iterada de f. Com efeito, f?(a) = a e
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f?(d) = d e catmos na situagdo anterior.
3. Neste caso, f tem um extremo relativo ou local em ]a,d[, logo f tem wm ponto
crttico em W (p).
Portanto, em todos os casos f tem um ponto critico em la,d|, que é atratdo por p.
Deste modo, construimos para cada ponto fixzo um ponto critico, excepto para 0s casos

em que ou a, ou b, ou ambos, sdo infinitos (no mdzimo, dois casos).

Se p é periddico, entdo, pelas mesmas razdes, fica justificada a existéncia de um ponto
critico para f™ em W (p). Um ponto na drbita deste ponto critico é um ponto critico de

f, pela regra da cadeia (derivada da composigio de funcdes). B

Este teorema é valido, também, para pontos periédicos nao hiperbélicos (I( ™ (p)| =1).
Se f(c) = ccom |f’(c)| = 1 e Sf < 0, entdo ¢ deve atrair pontos de, pelo menos, um lado

e, como atras, deve existir um ponto critico em W (c) .

g c

Figura 3.7.1: g(z) <z paraa<z <c
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Assim, podemos concluir que os conjuntos estdveis limitados de pontos periédicos
contém um ponto critico. Se os conjuntos estdveis forem ilimitados podem nio conter
pontos criticos. Por exemplo, y (z) = b.arctg (z), b > 1.

Verifica-se que Sy (z) = (—1;1—22); e, portanto, Sy < 0 para todo o elemento z do domfnio.

Esta fungao (figura 3.7.2) tem trés pontos fixos, sendo dois atractivos, com conjuntos

est4veis ilimitados, mas néo tem pontos criticos.

L [N 3
A} 7 “

-

Figura 3.7.2: Gréfico e retrato de fase de A (z) = darctg  , com A > 1

Coroldrio 3.7.17 Consideremos a familia de quadrdticas L, (z) = rz(1—z), r # 0.

FEntado, para cada r, existe, no mdzimo, uma drbita periédica atractiva.

Demonstragao 3.7.18 Jd mostrémos que SL, < 0 e, para valores de |z| suficientemente
grandes, temos |L? (z)| — oo.
Como L, tem apenas um ponto critico (x = %) , pela proposicdo 3.7.12, L, tem um

nimero finito de pontos periddicos de periodo m, para cada m.
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O conjunto estdvel de cada um destes pontos periédicos é limitado, porque, se algum
fosse ilimitado contrariaria o facto de |L? (z)| — oo.

Contudo, o conjunto estdvel limitado de um ponto periédico contém um ponto critico
de f™, em cuja 6rbita estd o ponto critico de f.

Portanto, para cada r, L, poderd ter no mdximo uma drbita periddica atractiva. B






Capitulo 4

Caos na fungao logistica

4.1 Funcao Tenda e Fungao Serra

Definem-se as funcdes Tenda (T) e Serra (S) do seguinte modo:
2 se 0<x<05 2z se 0<x<0.5
T(z) = S(z) =
2-2z se 05<z<1 2r—1 se 056<z<1

As suas representagdes graficas sao, no intervalo [0, 1], respectivamente:

fungio Tenda
fungdo Serra

06 08

x

Funcéo Tenda Funcéo Serra

Pelo facto de o grafico da fungéo Serra ser parecido com os dentes de uma serra, esta

funcéo também é conhecida por funcao dentes-de-serra.

71
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Calcule-se T3(0.6) e T(S2(0.6)).

Temos:

T(T(T(0.6))) = T(T(2 — 2 x 0.6)) = T(T(0.8)) = T(2 — 2 x 0.8) = T(0.4) = 0.8
T(5(5(0.6))) = T(S(2 % 0.6 — 1)) = T(S(0.2)) = T(0.4) = 0.8

Graficamente constatamos a identidade das funcoes T3 e T'S? nas imagens seguintes.

08

04

02

x x

y=T°(z) y=T(5(5(=)))

Verifica-se, com o cdlculo, que é muito mais f4cil operar com a fungdo Serra do que
com a funcdo Tenda. Efectuando a mesma operacio de duplicagao, para obtermos os
transformados dos valores de z (z < 0.5), o procedimento para obtermos as imagens de
valores de x (x > 0.5) por cada uma das fungoes é substancialmente diferente em termos
de cdlculo: por S as operacdes a efectuar sao a duplicagio e diminui¢do de uma unidade,
ao passo que pela fungao T, depois da duplicagio ha que subtrair a 2 aquele resultado, o

que equivale, em termos préticos, a multiplicar por (—1) e somar 2.

Com efeito podemos enunciar e demonstrar aquela propriedade a que damos o nome
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de propriedade da substitui¢do.

Teorema 4.1.1 Propriedade da Substituicao
N iteracdes da funcdo Tenda sdo equivalentes a N — 1 iteracées da funcdo Serra,
sequidas de uma transformacdo pela fungdo Tenda. Assim,

TN (z) = T(SN~Y(z)) ou, o que é o mesmo,

TTTT---T=TSS --- S
N s S e

N iteragdes (N—1) iteragées

Vejamos a validade da igualdade para N = 2, isto é, vejamos que T(T(z)) = T(S(x)).

Com efeito,
z T(z) T(T (x))
0<2<0.25 2z 0<2x<0.5 4x
025<z<05] 2z 05<2x<1 2 —4x

05<z2<0.75|2-2z|05<2-2z<1 2-2(2—-2z)=4x—2

075<z<1 |2-22|0<2-22<05 2(2 — 2x) = 4 — 4x
T S(x) T (S ()
0<z<025 2z 0<2x <05 4x
025<z<05]| 2z 05<2z<1 2 - 4x
05<2<075|2c—1|0<2x-1<0.5 22z —1) = 4x — 2

075<z<1 [22-1[05<2z-1<1 2-22r—-1)=4—-4x
Nota: observe-se que 2 —4r =4r —2 paraz =0.5

A igualdade que acabsmos de mostrar (T(T(z)) = T(S(z))) é a base para obtermos
outras igualdades para iteragdes de ordem superior, como por exemplo, TTT(x) = TSS(x)
ou TTTT(z) = TSSS(x).

Na verdade,
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partindo de T(T'(z)) = T(S(z)) e aplicando T a ambos os membros desta, igualdade,
temos (omitindo os paréntesis por simplicidade de escrita) TTT (z) = TTS(z). Por subs-
titui ¢cd@o de T'T por T'S no segundo membro obtemos TTT(z) = TSS(z); procedendo da
mesma forma, ou seja, operando T a ambos os membros desta igualdade e substituindo
TT por TS, tem-se

TTTT(z) =TTSS(z) <= TTTT(z) = TSSS(z).

E assim sucessivamente, N iteraces de T' conduzem-nos ao mesmo resultado que N —1
iteracoes de S seguida de uma, aplicacéo de 7.

Formalizemos a demonstragao daquela propriedade:

Demonstragao 4.1.2 (método de inducdo matemdtica)
TN(z) = T(SN-(z)) é vdlida para N = 2, isto é, TT(z) = TS(x)
Provemos a hereditariedade da condicdo.
Hipdtese de indugio: T (z) = T(SK-1(z))

Tese de indugdo: TX+1(z) = T(SK (z))

Temos:

TE+(g) = (definigdo de fun¢do composta)

T(TK(z)) = (hipdtese de indugdo)

T(T(SX~Y(z)) = (associatividade da composi¢do de fungées)

(TT)(S%"(z)) = (acima)

(T'S)(SK=Y(z)) = (associatividade da composigao de fungdes)
T(S(S%z))) =

T(SX(z)), mostrando, assim, a hereditariedade da condicdo

e concluindo a validade para todo o N > 2 B
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Uma nova notagao para a fungao Serra

Vejamos uma forma interessante e diferente de definir a fungéo Serra, utilizando o
conceito de parte fracciondria de um nimero. Lembremos que a parte fraccionéria de um
niimero z se obtém subtraindo-lhe a sua parte inteira. Simbolicamente,

Frac(z) =z — k se k < z < k+ 1, sendo k inteiro ndo negativo.

Por exemplo,

Frac(2.03) = 0.03

Frac(0.65) = 0.65

Frac(12) =0

Frac(18/5) = 3/5

A funcéo Serra pode agora ser definida com esta notagao do seguinte modo:

S(z) = Frac(2z) para0 <z <1

Confirmemos esta nova forma de representagao da funcéo Serra, a que passaremos a

chamar forma fracciondria da fungao Serra:

Se 0 < z < 1/2, entdo 0 < S(z) = 2z < 1 e Frac(2z) = 2z, obtendo o0 mesmo
resultado.

Se 1/2 <z < 1, entdo 0 < S(z) = 2z — 1 < 1; por outro lado temos 1 < 2z < 2 0 que
implica que Frac(2z) = 2z — 1, voltando a obter o mesmo resultado.

Apenas para = = 1 a relagdo nao é valida. Contudo este pormenor nao é significativo,
uma vez que aquele ponto é um ponto fixo da fungéo Serra e nao hd outros pontos deste
intervalo pré-fixos neste.

Assim, a din&mica das iteracdes da fungao Serra no intervalo unitario pode ser con-
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siderada em duas partes independentes: uma no intervalo [0, 1[ e a outra em {1}. Claro
que é em [0, 1] que nos iremos focar, dado ser neste intervalo que ocorre toda a dinAmica
da fungdo. No estudo que se segue deixaremos de lado o caso para z = 1 e utilizaremos
frequentemente a nova notagio para a funcio Serra.

Uma das vantagens no uso desta versao fracciondria da fungéo Serra é a de podermos
transformar por S conhecendo apenas zg, e ndo necessitando de conhecer os valores das
iteradas intermédias. Expliquemos: seja 0 < zg < 1 e iteremos

z1 = Frac(2zg)

zg = Frac(2zy)

Trt1 = Frac(2z), £ =0,1,2,3,...
Qual o valor de z para um valor de k muito grande? Dado que este processo de
recorréncia nao permite uma resposta rdpida, hd que tentar explicitar z; em fungéo de

Z¢. Vejamos duas propriedades elementares do operador Fracciondrio — F rac(z).

Proposigao 4.1.3 Sejam m um ndmero inteiro e T um outro ndmero qualquer. Entao,
Py) Frac(z + m) = Frac(z)

P3) Frac(mz) = Frac(mFrac(z))

Demonstracgao 4.1.4 .

Py)A primeira igualdade decorre da prépria definicdo do operador.
P;) Para mostrarmos a segunda igualdade considere-se um nimero inteiro k tal que
k <z <k+1 e portanto, Frac(z) = z — k. Entdo,

Frac(mFrac(z)) = (definigdo)
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Frac(m(z — k)) = (distributividade da multiplicagio relaticamente & adigdo)
Frac(mz — mk) = (mk é um nimero inteiro; P)
Frac(mz) 1

Com as propriedades agora enunciadas estamos em condicoes de voltar & notagao
fraccionaria da funcéo Serra, S(z) = Frac(2z), e escrever T dependente do valor inicial
xy. Vejamos:

To = To

z1 = Frac(2z)

zg = Frac(2z,) = Frac(2Frac(2zo)) = Frac(22zo)

z3 = Frac(2zs) = Frac(2z2) = Frac(2F rac(2%zo)) = Frac(23zo)

Esta pequena sequéncia leva-nos a conjecturar que a expressao pretendida poderd ser

enunciada na proposicio seguinte.

Proposigao 4.1.5 Sejam zo e xi 0s valores, respectivamente inicial e da correspondente

iterada de ordem k da funcdo Serra. Entdo, zp = F rac(2Fzo).

Demonstragio 4.1.6 (indugcdo matemdtica)

Usaremos a forma fracciondria da fungdo Serra.

A primeira iterada é r1 = Frac(2z¢), verificando a condi¢ao para k=1

Para averiguagio da hereditariedade consideramos, por hipdtese, T = Frac(2¥zo) e
por tese Ty = F rac(2%t1zg). Temos, pela funcdo dada,

Tryy = Frac(2zy) = (hipdtese de indugdo)

Frac(2(Frac(2*z9)) = (P; da proposi¢io anterior)
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Frac(2%+1zy)

Concluimos, assim, a validade da expressio enunciada para todo o k natural. W

Na tabela seguinte podemos observar que para o valor inicial zg = 0.48, por exemplo,

e iterando dez vezes por S(z) = Frac(2z), se tem que z = Frac (2k$0) , k=0,1,...,10.

k | xi 2%xg | Frac(2Fxg)
0.48 | 2x; | xg11= Frac(2x,), k>0 | 0.48 0.48
0.96 0.96
1 {096 192 0.92 0.96 0.96
2 1092 1.84 0.84 1.92 0.92
3 1084 1.68 0.68 3.84 0.84
4 1068 1.36 0.36 7.68 0.68
5 1036 | 0.72 0.72 15.36 0.36
6 1072 1.44 0.44 30.72 0.72
7 {044 | 0.88 0.88 61.44 0.44
8 | 0.88 1 1.76 0.76 122.88 0.88
9 10.76 | 1.52 0.52 245.76 0.76
10 | 0.52 | 1.04 0.04 491.52 0.52

Esta dependéncia directa entre z4 e g veio simplificar a iteragao sucessiva da funcio

Serra. Denominaremos esta relacio z; = Frac(2¥zy) por forma fraccionaria simplificada

da funcao Serra.

Lembramos, porém, o facto de as poténcias de 2 serem valores que aumentam muito

rapidamente tornando-se, por isso, dificeis de trabalhar numericamente. Daf esta forma

nao ser aconselhavel em termos computacionais. Contudo, &€ a melhor forma de trabalhar

0 caos teoricamente, como veremos i frente.
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Computagao directa das iteradas da fungao Tenda

As duas relagdes tratadas anteriormente sao ferramentas fundamentais para o trabalho
com a fungao Tenda. Vejamos:

Suponhamos que temos o valor inicial zy e pretendemos determinar o valor de z; apés
k iteragoes desta fungdo. Um dos métodos seria iterar sucessivamente a funcio até a
iterada de ordem k, o que pode ser um processo bastante moroso... Neste momento, com

as ferramentas adquiridas, o procedimento é bastante simplificado:

1. recorrendo a propriedade da substitui¢Go determinamos a iterada de ordem k—1 da

transformacao Serra (utilizando a forma fracciondria simplificada) obtendo

y = S5 Y(zo) = Frac(2¥1xz);

2. de seguida transformamos uma tnica vez y pela fungio Tenda, obtendo

zr =T(y) =2y,sey <05 0uz=T(y) =2 -2y, sey > 0.5.

Assim, ao invés de iterarmos k vezes a funcao Tenda, apenas temos de calcular uma
poténcia de 2 e efectuar duas multiplicagdes e uma adicao, ji que a tarefa no célculo
de Frac(2¥~'zp) é negligencidvel, pois a parte fracciondria de um mimero resume-se em

extrair-lhe a sua parte inteira!

Exemplo 4.1.7 O ponto inicial zo = 0.48 é um ponto periddico da fungdo Tenda, de
pertodo 10 (figura 4.1.1). Podemos verificar esta caracteristica sem iterar dez vezes a
funcgédo. Seja

y = S%(0.48) = Frac(2® x 0.48) = Frac(245.76) = 0.76

z10=T(y) =T(0.76) =2 — 2 x 0.76 = 0.48

Logo, 19 = T1°(0.48) = 0.48 = g , como pretendiamos.
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x{n+1)

Figura 4.1.1: T'9(0.48) = 0.48

Exemplo 4.1.8 O ponto zy = 0.62 é um ponto pré-periddico de perfodo 10 da funcio

Tenda (figura 4.1.2), uma vez que

z1 = T(0.62) = 0.76

z9 = T(0.76) = 0.48 e este é periddico de perfodo 10.

08

06

Xn+1)

04

02

Figura 4.1.2: xzq = 0.62; T?(x9) = 0.48 e T1°(0.48) =

x(n)

pré-periddico de perfodo 10 da funcio Tenda.

0.48, logo 0.62 ¢é um ponto

Sumadrio 4.1.9 Nesta secgio estuddmos e relaciondmos as seguintes fungdes

e Funcao Serra:

2x se 0<z<05

S(x) =

2r—1 se 056<z<1
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2z se 0<zx<0.5
o Fungdo Tenda: T(z)=
2—-2¢ se 05<z<1

e Forma fracciondria da fungdo Serra: S(z) = Frac(2z) para 0 < z < 1 com

Frac(z) =z — k se k <z < k+ 1, sendo k inteiro

o Forma fracciondria simplificada para a iterada de ordem k da fungdo Serra:
— Qk — k

zx = S*(xo) = Frac(2°zo)

e Propriedade de substitui¢do: Tk(z) = TS*1(z)

Logo, para obter o valor da iterada de ordem k da funcdo Tenda para um certo valor

inicial =g, basta fazer

P . y<05
y = §* H(zp) = Frac(2¥ 'zo) e calcular zx = T*(xo) = T(y) = v v
2-2 , y>05

4.1.1 Numeros bindrios. Expansao bindria de um mimero real.

Sabe-se que um mimero bindrio, ou niumero representado no sistema de base dois, é uma
sequéncia formada unicamente pelos algarismos Oel.

Recordemos que a representacao de um niimero no sistema decimal, com os algarismos
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ¢ uma representagao posicional referente as poténcias de base 10.
Por exemplo, 32410 = 3 x 102 + 2 x 10 + 4 x 10°

Da mesma forma, na representacdo de um nimero no sistema de base 2, a posigao
ocupada por cada um dos algarismos O ou 1 & relativa a uma poténcia de 2. Por exemplo,
11011, =1 x 22 +1x 2 +0x 22+ 1x 21 +1x 20 =27y9

Vejamos qual a representagao, no sistema binério, do mimero 324 .
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Dado que no sistema de base dois cada grupo de dois elementos forma uma unidade
de ordem superior, s6 temos de efectuar sucessivamente a divisio inteira, daquele nimero
por dois, até que o quociente seja inferior a 2, e considerar os respectivos restos e o tiltimo
quociente.

Assim, no caso do nimero 324, temos
324 | 2

0 162) 2
0 81| 2
1 40| 2
0 20| 2
0 10| 2
0 5 1!2

1 2] 2

N0 1
—

32410 = 1010001002 =1 x 28 +1 x 26 4 1 x 22

Como trabalhar com niimeros nio inteiros? O procedimento continua a ser baseado
nas poténcias de base 10 (sistema decimal) ou de base 2 (sistema bindrio), agora com ex-
poente negativo consoante a posigio do algarismo a direita da virgula/ponto. Por exemplo,
324.7510 =3 x 102 +2 x 10" + 4 x 10° + 7 x 10~1 + 5 x 10~2.

Na forma bin4ria o nimero 0.5;4 é representado por 0.13. Com efeito,

0.516 =1/2=1x2"1=0.13 . E também podemos escrever 0.7519 = 0.113 uma vez
que

011 =1x2"1+1x272=1/2+1/4 = 0.75.

Assim, de uma forma geral, sendo z um ntimero real compreendido entre 0 e 1 a

sua representacao bindria é da forma z = 0.a1a2a3... em que cada ar € 0oule
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r=a12 ' +a2 2 +az23+---

As dizimas infinitas periédicas no sistema decimal mantém-se periédicas na represen-

tacdo bindria. Por exemplo, 1/3 = 0.013 ou 1/9 = 0.000111
Observacao: tal como em R podemos escrever
1=1.000...=100ul=209999...=039,

também no sistema bindrio esta situacdo deve ser considerada. Por exemplo, o niimero

decimal 0.5 pode ter duas representagdes no sistema de base dois, que sao
0.510 = 0.1p = 0.10 ou 0.5 = 0.011111... = 0.01>.
Veremos adiante que esta ambiguidade terd de ser tida em conta.
Vejamos qual o nimero representado por 0.110013 = 0.110011111... Temos

9149724 254264974, =2142242 0 x 4x=

progressio geométrica de razdo 1/2

=2"14224+274=13/16

Qual a representacio bindria do nimero racional 7/ 127

Se, dado um nimero inteiro, a sua representagao bindria se obtém efectuando as su-
cessivas divisdes inteiras por 2 e considerando os respectivos restos, € natural que a re-
presentacdo binsria da parte fracciondria se consiga multiplicando sucessivamente por 2 a
parte fracciondria e considerando, depois, as respectivas partes inteiras. Vejamos como se

pode organizar este procedimento.
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= parte fracciondria = Frac(zo) | parte inteira = I'nt(x)
2o = 7/12 7/12 0.

2z parte fracciondria = Frac(2z) parte inteira = I'nt(2z)
7/6 1/6 1
1/3 1/3 0
2/3 2/3 0
4/3 1/3 1
2/3 2/3 0
4/3 1/3 1

7/12 = 0.1001,

A representagio binsria do nimero decimal 0.375 pode obter-se da mesma forma:

z = Frac(zg) Int(xg)

zo = 0.375 0.375 0.
2z parte fracciondria = Frac(2z) | parte inteira = I'nt(2z)

0.75 0.75 0

1.5 0.5 1

1 0 1

0 0 0

0.375 = 0.011,

Qual a major diferenga entre dois niimeros binarios do intervalo unitdrio? A resposta

& ébvia: 1!

E entre dois nimeros que tenham em comum os primeiros digitos a seguir & vir-
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gula/ponto, por exemplo, os dois primeiros ou os cinco primeiros digitos?

Suponhamos que aqueles digitos comuns s@o todos iguais a 0 (o raciocfnio € igual se
forem iguais a 1 ou qualquer sequéncia de 0’s e 1’s).

Consideremos a o maior dos niimeros que conseguimos escrever no sistema bindrio
com os primeiros dois digitos iguais a zero: a = 0.0011111...; seja b o menor daqueles

ntmeros: b = 0.0000... . Entdo, |a — b| = 0.0011111...= 273 4+27%+27%+... =

s

progressio geométrica de razéo 1/2
272 = 0.25. Assim, a maior diferencga entre dois nimeros do sistema binario com os dois

primeiros digitos em comum é igual a 272.

Facamos o mesmo para nimeros bindrios com os primeiros cinco digitos a seguir a
virgula/ponto iguais.(consideremos agora que sdo iguais a 1).

Entdo, o menor deles é ¢ = 0.11111000... = 0.111110 e o maior é d = 0.111111....

Agora, |c—d| =0.00000I= 2%+277+2°%4... =27°

progressio geométrica de razdo 1/2

Podemos afirmar:

Proposigao 4.1.10 Sejam x e y elementos do intervalo unitdrio e considerem-se as res-
pectivas expansdes bindrias ¢ = 0.a1a203 ... ey = 0.bbabs. .. .

Sea;="b; parai=1,...,k, entio |z —y| < 27F.

Demonstracao 4.1.11 Sem perda de generalidade da demonstra¢ao, assuma-se que

>y.

Sejam, £ = 0.0102a3 . . . ARk +10k12--- €y = 0.bibabs .. . brbri1bryo..., comk > 1e
a1 = by,ay =ba,...,ar = b.

FEntao,

|z — y| = !0.0,10,20,3 e QrQk110k+2 - .- — 0.01b2b3 . .. brbr+1bk+2 .. J <L
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< |0.a1a2a3 een akT — 0.b1bob3. .. bkﬁl =

Conclutmos, assim, o pretendido. B

A propriedade que acabsmos de demonstrar ser-nos-4 titil no prosseguimento do nosso

estudo.

4.1.2 A funcao Serra e a expansao bin4ria

Continuemos a procurar analogias entre o nosso sistema decimal e o sistema binrio.
Vejamos o que se passa na multiplicacdo por 10 e por 2, respectivamente.
No sistema decimal o resultado da multiplicagdo de um qualquer niimero por 10 obtém-
se, em termos préticos, na deslocagao da virgula/ponto um algarismo para a direita.
Vejamos o que acontece no sistema bindrio quando multiplicamos por 2 = 10, que é o
mesmo que adicionar um niimero com ele préprio. Por exemplo,

se a = 0.001013 , entdo

0. 0 01 0 1
+ 0. 0 0 1 0 1 ouseja,
00 01 010

210 X a = 102 x 0.001012 = 0.00101 + 0.001015 = 0.01010,
a = 0.001012 = 72”a = 0.010102 (o ponto deslocou-se uma casa para a direita)
Vejamos outro exemplo:

b =0.101011,. Entéo,
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00 1 01 0 1 1
+ 0.1 01 011
. 010110

(210b); = 102 x 0.1010112 = 1.0101102 (deslocamento do ponto para o dfgito & direita)
De uma forma. geral, a multiplicagdo por 2 resulta na passagem do nimero 0.a1a2a3a4 - . .
para o nimero ai.a2a3a4 - - -

_ 2z se 0<z<05 . o
Como actua a fungao Serra, S(z) = , no sistema bindrio?

2r -1 se 05<z<1
Utilizando a representagdo binsria poderfamos definir a fungéo da seguinte forma:

10 x z se 0<z<0.1 |
Sz(.’L‘) = _]é. que 102 = 210 e 0.12 = 0.510
W0xz—-1 se 01<z<L1

Por exemplo, S2(0. 0 1011) = 0.10110 (deslocamento do ponto para o digito & direita),
enquanto Sy (0._1)1011) = 1.10110 — 1 = 0.10110 (deslocamento do ponto seguido da
diminui¢do de uma unidade). Vejamos outro exemplo deste tipo transformando w =
0.100101 por S2. Dado que w é maior do que 0.1, temos

S (0.100101) = 102 x 0. 100101 — 1 =1.001010 — 1 = 0.001010.

Assim,

S(0.0aza3ay4 . ..) = 0.a2a3a4. ..

S(0.1azazayg . ..) = l.agazay ... — 1 = 0.a2a3a4 . ..

De um modo geral temos

z = 0.a1a2a3a4 ... = S(z) = 0.az2a3a4. ..

Portanto, sendo o nimero (no intervalo unitério) maior ou menor do que 0.12, o pro-
cedimento para obter o seu transformado pela fungdo Serra pode descrever-se em dois

passos:
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1.? - movimento/deslocamento da virgula/ponto um digito para a direita;

2.9 - anulamento do digito que ficou & esquerda da virgula/ponto.

Observamos, assim, a facilidade de trabalho entre mimeros bin4rios e a funcdo Serra.
Neste contexto é habitual denominar a funcgdo por shift operator que, numa tentativa de
traducao, podemos mencionar operador do movimento.

Vejamos a aplicabilidade destes resultados:

To | representagdo bindria S (x), (z1)19
1/4 0.01 0.10 1/2
1/2 0.1 0.00 0
0.375 0.011 0.110 0.75
7/12 0.1001 0.001 1/6
13/16 0.11001 0.1001 5/8
1/9 0.000111 0.001T1000 | 2/9

Chegdmos ao momento de nos debrucarmos sobre a formalidade na escrita, em ex-
pansao bindria, de um niimero do intervalo [0,1). J4 havfamos referido a equivaléncia
nas representagoes, por exemplo, 0.5;9 = 0.01; = 0.102 ou 139 = 1.0, = 0.1,, entre ou-
tros. Com a precisdo do operador do movimento h4 que uniformizar esta representacao.
Vejamos a razio.

Recordemos que os dois pontos mais problematicos da funcéo Serra s@o o 0.5 (ponto
de mudanca de ramo da funcao) e o ponto 1 (tinico ponto em que nao é vélida a forma
fracciondria da fungdo Serra). Contudo, decidimos na altura nio nos preocuparmos com
este tltimo, por ser um ponto irrelevante para a dindmica da iteracdo da funcao Serra.
Manteremos esta postura relativamente a unidade.

Debrucemo-nos, entdo, em 0.5 e utilizemos o operador do movimento considerando as
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suas duas versoes bindrias:

x S (x)
0.1 {00=0
0.01 |01=1

Quer num ou no outro caso o operador do movimento conduz-nos a resultados diver-
gentes.

Nabo é dificil perceber a notacio a usar. Para se alcangar o resultado correcto estipula-
mos, agora, que nao se utilizem expansoes com 1 como digito de repeticao, ou, por outras
palavras, a expansdo binéria de um niimero nao pode ser periédica (simples ou composta)
com bloco repetido I. Assim, fica determinado que 1/2 = 0.1 e néo 0.01 ou 1/4 =0.01 e

ndo 0.001, etc.

O operador do movimento e a representagao bindria de numeros racionais ou

outro algoritmo para obter a representagao bindria de mimeros racionais

O primeiro algoritmo que utilizdmos para escrever um nimero do sistema decimal na forma
bindria baseava-se na nogao de sistema de numeragao de base dois - cada grupo de dois
elementos forma uma unidade de ordem superior. Por essa razio usamos sucessivamente
a divisdo inteira por dois. Se o nimero nao fosse inteiro, a representagao bindria da sua
dfzima obtinha-se por cslculo inverso: utilizdmos a multiplicagéo sucessiva por dois.

Munidos com o operador do movimento podemos agora estudar um outro método que
nos permitirs obter a representagio bindria de um niimero racional. Vejamos como.

Seja £ um nidmero (0 < z < 1) do qual pretendemos conhecer a sua representacao

binaria 0O.agaia2a3a4. ..
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Fagamos zg = = e comecemos a iterar o operador do movimento. Vamos obter suces-

sivamente os valores 1 = S (z,) = Frac(2z,) , n=0,1,2,...

Entao, os digitos bindrios de z sio

0, zp < 1/2
ap = ,para k=0,1,2,...

1 , nos outros casos

Exemplo 4.1.12 Utilizemos um dos nimeros jé trabalhados anteriormente.

Seja z = 0.375
k  xp  x; <127 digito bindrio a, 2x, Frac(2x;) = xp.
0 10.375] s(sim) | 0 0.75 | 0.75
L 11075 n(ndo) 1 1.5 0.5
2| 0.5 n 1 1
3 0 s 0 0
b ; ‘

Logo, 0.375 =10.011,

Exemplo 4.1.13 Outro valor que convertemos no sistema bindrio foi 7/12. Utilizemos

agora esta técnica e confirmemos o resultado.

'k xi xe< 127 digito bindrio a, 2xs Frac(2xy) — xgu ;
0 |7/12 n 1 %6 1/6
11 1/6 s 0 13 13
2 |13 s 0 23 273
3123 n 1 a3 173
4173 s 0 23 23
5 |23 n 1 a5 13
6 | 173 s 0 23 23
Logo, 7/12 = 0.1001
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4.1.3 A fungio Tenda e a expansao bindria

A expansdo bindria & importante na anédlise das trés propriedades do caos: sensibilidade
as condicdes iniciais, transitividade topolégica e a densidade dos pontos periédicos. J4
trabalhémos a representagio bindria para a fungdo Serra, fagamo-lo agora para a fungao

Tenda. Antes, contudo, introduziremos a nogao de nimeros duais.

Definicao 4.1.14 Dois numeros decimais a e a* dizem-se duais se a sua soma é igual a

10(10).

Da mesma forma dois niimeros bindrios sio duais quando a sua soma é igual a

10(2) = 210)

Por exemplo, o dual de b = 4.2247 & b* = 5.7753, porque

b+ b* = 4.2247 + 5.7753 = 10(10).

Os nimeros decimais 3.246 e 6.753 dizem-se nimeros duais, porque

3.24610) + 6.753(10) = 9-9(10) = 10(10)-

E fécil constatar que o dual do nimero decimal = = a;y.aza3a4 ... € o nimero

z* = a}.ajaja)... com af =9 —ax para k =1,2,3,...

De modo analogo, no sistema binario os niimeros a = 1.01001 e a* = 0.10110 s&o duais
pois a + a* = 1.01001 + 0.10110 = 1.1T = 10y).

Assim, o nimero bindrio dual de £ = a1.a203a4 - - -(dois) € T~ = a3}.a3030y . - -(dois) » COM
a; =1—a para k=1,2,3,... ou, 0o que é equivalente,

o digito binério dual do digito binério a pode definir-se como segue:

1 se a=0

0 se a=1
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Podemos, agora, explorar o efeito da expansio bindria na func¢io Tenda.
Recordemos que esta funcao ¢ definida por
2z se 0<z<05

T(z) =
2-2x se 05<zx<1

Seja x € [0,1] e a sua expansdo bindria z = 0.a;a2a3 . ..
Se £ < 1/2, entdo a transformagao pela fungio Tenda é a mesma que para a fungéo
Serra: T (z) = 0.azasay ... (x < 1/2).

Sex>1/2,entao S(z) =2z —1e

T(z)=2-2z=1-(22-1)=1-S(z)=1-0.a2a3a4... = O.alalal...

Entao, a representacio bindria da funcao Tenda é dada por

0.a2a3a4... se a; =0
T (0.a1a02a3...) =
0.a3a3a;... se a;=1

Por exemplo, T (0.01011) = 0.1011; T'(0.11011) = 0.0100T (ou 0.0101)

4.2 Caos na fungao Serra e na funcao Tenda

Relembrando que, segundo Devaney, uma funcio se diz caética quando é simultaneamente
- topologicamente transitiva,
- apresenta sensibilidade as condigdes iniciais e
- 0s pontos periédicos sao densos,

passaremos a mostrar que as fungoes Serra e Tenda s@o caéticas em [0, 1].
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4.2.1 A funcao Serra e a transitividade topolégica

Verifiquemos que a fungio Serra apresenta transitividade topolégica. Com efeito, sendo I
e J dois pequenos intervalos abertos, existe um ponto inicial xo, em I, cuja drbita entra
em J ao fim de algumas iteradas (figura 4.2.1). Usando o operador do movimento € facil

constatar esta caracteristica.

4 4 L]

off— gt
° 0.01 o as 1
0.00101101 0.11001101

Figura 4.2.1: Dois valores iniciais o que, ao fim de algumas iteradas, alcancam um pe-
queno intervalo de 0.0110

Sejam I e J dois quaisquer intervalos e seja n > 0, de tal modo que a amplitude do
intervalo I seja maior do que 1/2"~!. Seja, ainda, im 0 ponto médio do intervalo I, e y
um ponto do intervalo J. Consideremos as suas representagoes bindrias tm = 0.a1a2a3. ..
ey = 0.b1bobs3 ... . Pretendemos encontrar/construir um ponto inicial zo em I que, ao fim
de exactamente n iteragdes do operador do movimento, seja igual a y, em J (y € 0 nosso

ponto alvo). Fazendo



94 Caos na fungdo logistica

zo = 0.a1a2...a,bibobs ...

isto é, a representacdo bindria de zo obtém-se copiando os n primeiros digitos do ponto
médio ¢ de I e acrescentando todos os outros digitos de y, em J, obtemos o pretendido.

Com efeito, desta forma fica garantido que z¢ ests em I, uma vez que |im — 2o < 277,
ou seja, a distancia de zg a i, é, no méximo, metade da amplitude de I.

Por outro lado, ao fim de n iteradas do operador do movimento tem-se que

Tp =0.b1bobs...=y.

Cumprimos, assim, o objectivo - no caso do operador do movimento (funcao Serra no

sistema bindrio) é possfvel alcangar/atingir qualquer ponto alvo do intervalo J.

4.2.2 A fungao Serra e a sensibilidade as condicées iniciais

Podemos considerar uma definicdo mais precisa de sensibilidade as condi¢oes iniciais para
a fungdo Serra: dado um qualquer ponto 2o entre 0 e 1, existe um ponto yo arbitrariamente
proximo de xo tal que o resultado das iteracoes iniciadas em zg e Yo acabard por afastar-se
de um certo limiar. Este limiar devers ser o mesmo para todos os pontos zg no intervalo
e & denominado constante de sensibilidade. Observamos que nio é exigido que todas as
Orbitas iniciadas perto de zg excedam aquele limiar.

Utilizando o operador de movimento este limiar pode ser tdo grande quanto 1 /2. Come-
cemos com um ponto Ty qualquer escrito na sua representacao binaria. Para ser totalmente
aleatério, podemos considerar que a sua representacdo bindria é gerada pelo lancamento
de um dado - se sair face par o digito a escrever ser4 0, caso a face seja fmpar o digito serd

1. Um resultado possivel poders ser

o = 0.0101101011100011001...
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Tentaremos agora encontrar um ponto yo, arbitrariamente préximo de zo, de tal modo
que a diferenca para a érbita de zg atinja o limite/limijar 1 /2 para alguma iterada. Podemos
escolher yo de tal modo que a sua representagdo binsria difira da de zo por um digito
apenas. Por exemplo, se exigirmos que a distancia de yo para z¢ seja, no méximo, de 277
basta alterar o oitavo digito de zo. Assim,

yo = 0.0101101111100011001...

Ap6s sete iteragoOes temos

z7 = 0.011100011001... < %

y7 = 0.111100011001... = z7 + }

Deste modo,

lyr — 27| = 3

como querfamos.

Assim, para cada zg de ]0, 1| encontramos pontos yo tdo perto de To quanto queiramos,

com aquela caracterfstica e conclufmos que a fungéo Serra é sensfvel as condigdes iniciais.

4.2.3 A funcio Serra e a densidade dos pontos periédicos

Consideremos um qualquer ponto Yo cuja expansao bindria é yo = 0.@1a2a3 .- k. E facil
constatar que, nestas condigdes, yo € um ponto periédico de perfodo k. Com efeito, ap6s
k iteracdes de f obtemos outra vez o valor inicial yo e ap6s mais k iteragoes da fungao
voltamos a encontrar o mesmo valor yp. Aquela sequéncia de digitos bindrios representa,
entdo, um ciclo de comprimento k. E facilmente podemos construir ciclos de qualquer

comprimento.

Entretanto, consideremos zo um qualquer valor inicial cuja expansao bindria é
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To = 0.a1a2a3. .. e seja wg = 0.@1azas .- - ax para algum k.

Nestas condigoes, ¢ e wy diferem, no maximo, por 27k e wyg € periédico. Isto &, para a
fungao Serra existem tantos pontos periédicos quantos os valores de zg, do intervalo [0,1],
e tao préximos de zo quanto se queira. Assim, os pontos periédicos da funcao Serra sio
densos.

Por exemplo, seja g = 0.011101001101001011101101.... Com wo = 0.0111, periédico

de perfodo 4, temos |zg — wo| =277 < 274,

4.2.4 A funcao Tenda e a densidade dos pontos periédicos

Quais sao os pontos periédicos da funcio Tenda?

Procuremos os pontos z¢ tais que z, = zo = T" (x) para algum valor de n, sendo
zr = T (zk_1) para k = 1,...,n. Como proceder? Basta pegar num ponto periédico wy,
com perfodo n para o operador do movimento, e aplicar a fungao Tenda para obter um
ponto periédico zg = T (wp) de T. Confirmemos esta afirmacio.

Seja wop = S™ (wp) um ponto periédico de perfodo n da funcéo Serra. Utilizaremos,
também, a propriedade de substituicdo em que a iteracio da fungdo Tenda i vezes suces-
sivas, pode ser substitufda pela iteragdo da fungao Serra (i — 1) vezes, seguida de uma
transformacao pela fun¢do Tenda. Temos, ent3o,

T" (zo) = T™ (T (wo)) = T™*! (wg) = T (S™ (wp)) = T (wp) = zg, 0 que significa que
Zo € um ponto periédico de perfodo n da fun¢ao Tenda, como pretendfamos.

Registemos, ainda, que o conjunto dos pontos periédicos da fungido Tenda é um con-
junto denso, uma vez que the pertencem os pontos densos da fungdo Serra. Com efeito,

se considerarmos zg (zo € [0,1[) com a expansdo bindria 0.a;...a,..., entdo o ponto
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wo = 0.0a1 ... an (wo < 1/2) & periédico por S com perfodo (n + 1). Daqui, 7o = T (wo) =
0.21 ... a,0 e xg & ponto periédico de de T' com perfodo (n + 1).

Por exemplo, seja I = [27/32,28/32]. A este intervalo pertencem todos os pontos cuja
expansao binaria é 0.11011.... Procuremos um ponto periédico em I. Consideremos,
por exemplo, o ponto médio do intervalo, 55/64 = 0.110111, e facamos, de acordo com o
exposto anteriormente, wp = 0.0110117 .

Assim,

z =T (wp) = T (0.0110111) = 0.1101110 = %‘73, ponto periédico com perfodo 7.

4.2.5 A funcdo Tenda e a sensibilidade as condigoes iniciais

Consideremos um qualquer ponto zo do intervalo unitério e a sua representagéo bindria,
por exemplo, z¢ = 0.a;1a2a3... .

Para um dado valor de n (n > 0), procuramos um ponto yo préximo de zg, tal que
|To — yo] < 27™ e tal que as 6rbitas de zg e de yo difiram, em alguma iterada, por e = 1/2.
Fazendo

yo = 0.a1...a,0},  10n12Gn+3...

isto &, alterando o digito de ordem n + 1, obtemos |zo — yo| < 27" e prova-se que
|zn — yn| = 1/2. Vejamos:

se a,, = 0 temos

Tn=T"(z0) =T (S™ ! (20)) = e yn =T (yo) =T (5" ' (w0)) =
=T (0.6nGn+10n+20n+3-..) = =T (0.an0} 4 10n+20n+3.-) =
=T(0.0ap+10n+20n+3...) = =T (O.Oa;+1an+2an+3...) =

= 0.an+1an+2an+3... = O.a;+1an+2an+3...
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o que faz com que, neste caso, [T, — yn| = 1/2;

se a, = 1 temos

Tn=T"(z0) =T (S ' (z0)) = e yn =T" (y0) =T (5! (w0)) =
=T (0.anan+1an+2an13...) = =T (O.ana;+1an+2an+3...) =
=T (0.1an11an+2an43...) = =T (0.1a},ant2an43...) =

=0.a;, 1105205 3. = 0.an+105, 905 3.

e, também neste caso, [T, — y,| = 1/2, como pretendfamos provar.
Assim, dado um qualquer ponto zg entre 0 e 1, existe um ponto yo arbitrariamente
préximo de o tal que as drbitas de zg e yo acabam por diferir, nalguma iterada, por 1 /2.

Esta caracterfstica é garantia de que a fungao Tenda é sensfvel as condigdes iniciais.

4.2.6 A fungao Tenda e a transitividade topolégica

Dados dois quaisquer intervalos abertos I e J do intervalo unitério, é sempre possivel
escolher um valor de n suficientemente grande e os dfgitos a; ... a, € b; ... b, para os
quais todos os nimeros bindrios em [0, 1] cuja expansao bindria comega por a; as...a, estao
no intervalo I e todos os nimeros bindrios iniciados por bybs...b,, estiao em J.

Seja zg € I de tal modo que a n-ésima iterada é elemento de J, ou seja, z, = T™ (zo) €
J. Iremos considerar duas situagoes: o caso de a, = 0 ou a,, = 1.

Se a, = 0 fazemos z¢ = 0.a;...anb;...b, e verifica-se que, para este valor assim escolhido,

Tn =T (z0) =T (S"! (z0)) =

=T (0.apby..b,) =

=T (0.0b;...b,) =

=0b..bpeJ
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Se an = 1 escolhemos g = 0.a1...a,b}...b}, e temos

T =T"(z9)=T (S"‘1 (:vo)) =

=T (0.a,b7...0}) =

=T(0.14%...0}) =

=0.b;..0,111... € J

Em ambos os casos zg € I e a n-ésima iterada z, € J.

Assim, a partir de um qualquer ponto do intervalo I é possfvel alcangar o intervalo J,

isto &, a fungao Tenda é topologicamente transitiva.

Conclufmos, entéo, que a fungio Serra ¢ cadtica, bem como a funcdo Tenda.

4.3 Conjugacao topolégica

Definigao 4.3.1 Sejam as fungées f : D — D e g: E — E. Dizemos que f é topologi-
camente conjugada a g se existir um homeomorfismo v : D — E tal que To f = go T.

Neste caso, T € denominada uma conjugacdo topoldgica.
Representemos esta relagao pelo diagrama:

f

D — D
T T
E — E
g
Num diagrama mais detalhado temos:
zeD L f(z)eD
T lr

T@EE — 1(f@)=9((@)€E
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E f4cil perceber que chegaremos ao mesmo elemento seguindo algum dos dois caminhos
indicados pelas setas. Dizemos que o diagrama é comutativo.

Como 7 é um homeomorfismo, entao existe a sua inversa 7! e temos

1 (f(2))) = f(2).

Dado que 7 comuta com f e com g podemos substituir na igualdade anterior 7 (f (z))

por g (7 (x)) e escrever

T Hg(r(2))) =f(z).

Esquematicamente,
I, p z Lof@=rtere@)
7] R ou Tl 1771
E — E T(z) — 9(7(z))
g g

Do mesmo modo, se y € um elemento de E, temos 7 (f (771 (y))) = g (y).

Relembramos que uma fungao ¢ : D — E é um homeomorfismo quando & bijectiva,
contfnua e a sua fun¢do inversa também é contfnua.

A seguinte proposicao, que nao demonstraremos, vai ajudar a perceber a relacao entre

dois espagos homeomorfos.

Proposicao 4.3.2 Sejam D e E subconjuntos do conjunto dos miumeros reais e seja
¢ : D — E um homeomorfismo. Entdo,
a) o conjunto U, de D, é aberto sse ¢ (U) é aberto em E;
b) a sucessio 1,z2,x3,... em D converge para x, em D, sse a sucessao
w(z1),¢(x2),0(x3),... converge para ¢ (x), em E;

¢) o conjunto F é fechado em D sse o conjunto ¢ (F') é fechado em E;
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d) o conjunto A é denso em D sse o conjunto p (A) é denso em E.

Assim, se D e E sao homeomorfos, entdo as topologias de D e de E sao iguais. A
condicdo T o f = g o T garante que as dinimicas também sdo iguais. O teorema seguinte

confirma esta afirmacao.

Teorema 4.3.3 Sejam D e E subconjuntos do conjunto dos nimeros reais, f : D — D,
g: E— E eT: D — E uma conjugagdo topoldgica de f e g. Entao,

a) 771 : E — D é uma conjugagdo topoldgica;

b) 7o f* = g" o1, para todos os nimeros naturais n;

¢) p é wm ponto periddico de f sse T (p) é um ponto periddico de g. Além disso, os
periodos primitivos de p e de T (p) sdo iguais;

d) se p é um ponto periddico de f cujo conjunto estdvel é W* (p), entdo o conjunto
estdvel de T (p) é T (W? (p));

e) os pontos periddicos de f sdo densos em D sse os pontos periddicos de g sGo densos
em E;

f) f é topologicamente transitiva em D sse g é topologicamente transitiva em E;

g) f é caética em D sse g € cadtica em E.

Demonstracao 4.3.4 Auziliar-nos-emos, em partes da demonstragio deste teorema, de
diagramas comutativos que acompanhardo alguns dos argumentos.

a) Por defini¢io de conjugacio topoldgica (T é uma conjugagdo topoldgica, por hipétese),
T é uma funcdo bijectiva, continua e a sua inversa 7! é também uma fungio continua.

1

Consequentemente, é trivial a demonstracio de que T~ é um homeomorfismo de E

em D.
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Por outro lado, ainda pelo facto de T ser uma conjugacdo topoldgica, verifica-se a
tgualdade To f = go .

Operando pela composi¢io de funcées T7~! em ambos os membros desta tgualdade, @

esquerda e & direita, temos
-1

1 _

oroforl=r"logororl

T

que € equivalente a
forl=r7"1og

O diagrama seguinte reforga esta ultima igualdade:

) L frtw) =)

11 Trt

Yy — g(y)
g

1 1

Por r~

ser um homeomorfismo tal que for ! =7"1o ca provado que 77! é uma
q 9, p q

conjugacao topoldgica.
b) Provaremos que T o f* = g™ o 1, pelo método de indugdo matemdtica.

Para n =1 verifica-se que To f = gor.

Supondo vdlida aquela igualdade para n, também o serd para n+ 1, uma vez que, pelas
propriedades operatorias da composi¢do de fungdes, podemos escrever

o f"l=(rofMof=(g"or)of=g"o(rof)=gTo(gor) =gtloT,

concluindo, assim, o pretendido.

Poderiamos ter optado por uma visualiza¢do em diagramas comutativos, como se segue,
muito elucidativa: seguindo uma direccdo ou outra, no exterior do diagrama, obtemos o

mesmo resultado.
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Jug poiog

p Y. p L p L ... L p
7] I I I
g g g g

¢) Suponhamos que p (p € D) é ponto periddico de periodo k de f. Entdo, f* (p) = p.

Fazendo uso de um diagrama comutativo temos

k
pep L ff*(p)=peD

T lT
T(p)EE Y g (7 (0) = 7 (F* (»))

Assim, g5 (T(p)) =T (fk (p)) = 7 (p), 0 que significa que T (p) é ponto periddico com
pertodo k de g.

Mostremos, ainda, que k é o perfodo primitivo de T (p) . Se 0 < n < k, entdo g" (7 (p)) =
7 (f™ (p)) # 7 (p), uma vez que T é injectiva e ™ (p) # p para 0 < n < k. Portanto, 7 (p)
é ponto periddico de g com periodo k.

Conclufmos, entdo, que T transforma pontos periddicos de f em pontos periddicos de

g. Como 771

é uma conjugagdo topoldgica (alinea a), de modo andlogo se prova que se g
(q € E) é ponto periddico de g com perfodo primitivo k, entdo 7~ (g) é um ponto periédico
de f com perfodo primitivo k.

d) Seja p um ponto periédico de f com perfodo primitivo k , ou seja f*(p) =p e
ff(p) #p, com0<n<k, esejax um elemento do conjunto estdvel de p, isto é, para

cada 6 > 0 existe um N tal que sen > N, tem-se |fk" (z) — pl < 8. Temos de mostrar que

para cada € > 0, eziste M tal que para n > M entdo |gk” (t(z) -1 (p)| <e.

Suponhamos € > 0. Dado que T é continua, existe um é > 0 tal que
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ly—pl<d=|r(y) -7 (p)I<e

Escolhendo M de tal modo que se n > M tenhamos ‘ () — pl < 4, por continuidade
da funcao T temos

|7 (f** (@) =7 ()] = |¢*" (7 (2)) =7 (p)| < &

e conclutmos a prova.

e) Por 4.3.8 ¢) e por 4.3.2 d)

f) Seja f: D — D uma fungao com transitividade topoldgica. Pretendemos demons-
trar que a funcdo g : E — E também tem essa caracteristica. Para tal, basta mostrar que
sex ey sdo elementos de E e € > 0, entdo ezxiste um elemento z de E tal que |z —z| < ¢
e |g™ (2) — y]| < € para algum n.

Consideremos, entdo, os elementos de D, =’ =771 (z) ey’ =771 (y).

Pelo facto de T ser contfnua, tem-se que para cada € > 0 existe um 8, tal que

lw—2| < b = |7 (w)—7 ()| =|r(w) —z| <€ (i)

Do mesmo modo, eriste um 6y tal que

lw—y| <dy=|r(w)—7@)|=|r(w)-yl<e  (ii)

Fagamos 6 = min {0,,08y}. Pelo facto de f ser topologicamente transitiva eziste 2', em
D, tal que |z’ — 2'| < & e [f*(2') — /| < & para algum valor de n. Seja, agora, z = 7 (2').
Entao,

' =2 <d<éb; = |z—z|=|7(Z)—71(d")] <e

por (i)

1" (2") =9I <6< 4y o

lg" (2) —yl =1g" (r (&)) -7 @) =7 (/" (&) -7 (V)| < e

Logo, g é topologicamente transitiva em E.

Pelo facto de 7™ ser uma conjugacio topoldgica de g para f, argumentacio andloga
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justifica a implicagdo inversa, ficando concluida a demonstragdo da propriedade.

g) Para justificarmos esta propriedade atendamos ao teoremal sequinte:

Teorema:

«Seja D um subconjunto infinito de nimeros reais e f : D — D uma fun¢do continua.
Se f é topologicamente transitiva em D e os pontos periédicos de f sao densos em D, entdo
f € cadtica em D ».

Entdo, por f e g serem continuas, por 4.3.3 ¢) e f) e pelo teorema enunciado, podemos
concluir que f € cadtica em D sse g é cadtica em E, como pretendfamos.

Conclutmos, entéao, a demonstra¢do do teorema 4.3.3. B

Nota 4.3.5 Referimos o facto de que a ezisténcia de uma conjuga¢do topologica entre
duas fungées garante que as topologias e a dindmica dos dois espacos é idéntica. Contudo,
este tltimo teorema, que prova essa mesma dindmica, nada refere guanto & sensibilidade
as condicoes iniciais.

Com efeito, em geral esta sensibilidade das condigdes iniciais nao se mantém pela conju-
gagdo topoldgica. O exemplo seguinte é elucidativo de que aquela propriedade nem sempre
se mantém. Contudo, se os dominios de f e de g sao fechados e limitados, mais precisa-
mente compactos, entdo a sensibilidade ds condigoes iniciais é mantida pela conjugacao

topoldgica . (Para mais detalhes, ver Banks [2] )

Exemplo 4.3.6 Consideremos as fungées f :J0,1[—]0,1:z — z% e

g 31, +oo[—]1, +oof: z — 2.

A fungdo 7 :]0,1[—]1, +oof: z — 1 ¢é uma conjugacdo topoldgica entre f e g. De

1A demonstragio pode encontrar-se em Holmgren [17]
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facto, a fungdo T é bijectiva, conttnua e 771 :]1, +00[—]0, 1] é, também, continua. Ainda,
2
Tof=gor, uma vez que (to f)(z) =7 (2?) = ;17 e(gor)(@)=g(1)=(1)"= ;17
Portanto, apesar de f e g serem topologicamente conjugadas, f ndo apresenta sensi-

bilidade as condicdes iniciais enquanto g tem essa caracteristica.

Nesta altura podemos justificar, fazendo uso da conjugacdo topolégica, que a funcao

logfstica definida por L (z) = 4z (1 — ) é cadtica em [0,1].

Teorema 4.3.7 A funcdo logtstica Ly : [0,1] — [0,1] : 2 — L(z) = dz(1—1x) €
topologicamente conjugada & fungdo Tenda T : [0,1] — [0, 1] definida por
2x se 0<x<05

T(z) =
2—-2z se 05<z<1

Demonstracdo 4.3.8 Mostremos que a fungdo 7 : [0,1] — [0,1] : z — sin? (%x) é
uma conjugacgao topoldgica entre as duas funcoes.

Com efeito, 7' (z) = 7 sin(wz) existe em [0,1] e é estritamente positiva em ]0,1[, o
que justifica as propriedades

a) 7:[0,1] — [0,1] ¢ injectiva e sobrejectiva, ou seja, bijectiva;

b) 7:[0,1] — [0,1] é continua;

c) 771 :]0,1] — [0,1] é continua.

Por outro lado, a propriedade

d)toT'=Lor

verifica-se por:

Se0 <z < 3, entdo (roT) (z) = 7 (2z) = sin? (5 (2z)) = sin? ()

Sel <z <1, entio(r0T)(z) =7(2—2z)=sin? (§(2-2z)) =
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= sin? (7 — 7z) =
= sin? (1)
Assim, (1 o T) (x) = sin® (nz).

Ainda,

Logo, ToT =Lor.
Demonstramos, entdo, que a fungdo T é uma conjugagdo topoldgica entre as fungies

logistica referida e a fungiao Tenda. M
Corolério 4.3.9 A funcgdo L(z) = 4z (1 — z) é cadtica em [0,1].

Demonstragio 4.3.10 Consequéncia dos teoremas 4.3.3 e 4.3.7 e pelo facto de a funcdo

Tenda ser cadtica naquele intervalo. B

4.4 Familias de Fungoes e Bifurcagoes

Estudaremos, nesta secgdo, familias de fun¢Ges indexadas num pardmetro. Por exemplo,
a familia de fungoes da forma I, (r) = mz, em que m assume qualquer valor real, é a
familia das funcdes lineares (fungdo real de varidvel real). Para cada concretizagao de m
temos uma fungio linear e m denomina-se o pardmetro da familia.

O que pretendemos estudar é a influéncia do pardmetro na dinamica de cada funcao
daquela familia. Interrogamo-nos de que modo a dindmica de uma fungao se altera con-

soante a alteracao do pardmetro.
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Vejamos, para I, (z) = mz.

Procuremos os pontos fixos:

se m = 1, entao todos os pontos da fungio sdo pontos fixos;

se m # 1, entdo 0 & o unico ponto fixo de I,;,.

Pesquisemos a existéncia de pontos hiperboélicos que sdo, relembremos, aqueles cuja
derivada é, em valor absoluto, diferente da unidade. Como para cada valor de z se tem
U.(z) =mel|ll, ()] =1 param=1oum= —1, estudemos as diversas possibilidades:

sem < —1Vm > 1, temos |I/, (0)] > 1 e, portanto, 0 é um ponto fixo hiperbélico
repulsivo e todos os outros pontos estao no conjunto estdvel do infinito (W* (co0) = R\ {0});

se m = —1, entao todos os pontos da fungdo, com excepgdo do zero, sio pontos
periddicos com periodo primitivo 2;

se —1 < m < 1, verifica-se |I/, (0)] < 1; neste caso 0 é um ponto fixo hiperbélico

atractivo e todos os pontos estdao no conjunto estdvel de zero (W*(0) = R);

se m = 1 todos os pontos sao pontos fixos.

Visualizemos graficamente.

x(re+1)
x(rr+1)

I(z)=—-1.6z; 29 = 0.6

m<—1 - o ponto fixo é um repulsor
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I(z) =03z ; zo =42

—1<m<]1 - o ponto fixo & um atractor

n s 3 B M

x{n+1)
x(n+1)

=3

0
5

l(z)=2z; zo=1.5

m>1 - o ponto fixo é um repulsor

Assim, 4 medida que m vai crescendo e se aproxima de —1 o ponto fixo zero é um
ponto repulsor; imediatamente a seguir a m = —1 e 4 medida que se aproxima de 1 o
ponto fixo zero passou a ser um atractor; logo depois de m = 1 o ponto fixo zero volta a
ser um repulsor. Para m = —1 ou m = 1 a dindmica de cada fun¢ao é claramente distinta.

Resumindo, verificamos que a dinamica da familia [, (z) = mz ndo é alterada para

intervalos alargados de valores do pardmetro m. Depois, subitamente (para m = —1 ou
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m = 1), aquela dindmica é alterada, voltando a manter-se constante noutro intervalo
prolongado. A estas alteragbes stbitas da dindmica de fungdes chamamos bifurcagées.
Mais notamos que no ponto fixo zero, para m = —1 ou m = 1, se tem |I' (0)] = 1, isto &,
para ¢ = 0 a fungdo tem um ponto ndo hiperbélico. Veremos que ¢ habitual a presenca de
pontos fixos ndo hiperbélicos para os valores do parametro em que se dao as bifurcacoes.

Assumindo, entdo, que uma bifurcacio é uma alteracdo qualitativa na dindmica de
um sistema, continuemos o nosso estudo observando a dindmica de algumas familias de

fungoes.

Exemplo 4.4.1 Consideremos a familia de funcées quadrdticas do tipo y = x2 + ¢, sendo

¢ um pardmetro real positivo (¢ > 0). O gréfico de cada elemento daquela familia é uma

pardbola que, relativamente d bissectriz dos quadrantes tmpares, recta de equacdo y = ,
1

tem zero, um ou dois pontos em comum consoante ¢ > 41, c=jzo0uc< 41, respectivamente.

Vejamos parte das suas representagées grdficas:

4

1 1

35 J
o8 08
3
25 68 08
~ 2 >
15 04
1
H
|

02 1 02

0 L}
0 o5 1 15 2 25 3 35 4 a 0z 04 o8 os 1 ° 0z 04 08 os
x

1
0<C<Z

o
\%
=
o
it
|

Constatamos que cada elemento daquela familia ndo tem pontos firos quando ¢ > % e
todos os pontos pertencem ao conjunto estdvel do infinito (W* (c0) = R).

Parac= %, a fungao resultante (y =z? 4 %) temn apenas um ponto fizo ndo-hiperbdlico
emx = %; este ponto firo é atractivo & esquerda e repulsivo & direita. Agora,

We(1/2) =[-4,3] e W*(o0) =] — 00, —3[U]}, +oo.
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Para 0 < c < %, cada funcdo resultante tem dois pontos fizos, um atractor (ps) e um
repulsor (py) com pg < pr. W?®(py) =] = pr,prl; W?(00) =] — 00, —pr[U]pr, +00]

Assim, consoante ¢ decresce passando por %, o retrato de fase sofre alteracdes vistveis:

’

L
~

c>

N

>+ € . >
Pa Pr

1
0<C<Z

Podemos visualizar a influéncia do parametro c relativamente i existéncia e tipo de
pontos fixos em cada funcdo da familia. Representemos aquela relacdo num diagrama,
denominado diagrama de bifurcagio relativo a famflia de fungbes quadraticas do tipo
ye = 22 + ¢ . Neste diagrama os valores do parametro ¢ encontram-se no eixo horizontal
enquanto os valores do domfnio se encontram no eixo vertical. A curva que se visualiza
dé-nos os pontos fixos de y. para cada valor do pardmetro c 4.4.1.

Este tipo de representacao € muito sugestivo.

Estudemos outras familias de fungoes.

Exemplo 4.4.2 S.(z) =csin(z) , com0<c< § elz| <.
Para 0 < ¢ < 1, cada funcdo tem wm ponto fito em z = 0, ponto atractor. Para

1 < ¢ < Z, cada funcgdo passa a ter mais dois pontos fizos, atractores, mas o zero passa a
2 p
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Figura 4.4.1: Bifurcagdo Sela-N6. Diagrama de bifurcagio para a familia de funcdes
quadréticas ye =22 +c¢, ¢ >0

ser um repulsor.

O diagrama de bifurcacdo serd, para os valores de ¢ daquele intervalo:

ll
U:: ‘l‘\ 11 >c

|

Figura 4.4.2: Bifurcagdo Forquilha - diagrama de bifurcacdo para a famtlia y = csinz,
0<c<Zelzl<m

Uma bifurcacdo cujo diagrama tem esta forma ou similar denomina-se bifurcacdo

forquilha.

Exemplo 4.4.3 E.(z) = e**¢
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Também para esta famdlia de funcgdes podemos considerar trés casos relativamente a
interseccdo do grdfico da exponencial com a bissectriz dos quadrantes fmpares: o grdfico
intersecta a recta em exactamente dois pontos, se ¢ < —1, num ponto de tangéncia, se
¢ = —1, ou ndo hd qualquer ponto de intersecgdo, se ¢ > —1. Por outras palavras, o grifico
de uma funcdo daquela familia terd dois pontos firos, um ou nenhum ponto fizo, consoante

o valor de c.

Relembremos que a forma de cada grifico da famdlia se mantém & medida que ¢ au-

menta, registando-se apenas um deslocamento de cada gréfico para a esquerda.

Consideremos, em primeiro lugar, ¢ < —1 e designemos por a e b os dois pontos fizxos
da funcgdo E, com a < b (na figura, a e b correspondem, respectivamente, ao ponto de

intersec¢do mais & esquerda e ao ponto de intersec¢do mais & direita).

Relativamente ao ponto a verifica-se com facilidade que 0 < E’ (a) < 1, ou seja, a é

um ponto fizo hiperbslico atractivo. Podemos acrescentar que W* (a) = |—o0, b| .

xn+1}
xn+1)

x{n) x(n)
E(x)=e® 11 55=-09 E(@x)=e"11; =12

c<—1 ; dois pontos firos: a<b; a - ponto atractor
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Relativamente ao ponto b temos E' (b) > 1, ou seja, b é um ponto hiperbélico repulsivo,

como podemos visualizar. Agora, W* (00) = ]b, +00].

x(n+1)
x(n+1)

c<—1; b - ponto repulsor

xn+1)
x(n+1)

x(n)

c=—1; ponto fizo atractivo @ esquerda e repulsivo a direita

Quando ¢ = —1 (figura anterior) os dois pontos fixos ddo origem a wm sé ponto firo

em z = 1. Com efeito, a funcdo resultante é definida por E_1 (z) = €*}; neste caso
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E_1(1) = €® = 1 e prova-se que este é tinico. Entretanto este é um ponto ndo hiperbdlico,
uma vez que E' | (1) = 1. Graficamente pode observar-se que o ponto firo é um ponto
atractivo & esquerda de x = 1, enquanto & direita é um ponto repulsivo, tal como é sugerido
na figura abaizo. De outra forma, W* (1) =]—o00,1] ou W* (c0) = |1, 400

Para ¢ > —1 o grdfico resultante ndo intersecta a recta de equagdo y = z, 0 que
significa que E.(x) ndo tem pontos fizos. Entdo, dado que cada funcdo é continua, ndo
pode ter pontos periddicos (Teorema de Sharkovsky). Graficamente é fdcil perceber que

We (00) =R.

xn+1)

0 T
I

_21,‘ - f
-2

-1 [} 1 2 3 4

E(z)=€9%; p=-1.8

Sumario 4.4.4 Nesta famflia de fungoes, @ medida que o pardmetro c cresce e se aprorima
de —1, o0s dois pontos fizos a e b védo-se aproximando gradualmente até se identificarem
num sé quando ¢ = —1. Imediatamente a sequir aqueles pontos firos desaparecem. Este

tipo de bifurca¢do é conhecida por bifurcagdo sela né (figura 4.4.3).
4.4.1 Bifurcagao na Logfstica

A fungdo logistica apresenta um terceiro tipo de bifurcacdo quando r = 1 - bifurcagao

transcritica.
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Figura 4.4.3: Diagrama de bifurcacdo para a famdlia de fungées E, (x) = €°¢ - bifurcacdo
sela-né

Estudemos, entao, a famflia de fung¢ées do tipo L, (z) =rz (1l —z), com 0 < r < 4.

Existéncia de pontos fixos:

Le(z)=z<=>z(r(l-2)—1)=0+<=>2z=0Vz,=1-1 (r>0). Assim, a fungo
logfstica tem dois pontos fixos: 0 e outro que designaremos por p, = 1 — %

Hiperbolicidade dos pontos fixos:

A funcio derivada é definida por L. (z) =7 — 2rz = r (1 — 2x);

A derivada em cada ponto fixo ¢ igual a: L. (0) =r; L. (p,) =L, {1- 1) =2—r.

Entdo, como r € RT,

ILL(0)|=1ler=1

e

ILL(pr)|=l<=r=1vVr=3

No caso de 0 < r < 1, tem-se |L. (0)| < 1 e |L. (p,)] > 1, o que significa que os dois

pontos fixos sdo hiperbélicos, sendo um atractivo (0) e o outro repulsivo (p,).
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Repare-se que as sucessivas duplicagdes sdo cada vez mais rapidas fazendo com que, em
termos gréficos/geométricos, o diagrama de bifurcagéo se assemelhe "a uma 4rvore com
infinitos galhos, ramos e raminhos, cada vez mais pequenos, dividindo-se em dois em cada
passo. Smale queria saber o que acontecia nos extremos dos tltimos raminhos da figueira,
quando k é cerca de 3,57, e Feigenbaum procurava uma resposta. O primeiro passo foi
rotineiro: calcular a sequéncia exacta de valores do parAmetro k para os quais ocorriam
as vérias duplicagdes. (...) Em breve discernia (Feigenbaum) um padrao: as diferencas
entre nimeros consecutivos tinham uma razao constante, cada uma cerca de quatro vezes
maior do que a seguinte. Mais precisamente, a razao é cerca de 4.669. " [26]

Apresentamos a tabela (valores em [27] ), em que 7, representa o valor do pardmetro

r onde um ciclo de perfodo 2™ aparece pela primeira vez:

n= 3 surge ciclo de perfodo 2
ro = 3.449.. 4
rg = 3.54409... 8
rg= 3.5644... 16
rs = 3.568759... 32
Too = 3.569946... 00

Constatamos que, no limite, a sucessdo (r,) converge para um valor ro,. Este valor,
conhecido por ponto de Feigenbaum, divide o diagrama de 6rbitas em duas partes distintas:
a arvore de duplicacao de perfodo, a esquerda, e a regiao cadtica, a direita. Relembramos,
contudo, que esta parte ndo é uma regido de caos total - nesta regiao ha janelas periédicas
onde reconhecemos, em cada uma delas, novamente, uma cascata de duplicacao de perfodo

como réplica de todo o diagrama original.
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Referimos atrds que Feigenbaum, nas suas experimentagdes, encontrou um padréo que
o(nos) conduziu ao valor § = 4.669 . Este valor é conhecido por constante de Feigenbaum
e representa uma convergéncia predominantemente geométrica: no limite, a distancia
entre sucessivas transicoes de duplicacdo de perfodo é reduzida pelo factor 1/§ , com
6 = lim T2—"==1 — 46692016090 . Uma interpretacdo geométrica desta constante pode

n—oo™+17Tn

ve-se na figura 4.4.9.

W

Figura 4.4.9: Interpretagao da constante de Feigenbaum (4)

O facto deste valor ser constante para variados sistemas dinidmicos confere-lhe o es-
tatuto de universalidade - a constante de Feigenbaum & universal dado que ndo depende
da famflia de funges, mas da dindmica do sistema. Com efeito, nas familias de funcdes
definidas, por exemplo, por g,(z) = rsin(sz) com 0 < r < 1e0 <z <1, ou

2

yr (z) = 1 — rz?, ou outras, a dindmica é idéntica & do sistema logifstico que explors-

mos:

e tém as mesmas formas graficas: curvas lisas, isto é, sem pontos angulosos, concavi-

dade voltada para baixo, um tnico méximo - sdo chamadas funcdes unimodais;

e os diagramas de 6rbitas sdo semelhantes: uma cascata de duplicacio de perfodo
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seguida de uma regido caética com janelas periédicas...

Outra constante de Feigenbaum, também universal, é a = 2.5029078750957, valor que
traduz a rapidez com que os ramos se abrem na drvore de duplicagdo. A figura seguinte

permite a interpretagao das duas constantes de Feigenbaum.







Capitulo 5
Aplicacoes na sala de aula

Um dos propésitos deste trabalho é a (tentativa de) implementagao do tema caos e fractais
junto dos jovens que se encontram no nfvel secundério da sua formagao académica (10.°,
11.° ou 12.° anos). Para tal, propomo-nos elaborar actividades a realizar em ambiente
de sala de aula ou noutro contexto de aprendizagem, tal como a disciplina de Area de
Projecto ou um clube de Matemética.

Observamos que as tarefas apresentadas ndo passam, ainda, de pequenos projectos,
pois nao foram aplicadas junto dos alunos.

A concepcao das mesmas, para além da nossa criatividade pessoal, tem uma base
importante de apoio nas actividades sugeridas por Peitgen ([22], [23], [24]) e por Devaney
([12], [13], [14]). Em anexo estao algumas destas actividades.

Os recursos utilizados nao prescindem do papel e ldpis, nem da tecnologia; seja um com-
putador, que possibilita a utilizacdo de uma folha de célculo electrénica ou aplicacoes in-
teractivas disponfveis na Internet, ou uma simples calculadora. Nao esquecemos a opiniao
de Robert May, que partilhamos, ao sugerir que cada estudante deveria receber uma cal-

culadora de bolso e ser encorajado a trabalhar com a equacao logfstica.
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O tema do Caos e dos fractais néo faz parte obrigatéria dos contetidos programaticos
da disciplina de Matemadtica, no Ensino Secundério. Faz-se uma referéncia ao estudo
de algumas propriedades dos fractais, aquando do estudo das sucessdes no programa de
matemaética do 11.° ano, e sugere-se, com caricter opcional, o estudo de casos simples de
caos usando sucessoes definidas por recorréncia.

Reconhecemos a dificuldade de introdugdo deste tema nos programas curriculares, pela
extensao dos mesmos, pelo processo de avaliacao dos alunos deste nfvel de ensino. Mas
talvez possamos trabalhar conceitos mateméticos previstos nos contetidos programéticos
da disciplina, através de actividades que envolvam o caos ou fractais. Este tema é, na-
turalmente, motivador para quem o explora e os alunos poderao sentir-se motivados nas
suas aprendizagens.

A numeragao das actividades apresentadas é meramente organizacional neste trabalho,
nao pretendendo fazer alguma seriacdo na aplicacdo das mesmas com os alunos. E ao
professor que cabe decidir o melhor momento para enquadrar aquela actividade naquela
aula ou naquele conteddo.

O que pode ser explorado com as actividades sugeridas? Qual a Matematica subjacente
e como estabelecer ligacao com os contetidos programéticos? Analisaremos, de um modo

geral, estes aspectos nas actividades propostas.

Principais relagtes com as matérias curriculares

Estudo de
o fungoes lineares,

o fungbes quadriticas,
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e composicao de fungoes,

e conceito de limite,

e convergéncia,

e declive de uma recta,

e sucessoes

e padroes numéricos e geométricos
e perfmetros e 4reas

e probabilidades

e, apesar de nao ser "matéria curricular”, é obrigatério o trabalho com a calculadora

gréfica no Ensino Secundério.

T6picos do caos e fractais que se relacionam com os conteilidos programdticos
da Matemadtica
Numa andlise mais apurada, mas ndo exaustiva, relacionemos topicos do caos ou frac-
tais que obrigam ao estudo e aplicagdo dos conteiddos que fazem parte do programa da
disciplina.

Iteracao

Processo iterativo sobre fungoes lineares e quadraticas - sem processo iterativo nao
h4 fractais, nem caos. As actividades focam o processo iterativo nas funges lineares e
nas quadraticas, sobretudo do tipo y = rz (1 — z) ou y = z2 + ¢ e definidas no intervalo

unitédrio.



140 Aplicagdes na sala de aula

Iteragdo como composicao de fungdes - uma primeira fun¢do (mdquina) aceita deter-
minado material ou input (domfnio) e produz um produto que entra noutra méiquina
(funcéo); esta segunda mdaquina aceita o material produzido pela primeira e produz um
novo produto a sair (output).

Iteracao como processo recursivo - composigdo de uma fungio sobre ela mesma, em
que o transformado (output) numa determinada etapa passa a ser o o objecto (input) na
etapa seguinte do mesmo processo, e assim sucessivamente; como exemplo explore-se numa
calculadora o célculo sucessivo da raiz quadrada de um ndimero positivo. As progressoes
aritméticas e geométricas sdo geradas por processos iterativos - adicionando uma mesma
constante ao valor anterior, ou multiplicando-o por uma constante nao nula.

Iteragdo gréfica - permite perceber o comportamento/dindmica de uma determinada
fungao sob iteragdo, pela visualizacao gréfica.

Pontos fixos de uma fun¢do podem ser identificados pela interseccio do gréfico com a
diagonal (bissectriz dos quadrantes fmpares). Podem ser de natureza repulsiva ou atractiva
ou, também, neutro. Alguns caminhos em escada ou espiral indicam-nos pontos fixos
atractivos; outros caminhos em escada ou espiral indicam pontos fixos repulsivos. Estes
comportamentos estdo relacionados com o declive (m) da recta tangente ao grifico da

funcao no ponto fixo (derivada da fungdo no ponto):

e m < —1, entdo o ponto fixo é repulsivo e espiral divergente;

e —1 < m <0, entdo o ponto fixo é atractivo e espiral convergente;

0 < m < 1 - ponto atractivo e escada convergente;

e m > 1 - ponto repulsivo e escada divergente
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A diagonal actua como mecanismo de recurso - reflecte a imagem (output) de um
passo do processo de volta para o sistema como objecto (input) para o passo seguinte do
processo. Esta propriedade de transformagio da iteragdo grafica é simples, poderosa e
intuitiva.

Expansio e contraccio - a iteragdo sucessiva expande pequenos erros em grandes
desvios ou faz convergir pequenos erros para zero (contracgdo). Mais uma vez é o de-

clive da recta tangente ao gréfico da func¢do no(s) pontos(s) que caracteriza cada situagao:

e |m| > 1, entdo ha expansio do intervalo;

e 0 <|m] < 1, h4 contracggo.

Fungao quadratica/logfstica y = rz (1 — z) - papel primordial no estudo do caos; ex-

ploragdo da dinidmica deste sistema para vérios valores de r.

e Atractores - estudo de y = rz (1 — z) para r = 2.8
e Pontos periédicos - estudo de y = rz (1 — z) para r = 3.2

e Previsibilidade - estudo da sensibilidade do sistema as condigoes iniciais; parar = 2.8
our =3.2, y =rz(l—z) tem um comportamento estavel e previsfvel; para r = 4,

a fungdo é errdtica e imprevisfvel - presenga de caos.

Tecnologia e iteracdo - a calculadora grifica é imprescindfvel para a exploragdo dos
conceitos explicitados.

Caos

Nimeros bindrios - nao fazendo parte do programa de Matemética do Ensino Se-

cundério, parece-nos importante fazer uma abordagem a este sistema de numeragao e sua



142 Aplicagées na sala de aula

relagdo com o sistema decimal.

Fungdo Tenda e fungao Serra - fungdes definidas por trogos que se relacionam com a
fungao logistica e que podem ser analisadas usando nimeros bingrios.

Jogo do Caos - permite fazer uma ligagdo entre o caos e os fractais (triangulo de

Sierpinsky ), estabelecendo relagido com o estudo de probabilidades.

Fractais

Auto-semelhanga - qualquer parte restrita de uma estrutura auto-semelhante contém
uma réplica do todo.

Construgao de fractais - tridngulo e tapete de Sierpinski, curva e floco de neve de Van
Koch, 4rvore, conjunto de Cantor, espiral convergente e divergente.

Trisngulo de Pascal - fazendo parte dos contetidos programéticos da disciplina, é pos-
sfvel explorar o Trisngulo de Pascal sob diversas formas, nomeadamente a sua rela ¢ao
com o tridngulo de Sierpinski.

O estudo de fractais permite, de um modo vasto, uma exploracio de variados temas
transversais aos programas tais como, relacdes de semelhanga, célculo de perfmetros e
dreas, progressoes geométricas, fungao exponencial, logaritmos, limites, cslculo de proba-
bilidades, critérios de divisibilidade, entre outros. Permite, ainda, que o aluno se aperceba
da necessidade de uma geometria diferente da euclidiana, que ele estudou, que explique
como é que uma curva/linha pode preencher o plano (curva de Peano).

Encontram-se em anexo algumas actividades a titulo de exemplo.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Modelo linear/exponencial. Modelo quadratico/logfstico.

Nao podemos terminar este trabalho sem um comentdrio que, desde o infcio, temos vindo
a refrear...

Introduzimos e exploramos o modelo iterativo exponencial x, = rz,-1 = r"zo, baseado
na familia de fungdes lineares I, (z) = rz, e 0o modelo iterativo logistico Tn4+1 = rTn (1 — Tp),
baseado na famfilia de fungbes quadréticas L, (z) =rz (1 —z).

Contudo, o modelo exponencial (de base €) é identificado por uma expressao do tipo
y = a X e’ + ¢, com a,b,c € R. E o modelo logfstico é imediatamente reconhecido por

uma expressao do tipo y = com a,b,c € RT. Entao, qual a relagao?

Mais ainda, em cada par de modelos referidos (linear /exponencial; quadratica/logfstica),
as caracteristicas de cada funcdo sdo substancialmente distintas. Por exemplo, para o se-
gundo par quadrdtica/logfstica: a representagéo gréfica da primeira & uma pardbola, a da

segunda é uma sigmdéide; a primeira é uma fungao crescente e depois decrescente, ao passo

que a segunda é estritamente crescente; a primeira tem um méximo, a segunda nao tem
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extremos relativos; etc. Afinal, qual é a relacdo entre as duas funcoes?
Na procura da resposta a esta questdo voltaremos & popula¢io de animais cuja evolucao

queremos acompanhar.

Modelos linear vs exponencial Considerando, inicialmente, que o niimero de animais
evoluia segundo uma taxa de crescimento constante, 7, e sendo Py o nimero inicial de
animais, estabelecemos que P, = rP,_1 = Py era o modelo natural a utilizar sendo
facil, entdo, concluir que para r > 1, P, — oo (levando a uma explosao demografica da
populagdo), e para 0 < r < 1, P, — 0 (levando & extingao da populagio).

Por outro lado, assumindo que a variagio dessa populacio de animais é directamente
proporcional ao seu nimero P, no momento ¢, entdo o modelo matemético que traduz esta
evolugao é

‘fi—P = kP ou P'(t) = kP (t), em que k é uma constante real.

Esta é uma equagao diferencial linear de primeira ordem cuja solugdo se pode obter
por separagao das varidveis e integracao:

f %dP = [kdt

de onde vem

InP=kt+c<= P =€kt P=¢cFt xe°

Considerando que a populagao inicial de animais é P (0) = Py = €°, o modelo final é

P(t) =Py x e

totalmente identificado com o modelo exponencial, como pretendiamos.

Repare-se que as conclusées sdo as mesmas que antes: P(t) — oo com t — oo, se

k>0; P(t) >0comt— o ,sek<D0.
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Reforgamos a ideia de que estes modelos sdo indubitavelmente grosseiros, uma vez que
ndo se tem em conta situacoes de sobrelotacdo, taxa de mortalidade, etc. Mais ainda,
conduzem-nos a duas tnicas situagoes possiveis: crescimento explosivo ou extingao. E-nos
clara a existéncia de outras hipé6teses! Por exemplo, a populagao pode estabilizar num

determinado nimero de seres ou pode ter ciclos de crescimento/decrescimento.

Modelos quadrdtico vs logistico Continuando o raciocfnio anterior, uma aproxi-
macao do modelo matemético a realidade passa por assumir também, por exemplo, que
ha um limite populacional. Se este limite for ultrapassado, entao a populagido tende na-
turalmente a diminuir (falta de alimentos, de espago, ...).

A relagao matemética que traduz este comportamento é

& —kP(1-P)

Notemos que, relativamente ao modelo anterior, apenas acrescentdmos o factor (1 — P).
A constante 1 representa a populacao limite e, portanto, neste modelo P (f) ndo representa
a populacgao, mas sim a percentagem da populagao limite presente no momento £.

Este modelo traduz a evolugdo da populagao de acordo com o esperado: se P = 1,
entao % = Oe a populagao permanece constante; se P > 1, entao % < 0 e a populagao
decresce; se P < 1, % > 0 e a populagao aumenta i razao k de uma geracao para a
seguinte.

A igualdade 2F = kP (1 — P) ou P’ (t) = kP (t) (1 — P (t)) é uma equagio diferencial
néo linear de primeira ordem, que se transforma numa equagdo diferencial linear fazendo
z(t) = ?1({5.

Temos, entao,
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()=~ Bl = PSR — ez

e
' (t) = —kzx(t) + k

' (t)+kz(t) =k

ekt x o (t) + ket (t) = ket

Assim,

s (e x o’ (t) + ke¥z (t)) dt = Iy (ke*) dt «—

[eF x (t)](t) = [ekt]g =

et xr(t)—z(0)=et -1

z(t) = it

z(t)=1+e*(z(0)-1)

Como z (t) = Wlﬂ e ¢ (0) = p, temos P (t) = Wﬁ ou
P(t) = m{&—’ﬁ—_%, como pretendiamos.

Observamos que P (t) — 1 com ¢t — oo, isto é, com o decorrer do tempo a populagio

tende para a saturagao.

6.2 Conclusao

Sem divida uma viagem pelo conhecimento matemdtico, pela actualizacio cientffica e,

consequentemente, pela actualizacdo profissional.

Quanto ao conhecimento matemético, tanto que hé a aprender... Inesgotdvel. Mas j&

o sabfamos.

uanto & actualizagdo cientffica, sim, foi o que nos "atirou" para este curso e para o
b

tema tratado neste tabalho - Caos e fractais. Sendo um tema que famos (vamos) ouvindo
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e lendo, havia a necessidade de adquirir uma base mfnima do conhecimento matemdtico
que lhe serve de suporte.

Relativamente & actualizagdo profissional, foram confirmadas as nossas suspeitas e
expectativas - é premente introduzir o tema do caos e dos fractais no ensino da Matemética.
Nao deveria ser possfvel um jovem sair de um nfvel secundério de estudos sem ter trabalha-
do estes temas, com mais ou menos profundidade. Por ser um assunto do seu tempo, pelo
seu interesse, pela sua beleza, pelas suas aplicagGes, pela Matemaética que estd subjacente
e que pode ser explorada pelos jovens nas suas aprendizagens... Cabe aos professores de
Matemadtica, de preferéncia em conjunto com os de outras disciplinas, tentarem fazer uma
gestao cuidada das planificagées do programa a leccionar, ao longo do ciclo de estudos,
para que seja possfvel introduzir, pelo menos, os conceitos bdsicos do tema.

Nao é facil essa tarefa. Dirfamos mesmo que é bastante dificil. Entre outros aspectos,
pela extensao dos programas curriculares da disciplina, pela organizacdo das escolas, pela
uniformizagao de testes de avaliacio que objectiva toda a leccionagao e aprendizagem, pelo
(des)interesse de muitos dos nossos jovens nos estudos em geral. Repetimos, nao é facil.
Mas nao é impossfvel.

Aceitamos o desafio.

E continuaremos a estudar...
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Caos e Fractais na sala de aula

Ligacdes do tema Caos e Fractais aos programas de Matemética do Ensino Secundario.

Actividade

Conexdes

Tecnologia

Nivel

1-Uma borboleta e

= Folha de célculo

as tecnologias de Histéria da matemadtica = Calculadora 10.¢
calculo
Fungdo afim; = Computador com
2 — Sistemas Padrdes numéricos; ligagZo & internet
dinamicos definidos Padr&es geométricos; 10.2
por fung&es afim Graficos;
Declive
Gréficos;
3 — Iteracdo linear — Padrdes numéricos; 10.9
outras explora¢tes Fungdo afim;
Fungdo médulo
Funcdo quadratica; = Computador com
Composicio de fungdes; ligagdo a internet
4 - Sistemas Padrdes numéricos;
dindmicos n3o lineares [a Padrdes geométricos; 1.2
Gréficos;
Conceito de limite
Iteragdo grafica = Computador com
5 —Trajectos Alvo pré.imagens ligac3o A internet 11.¢
Iteragdo grafica; = Computador com
6 — Orbitas Periédicas Pré-imagens; ligagdo 4 internet 11.2
Composigdo de fungdes
7 = Modelos Aplica¢cdes da matematica/Modelagdo = Calculadora gréfica 110
Financeiros Progressdes * Folha de célculo '

Mestrado em Matemdtica para o Ensino — Caos e Fractais




Caos e Fractais na sala de aula

Ligagbes do tema Caos e Fractais aos programas de Matemética do Ensino Secundério.

Actividade

Conexdes

Tecnologia

Nivel
de
ensino

® Gréficos; ® Calculadora gréfica

* Introdugdo do conceito de limite; * Folha de caiculo 10.9/11.
8 —Séries Temporais

= Comportamento assimptético; * Software Maxima 2

= Sequéncias geométricas;

= Aplicagdes da matemadtica/Modelagio ® Calculadora gréfica

» Gréficos; » Folha de calculo
9 — No ambito da = Crescimento/decrescimento exponencial; 110
Saude ®* Sucessdes;

® Séries (soma infinita de termos de

progressdo geométrica);
10 — Modelo logistico * Calculadora gréfica
do crescimento ® Aplica¢cdes da matematica/Modelagdo » Folha de cilculo 11,0
populacional

= Semelhanga de figuras; = Folha de célculo
11— Iteracgio = Razdes de semelhanca; = Software de geometria
Geométrica — * Transformagdes geométricas; dindmica .
conceitos basicos e * Sequéncia geométrica; 10.¢
terminologia * Crescimento/decrescimento exponencial;

= [ntrodu¢do ao conceito de limite

® Fungdo afim; = Calculadora grafica

® Fungdo definida por ramos;
12-Fungio Tendae |* Composicdo fungdes; 11

Fungdo Serra

Representagdo e interpretac¢3o grafica;
Padrées numéricos;

Padrdes geométricos

13 — Ndmeros Bindrios

Padrées numéricos;
Sucessdes

Soma infinita de termos de uma

progr.geom.;

Nidmeros binarios;
Ndmeros racionais.

Algoritmos

Outro ambiente de
matematica
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Ligagdes do tema Caos e Fractais aos programas de Matemdtica do Ensino Secundario.

- )
Actividade Conexdes Tecnologia S 3 £
2 [
7
14 — Auto-Semelhanca |* Padrdes numéricos; = Software de desenho 10.2
= Introdugdo » |teragdo grafica )
= Padrdes geométricos; = Calculadora
» Padrdes numéricos;
15 a 20 - Auto- = Semelhangas;
10.2/11.
Semethanga — ® Area; o
Construgdo de Fractais | Conceito de limite
= Séries (soma infinita de termos de
progressdo geométrica);
® Probabilidades; .
s Critérios de divisibilidade;
21 -0 Tridngulo de
riangu = Aritméticamod 2 e mod 3 12.¢
Pascal
= Tridngulo de Pascal
®» |dgica
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Uma borboleta e as tecnologlas de célculo

Material: folha de célculo electrénica ou calculadora.

Burger, E., Starbird, M., O matemdtico disfarcado, Academia do Livro, 1.2 edig8io, pp. 43 — 64

Uma breve explicacdo de procedimentos:

fremos considerar um quaiquer nimero a,. Multiplics-lo por ele préprio e subtrair-lhe duas unidades.
Obteremos um nimero ay;

procederemos da mesma forma para este valor — obteremos um outro nimero a,,
sobre o qual vamos aplicar o mesmo algoritmo

e assim sucessivamente...

Repetiremos este procedimento, por exemplo, trinta vezes.

Podes usar a tua calculadora, mas quicd uma folha de célculo electrénica te permita uma maior visibilidade
do conjunto de resultados... E tem a vantagem de, alterando o valor da célula inicial, os valores posteriores
serem automaticamente actualizados!

Tarefa:
1. Na tua explorag3o considera, entre outros a tua escolha, os valores iniciais
1-+/5
2,3, =42, T‘/— , 1.73; 05

Usando uma folha de céiculo deves: introduzir, numa célula, o valor indicado; na célula abaixo inseres a
férmula de célculo utilizando o valor da célula anterior e copias para as células seguintes, arrastando o
cursor.

Como descreves o comportamento da sequéncia de cada ponto inicial — ha (de)crescimento, regularidade,
estabilidade, desordem, ... ?

2. Considera, agora, duas colunas: numa considerards o ponto inicial 0.5, na outra iniciards com um
valor muito préximo daquele, por exemplo, 0.500001.

Os resultados estdo de acordo com o que esperavas? Se existirem diferengas, que valores podem atingir?

3. Considera, agora, duas colunas com valores iniciais iguais a 0.5 (duas colunas idénticas, portanto).
Configura as células para um formato de nimero com 10 casas decimais.

Na 13.2 linha dessa tabela deves ter obtido os valores ao I
lado, relativos & 12.2 “repeti¢do” do processo. Obviamente
os valores s3o iguais! Chamemos a estas duas células P e Q, respectivamente a da esquerda e a da direita.

-0,3510800734 |  -0,3510800734 |

Escreve na célula Q, digito a digito, o nimero que vés/iés na célula P.

Os restantes valores da coluna da direita automaticamente foram actualizados. O que observas? Porqué?
Se existirem diferencas, que valores podem atingir?
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Acabaste de verificar/experimentar que
uma pequena aiteraglio nas condigdes Iniciais pode dar origem a grandes aiteragBes nos resuitados.

Este fendmeno é conhecido por Efeito Borboleta — "a nogdo de que uma borboleta que agite o ar hoje em
Pequim pode influenciar tempestades no préximo més em Nova lorque".!

Matematicamente, esta propriedade é identificada por sensibilidade do sistema ds condi¢des iniciais ou
dizemos que o sistema € sensivel ds condicbes iniciais. Esta sensibilidade em sistemas mateméticos
repetitivos (iterativos) conduz ao Caos.

A experiéncia que realizaste é, na sua esséncia, andloga 3 que deu origem, por casualidade, ao caos
matemdtico. Atende ao seguinte texto:

"0 caos matematico foi uma descoberta sortuda de um meteorologista. Na década de 1960, Edward N.
Lorenz, um meteorologista do MIT?, estava a produzir modelos matemdticos para a previsdo do tempo
juntando uma lista de dados numéricos. O seu modelo usou esses dados para gerar uma lista de nimeros
que iriam prever o estado do tempo para o préximo periodo. Entdo esses valores seriam inseridos de novo
nas formulas matemdticas para produzir valores semelhantes para o préximo periodo de tempo, e por af
fora.

Num dia particularmente sortudo, Lorenz estava com o seu sistema a trabaihar e a gerar previsdes quando
foi interrompido. Teve de reintroduzir alguns dos valores anteriores e reiniciar o processo depois de vdrias
repeticdes j& terem sido completadas. Em vez de dactilografar os digitos de todos esses nimeros de novo,
ele poupou esfor¢o arredondando-os, pensando que n3o iria fazer nenhuma diferenca se ignorasse o sexto
ou sétimo digito depois da virgula decimal. Porém, depois de o seu modelo ter efectuado as operagdes, ele
descobriu que arredondar esses valores resultara em previsdes do estado do tempo radicalmente
diferentes.

{...) Assim, ele descobriu que quando repetia certas operacdes, a pratica standard de arredondar a um
ndmero de certos digitos significativos dd resultados completamente diferentes. Lorenz percebeu que o
seu sistema para descrever o tempo era um exemplo de uma nova descoberta matematica. Sem querer, ele
tinha-se tornado no pai do caos.”

em O matemdtico disfarcado, Edward Burger, Michael Starbird, Academia do Livro, 1.2 edi¢3o

A Teoria do Caos é um ramo actual da Matemdtica, que estuda os sistemas dindmicos sensiveis as
condigdes iniciais.
Podemos observar comportamentos caéticos em dreas como a Matemdtica, Economia, Fisica, Biologia,
meteorologia, etc.

YEm Gleick, J., Caos, A construgdo de uma nova ciéncia, Gradiva, 2.2 Edi¢3o, 1994

? Lorenz, 1917 - 2008
¥ Massachusetts Institute of Technology
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Modeios Financeiros
| - Plano poupanga
Supde que depositas 1000 € numa conta poupanga que paga 5% de taxa de juro anual. Considera que
B, representa o teu capital no final do ano n . Assim, B, = 1000 .
1. Calcula os seguintes valores:
a) B, b) B, c) By
2. Escreve B, em fungdode B;.
3. Se souberes o valor de B, como podes calcular o valor de B, ?
4. E se souberes o de B, como calculaso de B,.; ?
5. Calcula os valoresde B, para n=4 até n=10.
6. Mantendo-se a taxa de juro, quanto tempo demorara a duplicar o capital inicial?

7. Supde que depositas o dinheiro noutro banco que paga apenas 4% de taxa de juro. Qual o modelo
matemdtico que permite obter B,.; sabendo B,?

It - Duplicando o investimento

Supde que fazes um depdsito inicial de 100 € numa conta poupanga que paga 12% de taxa de juro por
ano.

1. Qual a regra iterativa que permite saber os saldos da conta usando aquela taxa de juro?
2. Usa uma folha de célculo para determinares o saldo da conta ao fim de
a) 5 anos b) 10 anos

3. Quantos anos leva até que o saldo de conta seja maior do que o dobro do capital inicialmente
depositado?

4. E quanto tempo mais € necessario para duplicar novamente aquele valor, isto é, quantos anos levara até
teres mais de 400 € no banco?

5. Quantos anos serdo necessarios para teres no banco 1000 € ?
Il - Juros compostos mensalmente
Calcula os saldos obtidos nos seguintes planos poupanga.

1. Um plano de poupanga paga 12% de taxa de juro por ano, em regime de juro composto mensalmente.
Abres uma conta plano poupanga com 1500 € e fazes dep6sitos mensais de 225 € . Que quantia tens ao
fimde 2 anos?

2. Outra conta poupanga também paga 12% ao ano em regime de juro composto mensalmente. Investes
500 € e depositas mensalmente 225 €. Quanto terds ao fim de 2 anos?

IV - Comparando contas poupanga

1. SupBe que tens 1000 € para depositares num banco. Um banco oferece uma taxa de juro anual de 12%
, enquanto um segundo banco oferece a mesma taxa de juro, mas em regime de juro composto
mensalmente. Por que banco optarias e por qué?

2. SupBe que o primeiro banco oferece 13% de taxa de juro em regime de juro anual e o segundo mantém
os 12% em regime de juro composto mensalmente. Que banco escolherias e por qué?
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V - Pagar o empréstimo

Supde que pedes emprestado 5000 € a um banco. Sup&e que os teus pagamentos de juros s3o taxados a
1.5% por més e que tu fazes pagamentos (amortizagSes) mensais de 125 € .0 teu saldo inicial é, entdo, de
—5000 € ao fim de um més, serd de —4950€ ; depois de dois meses serd de — 4899.25 € .

1.Usa uma calculadora ou folha de célculo para listares os teus saldos de empréstimo depois dos primeiros
8 meses, calculando a 6rbita de valor inicial —5000 :

a) apds 3 meses b) apds 4 meses ¢) ap6s 5 meses

d) ap6s 6 meses e) apés 7 meses f) apés 8 meses

2. Qual é o modelo iterativo que permite saber a quantia em divida em cada més?

3. Desde que deves dinheiro ao banco, deves manter os pagamentos (amortiza¢Bes) mensais até que o
saldo devedor seja igual a 0€ . O periodo de tempo necessario para saldar um empréstimo é denominado
por durag¢do do empréstimo. Usa uma folha de calculo ou uma calculadora para determinares os sucessivos
saldos mensais.

a) Qual a duragio do empréstimo?

b) Se a taxa de juro mudar para 1% por més e as amortizagbes se mantiverem, qual é o novo modelo
iterativo?

¢) Actualiza a folha de calculo para determinares a duragdo deste empréstimo.

d) Se as amortizagBes mensais que fizeres passarem para 200 € por més & taxa de juro inicial de 1,5% por
més, qual é a nova regra iterativa?

e) Qual a duragio deste empréstimo?
VI - Comparando empréstimos

1. Pedes um empréstimo de 5000 € ao banco. O banco cobra juros de 1% ao més e tu faris pagamentos
mensais de 100 € . Quanto tempo demoraras a saldar a divida?

2. Quanto te vai custar, efectivamente, esse empréstimo?

3. Tu vais a um segundo banco que te cobra 0.9% de juro mensal, mas tu teras de fazer pagamentos de
110 € por més. Qual dos bancos tem melhor oferta e por qué?

Vil - Trés fithos na faculdade...

O custo de frequentar uma faculdade privada por 4 anos era, em 2008, de 100 000 € aproximadamente.
Este custo sofre um aumento a razdo de 4% ao ano. E bem possivel que, daqui a exactamente 10 anos,
possas ser pai/mde de, quem sabel, trigémeos. E estes, para além de muito queridos, sdo ambiciosos e
querem frequentar aquela faculdade de prestigio quando tiverem os seus 18 anos. A questdo coloca-se:
como financiar esse custo?

1. Supondo que o custo total do curso é paga no dia da inscrigdo, que quantia seré necessario ter no banco,
na altura em que os jovens terdo 18 anos e vio matricular-se naquela faculdade privada?

2. Supondo que podes aderir agora a um plano de poupanca que pagara juros de 10% ao ano, que quantia
deves depositar por ano naquela conta a fim de poderes pagar a faculdade aos gémeos?
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3. Contudo, n3o te é possivel, nesta altura, despender aquele dinheiro e decides, entdio, que fards uma
conta poupanga, para aquele fim, quando eles nascerem. Que quantia deves pér, entdo, de parte, para
pagares todo o curso aos teus filhos?

Outras Exploragdes...

1. Determina o saldo de uma conta poupanga apds 12 anos, se a taxa de juro for de 12% ao ano e o
capital inicial de 1500 €.

2. Determina o saldo de uma conta poupanga apds 8 anos, se a taxa de juro for de 11.5% ao anoeo
capital inicial de 750 €.

3. Supde que a taxa de juro associada a uma conta poupanga é de 8% ao ano e o depésito inicial é de
1000 € . Se fizeres depésitos, nesta conta, de 500 € no final de cada ano, qual serd o teu capital no final
dos primeiros 6 anos?

4. Supde que utilizas o dinheiro da conta anterior para comprar um carro que custa 10 000 € . Nesta taxa
de poupanga, quanto tempo levaré para teres no banco dinheiro suficiente para comprar o carro? Serd
melhor procurares um carro mais barato? Ou talvez possas recorrer a um empréstimo...

5. Supde que pedes um empréstimo de 10 000 € para comprares aquele carro. Se a taxa de juro for 1.5%
ao més e fizeres amortiza¢cdes mensais de 200 €, qual a duragdo do empréstimo?

6. Supde que pedes um empréstimo de 10 000 €, A taxa de 1.5% por més, na modalidade de juro
composto. Usa uma folha de célculo para determinares quanto deves amortizar mensalmente, a fim de
pagares o empréstimo em 48 meses.

7. Considera que abres uma conta poupanga que paga 12% em regime de juro composto mensalmente.
Depositas 50 € , cada més, naquela conta. Que dinheiro terds nessa conta ao fim do primeiro ano? E do
segundo? E do quinto?

8. Um pais tem inflagio quando os bens bdsicos (tais como comida e habitagdo) aumentam. A taxa de
inflagio varia, mas a inflagdo em Portugal ronda, em média, os 3% por ano. Isto significa que se algo custa
10 € num ano, custara no ano seguinte, em média, 10.30 € . Assumindo que a taxa de inflagdo estabiliza
nos 3%, quantos anos serdo necessarios para que algo duplique o prego?

9. Procura, nos bancos da tua cidade, as taxas de juro praticadas nas contas poupanga. Assume que queres
abrir uma conta poupanca com uma certa quantia de dinheiro (algumas contas exigem uma quantia
minima de abertura). Depois calcula a quantia de dinheiro que ganharas pelo teu investimento ao longo de
um periodo de tempo (digamos, por exemplo, 5 anos).

10. Investiga o custo de um empréstimo bancario a estudantes e quanto tempo levara a saldar esse
empréstimo.

11. Investiga as taxas de juro dos cartBes de crédito para diferentes planos. Qual a amplitude de variagdo
dessas taxas? Qual a melhor taxa que encontraste?
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Séries temporais

Nos processos iterativos, o comportamento do sistema em causa apenas é perceptivel, muitas das vezes,
ao fim de um grande nimero de iteragBes. Analisemos aquele comportamento através de graficos de
Séries Temporais.

Uma série temporal regista os valores das vérias iteragdes. No eixo horizontal considera-se a ordem da
iterada, n ; no eixo vertical considera-se o valor da correspondente iterada da fungo.

Por exemplo,
dada a regra iterativa definida por y=0.5x+2 e tomando para valor inicial x=-1, a érbita é
0525353553755 3875->..

A série temporal correspondente associa em pares os elementos ordem/valor da iterada, (0, X}, (1, x4}, (2,
Xp) , ... que, no exemplo, sdo

(0;0),(1;2),(2;3),(3;3.5),(4;3.75), ...

Representagiio grafica da série temporal:

Xk
4 ‘ ¢ [ ]
3
2 v
1
-9 - -
0 1 “ 3 4 5 Iterada n
1. Considera a mesma regra iterativa , A
y=0.5x+2 .
a) Regista as quatro primeiras iteradas na Xn
érbita de cada um dos valores iniciais a
seguir indicados: 4
Xo=4 3
=-1 2
Xo=6, 1
b) Representa graficamente a série .
temporal associada a cada um dos valores . ) 3 1 lterada n
iniciais anteriores, usando o referencial ao

lado. Utiliza cores ou simbolos diferentes para cada uma das representagdes.

¢) O que te sugere dizer sobre as 6rbitas de pontos, apenas por observagdo grafica das séries temporais
correspondentes?
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2. Considera a itera¢do da fungdo linear definidapor x =5 0.4 x .

A

a) Calcula a 6rbita de cada um dos

. s 4
seguintes valores iniciais, para as
quatro primeiras itera¢des. 3
Xo=5 2
Xo=-5 1
Xo=2 —>

0 : 3 4 { iterada n

X°=-2 -1
b} No referencial ao lado representa as
quatro séries temporais associadas aos
valores iniciais anteriores. Utiliza cores
ou simbolos diferentes para cada uma

das representagdes.
c) Descreve diferengas ou semelhangas entre as quatro séries.

d) Olhando para as representagdes graficas das séries temporais, és capaz de sugerir qual o ponto fixo da
fungdo dada? Justifica.

3. Considera a fungdo quadratica definida por f (x) =x? e iteremos sucessivamente alguns valores.

a) Calcula as cinco primeiras iteradas da

6rbita de cada um dos valores iniciais 4
dados. Depois, representa os
respectivos  graficos das  séries
temporais. Utiliza cores ou simbolos
diferentes para cada uma das
representacoes.
X°=-1 4
Xo=-0.8

3
Xo=-1.2

2
Xo=-2

1
Xo=0.6

i 3 1 4 Itdrada n

-1
b) Descreve cada uma das quatro
orbitas geradas.
c) Existem pontos fixos? E pontos pré-fixos?
Existem pontos periédicos?
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4. Considera a regra iterativa definida por x — 2«/; .
a)
e calcula os seis primeiros valores das drbitas geradas por cada um dos pontos iniciais dados;

® representa graficamente as séries temporais correspondentes.

Xo=0
Xo=4
Xo=9
Xo=1
'y
4
3
2
1
[ ] 2 3 4 B

Iterada n

b) Descreve cada uma das quatro 6rbitas geradas.

¢) Identificam-se pontos fixos? Ou pré-fixos? Existem ciclos periddicos?

5. Considera a fung3io definida por f(x)= | x- 1|

a) Averigua o destino das 6rbitas de 0,de 1 ede 1/2 (calcula as primeiras iteradas de cada orbita).

b) Representa as séries temporais para os valores obtidos. Usa cores ou simbolos diferentes para cada uma.
A

2
1
- q Ll
0 ] 1 3 1 Iterada n
¢) Como descreves cada 6rbita?
Mestrado em Matemdtica para o Ensino — Caos e Fractais 23

Actividade 8 — Adaptac¢3o de actividade em {13]



Caos e Fractais — Actividade 8

d) Ainda com a mesma regra iterativa ( f (x) = I x—1| ) investiga o destino da érbita de valor inicial (-3) .

Calcula as primeiras iteradas e representa graficamente a série temporal respectiva.

v

e) Descreve a 6rbita gerada por (-3).

Outras investigacdes:

1. Usa a calculadora ou uma folha de célculo para investigares o destino da érbita de 0 para cada uma das
seguintes regras iterativas. Poderds necessitar de iterar muito mais do que seis vezes para predizeres a
evolugdo da érbita.

x> x*+0.1 x> x2-05 x-ox-1.1

x> x*-13 x> xt=2

2. O mesmo exercicio para o valor inicial 0.5 e as regras iterativas:
x—>0.5x(1—x) x—)l.Sx(l—x) x—>3.2x(1—x)

x—>35x(1-x) x> 4x(1-x)

3. Define o sistema circular como sistema de medigio de angulos na calculadora, ou folha de célculo, e
investiga a evolucdo da érbita de qualquer valor inicial sob iteragdo da fungio definida por x — 0.5sinx .

4. O mesmo exercicio para a regra iterativa dada por x — cosx .

5. Qual o destino de qualquer 6rbita sob iteragdo da regra x — ’ xl

6. Qual o destino da érbita de 1/2 ede %+ —J4£— sob a iteracdo da regra x — 4x(1— x) ?

Mestrado em Matematica para o Ensino — Caos e Fractais 24
Actividade 8 — Adaptag3o de actividade em {13)



Caos e Fractais — Actividade 9

No dmbito da Saide

Considera que tomas uma dose de 100 mg de A_ AntiDor, que é eliminado do organismo a taxa de 25%
por hora e n3o tomas outras doses.

Qual é o modelo iterativo que descreve a quantidade de medicamento no teu corpo?

Lista os primeiros sete elementos da drbita anterior.

O que representa x, ?

Como calculas x; se souberes x;9 ?
Se souberes o valor de x, como calculas X, ?

Calcula os préximos sete valores desta érbita. Depois, representa numa série temporal os primeiros 14
pontos da érbita.

100

Quantidade de
medicamento

(mg)

50

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 Horas
Qual o comportamento desta dérbita?
1 - Mais do que uma dose de AntiDor
1. Suponhamos que tomas uma dose de 100 mg de A_AntiDor de hora em hora. Explica como équea

regra iterativa x — 0.75 x+100 descreve a quantidade de medicamento no teu organismo.

2. O teu médico ndo tem a certeza sobre a dose inicial a receitar. Sentes-te t&o doente que uma dose inicial
de 100 mg deve ser insuficiente. O médico investiga, ent3o, o efeito de uma dose inicial de 100 mg , de
300 mg e outrade 500 mg . (Depois da dose inicial voltas a tomar uma dose de 100 mg a cada hora.}

Usa a calculadora ou uma folha de célculo para simulares os primeiros 20 ou mais pontos nas 6rbitas de
valores iniciais 100, 300 e 500 . Qual é o comportamento de cada 6rbita?

3. Representa as séries temporais destas 6rbitas.
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500
Quantidade de
medicamento

300

200

100

o0 1 2 3 4 5 6 7 8 S 10 11 12 13 14 Horas
4. Como interpretas as séries temporais obtidas no contexto da situaco descrita?
5. E 0 que podes concluir sobre o efeito das diferente doses iniciais?

6. Supde que tens de ter pelo menos 250 mg de A_AntiDor no teu organismo para que faga efeito. Se
comegares com uma dose inicial de 100 mg, quanto tempo seré necessério até que a medicag¢do comece a
fazer efeito?

7. Dado que necessitas de pelo menos 250 mg de A_AntiDor no teu organismo para que seja eficaz, que
dose inicial minima deve o médico prescrever para que a medicag3o faga efeito em duas horas?

lil — Doses didrias de B_AntiDor

Considera que o teu organismo elimina 20% de um medicamento conhecido por B_AntiDor, por dia.
Suponhamos que tomas uma dose inicial de 75 mg, seguida de 25 mg todos os dias seguintes.

1. Qual é a regra iterativa que determina a quantidade de B_AntiDor no teu organismo em cada dia?

2. O nivel de toxicidade do B_AntiDor no teu organismo é de 130 mg. £ seguro continuares a tomar este
medicamento? Por qué?
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Outras exploragdes:

1. Supde que és um atleta Olimpico e que tomaste B_AntiDor para te ajudar a recuperar de uma
constipac3o. Relembra que o teu organismo elimina 20% do medicamento em cada dia. Considera que
tomas uma dose inicial de 75 mg , seguida de doses didrias de 25 mg nos 5 dias seguintes. Entretanto
ficaste a saber que o B_AntiDor se encontra na lista das substéncias proibidas e que terés de ser
submetido a um teste, que detecta 1 mg da medicag3o. Tu paras de tomar aquele medicamento assim que
tens conhecimento da sua proibigio, mas j4 tomaste a sexta dose... Quando poderés fazer novamente o
teste, de modo a que o medicamento n3o seja detectado no teu organismo?

2. Supde agora que tomas uma dose de 75 mg de C_AntiDor, que o teu organismo elimina a uma taxa de
15% & hora. Escreve uma regra iterativa que modele a absor¢io deste medicamento. Usa o modelo
encontrado para calculares a quantidade do medicamento eliminada ao fim de 1 hora, 2 horas, 3 horas, 10
horas. Representa a série temporal correspondente e discute o comportamento da 6érbita, fazendo uma
interpretagdo no contexto da situagdo descrita.

Mestrado em Matemdtica para o Ensino — Caos e Fractais 27
Actividade 9 — Adaptada de actividade em [13}






Caos e Fractais — Actividade 10

Modelo logistico do crescimento populacional

I - O crescimento exponencial

1. No modelo de crescimento exponencial x — k x , para que valores reais do pardmetro k a populagdo
se extingue?

2. Para que valores de k a populag3o crescerd sem limitagdo?

Il = Qutro modelo

1. O modelo de crescimento exponencial anterior é demasiado simples para ser usado na previsdo da
populagdo, pois hd um grande nimero de situagdes que n§o sdo tidas em conta. Quais sdo algumas das
coisas em falta neste modelo que poder4 torné-lo mais realista?

2. Determina os pontos fixos para a regra iterativa x — kx(l—x), com k>0 eemqueovalor x;

(0 <X, < 1) representa a populagdo inicial (assim, pontos fixos negativos n&o tém qualquer significado no

contexto).

1l - Uma experiéncia

Recorrendo a uma folha de célculo ou calculadora, investiga o comportamento da érbita de x;, = 0.5 sob

iteragdo do modelo anterior para os valores de k indicados. Deves iterar o nimero suficiente de vezes que
te permita concluir, com seguranga, sobre o comportamento/destino da érbita.

1. k=02  Destino:
k=04  Destino:
k=0.6  Destino:
k=0.8 Destino:

2. Como interpretas, em termos de populagio de uma dada espécie, cada um dos comportamentos
anteriores?

3. Experimenta outros valores para k,entre 0 e 1. Verifica-se o mesmo comportamento?
4. Que tipo de 6rbita & gerada por O para cada um dos valores de k?

5.0 que acontece quando k =1 ? Ouquando k é pouco maior do que 1, por exemplo, 1.17?

IV — Qutra experiéncia
Consideremos, agora, valores maiores para k.

1. k=13 Destino:

k=1.8 Destino:

k=2 Destino:

k=25 Destino:

2. Como interpretas, em termos populacionais, cada um dos comportamentos anteriores?
3. Experimenta outros valores para k,entre 1 e 3. Verifica-se o mesmo comportamento?

4. 0 que acontece quando k =3 ? Ou quando k é pouco maior do que 3, por exemplo, 3.17
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V - Maiores valores de k

E para valores de k ainda maiores,

1. k=32 Destino:
k=34 Destino:
k=35 Destino:
k =3.554 Destino:

2. Como interpretas, em termos populacionais, cada um dos comportamentos anteriores?

3. Experimenta outros valores para k, entre 3 e 3.57. Verifica-se 0 mesmo comportamento?

Vi - Diagrama de érbitas

Para teres uma ideia dos diversos comportamentos que se podem observar por iteragdo do modelo
logistico, irds continuar a investigar 0 comportamento/destino de diversas érbitas de X, =0.5, para

variados valores de k . Desta vez irss fazer registos graficos numa figura conhecida por diagrama de
Orbitas.

1. Utiliza um conjunto diferente de valores para k tais como, por exemplo, k = 0.43857 em vez de
k=1.

itera x, =0.5 para cada valor de k seleccionado, tantas vezes quantas as que consideres necessarias

para identificares se a érbita converge para um valor fixo ou para um ciclo periédico. Por exemplo, se
k =1.3 , entdo verificas que a 6rbita converge para um ponto fixo aproximadamente igual a 0.231..., e
registas aquele valor de k e o ponto fixo 0.231....Se k =3.15, ento observa-se a érbita a tender para
um ciclo de periodo 2 com valores aproximados de 0.533... e 0.784... (regista estes valores aproximados
as milésimas). Se k = 3.5 , a 6rbita cai num ciclo de periodo 4 de valores aproximados 0.500..., 0.875...,
0.383... e 0.827... . Se, ocasionalmente, n3o conseguires identificar se a 6rbita tende para um ciclo ou ndo,
larga esse valor de k, por algum tempo e passa a outro.

Nota: Regista apenas o destino da 6rbita, ndo o seu comportamento transitério. Em cada caso itera um
nimero suficiente de vezes para descobrires o A
comportamento a longo prazo. Se ndo identificares esse
comportamento, experimenta para outro valor de k.

2. Faz, agora, um registo grafico dos dados recolhidos: os
valores de k no eixo horizontal e os valores correspondentes
ao destino as drbitas no eixo vertical. Assim, assinalards os 05 ®
pontos:

(1.3;0.231), porque para k=1.3 a érbita converge para um
valor aproximadamente igual a 0.231;
(3.15; 0.533) e (3.15;0.784) , porque para k=3.15 a 6rbita

cai num ciclo de periodo 2 , com valores aproximados 0.533
e 0.784;...

Para preencheres a figura, considera dois valores de k distintos em cada um dos seguintes intervalos.

Regista o valor de k e o destino da érbita.
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a)0<k<«l

k= Destino da drbita:
k= Destino da drbita:
b)l<k<?2

k= Destino da drbita:
k= Destino da drbita:
c)2<k<3

k= Destino da 6rbita:
k= Destino da drbita:
d)3<k <34

k= Destino da érbita:
k= Destino da érbita:
e) 3.46 <k <3.541

k= Destino da drbita:
k= Destino da drbita:
f) 3.543 <k <3.563

k= Destino da drbita:
k= Destino da drbita:
g) 3.565 <k <3.568

k= Destino da érbita:
k= Destino da drbita:

3. Compara os teus resultados com os dos teus colegas. Registem os vossos valores no mesmo gréfico.
4. Parece existir algum padr3o 3 medida que os valores de k sdo cada vez mais aproximados de 3.57 ?
(Sugest3o: utiliza uma folha de célculo para efectuares, pelo menos, 500 iteragSes)

5. Continua a tua exploragdo sobre o comportamento a longo prazo das 6rbitas obtidas, para valores de k
compreendidos entre 3.83 e 3.85.
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Auto-Semeihanga — Construglio de Fractais

A - Considera o tridngulo equildtero abaixo (Etapa 0) e aplica-lhe a seguinte regra iterativa:
e une os pontos médios de cada um dos lados por segmentos de recta;

e remove o tridngulo do meio de entre os quatro tridngulos obtidos, mantendo, assim, os trés
tridngulos dos cantos (Etapa 1);

e procede da mesma forma para cada um dos novos tridngulos criados, até a Etapa 4;

e escurece todos os tridngulos resultantes nesta ultima etapa.
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Este processo, repetido sucessivamente, d origem a uma imagem fractal conhecida como
Triangulo de Sierpinski
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O Tringulo de Slerpinski

A figura representa a sequéncia das primeiras etapas da construgdo do tridngulo de Sierpinski.

AL G40

Etapa O Etapal Etapa 2 Etapa3 Etapa 4
Em etapas subsequentes, a subdivisdo continua em tridngulos cada vez mais e mais pequenos.

B - Quantos tridngulos sombreados hd em cada uma das etapas desde a etapa 0 até a etapa 4? E na
etapa 57 E na n-ésima etapa? Regista as contagens na tabela:

Etapa 0 1 2 3 4 5 n
N.2 tridngulos 1

Considera que o tridngulo inicial tem 4rea 1.

B1 - Determina a 4rea total sombreada em cada etapa desde a etapa O até a etapa 4. Qual a drea
sombreada na etapa 57 E na n-ésima etapa?

O que acontece 3 drea sombreada quando n tende para +wo ?

B2 - Qual o perimetro da figura em cada etapa desde a etapa 0 até a etapa 4? E na n-ésima etapa?

A medida que n aumenta, o que acontece ao perimetro do tridngulo de Sierpinski?
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Auto-Semelhanga - Construgio de Fractals

A - Considera a figura em que sdo visiveis as etapas 0 e 1.

Etapa 0 - quadrado maior;
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Etapa 2 e seguintes — aplicar este processo recursivo a cada um dos quadrados obtidos

no final da etapa anterior. Representa figuras obtidas até a etapa 3.
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Este processo, repetido sucessivamente, da origem a uma imagem fractal conhecida como

Tapete de Sierpinski.
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O Tapete de Slerpinski

Etapa O Etapa 1 Etapa 2

A figura representa a sequéncia das primeiras etapas da construcdo do tapete de Sierpinski.

Em etapas subsequentes, a subdivisdo continua em quadrados cada vez mais e mais pequenos.

B - Quantos quadrados sombreados hd em cada uma das etapas desde a etapa O até a etapa 3? E naetapa4? E
na n-ésima etapa? Regista as contagens na tabela:

Etapa 0 1 2 3 4 5 n

N.2 quadrados 1

Considera que o quadrado inicial tem drea 1.

B1 - Determina a drea total sombreada em cada etapa desde a etapa 1 até a etapa 3. Qual a 4rea sombreada
na etapa 4? E na n-ésima etapa?

O que acontece 3 drea sombreada quando n tende para +w0 ?

B2 - Qual o perimetro da figura em cada etapa desde a etapa 0 até 3 etapa 4? E na n-ésima etapa?

A medida que n aumenta, o que acontece ao perimetro do tridngulo de Sierpinski?

C —Imagina as sucessivas figuras geradas usando apenas os quatro quadrados dos cantos em cada etapa.

Quais serdo as novas respostas as questdes colocadas em B?
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Auto-Semelhanca - Construgfio de Fractals

A - Considera o segmento abaixo (Etapa 0) e aplica-lhe a seguinte regra iterativa:

divide-o em trés partes iguais;

remove a do meio, mantendo, assim, os dois segmentos dos extremos

(Etapa 1);

procede da mesma forma para cada um dos segmentos que restaram, até a Etapa 4;
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Este processo, repetido sucessivamente, da origem a uma imagem fractal conhecida como
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A figura representa a sequéncia das primeiras etapas da construgio do Conjunto de Cantor.

e | Etapa 0
Etapa 1l
Etapa 2
_— = _— Etapa 3
- - - - o - -

Em etapas subsequentes, a subdivis3o

continua em segmentos cada vez mais e mais pequenos.

B - Quantos segmentos hé em cada uma das etapas desde a etapa O até & etapa 4? E na etapa 5? E na n-
ésima etapa? Regista as contagens na tabela:

Etapa 0 1 2 3 4 5 n

N.2 segmentos 1

Considera que o segmento inicial tem comprimento 1.

B1 - Determina o comprimento total dos segmentos de cada etapa, desde a etapa 0 até 3 etapa 4.
E na etapa 57 E na n-ésima etapa?
O que acontece ao comprimento de cada segmento na etapa n, quando n tende para +oo?

E ao comprimento total dos segmentos quando n tende para +oc ?
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Auto-Semeihanga — Construgdo de Fractais

A — A medida que as drvores crescem, elas v3o-se ramificando. A partir de bragos maiores, crescem
outros mais pequenos, destes crescem outros ainda mais pequenos e assim sucessivamente...

A actividade que te propomos é que fagas crescer uma "arvore matemdtica” com algumas das mesmas
propriedades das drvores reais.

Procede do seguinte modo:

A partir do extremo de cada ramo desenha dois novos ramos com metade do comprimento do anterior,
afastando-se 60°, tal como a figura sugere.

A etapa 1 estd ja representada. Repete o processo até a etapa 4.

. - . . . . . . . - . . . . . . . . . . . .

. - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . - . . . . . - . . . . .

. . . - . - . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . - . . . . . - . . . . . . . . . . . - .

. . . - . . . . - . . . . - . . . . . . . . .
- . . . . . . . . . . . . . . . . - . . . . .

. . . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . - . . . . . . . . . . . - . . . . . .
. . . . . . . . . . . - . . . . - . . . . . .

. . - . . . . . . . . . - . - . . . . . - . .
. . - . . . . . . - . . . . . . . . . . . . .

. . . . . - . . . . . . . . . . . . . - . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . - - . . . . . . . . - . . . . . - . -
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . - . . . . . . . . . . . . - . . . . .
. . . . . . . . . . . . - . - - . . . . . . .

. . - . . . . - . . . . . - . . . . . . . -
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . - . . . . . . . . . . . .
. . - - . . - . . . . - . . ) . . . . . - . .

. . . . . . . . . . . . . . . . - .
. . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . - .

. . . . - - . - - - . . . - .
. . - - . . . . . . . . . .

. . - - . . . . . . . . . - .
. . - . . . - . . . . . . .

. . . - . . . . . . . . 3 . .
. . . . - . . . . . . . . .

. - - . . . . . . . . . . . .
. - - . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . - . .
. - - - . . . . . . - . . .

. . . . - . . . . . . . . . -
. . . . . . . . . . . . . .

. . - - - - . . - . . . - . -
. . - . . . . . . . . . . .

. . - - . . . . . . . . . . -
. . . . - - . - - . . . . .

. - - . - . - . . . . . . . .
- . . . . . . . . . . . . .

. . . - . . . - . . - - . . .
. . . . - . . . - . . . . .

. - . . . . . . . . . . . - .
. . . . . . . . . . . . . .

. . . . . - - - . . . . . . .
- - . . . . - . . . . . . .

. . . . . . . . . . . - . . .
. . . . - . . . . . - - . .

- . . . . - . . . . . - . . .
. - - - . . . . . . . . . -

. . . . - . . - - . . . - - -
. . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . - . . . - . . .
- - . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . - . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .

. - . . . - . . . - . . . . -
. . . . 3 . - . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .

. . . . - . . . - . . . . . .
. . . . . - . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . - . . . .

. . - . . . . . . . . . . . . . - . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Este processo, repetido sucessivamente, d4 origem a uma arvore que é um fractal .
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Uma drvore...

Supde que a drvore cresce a partir de um tronco (segmento vertical) de medida 1. Imagina que a arvore
continua a ramificar-se segundo o processo iterativo indicado: os ramos bifurcam nas suas extremidades
em mais ramos que tornam a bifurcar e assim sucessivamente... Imagina a arvore completa.

B - Quantos ramos medem 1/4 ? Qual a soma das medidas destes ramos? E com medida 1/16?

Etapa 0 1 2 3 4 5 n

N.2 novos ramos 1

Qual a soma das medidas de todos os seus ramos?

Ha partes da drvore que parecem uma c6pia da drvore inteira?
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Auto-Semelhanga — Construgdo de Espiral

Considera os dois segmentos representados na figura abaixo (Etapa 0) e aplica-lhe a seguinte regra

iterativa:

no extremo inferior direito, desenha uma nova figura semelhante a anterior, com metade do

comprimento desta e num &ngulo de 902, conforme a figura sugere (Etapa 1)

.
!

repete 0 processo mais uma vez, e outra e outra, até a etapa 4.

e % S B & % & ¢ B B 6 T B S S T BB B s
* ® 8 8 0 % 2 ¢t 6 8 0 b 8t e s P o e et
o PPy PP P o0 _a PSP o . o
® % 6 0 8 B ¢ O 4 P st ot 4 4 st et st st e o *
5 6 8 0 ¢ % O P B S 4 T G S G B G E S sl
e * 8 8 4 % & t B 8 0 8 4 S T B B B s e o
* % 8 5 4 % 8t 2 8 e % g P S e P B S e B st o0 e
@ ® 8 0 6% ¢ 4 0 8t 4% 4 6 gt 8t st st e s *
® % 6 0 5 % & & 6 0 g & ¢ 0 S b st 2 b s et s oo * & &
PO NI I A AR B A A A I N A S A A
* ¢ 8 8 0 % & 4 B 8 4 F 0 % G e B B S e 6T F 20 o
¢ % 2 0 8 % & & B 8 o & & % ¢ s Bt s S s P st e *
@ & 0 4 9 @ & 0 ¢ 0 2 P 0 O 4 0 s s b et sttt
6 & & B ¢ % ¢ % S B 4 0 O S S G s O 4t 4G 0t 4 s s
" % 8 % & 8 & % B § B O B S S g b 4ttt e
e ¢ 5 8 6 % 0 6 8 B 6 " B B S B P s s s et s e e
* ¢ 5 ¢ 8 ¢ 8 ® B s s P 8 s ¢ o et e * s s b 2t s oo *
® F 6 6 4 % 4 0 6 0 9 & 8 % 4 b g b s bt o b st b s b st et
* B B 6 & & 4 & B B 4 B O 8 & B st S B 46 s 4t e et
¢ 2 8 5 0 % B S 8 4T S S O 6 4T S S B 4 S g
® % 8 06 @ T & 6 B B G T B P S S P B S 8 s s %o
® ¢ 8 7 0 ® 2 % & 8 4 % 5 S 4 s et s b et T e
® & 0 0 g & & & 8 O 4 % 6 B s O s & 5 e 4 2t et et *
PP B I BT T N T T Y S SR R IR T TN R RN B I K L I B
* * 8 0 & % & % B % 6 T & % S S0 T B O &S 4 & e e
s * @ 0 & O ¥ & 8 % 0t Bt 6 s 4 st e st s e oo L4
s S 8 ¢ 8 % ¢ % ¥ 8 8t ¢ O 2 e st et s s e o *
P I I N T R B I I I I S B I S I I B B B B AR
® % B 0 B S & B B O 4§ & B S S B 4 S S B S 6 st s e
e * & 8 a ¢ 8 ¢t 8 8 s s 4 S e P S s st st e s o
? % @ % & 0 ¥ & 2 8 8 O ¢ O 5 0 st 2 st et *
S S 0 8 % 4 O 8 b g B 8 4 s s bt s b s s st st e o
® ® 0 4 8 % ¢ & & 0 ¢ B &6 O 4 0 gt s 2 e st st st o *
PO R PO S S S A I A R A B B O B NN N RN B L N I A
e ® 5 % 6 6 & & 3 0 T 8 4 2 0 et B A S TN
* 0 @ P 0 % 8 O 0 P e P s % 4t e 4 st e 0o ¢ & & o 0 2 0

.‘000...0....0.......0000.000......0

.‘...‘.‘..“‘.“‘..“.Q“‘..““.“‘

Este processo, repetido sucessivamente, dé origem a uma imagem com caracteristicas de um fractal...
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Em etapas subsequentes, a subdivis&o continua em pares de segmentos cada vez mais e mais pequenos.

B - Quantos segmentos hd em cada uma das etapas desde a etapa O até a etapa 4? E na etapa 5? E nan-
ésima etapa? Regista as contagens na tabela:

Etapa 0 1 2 3 4 5 n

N.2 segmentos 2

Considera que cada um dos segmentos iniciais tem comprimento 1.

B1 - Determina o comprimento total da figura em cada etapa desde a etapa O até 3 etapa 4. Qual o
comprimento na etapa 5? £ na n-ésima etapa?

Qual o comprimento total da espiral ?
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Considera, agora, o segmento representado na figura abaixo (Etapa 0) e aplica-lhe a seguinte regra
iterativa:

®* no extremo superior , desenha um novo segmento com o dobro do comprimento do anterior
rodando-o 602, conforme a figura sugere (Etapa 1);

® repete 0 processo mais uma vez, e outra e outra, até 3 etapa 4.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . B . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

* . . . . . . . . . ’ . . . L] . L 4 * . .
L] . . L] . . . . . - . L] » L] . » L4 . L4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
- . - - * - > . - . - . . - - L] . L] - .
. . . . . . . . . B . . . . . . B . B
* L] - L4 . * . - L . . L] . L . L4 . . . *
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . - . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . L] . . . L] [ . . . L] - . . - . . L] -
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

* . . . . L4 . . L4 * . . L L[4 . . L] L4 L4 L]
. . . . . . . . . . . o . . . . . . .

. . . . . - . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . N . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . B . . . . . . B . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . - .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . -
. . . L] L] - - . L L] . * . L] . . L] L] L
. . . * . L4 . L] L] - . . . . . . . L4 - .
* L] . * . L . . L4 . . . . . . L] . L] .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . - . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . B . . . . . . . . . . . . . N .
. . . . L] . » . . . L4 . . . . . L . .

. L] - L] - . . . Ld L4 . . . L L * . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. L * - L] L[4 . * * * L4 L] * - L] . . > . .
* ] * L] . . * . * . . L * . * * . . L]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . - . . . . . . . . . . . . . . -
. . . . B . N . . B . . . . . . . . - .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . - . . L . . . . . . L4 L . L] . L - *
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . L4 L L4 L . L] . . - . - L) . . . . L .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. - - L - L - L) * - L4 - L] - . - L) - L] .
- L] . . . L] L * [ . * . L] . . . * » -

* . . . L . . L] L] L L - . . . > . . Ld .
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Em etapas subsequentes, a subdivisdo continua com segmentos cada vez maiores.

B - Quantos segmentos hd em cada uma das etapas desde a etapa 0 até a etapa 4? E na etapa 5? Ena n-
ésima etapa? Regista as contagens na tabela:

Etapa (] 1 2 3 4 5 n

N.2 segmentos 1

Considera que o segmento inicial tem comprimento 1.

B1 - Determina o comprimento total da figura em cada etapa desde a etapa O até & etapa 4. Qual o
comprimento na etapa 57 E na n-ésima etapa?

Qual o comprimento total da espiral?
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O Tridngulo de Pascal

O tridngulo de Pascal e as suas regularidades numéricas
A- Sabes que podes construir o Tridngulo de Pascal por um processo iterativo:

* Alinha 0 é formada pelo ndmero 1.
* Cada ndmero de cada uma das linhas seguintes é a soma dos dois que est3o imediatamente acima
na linha anterior.

Linha

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1. Escolhendo um dos elementos da linha 5, ao acaso, qual é a probabilidade de obter o 1? E de obter
um namero par?

2. Escolhendo um dos elementos da linha 6, ao acaso, qual é a probabilidade de obter 0 1? E de obter
um nimero par?

3. Escolhendo dois elementos, ao acaso, da linha 6, qual é a probabilidade de que a sua soma seja
impar?

4. Escolheram-se, ao acaso, dois elementos consecutivos da linha 8. Determina a probabilidade de
que a sua soma seja par.
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B. Na aritmética médulo-2 sé os restos da divisdo do nimero por 2 sdo importantes.

Por exemplo, se dividirmos o niimero S por 2 obtemos resto 1. Dizemos que 5=1mod 2.

Seguindo 0 mesmo raciocinio, 6= 0 mod 2, por exemplo.

Podemos somar nimeros, também:

5+7=0mod2 e 5+6=1mod2.

Como os restos que se obtém na divisio de qualquer nimero por 2 sé podem ser 0 ou 1, qualquer soma
mddulo 2 tem que ser igual a0 ou 1.

Este resultado é equivalente a afirmar que qualquer soma tem que ser par (P) ou impar (}).

P+P=P 0+0=0mod 2

P+i=1 0+1=1mod2
l+P=1 1+0=1mod2
I1+1=P 1+1=0mod?2

1. A figura seguinte representa as oito primeiras linhas do tridngulo de Pascal (por preencher).
Completa-as com 0 ou 1, escrevendo 0 no caso do nimero da célula ser par e 1 se for impar.
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2.

v ® N

10.

Agora, repete o procedimento anterior, nas primeiras gito linhas do tridngulo seguinte, pintando de
preto as células que correspondem a nimeros impares e deixando em branco as células com
ndmeros pares.

indica uma regra para colorir cada célula partindo das células da linha anterior.

Lembra-te das propriedades dos elementos do tridngulo de Pascal e procura relagdes com a regra
aqui presente.

Vés algum padrdo geométrico nas primeiras quatro linhas do tridngulo? Como é que o relacionas
com a primeira etapa do tridngulo de Sierpinski ?

Como € que relacionas as primeiras quatro linhas com as 8 primeiras linhas do tridngulo?

Aplica novamente a regra as préximas oito linhas.

Qual é a etapa do tridngulo de Sierpinski que aparece no final do preenchimento (16 linhas)?
Quantas linhas seriam necessarias para representar a etapa 4 do tridngulo de Sierpinski? E para a
etapa 57 E para a etapa n?

etapa ,1 |2 |3 ]4 |5 I In

Namero |2 4 8

de linhas

Existem linhas s6 com células pretas e outras que alternam as duas cores. Quais as linhas que

verificam cada uma destas caracteristicas?
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C. Na aritmética médulo-3 sé os restos da divisdo do ndmero por 3 sdo importantes. Assim, vamos ter
apenas os numeros 0,1 e 2,
S=2mod3; 6=0mod 3; 7=1mod 3;

Como o resto da divisdo de qualquer nimero por 3 s6 pode ser 0, 1 ou 2, qualquer soma médulo 3 seré
tambémiguala0,1ou 2.
5 +47=0mod3; 7+9=1mod3; S5+9=2mod3;

1. Escreve cada niimero das oito primeiras linhas do tridngulo de Pascal em médulo 3 e pinta a
célula correspondente de acordo com a seguinte regra:
¢ Seaentrada é 1 ou 2 pintar de preto.
e (Caso contrério (se a entrada for 0} deixar em branco.

2. Observas algum padrdo geométrico?
3. Completa a figura continuando a aplicar a regra anterior.

4. Escolhendo, ao acaso, um elemento da préxima linha deste triangulo qual é a probabilidade de
obter um nGimero muitiplo de 3?
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D. O Tridngulo de Pascal é um exemplo de um processo numérico iterativo que pode ser visto como um
autémato celular unidimensional: é dada a condigdo inicial (o elemento da linha 0) e é dada uma regra para
determinar os elementos de uma linha

partindo da anterior.
A regra visual utilizada na coloracio do %) ‘) ?
tridngulo médulo-2 poderia ser a seguinte:

1. Asduas células podem aparecer em quatro situagdes diferentes, pelo que precisamos de definir um
conjunto de quatro regras. Quantos conjuntos diferentes de regras se podem formar com duas células,
incluindo o que est4 indicado na figura anterior?

2. Se aregra para colorir uma célula depender das trés células imediatamente acima desta, quantas
regras diferentes precisamos de definir? E quantos conjuntos de regras diferentes existem? D4 exemplo de
um destes conjuntos de regras.

3. Utiliza a regra seguinte
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