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Nota do autor

Tendo sido interrompido, a partir do ano lectivo de 2015/2016, o 1° Ciclo do Curso de
Engenharia Civil, o autor resolveu reunir toda a informacéo que foi disponibilizada aos
alunos da disciplina de Resisténcia de Materiais, durante os 8 anos em que 0 curso
funcionou na Universidade de Evora.

O presente trabalho versa os Conceitos Gerais da Resisténcia de Materiais € € uma
edicdo revista e acrescentada das edi¢Ges que foram publicadas em 2010; 2009 e 2008.

No curso, a disciplina de Resisténcia de Materiais tinha a duracdo de um unico semestre
(4° semestre), pelo que foi necessario selecionar os temas mais relevantes a ensinar
sobre Esforco axial.

No ultimo ponto estdo incluidos exercicios, abordados nas aulas préaticas, sobre
diagramas de esforgos, tema ministrado na unidade curricular de Mecanica Aplicada
que precedia a Resisténcia de Materiais na Licenciatura em Engenharia Civil
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1. Introducéo

Ao engenheiro interessa a maneira como o material se deforma quando sujeito a accao
de forcas (Mecéanica dos Materiais). Este conhecimento é baseado em ensaios nos quais
amostras do material sdo submetidas a cargas conhecidas, medindo-se as deformacdes
por elas induzidas.

O ensaio de traccdo uniaxial realiza-se em equipamentos que aplicam,
progressivamente, forca de traccdo (tensile load) ou de compressao (compression load)
em provetes (test specimen) de dimensdes padronizadas. A forca e a alteragdo das
dimensGes do provete sdo medidas e registadas continuamente.

ARERRE T VRN

AR

.

2. Tenséo (stress) e extenséo (strain)

No ensaio uniaxial de traccdo (tensile test) de um determinado material, o alongamento
(Al) (elongation) registado para um determinado valor de forga axial (N) (tensile load),
depende das dimensdes do provete.

§ -
\ N Y

De facto, para a mesma forca, o alongamento sera tanto menor, quanto maior for a area
da seccdo do provete:

7

Al

< N
7

I
O alongamento sera tanto maior, quanto maior for o comprimento do provete:
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Utilizando o conceito de tensdo (stress) em vez de forca passa a ser possivel fazer uma
analise independente das dimensdes e geometria do corpo. Do mesmo modo, usa-se 0
conceito de extensdo (strain) em vez de enlongamento, o0 que permite fazer uma andlise
independente das dimensdes e geometria do corpo.

No caso de um provete de comprimento inicial | (guage length) e seccdo inicial Q
(original cross-section area), sujeito a uma forca axial N, a qual lhe induz um
alongamento Al, define-se:

- tensdo (o) como a forga por unidade de superficie da sec¢éo transversal;
- extensao (&) como o alongamento por unidade de comprimento da barra:

§ (-

| Al
— <—

O gréfico que exprime N=f(Al) num ensaio de trac¢do uniaxial, ao ser transposto para
um grafico ¢ =f(g), seguira a mesma curva, enquanto 0 comprimento | e secgdo Q, ndo
sofrerem grandes alteracdes, isto é enquanto as deformac6es forem pequenas.

3. Comportamento elastico e plastico

- Comportamento elastico (elastic deformation) — Deformacéo recuperavel que ocorre
simultaneamente com a aplicacdo de carga e em que as relagdes entre a deformacdo e a
forca que lhe corresponde sdo as mesmas na fase de carga (uniformly increasing load) e
na fase de descarga (removal of the load);
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7 Carga |

K Descarga

Al

- Comportamento pléastico - Deformacéo néo recuperavel que ocorre simultaneamente
com a aplicacdo de carga e que, de uma maneira geral, se manifesta apenas a partir de
uma determinado nivel de carga.

()
Carga
Descarga
Extenséo €
residual

Um material pode ter, em maior ou menor grau, ambos 0s comportamentos acima
indicados, o que conduz a nocao de material ductil e material fragil.

4. Material ductil e material fragil

Materiais ddcteis (ductile material), sdo materiais, como o a¢o macio (mild steel; low
carbon steel), que ao serem carregados até a rotura, experimentam, antes desta, uma
deformacéo pléstica apreciavel, geralmente muito superior a deformacéo eléstica.

De uma maneira geral os metais sdo materiais ddcteis, mas este comportamento
decresce a temperaturas baixas, isto € a rotura pode acontecer com menor pré-aviso de
deformacéo plastica.

Materiais frageis (brittle material) sdo materiais, como o betdo (concrete), ferro fundido
(cast iron), pedra (rock), vidro (glass), que atingem a rotura praticamente sem sofrer
deformacdo permanente, isto €, com um comportamento eléstico praticamente até a
rotura.
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5. Ensaio uniaxial de um material ductil

A figura seguinte ilustra esquematicamente o diagrama de um ensaio uniaxial de trac¢cdo
(tension test diagram) de um provete (test specimen) de ago macio:

D

- — — Al

€ N

Héa a destacar as seguintes zonas:
- OA - zona de comportamento elastico linear (zone of elasticity). E a zona de servico

do material;

- BC - patamar de cedéncia (yielding zone). E uma zona de deformacio puramente
plastica;

- CD - zona de endurecimento (zone of strain hardening);

- D - estric¢do (necking);

- E — 0 provete parte-se (breaking the specimen).

Standard tensile test specimen

-]

neek ostricciio

1+4l

www substech.com
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Definem-se as seguintes tensdes:

(o)

Or - S

[

Ole

Op

€

Extensao residual

- op - tensdo limite de proporcionalidade (proportional limit stress) — Tenséo abaixo
da qual ¢ valida a lei de Hooke. Tensdo limite do comportamento elastico linear.

- 61c - tensdo limite de elasticidade (elastic limit stress) — Tensdo maxima para a qual
apo6s uma descarga, nao ocorre qualquer deformagdo permanente.

- 6. - tensdo de cedéncia (yield point; yield stress) — Tensdo a qual se verifica um
aumento de deformacédo, mesmo sem variar a tensdo.

- o - tensdo de rotura (rupture stress) — Tensao a qual se verifica o0 aparecimento da
estriccdo.

Em muitos materiais 6j. = op.
Na zona linear a relacdo o=f(¢) sera:

o =E x ¢ (lei de Hooke unidireccional)

na qual E -2 toma o nome de médulo de elasticidade longitudinal ou médulo de
&

Young (Young’s modulus).

©

Material | E (GPa)
tan 6 = Médulo de Young (E) AQO 200 a 210
Cobre 110a120
V Aluminio 70

Notar que quanto maior for o modulo de Young, mais rigido (stiff) € o material, isto é
menos alonga ao ser sujeito a uma forca de tracgéo.
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Materiais ducteis num ensaio de compressdo uniaxial (compression test), apresentam
um diagrama de tensdo extensdo como se ilustra na figura seguinte:

compressive load (or stress)
—_—
/—\
N1
/N
NI

Ty 2
- plastic deformation

elastic —> compression(or strain)
deformation

H& uma zona de comportamento elastico, seguida de uma zona de comportamento
plastico. Os valores de tensao de proporcionalidade em compressdo apresentam valores
semelhantes aos verificados em traccdo. Naturalmente o fendmeno de estriccdo nédo
ocorre em compressdo. Pelo contrario, o provete vai sofrendo um progressivo
esmagamento, como indicado na figura.

6. Ensaio uniaxial de um material fragil

No ensaio uniaxial de traccdo de um provete de betdo, hé a destacar:

Ensaio uniaxial de traccdo
de um material fragil

Oy

€

- A zona de deformacéo linear € pouco definida;

- A rotura (breaking the specimen) acontece bruscamente, sem ter sido precedida por
deformacdes;

- Praticamente sem deformacéo residual, mesmo quando solicitado até a rotura.

Nos materiais frageis, em geral, a tensdo de cedéncia é pouco definida, uma vez que a
passagem de um comportamento elastico para o comportamento plastico ndo € muito
nitida. Convencionou-se para estes materiais que a tensdo limite de elasticidade é a que
provoca uma extensdo permanente de 0.2 %, ou seja € = 0.002. Representa-se: Gg 2.

José Oliveira Peca 9
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L

Gp.2

0.002 &

Num ensaio de compressdo uniaxial, 0 comportamento € idéntico, no entanto a carga de
rotura a compresséo € muito superior a carga de rotura a tracgao.

Ensaio uniaxial de
compressdo de um material
fragil

Or

A rotura em compressdo pode ocorrer por fractura (spliting) ou por abertura de fendas
(craking). Ocorre sem ter sido precedida por deformacdes.

Ductile and brittle fractures

15

)

Ducetile Brittle

www.substech.com

José Oliveira Peca 10
Texto de apoio aos alunos - 2016



Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

7. Coeficiente de Poisson

O alongamento longitudinal da barra definido pela extensdo € é acompanhado de uma
contrac¢do transversal Al

RS

>

I
\4

Al

l___I__________A‘_\_______

<_l

Define-se extensdo transversal () da barra com dimensdo transversal I; ,como a
contraccdo transversal por unidade de dimenséo transversal da barra.
Al,
& =—
It

Al
Atendendo a que: ¢ = T

. - . &
Define-se coeficiente de Poisson v = -t
£
No a¢o macio v = 0.3 na zona elastica e v =0.5 na zona plastica.

8. Estado de tensdo numa secc¢éao obliqua

Tensdo numa seccdo obliqua.

Q Qopi
To T
N < — 1 j———)- N
[ 5 7
Qobl = i T= N
cosé Q.
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o,=Txcos@ 1,=Txsing

Combinando as expressdes anteriores, permite-nos afirmar que numa barra de sec¢édo
transversal, Q, sujeita a uma forga de trac¢do, N, em qualquer seccdo obliqua ao eixo da
barra fazendo um angulo 6 com o eixo da barra, surgem tensdes cujas componente
normal e componente tangencial a seccdo obliqua valem respectivamente:

o, :%cosze 7, :%%sin 20

Como se pode inferir a tensdo normal (normal sress) é maxima nas seccfes transversais
(6 =0°) e a tensdo tangencial (shearing sress) € maxima nas seccgoes a 45°.

No ensaio uniaxial em traccdo ou compressdao de um material dictil, quando ocorre a
cedéncia, aparecem no provete linhas inclinadas a 45° em relagdo ao eixo do provete
(linhas de Lider-Hartman) Estas linhas coincidem com os planos em que se inicia a
cedéncia (escorregamento), o que revela que a deformacdo plastica ocorre em primeiro
lugar nas facetas onde a tensdo tangencial € maxima.

Sendo o escorregamento tanto verificado em tracgdo como em compressao do provete,
isto explica que a tensdo de cedéncia tenha o mesmo valor nas duas situacdes.

Nos materiais frageis a rotura, da-se por quebra de ligacdo entre as particulas do
material. Isto explica o facto da resisténcia a rotura ser diferente em traccdo e
compressdo. Por exemplo no betdo a resisténcia a traccdo € condicionada pelas
propriedades do ligante (pasta de cimento), enquanto que na compressdo Sao
importantes as propriedades do inerte (contacto entre as pedras que formam o inerte).

9. Trabalho de deformacao (Energy of strain)

Atendendo ao conceito de trabalho de uma forca, num ensaio uniaxial de traccdo de
uma barra, a area definida no grafico N=f(Al), entre 0 ¢ Al; , representa o trabalho
realizado na barra pela aplicacdo da forca até ao alongamento Al;.

N

Al

=

W = [ N(al) dal

Com a introducéo do conceito de tensdo e extensédo, é facil de provar que, num ensaio
uniaxial de tracgdo de uma barra, a area definida no grafico ¢ =f(g), entre 0 ¢ & ,

José Oliveira Peca 12
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representa o trabalho, por unidade de volume, realizado na barra pela aplicagéo da forga
até a extensao ;.

(¢ /,
/ WV /
/-
&i
De facto, atendendo a que:
Al N Al
W =j0 N@DdAl o= =%

Podemos escrever:

W = jo Qo(e) lde =V jo o(€) de
Conclui-se:
W &j
Vi jo o(e) de

O trabalho (W) fornecido a barra € energia que se estad a transmitir a barra. Se a
aplicacdo da forca for feita de forma muito lenta, entdo podemos desprezar qualquer
conversdo em energia cinética.

Enquanto o material estiver na zona de comportamento elastico, a energia fornecida é
convertida em energia potencial eléstica (elastic potential energy of strain).

Trabalho de Energia
deformacéo potencial
eléstica

A transformagao ¢ reversivel “quase a 100 %”, isto € a energia potencial eldstica pode
ser convertida no trabalho de uma forca (external work). A barra esta a actuar como
uma mola.

José Oliveira Peca 13
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Se o trabalho de deformacgdo comecar a provocar deformacéo plastica, entdo a energia
transmitida a barra €, em parte transformada em calor, o qual por ser dissipado para o
exterior, ndo e recuperavel.

Energia
otencial
Trabalh Poter
abalho Eje elastica
deformacéo
Calor e deformacéo
permanente
(¢
Fraccao de W/V acumulada Fraccéo de W/V acumulada
em deformacéo néo como energia elastica
recuperavel e em calor
dissipado

&

So6 a fraccdo de energia potencial elastica € que € reversivel, podendo recuperar-se como
trabalho de uma forga.

10. Tenacidade e resiliéncia. Acos endurecidos

Ao trabalho de deformacdo, por unidade de volume, realizado até provocar a rotura
denomina-se tenacidade (toughness).

Ao trabalho de deformacéo, por unidade de volume, realizado até provocar a cedéncia
denomina-se resiliéncia (resilience). Portanto um material com elevada resiliéncia é
aquele que tem capacidade de acumular energia sem adquirir deformacdes permanentes.
A figura seguinte mostra o exemplo de digramas de tensdo extensdo de dois a¢os. O aco
de elevado teor de carbono é por exemplo usado na constru¢do de molas. O aco de
média ou baixo teor de carbono (a¢o macio) € usado para estruturas.

O 7, Agoalto ©
0
2 i o T
: - Aco midio C 30,
o/ :: :
iBn &y
- =

A tenacidade de um a¢o macio € superior & tenacidade de um a¢o com elevado teor de
carbono. Em geral a tenacidade elevada é caracteristica dos materiais dicteis.

José Oliveira Peca 14
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A resiliéncia de um ago aumenta com o teor de carbono.

O endurecimento do aco, aumentando o seu teor de carbono, permite aumentar a sua
capacidade de acumular energia sem adquirir deformagdes permanentes (resiliéncia),
mas diminui a sua capacidade de acumular energia no dominio plastico (tenacidade).

Um material ductil ap6s ter sido sujeito a uma deformacéo plastica, figura seguinte:

(o)

Oy

[

€

Se este material for de novo sujeito a uma solicitacdo uniaxial, passara a ter o
comportamento indicado na figura seguinte:

o

Or
Ole

Este processo é conhecido por endurecimento a frio. Como se pode reconhecer, este
processo permite aumentar a capacidade do material para acumular energia sem adquirir
deformacdes permanentes (resiliéncia), mas diminui a sua capacidade de acumular
energia no dominio plastico (tenacidade).

11. Fadiga (Fatigue)

Num ensaio de fadiga a traccdo, o provete € submetido a uma forca axial que varia
ciclicamente entre um valor de intensidade em traccdo e o0 mesmo valor de intensidade
em compresséo (alternating loads).

José Oliveira Peca 15
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i

.
1“‘
.

o
.
----

N 1 ciclo

Regista-se 0 numero de ciclos que levam a peca a rotura. O procedimento é efectuado
para diversos valores de intensidade da forga ciclica. Um grafico de intensidade da forca
(ciclica) em funcdo do numero de ciclos que conduzem a rotura, mostra que a forca
tende para uma assimptota denominada tensdo limite de fadiga (fatigue limit stress).

(9

(g
' o= Tensao limite de fadiga

Cf [~~~ ~~~~~~7=°°~°7=°7°7°7°

N° de ciclos

Nos agos tensdo limite de fadiga é cerca de metade da tenséo de rotura e é inferior a
tenséo de cedéncia.

720, = 01t < O

Os resultados de ensaios de fadiga em traccdo apresentam uma grande disperséo e sao
fortemente condicionados pelo acabamento superficial do provete. O mecanismo de
rotura por fadiga inicia-se numa fissura superficial da peca, fissura que vai progredindo
a medida que o ensaio decorre. Desta forma a rotura por fadiga acontece de forma
inesperada, dai o seu perigo.

12. Principio de Saint-Venant

Se um corpo estiver sujeito a ac¢do de um sistema de forcas actuando numa zona
limitada da superficie, as tensbes e deformagfes que esse sistema de forgas provoca a
uma distancia grande da superficie de aplicacdo ndo dependem da maneira particular
como as forgas estdo aplicadas, mas apenas da sua resultante.

José Oliveira Peca 16
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Na figura anterior, a mesma resultante de carga (aplicada de forma diferente) sobre a
superficie da barra, reflecte-se a uma certa distancia da superficie de forma idéntica.

13. Principio da sobreposicao dos efeitos (Principle of
superposition)

Nos corpos ou estruturas em que as acgdes aplicadas provoquem deformacdes
suficientemente pequenas para poderem ser consideradas infinitesimais (a geometria do
corpo ou da estrutura ndo se altera sendo infinitesimalmente) e que, além disso, essas
acc¢des solicitam o corpo ou estrutura na zona de comportamento elastico linear, entdo o
efeito de aplicacdo de uma forca é independente do facto de ja estarem, ou nao,
aplicadas outras forgas no corpo ou na estrutura.

Por consequéncia os efeitos da aplicacdo de diversos sistemas de forgcas ao corpo ou a
estrutura, podem ser calculados separadamente e adicionados (That is, if several forces
are applied to a system, it is possible to determine the internal forces, stresses,
displacements and strains due to each force acting separately and then obtain the result
effect of all forces as the sum of the effects of each force).

14. Nocéo de seguranca

Critério semi-probabilistico de seguranga

José Oliveira Peca 17
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Normalmente ndo ha a certeza de qual é o valor de solicitagdo. Ha sim uma “visdo”
probabilistica; a solicitagdo tem maior probabilidade de ter um determinado valor...

frequency
A

Accao
» X

normal distribution curve

O valor caracteristico para as accdes é aquele que s6 tem 5 % de probabilidade de ser
superado.

Do mesmo modo, normalmente ndo ha a certeza de qual € o valor da propriedade de
resisténcia do material. H4 sim uma “vis20” probabilistica; a capacidade de resisténcia
do material tem maior probabilidade de ter um determinado valor...

frequency
'y

Resisténcia
t » X

Valor caracteristico da resisténcia

O valor caracteristico para a resisténcia do material € aquele que sé tem 5 % de
probabilidade de ser inferior.

A partir dos valores caracteristicos definem-se os valores de célculo:

Valor de calculo das ac¢des = Valor caracteristico das acgdes x Coeficiente de majoracgéo

Valor de calculo da resist. do material = Valor caracteristicos da resist. do material x Coeficiente de
minoracéo

Estes factores tém a fungdo de “cobrir” outras incertezas, como:

Solicitagfes relacionadas com condigdes ambientais dificeis de prever (temperatura;
humidade; efeitos corrosivos, etc.);

Incerteza quanto a garantia de uniformidade do material quanto a sua estrutura e
dimensdes;

Incerteza se a teoria usada para o dimensionamento e 0 método de calculo que a apoia,
sera ou ndo uma visao perigosamente simplificada da realidade.

José Oliveira Peca 18
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(Critério da) Tens&o de seguranca

Valor caracteristico das ac¢des < Valor caracteristico datenséo resistente
seccao B Coeficient ede seguranga

O coeficiente de seguranca reine num sé numero o coeficiente de majoracao das accoes
e o coeficiente de minoragdo das propriedades resistentes. Deste modo este método €
menos flexivel, uma vez que ndo permite dar pesos diferentes as incertezas referentes as
accgdes e as propriedades resistentes do material.

15. Peca linear (Rod)

“Edificio das areias” (em construcdo) — Estaleiro da obra da Barragem do Sabor - 2010

E uma peca em que uma das dimensdes (comprimento) é consideravelmente superior as
outras duas (as que definem a secgéo transversal da pega — cross section) e que pode ser
encarada como gerada por uma figura geométrica plana que se desloca ao longo de uma
recta (ou curva com grande raio de curvatura), mantendo-se perpendicular a essa linha
(axis of the rod).

As pecas lineares assumem importancia, na medida em que nelas é possivel relacionar
de maneira simples os esforcos que actuam simetricamente em relacdo a seccao (esfor¢o
normal e momento flector) com as tensbes que eles provocam, especialmente se a
relacdo tensdo-extensdo for linear. Para os esfor¢cos que ndo actuam simetricamente
(esfor¢o transverso e momento torgor) esse relacionamento ja ndo € tdo simples a ndo
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ser para formas particulares da seccdo transversal: seccOes de paredes finas e secgoes

circulares em torgéo.

Lei da conservacdo das sec¢des planas (Hipotese de Bernoulli)

Quando numa peca linear actuam apenas esforco axial e momento flector constantes
(esforgcos simétricos), as suas seccGes mantém-se planas e perpendiculares ao eixo

durante a deformacéo.

N

16. Revisao de diagrama de esforgos

1) Admita a barra ABC da figura seguinte. No ponto B tem aplicado uma carga

concentrada e um momento.

45kN
45kN/m
L
4 f lB \
ﬂ A ozm C
| 1.5m | 0.9m 2.4m
I I
a) Calcule as reacc¢des no apoio:
45kN
27kNm 45kN/m
vMa (7 m \ AR
C

2.4m

¥,
A B
V,
1.5m | 0.9m
I

YFy=Va—-45-45x24=0

XM= Mg + 27 - 45%1.5 - 45%2.4%3.6 = 0

Va = 153kN; Ma = 429.3kNm

b) Calcule os esforcos na seccdo a 1.4 m do apoio, apresentando os resultados segundo a

convencgéo de RM:

José Oliveira Peca
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Cﬂ DM

Am

\|

|
YFy=153-T=0

YM=429.3 -153x1.4+M=0
T =153KkN; M = - 215.1kNm

¢) Calcule os esforgos na seccéo a 1.6 m do apoio, apresentando os resultados segundo a
convencédo de RM:

27kNm
M / 45kN| l M
A
1.5m | T
Va | _

| 1.6m
I

|
YFy=153-45-T=0

XM=429.3 - 153x1.6 + 45x0.1+27+M =0

T = 108kN; M = - 216kNm
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d) Trace o diagrama de esforcos da barra:

45kN

27kNmm 45KkN/m

C
0.9m 2.4m

153kN
T 108kN
z
M N-429.3kNm
£226.8kNm
-199.8kNm N\ -129.6kNm
z

2) Para a viga da figura seguinte trace o diagrama de esforgos

30kN
/<
A B
C [ e)
| 1.5m | 3.5m
I

N /l

Solugéo: V= 18.18kN; V= 7.79kN; Ha= 15.00kN; Mc=27.27kNm

3) Para a viga da figura seguinte trace o diagrama de esforcos

90kN
15kN/m
'5’ yVWVVVVVVVVVVVB
Cc oo

| Im 2m

Solugdo: V= 70kN; V= 50kN; Mc=70kNm
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4) Para a seguinte barra:

50kN
20kN/m
R m\ .
2m 2m am
I N N N

a) Calcule as reacgdes nos apoios
Solugdo: V= 50.83kN; V= 39.17kN;

b) Calcule os esforcos na seccdo a meio véo
Solugdo: N =0; T =0.83kN; M = 103.33kNm;

c) Calcule os esfor¢os na seccdo a 2 m do apoio simples

Solugéo: N =0; T =-29.17kN; M = 71.67kNm;

d) Trace o diagrama de esforcos da barra.

5) Para a barra AB da figura seguinte trace o diagrama de esforgos N;T;M

x 10kN/m
e— 30kN
A B
o
| 2m
I
Solugdo: Ta= 20kN; Ma= -20kNm; Na= -30kN; Tg= 0; Mg= 0; Ng= -30kN;

6) Para a seguinte estrutura de duas barras com uma articulacdo em B:

30kN
10kN/m
v VV\
A = N\C
2m 2m 2m
N

a) Calcule as reaccgdes nos apoios.
Solugdo: V= 10kN; V= 40kN; Ha= 0; Ma= 100kNm

b) Os esforcos na sec¢éo a 3m do encastramento
Solugdo: N =0; T = 10kN; M = -10kNm

¢) Os esforcos na sec¢cdo a 5m do encastramento
Solugdo: N =0; T =0; M = 5kNm
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7) Para a seguinte estrutura de duas barras com uma articulagcdo em B:

20kN/m

PN

B /
3m

am am

a) Calcule as reacgOes nos apoios.
Solugdo: Va= 120kN; V= 40kN; Ha= 106.67kN; Hc = 106.67kN;

b) Na barra BC, calcule os esforcos na sec¢do a 4m do apoio C
Solugdo: N =-106.67kN; T = 40kN; M =0

¢) Na barra AB, calcule os esfor¢os na sec¢do junto do apoio A. Note que os esforcos

aplicados nesta seccao séo as reacgdes do apoio A.
Solugdo: N =-157.34kN; T = 32kN; M =0

d) Na barra AB, calcule os esforcos na secc¢do junto da articulagdo B.
Solugdo: N =-109.34kN; T = -32kN; M =0

e) Calcule os esforgos na seccdo a meio da barra AB
Solugdo: N =-133.34kN; T =0 ; M = 40kNm;

f) Trace o diagrama de esfor¢cos em ambas as barras.

8) A figura seguinte mostra uma estrutura formada por duas barras AB e BC, ligadas
por uma rétula em B, onde existe simultaneamente um apoio simples:

A
1.5m
10kN/m 40kN
_’ —
1.5m
AN NN A AN y
5m

Determine:
a) Reaccdes nos apoios;
Solugdo: V= 25kN; Vg = 25kN; Ha= 20kN; Hc= 20kN

b) Esforgos na seccdo a meio véo da barra AB;
Solugdo: N= 20kN; T = OkN; M= 31.25kNm

c) Diagrama de esforcos na barra AB.
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9) A estrutura é formada por duas barras AB e CD soldadas entre si

20kN/m
Tt
i W ——
CIl€ -
< 5kN/m 2m
D N AN
| 3m 3m |
| |

a) Calcule as reac¢des nos apoios
Solugio: Va= 18.33kN; Vg = 41.67kN; Ha= 10kN

b) Na barra AB, calcule os esfor¢os na sec¢éo a 1.5m do apoio A
Solugo: N = -10kN; T = 14.58kN; M = 25.62kNm

c¢) Na barra AB, calcule os esfor¢os na seccéo a 4.5m do apoio A
Solugdo: N = 0; T = -15.42kN; M = 41.86kNm

d) Calcule os esfor¢os a meio da barra CD
Solugdo: N =0; T = 5kN; M = -2.5kNm

10) A figura seguinte mostra uma estrutura formada por duas barras AB e BDE, ligadas

por uma rétula em B:

20kN/m
YV 120kN _—
B
> D
4kN/m
9m
6m
N
A e~
6m |
I
om 5m
Determine:
a) Reaccdes nos apoios;
Solugao: Vo= 5.33kN; Vg = 294.67kN; Ha= 54.45kN ; Hg= -18.45kN
b) Esforcos na seccdo situada 3m a esquerda da articulacao B.
Solugéo: N = 18.45kN; T = -54.67kN; M = 254.04kNm
José Oliveira Peca
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11) Para a seguinte estrutura de 3 barras AB, BC e AD com articulagdes em A, B e D.

10kN/m
30kNm V,\ \ VVVVVVVVVVVY
B D T
5m
A
= I N |

a) Calcule as reaccdes nos apoios A e C
Solugo: Va=57.73kN; V¢ = 52.27kN;

b) Faca o equilibrio da barra BC

c¢) Na barra BC calcule os esforcos na seccdo a 2m do apoio
Solugdo: N = 0; T = -32.27kN; M = 84.54kNm;

d) Na barra BC calcule os esfor¢os na seccdo a 5.5m do apoio C

Solugéo: N =-56.42 kN; T = 43.03kN; M = 75.79kNm;

e) Faca o equilibrio da barra AB. Note que a barra AB e a barra AD apoiam-se no

C

3 barras:
AB
BC
AD

mesmo apoio A. Este apoio reage ao conjunto das duas barras com a reac¢éo calculada

na alinea (a). Contudo a barra AB recebe do apoio A reacc¢des que s6 poderdo ser

conhecidas efectuando o equilibrio dessa barra, separadame

nte.

f) Na barra AB calcule os esfor¢cos na sec¢do a meio do seu tramo horizontal

Solugdo: N =-56.42kN; T = 78.03kN ; M = -136.04kNm;

g) Na barra AB calcule os esforgos na seccdo a meio do seu tramo vertical

Solugdo: N =-98.03kN; T =-56.42kN ; M = -141.07kNm;

h) Na barra AD calcule os esforcos em qualquer secgdo
Solugdo: N =69.34kN; T =0; M =0;
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12) Para a seguinte estrutura de 3 barras AB, AE e CD com articulagfes em A, C e D.

R AR AR R AR AR AR AR AR R AR AR
2m | 2m — 6m | o
| |

a) Calcule as reaccdes nos apoios A e B
Solugo: VA=0kN; V=150kN

b) Faca o equilibrio da barra AB. Note que a barra AB e a barra AE apoiam-se no
mesmo apoio A. Este apoio reage ao conjunto das duas barras com a reac¢éo calculada
na alinea (a). Contudo, a barra AB recebe do apoio A reacc¢des que sé poderao ser
conhecidas efectuando o equilibrio dessa barra, separadamente.

¢) Na barra AB calcule os esforgcos na seccdo a meia altura do tramo vertical
Solugdo: N =-150kN; T=0; M =0

d) Faca o equilibrio da barra AE. Note que a barra AB e a barra AE apoiam-se no
mesmo apoio A. Este apoio reage ao conjunto das duas barras com a reac¢éo calculada
na alinea (a). Contudo, a barra AE recebe do apoio A reaccGes que s6 poderdo ser
conhecidas efectuando o equilibrio dessa barra, separadamente.

e) Na barra AE calcule os esforcos na seccdo a 8m de E
Solugdo: N = 0; T = -45 kN; M = -70 kNm

f) Na barra CD (biela) calcule os esfor¢os em qualquer seccao
Solugdo: N =-125kN; T=0; M =0;

13) Para a estrutura formada pelas barras AB e CD, ligadas pelas bielas EF e JK, da
figura seguinte:
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A C
N
2m
E F
im 4D
50kN ———p] —_—
J K im QD
20kN/m \
2m
5 VAAMANANANA 2N
S1
3m 4m

Determine:

a) As reaccdes nos apoios;

Solugéo: Vp= 80kN; Hp = 51.67kN; Ha= 1.67kN

b) Os esforcos nas bielas;

Biela EF: compressdo He = 28.33kN; Biela JK: compressdo H;= 23.33kN

c) Os esforcos na seccdo s; a meio do ramo horizontal da barra CD.
Solugo: N = -51.67kN; T = -40kN; M = 120kNm
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