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Nota do autor

Tendo sido interrompido, a partir do ano lectivo de 2015/2016, o 1° Ciclo do Curso de
Engenharia Civil, o autor resolveu reunir toda a informacéo que foi disponibilizada aos
alunos da disciplina de Resisténcia de Materiais, durante 0os 8 anos em que O Curso
funcionou na Universidade de Evora.

O presente trabalho versa o tema do Momento flector da Resisténcia de Materiais e é
uma edicdo revista e acrescentada das edi¢Oes que foram publicadas em 2013; 2010;
2009 e 2008.

No curso, a disciplina de Resisténcia de Materiais tinha a duracdo de um unico semestre
(4° semestre), pelo que foi necessario selecionar os temas mais relevantes a ensinar
sobre Momento flector.

Nos diversos pontos deste trabalho sdo apresentados os aspectos formais importantes,
completados com problemas resolvidos e néo resolvidos de aplicagéo.

No ultimo ponto estdo incluidos todos os exercicios de aplicacdo sobre Momento flector
abordados nas aulas préaticas e os que foram alvo de avaliacdo nas provas de frequéncia
e de exame.
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1. Defini¢cOes

1.1. Generalidades

Plano da ac¢éo € o plano que contém as forcas e momentos que solicitam a barra, como

se mostra na figura:
1 > Plano da

accdo

-

Define-se eixo de accdo (e.a.) como a linha resultante da intersec¢éo do plano da ac¢éo
com o plano da secc¢do transversal da peca. O eixo da accdo é perpendicular ao vector
que representa 0 momento flector actuante na seccéo:

W |

Deformada é a linha que define a forma do eixo da peca apds deformacdo. O plano da
deformada é o plano definido pela linha média antes e depois da deformacéo:

1 :> Plano da

deformada

O prisma de seccéo infinitesimal paralelo ao eixo da peca denomina-se fibra.

José Oliveira Peca 4
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Na flexdo da peca havera fibras que aumentam de comprimento e fibras que encurtam.
Fibra neutra é aquela que flecte sem alterar o seu comprimento. A superficie definida
pelas fibras neutras denomina-se superficie neutra (neutral layer).

M M

Fibra que encurta

]

: Fibra neutra
' [
L

- Fibra que estende

A superficie neutra intersecta a seccdo numa linha chamada eixo neutro (neutral axis).

7 !
' e.a.

./'
/
%

i
—-—| —-+-—]—--Eixo neutro
!
|
i

./
Eix0 neutro

1.2. Flexao recta

A flexdo diz-se flexdo recta (direct bending) se o plano da acc¢do passar por um eixo
principal da seccdo, ou seja, quando o eixo da acgdo for coincidente com um eixo
principal da seccdo.

Em virtude de eixos de simetria duma secgdo serem eixos principais, infere-se que uma
peca solicitada em flexdo com o eixo da accdo coincidente com um eixo de simetria da
seccdo, esta em flexao recta.

Na flexdo recta o eixo neutro (e.n.) da seccdo é paralelo ao vector momento flector
actuante nessa seccao, pelo que o eixo neutro € perpendicular ao eixo da accdo.

Na flexdo é recta o plano da deformada € coincidente com o plano da accao.

A figura seguinte mostra uma peca de secc¢do rectangular esta solicitada em flexdo recta.

ea.

]
!
/ - - - -en.
;
1
]

1.3. Flexao desviada

A flexdo diz-se flexdo desviada (oblique bending) se o plano da ac¢do ndo passar por
um eixo principal da secgéo, ou seja, quando o eixo da ac¢do néo for coincidente com
um eixo principal da sec¢do. Na flexdo desviada, o eixo neutro (e.n.) faz um angulo com

José Oliveira Peca 5
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0 vector momento flector actuante nessa sec¢do. Deste modo na flexdo desviada néo se
conhece a priori a direccdo do eixo neutro relativamente ao eixo da accao.
Na flex&o desviada o plano da deformada n&o é coincidente com o plano da accéo.

1
i
ea. !
]

2. Flexao circular (N=0; M = constante; T=0; M=0)

Uma peca linear (rod) diz-se sujeita a uma flexdo circular, ou pura (pure bending),
quando estd apenas sujeita a momento flector constante (constant bending moment),
sendo nulos o esfor¢o axial, e 0 momento torcor. O momento flector constante implica
que o esforgo transverso seja igualmente nulo.

Verifique que as seguintes barras estdo, na totalidade ou em parte, sujeitas a flexdo pura.

%
4

b b
<] <]

'\-\.Q:

TRy
<>

B

Em flexdo circular a deformada (deflected rod) € um arco de circunferéncia com
curvatura (curvature) 1/p, dai a designagado de flexdo circular.

M M

( A
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A fibra neutra de comprimento I , apds a deformacdo, € um arco de circunferéncia de
igual comprimento, pelo que o angulo @, em radianos, é dado pela seguinte expresséo:

I
p=—
yo)

Cada seccdo da peca sofre uma rotagdo em torno do eixo neutro.

Uma vez que em flexdo circular T=0 e M=0, ou seja ndo existem tensdes tangenciais na
seccdo (t = 0), entdo ¢ valido afirmar que a seccdo depois de deformada se mantém
plana (Hipotese de Bernoulli).

M He—!

2.1. Flexao circular recta

Neste ponto e nos seguintes vamos admitir um sistema de eixos centrado no cg da
seccdo. A peca é rectilinea, homogénea, feita de material com comportamento elastico
linear e as deformacdes sdo pequenas.

y

Para facilitar vamos admitir uma pega linear com secgdo rectangular (figura seguinte).
Por estar sujeita a uma flexdo circular recta, as suas seccGes apresentam apenas
momento flector constante (flex&o circular) em que o eixo de ac¢do coincide com um
eixo principal da seccdo (flexdo recta). Nesta flexdo, por ser recta, o eixo neutro é
perpendicular ao eixo de ac¢éo.

José Oliveira Peca 7
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M a
Ga. p
M| 1 A
8 ® T \_/

No caso presente, as fibras abaixo da superficie neutra vao alongar e as fibras acima véo
encurtar.

Atendendo a que a seccdo depois de deformada se mantém plana, prova-se, com base
em consideracBes geométricas, que a extensao de uma fibra situada a distancia y do eixo
neutro é dada pela seguinte expressao:

Tensoes ¢ de
compressao

A
1

4

=

Tensdes ¢ de
traccéo

y

A posicgéo do eixo neutro pode ser determinado se atendermos ao facto da na flexé&o
circular o esforco axial ser zero (N = 0), ou seja:

[odo=[Zdo-0 = [yda=0
Q Q Q

Este integral representa 0 momento estatico da seccdo relativamente ao eixo neutro
(static moment of the section with respect to the neutral axis). O facto de ele ser nulo
significa que o eixo neutro passa pelo centro de gravidade da secgdo (centroid of the
section).

Na flexdo circular recta o eixo neutro passa pelo centro de gravidade da sec¢do
transversal da peca (porque a flexdo é circular) e é perpendicular ao eixo de acgédo
(porque a flexao é recta).

José Oliveira Peca 8
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O momento flector sera:

| e.a.
Tensoes ¢ de
: compressao
i M
X I e.n.
P ¢: e
M
—
v Tensdes ¢ de
traccéo
E E
M =ond§2=— y dQ=—1,
Q Po P
0 que implica:
1_M,
p El

sendo Iy 0 momento de inércia da sec¢do relativamente ao eixo neutro, neste caso 0 eixo
dos xx (moment of inertia of the section with respect to the neutral axis).
A quantidade EI designa-se rigidez de flexdo (flexural rigidity). Quanto maior a rigidez

de flex&o, menor a curvatura ( }/p j , para um determinado momento flector.

M

tan0 = Ely

N

A partir das expressdes anteriores, deduz-se:

1/p

Esta expressao permite calcular a tensdo normal devida a um momento flector M, em
qualquer ponto que diste y do eixo neutro. E valida em flex&o circular recta de um
material homogéneo com comportamento elastico linear.

Na expressdo anterior o sinal da tensdo o (+ = tens@o de trac¢do; - = tensdo de
compressdo) é originado pela combinagédo dos sinais de y (+ na parte positiva do eixo
dos yy; - na parte negativa do eixo dos yy) e dos sinais de M (+ no sentido positivo do
eixo dos xx; - no sentido negativo do eixo dos xx)

Os maiores valores de tenséo (quer de tracgdo quer de compressdo) ocorrem nos pontos
mais afastados do eixo neutro. Em dimensionamento é importante conhecer estes
valores. De uma forma expedita é possivel determinar o maior destes valores em

mddulo, que denominaremos |o] _

José Oliveira Peca 9
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_ MMy
max Ix Wx
[Vl

o]

W, = %| denomina-se médulo de flexdo (section modulus), o qual depende apenas
max
da geometria da seccéo transversal da pega.

Os valores de modulo de flexdo em relagéo aos eixos principais de inércia,
correntemente representados por Wy e Wy (cm®), podem ser encontrados para sec¢oes
mais usuais, em:

- Tabelas Técnicas - A. Correia dos Reis, M. Brazdo Farinha, J.P. Brazdo Farinha.
Edicdo de 2008 (existe edigédo anterior na Biblioteca da Mitra).

- Por vezes as firmas fornecedoras de perfis tém dados técnicos nos seus folhetos:
http://www.fachagas.pt/cache/bin/ XPQWTpAXX617UzkZMyMbs1ZKU.pdf

2.2. Flexao circular desviada

Uma peca linear estd sujeita a uma flexdo circular desviada, quando as suas seccbes
apresentam apenas momento flector constante e o eixo da ac¢do nado € coincidente com
um eixo principal da seccdo. Nestas circunstancias ndo se conhece a priori 0 eixo neutro
(e.n.) da seccao. Sabe-se apenas gque e.n. passa pelo centro de gravidade da sec¢do, uma
vez que na flexdo circular, N=0.

M é‘\a

P

20

A abordagem da flex&o desviada faz-se decompondo o momento flector actuante na
seccao nas suas componentes segundo 0s eixos principais centrais de inércia.

M \
B X PL g
P 2N
\Y/
VY
José Oliveira Peca 10

Texto de apoio aos alunos - 2016


http://www.fachagas.pt/cache/bin/XPQWfpAXX617UzkZMyMbs1ZKU.pdf

Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

A tensdo normal na seccdo € dada pela expressao:

Na expressao anterior o sinal da tensdo o (+ = tensdo de tracg¢do; - = tensdo de
compressdo) é originado pela combinagdo dos sinais de y e de x (+ na parte positiva dos
respectivos eixos; - na parte negativa dos respectivos eixos) e dos sinais de My e My (+
no sentido positivo dos respectivos eixos; - no sentido negativo dos respectivos eixos).

A expressao anterior pode tomar outra forma:

Cos sing

o=|M|| =——y-=-"x
I, I,
e.a
M :
3
B
Na expressdo anterior o sinal da tensdo o (+ = tensdo de trac¢do; - = tensdao de

compressdo) é originado pela combinacao dos sinais de y e de x (+ na parte positiva dos
respectivos eixos; - na parte negativa dos respectivos eixos) e do sinal do angulo o (+ no
sentido marcado na figura; - no sentido contrario ao marcado na figura).

O eixo neutro pode ser encontrado igualando a expressdo anterior a zero (uma vez que
no eixo neutro 6=0). Facilmente se conclui que o eixo neutro pode ser localizado
através do angulo B, tal que:

I
tan S = X tana
ly
Na expressao anterior o sinal do angulo P resulta do sinal do angulo a; se o sinal do
angulo P resultar positivo devera ser tragado no sentido indicado na figura seguinte; Se 0
sinal do angulo P resultar negativo devera ser tracado no sentido contrério.

José Oliveira Peca 11
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Resumindo, as expressdes a seguir indicadas, permitem calcular a tensdo normal devida

a um momento flector M, em qualquer ponto da sec¢do com coordenadas (X,y). Sdo
validas em flex&o circular desviada de um material homogéneo com comportamento
elastico linear.

M
|

. y—%x:|M| coISay_siIna

X y X y

O =

A curvatura da peca pode ser calculada pela expresséo:

1 M [cos’a sin‘a
R 7+ 2
p E | |

X y

2.3. Andlise de seguranca de uma viga sujeita a flexao circular

A anélise de seguranca de uma viga (beam) sujeita a flexdo circular recta (e, de facto,
sujeita a qualquer tipo de flexdo), parte do pressuposto que as acc¢des sobre a viga
(forcas concentradas; cargas distribuidas; momentos aplicados) ja estdo afectados dos
coeficientes de majoracdo previstos nos Euro-codigos. Dito por outras palavras:
aquando da anélise de seguranca de uma viga sujeita a flexao, os valores das ac¢des sdo
os valores de célculo das accdes.

Os valores de célculo das ac¢bes permitem determinar o momento flector My.

A expressao, anteriormente deduzida:

permite relacionar tensdo, momento flector e geometria da secgéo da viga.

Trés tipos de problemas podem ser encarados:

- Verificacdo da seguranca (o € a incognita);

- Célculo da capacidade maxima (M € a incognita);

- Dimensionamento da viga ( Ix e y sdo incognitas). Notar que o dimensionamento &, a
partida, um problema indeterminado (2 incognitas e uma Unica equagdo) ou seja, varias
seccOes de geometria diferente poderao satisfazer.

José Oliveira Peca 12
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Verificacdo da segurancga

No caso do material apresentar valores de calculo da tensdo resistente, iguais em
compressdo e traccdo (caso dos agos de construcao):

ORat = |O-Rdc| =Ogy

M|
W

X

Neste caso:

|c7|max SOpy = < Opg

No caso do material apresentar valores:

Ordt # |O-Rdc|
Neste caso sera necesséario verificar-se, separadamente, se:
- 0 valor maximo da tensdo de traccao € < oggt;

e se:
- 0 médulo do valor maximo da tensdo de compressao é < | ORdc | .

Dimensionamento da viga

No caso do material apresentar valores de calculo da tensdo resistente, iguais em
compressao e traccao:

ORat = |O-Rdc| =Ogy

o dimensionamento de uma peca em flexdo circular recta passa por calcular o modulo
de flexdo relativamente ao eixo neutro, tal que:

w s Ml
" ORrd

NoO caso de oy, # |Opc|

Neste caso, determinar por tentativas a seccao de forma a verificar-se simultaneamente:
- 0 valor maximo da tensao de traccao é < orqt.
- 0 mddulo do valor maximo da tens&o de compresséo é < | orac | -

Capacidade maxima

No caso do material apresentar valores de célculo da tensdo resistente, iguais em
compressao e tracgéo:

Orat =|Orac| = O
Neste caso:
M| W, x o
No caso de oy, # |<7 Rdc|

Neste caso, sera o menor dos valores de | My | dado pelas expressdes seguintes:

M, |<

e |M<

c

max

José Oliveira Peca 13
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A analise de seguranca em flexdo circular desviada é feita de forma semelhante. Admita
que My e My sdo momentos flectores provenientes de valores de calculo das accoes
sobre a viga.

No caso do material apresentar valores de célculo da tensdo resistente iguais em
compressao e tracgao:

ORdgt = |‘7Rdc| =Ogy

e a seccdo ter envolvente rectangular e 1 eixo de simetria:

I [ —

Verificacdo da seguranca

Dimensionamento da viga

Determinar, por tentativas, os valores de Wy e Wy tais que:

%erﬁom

X y
Capacidade maxima

Dado que:
IM,|=|Mcosq| e ‘My‘:|M senc|, bastara resolver em ordem a |M| a seguinte
expressao:
cosa| [sena]|
MW o
X y

2.4. Flexao circular recta em pecas mistas

Analisa-se 0 caso mais simples de uma peca linear constituida por dois materiais de
comportamento elastico linear sujeita a uma flexdo circular recta. A analise €
aproximada, introduzindo um erro quando o coeficiente de Poisson dos dois materiais
for diferente. O erro é pequeno ndo comprometendo a aplicabilidade préatica do que se
expde seguidamente. Na flexdo circular recta o eixo neutro é perpendicular ao eixo de
acgdo.

José Oliveira Peca 14
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' ea.

Material b

P —— B

vy
No caso presente, as fibras abaixo da superficie neutra vao alongar e as fibras acima vao
encurtar.

Material a

Prova-se, com base em consideracdes geométricas, que a extensdo de uma fibra situada
a distancia y do eixo neutro € dada pela seguinte expressao:

1
==Y
Yo,

Admitindo o comportamento elastico linear dos materiais a e b, entdo:

o, = ab:M
o,

A posicdo do eixo neutro pode ser determinado se atendermos ao facto da na flexao
circular o esforgo axial ser zero, ou seja:

IGdQ =IaadQ+ IabdQ =0
Q Qa Qb

ou seja:
E, [ydQ+E, [yd2=0
Qa Ob

Este integral representa a soma do momento estatico das sec¢des de material a e b,
ponderadas com o0s respectivos modulos de elasticidade dos materiais que as
constituem, relativamente ao eixo neutro. O facto de ele ser nulo significa que o eixo
neutro passa pelo centro de gravidade da sec¢do ponderada com os modulos de
elasticidade dos materiais que constituem a peca.

O momento flector sera:

M, =J.ode=5 _|.y2dQ+5 ydQ
Q ,0 Qa p Qb
0 que implica:
1 M,
P - Ealan + Eblbn
José Oliveira Peca 15
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sendo I, € I,n 0 momento de inércia das sec¢Bes de material a e b, relativamente ao eixo
neutro.
A partir das expressdes anteriores, deduz-se:

o, = M, y
Ian +5|bn
Ea
Mx
Gb E y
Ibn +7a|an
Eb

As tensGes maximas ocorrem nos pontos mais afastados do eixo neutro.

2.5. Problemas resolvidos

P2.1) O trogo da viga de sec¢do rectangular esta sujeito a ac¢cdo de momentos como se
mostra na figura.

1 e.a.

1.35kNm 1.35kNm

5cm

2.5cm

a) Escreva a expressao que permite calcular a tensdo em qualquer ponto da seccao;
b) Determine a tensdo maxima na seccao.
c) Trace o diagrama das tensdes normais na seccao.

Resolucéo:

a) Trata-se de uma flexdo circular (M= constante) e recta (e.a. coincide com um eixo
principal de inércia). O e.n. é perpendicular ao e.a. (porque a flexdo é recta) e passa pelo
c.g. da seccdo (porgue é flexao circular).

1 e.ad.

A
1

<4

A expressdo geral da flex&o:

José Oliveira Peca 16
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M .
U:Mxy——yx=|M| COSay_SInaX
I, l, I, l,

Uma vez que a=0°, fica:

MX
o= Yy
IX
3
Sendo, 1 = 2% _ 26 04cm
Obtém-se:
oo 1.35 y
26.04x10°®
b)
1.35

O = = ————=x 2.5x107* =129.6MPa  (tracgéo)
26.04x10

Gy = i_g x (—2.5x107%) = -129.6MPa (compress&o)
26.04x10
c)
1 e.a.
, 6 =-129.6MPa
X | e.n

A
1

<4

o =129.6MPa

y

P2.2) A viga tem aplicada acc¢Bes cujos valores de célculo estdo indicados na figura:

e.a.
1

l89kN l89kN b

I~ d d |

Admita:
E=200GPa
Valor de calculo da tensdo resistente do material (igual em compressio e tracgio): orRg=235MPa

Dimensione a viga como um perfil INP.

Resolucao
A figura seguinte mostra o diagrama de esforgos na viga:

José Oliveira Peca
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TNy 89
z
-89
0.7m 2m | O.7m|
I I
M(kNm)/
-62.3

VA
7

0.7m 2m 0.7m

< )

A figura seguinte mostra os esfor¢cos numa seccdo localizada entre os apoios. Nesta
sec¢do a viga esta sujeita a flexdo circular (uma vez que M=constante; T=0; N=0; M=0)
e recta (uma vez que o e.a. é um eixo de simetria da sec¢do). O e.n. passa no c.g. da
seccdo (por ser flexdo circular) e é perpendicular ao e.a. (por ser flexdo recta).

%

Uma vez que: W, > M

Oy

M e

i =!= Traccao,

X —— ] - e.n.
M
— | Compresséo
l

> L:gs =265x10°m’

235x10

W, > 265cm*

Soluggo: INP220, o qual apresenta W, = 278cm’®

P2.3) Para a viga dimensionada no P2.2, determine a capacidade maxima.

Resolucao
|M X| <W, x 0y
F
My
{ Fx1.7-Fx1- M= 0
Y N
. M, = 0.7F
I 0.7m 1m I IMy = 0.7|F|

José Oliveira Peca
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-6 3
||:|SWX><(7Rd :278><10 x235x10 — 93.3kN

0.7 0.7

P2.4) A viga tém aplicadas acgdes cujos valores de célculo estdo indicados na figura:

e.a.

160kN 160kN

100KN/m 100KkN/m 0-3m

&

]
i
i
i
|I 5 /
! 0.4m
i
;
2

| im 0.5m | 1.5m | 0.5m Im

| 0.3m 0

m; 0.3m
< I

Admita o valor de célculo da tensao resistente do material:
| orec | = 10MPa e orgi= 1.8MPa

Verifique a seguranga a meio vao da viga.

Resolucao
A figura seguinte mostra o diagrama de esforcos na viga:

160

T 100

-100 -160

-100
1.0m 0.5m | 1.5m 0.5m 1.0m |

M(knm) 4

\ /
30

| 1.0m | O.5m| 1.5m | 0.5m| 1.0m |
I~ “ I~ I I |

Determinacgéo do c.g. da sec¢édo para colocagéo do referencial xyz:

0.24
\L € d;+d,=0.35

v

d: - d1x0.24 + d,x0.08 = 0

0.08 N

José Oliveira Peca
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d;= 0.0875m,; d; = 0.2625m

Calculo do Iy
X %
A
d
\
y
\
3 3
l, = % +(0.8x0.3)x0.0875% + 0.2x04" (0.2x0.4)x0.2625° =102.167 x10*m*
A meio vao da viga temos flexdo circular recta:
0.2375m
)( 30kNm
<<
0.4625m
y
30

x(~0.2375)=-0.697MPa = |0,

maxc‘_

Omax. = e m ot 0.697MPa <10MPa
© 102.167 <10

30

O e, = o %(0.4625) =1.358MPa < 1.8MPa
t102.167x10

Conclusdo: VERIFICA A SEGURANCA

P2.5) Na barra indicada na figura seguinte sujeita a flexao circular desviada, calcule o
estado de tensdo na seccdo e posicione o eixo neutro.

)P

2b

S,

José Oliveira Peca 20
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Resolucéo

S

Da geometria deduz-se o angulo 0=153.4° indicado na figura anterior.

a =153.4° = sina =0.447; cosa =—0.894
Atendendo a que:

O'=||V|| COSx _sma
|, l,
o= M 0804 0447
I |
3 3
| Zb@Y 200 20 1,
12 3 YT 12 6

o= —|:;/'—4|(1.342y +2.683x)

No eixo neutro 6=0, pelo que a expressdo anterior requer:
1.342y + 2.683x =0

de onde se conclui que o eixo neutro € a recta de equacao: y = -2X
O eixo neutro passa pela origem e definindo um angulo B, tal que:

tan g = :—Xtana =4tana=-2 = f=-634

y

José Oliveira Peca
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A tensdo maxima de traccéo verifica-se no ponto A (—%;-b). A tensdo maxima de
compresséo verifica-se no ponto B (%;b).
Substituindo na equagéo da tensao:

o= —“k\)/'—4|(1.342y +2.683x)
obtem-se:

o = —2.683M o = 2.683M

MaX comp bs MaX1racgao b3

Nos casos em que a seccdo tem envolvente rectangular e 1 eixo de simetria:

I [ —

a tensdo maxima pode ser calculada pela seguinte expressao:
|M ><| ‘M V‘
o =
W, W,
sendo Wy e Wy, os valores de mddulo de flexdo em relagdo aos eixos principais de
inércia.
Aplicando ao caso presente:

L 2y 1

W, =% =2p? = Y_-p?
b 3 Yoy 3
M
e = e ] _0880M 0447 _, o, M
X y 3 3

sendo de trac¢do na parte superior e de compressdo na parte inferior.

José Oliveira Peca
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Tracgédo

Compresséo

P2.6) O momento flector M=25kNm é aplicado a uma viga com a secgdo transversal
indicada na figura seguinte:

9cm
25kNm q
17\1\ 8cm
C.g.
15 \ \ g
X v
/
8cm
v
\\/A%
3cm
>

a) Determine e desenhe o diagrama das tensdes normais. (4 valores)

Determinagéo do c.g.:

y g,

c.g. ——»  72cm?
X /
d,
Yy oaem?
VY

72xd; - 24xd>, =0 e dy+d, =8 — d; =2cm; d, = 6Cm

Determinagdo dos momentos de inércia em relagdo aos eixos:

José Oliveira Peca
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3 3
9x8 | 9y gx22 428 | 3.8x6? =1664cm
3 3
I _8x9 +8><3 =504cm*
12 12

Determinacgéo do eixo neutro:

t

1664
anf = x tan|-15" ) = =-415
plg il s) = 5

oy = 25{M(—6x10-2)—w(— 4.5><10-2)} ——144.84MPa

1664 x1078 504x1078

oy = 25{ cos(-15 (10x10_2)—ﬂ_1—502(1.5x10_2)} —~164.38MPa

1664x10°° 504x10°°
B
41557
25kNm A, os= -144.84MPa
\C.g.
X [~

*._ 6p=164.38MPa

~
N

P2.7) A barra da figura é constituida por dois materiais a e b, com mddulos de
elasticidade respectivamente: E;=210GPa e E,=21GPa.

. ! ea.
Material b '

“.;: !. N1 ‘f jl‘; N

Material a wtes

Suponha que esta sujeita a um momento de 200kNm, conforme o vector momento
representado na figura.

A seccdo de material b tem 150cmx10cm e a seccdo do material a é um IPE300.
IPE300

José Oliveira Peca
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-1 vy l,= 8356cm’

l,= 604cm*
N . h W,= 557cm?
W,= 80.5cm’
A =53.8cm?

—— v b = 150mm

ty) h =300mm

<

a) Localize o eixo neutro na seccao da peca;

b) Determine a distribuigdo de tensdes normais na pega;
¢) Calcule a tensdo maxima.

Resolucéo

a)

! ea.

NS %) 2 (‘.": RS T Al. WENAS B
’.4’.”3‘. '.f "7,”' ’1:"‘. hdrs t,'?'.!o'& 3
’ "l : - ’

Material b -
» S AN

X7
o
<3

<
X <<

)
S
|A|A
o
)

Material a

O eixo neutro passa pelo centro de gravidade da seccdo ponderada com os modulos de
elasticidade dos materiais que constituem a peca:

21x10°%(1.5%0.1)xd, = 210x10°%53.81x10*xd,
Por outro lado, por razdes geométricas: dp +d; = 0.2

Resolvendo: d,=0.053m d,=0.147m

b)
oo M 20 M 200
e By T L0, ’ | 4B l,, +101,,
an Ea n n Eb an

ln= 8356x10°+53.81x10x0.147°=19984x10"® m*

lpn= (1.5%0.1%/12) + (1.5x0.1)x0.053*=54640x10® m*

o, =785.92x10’y o, =78.59x10%y

c) O valor de 6amax Obtém-se no ponto de coordenada y = 0.147+0.15 = 0.297m
Gamax = 785.92x10°x0.297 = 233.4MPa

O valor de opmax Obtém-se no ponto de coordenada y = -(0.053+0.05) = - 0.103m

Gomax = 78.59x10%(- 0.103) = - 8.1MPa

José Oliveira Peca 25
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- 8.1MPa
Material b

—

Material a

233.4MPa

Na figura anterior as tensfes de compressdo tém valores muito inferiores as tensées de
traccdo. No entanto, as primeiras distribuem-se numa area maior do que as segundas.
Desta forma as forcas de compressdo equilibram as de traccdo, com a consequente
resultante nula (N=0).

P2.8) Duas barras de madeira estédo unidas firmemente a uma barra de ago (seccao T),
formando a seccdo composta ilustrada:

/
300mm q
106mm
\
75mm
P
N7

M

e

Aco Madeira
Modulo de elasticidade | 200GPa | 12.5GPa

Calcule a tensdo maxima na madeira e no ago. (4 valores)

dwm
QuxEm \l/

., Jda

»

QAXEp
|

Qu = 2x30x7.5 = 450cm?
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Qp = 2x20 + 30x2 = 100cm?
Qwm XEMXdM: Qp X Ep X dA
da+dy =17 - 0.6 = 6.4cm

0 sistema anterior permite determinar da = 1.405cm e dy =4.995cm

3
| —2x (7'55230 +7.5x30x 4.9952J _ 44978.06cm"

3 3
=230 1 2x30x 2495+ 2222 | 9 20x121.11=10854.73cm*
50
oy = 500 Xy =22867.2xYy

44978.06x107° + 5 x10854.73x10°°

50

10854.73x107°8 + 1220'3’ x 44978.06 x107®

x y = 365875.29x y

O\ =

Ot man = 228672 (— 20x10°2 )= —4572.30kPa = —4.57MPa

O amex = 365875.29%12.005x107 = 43923kPa = 43.923MPa

2.6. Problemas de aplicacao

P2.9) Para a barra quadrada de aresta h, qual é a orientacdo mais vantajosa sob o ponto
de vista de flexdo? Admita que na hipotese (a): IX:Iy:h4/12

e.a. ' ea.

M :

Lo
(@) (b)

Solugdo: Uma vez que a tensdo maxima em (b) é 41.4% superior a da hip6tese (a), entdo a hipotese (a) é
preferivel.

E

P2.10) Determine o valor do deslocamento na vertical (flecha) a meio véo da viga da
figura, admitindo que é uma barra de sec¢do quadrada com 5cm de aresta, feita de

José Oliveira Peca 27
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material com E = 206GPa

l4kN l4kN

im 2m im
I I I I

Uma vez que as deformagdes sdo infinitesimais, admita que o comprimento do arco
entre os apoios é de 2m.

Solugdo: 6 = 1.86cm

P2.11) Admita as secgdes da figura. Sabendo que na sec¢éo tubular % =0.9
2

dz
<> D,
<>
D,
< >

Determine a relacdo entre as areas das sec¢des das duas pecas para que a capacidade de
resistir a flexdo circular recta seja igual em ambas as pecas.

Relembra-se:
Momentos principais de inércia de uma seccao circular de didmetro D:

7ZD4
| =1, =
Y 64

Os momentos principais de inércia de uma seccdo em coroa circular é a diferenca entre
0S momentos principais de inércia das seccdes definidas pela circunferéncia exterior e
circunferéncia interior.

Solugdo: Q, = 0.39Q;
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P2.12)

! e.a.
Z sv ] sk !
<>

A barra em consola (cantilever) da figura € um perfil TNP100
a) Trace o diagrama de distribuicdo das tensdes normais na seccdo junto ao
encastramento;
b) Para o perfil colocado em posicéo invertida (rodando 180° em torno do seu eixo)
trace de novo o diagrama de distribuicdo das tens6es normais na secgéo;
¢) Com base na resposta em b) conclua qual a posicao aconselhada se o material
que constitui a barra tiver menor capacidade de resistir a traccdo do que a

compressao.
Solugdo a) Compressdo: o = 203MPa
Tracgéo: Omax = 76.5MPa

P2.13) A viga simplesmente apoiada (simply supported beam) tem aplicadas ac¢Ges
cujos valores de calculo estdo indicados na figura:

20kN l l 20kN
<) <)

Admita um material com valor de calculo da tensdo resistente do material, crg=150MPa

a) Dimensione a viga como um perfil INP.
b) Trace o diagrama de distribuicdo das tens6es normais na sec¢do a meio vao.

Solucgdo a) IPN180; b) |o|max=124MPa

P2.14) A figura representa a sec¢do transversal de uma madre de uma cobertura, a qual
estd aplicado um momento flector de 1.5kNm. Admita que se trata de um INP100

José Oliveira Peca 29
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a) Posicione na figura o eixo neutro;
b) Trace o diagrama das tensdes normais na seccao;
c) Calcule atenséo normal no ponto A.

Soluco:
b) Trac¢do o= 169.6MPa  Compressdo 6= 169.6MPa
¢) Compressdo ¢ = 90MPa

P2.15) Uma viga tem a seccdo transversal constituida por dois UNP65. Supondo sujeita
a dois momentos flectores, respectivamente com os seguintes modulos: [My|= 4kNm e
[My|= 2kNm

A
A M,

<y

determine:

a) O eixo neutro;

b) As tensdes normais maximas.

Nota: Relembrar da Geometria de Massas o teorema de Steiner € 0s Momentos de
inércia de areas compostas.

Soluco:
a)y =1.37x
b) Tracgdo omx= 156.65MPa  Compressdo o= 156.65MPa

P2.16) Para a viga mista de madeira reforcada com uma placa de aco, determine a
tensdo maxima e a tensdo minima. Admita que o modulo de elasticidade do ago € 20
vezes 0 modulo de elasticidade da madeira

3.75kNm (V .75kNm

\l 3m
I
15cm
Madeira
A(;o- _ 1.25cm
.5cm

9’2 <
\ 10cm
<>

Solugdo: |omax|= 83.2MPa; |omin|= 6.47MPa
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P.2.17) Para a viga mista de madeira reforgcada com uma placa de aco, determine o
momento flector maximo que pode suportar. Admita os valores indicados para 0
modulo de elasticidade e para o valor de célculo da tensdo resistente do material.

ea

i : 20cm En= 10GPa

Madeira : Ea: 210GPa
Aco : v 6Rrg= 8MPa (Madeira)
S — 1250m ora= 110MPa (aco)

15cm

Solugdo: M < 14.61kNm

P2.18) Uma viga de betdo esta reforcada com trés varfes de aco. Nesta viga sao
aplicadas accdes cujos valores de célculo induzem na seccdo um momento flector de
55kNm.

400mm

U A Y I

50mm

/I\ 200mm

Admitindo:

- Didmetro dos vardes = 22mm

- modulo de elasticidade do betdo = 25GPa;
- modulo de elasticidade do aco = 200GPa;

Calcule o méaximo valor da tensdo no betdo e no ago.

Solugdo: Betdo | 6 | max = 13.04MPa; Ago Gpnex = 158.8MPa

P2.19) No projecto de uma viga de betdo reforcada com vardes de ago, pretende-se que
as tensdes que se atinjam em ambos 0s materiais sejam os respectivos valores de calculo
da tensdo resistente.

Admitindo:
orda = Valor de célculo da tenséo resistente do aco;
ordb = Valor de calculo da tensdo resistente do betéo;
E.=Moddulo de elasticidade longitudinal do ago;
Ep, =Mddulo de elasticidade longitudinal do betéo;
d =distancia da superficie superior do betdo aos vardes de aco.
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1
1 ea

i
i
i
1
i
i
i
i
i
i
i
¢

Demonstre que nestas condicdes a distancia_c da superficie superior da viga até ao eixo
neutro é:

3. Flexao circular composta (N#0; M = constante; T=0; M;=0)

No capitulo de Esforco Axial abordou-se exclusivamente a situacdo de esforco axial
puro (traccdo ou compressao), o qual correspondia ao caso em que 0 eixo da peca se
mantinha rectilineo durante a deformacéo. O esforco axial puro em pecas lineares de
eixo rectilineo e de material homogéneo requer que a resultante das forcas exteriores
normais a seccao passe pelo centro de gravidade da seccao.

A flexdo circular composta (eccentric tension-compression) € precisamente 0 que
acontece em pecas lineares de eixo rectilineo e de material homogéneo sob accdo de
forcas exteriores paralelas ao seu eixo cuja resultante ndo passa pelo centro de
gravidade da seccao.

Um exemplo de flex&o circular composta esta ilustrado na figura seguinte:

N 1w
=
Esta situacdo é equivalente a figura seguinte:
M
N
_._.% ...............................
R

Assim a flexdo circular composta equivale a sobreposicéo (ver 1.13) de um esforco
axial puro (N) e uma flexdo circular, recta ou desviada, (M):
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O+a

<

Admitamos na figura anterior que a barra esta sujeita a um esforco axial de traccao cuja
resultante estd aplicada no ponto de coordenadas (Xo,Yo), @ que corresponde a uma
distancia d do centro de gravidade da seccao.

Esta accdo € equivalente a um esforco axial de traccdo N (positivo), centrado no centro
de gravidade da sec¢do, € a um momento | M | = | Nxd | = Nxd
De acordo com o referencial da figura, temos:

Yo = dxsen (a+90°) = dxcosa.
Xp = dxcos (a+90°) = - dxsina
A tensdo provocada num ponto genérico de coordenadas (x,y) pode ser calculada

adicionando a tensdo provocada pelo momento flector M, a tensdo originada nesse
ponto pelo esfor¢o axial N (positivo):

G:ﬁ+|M|(cosay_sinax
Q I I

X y

N [cosa sina
" I y |

X y

X y

N (dCOSa dsina J
G:5+N y-— X
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Y/ X
=N|=4+20y 20 1
o (QJFI y+I Xj (eq. 1)

X y

Esta expressdo permite calcular a tensdo normal em qualquer ponto da sec¢do com
coordenadas (X,y), devida a uma forca axial de trac¢do N (positivo), aplicada num ponto
de coordenadas (XoYo) (flexdo circular composta). E vélida para um material
homogéneo com comportamento elastico linear.

No caso de uma forca de compressdao numa barra ndo sujeita a encurvadura (a estudar

em capitulo préprio),
\

T~

x/
T~

4

Admitamos na figura anterior que a barra esta sujeita a um esforco axial de compressédo
cuja resultante esta aplicada no ponto de coordenadas (Xo,Yo), @ que corresponde a uma
distancia d do centro de gravidade da secc¢ao.

Esta accdo é equivalente a um esforco axial de compressdo N (negativo), centrado no
centro de gravidade da secgo, e a um momento | M |=|Nxd | =-Nxd
De acordo com o referencial da figura, temos:

Yo = dx cos (0-180°) = - dxcosa

Xo = dx sen (a-180°) = dxsina
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A tensdo provocada num ponto genérico de coordenadas (x,y) pode ser calculada
adicionando a tensdo provocada pelo momento flector M, a tensdo originada nesse
ponto pelo esforgo axial N (negativo):

N CoS sina
= N x d -
o=+ )[ TR XJ

X y

N (dcosw _dsinaXJ

Q I I

X y

O':ﬂ-l-N Yo y+ OXJ

o= N{Q y°y+ yJ (eq. 2)

X

Esta expressdo permite calcular a tensdo normal em qualquer ponto da sec¢do com
coordenadas (x,y), devida a uma forca axial de compressdo N (negativo), aplicada num
ponto de coordenadas (xo,Yo) (flexdo circular composta). E valida para um material
homogéneo com comportamento elastico linear.

Comparando as equacbes 1 e 2, acima deduzidas, concluimos que sdo a mesma,
constituindo a formula geral da flexdo circular composta:

o= N[E + 3|/° y+ IO XJ N positivo se traccdo; N negativo se compressao

X y

Na flexdo circular composta, 0 eixo neutro ndo passa pelo centro de gravidade. O eixo
neutro € uma recta que, no referencial adoptado tera a seguinte equacao:

lJrﬁy+ﬁx:0
Q | I

X y

Prova-se que se 0 ponto (Xo,Yo) pertencer a um quadrante, entdo o eixo neutro
desenvolve-se nos outros 3 quadrantes e dista do centro de gravidade da seccdo a
distancia OC:
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~_ e.n.
> en.-
\/ .,.,_,'/ ) -
,Q-L:f « - 17 \eao.
,/ o:yo N T - —Ixo,yo
X
\/
vy 24

A expressdo anterior mostra que a medida que a excentricidade da for¢a N diminui, isto
€ 0 ponto (Xp,Yo) Se aproxima do centro de gravidade, a distancia OC aumenta, isto é o
eixo neutro afasta-se do centro de gravidade. O eixo neutro pode ter mesmo uma
localizag@o que ndo intersecta a seccdo da peca; nestas condigOes as tensdes instaladas
na peca terdo, todas, o mesmo sinal. Assim, em cada seccdo, havera um lugar
geométrico sobre o qual o ponto de aplicacdo de um esforco axial excéntrico provoca
uma flexdo cujo eixo neutro é tangente a sec¢do. O lugar geométrico destes pontos
denomina-se nucleo central (core or kern of the section).

O conhecimento do nucleo central permite, por exemplo limitar a excentricidade para a
aplicacdo de um esforco axial de compressao, evitando o aparecimento de tensbes de
traccdo. Este aspecto € muito relevante sabendo que muitos dos materiais empregues na
engenharia civil (betdo, pedra, ligacbes de alvenaria) ttm muito menor resisténcia a
traccdo do que a compressao.

3.1. Problemas resolvidos

P3.1) O sdlido paralelipipédico mostrado na figura encontra-se sujeito a uma forca de
compresséo de 50kN indicada na figura:
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T

pd

6cm

NERY

NN

~

C'\sokN

)\

<

Admita que o comprimento da barra ¢é suficientemente pequeno para eliminar qualquer
possibilidade de encurvadura.
Determine a tensdo normal no ponto A e no ponto C.

<

y

3cm

Resolucao
c=N lJrﬁy+ﬁx
Q 1,7,
3 3
=2 _saemt 1, =83 _1350m?
12 12
oo s 1 +3><1o-2 y+—1.5><10_2X
18x10* 54x10°° 135x10°

1 3 15
o =-50 -+ 3 — X
18x10 54 %10 13.5x10

Ponto A(1.5x107%, -3x10?): 6 =138.89MPa
Ponto C(-1.5x102, 3x107): 6 =-194.44MPa

P3.2) Determine o ndcleo central de uma barra de secgo circular de raio R

Resolucao
Tendo em consideracdo que por razbes de simetria o nucleo central serd um circulo
centrado na sec¢do da peca, bastara determinar o seu raio.
Para que numa situacdo de flex&o circular composta a secgéo da peca esteja sujeita a
tensdes do mesmo sinal, é necessario que 0 eixo neutro seja, pelo menos tangente ao
contorno da peca:
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em que: Q=7R?

Substituindo e resolvendo fica:

s

B

Assim a compressao de uma peca de seccdo circular, desde que o ponto de aplicacdo da
forca néo ultrapasse ¥ do raio, ndo serdo geradas tensdes de trac¢do na seccéo da peca.
Este aspecto é relevante em situagBes de matérias que nao suportam esforgos de tracgéo.

P3.3) Admita que troco da viga de seccdo rectangular do problema 1 estd agora,
igualmente, sujeito a uma forca axial de traccdo (centrado no c.g. da sec¢do) como se

mostra na figura.

1.35kNm

1.35kNm

60kN

60kN

e.a.

2.5cm

5cm

Y

a) Escreva a expressao que permite calcular a tensdo em qualquer ponto da seccéo;
b) Determine a tensdo maxima na secgao.

c) Trace o diagrama das tensdes normais na seccao.

Resolucao
a) Utilizando o principio da sobreposicdo dos efeitos:
1.35kNm 1.35kNm
60KkN
1.35kNm 1.35kNm

José Oliveira Peca
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60 1.35
O = 2 + o y
12.5x10 26.04x10

o =4.8x10"* +518.43x10%y
b)
O = 4.8x10" +518.43x10" x (— 2.5><10—2)= —81.61Mpa
o =4.8x10" +518.43x10* x 2.5x10 =177.61Mpa

c)
1 e.a. ¢ = 48MPa ¢ =-81.61MPa
: 6 =-129.6MPa E
1
i

_______________ :""""“"'e.’ﬁ.'_

X . + —
M
6=129.60MPa ==
6 =177.6MPa
Yv

P3.4) O sdlido paralelipipédico mostrado na figura encontra-se sujeito a uma forca de
compressdo de 50kN indicada na figura:

~ 1

/

NERY/

3 \

6cm

e
X & o ~
\ = N GO0KN

3cm

)\

Admita que o comprimento da barra ¢é suficientemente pequeno para eliminar qualquer
possibilidade de encurvadura.
a) Utilizando o principio da sobreposicdo determine a tensdo normal no ponto A e no
ponto C.
b) Resolva a alinea a), utilizando a expressdo desenvolvida para a forga axial excéntrica.
Resolucéo

a) Utilizando o principio da sobreposi¢édo dos efeitos

M, M, N cosa . sina
] y——x=—5+|M| YT

X y

José Oliveira Peca 39
Texto de apoio aos alunos - 2016



Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

. é.a

< \\_
o\ |.- 7=

tan@ = % = @ =26.56"
o= 180° + 26.56° = 206.56°

IM|=50x V3% +1.5 x102 = 1.68kNm

3 3
_3%6 _gpemt 1 =8%3 _1350me

I
12 Y

50 ~0.8945  —0.4471
-2 4168 Sy- =X
18x10 54x10°° 13.5x10

50 0.8945 0.4471
-————1.68 Y- — X
18x10 54x10 13.5x10

Ponto A(1.5x107%, -3x10?): o =139.17MPa

Ponto C(-1.5x102, 3x10%): ¢ =-194.72MPa

1 vy X
b =Nl =+2oy4+ 20
) o (Q+Iy+lx]

X y

oo s 1 3x10° y+—1.5><10*2X
18x10™* 54x10°° 13.5x10°®

1 3 15
o =-50 —+ = A — X
18x10 54 x10 13.5x10
Ponto A(1.5x107, -3x107?): o = 138.89MPa
Ponto C(-1.5x1072, 3x107%): 6 =-194.44MPa

As diferencas em relacdo a alinea a) devem-se as aproximagdes nos calculos.
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P3.5) A barra tem aplicadas acgdes (forca e momento) cujos valores de calculo estéo
indicados na figura:

220kN

ahn

A 4

7cm

HL LSS

Admita um material com valor de calculo da tensao resistente do material crg=180MPa,
quer em tracgdo, quer em compressao.

a) Escreva a expressao que permite calcular a tensdo em qualquer ponto da seccao;
b) Para 0 momento aplicado (M), determine a capacidade maxima.

Resolucao
a) Utilizando o principio da sobreposicdo dos efeitos

N M, M, N cosa  sina
o=——+—2y-——JLx=——"+|M|| ==y =X
Q Q | I

X y X y
AM
X \5_&_._ B a=270°
y
N, M|
o=——+"—X
Q 1,
220 M|

- + X
35x10™  142.92x10°°

O valor maximo de tensdo sera obtido em compressao quando x = -3.5cm.

220 M|
- +
35x10*  142.92x10°®

M
O oy = 220 -+ | | - x3.5x107°
35x10 142.92x10

max

x(-35x102)

|0 | <180 %10°
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220 M|
+
35x10™* 142.92x10°®

M| < 4.78kNm

P3.6) A teoria desenvolvida para a flex&@o circular composta permite ainda verificar as
tensdes na base de um muro de suporte de terras, como o indicado na figura seguinte.

&

40kN/m?
4m

x3.5x1072 <180x10°

_ i
4 %

O objectivo sera sempre a presenca de tensdes de compressao na seccao correspondente

a base do muro.

Os calculos serdo realizados para um metro de comprimento de muro. Admita que o

muro ¢ feito de material um peso volimico yp=25kN/m®.
Resolucao
Peso préprio do muro

Ps ty

_3><5

V, x1=75m° = P =187.5kN

V, =1x5x1=5m> = P, =125kN
V,=4x1x1=4m° = P, =100kN
P =412.5kN

P xd= Plx(l+%x3j+ P,x05+Px2 = d=1.545m

A figura seguinte mostra a sec¢do da base do muro:

José Oliveira Peca
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4m

Forga de compressdo (412.5kN ) perpendicular a
/ seccéo

—

y 2 - 1.545 = 0.455m
<

A accdo anterior € equivalente a uma forga + momento:

M; = 412.5%0.455 = 187.69kNm

? Forga de compressdo (412.5kN ) axial na secgéo
——————————— - ea.
X
yv
Pressdo das terras
F1
:Fz y R [«
e
6x30
F, = 6x1x10 = 60kN F,= x1=90kN R =F, + F, =150kN

Rxe:le3+F2xg = e=24m

A figura seguinte mostra a sec¢do da base do muro com as ac¢des nessa sec¢do devido a
forca R:

Forca tangencial (150kN ) na sec¢ao

L

e.a.

a

M, =150%2.4 = 360kNm

vy

Conjugando a solicitacdo devido ao peso proprio e a solicitacdo devido a pressao das
terras:
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Forca de compressdo (412.5kN) axial nha seccao

< l/ 150kN
x AT

o =90Q°

My =150%2.4 — 412.5%0.455 = 172.31kNm

Ignorando as tensdes tangenciais provocadas pela forca de 150kN e utilizando o
principio da sobreposicéo dos efeitos

N M M, N cosa  sina
o=——+-2y-——Ix=——+M| ==y -="x
Q 17, 0 I, I,
N _[M]
o=——-"—"X
Q |

y

_4125 17231
4 533

O valor de tensdo, quando x = -2m, é ¢ = -38.47kPa

O valor de tenséo, quando x = 2m, é c =-167.78kPa

Conclui-se que o muro tera sempre uma tenséo de compressao sobre o solo onde se
apoia.

A presencga exclusiva de tensdes do mesmo sinal (neste caso de compressao) na secgao,
permite-nos concluir que a resultante da forca axial de compressao (412.5kN) e do
momento flector (172.31kNm) corresponde a uma forga excéntrica (excentricidade e), a
qual passa pelo ndcleo central da secc¢éo.

Forca de compresséo (412.5kN) excéntrica na seccio

%

/y

Das tabelas técnicas é posivel conhecer as dimensdes do nucleo central:

v
—l b le—

412.5 x e = 172.31kNm
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e:@:OAle <

412.5

ol

= ﬂ =0.667m
6

P3.7 - A forca P é aplicada numa placa rigida suportada por um tubo de betdo com 60cm
de didmetro exterior e 50cm de diametro interior. A direccdo da forga P é paralela ao
eixo do tubo.

a) Calcule a maxima excentricidade, d, admissivel por forma a ndo haver traccéo na
secgao:

Q= %(602 —507)=863.94cm’

< &J/ -

o =0=—P =12.71cm

C

_+_ = =
Q 1, 2 Q 21, Q¢ 863.94x60

_ 21

{1 dg} L 1. dé_, _ 4_2, _2x32937635
y

b) Calcule o méaximo valor para a carga P, admitindo uma excentricidade de 10cm e um

valor de calculo para a tensdo (de compressao) resistente do material | ORd | =2.94MPa.

B -2
_ p{é " “’IA «(~30 xlO_Z)} — —2940kPa
y
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p- 2940 o =142.146kN
1 30010

+
863.94x10*  329376.35x10°°

Resposta: P < 142.146kN

3.3. Problemas de aplicagcéo

P3.8) Uma barra de aco com a seccdo transversal indicada na figura esta comprimida
excentricamente por uma forca F = 100kN (perpendicular a seccdo) aplicada em P.

Dados: Q =120.72cm* I, =5278cm* I, = 15050cm’
a) Calcular as tensdes nas fibras extremas A, B, C e D;
b) A localizacdo do eixo neutro.

® p (-18cm , -40cm)
26cm

26cm

&

Solucéo:
a) op= -87.17MPa; o= 1.49MPa; oc=-18.06MPa; op=70.60MPa
b) y =-1.283x+3.12 (c/ as distancias em cm)

P3.9) Duas forcas sdao aplicadas numa placa rigida suportada por um tubo de aco com
160mm de diametro exterior e 130mm de diametro interior. Admitindo que a tensao
maxima de compressdo no tubo ndo pode ultrapassar 75MPa, calcule entre que valores
admissiveis tem de estar a carga P.

| @ |
200kN

P

90mm | 90mm
N

|" "| m o 4
\_/ =1, =2 le = 4)

! N—

P T II A
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Solugéo: 134kN<P< 230kN

P3.10) Considere o dique representado na figura. O impulso que a agua exerce é
triangular e na base vale 9.8xh (kN/m?). O peso do dique por metro de comprimento e
N=300kN/m

N

>

\
e

2m

a) Calcule o diagrama de tensdes na base do dique para uma altura de 4gua de h=1.5m.
b) Calcule a altura méxima de agua tal que toda a base do muro esteja a trabalhar a
compressao.

¢) Considerando uma tensao admissivel no terreno 6,4m=0.45MPa, verifique se a agua
pode chegar, em seguranca, até uma altura h da alinea anterior.

Solugdes: a) omax = -158.3kPa; omin= -141.7kPa; b) h = 3.94m; c¢) Sim, porque:
|o|max = 300kPa < 450kPa

P3.11) Para uma tensdao admissivel no solo de 0.2MPa, verifique a fundacéo do pilar
indicado.
/]

250kN

l'8n/ 7
TN 45kNm
20kNm )

J/
7

1.4m

Solugdes: Seguranca verificada:
lomax] = 0.193MPa < 0.2MPa; Nao ha qualquer ponto da base a trac¢éo.

4. Flexao simples (M#0; N=0; T#0; M.=0)

O ponto 2. foi dedicado ao estudo da flexao circular (M=const; N=0; T=0; M=0).

A andlise efectuada anteriormente permitiu a deducdo de expressdes para as tensdes
normais na sec¢do, bem como conhecer a sua curvatura, admitindo um comportamento
elastico e linear do material.

Contudo as expressoes deduzidas para a flex&o circular podem ser usadas em situacées
de flexdo simples (transverse bending) em que existe um esforco transverso diferente
de zero (T#0), COMO NOS €asos seguintes:
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P (kN/m)
v l F o
é VVVVVVVVVWVN
7]
(M=variavel; N=0; T=constante#0; M=0) (M=variavel; N=0; T=variavel; M=0)

Em situacdes em que existe um esforgo transverso variavel a utilizagdo das expressdes
deduzidas para a flexdo circular incorrem num erro o qual é toleravel se a peca tiver um
comprimento muito superior a sua altura; este é o caso das situagdes da maioria das
aplicacdes préaticas

4.1. Problemas resolvidos

P4.1) A viga da figura seguinte € constituida por um perfil com as caracteristicas
indicadas.

1.42kN e !
o
| 5m
I
_a_
——— y, _ 2
l,=1170cm
W,= 153.9cm®
X =g - h Q=29.8cm?
h =152mm
v

—

a) Determine as tensBes méaximas a que a viga esta solicitada.

Resolucao:
Em primeiro lugar h& que conhecer a sec¢do mais solicitada a flexao, a qual se obtém
tracando o diagrama de momento flector.

1.42kN

7.1kNm

1.42kN

-7.1kNm
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A secc¢do do encastramento € a sec¢do mais solicitada.

Trata-se de uma viga solicitada com flexado simples (M#0; N=0; T#0; M=0). Uma vez
que o seu comprimento é muito superior a qualquer das outras dimensdes, seré toleravel
a aproximacao de se utilizar as expressdes deduzidas para a flexdo circular:

M .
a:MXy——yx=|M| COSay_SlnaX
I, I, I, l,

Uma vez que a=180°, fica:

M|
o=—"—7Y
IX
Obtém-se:
o
1170x10°®
b)
o ——Lx76xlo‘2——46 1IMPa (compressao)
™ 1170x10° - P
7.1

=—— "~  _x(-7.6x10%)=46.1MPa (traccio
T = 1170%10° <\ 0107) (tracgao)

P4.2) A cantoneira de abas iguais (equal-leg angle section) 100x10, encastrada, esta
sujeita a flexdo provocada pelo seu peso préprio. Admita que a barra tem 3m de
comprimento. Determine a posi¢do do eixo neutro e o diagrama das tensées normais na
seccdo junto do encastramento.
X
\ e.a.

p (kN/m)

s y

Resolucéo:
Nas condigdes do problema temos: M#0; N=0; T+#0; M= desprezavel.
O momento flector maximo ocorre no encastramento e, em modulo, tem o
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2
valor: M = ﬂ
2

Atendendo ao facto de L100x10 ter 15.1kg/m — 0.148kN/m, entdo: M=0.666kNm

Da figura anterior tira-se: oo = 180° + 45° =225°

A distribuicéo das tensdes na seccao:

X y

M .
o M, y_I_yX:M[cosay_smaXJ
y

X

Atendendo ao facto de L100x10 ter:
l,= 280cm*; I,= 73.3cm*
6 = -642.47x10°xy + 168.19x10°xx

A posicdo do eixo neutro fica conhecida pela expressao:

tan B = :—Xtana
y

cujo resultado ¢: B = 14.7°

Atendendo as dimensdes apresentadas nas tabelas técnicas pode deduzir-se as
coordenadas, em cm, dos seguintes pontos:

A(-7.07,3.08); B(0, -4)

op = -642.47x10°%(3.08x10%) + 168.19%10%x(-7.07x107?) = -31.68 x10%kPa

o = -642.47x10°x(-4.0x10?) = 25.7 x10°kPa
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25.7MPa

P4.3) Considere a viga ABC sujeita & ac¢ao cujo valor de célculo se ilustra na figura
seguinte:

30kN/m

A B

¢ C

| 1.5m | 1.5m !
IS 2| 2

Admita que a seccdo € um INP e que o valor de calculo de resisténcia do material é de
235MPa, quer em traccdo quer em compressao.

a) Trace o diagrama de esforcos; (3 valores)

30kN/m
A B
41L c
22.5kN
67.5kN
T (KN
. 45 \
—>
Z
-22.5
M (kNm) 3375

z

b) Dimensione a viga apenas a flex&o. Ver tabela de INP anexa. (2 valores)
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, ea.

x a=180°
o

G=—My = © =—My = o |=M
I i Ix i e Wx

X

33.75 <235x10° = W, >143.62cm® = INP18

X

c) Verifique a alternativa de utilizar o INP situado na tabela anexa, na 22 posi¢édo
imediatamente acima do INP que obteve na alinea b), reforcado com chapas de 1cm de
espessura soldadas a toda a largura do banzo (inferior e superior). (2 valores)

I
. INP14
—>>
—
'y
X IX
WX = —=
Vx| 8
3
IX:573+2><(6'6><1 +6.6><1><7.52j:1316.60m4

W = @ =164.58cm?

X

Uma vez que este modulo de flexao € superior ao valor encontrado para o INP18, entéo
0 INP14 + reforgo VERIFICA.

4.2. Problemas de aplicagéao

P4.4) A viga simplesmente apoiada (simply supported beam) tem aplicada ac¢des cujos
valores de célculo estdo indicados na figura:

80kN 30kNm
A B c D
im 1.5m 1.25m
<

l<
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Admita que o valor de célculo de resisténcia do material é de 160MPa, quer em tracgdo
quer em compressao.

a) Trace o diagrama de esforcos, localize a seccdo mais solicitada a flexdo e indique o
valor do momento flector nessa secgéo

b) Dimensione a viga como INP

Solucéo: a) Seccdo B; M = +36kNm; b) W, >225cm? (INP220)

P4.5) Considere a viga da figura seguinte sujeita a flexdo simples:
€

pkN/m

| 6m
| at

a) Determine as reac¢des nos apoios;

b) Trace o diagrama de esforcos, localize a sec¢do mais solicitada a flexdo e indique o
valor do momento flector nessa secgéo;

¢) Admitindo o perfil da figura e um valor org = 125MPa, determine o valor maximo de
pkN/m.

Espessura uniforme nos banzos e
na alma =20mm

250mm

| | A

SolugGes: a) [Va| = p; [Vg| = 2p;
b) Seccédo a 3.46m do apoio A; M = +2.31xp, em KNm
¢) p <41.1kN/m

P4.6) A viga simplesmente apoiada (simply supported beam) tem aplicadas ac¢des cujos
valores de célculo estdo indicados na figura:
6kN/m 6kN/m

3.6m 0.9m | 1.8m

Admita um material com valor de célculo da tensdo resistente do material,
org=110MPa. Despreze o efeito do esforco transverso e do peso proprio

a) Dimensione a viga determinando o valor minimo do médulo de flexdo da seccéo.

Solugéo: 218cm®
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P4.7) A viga simplesmente apoiada (simply supported beam) tem aplicadas ac¢des cujos
valores de célculo estdo indicados na figura:

—>| a |[€—

43
10 kN/m

— = a
3m im

< < rd 5a

7z

Admita um material com valor de calculo da tensdo resistente do material,
org=175MPa. Despreze o efeito do esforco transverso e do peso proprio

a) Dimensione a viga determinando o valor minimo da dimensédo a da seccao.
Solugdo: a>2.06cm

5. Flexdo em regime elasto-plastico (elastoplastic bending)

Considere-se a seguinte seccdo rectangular de uma barra em flexdo circular recta (N=0;
M = constante; T=0; M=0)

L 1 e.a. Omax
h| % oM [ en
- y Omax
b
o= X y o & y i — M X — i
I X " I X ™ ID EI X Ey
Directamente do diagrama de distribuicdo das tensdes normais:
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A
Omax
F —
h d |
4
F
Omax
M =2xF xd szx(amaxxhxlj d:gxE
2 2
2
M=2xbamxhxlxgxh=bamh
2 2 3 2 6

VVamos supor que o material da barra tem o comportamento reoldgico eléstico —
perfeitamente plastico (perfect plasticity) da figura seguinte, o qual retrata o
comportamento aproximado de um material ddctil como o ago macio.

o

Oc~~

€

Se 0 momento for suficiente (M=Me), as fibras mais afastadas atingirdo a tenséo de
cedéncia do material:

Assim 0 momento correspondente ao limite da fase elastica e a respectiva curvatura,
seréo:

VI B

Cymax pe_ymaxE

No caso particular da seccdo quadrangular, obtém-se:
B bo,h’ 1 20

—— c
‘ 6 p. hE
Para M>Me, a figura seguinte mostra o diagrama das tensdes normais. Parte da sec¢ao
ja estd em comportamento plastico, com a parte central de dimensdo he, ainda em

comportamento eldstico.

M
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Oc¢

Oc

A barra estd em comportamento elasto-plastico. O momento M aplicado no caso da
seccao quadrangular em estudo, fica:

Oc
« y
4—
he h
—
‘ b
h
bo, x—=%
M:(h hexbac}x(hevth_hej 2 ><(2><—><E
2 2
bo

3 1(hY
M= M{z‘z(ﬂ } @

As fibras da peca para valores de y contidas no intervalo de xhe/2, continuam em
deformacdo com comportamento elastico linear, entéo:

Y
Yo,
Em particular:
N
o=—2
2

Assim para M>M; a peca continua um arco de circunferéncia com curvatura:
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1 20
== 0
p hE
Substituindo h, da expressao (1):
1 = 20, 1 para M>M,
p hE [3-2 M-
1 1 1

- .
p pe 3_ 2'\%
sendo 1/pe @ curvatura que se atinge no limite da fase elastica.
Quando todas as fibras da seccdo estiverem em comportamento plastico o que acontece
quando M=M,, entdo: he=0. De acordo com (2): 1/p = co. Tendo em consideracéo a
expressao (3), fica:
3
M p = E Me
Tendo em consideracdo o valor do momento limite da fase elastica, anteriormente
obtido:
2
M, = g M, = b"zh

Directamente do diagrama de distribuicdo das tensdes normais:

Oc

=

——— [~
c
M =2xF xd F:bx(gcxhj dzh
2 4
Resulta, igualmente:
2
M, = bo.h
4

O momento maximo (Mp, = momento flector de cedéncia ou momento plastico
altimo) que uma secgdo rectangular suporta em regime elasto-plastico é 1.5 vezes o
momento maximo em regime elastico (M,).

A relagdo entre o momento flector de cedéncia (My) e 0 momento maximo em regime
elastico designa-se por factor de forma da seccéo:
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Seccao Factor de forma (¢)
Rectangulo 1.5
Tridngulo is6sceles 2.343
Losango 2
Circulo 1.7
Perfil INP ~1.15
Perfil UNP ~1.2

A figura seguinte representa, esquematicamente, o comportamento de uma barra em

flexdo até a plastificacdo total.
M
tan0=EIy
\/9

MP
Se a determinado ponto da flexdo elasto-plastica, a barra for descarregada, ela mantera
uma deformacéo residual, como se mostra:

1/p

(1/p) resi(ljual (l/p)carga 1/p

(I/P) resicljual (l/p)carga l/p

P residual P carga

José Oliveira Peca 58
Texto de apoio aos alunos - 2016

Da figura anterior:



Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

_M_M
tand El,

BRI
p residual p carga EI

A expressdo anterior permite relacionar o valor da curvatura residual da barra (ap0s ter
sido descarregada), com a curvatura em carga.

Substituindo:

5.1. Caso de pecas com um unico eixo de simetria

Admitamos a sec¢do da figura, correspondente a uma viga sujeita a flexdo circular recta.
Por ser uma flex&o recta o eixo da ac¢éo coincide com o eixo de simetria e 0 eixo neutro
é perpendicular ao eixo da ac¢éo. Pelo facto de ser uma flexdo circular (N=0), o eixo
neutro passa pelo c.g. da seccéo.

e.a.!

ymax I
c.g! e.n.

Fig. 1

vY
o célculo do valor de M, pode ser encontrado recorrendo a expressao geral:

M |

' Yox = M,=—-0c

I
= M=o = M =Wxp,

O. =
c e
Ix ymax | max|

Para aquelas seccdes cujo valor de Iy, do médulo de flexdo Wy, e a posicdo do c.g. se
encontram em tabelas, o calculo é imediato. Em todos os outros casos a resolucdo deste
problema passa por determinar a posicdo do centro de gravidade.

Calculo do valor do momento flector de cedéncia ou momento plastico dltimo, M:
e.a.

X /

Fig. 2

-GC

=

GOc

\
Uma vez que a resultante das tensdes n)a/l seccdo tem de ser nula (N=0)

IGCdQ:IO'CdQ— IO'ch:0 =00, -0Q,=0=0Q, =0Q, _Q
Q Q1 02 2
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O reposicionamento do eixo neutro divide a area da sec¢do em duas areas iguais, ndo
passando, de uma maneira geral pelo centro de gravidade da secc¢ao.

/ o, \ Q=0

Assim, notar que o sistema de eixos nas figuras 1 e 2 podem nao coincidir.
O equilibrio de momentos na secc¢éo, obriga:

Q
M, = Iacde =10 Y6, +400.Ys, = E(yGl + sz)Gc
Q
em que Ye1 € Y2 correspondem a posicdo dos centros de gravidade, respectivamente de
Q; e Q, no referencial da figura 2.

A quantidade:
M, Q
Z=—" :_(y61+y62)
o, 2

denomina-se modulo de flex&o pléastica, o qual s6 depende da geometria da seccao.

Atendendo a nocdo de factor de forma:

O factor de forma é o cociente entre 0 modulo de flexdo plastica e 0 modulo de flexao
elastica.

5.1. Problemas resolvidos

P5.1) Admitamos a peca feita de material elastico — perfeitamente plastico, cuja seccao
esta representada na figura, sujeita a uma flexao circular recta, como indicado.
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1 e.a.
! a
! v
M : e.n.
_————— hq_ P - 2a
| v
i /
E a
i v
le @ | @ | a]

a) Qual o valor limite para 0 momento flector em regime elastico? Qual a curvatura
da peca neste altura?

b) Qual o valor de momento flector que ocasiona a plastificacdo dos banzos? Qual
a curvatura da peca neste altura?

¢) Qual o valor de momento flector que ocasiona a plastificacdo completa da
seccao? Qual o valor do factor de forma?

d) Se a peca for descarregada a partir do momento flector calculado em b), calcule
o0 valor da curvatura residual.

Resolucéo:
a)
p.a.
'6(; _
A
a
v
A
e.n.
2a
—-—
a
L
le@ S|le @5l @S
I I I I
Atendendo a expressdo geral:
In
M € = O-C
Ymax
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Na expressao anterior, I, € 0 momento de inércia da seccdo em relagdo ao eixo neutro, o
qual pode ser calculado, atendendo aos teorema das sec¢des compostas e ao teorema de

Steiner. O resultado é:
44 _,
=—a
3

Uma vez que Ymax= 28, substituindo:

M, = ga?’()'c

e

Note bem: o resultado anterior também pode ser alcancado a partir do diagrama de
distribuicdo das tensGes normais. Para tal ha que ter em consideracao as diferentes areas

em que as tensdes estdo aplicadas (alma e banzos).

A curvatura pode ser obtida da expressao geral:

1__o
Pe YmE
ou seja:
1_o
p. 2a
b)
A partir do seguinte diagrama, pode conhecer-se 0 momento pretendido:
p.a.
-GC -
A
a
vy
A
e.n.
2a
\
A
a
\
G
le@ S|l S|l @ S
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1
(9

O¢

V,|=3axaxoc, =3a’c,

[\/2|:a>< aXO'C _ a220-c

M :[\/1|x(§ax2]+[\/2|x(§ax2j=?a3dc

As fibras da peca de valores de y (alma) contidas no intervalo de *a, continuam em
deformacéo com comportamento elastico linear. Recorrendo a expressédo geral:

—1
Yo,
Paray = a, entdo ¢ = o:
Ea
O'C =—
Yo

Assim, a curvatura da pec¢a quando 0s banzos estiverem em comportamento plastico,
sera um arco de circunferéncia com curvatura:

1.9
p akE
c)
-G: -
Vi
Vil .
Vo en.
2a
—
_> a
c
N1| =3axaxo, =3a’c,
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[\/2|=a><a><ac =a2><0'C

M, =[\/1|x[gax2J+[\/2|x(%ax 2)2106130C

O factor de forma:

M, 10a’c, _
(/)—M—e = 207, ~1.364
d)
lj _ (&) M
Prsiguat \PJoaga  El
1 O, 2%a%c, 15 o,
(; T T wa' MaE

P5.2) Determinar o factor de forma das seguintes sec¢oes:

I e.a.

®

a
<
Solucéo:
Secgdo circular: ¢ = 16/(31) = 1.7
Sec¢do em losango ¢ =2

Resolucédo para o caso da secgéo circular:
Determinacdo do momento flector limite da fase elastica (M)

e.a
! Cc

Atendendo a formula geral da flex&o:

M .
o M, y__yX:|M|(colsay_smaX]

X y X y

Uma vez que a = 180° e que a tensdo nas fibras mais afastadas serd a tenséo de

cedéncia, fica:

José Oliveira Peca
Texto de apoio aos alunos - 2016

64



Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

|Me| |Me| 32|Me| ”dsac
Oy =~ 3 Yirax :_E(_%FW :>Me=3—2

Determinagao do momento flector de cedéncia ou momento plastico (M)
e.a

N B

-G;

X
Y
Y
A
—
@D

y
@
M, =o, T 4 (2e) e=2d (tabelas técnicas )
2 3
8 M
Mpzcrcd— g0=—p=Ez1.7
6 M, 3x

e

P5.3) A viga simplesmente apoiada (simply supported beam) tem aplicadas acc¢des cujos
valor de calculo é P:

1 e.a.

Pl lP

| c:1m| L=4m | c:1m|
< >

Admita que a viga tem seccdo rectangular b=3cm x h=9cm; Admita um material com as
seguintes caracteristicas: o, = 230MPa ; E = 200GPa

Despreze o efeito do esforco transverso e do peso proprio

a) Calcular P ao qual é atingido o limite de comportamento elastico a flexao da barra;

b) Determine a flecha (8¢) da barra quando P = P

c) Determine a carga limite correspondente a plastificacdo da barra, atendendo a que o
factor de forma da seccdo rectangular é 1.5:

d) Admita que P=13kN, determine a flecha da barra.

Resolucéo:
A barra esté sujeita a flexdo circular recta com momento |M|=Pxc.
As tensbes normais, em flex&o circular obedecem a seguinte expressao:
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1 e.a.
! Oc
|
i Tensdes o de
! traccéo
X !
P - - e.n
M.
Tensdes ¢ de
compressao
_GC

y
Uma vez que o = 180° e que a tensdo nas fibras mais afastadas sera a tensdo de

cedéncia, fica:
- :_My :_|Me|(_hj

I, I 2
ou seja:
M, =P, xo=21%
h
p - 21,0,
hc
Resposta: P,=9.3kN
b)
L
-
P
Atendendo a expressao geral da curvatura em flexdo circular recta:
i_M
p ElL
Para M=M.
1_M
p. El,

Substituindo pelo valor encontrado para M, na alinea anterior:

1 20

—_ = c
p. hE

A fibra neutra da barra & um arco de circunferéncia de comprimento L e raio pe, pelo

que se pode estabelecer a relagdo geométrica com o angulo ao centro @ (radianos):

L= Pe X e
Assim o0 angulo ao centro ¢ (radianos):
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Da figura pode agora concluir-se,
% %
0, = P, — P, COS—= = p,| L—cos—=
e = Pe ™ Pe 5 ,Oe( > j

Note bem: para a expressdo anterior o angulo ao centro @, _necessita de ser convertido
de radianos para graus.

Resposta de=5.11cm
C) Mp=1.5M, — Ppxc =1.5P.xc — Pp=1.5P,
Resposta: P,=13.95kN

d) Temos que determinar a curvatura da peca. Para tal necessitamos de conhecer a faixa
he de seccdo que ainda se encontra na fase elastica:

Oc

he

-GC

Admitamos o seguinte diagrama de distribuicdo de tensdes normais na sec¢éo, o qual
mostra que as fibras da peca afastadas mais do que h¢/2 do eixo neutro se encontram em
deformacdo plastica:

G¢

/
he 4 h

<+~

o \
_GC

Para o caso da seccdo quadrangular, fica:

h
bo, x-*=
M:(h_hexbdcjx(he+h_hej+ 2 X(ZXEXEJ
2 2 2 3 2
bo

v
4 3°
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Uma vez que 0 momento M = Pxc =13kNm, substituindo valores obtém-se:
he=0.041m = 4.1cm

As fibras da peca contidas no intervalo de +h./2, de valores de y, continuam em
deformacg@o com comportamento elastico linear, entdo:

_B
Yo,

o

h

Em particular: o =2
P

c

Assim a pecga continua um arco de circunferéncia com curvatura:

N
q

o

Q|
>
m

Atendendo a que:

%
Repetindo o raciocinio da alinea b):

o=p— pcos% = p(l— CcoS %) (¢ em graus)

Sendo ¢ dado pela expressao
I 20

Y=, T hE

(¢ em radianos)
Resposta 6 =11.2cm

P5.4) Determinar o momento flector de cedéncia ou momento pléastico ultimo, My, e 0
maddulo de flexdo plastica, Z, para sec¢do T da figura seguinte:
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—>| h |«—

Resolucéo:

e.a.

O¢

Q1=Qz & i
: =

_GC

A 4
\ 4

Vy

Mp=c7c><a><h><é+ac><a><h><E
2 2
M :gcah(ath Z :ah(aLh)
P 2 2

P5.5) Admita uma peca cuja seccao esta representada na figura seguinte, sujeita a uma
flexdo circular recta.
10cm \l/

2cm

Secgdo transversal

8cm
2cm

6cm

Admitindo:
- Peca feita de material elastico - perfeitamente plastico, quer a traccdo, quer a
compressdo, com uma tenséo de cedéncia de 240MPa;

a) Calcule o momento plastico.
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Q, =100x20+20xy  Q,=60x20+20x(80-y)
Q =0, = y=20mm

Fy
F2 \V d1
2
\ ds / A
dy
\%

F,=(10x2)x10*x240 F,=(2x2)x10"*x240 F,=(2x6)x10"x 240
F,=(6x2)x10*x240 d;=30mm d;=10mm d3=30mm ds=70mm

Fixdi+ Foxdy+ Faxds+ F4xdy = 44.16kNm
5.2. Problemas de aplicagéo

P5.5) Para a barra de seccdo quadrada de 3cm de lado, assumindo uma tensdo de
cedéncia de 230MPa, determine:
a) A carga g em que se atinge o limite de comportamento el&stico a flex&o da barra.
b) Tendo em consideracdo que o factor de forma da seccdo € 1.5, determine a carga
limite que plastifica totalmente a seccéo.

g kN/m

48cm

Solucéo: g = 35.93kN/m; g, = 53.9kN/m
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P5.6) Admita uma pega feita de material elastico - perfeitamente plastico, cuja seccao
esta representada na figura seguinte, sujeita a uma flexdo circular recta, como indicado.

e.a. v
. ? 2em .
A
4.8¢m
V7
3cm 1‘

| 5.8cm |
| | .
Admitindo para o material uma tenséo de cedéncia de 300MPa, calcule:

a) Determine o valor do momento elastico (Me);

b) Determine o valor de momento flector que promove a plastificacdo de todas as fibras
situadas a uma distancia igual ou superior a 2.4cm do eixo neutro.

Solucgéo: a) 13.37kNm; b) 18.92kNm

P5.7) Uma viga com a seccdo transversal da figura é feita de um material eléstico -
perfeitamente plastico cujo valor da tensdo de cedéncia é .= 300MPa. Admita que a
viga vai estar sujeita a uma flexdo circular.

é 2cm
i N
; 4.8cm
! 2 y
: ﬁ
i 2cm “
3cm 1\
| S|
! 5.8cm !
- |
Calcule:

a) O momento elastico Me;

b) Determine o valor de momento flector que promove a plastificacdo de todas as fibras
situadas a uma distancia igual ou superior a 2.4cm do eixo neutro.

Solucgdo: a) 20.57kNm; b) 26.9kNm
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P5.8) Determinar factor de forma da seccdo em forma de triangulo equilétero:

A

Nota: Para a resolucéo do problema, ter em consideracao:
3

- Numa seccéo triangular 1, = %

- Numa seccéo trapezoidal isdsceles

a
<]
/ \ h
e
area= 2" b xh Disténcia (d) do c.g. a base b
d- b+ 2a h
3(a+b)

Solugdo: ¢ = 2.343

6. Caderno de problemas de momento flector

6.1. Flexao circular

1) Uma viga em consola tem aplicado um momento M como se mostra na figura:

M
3
- . - - h -
Admitindo a seccdo a seguir indicada:
re.a.
| lcm
% !
: 4cm
g el A
1.93cm : lcm
< T
3cm

a) Calcule o valor maximo do momento M de forma a que tensdo normal de
compressdo nao ultrapasse 80MPa;

José Oliveira Peca
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b) Para o valor de momento da alinea anterior, trace o diagrama das tensées normais na

seccao, indicando o valor das tensfes maximas.
Solugdo: a) [M[<675.55NM; b) Gmax. trac=127.25MPa; C) Omax. comp=-80MPa

6.2. Flexao circular desviada

2) A barra da figura é um perfil IPN600:
a) Trace o diagrama de distribuicdo das tensfes normais na sec¢do a meio-vao;

150kN/m 150kN/m ea.

I] !
3m 6m 3m I

Admitindo que o eixo da accdo esta agora rodado de 3° no sentido contrario dos
ponteiros do reldgio, determine o valor da tensdo maxima na seccao.

INP600
1T N I,= 139000cm*
l,= 4670cm*
VISR R - h W,= 4630cm’
W= 434cm’
Q = 254cm?
—— v b =215mm
y h = 600mm
b
<]

Solucgéo: a) Tracgao opya= 145.7MPa; Compressio oma= 145.7MPa; b) Tracgdo o= 226.8MPa;
Compressao oma= 226.8MPa;

3) Admita que se pretende comparar os dois perfiz indicados na figura seguinte no que
respeita flexdo circular. Os perfiz sdo feitos de material com valor de célculo da tensdo
resistente org=235MPa.

2xUNP140 INP220 'ea.

e.a. !
1

|| Zl |

|
!
!
——b
|
|
|
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INP220
— N l,= 3060cm’”
l,= 162cm*
N ~h W,= 278cm®
W,=33.1cm®
Q = 39.6cm?
e AS b =98mm
y h =220mm
b
<>
UNP140
y i
p— N l,.= 605cm*
! l,= 62.7cm*
N B W,= 86.4cm’
: W,= 14.8cm’
i ] Q = 20.4cm?
' —— b =60mm
AN h = 140mm
o d=17.5mm
<

a) Determine o valor maximo do momento flector permitido em cada um dos perfiz.
b) Calcule o angulo 6 de desvio do eixo da acgdo, que iguala os dois perfiz no que
respeita a capacidade de resisténcia a flexao.

Solucgdo: a) Perfil I - M < 65.37kNm; Perfil o - M <40.6kNm; b) 5.37°

4) A figura mostra uma viga em consola cuja accdo (M = 6kNm) esta aplicada como se

mostra na figura:
<>M:6kNm
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1 e.a
!
coi = 545¢cm*
—{ l,= 28.8cm*
i L W,= 71.7cm®
! / W,= 8.23cm’
; A = 15.48cm?
i b =48mm
! h = 152mm
' c.g. 152mm
X
1
i
!
! \
vY
13mm
9
48mm

a) Num desenho da seccdo posicione o eixo neutro;

b) Calcule o valor méximo da tensdo normal de tracgdo e indique em que ponto da
seccao se verifica;

c) Calcule o valor méximo da tensdo normal de compressdo e indique em que ponto da
seccao se verifica;

d) Trace o diagrama das tensdes normais na sec¢ao.
Solucéo: a) f=121.13°% b) omax, trac=107MPa; C) omax. comp=-146.9MPa

5) Uma viga em consola, constituida por um INP26, tem aplicado um momento M
como se mostra na figura:

18°

a) Calcule o valor maximo do momento M para que tensé@o normal de compressdo néo
ultrapasse 80MPa; Solugdo: a) [M|<9.74kNm
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b) Trace o diagrama das tensdes normais na seccao.

6) A figura mostra uma viga em consola cujo valor de célculo da accdo (M = 3kNm)
estd aplicada como se mostra na figura:

M=3kNm

100mm

c.a

N 200mm

300"

a) Marque a posi¢do do eixo neutro na seccao.

b) Calcule o valor maximo da tensao normal de traccdo e indique em que ponto da
seccdo se verifica.

c) Calcule o valor maximo da tensdo normal de compressao e indique em que ponto da
seccdo se verifica.

d) Trace o diagrama das tensdes normais na seccao.
Solugdo: a) f=66.59°; b) Gmax. rac=8-4MPa, (-0.05;0.1); €) Gimax. comp=-8-4MP4a, (0.05;-0.1)

7) A figura mostra uma viga em consola cujo valor de célculo da accdo (M = 30kNm)
esta aplicada como se mostra na figura:

M=30kNm

| 200mm |
N

I I
a) Marque a posicéo do eixo neutro na Secgao. (2 valores)
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b) Calcule o valor maximo da tensdo normal de traccao e indique em que ponto da
seccao se verifica. (1 valor)

c) Calcule o valor méximo da tensdo normal de compressdo e indique em que ponto da
seccao se verifica. (1 valor)

d) Trace o diagrama das tensGes normais na Secgao. (2 valores)

Solucdo: a) $=29.08% b) Omax. rac=106.8MPa, (vértice inferior direito); €) omax comp=-107.9MPa, (vértice
superior)

6.3. Flexao circular recta em pecas mistas

8) Uma barra de aluminio e uma barra de aco, sdo unidas firmemente para formar uma
viga mista. Admita que o modulo de elasticidade do aco ¢ 200GPa e o mddulo de
elasticidade do aluminio € 70GPa.

1 e.a.
/> i
1.5kNm k > 1.5kNm E
Im
| :

Aluminio 2cm

Aco 4cm

3cm
<>
Trace o diagrama de distribuicdo das tensdes normais na seccao.

SOIuQéO a‘) AC’O: Gtract;éo max= 112Mpa, GCompressﬁo max= 71MPa, A|Umm|0 GCompresséo max: 56.9Mpa,
G Compressio min— 24.85MPa

9) Duas barras de latdo estdo unidas firmemente a duas barras de aluminio, formando a

seccao composta ilustrada:
Om om
91[ nk >T W‘é

N4
Ldtao 10mm
40mm
Aluminio
10mm
40mm A
~
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A qual esta solicitada como indicado na figura seguinte:

M

X

Admitindo:
Latdo - modulo de elasticidade de 105GPa;

- valor de célculo para a tenséo resistente de 160MPa.
Aluminio - médulo de elasticidade de 70GPa;

- valor de célculo para a tenséo resistente de 100MPa.

Calcule o maximo para o valor de célculo da accéo aplicada (momento M).
Solugdo: M < 3.08kNm

10) A barra da figura é constituida por dois materiais A e B, com modulos de
elasticidade respectivamente: Eo=210GPa e Eg=21GPa.

. e.a.
Material B )

NG 3 W B I R NG

X < TTTTm T e.n.
Material As
y

Suponha que esta sujeita a um momento flector cujo valor de célculo é 200kNm.
A seccdo de material B tem 150cmx12cm e a seccao do material A é um IPE300.

-1 N l= 8356cm*

IPE300 = 604cm’
N 3 h W,= 557¢cm?
W,= 80.5cm®
A = 53.8cm?

—— — b =150mm

! h = 300mm

[«—>

Admita que 0 material B ndo resiste a traccao.
a) Localize o eixo neutro na seccao da peca;
b) Determine a distribuigcdo de tensdes normais na peca;

c) Calcule a tensdo maxima.
Solugdo: AGO Giaccao max = 217MPa; Betdo Gcompressio max = 7.5MPa

José Oliveira Peca
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11) Uma viga de betdo esta reforcada com trés vardes de ago:

|
1 e.a.

500mm

1
|
|
1
|
|
1
|
i
i
|

[

50mm

/I\ 225mm

Admitindo:

Betdo

- modulo de elasticidade de 20GPa;

- valor de célculo para a tensdo resistente de 10MPa.
Aco

- Didmetro dos vardes = 24mm

- modulo de elasticidade de 200GPa;

- valor de célculo para a tensdo resistente de 150MPa.

Calcule o maximo valor de calculo para 0 momento flector que pode ser aplicado na
viga.
Solugdo: M < 79.09kNm

12) A viga de madeira reforcada com duas placas de aco esta sujeita a cargas cujos
valores de célculo estdo indicados na figura.

3m
A v !
“ — 10cm
Madeira 25cm
Aco H _/I\__LOcm
cm
<>
Madeira | Ago
Maodulo de elasticidade 13GPa | 200Gpa
Valor de calculo da tensdo resistente | 12.4MPa | 165Mpa

Verifique exclusivamente a flexao a seguranca da viga.
Solucéo: a) oag max=147.68MPa<165MPa, verifica; Omadeira max=8.89MPa<12.4MPa, verifica
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13) A viga da figura 1 é constituida por um perfil de aluminio refor¢ado por duas barras
de latdo colocadas como se indica na seccao representada na fig. 2.

9kNm
Fig. 1
;\‘\ im |
I I
9cm
Latéo
\ e.a; \V
2.5cm ' A tem
: v
! 1
2.5cm : AN e
ﬂﬂ i \V .
Aluml’ﬁ{ ; A y Fig. 2
>| |€1om _/ >| |<em
Latao
Considere:
Aluminio | Latdo
Modulo de elasticidade 70GPa 105Gpa
Valor de calculo da tensao resistente | 100MPa | 160Mpa

Verifique a flexdo a seguranca da viga, quer no latdo quer no aluminio. (s valores)
Solucgéo: a) oaum max=73.05MPa<100MPa, verifica; 6 0 max=146.1MPa<160MPa, verifica

14) Duas barras de latdo estdo unidas firmemente a uma barra de ago, formando a

seccao composta ilustrada:

5mm 5mm

> |« 3 [

Latéo
40mm

Aco
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A barra esté solicitada como indicado na figura seguinte:

M 1 ea
h 1
Admitindo:
Ago Latdo
Modulo de elasticidade 200GPa | 105GPa
Valor de calculo da tenséo resistente | 275MPa | 160MPa

Calcule 0 momento maximo M que se pode aplicar.
Solugéo: a) M<1.12kNm

6.4. Flexao circular composta

15) O solido paralelepipédico mostrado na figura encontra-se sujeito a uma forga de
compressdo de 50kN indicada na figura:

~ 7

]

/

6cm

7
7
X P
| —C 50kN
\ i TN

3cm

Admita que o comprimento da barra é suficientemente pequeno para eliminar qualquer
possibilidade de encurvadura.
a) Localize o eixo neutro na secgéo;

b) Trace o diagrama das tenses normais na secc¢ao.
Solug#o: b) 6c=-194.4MPa; 5,=138.9MPa

16) A viga de madeira de seccdo indicada na figura esta submetida a um esforcgo axial

excéntrico de 4.8kN.
8CTZ /

12cm

A

A

4.8kN

3.5cm

(@)

a) Determine as tensdes nos vertices A e C;
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b) Determine a posicéo do eixo neutro.
c) Trace o diagrama das tensfes normais na secgao.

Solucgdo: a) op= -2.62MPa; 6c=1.62MPa

17) Admita a viga carregada como se mostra na figura seguinte:

<

N

990kN
3= —
%

20m

a) Determine o valor da tensdo em A e B;

b) Prove que n&o existe na barra qualquer ponto em compresséo.
Solucéo: a) 63=89.83MPa; 6,=120.08MPa

18) Um tubo de secc¢do rectangular com as dimens6es da figura é comprimido no ponto
A, paralelamente ao eixo, com uma carga de 180kN.

1|||
I :
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200mm

100mm )
Espessura uniforme = 20mm

a) Calcule a tensdo normal no ponto B;

b) Determine a equacao do eixo neutro;

c) Trace o diagrama das tensdes normais na sec¢ao;

d) Determine uma nova posicéao para a forca de compressao, ao longo do eixo de xx, de

forma a que nédo haja tensdes de traccéo na sec¢do. Utilize a tabela anexa.
Solugéo: a) 0g=43.9MPa; b) (0; 33.14mm), (-49.34mm,; 0); d) (44.4mm; 0)

19) A barra de seccdo T esta sujeita a uma carga de compressdo cujo valor de calculo é
65kN. A linha de accdo da forca passa no ponto A indicado na figura:

0.8cm
% é.
B /
11.13cm
c.g.
X { >lx )
A
0.60m\l/ K 3.97cm
\
| % ] N
0 a
<2
20.4cm
&

Admita que a 4rea da seccdo é 23.84cm’ ; 1,=543.1cm” ; 1,=425.1cm*
a) Para um valor de a=4.5cm, posicione na sec¢ao 0 eixo neutro;
b) Determine a maior valor que a distancia a pode ter, para que a tensao maxima de

compressao na sec¢do nao ultrapasse 120MPa.
Solucgdo: b) a=4.83cm

20) Uma barra de ago com a secgdo transversal indicada na figura estd comprimida
excentricamente por uma forca axial de 150kN (perpendicular a sec¢do) aplicada em P.
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16.5cm

[}
/-U/T\
-
>
|
|

9.5cm
20.1cm

le
I

y

Determine a distancia a, para que a tensdo de compressao no ponto A nao ultrapasse
125MPa.

Dados: Q =45.7cm? |, =762cm* I, = 3450cm*
Solugéo: a<3.12cm

21) Admita a viga encastrada com a seccdo mostrada na figura, carregada axialmente
por uma carga aplicada no ponto A, de valor igual a 432kN:

)
N 432kN Al 6mm
N — | v
'“\ /I\l.6 mm
80mm
30mm
N
4D 10mm
BP /
50mm
\
QD 10mm
a) Determine o valor da tenséo em B;
b) Prove que nédo existe na barra qualquer ponto em compresséo.
Soluc¢do: a) 6=154.06MPa
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22) A barra de sec¢do T esta sujeita a uma carga de tracgdo cujo valor de célculo é
20kN. A linha de accdo da forca passa 1.25cm abaixo da face do banzo, como se mostra

na figura:

|

[0
1.25cm
e.a.
2.5cm '
| i |«
1
i
!
: 12.5cm
y N
é 4.03cm
2.5cm ; n
/]\ 5 1.25¢m
X X
12.5cm

a) Determine a equacdo do eixo neutro e trace-0 na sec¢éo;
b) Efectue o diagrama das tensfes com a indicacao da tensdo maxima de compressao e

de traccdo.

Solucéo: a) y=-2.78¢cm; b) oimax. comp=-8.1MPa; oimax. trac=9.1MPa

23) A barra de seccdo T esta sujeita a uma carga de traccdo cujo valor de célculo é
20kN. A linha de accdo da forca passa a meio do banzo (ponto A), como se mostra na

figura:

20kN

G—

/

20kN

2.5cm

12.5cm

e.a.
25cm | ¢
R
E 4.03cm
P A y
/]\ 12.5cm
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a) Determine a tensdo maxima de compressao e de traccao;
b) Posicione o eixo neutro na peca;
c) Encontre uma nova posicao para o ponto A para que a sec¢do so tenha tensdes

de traccéo.
Solucéo: b) y=-4.9cm; &) omax. comp=-2.58MP@; Gimax. 1rac=6.48MPa; (0;1.61cm)

24) A viga estd sujeita a uma forca de compressdo de 200kN aplicada
perpendicularmente a sec¢do no ponto P indicado na figura:

im

/‘

200kN

RN

P (-1.6cm, +9.5cm)

Admita um perfil UNP200 (ver tabela anexa).
a) Localize o eixo neutro na secgéo;

b) Trace o diagrama das tensées normais na secgéo.
Solugdo: b) omax. comp=-205MPa; oimax. 1rac=156.1MPa
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25) Uma viga em consola, constituida por um INP26, tem aplicado uma forca P como se
mostra na figura:

123mm

123mm

MHRIN

28mm 28mn{
7 <>
a) Calcule o valor méximo da forca P para que a tensdo normal de compressao ndo
ultrapasse 80MPa;

b) Trace o diagrama das tensdes normais na seccao.
Solucéo: a) P<78.81kN; b) omax. comp=-80MP&; 0max. rac=5.05MPa

26) A coluna esta sujeita a trés cargas axiais, como se mostra na figura:

30mm
\ 60mm

a) Determine a equacdo do eixo neutro;

b) Determine a tensdo no canto A.
Solucgdo: a) y=-79.4mm; b) 6,=0.926MPa

27) Duas forcas sdo aplicadas numa placa rigida suportada por um tubo de aco com
16cm de didametro exterior e 13cm de didmetro interior. Admitindo que a tensdo maxima
de compressdo no tubo ndo pode ultrapassar 75MPa, calcule o valor maximo para a
distancia d.
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50kN

Solugéo: d<7.02cm

6.5. Flexdo simples

28) A viga simplesmente apoiada tem aplicadas acgdes, nas extremidades e a meio vao,

cujos valores de calculo estdo indicados na figura:
P/2

e.a.
50mm - —_
P/4 —>| i |«
P/4 : 125mm
:. c.g
‘ﬁ' 58.7mn\ : 50mm
1m | 3m |1m : A
| | 200mm

Admita um material com os seguintes valores de calculo da tensdo resistente do
material:

Tracg¢ao, org= 35MPa

Compressao, org= 150MPa

Determine o maximo para o valor de calculo da accéo P (capacidade da viga).
Solugéo: P <47.75kN

29) A viga tem aplicada accdes cujos valores de calculo estdo indicados na figura:

90kN 1 ea.
15kN/m ——
A YVVVVVVVVVVVY
B
im 2m e
| re re .
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Admita que o valor de célculo de resisténcia do material é de 140MPa, quer em tracgdo
quer em compressao.

a) Trace o diagrama de esforcos, localize a sec¢do mais solicitada a flexdo e indique o
valor do momento flector nessa secgéo;

b) Dimensione a viga como INP da tabela anexa.
Solugéo: a) Secgdo B; M = +70kNm; b) W, >500cm® (INP280)

30) Considere a viga AE sujeita a ac¢des cujos valores de célculo se ilustram na figura
seguinte:

150kN
e.a.
75kN/m ,
VVVVVVV\
A D
A B :

I “1= I~ I

Admita que a sec¢do € um INP e que o valor de calculo de resisténcia do material é de
235MPa, quer em traccdo quer em compressao.

a) Trace o diagrama de esforcos;

b) Dimensione a viga apenas a flexdo. Ver tabela de INP anexa.

c) Em alternativa pode utilizar o INP situado na tabela anexa, na 22 posicéo
imediatamente acima do INP que obteve na alinea b), desde que o reforce com chapas
de 1cm de espessura soldadas no banzos inferior e superior, como indicado na figura
seguinte:

—

I b I

Calcule o valor minimo para a largura b da chapa de reforgo.
Solugdo: a) Secgdo D; M = +92.4kNm; b) W, > 393.2cm® (INP260); c) b > 6.3cm

31) Considere a viga sujeita a accdes cujos valores de calculo se ilustram na figura
seguinte:

20kN/m i e.a.
10kN/m
A I B
| 2m | 2m 2m ,
I I !
a) Trace os diagramas de esforgos; (4 valores)
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b) Exclusivamente com base nas tensdes normais, dimensione a viga como um perfil
INP (ver dados na tabela anexa), admitindo um valor de calculo da tensao resistente do

material, orqg= 235MPa. (1 valor)
Solucdo: INP18

32) Considere a viga sujeita a ac¢des cujos valores de calculo se ilustram na figura
seguinte:

30kN/m

e.a
20kN/m !

Admita que a seccdo € um INP e que o valor de calculo de resisténcia do material é de
140MPa, quer em traccao quer em compressao.

a) Trace o diagrama de esforcos;

b) Dimensione a viga apenas a flexdo. Ver tabela de INP anexa.
Solugdo: INP22

33) Considere a viga AD sujeita as ac¢oes cujos valores de calculo se apresentam na
figura seguinte:

lskN 30kN/m &2
1
A B
C D
. 075m |
1.5m 1.5m !
1

Admita que a sec¢do € um INP e que o valor de calculo de resisténcia do material é de
235MPa, quer em traccdo quer em compressao.

a) Trace o diagrama de esforcos;

b) Dimensione a viga apenas a flexdo. Ver tabela de INP anexa.

c) Verifique a alternativa de utilizar o INP situado na tabela anexa, na 22 posicédo
imediatamente acima do INP que obteve na alinea b), reforcado com chapas de 1cm de

espessura soldadas a toda a largura do banzo (inferior e superior).
Solucéo: &) INP18; b) Omax traceao=205.1MPa<235MPa, verifica

6.6. Flexdo em regime elasto-plastico

34) Admita uma peca cuja seccdo estd representada na figura seguinte, sujeita a uma
flexdo circular recta, como indicado.
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|

lcm

)

12cm
lcm P

y

lcm

7.§!,cm 1\

Admitindo que a peca é feita de material elastico - perfeitamente plastico, quer a
traccdo, quer a compressdo com uma tensdo de cedéncia de 200MPa e um médulo de
elasticidade de 200GPa.

a) Calcule o momento eléstico da viga;

b) Determine o raio de curvatura da peca no limite da fase elastica;

c¢) Calcule o valor de momento flector que promove a plastificacdo de todas as fibras
situadas a uma distancia igual ou superior a 4.75cm do eixo neutro.

d) Determine o raio de curvatura da pec¢a nas condi¢des da alinea c);

e) Calcule o momento plastico;

f) Calcule o factor de forma;

g) Calcule o mddulo de flexdo plastica.

Solugéo: a) M.=17.94kNm ; b) p.= 60m; c) M=20kNm; d) p= 47.5m e) M,=21.5kNm f) ¢=1.2; g)
Z=107.5cm®

35) Admita uma peca cuja seccdo esta representada na figura seguinte, sujeita a uma
flexdo circular recta.

10mm) 40mm 0omm
<D <D
N7 |v
Seccéo transversal
4D 10mm
.
30mm
Vv
A
60mm
A
60mm
N
José Oliveira Peca 91

Texto de apoio aos alunos - 2016



Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

Admitindo:
- Peca feita de material elastico - perfeitamente plastico, quer a traccdo, quer a
compresséo, com uma tenséo de cedéncia de 250MPa;

a) Calcule o momento plastico.
Solucgdo: a) Mp=28.5kNm

36) Admita uma peca cuja seccdo estad representada na figura seguinte, sujeita a uma
flexdo circular recta, como indicado.

| 20cm |
| 8cm -
e.a
Z _4D 6cm : oscf
4 g [ e
{ eom
12ém

Admitindo que a peca é feita de material elastico - perfeitamente plastico, quer a
traccdo, quer & compressdo, com uma tensdo de cedéncia de 250MPa;

a) Calcule o momento eléstico da viga;
b) Calcule o0 momento plastico;

c) Calcule o factor de forma.
Solugéo: a) Me=130.42kNm ; b) Mp=223.2kNm; ¢) y=1.71

37) Admita uma peca cuja seccdo esta representada na figura seguinte, sujeita a uma
flexdo circular recta, como indicado.

e.a.
: lcm
—> ; o
; 4cm e
' V
i lcm
3cm

Admitindo que a pega é feita de material eléstico - perfeitamente pléstico, com uma
tensdo de cedéncia de 250MPa (quer a trac¢do, quer a compressao) e com um modulo
de elasticidade de 200GPa.

a) Calcule o momento elastico da viga;

b) Determine o raio de curvatura da peca no limite da fase elastica;
c¢) Calcule o momento plastico;

d) Calcule o factor de forma.

e) Calcule o médulo de flex&o plastica.
Solugdo: a) M=1.33kNm ; b) p.= 24.56m; c) Mp=2.31kNm; d) ¢=1.74; e) Z=9.25cm°
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38) Admita uma peca cuja seccdo estad representada na figura seguinte, sujeita a uma
flexdo circular recta, como indicado.

i
e.a.
1

3cm

P 9cm 1‘

Admitindo que a pega é feita de material eléstico - perfeitamente plastico, quer a
traccdo, quer a compressdo com uma tensdo de cedéncia de 235MPa e um modulo de
elasticidade de 200GPa.

a) Trace o diagrama de distribuicdo de tensdes normais na seccao;

b) Calcule 0 momento eléstico da viga;

c) Determine o raio de curvatura da peca no limite da fase elastica;

d) Calcule o momento pléstico;

e) Calcule o factor de forma.

f) Calcule o médulo de flexdo plastica.
Solugéo: b) M=21.57kNm; c) p.= 63.83m; d) Mp=38.07kNm; e) ¢p=1.76; f) Z=162cm’

39) Admita uma peca cuja seccdo estad representada na figura seguinte, sujeita a uma
flexdo circular recta, como indicado.

1cm lcm

—> € > |«

ela.
é 5cm

Ga. 2
° 7

/ i

2.5cm ' v
\ ! lcm

5cm

Admitindo que a peca é feita de material elastico - perfeitamente plastico, quer a
traccdo, quer a compressdo, com uma tensao de cedéncia de 250MPa;

a) Calcule o momento elastico da viga;
b) Calcule o0 momento plastico;
c¢) Calcule o factor de forma.

Solucéo: a) M¢=3.66kNm; b) Mp=6.094kNm; c) ¢p=1.67
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