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Nota do autor

Tendo sido interrompido, a partir do ano lectivo de 2015/2016, o 1° Ciclo do Curso de
Engenharia Civil, o autor resolveu reunir toda a informacao que foi disponibilizada aos
alunos da disciplina de Resisténcia de Materiais, durante 0s 8 anos em que 0O Curso
funcionou na Universidade de Evora.

O presente trabalho versa o tema do Esforco transverso da Resisténcia de Materiais e é
uma edicdo revista e acrescentada das edi¢cdes que foram publicadas em 2013; 2009 e
2008.

No curso, a disciplina de Resisténcia de Materiais tinha a duracdo de um Unico semestre
(4° semestre), pelo que foi necessario selecionar os temas mais relevantes a ensinar
sobre Esforco transverso.

Nos diversos pontos deste trabalho sdo apresentados os aspectos formais importantes,
completados com problemas resolvidos e néo resolvidos de aplicacéo.

No ultimo ponto estdo incluidos todos os exercicios de aplicacdo sobre Esforco
transverso abordados nas aulas préaticas e os que foram alvo de avaliagdo nas provas de
frequéncia e de exame.
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1. Tens@es tangenciais em planos paralelos a superficie neutra

Recorre-se a um exemplo para apresentar as tensdes tangenciais em planos paralelos a
superficie neutra (shearing stress on longitudinal sections):

Admita a seguinte barra sujeita a flexdo simples (transverse bending) (M#0; T#0 N=0;
Mt=0):

Cuja secgdo transversal esta representada na figura seguinte:

e.a.

A
A

A figura seguinte mostra os diagramas de esforcos na barra (shearing force and bending
moment diagrams):

Admitamos um segmento transversal, infinitesimal, de barra com comprimento dz:

dz
% %

José Oliveira Peca 4
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W
o
A ,

Atendendo a variacdo do esfor¢o transverso e momento flector, acima indicados no
diagrama de esforcos, podemos admitir a figura seguinte;

\/

/
/
/

—> dz [«

T+dT

y

Na figura anterior dM e dT, sdo as variacdes do momento flector e do esforco transverso
no elemento infinitesimal de comprimento dz.

Admitamos que a peca € linear, isto é, a barra tem um comprimento muito grande
relativamente a altura da seccdo (I >> h), para que possamos desprezar o efeito do
esforco transverso na distribuicdo das tensdes normais (normal stresses) nas sec¢oes,

devido a flexdo.
A distribuicdo das tensdes normais nas sec¢des esta representada na figura seguinte:

X z I

X

N
y

Admitamos o segmento representado na figura, obtido através da intercepcdo do
segmento transversal por um plano, paralelo ao plano xz, doravante denominado plano

longitudinal.

José Oliveira Peca 5
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Plano longitudinal

A figura seguinte mostra a distribuicdo de tenses normais devido a flexdo, no
segmento atras definido e cuja sec¢do transversal é Q:

y
dz

As tensdes normais integradas na area ( correspondem as forgas axiais representadas na

figura seguinte:

IQG dQ

z

dz

e.n.

X

_,jﬂ(mda) dQ

O equilibrio de forcas do referido segmento pressupde a existéncia de uma forca dF,
tangencialmente ao plano longitudinal:

X

IQG dQ

Z
:IQ(0'+da) dQ

José Oliveira Peca
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dF =IQdeQ

Uma vez que em flexao recta:

M, M,
O'zl y =do= I y

X X

M, M,

IX

dll\/lx s,

X

dF:jQ ydQ = jﬂde:

IX

em que Sy € 0 momento estatico (static moment) da area Q da sec¢ao, relativamente ao
eixo neutro.

Verifica-se que a presenca de um momento flector ndo constante (ou seja esforgo
transverso diferente de zero) ao longo da barra, provoca o aparecimento de tensdes
tangenciais 1y, no plano longitudinal. S&o essas tensdes tangenciais que, no referido
plano, induzem a forca dF.

dM,

dF =7,bdz = =%

X
X

Da expressao anterior tira-se o valor da tenséo tangencial ty, no plano longitudinal:
S, dM,
Tyz =
bl, dz

X

Atendendo a nocdo de esforco transverso, obtém-se finalmente:

O valor da tensdo tangencial Ty, € maximo no local da pegca onde o esforgo
transverso for maximo e no plano longitudinal da peca correspondente ao valor
maximo do momento estatico; esse plano longitudinal é a superficie neutra (neutral
layer).

gkN/m

Problema resolvido
Admita a barra de secgéo rectangular carregada como mostra a figura seguinte:

José Oliveira Peca 7
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20cm
25kN 25kN <
B c £ |
X
\
N
y

a) Determinar as tensfes normais maximas;
b) Determinar as tensdes tangenciais maximas.

Resolucao

25kN

-25kN

S

11.25kNm

O rax = M, com W, =
W,

x Yimex

e _ 2083.3x10°m®

Substituindo: omax= 5.4MPa
Em qualquer seccdo transversal da barra situada entre B e C, temos a seguinte
distribuicdo de tensdes normais:

Omax = -D.4MPa
Omax = D.4MPa
b)
S
T, = X Ty
bl,

O valor da tensdo tangencial 1y, € maximo na superficie neutra (neutral layer), uma vez
que Sy toma o valor maximo em relacéo ao eixo neutro:

José Oliveira Peca 8
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X
S, = (0.20><12.5)><12'5 =1562.5cm® =1562.5x10°m®
Q 12.5cm
3
vy | - % — 26042cm* = 26042 x10°m”
20cm
-6
ro=Suy 1962.5x10 " 55 750 kPa = 0.75MPa

%l Y 0.20% 26042x10°

X

Na superficie neutra da peca, entre A e B e entre C e D, actuam tensdes tangenciais de
valor igual a 0.75MPa. A figura seguinte mostra a tensdo tangencial ty, aplicada pela
parte superior da barra sobre a parte inferior, ao nivel da superficie neutra:

A B C D
Tyz Tyz 7
YV T
0.75MPa
Tyz
-0.75MPa

Em outros planos longitudinais da barra (entre A e B e entre C e D), paralelas a
superficie neutra actuam igualmente tensdes tangenciais. O valor dessas tensdes diminui
com o afastamento a superficie neutra, até que nas faces superior e inferior da barra, o
valor é zero.

A figura seguinte mostra a tensdo tangencial ty, aplicada pela parte superior da barra
sobre a parte inferior, ao nivel do plano longitudinal representada.

A B C
———— — ) e
b4
Tyz Tyz
YV T
José Oliveira Peca 9
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1.1. Esforco de escorregamento em planos longitudinais

Admitamos que temos um comprimento de barra entre z; e z; no qual queremos
conhecer a forca de escorregamento (shearing force) num plano longitudinal (paralela a
secgao neutra)

F= [ ey xxdz=[" 27,00 1 00

~ - - Z Ve - - -
Na expressdo anterior, 0 mtegralj zTydz representa a area definida pelo diagrama de
Al

esforco transverso entre z; e z,:
T

1.1.1 Problemas resolvidos

Problema 1 - Na consola representada na figura, as chapas acompanham o perfil até
metade do vao. Determine os esfor¢os para os quais devem ser dimensionadas as
ligacOes entre as chapas e o perfil INP.

As chapas tém 1cm de espessura e 12cm de largura; o perfil € INP200

José Oliveira Peca 10
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Z 20kN/m AB BC

| 1.5m 1.5m [

Resolucao

60kN

o \

<

Plano longitudinal em / L+ 1

estudo

y

Dada a simetria do problema, apenas se torna necessario conhecer o esforco de
escorregamento no plano indicado, uma vez que no plano simétrico em relagdo ao plano
neutro a forca de escorregamento tem a mesma intensidade.

. B SX 15
Atendendo aque: F = KJ.O T, dz

S, =(1x12)x10.5=126cm®

12x13

|, =2140 + 2{ +(12><1)><10.52} = 4786cm’*

José Oliveira Peca 11
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/|

60kN

30kN

1.5m
| | T

| |
60+ 30

.

x1.5=67.5kNm

1.5
. Tydz =

Substituindo:

S, 126x10°°

F=2x [T,z =2 x67.5=177.7kN

| 70 4786 x10
Problema 2 - A viga AB tem 1.2m de vao e suporta uma carga concentrada a meio vao
de 480kN. A viga € construida ligando uma pega de seccao rectangular de 12 mm
x400mm a quatro cantoneiras de abas iguais 100x100x10 (tabela anexa). Admitindo
que todas as pecas séo de aco, determine o esforgo a que tem de resistir cada uma das
ligacGes.

480kN
A
B
C —
1.2m
7
T 240kN
— —
e.n.
-240kN
M

Sx de uma cantoneira em relagdo ao eixo neutro:

S, =19.2x (20— 2.82) = 329.856cm*
| _L12x40°

X

+4x (177 +19.2x17.18 )= 29775.704cm’

F=2x

2= o2 *240dz = 0.01108 x 240 x 60 = 159.52kN
| 29775.704 %

S IZZT dz 329.856

José Oliveira Peca 12
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1.1.2. Problemas nao resolvidos

P1.1) A viga AB é constituida por 3 pecgas coladas e estd submetida ao carregamento
indicado, o qual actua no seu plano de simetria. Determine o esforco a que a colagem
tera de resistir entre as sec¢bes AC, CD e DB.

1.5kN 1.5kN
) Lo :
|
|

Cc D
| |

10cm
< \

Seccdo transversal

2cm
8cm
2cm
7 ~
v
2cm
6cm
N

Resposta: Ligagéo entre a aba superior e a alma Fac=Fpg=5.78kN; Fcp=0
Ligacéo entre a aba inferior e a alma Fac=Fpg=4.85kN; Fcp=0

P1.2) A viga AB tem 100xa de véo e suporta uma carga uniformemente distribuida g. A
viga é construida ligando uma peca de seccdo rectangular ax3a a quatro pecas de sec¢do
guadrada axa. Determine o esforco a que tem de resistir cada uma das ligacoes.

g kN/m

100a

N
4

Resposta: Ligacdo entre cada uma das pecas quadradas e a peca rectangular: Fac=Fcp=189.9%gxa (kN)

1.2. Esforco de escorregamento em pecas mistas

Analisa-se 0 caso mais simples de uma peca linear, de largura constante b, constituida
por dois materiais de comportamento elastico linear sujeita a uma flexdo recta em que é
pertinente conhecer o esforgo de escorregamento a que tem que resistir a ligacdo entre
os dois materiais (A e B). Admitamos Ex e Eg 0s modulos de elasticidade dos materiais.

José Oliveira Peca 13
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Como foi referido anteriormente o eixo neutro passa pelo centro de gravidade da secgéo
ponderada com os modulos de elasticidade dos materiais que constituem a peca.
Admitamos um segmento infinitesimal de barra com comprimento dz:

dz

A | \ M+dM
—Z

O equilibrio de forgas no segmento correspondente ao material A, fica:
La dQ

M

a
\

dz b

z

o g T i
[odo ¢ - .IQ(0'+do-) dQ

0 que pressupde a existéncia de uma forca dF, tangencialmente ao plano longitudinal
fronteira entre os dois materiais:

y

dF = do, d0

Uma vez que em flexao de pecas mistas:

— I\/IX
O-A EB y
I amt o I Bn
Ex
dM
dO-A = EX y
I An + — I Bn
Ex
dM
dF = X j ydQ
| o E g, A
Ex
José Oliveira Peca 14
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gF—— M g

| Es |
An + Bn
A

n

San ¢ 0 momento estatico da area Qa da secgéo, relativamente ao eixo neutro;
Ian € Ign S80 0S momentos de inércia das secgdes A e B, respectivamente, em relacdo ao
eixo neutro.

A forca de corte elementar dF ¢ fruto de uma distribui¢do de tensdes de corte ty, NO
plano longitudinal fronteira entre os dois materiais, o qual tem (bxdz) de area.
Assim:

dF =7 _bdz = —dMX Sa
yz =
IAn +— IBn
EA

n

A expressdo anterior permite saber a variacdo, ao longo da peca, do esforco de
escorregamento na seccao longitudinal fronteira entre os dois materiais:

dF S, dWx
dz E dz
[ +E—ilBn

Atendendo a nocdo de esforco transverso, obtém-se:

F_ Se g
dZ IAn—’_iBIBn

EA

Admitindo um comprimento |; de barra no qual queremos conhecer a forca de
escorregamento no plano longitudinal fronteira entre os dois materiais:

3 S h
Fe—f— [[T,dz
IAn +— IBn

Ea

Na expressdo anterior, o integral jolTydz representa a area definida pelo diagrama de
esforco transverso entre O e |;.

O mesmo valor de esforco de escorregamento seria obtido recorrendo a expressdo
seguinte:

B Sg, Iy
F= —EAL Tde
IBn + IAn

EB

Sen € 0 momento estatico da area Qg da seccdo, relativamente ao eixo neutro.

José Oliveira Peca 15
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1.2.1. Exemplo resolvido

A viga representada na figura é constituida por betdo e refor¢ada por duas chapas de aco
colocadas como se indica. Calcule o esfor¢o de escorregamento a que tém que resistir
cada uma das ligagdes aco-betdo. Considere que o médulo de elasticidade de ago (E,) é
10 vezes o0 modulo de elasticidade do betao (Ep).

gkN/m Aco

Betéo

AQO
Admita que as chapas tém largura b e espessura 0.1b. A peca de betdo tem largura b e
altura 2b.

Resolucao:
gkN/m

—

o

plano em estudo

N
y

Por razdes de simetria da seccéo da peca, 0 eixo neutro coincide com o eixo de simetria.

Célculo do momento de inércia da sec¢do em relacéo ao eixo neutro:

b 3 2 2
l,, =2 M+b—(b+£j =0.2207b*
12 10 20

José Oliveira Peca 16
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3
b(2b) =0.667b*

IBn

Célculo do momento estatico da seccdo da chapa de aco inferior, em relacéo ao eixo
neutro.

Sopn = bﬂ(b + 3) =0.105b°
100" 20

Atendendo a expressao:

Fo om  fipqg
Eg o Y
I mt = I Bn
EA
Obtém-se:
Fo 0.3654 “ T d
b oY
Integrando entre O e 1/2, obtém-se:
' a1 2
Fo 03654 o g, 203654 55 04579
b o b 2 b

1.2.2. Problemas nao resolvidos

P1.3) Uma barra de aluminio e uma barra de aco, sdo unidas firmemente para formar
uma viga mista. Admita que o médulo de elasticidade do aco € 200GPa e 0 modulo de
elasticidade do aluminio € 70GPa.

|
1 e.a.

6kN l !
| il v E

Aluminio 2cm

Aco 4cm

a) Com a barra submetida a flexdo, como se mostra na figura, determine o eixo neutro.

José Oliveira Peca 17
Texto de apoio aos alunos - 2016



Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

b) Com a barra submetida a flexdo, como se mostra na figura, calcule o maior valor de

tensdo normal no aluminio.

c) Determine o esforco de escorregamento para o qual deve ser dimensionado a ligacéo

entre os dois materiais.

Resposta: b) o, = - 56.9MPa; ¢) F = 24.53kN

P1.4) Considere a peca mista de betéo e aco (E,/E;=0.1). Determine os esforgos para os
quais devem ser dimensionados os elementos de ligacao.

14kN/m

18m

Material b

E R T P LS
'.'!"::‘\ e \’7».?" W

Material a

INP500

Solucgéo: F = 1049kN

P1.5) A viga representada na figura é constituida por um perfil de aluminio reforcado

por duas barras de latdo colocadas como se indica.

75kN/m
im T
9cm
Latado \
e.ag \y Lem
2.5cm ' A
\ : W lcm
2.5cm : /1\
\ ‘7‘ : = W lcm
Aluminio : ¢ N
> |[€lom ' >| [€1em
Latdo
Considere:
Aluminio | Latdo
Maodulo de elasticidade 70GPa 105Gpa
Valor de célculo da tensdo resistente | 100MPa | 160MPa

José Oliveira Peca
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a) Considerando apenas o momento flector, verifique a seguranca da viga, quer no latdo
quer no aluminio.

b) Calcule o valor do esforgo de escorregamento a que tém que resistir a ligacdo de cada

uma das barras de latdo na ligagdo com o perfil de aluminio.
Resposta: a) 6, = 76.1Mpa, verifica; 6. = 152.2Mpa, verifica; b) F = 120kN

2. TensOes tangenciais em secc¢odes transversais

Atendenda-se a condicdo de reciprocidade das tensdes tangenciais (condition of
equality of shearing stresses) o qual afirma que as componentes das tensdes
tangenciais que actuam em duas facetas ortogonais e sdo perpendiculares a aresta
comum as duas facetas, sdo iguais e tém sentidos tais que convergem ambas para a
aresta comum ou divergem ambas da mesma.

A presenga de tensdes tangenciais ty, em planos longitudinais, vai implicar a existéncia
de tensdes tensOes tangenciais 1,y em sec¢Oes transversais (shearing stress at cross
sections) da viga.

Numa qualquer secgéo s:

y Tzy

y

&

Assim na seccdo transversal s havera uma distribuicdo de tensdes tangenciais,
representando-se na figura seguinte:

?.a. Ty
VIVVIY T, >,
X S RS R
HHY
YVVVYVVY .
\
y y
José Oliveira Peca 19
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E a integracdo destas tensGes tangenciais nesta seccdo que constitui o esforgo transverso
T na seccao.

NOTAR

As tensdes tangenciais sdo maximas junto de fibras situadas no centro da peca, local
onde sdo minimas ou nulas as tensbes normais provocadas na flexdo. Os valores
maximos das tensdes tangenciais sdo normalmente muito inferiores aos das tensbes
normais.

2.1. Em pecas abertas de paredes finas

Admita a seguinte barra constituida por uma peca aberta de paredes finas (thin-walled
bar) sujeita a flexdo simples (transverse bending) (M£0; T#0 N=0; Mt=0):

g kKN/m

. |l¢a A
X < << Lo e e e e e
M
e
% e
Yy

Admitamos um segmento transversal, infinitesimal, de barra com comprimento dz.
Atendendo a variacdo, ao longo da barra, do esfor¢o transverso e momento flector,
podemos admitir a figura seguinte:

dz

M T | wM +dM
l .
T
T+dT

Na figura anterior dM e dT, séo as variagdes do momento flector e do esforgo transverso
no elemento, transversal, infinitesimal de comprimento dz.
A distribuigdo das tensdes normais nas seccOes esta representada na figura seguinte:

José Oliveira Peca 20
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Z

X X

Admitamos o segmento representado na figura, obtido através da intercepcao do
segmento transversal por um plano, paralelo ao plano xz, doravante denominado plano
longitudinal da alma.

=7 /-

|/
O equilibrio de forcas do referido segmento, fica:

z <
dF X
IQO' dQ ¢
—>j9(a+da) do 9)
dz y
rd e
<>

0 que pressupde a existéncia de uma forca dF, tangencialmente ao plano longitudinal:

dF :.[QdadQ

Uma vez que em flexao:

X dMX
I y =do= I y

X X

dF =de'|\i'X ydQ = d'l\i'Xjdegz:
em que Sx € 0 momento estatico (static moment) da area Q da secgdo, relativamente ao
eixo neutro.

A forga de corte elementar dF € fruto de uma distribuig¢do de tensdes tangenciais Ty, NO
plano longitudinal.

Assim:

O =

M,

S

X
X
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dM
dF =7 ,edz=—2X*5,
Da expressao anterior tira-se o valor da tenséo de tangencial Ty, no plano longitudinal da
peca: 7., = & dM,
ST el dz

X

Atendendo a nocdo de esforco transverso, obtém-se finalmente:

S
7, =T,
el,
O valor da tensdo de tangencial Ty, € maximo no local da peca onde o esforgo
transverso for maximo e no plano longitudinal da peca correspondente ao valor

maximo do momento estatico.

Atendendo a condicdo de reciprocidade das tensGes tangenciais, na seccao
transversal s havera uma distribuicdo de tensdes tangenciais ty.

Todo o percurso de raciocinio apresentado sera seguidamente repetido nas abas.
Admitamos o segmento representado na figura, obtido através da intercepcdo do
segmento transversal por um plano, paralelo ao plano yz, doravante denominado plano
longitudinal da aba.

Uma vez que a aba esta a compressdo, o equilibrio de forgas do referido segmento, fica:
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[oda == J—],(c+do)da

0 que pressupde a existéncia de uma forca dF, tangencialmente ao plano longitudinal da
aba:

dF :IQdadQ

Uma vez que em flexao:

M, M,
o= y =do= I y

X X

dM
dF:J‘Q I, IXX.[deQ:

em que Sy é 0 momento estatico (static moment) da area Q da sec¢ao, relativamente ao
eixo neutro.

A forca elementar dF é fruto de uma distribuicéo de tensfes tangenciais tx, no plano
longitudinal da aba.

Assim:

M,

dII\/IX s,

X

ydQ =

dF =r.edz = aMm, S

X
Da expresséo anterior tira-se o valor da tenséo tangencial ty, no plano longitudinal da
S, dM_
el, dz
Atendendo a noc¢do de esforco transverso, obtém-se finalmente:

X

aba: 7,, =

O valor da tensdo tangencial T, € maximo no local da peca onde o esforco
transverso for maximo e no plano longitudinal da aba correspondente ao valor
maximo do momento estatico.

Atendendo a condicdo de reciprocidade das tensdes tangenciais, na sec¢do
transversal s haverd uma distribuicdo de tensdes tangenciais .

A repeticdo do raciocinio para no segmento longitudinal oposto, conduz a tensdes
tangenciais representadas na figura seguinte:
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A figura seguinte mostra (setas) as tensfes tangenciais em determinado nivel da seccao
transversal da aba. As tensfes sdo nulas em ambas as extremidades da aba, crescendo
linearmente para o centro. A distribuicdo triangular representa o valor das tensdes em
cada nivel da seccdo da aba.

y

A figura seguinte mostra (setas) as tensdes tangenciais em determinados niveis da
seccao transversal da alma. No topo da alma, as tens@es sdo em valor absoluto a soma
das tensbes no centro da aba. As tensdes aumentam, atingindo 0 maximo no eixo neutro
e, de seguida vao diminuindo até serem nulas na extremidade inferior da alma.

"""""""""" VR S

-
<
P
<

y \
AAAA
by
A figura seguinte mostra as tensdes rebatidas lateralmente para se desenhar a
distribuicéo (curva) das tensdes ao longo da seccdo da alma.

d= P |
Dl D B
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l“‘

A 4
n

=

L]
L]
]
2

¥

a--
»
"

<—1s
<

Na figura seguinte mostra-se a distribuicdo das tangenciais em toda a seccao.

Tzx

X
_
N
x

L

2.1.1. Problemas resolvidos

Problema 1 - Determinar a distribuicdo de tensdes tangenciais na secgédo U (channel)
submetida a flexdo simples (transverse bending). Determinar a resultante dessas tensdes

tangenciais
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Resolucéo

Calculo do momento de inércia Iy

2

2

I, =2 @+(b+ eje(hjz +M

12 12

Desenvolvendo a expresséo, fica:
2 2 2 2
|, =be e_+h_ +eh h_+e_
6 2 12 4
Atendendo ao facto de ser uma sec¢édo de paredes finas, entdo:

e> h*> h? h> e h
€+—z—e ~

2 2 12 4 12
pelo que a expressao simplifica-se, ficando:
2
|, = %(h +6b)

Tensdes nas abas (flange)

José Oliveira Peca
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Tax h/2

S
Ty =Ty = _XTy
el
O momento estatico S:
h
S, =sxex—
2
Substituindo:
6T,
T, =T, =

ZX

= eh(h+6b)

A expressao anterior corresponde a uma distribuicéo linear de tensdes tangenciais nas

abas (em funcéo de s),

A figura seguinte mostra (setas) as tensdes tangenciais em determinados niveis da
seccdo transversal da aba superior. As tensdes sdo nulas na extremidade da aba,
crescendo linearmente para o centro. A distribuicdo triangular representa o valor das

tensdes em cada nivel da sec¢édo da aba.

José Oliveira Peca
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Tzxmax X
Tzxmax | T L)
> —— <] e
< — —e ! h/2

| X

x i | T :
el l i \l/

—>| i |€ i
i SO I _ o
SO _ q /]\

y
| b
y I
atingindo o valor maximo para s=b:
6T

— y

Fotvac = Dm = eh(h +6b) "

Rebatendo as tensdes para uma posicao perpendicular a seccéo, fica definido o solido,
que é um prisma cuja seccao € a distribuicdo triangular ilustrada na figura anterior.

A resultante das tens@es na aba é a forca Ry, ilustrada na figura seguinte e corresponde
ao volume do prisma triangular;

Raba

Ralma

i
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ZXmax Xb 6Ty b 3b2
b = xe = bx—xe=—" T
2 eh(h+6b) 2 h(h+6b)

Tensdes na alma

/|

N

h/2

le
I

sz

y

................. - e

\ )

A tensdo tangencial 1,y representada na figura é dada pela seguinte expresséo:
A area de aba indicada na figura, estd submetida a tensdes tangenciais 1,x, dadas pela
seguinte expressao:

R

O momento estatico Sy:

szs’xex(h

Substituindo e desenvolvendo:

)l

o=t = {§®—57+b}
7 "eh(h+6b) h

A expressao anterior corresponde a uma distribuicdo quadréatica de tensdes tangenciais
na alma (em funcgdo de s”), atingindo o valor maximo para s"= h/2:

3T, h+4b

— y

= =—)x
Forme = B = 26h " i+ 6b
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Em toda a secc¢éo a distribuigéo de tensdes fica:

Tzy=Tzxmax Tzxmax
A
y 1
]
[ ]
S —
| ]
| ]
Tzymax \ |
U
Tzy=TzxmaX
Tzxmax

Ao longo do contorno da seccao, ndo ha mudanca de sinal do valor das tensdes, pelo
que na representacao abaixo indicada as tens6es fliem ao longo do contorno da sec¢édo
sem mudar de sentido, sendo este ditado pelo sentido do vector esforco transverso.

Tzx
L — - -

<
«

P
<«

\ Tzx

Resultante das tensdes na alma:

h T, ¢h
_ _ ,__y ,
Raima = II (" dQ_J.Orzyeds_ ) IOSX ds
Uma vez que:
S, :S'xex[ =S j+bxexg=%(hs'—s'2)+gxbxh :g(hs'—s'2+bh)

Ry = %T—y [[(hs~s*+bh)ds

X

T s2 -3 h T 3
R, —Cu[ NS ST png| S8
21| 2 3 2116

Atendendo a que:
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eh?
L

l, h+6b)

h +6b
:—T =
ama " hieh Y

Portanto a resultante das tensdes na alma € o esforco transverso.

Resultante das tensdes em toda a secgédo fica como na figura seguinte:

Raba
...!.4_.* -
1
Ralma
X
v
: Raba
'_._..__>._ -
Yy

Problema 2 - A consola da figura esta submetida ao carregamento indicado.

10cm
i ea \l,
i lcm
A A 6.7kN !
\
/ ! |
4 30cm ! 5cm
38cm : v
lcm
% e
a) Determine a maxima tensdo de compressdo na sec¢do A.
2.546kNm 10x1
A 6.7kN P o
% | 5o
5x1 -
6.7kN
T 6.7kN
M
-2.546KNM
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Ta=6.7kKN M, = 00'338

x (- 2.546) = —2.01kNm 10xd, =5xd, d,+d,=3cm

d,=Icm d,=2cm

! P rom

_10><13 1x5°

l, +10x1x1% + +1x5x 2% =41.25cm?
12 12

-2.01

i comp = o5 X 4.5x1072 =—219.3MPa
| 41.25x10

b) Determine a tensdo tangencial maxima na sec¢ao A

1ea.

7, =T, S =45x1x %2 210125m°
el, 2

r, = 20125 71 64akNem? =16.44MPa
1x41.25

2.1.2. Problemas nao resolvidos

P2.1) Considere a sec¢do da viga da figura seguinte e admita que esta sujeita a um
esforco transverso de 10kN. Determine:

a) A evolucdo das tensdes tangenciais na alma e nas abas;
b) O valor das tensGes tangenciais nos pontos A e B.

José Oliveira Peca
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1.2cm A
3cm
<>
T
10cm
N B
10cm 0.6cm
% e
1.2cm
/I\ 15cm

Solugdo: ta= 714.7kPa; 1s= 8409.9kPa

P2.2) Admita uma barra com a seccdo indicada na figura sujeita a um esforgo transverso

T,= 50kN:

0.8cm

7.5cm

X

5cm

1
1
1
e s e cccdeaccce=d

6cm

a) Determine a expressdo geral da distribui¢éo das tensdes tangenciais t,y no trogo
vertical do lado direito;
b) Utilize a expressdo geral obtida na alinea anterior para calcular a tensdo T,y a
meio do troco vertical do lado direito;
c) Calcule a resultante da distribuigdo das tensGes tangenciais t,, no troco vertical

do lado direito;

d) Mostre que sdo nulas as tenses tangenciais t,x em qualquer ponto do troco

horizontal da sec¢éo. (0.5 valor)

Soluc¢do: b) 52.8MPa; ¢) R= 16.86kN

José Oliveira Peca
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2.2. Em pecas fechadas de paredes finas

Neste ponto serdo apresentadas pecas fechadas de paredes finas em que o esforco
transverso esta aplicado segundo um eixo de simetria.

Admita a seguinte barra constituida por uma peca fechada de paredes finas (thin-walled
bar) sujeita a flexdo simples (transverse bending) (M#0; T#0 N=0; Mt=0):
g kN/m

Cuja secgdo transversal esta representada na figura seguinte:

Ty

y
Admitamos um segmento infinitesimal de barra com comprimento dz. Atendendo a
variacdo, ao longo da barra, do esfor¢o transverso e momento flector, podemos admitir a

figura seguinte:
M
] e
( 72
1)

T+dT

dz

Na figura anterior dM e dT, sdo as variacdes do momento flector e do esforco transverso
no elemento infinitesimal de comprimento dz.
A distribuicdo das tensdes normais nas sec¢des esta representada na figura seguinte:

M

é z }

dz

Admitamos o segmento longitudinal representado na figura:
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\%
O equilibrio de forcas do referido segmento, fica:

dF

(o+do) dO

~ oA F . . x -
0 que pressupde a existéncia de duas forcas R tangencialmente a seccédo longitudinal
da peca.
dF TR . ..
As forgas elementares 7sa0 fruto de uma distribuic@o de tensdes de tangenciais Ty, Na

seccdo longitudinal da peca e, atendendo a condicdo de reciprocidade das tensdes
tangenciais, conduz a uma distribuicdo de tensdes tangenciais T,. na Sec¢do
transversal.

Aplicando a mesma deducdo matematica efectuada nas seccOes abertas, obtém-se para
as seccOes fechadas a seguinte expressdo geral da tenséo tangencial:

T S,
v el Y

X
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2.2.1. Problemaresolvido
Determine o valor das tensdes tangenciais no ponto B da sec¢éo indicada na figura:

B 20cm

lcm
- |« Y
2

y
15cm
Resolucao
X s T
\ 4
y
T, = S
Yo 2el,
10-0.8

S, =15><0.8><(10—0.4)+2x[(10—0.8)><1>< }:199.84cm3

I =3251.37cm*

~15%x20° 3 13x18.4°
X 12 12

199.84

7, =——————x10=0.3073kNcm™ =3.07MPa
2x1x3251.37

2.2.2. Problemas nao resolvidos

P2.3) Para T = 10kN, determine o valor das tensdes tangenciais no ponto A da secc¢ao
indicada na figura:

José Oliveira Peca 36
Texto de apoio aos alunos - 2016



Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

3cm
- oA
« T
20cm
lcm
—> |« Y |
/I\O.Scm
YN

Solucdo
Tya=2.3MPa

P2.4) A consola da figura esta submetida ao carregamento indicado. Determine a tensdo
tangencial maxima na sec¢do de encastramento.

% l 20kN —— ——
! /‘9 15cm

Espessura uniforme de 1cm

10¢m

Solugéo: rzymaX:8.33M Pa

2.3. Centro de corte em pecas de paredes finas

Nos pontos anteriores foram deduzidas expressdes que permitem o célculo de tensBes
tangenciais induzidas pelo esforco transverso, nomeadamente em seccBes transversais
de vigas em flexao simples (M#£0; T#0; N=0; M=0).

Porém, a condicdo de momento torcor nulo (M=0) sé acontece se a linha de ac¢do do
esforco transverso passar por um ponto conhecido por centro de corte (shear centre) ou
centro de torcdo. Caso a linha de accdo do esforco transverso ndo passe pelo centro de
corte, entdo existira igualmente um momento torcor o qual induzird na secgdo tensdes
tangenciais suplementares.

A determinacéo do centro de corte pressupde o conhecimento da distribuicdo de tensdes
tangenciais devidas ao esforco transverso na seccdo, tarefa que é relativamente simples
em seccoes de paredes finas.
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2.3.1. Problemas resolvidos

Retomando a seccao

verificamos uma distribuigdo de tensdes devidas ao esforco transverso (T):

Tzx
L — -+- <«

Tzx

0 que pressupde a existéncia de resultantes das tensdes tangenciais:
Raba

Ralma

3b°
Raba mTy Ralma = Ty
Para que o esforco transverso T seja exclusivamente responsavel pelo aparecimento das

forcas resultantes indicadas na figura anterior entdo, a forca T tem de ser uma forca
equivalente ao sistema de forcas formadas pelas forcas Rapa € Raima, OU S€ja:
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Raba T :

Ralma

v

Centro de corte SRR EE R R R R -

! Raba

Fazendo momentos em relagéo ao ponto A indicado:

Txd = 2xRappx(h2) g=
h +6b

O centro de corte (c.c.) estd sempre localizado num eixo de simetria da sec¢do. Em
casos em gue a sec¢ao seja constituida por trocos, cujas linhas médias concorrem
num ponto, o c.c. coincide necessariamente com esse ponto.

e

c.C.

Determine o centro de corte da seccdo seguinte, a qual tem espessura uniforme igual a
0.5cm:

20cm

Uma vez que a secgdo tem um eixo de simetria, entdo o c.c. esta sobre ele. Bastara,
portanto conhecer a distancia (d) do c.c. em relagéo ao eixo da alma da seccéo.
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Devido ao esforco transverso a seccao tera uma distribuicao de tensdes tangenciais
como se indica:

L-»l «— <«

|_<- — >

A figura seguinte mostra a resultante das tensfes tangenciais nas abas e na alma:

Rs E> +—
R:
Rs
X Ty
d
<
v v
R

R4F==>

Por razbes de simetria, |R1|=|R2| € |R3|=|R4|. Os sistemas de forgas formados pela forca
Ty e pelas forcas Ri; Ra; Rs; Ra; Rs séo equivalentes. A determinagdo da distancia d,
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pode ser feita efectuando os momentos em relacdo a linha meédia da alma, o que, por si
s0, simplifica o problema, uma vez que nao se necessita de conhecer a forca Rs.
A figura seguinte mostra o tipo de distribuicdo das tensdes nas abas (distribuigéo

linear).
I

|

Tratando-se de uma secc¢do aberta de paredes finas:

TZX = SX T
el

y

X

Calculo do momento de inércia ly:

3 2 3
|, =2x %+(10X0_5)x 19_5) L 05197 1536 60m?
12 2 12

Calculo do valor maximo da tensdo tangencial na aba superior direita:

L —

S, =7.5x0.5x% 197'5 = 36.56 cm®

José Oliveira Peca 41
Texto de apoio aos alunos - 2016



Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

r =050 _005013xT
05x1236.6 y

Na expressao anterior T, VEmM em kN/cm?,
Célculo da forca resultante (R1) na aba superior direita:

. 7:5x(0.05913xT, )

R =05 =0.1109xT,  (kN)

Célculo do valor maximo da tensdo tangencial na aba superior esquerda:

S, =2.5x0.5x% % =12.19cm®

12.19

7, =————xT, =0.01971xT
05x1236.6 y

Na expressdo anterior T,x vem em kN/cm?.

Célculo da forca resultante (R3) na aba superior esquerda:

 25x (0.01971xT,)

R,=05 =0.0123xT,  (kN)

Célculo da distancia d:

195

T, xd =2x(0.1100xT, Jx =2 - 2x(0.0123xT, )« 195

Da equacéo anterior conclui-se que d = 1.92cm.

Assim o centro de corte da sec¢do em estudo, encontra-se no eixo de simetria, 1.92cm
para a esquerda da linha média da alma.
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2.3.2. Problemas néo resolvidos
P2.5) Determine o centro de corte da seccdo da figura:

Prormrmmmmmes - Zcm _/_

A

lcm

é 10cm

Solugdo: No eixo de simetria, d=2.08cm para a esquerda da linha média da alma

P2.6) Determine o centro de corte da seccdo da figura:

5cm 5cm

lcm

10cm : > :

Solugéo: No eixo de simetria, d=5.22cm abaixo da linha média da aba maior.

P2.7) Em continuacdo do problema P2.2, admita que Ty passa pelo centro de corte.
Calcule a distancia d.

A

B
1

Solucéo: d=1.686cm
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3. Estado de tensdo sob momento flector e esforgco transverso

A verificacdo do estado de tensdo (state of stress), ou seja da seguranga, em pecas
sujeitas a flexdo simples (M#0; T#0; N=0; M=0) compreende, de uma maneira geral,
trés pontos:

1) Verificagdo da tensdo normal méaxima nas fibras mais afastadas do eixo neutro;
Omax=ORd
sendo orqg 0 Valor de calculo da tenséo resistente do material.

2) Verificacdo da tensdo tangencial maxima que, geralmente ocorre ao nivel do eixo
neutro;

ORrd
max < \/§
3) Verificacdo do estado duplo de tens&o nos pontos em que tanto a tensdo normal como
a tensdo tangencial atinjam valores elevados. Nestes pontos a verificacdo de seguranca
devera obedecer a um critério de resisténcia. Em materiais ddcteis como o ago, usa-se
habitualmente o critério de VVon Mises.

Vo +3r% <oy

A terceira verificagdo € importante em vigas em | ou em U nos pontos de inser¢do da
alma nos banzos, em seccbes em que tanto o momento flector como o esforgo
transverso atinjam valores maximos, como nas sec¢des proximas do apoio B da figura
seguinte:

r

p kN/m

Nos pontos de insercdo da alma nos banzos a tensdo normal aproxima-se do maximo e a
tensdo tangencial é pouco inferir a tensdo ao nivel do eixo neutro:

Distribuicio de tensdes normais o, na Distribuic¢io de tensdes tangenciais 1,
secgéo devido ao momento flector na alma devido ao esforgo transverso
—— - E i d ................. i
i A
i y

1

A
N— i I
‘ ’ -
— | ]
| ]
\ |
A ]

—_— D S — .

y y
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3.1. Problemaresolvido

Utilizando um perfil INP dimensione a seguinte viga em aco, admitindo um valor de
calculo da tensdo resistente do material crq=235MPa

30kN/m 50kN
z
2m 2m | ‘
N N
| y
Resolucao
Reacg¢des nos apoios
30kN/m
o l 50kN
260kNm
1 om 2m |
I
110kN
Diagrama de eéfor(;os
30kN/m
o l 50kN
2m 2m |
I
T 110kN
N\ 50kN
N
-260kNm
-100kNm
4 z
/f\ 7
Dimensionamento da seccao a tensdo normal:
M,| 260
O prex = |W—X| =W <235x10° = W, >1.106x10"°m’®=1106cm® = INP 380
X X

Atendendo as Tabelas Técnicas 0 mddulo de flexdo do perfil seleccionado é:
W,= 1260cm?®
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_M,_ 260
mx W 1260x107°

X

o =206.35x10°%kPa = 206.35MPa

206.35MPa < 235MPa  VERIFICA

Verificagdo da tensdo tangencial maxima:
Esta tensdo ocorre no eixo neutro (a meio da alma)

_Sit

el, ’
S, = 741cm® (momento estatico de meia secgdo em relacéo ao eixo dos xx — Tabelas
Técnicas);
l,= 24010cm* (momento de inércia da secgdo em relacdo ao eixo dos xx — Tabelas
Técnicas);
e = 13.7mm (espessura da alma — Tabelas Téecnicas).

(2

= __ x110 = 2.48 KNcm™ = 24.8 MPa

TZ max
g 1.37x 24010

24.8 MPa << 235 MPa VERIFICA

J3

Verificagdo do estado de tenséo na inser¢éo da alma nos banzos:

Uma aproximagcéo, por excesso, ¢ a de utilizar os valores de 6zmax € de Tzymax das alineas

anteriores, dado que ambos sdo superiores aos valores que efectivamente se verificam

nos pontos de inser¢do da alma nos banzos.
Tratando-se de um material ductil, usa-se habitualmente o critério de VVon Mises:

2 2
Vo©+3r° <oy

V206.352 + 3% 24.82 = 210.77 MPa < 235 MPa VERIFICA

3.2. Problemas nao resolvidos

P3.1) Para a seguinte viga em aco, admitindo um valor de célculo da tensdo resistente

do material crq=235MPa:
50kN/m | e.a.

6m 1.5m i

a) Trace os diagramas de esforco transverso e de momento flector para a viga;
b) Dimensione a viga a flexdo, utilizando um perfil INP;

José Oliveira Peca
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c)

d)

f)

Solucéo:

De acordo com o diagrama de momento flector ao longo da viga, seleccione,
agora, um INP adequado para suportar, ndo o valor maximo de momento flector
do diagrama, mas o pico de momento imediatamente abaixo;

Reforce o INP da resposta anterior, soldando chapa de 15mm de espessura em
cada banzo, na zona de méximo momento flector do diagrama. Determine qual a
largura da chapa a soldar;

De acordo com o diagrama de esforgo transverso, verifique o dimensionamento
a tensdo tangencial,

Utilizando o critério de Von Mises, faca a verificacdo do estado de tensdo no
final da parte recta da alma, na seccdo mais desfavoravel. Ver nas Tabelas
Técnicas a dimensdo da parte recta da alma.

b) INP340; ¢) INP220 d) d = 18¢m; €) T,yms=104.2MPa;

f) Vo’ +3r° =217.2MPa

P3.2) Considere a seguinte viga feita de ago (crg=235MPa).

a)
b)

Solucéo:

1 ea

l 40kN ——

SREER

INP200

3m
S|

Verifique a seguranga;
Se a viga ndo estiver em seguranca reforce-a com chapas nos banzos onde for
necessario.

a) Néo verifica; b) 2 chapas com 1.2cm de espessura e 13.3cm de largura, em 1.74m.

P3.3) Para a seguinte viga em aco, admitindo um valor de célculo da tensdo resistente
do material orq=275MPa:

e.a.
!
20kN 60kN :
20kN/m !
|
v .
A . c 2xUPN
1.5m 2m 2m 1.5m
<— |
\'%
a) Trace os diagramas de esforco transverso e de momento flector para a viga;

b) Dimensione a viga a flexao, utilizando dois perfiz UNP;

c) De acordo com o diagrama de esforco transverso, verifiqgue o dimensionamento
a tensdo tangencial;

d) De acordo com os diagramas de esfor¢o transverso e de momento flector,
verifique o dimensionamento segundo o critério de Von Mises na seccdo a meio
vao e no ponto de insercdo da alma nas abas (use 0 método expedito);
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e) De acordo com os diagramas de esfor¢o transverso e de momento flector,
verifique o dimensionamento segundo o critério de Von Mises na sec¢do em B e
no ponto de inser¢do da alma nas abas (use 0 método expedito);

f) De acordo com os diagramas de esforco transverso e de momento flector,
verifique o dimensionamento segundo o critério de Von Mises na seccdo em C e
no ponto de insercao da alma nas abas (use o método expedito).

Solugao: b) 2xUNP 160; €) Toyma=37.3MPa; d) V& +37° = 271.2MPa

e) Vo +3r2 =235.3MPa; f) Vo’ +3r2 =110.1MPa

4. Caderno de problemas

4.1. Esforco de escorregamento em planos longitudinais

1) Para a viga representada na figura:
20cm

e.a.

l 30kN : N

25cm

| 0.6m | 1.2m

N /l
| | |

a) Faca a distribuicdo das tensdes tangenciais no plano neutro.
b) Determine a forca de escorregamento no plano neutro.
Solucgéo: b) F=72kN

2) A figura seguinte mostra uma viga com uma carga concentrada a meio vao:

1 387kN

3m
I I

I ea.

A viga é um perfil | de aco reforcado com chapas de aco de 16mm de espessura e
200mm de largura, conforme a figura anterior.
O perfil | tem as seguintes caracteristicas:
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—p— — l,.= 9530cm*
h = 305mm
X === R .. - h
.| _\_
y
b
<

a) Determine a distribuicdo das tensGes normais na sec¢ao mais solicitada.

b) Determine a forca de escorregamento para qual deve ser dimensionada a ligacéo
entre a chapa de refor¢o e o banzo do perfil I.

c) Optimize o comprimento do reforgo tendo em consideragdo um valor de célculo de
resisténcia do material de 235MPa.

d) Calcule a forca de corte na ligacéo do reforgo da alinea anterior.

Solugéo: @) omax. comp= -187.89MPa; Omax. wac= 187.89MPa, b) F=572.69kN; c) reforco com 1.5m de
comprimento, centrado no vao; d) F=286.4kN

3) A consola AB da figura seguinte, é constituida por um perfil INP 16. No troco AC o
perfil esta reforcado por barra de seccdo 50mmx20mm, soldada em ambos 0s banzos.
Determine os esforcos para os quais devem ser dimensionadas as ligacOes entre as
chapas e o perfil INP.

50mm

D 20mm

Al

30kN/m

w A
B
C

| im | Im
| |\ 7

Solugdo: F=105.4kN
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4) A figura seguinte mostra uma viga com uma carga concentrada a meio v&o:
1 QKN

2m

I

A viga é constituida pdr dois perfiz | de aco soldados pelos banzos, conforme a figura
anterior.
Cada perfil I tem as seguintes caracteristicas:

-1 N l,= 887cm*
ly;= 313cm’
N - h Q=30.4cm?
h=12.7cm
b=12.7cm
- v
yi
b
<

Admitindo que a forca de escorregamento na ligacdo dos dois | ndo deve ultrapassar o

valor de 960kN, determine o méaximo valor da carga Q.
Solugdo: Q<420kN

5) A figura seguinte mostra uma viga com uma carga uniforme q:

gkNm |

2m

I

A viga é constituida pdr dois perfiz | de aco soldados pelos banzos, conforme a figura
anterior.
Cada perfil I tem as seguintes caracteristicas:
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- N l,= 887cm*
ly=313cm’
VRN S - Q=30.4cm’
h=12.7cm
b=12.7cm
- v
yi
b
[«

Admitindo que a forca de escorregamento na ligacdo dos dois I ndo deve ultrapassar o
valor de 960kN, determine o méaximo valor da carga q.
Solucdo: q=420kN/m

6) A viga AB suporta uma carga uniformemente distribuida g. A viga é construida

ligando 3 pecas de seccdo rectangular, todas do mesmo material, como se mostra na
figura:

g kN/m
A
B
— 0.8m e
200mm -
1 e.a.

Secgéo transversal _mem

QD 60mm :

QD 60mm :

S 128mm

Admitindo que o esfor¢co de escorregamento admissivel na ligacdo das pecas é de

2.132kN, calcule o valor méximo admissivel para a carga q.
Solugdo: q=3.69kN/m

7) A figura seguinte mostra uma viga com uma carga distribuida e uniforme.

A viga é constituida por perfiz UNP 280 de aco refor¢cado com chapas de aco de 16mm
de espessura e 400mm de largura, conforma a figura anterior.

Determine a forga de escorregamento para qual deve ser dimensionada a ligacéo entre
chapas de refor¢o e o banzo de cada perfil.
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500kN/m

3m

€.a.

Solugio: F=655.76kN, em cada banzo

8) A viga tem aplicada ac¢es cujos valores de calculo estdo indicados na figura:

A A

17kN L7k 17kN
L
N\ Z N\
0.7m | 2m _| 0.7m

A viga é constituida por um perfil INP 12 refor¢ado no troco entre os apoios com duas
chapas de aco, iguais, ligadas aos banzos.

vea.

- )

Chapa
40mmx10mm

Determine o esforco de escorregamento na ligacdo dos dois materiais.
Solugéo: F=33.15kN

9) A viga é um perfil INP14 de aco reforcado com chapas de aco de 5mm de espessura e
80mm de largura, conforme a figura seguinte:
1e.a.

A viga esté solicitada como indicado na figura seguinte:
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Determine a forca de escorregamento para qual deve ser dimensionada a ligacdo entre

chapas de reforco e os banzos do perfil I.
Solugdo: F=87.55kN

10) Quatro barras de latdo est&o unidas firmemente, formando a secgdo composta
ilustrada:

10 mm 10 mm
> < > <

N4

Lfio ) 10 mm
40 mm
Latéo\/

10 mm

40 mm A

A qual estd solicitada como indicado na figura seguinte:
1.5kN/m

=

2m

a) Determine o esforgo de escorregamento nos primeiros 50cm de viga, a contar do
encastramento, para o qual tem de estar dimensionada cada ligagéo;

b) Determine o esforgo de escorregamento nos segundos 50cm de viga, a contar do
encastramento, para o qual tem de estar dimensionada cada liga¢éo;

c) Determine o esforco de escorregamento nos ultimos 100cm de viga até a

extremidade livre, para o qual tem de estar dimensionada cada ligacéo.
Solugéo:a) F=21.4kN, b) F=15.29kN, c) F=12.23kN
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4.1.1 Esforgco de escorregamento em pecas mistas

11) Para a viga mista de madeira reforcada com uma placa de aco, determine o esforco
de escorregamento na ligacdo dos dois materiais. Admita que o moédulo de elasticidade
do aco é 20 vezes 0 modulo de elasticidade da madeira

1 5kN

| 3m

15cm
Madeira

Aol

.5cm
9’2 <
10cm
<>

1.25cm

Solugdo: F=23.44kN

12) A viga de madeira reforcada com duas placas de aco esta sujeita a cargas cujos
valores de célculo estdo indicados na figura. Determine o esforgo de escorregamento na
ligagéo dos dois materiais. Admita: Emadeira=13Gpa; Eaco=200Gpa.

35kN/m | 40kN
1.5m

Ago _
I — iom

Madeira 25cm

Ao R o

15cm
N

Solugdo: F=213.31kN

13) Duas barras de latdo estéo unidas firmemente a duas barras de aluminio, formando a
sec¢do composta ilustrada:
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91[0 mTé >TO mTé

N4
Ldtao 10 mm
40 mm
Aluminio
10 mm
40 mm A
< N

A qual esta solicitada como indicado na figura seguinte:

| 1.5kN/m
N

X

I
Admitindo:

Latdo - mddulo de elasticidade de 105 GPa;

- valor de célculo para a tensao resistente de 160 MPa.
Aluminio - médulo de elasticidade de 70 GPa;

- valor de célculo para a tensdo resistente de 100 MPa.

2m

Determine o esforco de escorregamento na ligagéo dos dois materiais.
Solugdo: F=51.9kN

4.2. TensOes tangenciais em seccdes transversais

14) Para a viga representada na figura:
20cm

' ea

l 30kN

25cm

| 0.6m | 1.2m |
| | |

a) Faca a representacao da distribuicdo das tensdes normais na seccdo mais solicitada.
b) Faca a distribuicdo das tensGes tangenciais na sec¢do mais solicitada.

Solucéo: &) omax. comp= -5.76MP&; Omax. trac= 5.76MPa, b) Tma= 600kPa
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15) Na seccdo indicada na figura, sujeita a um esforgo transverso de 50kN, determine:

ékcm |e

16cm
T=50kN

2cm

’[‘ P 16cm

e) Determine a expresséo geral da distribuigdo das tensdes tangenciais na alma;
f) Calcule a resultante da distribuicdo das tensbes na alma;
g) Determine a expresséo geral da distribuicdo das tensdes tangenciais na aba;
h) Calcule a resultante da distribuicdo das tensdes na aba.

S0lugA0: @) Trax= 19.64MPa; b) Ryime=50KN; €) Trm= 9.05MPa; d) Raps= 7.24kN

16) Determine o valor das tensdes tangenciais devido a esfor¢o transverso:
a) Méxima;
b) No ponto mais afastado da parte recta da alma.

T,=50kN

2xUPN200

l

Solugdo: a) 1= 17.55MPa; b) 1= 13.82MPa

17) Considere a seguinte sec¢do sujeita a um esfor¢o transverso de 20kN:

2cm
9 e

T=20kN
20cm

2cm

20cm /I\
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a) Determine a expressdo geral da distribuicdo das tensdes tangenciais no trogo
vertical da sec¢éo (alma);

b) Calcule a resultante da distribuicdo das tensdes na alma.
Solugdo: b) R=19.88kN

18) Admita que a seccdo representada na figura seguinte esta sujeita a um esforco
transverso de Ty= 0.8 kN, o qual né&o induz qualquer torgdo na pega.

- [ -1 03cm
T,=0.8kN | 0 /
X E 15cm
' RN <
5 J
e - 0.3cm v
N t
| 10 cm
I

a) Faca a representacdo do diagrama rebatido das tensdes tangenciais devido ao esforco
transverso nas abas e na alma;

b) Calcule a tensdo maxima devido a esforco transverso na alma;

c) Calcule a tensdo méaxima devido a esforgo transverso na aba;

d) Calcule a resultante da distribuicdo das tensdes numa das abas;

e) Calcule a resultante da distribuicdo das tensdes na alma.
Solugéo: b) 7,y max=1.955MP4a; C) 7% max=1.42MPa; d)0.213kN; €)0.8kN

19) Admita uma barra com a secc¢do indicada na figura, sujeita a uma flexao simples e
recta segundo o eixo da accdo igualmente indicado na figura. Na sec¢do o valor do
esforco transverso € 6.5kN.

24cm 2cm
2em s, : <
y ||
T=6.5kN
\l, 2cm
20cm
\ é |
i e.a.

a) Determine a expressdo geral da distribuigdo das tensdes tangenciais no trogo vertical
superior do lado esquerdo;
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b) Qual o valor maximo da tensdo tangencial no troco vertical superior do lado
esquerdo;
c) Calcule a resultante da distribui¢do das tensGes tangenciais no troco vertical superior

do lado esquerdo;
Solucéo: b) 7,y ma=1.21MPa; ¢) R=1.615kN

20) Admita uma barra com a sec¢do indicada na figura, sujeita a uma flexdo simples e
recta segundo o eixo da accdo igualmente indicado na figura. Na sec¢do o valor do
esforco transverso € 120kN.

A barra é feita de aco e constituida por dois perfiz U e duas chapas soldadas nas abas.

lcm 25.4cm lcm

— lq= 2810cm*
ly;= 94.9cm*
Q=28.97cm?
h =25.4cm

b =6.5cm
—~ d=1.61cm

N

Calcule, no ponto A, o valor da tensdo tangencial devido ao esforco transverso.
Solucéo: 7,y x=20.25MPa
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4.3. Centro de corte em seccOes de paredes finas

21) Determine o centro de corte da seguinte seccdo de espessura uniforme igual a 1cm.

N

5cm

7z

5cm

5cm

~

7z

E 5cm

Solugdo: d=15.9mm & esquerda da linha media de alma

22) Para o perfil indicado na figura seguinte determine a distancia d do Centro de Corte
a linha média da alma.

Frmemedim e - 0.3cm

)

x é
: 15¢cm
0.3cm :
—> . |€ \l/
S I 1 ozem Y
, T
| 10 cm
I
Solu¢do: d=40mm a esquerda da linha méedia de alma
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23) Para o perfil indicado na figura seguinte localize o Centro de Corte. O fluxo das
tensdes tangenciais na seccdo estdo igualmente representados na figura:

r—

™

Espessuras (cm)

AB

AE

BF

CG

DH

0.6

0.4

0.4

0.6

0.6

Solugdo: d=9.176mm a esquerda da linha média de AB

24) Para o perfil indicado na figura seguinte determine a distancia d ao Centro de Corte.
Admita que a seccdo tem espessura uniforme de 5mm.

d

& N

125mm

C.C.

75mm

50mm

100mm

Solugdo: d=55.3mm
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25) Determine o Centro de Corte da secgdo seguinte a qual tem espessura uniforme de

3mm.

Admita que o fluxo das tensdes tangenciais na sec¢do séo os apresentados na figura.

100mm |
I

150mm

R T LT

Solugdo: d=23.3mm & esquerda da linha média da alma

26) Para o perfil indicado na figura seguinte determine a distancia d ao Centro de Corte.

I 4D 20cm
: y
' ]120cm
—> : [<— 60cm
i
c.C. : \
(] | -
; ——415cm
<—p | 25cm \
; ~ 7
d 1 60cm
1
!
! <D 20cm
" 70cm

~

Solugdo: d=20.57cm a esquerda da linha média da alma
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27) Admita uma barra com a seccdo indicada na figura, com espessura uniforme e igual
a 0.8cm, sujeita a um esforgo transverso Ty= 50kN:

7.5cm

Sl ittt 1 6cm

X

d
<>

5cm

a) Calcule a tensao 1,y a meio do trogo vertical do lado direito;
b) Mostre que sdo nulas as tensdes tangenciais tx €m qualquer ponto do troco
horizontal da seccéo.

c) Admita que Ty passa pelo centro de corte. Calcule a distancia d.
Solucéo: a) 7,=52.7MPa; c) d=1.69cm

28) Determine o centro de corte da secgdo seguinte de espessura uniforme igual a
0.5cm. Admita que 1,=1236.6cm*

N\ <

20cm

Solugdo: d=19.2mm a esquerda da linha média da alma
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29) Para o perfil indicado na figura seguinte determine a distancia b de forma a que o
Centro de Corte fique situado no ponto O. Admita que a sec¢do tem espessura uniforme
de 1cm.

|, =343.375+40.667b (cm*)
Y N lcm
L
bimimimims o —_—
i N
6cm ! A
i | dcm
—| | 4.5cm
i
N2 ~ O v
8( N ? A
\
! 4.5cm
\
6cm :
brimimimen. ]l ¥
\
|
VvV L...._. i
3cm bem
Solugdo: b=4cm
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4.4. Estado de tensé@o em flexao simples

30) Considere a viga sujeita as ac¢des cujos valores de calculo estdo indicados na

figura:
seguinte:
120kN
60kN 60kN
0.4
<]
0.8m | 1.4m | 0.8m |
I I I

Admita que a viga tem a seccdo indicada na figura seguinte:

I | /
—>| |€7.4mm
\l/ 247mm
11mm | | \
/]\ 202mm
<

a) Trace os diagramas de esfor¢os (T; M);
b) Admitindo um valor de calculo da tens3o resistente do material org= 235MPa,
verifique a viga quanto a combinacéo das tensdes normais e tangenciais (critério de Von

Mises). Sugere-se que efectue esta verificagdo utilizando o “método expedito”.
Solucdo: b) 198.9MPa<235MPa, Verifica.

31) Considere a viga sujeita as ac¢des cujos valores de célculo estdo indicados na
figura:

seguinte:

120kN

100kN/m

—4 - 12m 1.0m 0.8né

E— E— &

Admita que a viga tem a seccdo indicada na figura seguinte:
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I |
—>| |<€7.4mm
\l/ 247mm
11mm
I | A
/]\ 202mm
[«

a) Trace os diagramas de esforgos (T; M);

b) Admitindo um valor de céalculo da tensdo resistente do material org= 235MPa,
verifique a viga quanto & combinacéo das tensdes normais e tangenciais (critério de VVon
Mises). Sugere-se que efectue esta verificagao utilizando o “método simplificado por

excesso”.
Solucdo: b) 198.9MPa<235MPa, Verifica.

32) Considere a viga ilustrada na figura seguinte:

25 kN/m
VVVVYVVVVY
Y40 kN Y40 kN
| 0.6 m 1.8m 0.6 m |
| |

a) Trace os diagramas de esfor¢os (T; M);

b) Dimensione a viga apenas em relacdo ao momento flector, assumindo um perfil INP
(tabela anexa) e um valor de calculo da tensdo resistente do material, org= 235 MPa;

c) No ponto assinalado da secgdo, utilize o critério de Von Mises para verificar se 0
perfil seleccionado na alinea anterior garante a seguranca quando se combina esforco

A

transverso e momento flector.

Para os fins exclusivos de calculo de momento estatico, assuma que 0s banzos do perfil
sdo rectangulares com a espessura média indicada na tabela anexa.

d) Verifique de novo a viga na mesma sec¢do utilizando o “método simplificado por

excesso”.
Solucgdo: b) INP 20 ¢) 168.36MPa<235MPa, Verifica; d) 194.47MPa<235MPa, Verifica
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33) Considere a viga sujeita a ac¢des cujo valor de célculo se ilustram na figura
seguinte:

30kN/m

a) Trace os diagramas de esfor¢os (T; M);

b) Para a viga foi utilizado um perfil INP 180 (tabela anexa) reforcado entre B e C.

O reforgo € constituido por barra rectangular de aco, soldada em cada um dos banzos.
Cada barra rectangular tem espessura de 0.5cm e a largura de b.

Dimensione a largura b do reforco, tendo em consideracdo apenas o0 momento flector e
um valor de calculo da tensdo resistente do material, ocrq= 235MPa;

c) Verifique a viga a combinagdo das tensdes normais e tangenciais (critério de Von
Mises). Sugere-se que efectue esta verificagao utilizando o “método simplificado por

excesso”.
Solucgdo: b) b >4.95cm, ¢) 231.42MPa<235MPa, Verifica.

34) Considere a viga sujeita a ac¢des cujos valores de calculo se ilustram na figura
seguinte:

18kN |
45kN/m i e.a.

1.4m 1.6m |

a) Trace os diagramas de esforcos;

b) Exclusivamente com base nas tensdes normais, dimensione a viga como um perfil
INP (ver dados na tabela anexa), admitindo um valor de calculo da tenséo resistente do
material, org= 235MPa.

c) Verifique a viga a combinagdo das tensdes normais e tangenciais (critério de Von
Mises). Sugere-se que efectue esta verificagdo utilizando o “método simplificado por

excesso”.
Solucgdo: b) INP 26 c) 210.06MPa<235MPa, Verifica.

35) A viga simplesmente apoiada, sujeita a uma flexdo simples e recta, tem aplicadas
accOes cujos valores de calculo estdo indicados na figura:

150kN 150kN

90kN/m
A c§ D E B

| 0.8m 0.8m |0.8m 2.4m
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a) Trace os diagramas de esforcos;

b) Exclusivamente com base nas tensdes normais, dimensione a viga como um
perfil INP (ver dados na tabela anexa), admitindo um valor de calculo da tenséo
resistente do material, org= 235MPa;

c) Verifique a inser¢do da alma com os banzos quanto a combinacgdo das tensées
normais e tangenciais (critério de Von Mises). Sugere-se que efectue esta verificacdo de

forma aproximada, usando valores de tensdes obtidos por excesso.
Solucgdo: b) INP 40 c) 228.15MPa<235MPa Verifica.

36) Admita a barra indicada na figura, sujeita a uma flexdao simples e recta:

60kN
10KN/ 20kN/m
m
A [ B
£
I | -

a) Trace os diagramas de esforcos;

b) Exclusivamente com base nas tensdes normais, dimensione a viga como um
perfil INP (ver dados na tabela anexa), admitindo um valor de calculo da tensao
resistente do material, org= 235MPa;

c) Verifique a insercdo da alma com os banzos quanto a combinacédo das tensdes
normais e tangenciais (critério de Von Mises). Sugere-se que efectue esta verificacdo de

forma aproximada, usando valores obtidos por excesso.
Solucgéo: b) INP 28 c) 222.65MPa<235MPa Verifica.

37) Considere a viga sujeita a ac¢des cujo valor de calculo se ilustram na figura
seguinte:

2kN/m
e.a.
A D
B C £ .

2m !

1

4m 4m
le le

a) Trace os diagramas de esforcos (T; M);

b) Dimensione a viga a flexdo, utilizando um perfil INP e considerando um valor de
calculo da tensdo resistente do material, org= 235MPa;

c) Em C, verifique a viga a combinagdo das tensdes normais e tangenciais (critério de
Von Mises). Sugere-se que efectue esta verificagdo utilizando o “método simplificado
por excesso’”.

Solugéo: b) INP 12 c) 182.9MPa<235MPa Verifica.
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38) Uma viga constituida por um perfil INP22 esta submetida a cargas cujo valor da
accao se encontra na figura seguinte
30kN/m

e.a
20kN/m !

AV VW VYV VN VYV VWV

Admita um valor de calculo da tensdo resistente do material, crg=140MPa

a) Trace os diagramas de esfor¢o transverso e de momento flector;

b)Verifique o dimensionamento unicamente a tensdo normal;

c)Verifique o dimensionamento unicamente a tensao tangencial;

d) Na seccdo C faca a verificacdo do estado de tensdo utilizando o critério de Von
Mises. Sugere-se que efectue esta verificagdo utilizando o “método simplificado por

excesso”.

Solugdo: b) 132.59MPa<140MPa Verifica; c) 32.42MPa<140/N3MPa Verifica; d) 79.16MPa<140MPa
Verifica.

39) Em cada uma das quatro vigas de 4.5m estd aplicada uma carga cujo valor de
calculo é 36kN/m. Estas vigas estdo suportadas pela viga AD e em paredes de bet&o.

a) Exclusivamente com base nas tensfes normais, dimensione todas as vigas
como perfis INP (ver dados na tabela anexa), admitindo um valor de célculo da tenséo
resistente do material, org= 235MPa;

b) Na viga AD verifique a inser¢do da alma com os banzos quanto & combinagédo
das tensdes normais e tangenciais (critério de Von Mises). Sugere-se que efectue esta
verificacdo de forma aproximada, usando valores de tensGes obtidos por excesso.

c) Verifique as vigas de 4.5m quanto a tensao tangencial maxima.
Solucdo: a) Viga AD: INP55; restantes vigas: INP26; b) 226.59MPa<235MPa, Verifica; c)
38.6MPa<135.68MPa, Verifica.
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40) Considere a viga sujeita as ac¢des cujos valores de célculo estdo indicados na figura
seguinte:

20kN

10kN/m

RO

1.5m 1.5m
A, I

a) Exclusivamente com base nas tensées normais, dimensione a viga como
perfis INP (ver dados na tabela anexa), admitindo um valor de calculo da tenséo
resistente do material, org= 235MPa;

b) Verifique a inser¢cdo da alma com os banzos quanto a combinacdo das tensdes
normais e tangenciais (critério de Von Mises). Sugere-se que efectue esta verificacdo de
forma aproximada, usando valores de tensdes obtidos por excesso.

Solucgdo: a) INP 24 b) 217.29MPa<235MPa Verifica.

41) A viga da figura seguinte tem aplicada acc¢des cujos valores de célculo estdo
indicados na figura:

a) Trace os diagramas de esforcos;

b) Exclusivamente com base nas tensdes normais, dimensione a viga como um
perfil INP (ver dados na tabela anexa), admitindo um valor de calculo da tensao
resistente do material, org= 235MPa;

c) Verifique a insercdo da alma com os banzos quanto a combinacgédo das tensdes
normais e tangenciais (critério de Von Mises). Sugere-se que efectue esta verificacdo de
forma aproximada, usando valores de tensfes obtidos por excesso

? 30kN/m l 50kN

TN [

Solugo: b) INP 38 ¢) 210.78MPa<235MPa Verifica.

2m

42) A viga em consola tem aplicada ac¢des cujos valores de célculo estdo indicados na
figura. E um perfil INP 260 reforgado ao longo de 2m, a partir do encastramento, com
chapa de aco, soldada em cada um dos banzos. Cada chapa tem espessura de 1cm e a
largura de 28cm.

José Oliveira Peca 69
Texto de apoio aos alunos - 2016



Universidade de Evora — Escola de Ciéncia e Tecnologia - Departamento de Engenharia Rural

30kN/m

50kN

a) Atendendo exclusivamente solicitacdo devida a momento flector, verifique se o
dimensionamento satisfaz a seguranca ao longo de toda a barra. Admita um valor de
calculo da tensdo resistente do material, orq= 235MPa.

b) Admitindo a simplificacdo geométrica para a seccdo INP 260 indicada na figura
seguinte, verifique a seguranga no ponto (indicado) de insercdo da alma nos banzo do
perfil, utilizando o critério de Von Mises.

y

. 1.41cm
0 INP 260
X 4
26 -
cm 0.94cm Iy=5740cm
% e
y 1.41cm

11.3cm ’[\

c) Repita a verificacdo usando o0 método aproximado por excesso.

Solucgdo: a) Trogo c/ refor¢o 228.2MPa<235MPa, verifica; trogo s/ reforco 226.5MPa<235MPa, verifica.
b) Troco c/ refor¢o 212.6MPa<235MPa, verifica; troco s/ reforco 216.1MPa<235MPa, verifica.
¢) Trogo c/ reforco 216.1MPa<235MPa, verifica; trogo s/ reforgo 218.1MPa<235MPa, verifica.

43) A viga de aco tem aplicada acc¢des cujos valores de calculo estdo indicados na
figura. a) Utilizando um perfil INP, dimensione a viga exclusivamente a flex&o,
admitindo um valor de calculo da tensdo resistente do material ocrq=235 MPa;

b) Verifique a viga de acordo com o critério de Von Mises.

50kN 30kN/m ——

B

Solucgdo: a) INP 280; b) 211.9MPa<235MPa, verifica
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