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A equacgao de Schrédinger nao linear ( com campo magnético ).
Instabilidade de estados estaciondrios com simetria cilindrica.
Resumo:

Neste trabalho, sao estabelecidas propriedades de instabilidade de solucoes da
conhecida equacao de Schrédinger para o movimento de particulas quénticas sem
spin, na presenca de um campo magnético uniforme.

Provamos que existe instabilidade pelo fluxo da equagao de evolugao sob deter-
minadas condicoes.

Provamos ainda, que as trajectérias usadas para demonstrar instabilidade sao

globais e uniformemente limitadas.

Nonlinear Schrédinger equation (with magnetic field). Instability of
stationary states with cilindrical simetry.

Abstract:

This work is concerned with instability properties of solutions of the well known
Schrodinger equation in the presence of a uniform magnetic field.

We prove that exist instability by the flow of the evolution equation in some
conditions.

Moreover, the trajectories used to exhibit instability are global and uniformly

bounded.
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Capitulo 1

Apresentacao do problema

Em R3, notamos as coordenadas cilindricas de um ponto por (p, ¢, z). Um campo
magnético uniforme ao logo do eixo dos zz definido por B = be,,b € R\ {0}, fica

definido através de um potencial vector solenoidal A

B=rot A div A=0,A= gpez.

Em tal campo magnético, a equagao de evolugdo de uma particula quantica sem

spin é descrita por:
idw = —Lau=—(— Au—2AVu+|A[ u). (1.1)
Associamos a (1.1) a equagao de evolugao nao linear
idew = —Lau— ajulf ' u (1.2)
e o problema nao linear eliptico

Ls®+wd+a|®f ' d=0. (1.3)

1



2 CAPITULO 1. APRESENTACAO DO PROBLEMA

Pela estrutura do termo nao linear, procurar solugoes de (1.2) do tipo
u(t,r) = e”'d(x)

é equivalente a resolver (1.3). As solucdes deste tipo chama-se estados esta-
ciondrios de (1.2).

Neste trabalho, trataremos de propriedades de instabilidade, nomeadamente da
instabilidade de estados estaciondrios com simetria cilindrica, ®(p, 2).

O problema de Cauchy relativo a (1.2) estd resolvido em [2] e a existéncia de
solugao e caracterizacao do problema variacional associada a (1.3) (particularmente
no caso de solugdes simétricas), estdo tratadas em [4]. Adaptando o argumento
variational em [3], para p < 1+§ a estabilidade de estados estaciondrios foi provada
em [2].

Na auséncia de campo magnético, a instabilidade de estados estaciondrios de
acgao minima (ground states) foi provada, para p > 1+§, de duas formas diferentes:

Em [1] com base num argumento de explosdo em tempo finito.

Em [7], considerando a acgao do ground state em funcéo de w, e discutindo a
convexidade de tal funcao.

Ambos os métodos nao sao aplicdveis no caso de campo magnético.

A tentativa de aplicagdo do formalismo Grillakis-Shatah-Strauss (GSS) na res-
olugao do presente problema, foi o ponto de partida para o estudo que aqui se
encontra apresentado. O formalismo nao é directamente aplicdvel, serao necessarios

alguns contornos.



E possivel fazer-se uma generalizacao ao caso k # 0.
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Capitulo 2

Introducao

— Definicao do espaco.

Seja V 4v = Vv + i Av e considerem-se os seguintes espacos de Hilbert reais

L2={U:R3——>(C|/|v12<oo}, (v,w)zR/v'w;
H} = {v € L?| /IVAU|2} , (vw)gy = R/(vﬁ-{— Vav.V qw).
[Os integrais apresentados sio sobre R? (salvo indicacao contréria). Utilisaremos ( , )
para indicar o produto escalar em L2].
Seja H3' o espaco dual de H}. Tomando L? para pivot, temos H} Ll Hi'

Defimos em L? o operador £ por:
D(L) = {UEH}‘ZLAUGLz}, Lv = Lyv.
Seja H2 = D(L), dotado da norma do grafico. Temos entdo H3 < H. E temos:

(Lav,w) = R/VAU.VAw Vv € Hi,w € H}. (2.1)

)
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(2.1) é facilmente demonstravel, e deste facto se deduz que £ é um operador
simétrico m-acretivo e Ly + 1 € uma isometria de H} em Hj'. Este facto conduz-

nos a definir, em H;l o operador L por
D(L)y=H, | Lv=Lyw.
(2.1) generaliza-se a
(Lav,w) = R/VAU.V—Aw Yo, w € Hj.

[(', ) serd usado para indicar a dualidade (H3', H})] e deduzimos que o operador
L & simétrico e m-acretivo.

Por tiltimo, apliquemos o teorema de Hille-Yosida aos operadores iL, —iL, il, —iL
e resolva-se o problema de Cauchy da equagao (1.1) :

Dado u(0) = uy € H}, existe um tnico u € C(R,H}) N CY(R, Hy') tal que
u(0) = ug e idyu = —Lau em C(R, Hy"'). Tal solucio u verifica as seguintes leis de

conservagao:

/ IV au(t)]? = / IV auol?, VE € R, 2.2)

/Iu(t)|2 =/|u0|2, Vvt € R; (2.3)

além disto, se ug € H%, entao u € C(R, H3) N CY(R, L?).
— id;u = —Lyu é um sistema Hamiltoniano.

1
Definimos em H); a Energia Cinética-Magnética por E(v) = 3 / IV 40



Trata-se de um funcional C, e a sua derivada em v é Lv. Escrevemos agora
(1.1) como dyu = iE'(u) e o cardcter Hamiltoniano é agora evidente, uma vez que a
multiplicagao por ¢ é um operador anti-simétrico.

Este facto esclarece a lei de conservacao (2.2): se a trajectdria estivesse em

C'(R, H})— o que nao acontece para qualquer uo— deverfamos ter:

di (E(u)) = (E'(u), dy) = (E'(u),1E"(u)) = 0.

— Lei de conservagao (2.3).

Seja L um operador anti-simétrico em H} e em L?, limitado em H}. Considere-
se (T(#))ger 0 grupo de isometrias uniformemente continuo em H) gerado por L.

Suponhamos E invariante por este grupo;
E(T)v)=E(v) YveHy0€eR (2.4)

1
e defina-se em H} o funcional Q(v) = 5(—2’Lv, v) a que chamamos Carga. Trata-se
de um funcional C*, e a sua derivada em v ¢ —iLv. O Célculo da derivada de 2.4
em # = 0 conduz a (E'(v), Lv) = 0 para todo v, e a carga é conservada ao longo de

uma trajectéria C'(R, H})

d:Q(u) = (Q'(u), dyu) = (—iLu,iE'(u)) = 0.

Para chegar 4 lei de conservagao (2.3), basta identificar L com a multiplicagao

por i : A conservacao da norma L? advém da invariancia por v — etv.
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— Equagao de evolugao nao linear.

Pretendemos que se mantenham a conservagao da energia e da carga. Temos de
manter o cardcter Hamiltoniano e a invariancia por (7°(0))ger.

Definimos um funcional C!, Energia Potencial W, que verifica
W(T(0)v) = W (v), Voe Hy, 0 €R (2.5)
e definimos em H} a energia (global) ou Hamiltoniano por
H(v) = E(v) + W(v).

Desta forma, a equagao de evolugao nao linear pode escrever-se dyu = 1H'(u).

Neste trabalho as nao linearidades estudadas sao do tipo:

1
p+1/| |p+

onde a é um parametro real, e p é um expoente admissivel.

Para determinar o intervalo em que deve estar p, o ponto de partida é a seguinte
desigualdade; |V |¢|| < |Vat| ¢.p.t.p, para qualquer ¢ € D(R3 C). Assim, se v €
H} , entdo [v] € H' e ||[v]||;: < H’U”H}‘. Usando este facto e injecgoes de Sobolev,
HY A, L para ¢ € [2,6], donde L% <, Hy! para q € [¢,2]. Seguidamente,
aplicando técnicas da teoria da medida, prova-se que, para p € [1,5], W é um

: : . -1
funcional C! (C?, se p > 2), a sua derivada em v é o [v|P™' v

Desta forma a equacao nao linear (1.2) transforma-se em

idw = —Lau—oluff



— Nao linearidades gerais.

Resolver o problema de Cauchy para nao-linearidades gerais nao € um problema
trivial. A resolucdo baseia-se em algumas estimativas da equacao linear nao ho-
mogénea obtidas por técnicas de interpolagdo. Uma explicagao mais aprofundada
pode ser encontrada em [5]. Aqui indicaremos apenas o resultado adaptado a nao

linearidades do tipo indicado.

Teorema 1 Suponhamos p € [1,5). Dado ug € HY, eziste um unico T* € (0,00] e
um unico uw € C([0,T*),HY) N CY([0,T*),Hy") tal que u(0) = uo,dyu = —Lau —
alulP P u em C(([0,T*),H3Y) e ||u(t)||H/14 — oo quando t — T*, se T* < oo. Para

tal u existe conservagao da energia e da carga.

O Teorema continua, discutindo o caso ug € H3 e a dependénia de T, u em uy.

Para o presente trabalho, esta versdo mais curta serve os objectivos.

Dado que H é invariante por (T'(6))ser, procurar solugoes da equacao de evolugao
do tipo u(t,z) = T(—wt)®(x), onde w € R e ® € H}, conduz-nos & equagao
estaciondria:

La®+wd+al®P ' '®=0, em Hi'. 2.6
A

Tais solugoes sao chamadas estados estaciondrios.
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Para a resolugao da equagao (2.6) consideramos dois problemas variacionais em
H}:

Primeiro: Tenta-se encontar um ponto minimizante do funcional quadrético
E(v) + wQ(v) que satisfaz a condicao / WP = p, 1€ (0,00) . Se tal ponto existe,
designémo-lo por w, verificard Law + ww = Ap + 1) |w|’ 'w em Hj', sendo A
real. Em seguida, usando as diferentes homogenidades de E(v) +wQ(v) e / v+,
esperamos determinar A como funcao de y e, fazendo variar u, encontrar o valor
de A conveniente. Outros detalhes poderao encontar-se em [4], em particular como
determinar os valores de w para os quais uma sucessdo minimizante ¢ limitada,
e como ultrapassar a falta de compacidade na injecgao H} <, LP*! aplicando o

método de concentragao-compacidade. O resultado é o seguinte:

Teorema 2 Suponhamos p € (1,5), w € (—|b],), a € (—00,0). Entdo, para
todo p € (0,00), E(v) + wQ(v) tem um minimo na superficie /|v|p+1 = p. Mais,
existe pu, digamos p*, tal que cada ponto de minimo correspondente verifica Law +

ww+a vl tw=0emn H.

Em segundo lugar, tenta-se encontar o minimo de H (v) sujeito a condigao / v|?
1, i € (0,00) . Se tal ponto existe, digamos w, verificara L sw+a |w|P™" w = \2w em
H7! para algum X real. Neste caso, ndo podemos argumentar por homogenidade
para ajustar A, e o multiplicador de Lagrange permanece indeterminado. Novamente

referimos [4] para um estudo mais pormenorizado, e apresentamos o resultado:

Teorema 3 Suponhamos p € (1, 1+ %) , o € (—00,0). Entao para qualquer j €
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(0,00), existe o minimo de H(v) na superficie / [u|* = p. Cada ponto de minimo

. —1 —
w satisfaz Law +ww + a v’ w =0 em Hy', para w real.

— Estados estaciondrios com propriedades de simetria particulares.
Para um inteiro k definimos um subespaco fechado de H} por
H), = {v e H}:v(p,,2)e*? depende exclusivamente de (p,z)} -

Notemos que o espago agora definido é invariante por (7(0))scr € € invariante
pelo fluxo da equagédo de evolugao. Consequéncia: procurar solucoes da equagao de

evolugdo do tipo u(t,z) = T(—wt)®(z), onde w € R, ® € H};, conduz-nos a
Li®+wd+a|®f ' ®=0, em Hj}, (2.7)

-1 1
onde Hy 3 € o espago dual de Hy .

Para resolver a equacao (2.7) usamos os mesmos argumentos da seccao anterior,
substituindo H} por H},. Novamente remetemos para [4] uma explicacdo mais

completa e indicamos os resultados:

Teorema 4 Seja k € Z fizo. Defina-se wy = Min{— |b|,kb} e suponhamos p €
(1,5),w € (wk,0),a € (—00,0). Entao, para qualquer u € (0,00), existe minimo
de E(v) + wQ(v) na superficie definida por / [T = 4 em H} .. Um ponto de
minimo pode ser escolhido de tal modo que, multiplicado por €*? seja uma fungdo
ndo negativa. Mais ainda, existe u, digamos puy, tal que cada ponto de minimo

. -1 _
correspondente w verifica Law + ww + o |v]P~ w =0 em Hy}.
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Teorema 5 Seja k € Z fixo, e suponhamos p € (1,14 3),a € (—00,0). Entdo,
para qualquer p € (0,00), existe o minimo de H(v) sobre a superficie definida
por / lv|P i [ em H}a,k- Um ponto de minimo pode ser escolhido de tal modo
que, multiplicado por e*¥, seja uma funcdo ndo negativa. Cada minimo wverifica

Law+ww+alof " w=0em H/]jc para algum real w.

A nao-negatividade e o intervalo eventualmente mais amplo para w no Teorema
4 sao consequéncias dos seguintes factos:

i) v € H} , sse v depende apenas de (p,z), v € H'(R®* C), pv € L*(R? C);
i) para k # 0, v € Hj . sse v(p, ¢, z) = v*(p, z)e”* v* € H(R3, C),
pv* € LAR3,C), p~lv* € L*(R3,C);

wi) sev € H ,, entdo v € H'(R? C) e pv € L*(R?,C);
w) sobre H} ,, E decompde-se em
Energia Cinética(K) e Energia Magnética(M)
Kuv)y==- [V M) =— 2 — — :
=3 [Vl M) =5 [R5 [
Note-se que esta decomposicao da energia poderd nao fazer sentido para qualquer

funcdo em HY : a inclusdo H} C H'! continua um problema em aberto.

Com v € HY,6 € (0,00), chamamos B(v,d) a bola em H} centrada em v com
raio 6. Definimos, para cada Y contido em H nao vazio, e para cada § € (0,00),

a d—vizinhanga de Y em H} por: V (Y,6)= é)yB(v, 9).



13

Y é estavel pelo fluxo da equaciao de evolugéo sse, para cada V (Y, 6), existe
V (Y,e)C V (Y,0) tal que todas as trajectérias com valor inicial em V (Y,¢) sao
globais e mantém-se em V (Y,0) para qualquer ¢ positivo.

Seja u solugao periédica da equagdo de evolucdo e designemos O a sua Orbita
fechada: O = {u(t):t € [0,00)}. Estabilidade orbital de u significa usualmente
estabilidade de O pelo fluxo.

Fixemos agora um ponto de minimo dado pelo Teorema 2 (com p = p*) ou pelo
Teorema 3, seja ®, e associemos a solugio perédica T'(—wt)®(z) a érbita fechada O =
{T(—wt)® : t € [0,00)} . Espera-se que a estabilidade orbital de ¢ seja discutida em
termos da estabilidade de O pelo fluxo. No entanto, é necessaria alguma adaptagao
do conceito usual de estabilidade orbital, devido as propriedades de simetria de H.

1AW)-2y(Z — y), fungdo composta

Para y € R, consideremos : U(y) : L2 > v — e~
por uma translacio em y e pela correspondente transformacao linear de Gauge.
(U(y))yers € uma representacao unitdria e continua do grupo de Lie (R3,+) em H}

e L?, que deixa H invarante.

Definimos

Q= {TOU)P:0cR,yec R,

Q= {v € H) : v é asolugao do problema de minimizacao resolvido por ®} .

Devido & invariancia, temos 2 C Q). Presumimos naturalmente que a estabilidade
orbital de ® tem de ser pensada em termos de estabilidade de Q pelo fluxo. De facto

pode ser provado (ver [2] e as respectivas referéncias, particularmente [3] ) que, para
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um ponto de minimo ® dado pelo Teorema 3, €2 & estéavel pelo fluxo. Note-se que
tal teorema nao implica que O seja instdavel pelo fluxo; mas, em casos similares
(auséncia de campo magnético), podem encontra-se exemplos que mostram que a

Q-estabilidade nao pode ser reforcada em O-estabilidade (ver [3]).

O que acabamos de referir acerca da estabilidade para estados estacionérios
gerals, pode também ser dito, mutatis mutandis, para estados estaciondrios simétri-
cos. Em H}“c, as translagoes devem restringir-se a translagoes ao longo do eixo dos
zz; isto faz com que nao haja lugar a tansformacoes de Gauge, pois A é invari-
ante para tais translacoes. Assim, definimos um grupo a um parametro fortemente

continuo (V(s))sez de isometrias de H} , e L* pondo
V(s): L’>0— (T = ce,).

Para um ponto minimo ¢ fixo pelo Teorema 4, (com p = p*) ou alternativamente

pelo Teorema 5, definimos

E={TO)V()P:0 € R,ceR},
Y= {v € H}x, « - U ésolugao do problema de minimizagao resolvido por <I>} .

Entao, pode provar-se (ver [2]) que, para um ponto de minimo dado pelo Teorema
9, S ¢ estével pelo fluxo da equagao (restrita a H}L ). Notemos que esta estabilidade
refere-se a perturbagoes em Hj , : V(E,6),V(E, €) sao entendidas como vizinhangas

de ¥ em Hjy
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Uma questao que continua em aberto é saber se esses estados estaciondrios k-

simétricos sao estdveis para perturbagoes em geral.

Apresentamos agora o resultado principal deste trabalho.
Seja Y um conjunto nao vazio em H}, e ug € Y. Definimos o tempo de saida
por

T, = Sup{t € [0,T*) : u(r) € Y, para T € [0,t]},
onde T™,u sao dados pelo Teorema 1.
Se substituirmos na defini¢do anterior H} por H} , obviamente o conceito é o
mesmo.

Teorema 6 Referimo-nos ao Teorema 4, supondo w € (0,00),p € [Puns,d), onde

4 4v/10-8
puns=1+_+_\/_9—‘

3 . Com p = puj, tome-se um ponto de minimo ® ndao

negativo. Entdo, ¥ ¢é instdvel pelo fluzo, e para mostrar a instabilidade, podemos
escolher trajectérias globais e uniformemente limitadas : existe V(,6) em H) e

uma sucessio (u;); em V(X,9) tal que:

up; — ® em Hy o quando j — oo;
T*(UOJ,V(EJS)) < 00, V7;
T*(uo,;) = 00, VJ;

lim i%p”uj(t)”H}LO = 1l ,
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onde u; é a trajectoria com valor inicial uy ;.

Duas notas acerca deste teorema:

Primeira, o teorema trata da instabilidade de ¥ relativamente a perturbacoes
em H}LO, logo relativamente a perturbagoes gerais.

Segunda, lijm }S;?f)p ““j(t)“H}w = “(D”Hi,o_ que é mais do que limita¢ao uniforme -
implica um comportamento curioso da sucessao (u; )j : para j suficientemente grande
u; nao pode abandonar V(X, ) por um ponto arbitrdrio da sua fronteira. De uma

forma mais informal poder-se-4 dizer: pontos que ”estejam afastados da origem”

estao proibidos, apenas os pontos ” prozimos da origem” sao permitidos.

Em [6], a estabilidade/instabilidade de estados estaciondrios foi estudada num
quadro abstracto. Para demostrar o resultado principal deste trabalho acima apre-
sentado, em tal quadro abstracto seria necessdria uma funcao C! de um intervalo
nao vazio [ de R em Hy, , I > w — &, € H},, tal que &, seja um ponto
critico nao trivial da acgao (com frequéncia angular w, S,,) e S”(®d,,) satisfaga certas
condicoes espectrais, nomeadamente o seu micleo seja gerado por ¢®,,. Entao, a O-
estabilidade pode ser discutida em termos da convexidade da funcao real de variavel
real I 5w — S,(®,) € R.

No caso de nao haver campo magnético, ” scaling ” e ” dilation” conduzem-nos a
®,, e dao-nos S, (®,,) explicitamente. Para termos Ker S”(®,,) gerado por i®,,, somos

forgados a excluir translagoes [uma vez que 0,®,,, 9:P,,, 3P, € KerS”(®,) quando
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trabalhamos em H!(R3,C)] e isto liga-se com uma restricio & priori a funcoes ra-
diais.

Caso exista campo magnético, devido as diferentes homogenidades de —A e p?
quanto a "scaling ”, w e b mudam simultaneamente, e ”scaling ” e ” dilation” nao
dao ®,,. Por outro lado a restri¢ao a priori a fungoes radiais esta posta de parte, e
trabalhar em H} , conduz a i®,, .9, € Ker S//(d.,,).

Assim, para demonstrar o teorema, abandonamos a discussao da estabilidade em
termos de uma fungao real de w, e procuraremos directamente um ¥, tangente a

superficie de carga constante em @, tal que (S"(®)¥, ¥) < 0.

Este trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma:

No capitulo 3, a instabilidade é provada sob uma Condi¢do Geométrica para
Instabilidade (CGI), e assumindo a existéncia de um Sistema Dindmico Auxiliar
(SDA).

No Capitulo 4, 0 SDA ¢é construido sob uma condicio geométrica para a sua
existéncia (CGSDA) e uma condicio de regularidade(CR).

No Capitulo 5, estabelecemos a CGI e a CGSDA (com uma restricio de reg-
ularidade).

No Capitulo 6, sao resolvidas as questdes de regularidade.

Por 1ltimo, no Capitulo 7, conclui-se a demonstracgao.
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Capitulo 3

Instabilidade

Referimo-nos ao Teorema 4, com a restri¢ao p > 2, fixamos p = pj, e consider-
amos ¢ um ponto de minimo.

Seja @ a superficie de carga constante em P,
Q={ve Hi;:Q()=Q(P)}

e seja W a superficie de energia potencial constante em ®,

W = {v € H),: /|v|”+1 =u;}.

A acgio é definida (em HY) por S(v) = H(v) + wQ(v). De acordo com a restrigao
sobre p, trata-se de um funcional C?2 e a sua derivada em v é S’ (v) = L qv+a [v[P~! v+
wv. Em consequéncia ¢ é um ponto critico de S : S'(®) = 0. Além disso, ¢ minimiza
Sem W: S(®) =Inf S(v).

veWw

Suponhamos agora que as seguintes condicoes sao verificadas:

Condicao Geométrica para Instabilidade (CGI).

19
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Existe ¥ € H), tangente a Q em ® tal que a Hessiana da acc¢do em & é estri-

tamente negativa ao longo de W :
(S"(®)V, ) <0

[Os paréntesis de dualidade (H} ., Hy},) séo representados por < , >, quando o
contexto néo permite confuséao com (H}, H;')]
Sistema Dinamico Auxiliar (SDA)

Existe uma V(¥ ¢) e um funcional H : V(X,¢) — R tal que :
H(T(O)V(s)v) =H(v),Yv € (£,¢),V 0,5 € R;

H ¢é diferencidvel e H'(v) € Hy Vv € V(Z,¢);

H' :V(S,e) — Hyy, € uma fungdo C', com derivada limitada; (3.2)

iH'(®) = .

Consideremos agora o campo vectorial iH' : V(X,e) — H ;. Por (3.2), o prob-
lema de Cauchy correspondente é resolivel, dando origem a um sistema dinamico,
o SDA.

Precisando: dado ug € V(Z,¢), existe um tnico o € (0,00} e uma tnica fungao
©(ug,3) € CH(—0,0),V(Z,¢)) tais que ¢(uo,0) = ug, ¢(uo,s) = iH'(¢(uo, s)) em
C((—0,0),V(X,¢)) e a distancia de ¢(ug, s) a £ tende para ¢ quando s tende para

0 ou para —o, se 0 < 00.
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Notamos que iH'é um campo uniformemente Lipschitziano: existe C' € (0, 00)
tal que ||iH'(v2) — tH (v1)]] < C|lvz — v1]], sendo v1 e v, pontos extremos de um
segmento em V(X,¢). Consequéncia : se £; € (0,¢), entdo o(up) > o1 para todo

ug € V(T,e1) e algum o4 € (0,00) . Fixamos, de uma vez por todas, tais &1 e 0.

Consideremos a fungao ¢ : V(X,e;) x (—0o1,01) — V(2,€) que acabamos de
descrever. Devido a (3.2) usando métodos standard, podemos provar alguma regu-
laridade adicional para ¢ : ¢ é C' como fungao dos dois argumentos e ¢ ¢ C? como

funcao do tempo. Estas propriedades serdao importantes no que se iré seguir.
Duas consideragoes finais acerca do (SDA):

Primeira, SDA é um sistema Hamiltoniano, com Hamiltoniano H ; ‘H é conser-

vada ao longo de trajectérias C*( de facto C?) de SDA com valores em Hj .

Sequnda, devido a (3.1), o SDA possui as mesmas simetrias relevantes que o
sistema dinamico original (1.2). Em particular a carga é conservada ao longo das

trajectorias (regulares) do SDA.

Consideremos agora o seguinte

Teorema 7 Referimo-nos ao Teorema 4, com p > 2, u = uj e fitamos um ponto

de minimo ®. Se CGI e SDA sdo verificadas, entio existe uma V(X,0) em H} , e
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uma sucessao (ug;); tais que

ug; — ® em Hy ., quando j — oo;
T (uoj, V(E,6)) < o0, V5;
T (Uo,j) = 00, Vj;

hjr_ngggo Ilu]'(t)”H}Lk = ”‘I’”Hj,Jc ’

onde u; € a trajectoria proveniente de v .

Vamos demonstrar este teorema por etapas:

Demonstracao do Teorema - 1% etapa - Variagdo da acgdo ao longo das

trajectorias do SDA.

Dado uy € V(X,¢;), a fungdo (—01,01) 3 s — S (¢ (up,s)) é C2. Apés célculos,
obtemos dsS(¢ (uo, ) = P(¢ (ug, 8)) , d2S( (ug, 8)) = R(¢ (uo, s)), onde P , R sdo
funcionais definidos em V(X,¢) por

P(v) = (5'(v),7H'(v)),
R(v) = (§"(v)iH' (v), iH'(v)) + (' (v), iH" (v) ({H'(v))).
Aplica-se o Teorema de Taylor: parauy € V(3,¢;) es€ (—o1,01), existe £ € [0, 1]

tal que

(e (0,5)) = S(uo) + Pluo)s + 3 R (¢ (up, €5)) 5*

R é um funcional continuo e R(®) < 0. Consequéncia: existem o € (0,£1),09 €
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(0,04) tais que
Yug € B(®,23),Vs € (—0a,02) : S (¢ (uo,8)) < S (up) + P (uo) s. (3.3)

Note-se que usdmos o facto de ¢ ser continua como fungao de dois argumentos,

o que ja havia sido mencionado atés.

Demonstracao do Teorema - 2* etapa - Intersectamos as trajectorias do SDA

com W para obter alguma uniformidade no primeiro membro de (3.3) .

Consideremos a fungao
VIZ,e2) % (~01,01) 3 (0, 5) = [ I (uo,s).

Trata-se de uma funcido C! (¢ é C! como uma fungio de dois argumentos) e o
seu valor em (®,0) é u}. Por outro lado, a derivada parcial em ordem a s em (®,0)
ée(p+1)R / |®|P~! ®; se esta quantidade fosse zero, entdo W seria tangente a W
em ®; neste caso, terfamos (S”(®)¥, V) > 0 (caso contrario, ¢ nao minimizaria S
em W); ora, tal conclusao contradiz CGI. Conclusao: a derivada parcial em ordem
a s em (®,0) nao é nula.

Agora, apliquemos o Teorema da Fung¢ao Implicita : existem e3 € (0,e2),03 €

(0, 09) tais que
Yug € B((I),E3), s e (—0’3,03) : /l(,O(UO,S)|p+1 = uz;

isto & : p (ug,s) € W. (3.4)
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Dado ug € B(®,¢e3), aplicando (3.3) ao par (ug, s(ug)) dado por (3.4) e tendo em

conta que ¢ minimiza S sobre W, vem:
Yug € B(®,e3), ds € (—o3,03) : S(P) < S(ug) + P(ug)s.
Daqui e da invaridncia por simetria vem :
Vug € V(2,€3), 3s € (—o3,03) : S(P) < S(ug) + Puo)s. (3.5)

Demonstracao do Teorema - 3* etapa - Usamos (3.5) para provar que ao longo
de algumas trajectorias de (1.2) equanto ndo sairmos de V(X,e3), P mantém-se

afastada de zero.

Definimos

Pt ={veV(E,es):S(v) < S(®),P(v) > 0};
P~ ={veV(Ee;):Sv) <S(P),Pv) <0};
P=PrUP-.

Suponhamos uy € P ( numa proxima etapa, demonstraremos que P é ndo vazio).
Tomemos ¢ € [0, T, (o V(E,e3)) e apliquemos (3.5) ao valor em t da trajectéria u
de (1.2) proveniente de vy : existe s € (—o3,03) tal que S(®) < S(u(t)) + P(u(t))s.
Uma vez que a acgao é conservada ao longo da trajectéria de (1.2) isto implica

S(®) < S(ug) + P(u(t))s, donde
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Conclusao, por continuidade :
Yug € P, 3n € (0,00),Vt € [0, T (uo, V(E,€3)))

ou P(u(t)) >n, ou P(u(t)) < —n (3.6)

Demonstracao do Teorema - 4* etapa - Calculamos a variagio de H ao

longo das trajectorias de (1.2).

Suponha-se que as trajectérias de (1.2) sao fungoes C! com valores em H}Lk.

Entao, enquanto estas trajectérias permanecerem em V(X ), temos
dyH(u(t)) = (H'(u(t)), d; (u(?))) = (H'(u(t)),iH' (u(t)) =
= —(H'(u(t)), 1M (u(t))) = — (5" (u(t)), 7H'(u(?))),

dado que a carga é constante ao longo das trajectérias (regulares) do SDA. Isto

diH(u(t)) = —P (u(t)) (3.7)

Assim, P mede a variacao de S, H ao longo das trajectérias do SDA;— P mede
a variagao de H ao longo das trajectérias de (1.2).
Precisamos agora de demonstrar (3.7). Tomemost € (0,00),w € C* ([0,t],V(Z,¢)).

Vem:

H(w(r)) — H(w(0)) = / (dow(r), H (w(r))dr. (3.8)
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Por densidade, (3.8) continua valido para
we C([0,1],V(,e)NC([0,1], Hy}) -

Em particular, (3.8) aplica-se a trajectéria vinda de ug € V(X, ¢), enquanto esta

permanece em V(¥ ¢) :

t

WMW—HWM=/MWMJHMWM=

0

[ ) muonar = - [ putyar

0

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, concluimos que H(u(t)) é C! e

que se verifica (3.7).

Demonstragao do Teorema - 5% etapa - Provamos que as trajectorias de

(1.2) vindas de P saem de V(X,e3) em tempo finito.

Tome-se ug € P e suponha-se que T, (ug, V(X,e3)) = oc. Sabemos da etapa
anterior que existe 7 € (0, 00) tal que ou d; (H(u(t))) < —n ou entédo d; (H(u(t))) >
n, para t € [0,00). Em ambos os casos |H(u(t))] — oo quando t — co. Mas H é

limitado em V(X, e3). Consequéncia : T (ug, V(E,€3)) < 0.

Demonstragao do Teorema - 6* etapa - Provamos agora que existem pontos

em P arbitrariamente prozimos de P.

Siga-se a acgao ao longo da trajectéria do SDA que passa por @ :
(—o1,01) 3 s — S(g(P,s)). Sabemos que dsS (¢ (P,s)) em s = 0 é igual a

P(®) =0, e d?S(¢ (®,s)) em s =0 é igual a R(P) < 0.
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Podemos entao tomar o4 € (0,0) tal que
i) S (¢ (®,8)) < S(P),Vs € (—04,0) U (0,04);

i) @ (,8) € B(®D,e3),Vs € (—04,04).

Por (3.9 #)) podemos aplicar (3.3) com ¢ (®,s), onde s € (—04,04), em vez de

Up -
S (p(p(®,81),82)) < S (0 (P,51))+P (0 (2,51)) 52, V51 € (=04,04) , 82 € (=02,02).

Facga-se s = —s; ¢
S(®) < S(p(®,51)) — P (P, 51))s1,Vs1 € (—04,04) (3.10)

Por (3.9 i)) e 3.10, podemos concluir que P (¢ (®,s)) # 0, para s € (—04,0) U

(0,04) . Combinado com (3.9 i), temos ¢ (®,s) € P, para s € (—04,0) U (0,04) .

Demonstracao do Teorema - 7 etapa - Provamos que a trajectéria de (1 .2)
que nasce em ¢ (®,s), s suficientemente perto de zero, s com sinal apropriado, é

global e limitada.

Recordemos que a fungdo (—oy,071) 3 s — / lo (®,5)|P" & C* (é até C?), o seu
valor em s = 0 & uf e a sua derivada em s = 0 nao é nula. Entdo, existe o5 € (0,04)
tal que /l(p(@,s)|p+l < u; se Bs € (0,05) onde B = —1 se a derivada & positiva
e 3 = 1 caso contrério. Fixemos um s tal que 3s € (0,05), pomos ug = ¢ (®,s) e

consideremos a trajectéria u de (1.2) que nasce em ug.
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Suponhamos que / lu(t)P* = pp, para algum ¢ € (0,7*(ug)) ; entdo, u(t) € W
e, pela conservagao da acgao e pelo facto de ug € P, terfamos S(u(t)) < S(®); isto
¢ uma contradi¢ao com a minimizacao de S em W por ®. Assim, por continuidade,
/lu(t)]erl < p} para qualquer ¢ € [0, T*(up)).

Combinando com a conservagao da Energia e da Carga, resulta

S IOy, < 5 191, + (H(uo) + Qluo)) — (H(®) + Q@))% € [0,T"(uo)).

(3.11)
Isto mostra que u é uma trajectéria global e limitada.
Demonstragao do Teorema - & etapa - Conclusdo.
Tome-se V(X,§) = V(Z,e3).
Dado um inteiro positivo j, escolha-se um s; tal que Ss; € (0,05) e
1
Up,; € B ((I)., ;) , (3.12)
1 1
(H(uo ;) + Quoy)) — (H(P) + Q(P)) < 57 + ; 1@l s (3.13)

onde ug; = ¢ (D, s;).
(Uo‘j)j converge para ®. Para cada j, a trajectéria u; que passa por ug ; é global
e limitada; ug; € P, u; sai de V(X,0) em tempo finito.

Por tltimo, por (3.11) / (3.13) :

[u—

1
1@l , — ; < fgg’ s Wy, < 1@l + 7
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Um resultado anélogo ao anteriormente demonstrado é valido para estados esta-
ciondrios em geral. Para obter a demostragao, basta substituir no texto anterior

H} ., ik e X por H}, p*e Q) respectivamente.

Para provar que ¥ é instdvel pelo fluxo, o método atras descrito aplica-se também
a outras situacdes. Por exemplo, quando ® é um ponto critico de S que minimiza
S, localmente numa superficie I'. CGI e SDA, néo se alteram; modificagoes minimas
sa0 necessdrias na demonstracdo, para que a intersecgdo das trajectérias do SDA
com I esteja numa vizinhanga apropriada de ® em I'. Relativamente & tltima parte
da demonstracao (globalidade e limitagao), esta deixa agora de ser vélida - aqui
é essencial que ® minimize S globalmente em W. Infelizmente, nao se conhece
nenhum teorema que garanta a existéncia de um ponto critico de S que minimize S

localmente em I'.

Podemos também, em toda a demonstagdo trocar “<” por “ >": o método
continua a funcionar. Tal alteracao indicaria que o ponto critico ® maximizaria
S em I', e CGI mudaria de concavidade para convexidade. Neste caso também

ignoramos um resultado de existéncia neste sentido.
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Capitulo 4

O Sistema Dinamico Auxiliar

(ADS)

Chamamos 7"(0) ao gerador infinitesimal de (T'(6)),.z € V'(0) ao gerador infinites-

imal de (V' (s)) ambos grupos fortemente continuos de isometrias em Hy , :

GeER
D(T'(0)) = H} : T'(0)v = 1v;

D(V'(0)) ={ve Hi,:0.ve Hy,}, V'(0)v=-08,v.

Uma vez que (T'(0))ger € (V(5)).cg 580 ambos grupos de isometrias fortemente
continuos de L?, os geradores infinitesimais, no quadro L?, sao anti-simétricos; em
particular:

(T'(0)v1, v9) = — (v1, T'(0)v2) , Vo1, v2 € D(T'(0)); (4.1)
(V'(0)vy,v2) = — (v1, V'(0)va) , Yoy, 02 € D(V'(0)). (4.2)
(4.1) e (4.2), e o facto de os grupos comutarem em L?, serdo usados ao longo deste

capitulo.

31
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Seja ¢ € H}"k, ® # 0, e suponham-se que se verificam as seguintes condigoes:

Condicao de regularidade (CR) - ® € D((V'(0))?), ¥ € D(V'(0)).
Condi¢ao Geométrica para a existéncia do SDA (CGSDA) -
Em L?, ¥ ¢ ortogonal a 77(0)® e a V'(0)®. Adicionalmente, 7'(0)® e V'(0)®
sao linearmente independentes.

O resultado principal deste capitulo é o seguinte:

Teorema 8 Seja ® € Hy,, ® #0, e ¥V € H},. Se se verificam CR ¢ CGSDA,

entdo existe um SDA numa vizinhanga V(X €).

Note-se que a caracterizagao variacional de ® aqui é irrelevante. Para provar o

teorema agora enunciado, é necessdria uma proposi¢ao acerca da topologia de X.

Proposigao 9 Seja T* = R/(27Z), (com a topologia do quociente), defina-se x por
X:T*xR > ([0],5) > TO)V(s)P € I, e dotemos & com a topologia de L?, ou com

a de H} ... Entdo, x é um homeomorfismo da superficie cilindrica T* x R sobre X.

Demonstracao. Suponhamos T(61)V (s1)® = T(62)V (¢2)®. Como @ # 0, conclui-
mos primeiramente que ¢; = ¢y, e assim que [f;] = [6] .

Assim, x é injectiva. Claro que, x é continua. Para provar que x~! é continua, é
suficiente provar a continuidade em ®. Dadas (6;); , (s;), tais que T'(6;)V (s;)® — @
em L? quando j — oo, temos de provar que ([,],5;) — ([0],0) em T* x R quando
j — oo. Pomos S' = RU {oc} (com a topologia usual); uma vez que T* x S! ¢

compacto, podemos ainda assumir ([6,],s;) — ([0*],<*) em T* x S? quando j — oo,
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sendo §* € R,¢* € S'. Se ¢* = oo, entdo T'(6;)V (s;)® — 0 em D’ quando j — 00, 0
que contradiz @ # 0.
Assim, ¢* € Re T(6;)V(s;)® — T(6*)V(s*)® em L? quando j — oo. Combi-
nando com a injectividade de x, resulta [0*] = [0],¢* =0. m
Note-se que a hipétese  # 0 apenas é imposta porque faz falta na proposigao

anterior.

Demonstracao do Teorema - 1%etapa - Para v sufucientemente prozimo
de ® e (0,¢) suficientemente prézimo de (0,0), minimizamos a distdncia L* de

TO)V ()P a P.
Considere-se a seguinte fungao:
1
F:Hj xRxR3 (v,0,5) = 5 IT(O)V (s)v — |3, € R.

Como & € D ((V'(0))*) (bastaria neste caso termos 9,®,92® € L?), conclufmos
que F ¢ C? e que

OoF = (T(-0)V (=) T'(0)®,v), (4.3)

O3F = (T(=0)V (=<) V'(0)®,v), (4.4)

BoF = (=T(=0)V (=) (T'(0))* @,0) ,
035F = (=T (=0)V (=) T'(0)V'(0)®,v),

035F = (=T (=0)V (=) (V'(0))* @,v) ,
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Em particular:

0,F (9,0,0) =0,
03F (9,0,0) =0,
052F (2,0,0) = [T'(0)®I7: ,
93 3F (9,0,0) = (T"(0)®, V'(0)®) ,
035 F (©,0,0) = [V'(0)@]72.
Dado que T"(0)® e V'(0)® sdo linearmente independentes, temos
(03, F 03 4F — 03 ,F 03, F) (2,0,0) > 0.
Aplicamos agora o Teorema da Fungao Implicita & fungao
Hi i xRxR3 (v,0,6) = (0oF,05F) (v,6,() e R xR

para concluir que existem €1,¢1,7 € (0,00),60; € (0,7) tais que:

6%,2F (U79’§) >, (83,2F892>,3F - 6%,3Fa§,2F) (v,&,g) >,

(4.5)
V(’U,G,C) - B((D,El) X (——01,01) X (—gl,gl) .

Vv € B(®,¢1),3'(0,5) € (—601,01) X (—¢1,61) :

(agF, 63F) (’U, 9, §) = 0.
Chamemos G a fungao descrita em (4.6):

G:B(P,e1) 5v — (0(v),s(v)) € (—61,61) X (—¢1,61) -
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De acordo com o Teorema da Funcdo Implicita, G é uma fungao C', e temos
explicitamente (em termos de 82F) expressoes para G | e G 4. Mais, de acordo com

(4.5) e (4.6), e argumentando por convexidade:

Dado v € B(®,¢;), G(v) minimiza F (v,é,&) em (—01,60,) X (—=¢1,61). (4.7)

Demonstragdo do Teorema - 2%tapa - Variacio de G com (T(0))ger €

(V(C))geR-
J4 sabemos que ™! é continua em ®:
V6, € (0,7),6, € (0,00),3e € (0,00),¥0,s eR:
ITOV()P — P2 <= (4.8)

(3meZ: |0 —m2r| <) e |s] <s1.

Aplicamos (4.8) a 6, ¢; determinados na primeira etapa da demonstragao, e obte-

mos um ¢ (f; 1) . Em seguida, escolhemos ¢; € (0,€1) N (O, , onde ¢; foi

determinado na primeira etapa da demonstracao.

Afirmamos que, se v € B(®,&3),0 € R,c € R, T(0)V(s)v € B(®,e3), entao:
ImeZ:G (TO)V(s)v) =Gi(v) — 0 —m2m; (4.9)

Go(T(O)V (S)v) = Ga(v) — <. (4.10)
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Para provar esta afirmacao, comecamos pela seguinte desigualdade

1T (G1(v) = 0) V (G2(v) =) @ = ®| > < 2||v — | 2 +

(4.11)
+HTOV (v = Q| 12 + T (G1(v))V(G2(v))v — @] 2.

Por hipétese, a soma dos dois primeiros termos da segundo membro de (4.11)
é inferior a 3z5. Por outro lado, por (4.7), o dltimo termo do segundo membro é
inferior a £9. Assim, o primeiro membro de (4.11) é infeiror a € (6;,¢1) . Aplicamos

agora (4.8) e concluimos que, para algum m € Z :
G1(v) — 0 —m2m € (—04,61); (4.12)

G2(v) — ¢ € (=s1,61)- (4.13)

Por fim, consideremos a fungao
(—017 01) X (—Cl’gl) > (elagl) - (62F’ 83F) (T(Q)V(g)v,@’,g’) e RxR.

Pela primeira etapa, sabemos que (G1(T(8)V (s)v), G2(T(8)V (s)v)) é o tnico zero
de tal fungéo em (—61,6;) x (—<1,61) . Desta forma, usando (4.12) e (4.13) , para

justificar (4.9) e (4.10) basta provar que

W F(TO)V (v, Gi(v) — 0 — m2r, Ga(v) — <) = 0;
a3-F (T(e)V(C)'U, Gl(v) —0- ma2m, GQ(U) - () = 0’
que & uma consequéncia imediata da expressao de 0L F, O3 F' e da definicao de G.

Demonstracao do Teorema - 3%etapa - Defini¢cao de 'H.
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Definimos H em B(®,e;) por

H(v) = (=i, T(G1(v))V(G2(v))v).

Sejam v € B(®,¢2),0 € R, € R tais que T(0)V(s)v € B(®, 2).
Usando (4.9) e (4.10), obtemos H (T'(0)V (s)v) = H(v), i,e. 'H & invariante
por (T(8))ger © (V(<)).cr em B(®,e2). Consequéncia: ¢ possivel estender H a

V(X &) por meio de(T'(0))peg » (V(€))cer

Demonstracdo do Teorema - /“etapa - Conclusao.

Tome-se ¢ = 5. Em V(X,4),H &, por construcao, invariante por (T(6))ecr €
(V($))cer - A partir da definicdo de H, das expressoes para G | e G 3 (dadas pelo
Teorema da Fungdo Implicita) e de ®, ¥ € D(V'(0)), (seria suficiente 0,9,0,¥ €

L?) deduzimos que
H'(v) = Y1(v)T(=G1(v))V(=G2(v))T'(0)®
+Y2(0)T(=G1(v))V(=Ga(v)) V' (0)®
HT (=G (v))V (~Ga(v))(—i¥), Vv € B(®,¢).
onde Y; e Y, siio funcionais definidos em B(®,¢) por
Yj(v) = Dja(v, G1(v), G2 (v)) ((T"(0)¥, T(G1(v))V (G2(v))v)

+Dj2(v,G1(v), G2(v)) (V' (0)¥, T(G1(v))V (G (v))v);
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Dy =— (33,2F0§,3F - 83,3F8§,2F)_1 03 5 F,
Dyy= Dy = (03,F0%3F — 83’3F8§’2F)_1 03 5 F,
Dyy = — (03,F034F — 03 ,F O3 ,F) ™' 03, F.

Dado que ® € D(V’(0)), concluimos que H'(v) € Hj, para v € B(®,e). A
mesma conclusao se pode tirar para v € V(%,9).

Pela ortogonalidade na CGSDA, Y;(®) = Y5(®) =0, e daqui iH'(v) = V.

Por 1ltimo temos de verificar se H’ é uma funcao C! com valores em H}"k, com
derivada limitada. Isto é consequéncia de ® € D ((V'(0))*), de ¥ € D (V'(0)) (do
que, em particular , 930,02V € L?) e de (4.5) no que & limitacao respeita. A

demonstracao é simples mas assaz trabalhosa.



Capitulo 5

Duas Condicoes (Geométricas

Para encontrar ¥ tangente a Q em $ procedemos por “scaling” e “dilation”:
para valores reais de 7, v, apropriados, a carga é constante ao longo da trajectéria
(0,00) 3 7 — T1® (772%) € H),; se tal trajectéria for regular ( por exemplo

® € §?), entao a derivada em 7 = 1, conduz ao ¥ desejado :
3
Uv=C <§¢+x.V©> ,C #0.
Admitimos que ©.V® € H} , definimos ¥ por
3

e investigamos sobe que condigdes temos CGI e CGSDA.

O resultado principal deste capitulo é :

Teorema 10 Suponhamos p € [puns,d), w € (0,00). Seja ® ndo negativo ponto
critico ndo trivial da acgio em H},. Suponhamos que ® € D(V'(0)), e 2. VP
€ H}, e definamos ¥ por (5.1). Entdo, verificam-se CGI e CGSDA.

39
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Note-se que a caracterizagao variacional do ponto critico é irrelevante.
Para obtermos este resultado, precisamos de um Teorema do Virial, i.e., uma
relagao entre as Energias Cinética, Magnética e Potencial de qualquer ponto critico.

Em H} , definimos o funcional N por

1 b? 3a +1
Moy =3[9 =5 [aer+ 5 (25 [re.

Entao, temos o seguinte

Teorema 11 Se & é um ponto critico da ac¢ao em H} ,, entdo N(®) = 0.

Aplicando S’(®) = 0 a ® obtemos

1 b? W o
§/|VU|2+§/p2|v|2+§/|<I>i2+-2—/|<1>|p+1 —0. (5.2)

Trata-se de uma relacao trivial entre as Energias e a Carga.

Procuramos uma relagao nao trivial, em que a Carga esteja ausente.

Demonstragao do Teorema 11 - Primeira etapa - Reqularidade.

Para demonstrar o teorema, precisamos de ter alguma regularidade local, supo-
mos que ® € H? (R C), o que serd justificado, no fim desta etapa.

Dado que ® é um ponto critico nao trivial da accao em H}ma temos
— b — — —
~72/<1>A\11 +- ZR/pQCIﬂI/ -i—wR/(D\I/ +aR/ |BP 1 OU =0, (5.3)
para ¥ € D (R? C) e ¥ invariante por rotagoes em torno do eixo dos z.

1 27
Dado ¥, € D (R?,C), apliquemos (5.3) primeiroa ¥ (p, z) = 5;/ Uy (p,p,2)dep,
0

e depois a esta funcao multiplicada por ¢. Consequéncia:

>
~AD + %p2®+w¢+a[@|p—1@ =0, em D' (R*,C).
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Tomemos & € D (R?,C). £ verifica a equagao

2
~0(60) +0 = ((-a8) - e~ (w-1)¢ ) o

(5.4)
—2VENVD — o |O 1 €D, em D' (R®,C).

Neste trabalho, serd usada a seguinte propriedade de regularidade:

Proposigao 12 Para q € [1,00) e m inteiro ndo negativo, seja f uma distribui¢ao

temperada que verifica (—A + 1) f € W™P(R®,C), entdo f € W™*P(R?,C).

Em (5.4), os dois primeiros termos do segundo membro estao em L? Sep <3,
0 mesmo se passa para o terceiro termo. Se p > 3, usando um bootstrap baseado na
proposicao anterior e em injecgoes de Sobolev, concluimos que o terceiro termo esté
também em L2

[Neste argumento ¢ muda a cada passo, devido a [®[P" em vez de [P em

(5.4)] Assim, £& € H?(R3,C).

Demonstragao do Teorema 11 - Conclusdo- Aplicamos S’(®)=0 a AV, ¥, +
2V, .V¥,.0nde, ¥; € D(R3R), ¥, € D(R* C) e ¥; e ¥, sao invariantes por

rotacoes ao longo do eixo dos z. :

R/V@.V (AT, T, +2VT;. V) +

(5.5)
2
+72/ (%f@ +wd + oo @) (AV W2 +2VT,.VT;) =0.
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Procuramos fazer ¥ — ® em H} .

O segundo termo de (5.5) é bom, uma vez que ® € Lf° mas o primeiro termo

precisa de alguma preparacao:

R/V@.V(A\I’l‘l’_z+2V\Ifl.V\IJ_2) -
= R/V‘P (P2VAT; + AV, VT, + 2D%T, (V) + (5.6)

+2R/V<I>.D2\I/_2(V\Ifl).

em que D*VU; VU ¢ a matriz Hessiana de ¥; (simétrica) multiplicada pelo gradiente
de \I/j.
Seguidamente, trabalhemos o iltimo termo de (5.6):

2 .
Uma vez que ® € Hj ,vem:

272/V<1>.D2‘\i72.v\1/1 = 272/ (V (VU,.V®) — D?®. (VT,)) .V, =
= —QR/VEV@A% —2R/D2<I> (VT,) .VT;.
(5.7)
Juntando (5.5)/(5.7) e fazendo ¥y — ® em H} , obtemos:
R/Vcb. (BVAY, — AV, VO + 2D, (VD)) + 2R/D2q> (VD) . VI +

2
+7z/ (%,ﬂ@ +wd+a|oP @) (AT, +2V¥,.VP) = 0,
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entao

_;E/|¢|2A2\pl _/|vq>|2 A\yl+2/D2xpl(vq>).v6+/|v<1>|2m1;1+

9

b2
+/Zp2|q>|2A\111+w/|<1>|2A\1:1
p+1 b2 2 - 2
+a [ |9 A‘I’l—z |®|” div (p*V¥1)+

2
—w/ 1> AT, — —i/|<1>|’°+1 AT, =0,
p+1

ou seja:

/[@12&@1 +2/D2\I/1(V<I>) Vo+

b? 2 p—1 +1
—Z/“bl V,O2.V\I’1+a<m)/lq)lp A‘I’l‘:O.

1
2
(5.8)

Seja ¥y (x) =& (%) X |—:€2[—2, onde £ € C= ((0,00),R), £ =1sobre (0,1), £ =
0 sobre (2,00) . Facamos j — oo; aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada,
(5.8) conduz a 4N(®) = 0, o que conclui a Demonstra¢ao do Teorema 11.

Demonstracao do Teorema 10 - Parte trivial.

Através de um calculo simples, provamos que ¥ é tangente a @ em ®, donde,
i & ortogonal a 7"(0)®. ¥ e V'(0)® sao ortogonais pelo facto de ¢ tomar apenas
valores reais. Para provar que 77(0)® e V’(0)® sao linearmente independentes temos
de provar que sdo ortogonais, e mais uma vez, isto resulta do facto de ¢ tomar apenas
valores reais.

Demonstragdo do Teorema 10 - Segunda etapa - Deduzimos uma formula

para (S"(®)¥, V) que envolva ® e z.VO.
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AfuncioR>37+— &+ 70 € H}x,o € uma trajectéria regular, tem velocidade ¥
e aceleragao nula. Logo d2S(® + 7V);,—¢ = (S"(®)¥, T).
Temos entao:

S(®+770) =

1 _
§/|VA<1>|2+R/VAQVA\IJH%/]VA\I/!?T%

+f/<1>2+w/q>w+3/xp2r2+——a /|<I>+T\I!]p+1.
2 2 p+1

Derivando duas vezes em 7 = 0, e tendo em atencao (na derivacao da tltima parcela)

que ¢ é nao negativo, obtemos:

2
(S"(2)¥, ¥) :/|V‘I’|2+%/P2\I’2+w/\112+ap/<I>”‘1\I/2.

3
Recuperando agora a definicao de ¥; ¥ = §<I> + 2V ®, e substituindo na equacao

anterior vem:

2
(S"(®)V, V) = Z (/|V<I>|2+%—/p2<b2+w/®2+ap/¢p+l) +

2

43 ( VO.V(2.Y8) + / TP + w / $2.VD + ap / @”x.V@) ;
2 b2 2 2
+ / VaYe)E + 5 [ 5 @ve)

+w/(a:.V<I>)2 + ap/q)p_l (x.V(I))2> :

Demonstragao do Teorema 10 - Terceira etapa - Simplificacio dos termos

lineares em VO :
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Tendo em conta que ® ¢ ponto critico da acgao, temos:

2
/V@.V(x.V@) +bz/p2<1>x.V<I> +w/<I>:1:.V<I> + ap/@p:c.V@ =

ety [wavon (2L o

Demonstracdo do Teorema 10 - Quarta etapa - Simplificagao dos termos

quadraticos em .V ®.

Seja ¥; € D(R3 R), ¥, invariante por rotagdes em torno do eixo do z. Temos

entao:

2
g / 2.V, + ap / S~z VU, =
56 [, ¥ o[,
= [ V(@.Ve).VE — — [ F2U — o [ ez VT

—3w/<1)\111 ——w/@m.V‘Ifl —3a/<I>”:c.V\I’1

2
= /V(a:V\Ill)V\Ih—%—/V(I)V (.’L“I’l)—?f;—/p2cb\pl —3&)/(1)‘1’1 —3&/(1)?\111,

(5.9)
dado que ® é um ponto critico da acc¢ao.

Seja ¥, € D(R3, R). Usando integracao por partes obtemos:

Em (5.10), fagamos ¥y — ® em H} o; aplicando a expressao resultante a (5.9)
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e, tendo em conta uma vez mais, que ® ¢ ponto critico da accdo em obtemos:

2
/V(:L‘.V(I)).V\Ifl +%/p2x.V<I>\IJ1

+w/;v.V<I>\111 -I-ap/(I)P“lx.V(I)\Ill = (5.11)

= _b2/p2(I)\I}1 —2(,(]/@\1/1 —204/@17\1’1.

Em (5.11) facamos¥; — x.V® em H} ;; no segundo membro da expressio obtida,
apenas temos termos lineares em z.V®; simplificando esses termos tal como na

terceira etapa, obtemos:
b2
/ IV(z.V®)|* + " / P (2.V®) 4+ w / (2.V®)* + ap / PPl (2.VD)* =

=J%i ﬁ¢2+&{/¢2+5%%~ PP,
(5.12)
Assim todos os termos quadraticos em x.V® foram substituidos por termos lin-
eares.
Demonstracao do Teorema 10 - Quinta etapa - Conclusdo.
Entando em (S”(®)W¥, ¥) com a expressao obtida para a simplificacdo dos termos

lineares, e também com a que se obteve com a simplificagdo dos termos quadraticos

vern:

(S"(P), ¥) =

9 o (9 o, 9 ,

9 9(p-1) 6 /pJrl
O‘(4 i1 Tpri) )Y
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Obtivemos assim uma expressao para (S”(®)¥, ¥) em termos de Energia e Carga.
Usando (5.2) eliminamos a carga. Para eliminar a Energia poténcial, procedemos
de forma ansloga usando o Teorema do Virial.

O resultado final é o seguinte:

(S"(®)W, V) = —4 (:;1) x </|vq>|2— (f;) 5’;/,)%2), (5.13)

S—p
2p—2

Por fim, precisamos de uma relagdo entre as energias Cinética e Magnética do

sendo a =

tipo K(®) > C(a)M(®). Voltemos ao teorema do Virial e a (5.2); a eliminagao da

Energia Potencial e w > 0 conduz-nos a:

2 3 b2 2152
Vo' > (1+=) o [ /o (5.14)

2+a
1—a’

Por (5.13), (5.14), obteremos (S”(®)¥,¥) < 0 desde que (1 + ?’—) >
a
i,e. P > puns- O que conclui a demonstracao.

Os argumentos anteriormente apresentados podem generalizar-se a H 1 k#0.
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Capitulo 6

Regularidade

O resultado principal deste capitulo é o seguinte:

Teorema 13 Suponhamos p € [2,5), w € (0,00) e ® ponto critico nao negativo da

ac¢do em HY o. Entdo, 0.®, 82®, x.V®, 9. (2.V®) € Hj .

Para a demonstracdo do teorema, precisamos de um resultado relativamente a

uma desigualdade diferencial, que enunciamos e demonstramos:

Proposigao 14 Para 3 € (0,00), seja u € C*([0,00),R), com u > 0 verificando

u'(t) > Bu(t),Vt € [0,00) . Entdo verificam-se uma das seguintes desigualdades:

u(t) < Ce VP ¥t € [0,00), para valores de C positivos; ou (6.1)
u(t) > CeVPt vt € [t1,00), para valores positivos de C' e de t;. (6.2)

Demonstramos em seguida a proposigao e logo apds, faremos a demonstragao do

teorema em véarias etapas.

49
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Demonstracao da Proposicao.

Defina-se
v(t) =e ( ) + v/ Bult ) .

v verifica a seguinte desigualdade diferencial:
(t) > 2+/Bu(t), vt € [0,00).

Assim, ou v(t) <0,V € [0,00), ou v(tg) > 0, para ty € [0,00) .

No primeiro caso,
)+ V/Bu(t) <0,vt € [0, 00),

o que implica (6.1).

No sequndo caso,

v(t) > v(tg)e?VPlt) vt e [to, 00) .

v(to)e2VPto
2V

Portanto, eﬂtu(t) + ( ) e2VBt & nao decrescente em [to, 00), 0 que

implica 6.2.
Demonstracao do Teorema -1%etapa - Regularidade local: ® é C.
Voltamos a (5.4) que escrevemos da seguinte forma;
b2
~A (D) + €0 = (-6~ T - (-1 0

—2VEVD — afdP, em D' (R?,C),
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lembrando-nos que ® € H?,.. Entdo, o segundo membro estd em LS. Aplicando a
Proposi¢dol2: ® € W25, Entdo, o segundo membro de (6.3) estd em L>. Aplique-
mos novamente a Proposi¢aol2: ® € VVlicq q arbitrariamnente grande; entao, @ é

C'. Agora, o segundo membro estd em Wh4 ¢ arbitrariamente grande. Uma vez

73vq

mais, usando a Proposi¢dol2 obtemos ® € W, ¢ arbitrariamente grande; entao

deC?

Particularmente:

b2
-Ad + Zp2<1> + w® + a®®? = 0, no sentido cléssico. (6.4)

Demonstragdo do Teorema -2%tapa - Comportamento no infimto: @ €
Co(R3 R).

Sabe-se (ver [5]) que H3 «— L>=(R3,C). Suponhamos agora que & € Hj, e tome-
se uma sucessao em D convergente para ® em H 2; a sucessao também converge para
® em L*°; assim, ® estd no fecho de D tomado em L™ - o espago das fungGes que
tendem para zero no infinito, Cy(R®, R). Assim, é suficiente provar que ® € H3. Por
definicao, isto significa —A® + %pQQ € L?

Equivalentemente, ® € L?. Para demonstrar este facto, primeiro consideramos
o complementar de uma vizinhanga cilindrica do eixo dos z e usamos a simetria de

o.

Definimos €21, conjunto aberto do plano por:

0 ={(p,z): p>1,z € R},
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temos entao:

1
/<I>2 (p,2)dpdz < —/@2;
2m

1941

/ ((8/)(1))2 + (8z®)2) (P,z) dpdz < % / lvq)lg

Q

Assim, tomando ® como fungao de duas varidveis, temos ® € H'(Q;, R).

Consequéncia:

/<I>q (p,z)dpdz < 0o, Vg € [2,00). (6.5)
1
Utilisando a desigualdade de Holder:

/ % (p, z) pdpdz

921
2/3 1/3
< (/@3”1 (p,2) dpdz) X (/@2 (p, z)p3dpdz) .

Ql Ql

Por (6.5),(6.6) ¢ p® € L?, obtemos finalmente

/<I>2” (p, 2) pdpdz < 0.
(951

Tomemos agora § € C*((0,00) ,R), £ > 0, tal que E(p) =1se0<p<1, e
¢ (p) =0 se p > 2. Basta portanto provar que £® € L%,

&d verifica a equacgao

2

—A(ED) + £D = (~AED — 2VEVD — %p%@
(6.7)
—(Ww—=1)P—a(f—&)P") —a(éP)”, em D'(R? R)

Note-se que, desde que p*¢, & — &P sejam limitadas e £ (p) — €7 (p) = 0, para

0 < p <1, o primeiro termo do segundo membro estd em L2.
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Separemos (6.7) num sistema de duas equagdes, i.e. consideremos f € f univo-

camente determinadas por

fi.fo € H' (R*R);
(~A+1) f; = —AED — 2VEVD — bzzp2§<13+

—(W—1)£P — (6 - &) PP, em D'(R*R);
(~A+1) fo = —a (£2)°, em D'(R3,R).

Obviamente, £® = f1 + fo e fi € H?, e portanto f; € L9, Vq € [2,00].

Argumentando agora por bootstrap com base na Proposi¢do 12 e em injecgoes
de Sobolev, obtemos f, € L9,Vq € [2, 0] .Particularmente, {® € L%,

Demonstragdo do Teorema - 3%tapa - Comportamento do infinito: de-

créscimo exponencial da média esférica.

Designamos por S(r) a superficie esférica de raio 7, r € (0,00) .

Seja f € C(R3\ {0} ,R), e (f), o valor médio de f sobre S :

Ne=g [ £

5(r)

Ao Integrar (6.4) sobre S(r) somos conduzidos a uma equagao diferencial de

segunda ordem em (®), :

d? 2d
22 (@)t oo (D) =

2
94—7‘2(567129(1)},. + w(®), + a(PP),,
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onde 8 é colatitude.

Assim temos

d? 2d
3 (@) 4 = (@), > (w0 = Jal [ ) (@),

Uma vez que ¢ € Cy(R3R), dado w; € (0,w), existe r; € (0,00) tal que

w— |of H@]]Lw(s(r) Ry = W1, para r > i Assim:

d2

ﬁ(@% + ;dir(q))r > wi(P),, Vr € [r,00). (6.8)

Seja u(r) = (r(®),)?, para r > 0. Entdo:

d2

() = 2(d ((®),)° + 20(@), s (r(B),),

rdr

u'(r) > 2r(®),r <%(‘I>)T + - 2.d (<I>)r> ,

tendo em conta (6.3):
u”(r) > 2wiu(r), Vr € [r;,00).

Aplicamos agora a Proposi¢io 14: ou u(. + ry) decresce exponencialmente para
Zero, ou cresce exponencialmente para o infinito.

A segunda alternativa nao pode acontecer, uma vez que

7 1

< — [ @2 :
/u(r)dr_47T/<I> < 00
0

Assim,

u(r) < Ce™V21r=r) v ¢ [}, 00), para valores de C positivos;
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(®), < CeV ~21/2r v € [0,00) , para valores de C' positivos. (6.9)

Demonstracido do Teorema - /“%etapa— Para v € [0,00) ,772.V® € L2,

O ponto de partida é a seguinte equagao:
—A®? =28 (—AP) — 2|V =

2
= —%—p2¢>2 — 2wd? — 20dPH! — 2|VO|?,

b2 1
Vo|* = ——4—p2q>2 — wd? — a®P! + 5Acp?.

Assim:

1
VO <laf @[} @+ 5A%
e a integracao sobre S(r) conduz a :
1 d? 1d
2 < ) P [l P V] -2 IH2 )
(V) < lal @[ (@), + 57500, + =@,

Vamos agora multiplicar por A7r*T?7 e integrar em r de 7 atéry (0 <rp <rp <

00); integrando por partes os dois tltimos termos vem:

T2

/ 72421 (VO < dr|a] . |07 / P2 (D), dr

T1<r<ry
T2
+27 (2 + 27v) (3 + 27) / r2+ 2 (2, dr
T
121 (4 + 29) T2 (@2),, — T / 0,
S(r1)

—2m (4 4 29) roT2(®?),, + 5P / ©0,P.
S(ra)
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Assim:

/ (' [2.VB|)? < C / (P 4 124 (), dr

r1<r<ro

21 (4 4 29) PP (@2),, — 2T / 38,
S(r1)

1/2

+2 (||| 3T ((@)r,) "2 /|V<I>I2 :

S(re)

onde C = C(a,p,||®||,«,7). Facgamos r; — 0 e apliquemos (6.9). Conclusao:

existem C, Cy € (0,00) tal que, para qualquer 7, € (0,00) :
1/2

/ (1 [2.VB|)? < Cy + CyriDe—vE/in / V0|’

<19 5(T2)
Assim, isto & suficiente para provar a existéncia de uma sucessao (r ;); decrescente
e ilimitada tal que:
1/2
ry e VI A / Ve | <1,V
S(ra,;)

Se tal sucessao nao existir, teremos, para 7, em alguma vizinhanca de oo :

|VD|? > ry 61— v2r/2r2
S(ra)

O que é contraditério com

/dr2/ V| =/[V<I>|2 < 0.
0

S(re)

Consequéncia: tal sucessao existe e r72.V® € L2
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Demonstracao do Teorema - 5%etapa— Conclusao.

Sabe-se (ver [2]) que v € H sse :
i) v € L%
i) (O +1iA)v e L? Vie{1,2,3};
1) (O + iAm) (9 +iA) v € L2, ¥ m,l € {1,2,3}.
Portanto, 0,v € H} se v € H%. Assim, ¢é suficiente provar que @, 9,9, ©.V® €
H2.

Na segunda etapa j& provamos que & € H3, assim 0.® € H}. Basta portanto

provar que:
L40.® € L% (6.10)
. V® € Hy; (6.11)
La(z.V®) € L2 (6.12)

Provemos que (6.11) ¢ consequéncia de (6.12). Sabemos do passo anterior que
T VP, iA(x. V) € L2. Assim, para termos (6.11), ¢ suficiente que V (2.V®) € L.
Por outro lado, do passo anterior e de (6.12), A (2.V®) € L2 Entdo, z.V® €
H?. Particularmente, V (z.V®) € L? e verifica-se (6.11).

Pelo que acabamos de ver, os problemas de regularidade reduzem-se a demonstrar
(6.10) e (6.12).

Para calcular L40.®, L4 (x.V®) derivando classicamente, é preciso que ® € Cs.
3,9

Voltemos a (6.3) e lembremo-nos que ® € W,

7 g arbitrariamente grande (usemos
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p>2);,d¢€ Wik q arbitrariamente grande; ® é C®. Agora:

loc»

b2
(—A -+ Z’O2) 0.9 = —wd,d — apd?10,o,

(—A + %2p2> (z.V®) =

= —2w® — b’ p?P — 2aPP — wWr. VP — apdP~ 1. VP,

e todas as fungoes do segundo membro estao em L2

O que anteriorniente foi feito pode também generalizar-se a H} ,, k # 0.



Capitulo 7

Conclusao

Demonstragao do Teorema 6:
Aplicando o Teorema 16:
®eD ((V’ (o))Q) , 2.V® e D(V'(0)).

Pelo Teorema 10, ® e ¥ = g@ + 2.V ® verificam CGI, CGSDA.
Pelo Teorema 8, existe um SDA.

Por 1ltimo, apliquemos o Teorema 7.

99
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