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PROBLEMAS CONVEXOS E NAO-CONVEXOS
DO CALCULO DAS VARIACOES

Resumo

Nas aplicacoes do Célculo das Variacoes, Controlo Optimo & Inclusdes Diferenciais, muitos
problemas importantes da vida real sao vectoriais nao-convexos e sujeitos a restrigoes pontuais.

O teorema cldssico da convexidade de Liapunov é uma ferramenta crucial para resolver
problemas vectoriais nao-convexos envolvendo integrais simples. No entanto, a possibilidade da
extensao deste teorema para lidar com restricoes pontuais manteve-se um problema em aberto
durante duas décadas, no caso mais realista usando controlos vectoriais varidveis.

Nesta tese apresentamos condig¢oes necessarias e condigoes suficientes para a resolucao deste
problema.

Palavras chave: teorema da convexidade de Liapunov para integrais simples, convexidade
da imagem de medidas vectoriais, restricoes pontuais, inclusoes diferenciais lineares ordindrias
nao-convexas, controlo poliédrico dominado, cédlculo das variagoes, controlo éptimo linear.






CONVEX AND NONCONVEX PROBLEMS
OF THE CALCULUS OF VARIATIONS

Abstract

In applications of the Calculus of Variations, Optimal Control & Differential Inclusions,
very important real-life problems are nonconvex vectorial and subject to pointwise constraints.

The classical Liapunov convexity theorem is a crucial tool allowing researchers to solve
nonconvex vectorial problems involving single integrals. However, the possibility of extending
such theorem so as to deal with pointwise constraints has remained an open problem for two
decades, in the more realistic case using variable vectorial controls.

In this thesis we present necessary conditions and sufficient conditions for solvability of such
problem.

Key words : Liapunov convexity theorem for single integrals, convexity of the range of vector
measures, pointwise constraints, nonconvex ordinary linear differential inclusions, dominated
polyhedral control, calculus of variations, linear optimal control.
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Capitulo 1

Introducao

O objectivo principal desta tese consistiu em desenvolver algumas ferramentas adequadas
para resolver problemas nao-convexos do cdlculo das variagoes. Assim, comecamos esta intro-
dugao por um esbogo histérico acerca da evolugao do cédlculo das variacoes desde o final do
século XVII: métodos indirectos, métodos directos, controlo 6ptimo, problemas nao-convexos,
método de penalizacao.

Por outro lado, posteriormente generalizamos tais ferramentas para resolver problemas nao-
-convexos daquilo a que chamamos controlo poliédrico dominado. Assim, a secgao 1.2 desta
Introdugao é dedicada a explicar o que pretendemos dizer com isto.

Finalmente, na seccao 1.3 descrevemos a estrutura desta tese.

1.1 Esboco histérico do calculo das variagoes

Comecemos entao pelo cdlculo das variacoes, que se dedica a encontrar funcoes éptimas
segundo certo critério, e a descrever as propriedades essenciais de tais solucoes. Também na
vida quotidiana somos confrontados com questoes deste tipo: qual a melhor solucao para certo
problema; quais as solugoes que satisfazem uma determinada propriedade; qual é a estratégia
ideal para alcancar determinado objectivo. Por exemplo, qual é o caminho mais curto entre
dois pontos; ou qual o modo mais rapido para ir de um ponto a outro. Os problemas do cédlculo
das variagoes sempre se tém revelado muitissimo mais dificeis de resolver do que de formular; e
assim sempre tém dado um grande contributo para o desenvolvimento da andlise matemadtica e
da geometria diferencial. Receberam por outro lado, um grande estimulo por parte da mecénica
e doutras grandes dreas da fisica, e muito contribuiram por isso para o desenvolvimento destas
ciéncias, desde Newton, pai tanto do cédlculo das variacoes como da matematizagao da fisica.
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Consideremos o problema cldssico do cdlculo das variagoes: minimizar o integral

I(x(-))::/ L(t,z(t),a'(8) dt em C, (1.1)
onde:

e C ¢éaclasse das funcdes 7 : [a,b] — R? absolutamente continuas (AC) que satisfazem
as condigoes de fronteira z (a) = A, z(b) =B (com [a,b] C R);

o L :[a,b x R x R — (—o00,00|, (t,s,v)+— L(ts,v) ¢ uma fungio (denominada
integrando ou lagrangiano), que verifica determinadas propriedades, e cujas varidveis t,
s, v sao o tempo, o estado e a velocidade, respectivamente.

Assim, no célculo das variagoes pretende-se solucionar aquilo que podemos chamar proble-
mas de minimizacao funcional, i.e. queremos saber se

Jzo()€C: I(mo())<I(z()) Ya()eC.

A um tal zy(-) chamamos minimizante (global). Também podemos estudar problemas de
maximizagao, mas basta observar que o problema de maximizar I (-) é equivalente ao problema
de minimizar —I (-).

A existéncia de minimizante actualmente mostra-se, em geral, através do “método directo”
criado por Tonelli ha quase 100 anos, e depois desenvolvido por tantos outros mateméticos.
Explicaremos este método adiante.

Pelo contrério, ao longo dos dois primeiros séculos da histéria do cdlculo das variagoes,
a abordagem aos problemas de minimizacao era feita através dos agora chamados “métodos
indirectos classicos”. Estes métodos eram muito optimistas e um tanto ingénuos, uma vez que
pressupunham a existéncia de solugoes suficientemente diferencidveis para todos os problemas
de minimizacao funcional. O problema consistia entao em saber como era essa solucao. Para
determind-la, utilizava-se liberalmente o principio de Fermat, ou seja: se o integral I :C — R
¢ minimizado por algum () € C, entao I’'(z¢(-)) = 0. Assumindo, implicitamente,
que L(-) e xo(-) seriam suficientemente diferenciaveis e, derivando sob o sinal de integral,
os matemadticos de entao obtinham uma equagao diferencial, a chamada equagao de Euler-
-Lagrange (E-L):

d 0L p oL /
%%(tw(t),x (t))za(t,x(t),x (t)) em la,b].
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Consideravam, também implicitamente, que o facto de 1z (-) ser solugdo da equagao de E-L
seria 0 mesmo que ser minimizante, sem uma justificagao adequada.

No entanto, este raciocinio tem problemas: a equacao de E-L ¢ uma condi¢ao necessdria
(supondo condicoes adequadas), mas nao é suficiente, pois se xo(-) a verificar, isso nao
significa que seja um minimizante global (poderd ser, por exemplo, apenas um minimizante
local, ou um maximizante, ou um ponto-sela).

Assim, as condicoes necessédrias apenas nos dizem como sao os minimizantes, se existirem ;
mas se nao existirem nao faz sentido procurar saber como sao.

Na realidade, a andlise das condigoes necessarias permite que se eliminem muitos candidatos
e, eventualmente, identifica uma solucao tinica. Mas, esta solucao pode nao ser um minimizante,
ou o problema de minimizacao do integral () pode nao ter solugao. Por outras palavras,
primeiro temos de provar a existéncia de minimizante, antes de concluir que a tnica solugao
da equacao de E- L, satisfazendo as restri¢oes requeridas, ¢ um minimizante; ou entao, temos
de provar directamente que o valor que essa solugao dé ao integral é realmente menor do que
o valor do integral para qualquer outra fungdo em competicdo (o que poderd ser facil, por
exemplose I(-)>0 e I(xo())=0).

Além disso, pode acontecer a equacao de E-L nao ter nenhuma solucao, pelo que pode
dar-se o caso de existir um minimizante que nao satisfaz a equagao de E- L.

Os métodos atrds referidos chamam-se indirectos, por fazerem um desvio pela equagao de
E-L antes de voltarem ao problema de minimizacao original ; e constituiram a primeira fase
do célculo das variagoes, iniciada por Newton, no final do século XVII e prosseguida pelos
Bernoulli, Euler, Lagrange, etc.

Quanto aos mais recentes “métodos directos”, surgidos jé no século XX, eles caracterizam-
-se por abordarem directamente, logo de inicio, o problema da existéncia de minimizante. Isto
correspondeu a tomada de consciéncia, por parte dos melhores matematicos, de que sé fazia
sentido procurarem saber — através da equacao de E-L e doutras condicoes necessdrias que
a complementam — como seriam os minimizantes apds terem a certeza de que realmente
eles existiam. Tais métodos directos comegaram com os estudos de Gauss, Kelvin, Dirichlet
e Riemann sobre problemas, com valores na fronteira, para a equagao do potencial Awu = 0.
Aqui u : Q — R &, em dimensao 2, uma funcao suficientemente diferencidvel num aberto
Q) C R?, enquanto que Au = Uy, 5, + Upye,, onde e.g. Uy, ., ¢ a derivada parcial de u em
ordem a x; duas vezes.

Também Hilbert e Lebesgue se interessaram pelos métodos directos. Ambos se dedicaram
ao estudo do principio de Dirichlet (enunciado por Riemann): existe uma tnica fungao wug (+)
que minimiza, na classe das fungoes u () € C'(2) N C° (Q) assumindo valores fixados na
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fronteira 0 €2, o integral de Dirichlet

/ IVl do;
Q

e esta fungdo é harménica em 2 (i.e. é solucao da correspondente equacao de E-L Awu = 0).

Anos mais tarde, Leonida Tonelli criou um dos instrumentos mais importantes do cédlculo
das variacoes: o chamado “método directo de Tonelli”, baseado na semicontinuidade inferior
dos integrais. Foi ele o primeiro a perceber que o teorema da compacidade de Ascoli-Arzela, e o
conceito de semicontinuidade, introduzido por Baire, concebidos para funcoes reais definidas em
R?, poderiam ser transferidos para as funcoes reais definidas em espacos de dimensao infinita
(e.g. definidas em espacos de fungdes através de integrais), e que eram os instrumentos ideais
para demonstrar, directamente, a existéncia de minimizantes de integrais. O préprio Tonelli
formalizou, explorou e popularizou a ideia do método directo, numa série de artigos, semindrios
e monografias, durante cerca de 3 décadas. As suas ideias sao, hoje em dia, uma parte muito
importante da nossa cultura matemadtica e muitas delas podem até parecer 6bvias, mas nao o
eram no inicio do século XX. Por outro lado, a sua aplicacao aos problemas de minimizacao de
integrais nao é de modo algum trivial.

O método directo de Tonelli, que é o método actualmente usado, em geral, para provar
existéncia de minimizante consiste, grosso modo, na aplicacao da seguinte generalizacao do
teorema de Weierstrass para funcgoes reais com dominio em R

Teorema 1.1 Seja [ : C — (—o0,00| wum funcional limitado inferiormente, onde: C
é um conjunto nao-vazio equipado com wuma no¢do de convergéncia relativamente o qual é
sequencialmente compacto; e I(-) é sequencialmente semicontinuo inferiormente. FEntdo
existe um minimizante (global) xo(-) de I(-) em C.

De facto, dado um tal [ :C — (— o0, 00|, o raciocinio é o seguinte :

(i) Claro que, por definigao de infimo, existe sempre uma sucessao minimizante ( ([ (v (-))) —
0= %I)lfc I(z(-))), e podemos supor —oo < i < 0o, pois I (+) élimitado inferiormente
z()e

e no caso i = oo evidentemente existe o (-) conforme pretendido.

(i) Em segundo lugar fixa-se uma nogao de convergéncia em C, denotada por (zj(:)) —
x (+), relativamente a qual conseguimos mostrar que:

(1i.a) I(-) é sequencialmente semicontinuo inferiormente em C, ou seja

I(e()) <lminf 7w ())  sempre que  (0x()) = (),
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(17.b) C é sequencialmente compacto ou, mais geralmente,

(7i.c) qualquer sucessao minimizante (xj (-)) contém uma subsucessao (zy, (-)) conver-
gente para algum o (-) em C.

Tem-se entao

inf I(z())<I(xo(:))<liminf I (z, (-))< inf I(z()),

z(-)eC n—o0 z(-)eC

pelo que

Iy ()= inf 1(x()) = min I(x()).

i.e. o (-) éum minimizante global de I (-).

Por exemplo, consideremos o funcional /() em (1.1) e suponhamos que L (-) ¢é semi-
continua inferiormente com crescimento superlinear, i.e.

inf L ([a,b] ,R%, )

o] — 00 quando |v| — oo,
v

e que v+ L(t s,v) éconvexa. Entdo existe um minimizante global de I(-) em C. De
facto, I () ¢é limitado inferiormente e, considerando a topologia fraca de C, a semicontinuidade
inferior de L (-) conjuntamente com a convexidade de L (t,s,-) garantem (ii.a) ; enquanto
que o crescimento superlinear garante (ii.c) .

Embora o método directo de Tonelli seja a principal ferramenta para demonstrar a existéncia
de minimizantes para problemas convexos, ele nao é directamente aplicdvel a problemas nao-
-convexos. K, em geral, sao estes tltimos que mais interessam as aplicagoes. Para demonstrar
a existéncia de minimizante para problemas nao-convexos, pode usar-se o seguinte método :

(a) Consideremos e.g. o problema nao-convexo de minimizar o integral

/b L(t,xz(t),z'(t)) dt em C, (1.2)

onde:

e C ¢ a classe das fungdes « : [a,b] — R? absolutamente continuas que satisfazem as
condigoes de fronteira x (a) = A, z (b) = B (com [a,b] C R);
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o L:[a,b] x RYx RT — (—o00,00] éum lagrangiano, limitado inferiormente, satisfazendo
certas propriedades; com L (t,s,:) nao-convexa.

Note-se que o lagrangiano pode aqui assumir livremente o valor co; o que constitui uma
das carateristicas do trabalho de investigacao de Anténio Ornelas e Clara Carlota neste século
(ver e.g. [58], [59], [60], [61], [20], [21]). A razdo para este uso do valor oo consiste em
simplificar o tratamento dos problemas do cdlculo das variagoes envolvendo restrigoes pontu-
ais no estado e/ou na velocidade das fungoes em competicao, através do chamado método de
penalizagao. Este método consiste em reformular tais problemas, transformando-os em proble-
mas mais gerais, em que as restricoes nao aparecem como um ingrediente extra mas sao antes
incorporadas directamente no préprio lagrangiano, dando assim origem a um novo, o chamado
lagrangiano penalizado. Este tomard o valor oo sempre que as restrigoes sejam violadas.

Assim, se no problema de minimizar o integral (1.2) quisermos obrigar (¢,x (t),z'(t)) a
estar, quase sempre, num conjunto R, entdo, em vez do lagrangiano L (t,s,v), definimos um
novo lagrangiano penalizado por

7 ) L(t,s,v) se (t,s,v)€R
t,5,v) =
00 caso contrario.

Consequentemente, se alguma das fun¢oes em competicdo x (-) nao verificar a restricio —
i.e. se existir um conjunto P, com medida positiva onde (t,z (t),x’(t)) ¢ R para qualquer
t € P, — ela sers penalizada, ou seja, o valor L (t,z (t),2'(t)) do lagrangiano penalizado
correspondente a esse x (-) serd oo paracada t em P,, dando assim ao integral penalizado

/bZ(t,x(t),x’(t)) dt (1.3)

o valor co e impedindo um tal z(-) de vencer a competi¢ao para a minimizagao deste integral
penalizado. Ou seja, existindo pelo menos um z(-) € C com (t,z(t),z'(t)) € R ¢s. em
[a,b] e para o qual f(f L(t,z(t),z'(t)) dt < oo, entdo os problemas

minimizar [PL, ()« (t) dt em C

com a restrigao (t,x(t),z'(t)) € R g.s. em [a,b]

b
minimizar / L(t,z(t),z'(t)) dt em C

serdao equivalentes, no sentido em que 1z (-) é solugdo de um dos problemas se e somente se
também é solugao do outro.
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Este método de penalizacao permite nao s6 tratar de forma mais directa problemas de
minimizacao de integrais do cédlculo das variacoes incluindo restrigoes pontuais no estado e na
velocidade ; mas permite também tratar, na mesma forma unificada, problemas do controlo
6ptimo, visto que uma equagao (ou inclusdo) diferencial é uma restricao pontual imposta aos
pares (z(t),x’(t)) que consideramos admissiveis.

Para explicar mais precisamente como é que — para efeitos de demonstrar a existéncia de
solugoes — o controlo éptimo pode ser considerado como um caso particular do célculo das
variacoes penalizado, comecemos por uma breve panoramica. O controlo éptimo comecgou a ser
desenvolvido a meio do século XX, como resposta a problemas surgidos no controlo & distancia
de naves espaciais teleguiadas, assim como noutras dreas da engenharia e da economia. De
facto, nestas dreas surgiu a necessidade de controlar, da melhor forma possivel, o estado dum
sistema que evolui segundo uma certa dindmica, estd sujeito a restrigoes e tem um objectivo
ou estado-alvo a atingir. Mais precisamente, os problemas de controlo éptimo consistem, no
fundo, em minimizar integrais nos quais as fungoes em competi¢ao estao sujeitas a restrigoes
pontuais. De facto, consideremos e.g. o problema de controlo 6ptimo (de Lagrange) de
minimizar o integral

/bfo(t,m(t),u(t))dt em D,
onde:

e D ¢ a classe dos pares de fungdes (z(-),u(-)), com z : [a,b] — R? absolutamente
continua (o estado) e w: [a,b] — R? mensuravel (o controlo) ([a,b] C R) satisfazendo

z(a)=A z(b)=B
(t)GQCRd Vi€ [a,b
uw(t)eU(t,z(t)) CR? pq.t. te€la,b
' (t)y=f(t,x(t),u(t)) pgt. tela,bl;

e onde:

U:la,b x Q= R? & uma multifuncdo;

- fo:grafU — R, com
grafU = {(t,s,u): (t,5) €[a,b] xQ, uecU(ts)} CRxRxR;

- fo(-,x(-),u(-)) é Lebesgue integravel em [a,b] V (z(-),u(-)) € D;
- figrafU — R4,
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Este problema bastante geral do controlo éptimo pode ser reescrito como um problema do
célculo das variagoes penalizado, da seguinte forma. Para cada (t,s) € [a,b] x 0, definimos
0s conjuntos

R(t,s):={v: v=f(tsu), uclU(ts)} cR?

R(t,s):={(vo,v): wo> folt,s,u), v=f(t,s,u), ucU(ts)} CRxR
e o lagrangiano associado ao problema de controlo 6ptimo
Ly (t, s,v) ::inf{vo : (vo,v) € é(t,s)},
de modo que, sob hipéteses adequadas, temos
Ly (t,s,v) € R se v e R(ts)
Lo (t,s,v) =00  caso contrario,

e o estudo do problema de controlo éptimo é equivalente ao estudo do problema do cédlculo das
variacoes que consiste em minimizar o integral

/bLo(t,x(t),x'(t))dt em C.

(b) Depois desta longa explicacao, evidenciando de que modo o problema nao-convexo
de minimizar o integral (1.2) inclui implicitamente nao sé restri¢oes pontuais nos estados e
nas velocidades mas também um problema bastante geral do controlo éptimo, vamos agora
retomar a explicagdo — iniciada em (1.2) — sobre como provamos a existéncia de solugao
para este problema tao geral. Comecamos por considerar o correspondente problema relaxado,
ou convexificado, de minimizar o integral

/b L (t, 2 (), 2 (1) dt em C, (1.4)

onde L**(-) éa bipolar de L (t,s,:) (definida por epiL**(t,s,-) :=7coepiL(t,s,-) Vt Vs,
nomeadamente é o fecho do invélucro convexo do epigrafico de L (t,s,-), que é a regiao acima
do gréfico desta funcao).

(¢) Em seguida supomos, por exemplo, que L (-) ésuperlineare L**(-,-,-) éconjuntamente
semicontinua inferiormente, de modo a podermos aplicar o método directo para provar que
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existe um minimizante relaxado %.(-), ou seja um minimizante do integral convexificado

(1.4).

(d) Por ultimo, transforma-se ¥.(-) num novo e aprimorado minimizante relaxado y (-),
para o qual L* (t,y(t),y'(t)) =L (t,y(t),y (t)) ¢.s em [a,b]; de modo que y(-) serd
também minimizante verdadeiro, i.e. minimizard também o integral nao-convexo (1.2). Note-
-se que é usual na teoria do controlo falar de “solugao bang-bang”, em lugar de “minimizante
verdadeiro”, sempre que temos uma solugao correspondente a um “controlo bang-bang”, i.e.
a um controlo w(-) tal que wu(t) pertence, para quase todo o t, ao conjunto dos pontos
extremos de U (¢, z (t) ).

E neste tltimo passo (d) que se concentra o essencial do trabalho de investigagao que tem
sido desenvolvido por Anténio Ornelas e Clara Carlota, na sequéncia do trabalho pioneiro de
Arrigo Cellina. Existem dois métodos principais para resolver estes problemas, de passar de
minimizantes relaxados para minimizantes verdadeiros de problemas nao-convexos. O primeiro,
e mais antigo, baseia-se no teorema de Liapunov acerca da convexidade da imagem de medidas
vectoriais ndo-atémicas, em [49]. Uma versdo deste teorema, adaptada ao caso em que a
medida é dada pelo integral simples de uma func¢ao vectorial, pode ser encontrada por exemplo
no livro de Cesari [30]. Mas foi Neustadt o primeiro a perceber que poderia utilizar o resultado
de Liapunov para demonstrar teoremas de existéncia, em problemas de controlo éptimo, com
lagrangiano linear na varidvel estado e controlo num compacto, e sem nenhuma hipétese de
convexidade (ver [55]). Enquanto que Cesari, em [29], obteve resultados de existéncia,
com controlo possivelmente ilimitado. Em [30] o teorema de Liapunov é aplicado também a
problemas do célculo das variacoes, com lagrangiano linear na varidvel estado, sem nenhuma
hipétese de convexidade.

Mais tarde, este primeiro método, baseado no teorema de Liapunov, foi desenvolvido para
inclusoes diferenciais, cdlculo das variagoes e controlo 6ptimo, por Arrigo Cellina e colaboradores
(ver [4], [8], [23], [53], [2], [25], [3], [27], [28], [13], [42], [43], [26]). Anténio Ornelas
também utilizou o resultado de Liapunov, a partir de 1986 para inclusoes diferenciais e mais
tarde para o cdlculo das variagoes, e.g. em [57], [58], e, com Clara Carlota, em [20].

Note-se que foram efectuadas varias demonstragoes e generalizacoes do teorema de Liapunov
[49], em artigos e livros, alguns dos quais aparecem na bibliografia, nomeadamente [47], [52],

[66], [39], [30], [45], [24], [11], [5], [56], [10], [2], (3], [27], [28], [42].

O segundo dos principais métodos usualmente aplicados para provar existéncia de solugoes
verdadeiras — para problemas nao-convexos de inclusoes diferenciais e do calculo das varia-
¢oes — é o da categoria de Baire, de cuja aplicacao foi pioneiro Arrigo Cellina, para inclusoes
diferenciais ordindrias (ver [22]).  Tal aplicagdo foi depois desenvolvida por DeBlasi &
Pianigiani (ver [37] e os artigos anteriores la citados). Mais tarde a categoria de Baire
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foi aplicada também as inclusoes diferenciais parciais e ao cdlculo das variacées por Bressan &
Flores [12], [13], Monteiro Marques & Ornelas [54], Goncharov & Ornelas [46], Dacorogna
& Marcellini [33], [34], [35], assim como por outros autores.

Uma vez que esta tese estd essencialmente centrada no teorema de Liapunov, é conveniente
comecar por explicar para que serve este resultado, ou melhor, como se aplica para demonstrar
a existéncia de minimizantes para integrais nao-convexos.

Comecemos por recordar a forma do teorema de Liapunov adaptada ao caso em que a
medida é obtida através de integrais simples de fungoes vectoriais :

Teorema 1.2 (Liapunov) Sejam f7:[a,b) CR —RY, j=1,.., m, fungoes integraveis

m [a,b]. Consideremos também m funcoes mensurdveis p? : [a,b] — R, com 0 <p’(t) <1
gs., j=1,...,m, e 370, p/(t) =1 qs.. Entdo existem subconjuntos E', ..., E™ C [a,b]
mensurdveis e disjuntos dois a dois tais que U7, E7 = [a,b] e

/ ) di = /ixbv(t)fj(t) i,

onde Xxp () € a fungdo caracteristica do conjunto E (=1 em E & 0 fora).

O teorema de Liapunov é utilizado para efectuar o passo (d) acima, nos casos particulares
em que L**(-) nao depende explicitamente do tempo ¢, ou da posi¢cdo s, como segue:

(dy) Consideremos o minimizante relaxado y.(-) (obtido em (c)).

(dy) Relacionados com . (-), existem: um intervalo [a, (] C R, uma sucessdo de
subconjuntos mensurdveis (A,) de [«, ], disjuntos dois a dois e cuja unido é [«, 3], uma
fungio ¢ : [a, 8] — RY, integrdavel em A, Vn € N, m pesos mensurdveis p’ : [a, 8] — [0, 1]

e m fungoes f1(-), ..., f™("):[a, 8] — R? integrdveisem A, Vn €N, tais que
/ ) dt = / Z p ) dt.
'n ] 1

(d3) Seguidamente, por aplicagdo do teorema de Liapunov, podemos decompor cada A,
em m subconjuntos mensurdveis E! .. E™ tais que

.3

"]1 n g=1
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Definindo entao

FJ ::GEg, j=1,..,m,
n=1

7 ()= 3 X () £ (1),

obtemos uma nova fungéo absolutamente continua h : [, 5] — R?, cuja derivada h'(-) := o ()
se escreve, quase sempre, como combinagao convexa das m fungoes em (ds); mas cujos pesos
sao as fungdes caracteristicas de subconjuntos mensurdveis de |« ], disjuntos dois a dois e
cuja unido ¢ [a, f].

(dy) Finalmente, o novo (e verdadeiro) minimizante y(-) serd construido com base na
fungao h(-).

Sendo assim, podemos afirmar que o teorema de Liapunov é uma ferramenta muito im-
portante para encontrar solucao para problemas nao-convexos do cdlculo das variagoes e do
controlo 6ptimo envolvendo integrais simples. Além disso, também para problemas envolvendo
integrais miltiplos o teorema de Liapunov é aplicdvel, por exemplo quando existe simetria radial
no lagrangiano. Na verdade, foi a insuficiéncia das versoes existentes do teorema de Liapunov
para satisfazer as necessidades sentidas ao lidar com integrais multiplos a grande motivacao
para desenvolvermos a investigacao apresentada nesta tese.
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1.2 Motivacao para estudar o problema vectorial de con-
trolo poliédrico w—dominado

Depois de termos desenvolvido, no artigo [16], a nossa nova versao do teorema de Liapunov
aplicdvel a problemas nao-convexos do cédlculo das variagoes com restricoes pontuais, incluindo o
controlo 6ptimo, continudmos essa investigacao, no artigo [19], no sentido de a aplicar também
aquilo a que aqui chamamos problemas vectoriais de controlo “poliédrico” “dominado”.

Um exemplo simples de tais problemas ¢ o seguinte problema, envolvendo derivadas or-
dindrias de 2% ordem, estudado por Cerf & Mariconda em [27]. Sejam wuy (), us (-) € L* (a,b)
(com up (1) <wug (), ao(-), a1 (-) € Lt (a,b) e (zq,vq, 7, vy) € RYL  Fixemos uma qualquer
solugao = (-) € W2!([a,b]) do problema convexo de controlo

w(t) € U(t):=[ur (1), uz (1)] (1.5)
) = (T, Vg, T, Up) -

() +ay () ' (t) + ag (t) = (t)
(z (a),z"(a),x (b),z" (b)
Pretende-se demonstrar a existéncia de correspondentes solu¢oes do tipo bang-bang x (-)

dominadas por T (), i.e. solugoes (verdadeiras) do correspondente problema nao-convexo de

controlo
x" (t) +ay (t) o' (t) +ao(t) x(t) == u(t) € {u(t),uz(t)}

(x(a),x'(a),z(b),z" (b)) = (T4, Ve, Tp, V) ,

que satisfacam, além disso, a desigualdade

(1.6)

() <z (). (1.7)

A justificacao para lhe chamarmos “poliédrico” — a este problema de controlo — provém
da sua generalizacao, abaixo exposta, envolvendo m controlos

ul(-),...,um(-)ELl([a,b],Rd), (1.8)

aos quais poderemos chamar os “vértices” do nosso problema de controlo “poliédrico”,
“dominado” por 7 () através duma desigualdade generalizando (1.7).

Enquanto no capitulo 2 expomos formalmente a versao mais geral possivel deste problema,
a qual envolve um sistema de d € N equacoes diferenciais ordindrias lineares de ordem p € N,
no restante desta tese apenas lidaremos com o caso particular do controlo de primeira ordem,
p = 1; mas, ao contrario do que aconteceu com Cerf & Mariconda — que consideraram
p > 2, um estado escalar e um par de controlos escalares — o foco desta tese é sobre o caso
geral envolvendo estados vectoriais e controlos vectoriais poliédricos.
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O objectivo principal desta seccao € justificar — através dum exemplo simples em dimensao
dois — porque é que os problemas vectoriais de controlo poliédrico dominado nao sao uma

simples extensao dos correspondentes problemas escalares, mostrando que, pelo contrario, basta
a adicao de uma nova dimensao ao estado para complicar gravemente tais problemas.

Mas antes de apresentar tal exemplo, vamos primeiro explicar como é que o teorema classico
de Liapunov — sobre a convexidade das medidas vectoriais nao-atémicas — pode ser aplicado
para demonstrar a existéncia de solucao bang-bang para problemas vectoriais nao-convexos de
controlo poliédrico (nado-dominado) de 1* ordem. Assim, em vez de inclusdes diferenciais de
2% ordem como em (1.5)& (1.6), no restante desta seccao lidaremos apenas com o seguinte
problema de 1* ordem.

Dada qualquer solugao 7 : [a,b] — R? da incluso diferencial convexa

Lla@t)=z"{t)+A°t) z(t) € co{u' (), .., u™(t)} q.s. em [a,b], (1.9)

sendo dados os m controlos (1.8) e uma matriz A°(-) € L* ([a,b],R™?), o teorema de
Liapunov acima exposto pode ser usado para garantir a existéncia de solucao bang-bang, i.e.
solugao para a correspondente inclusao diferencial nao-convexa

Llz@t)e{u' (t), .., u™ )} g¢s., z(a)=7(a), z(b)=7(b) (1.10)

da seguinte forma. Suponhamos que d = 1, pois a demonstragao para o caso geral é semelhante.
Como, por uma 6bvia consequéncia da definicao de invélucro convexo,

I’ [a,b] — [0,1] mensurdveis, j=1,...m, com Z;nzl 3 (t) =1 tais que

L7 (t) =300 N (t) ul (t) gq.s.,

o teorema de Liapunov fornece-nos uma decomposigao E*!, ..., E™ de [a,b] para a qual
b b m i o , b ™ o .
/ e"a® L1 (1) dt:/ >N (1) emi W () dt:/ > xpa () €Ol (¢) dt,
a a =1 @ j=1
onde, para cada t € [a,b], 1§ (t):= f; A°%(r) dr. Entao

Z(t) = e 140

Z(a) —|—/ eMA(™) Z Xgi (7) u? (1) dT]
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satisfaz
LY7(t) = >ty X (1) w! (1) € {u (@), ...,u™ ()} q.s.
Z(a) =7%(a), T(b)==(b).
Note-se que a aplicagao referida no final da secgao anterior — do teorema de Liapunov ao
célculo das variagoes penalizado ndo-convexo — corresponde ao caso particular de (1.9) em
que A°(-)=0.

O objectivo mais geral desta tese é estudar o problema que consiste em encontrar uma
solugao (bang-bang) x () para a inclusao diferencial nao-convexa (1.10), que seja w—domina-
da por uma solugao relaxada T (-) fixada. Mais precisamente, fixada qualquer solu¢ao = (-)
da inclusao diferencial convexificada (1.9), e fixada qualquer direccio w € R¢, a designacgao
“w—dominada” (por T (-)) refere-se ao facto de se pretender encontrar um z (-) inferior a
7 (-) na direccdo w, i.e. satisfazendo a desigualdade

(2 (), w) < (T (1), w) Vi€ [a,b]. (1.11)

Este problema (1.10) & (1.11) foi estudado hd cerca de duas décadas atrds por: Amar &
Cellina [2, lemma 3.4] (nocaso d=1, m=2 e A°(:) =0); Amar & Mariconda [3] (no
caso d >1 com A°(-) =0 e controlos u’(-) constantes); Cerf & Mariconda em [27] (no
caso (1.6)), depois generalizado, em [28], para derivadas de ordem p > 2, considerando
coeficientes regulares a (-) € C?7?([a,b]) (e usando, mais precisamente, a versao escalar
d =1 do operador diferencial abaixo definido, em (2.5) ).

Nesta tese aprofundamos, duas décadas depois, os resultados de Amar & Cellina, de Amar &
Mariconda e, parcialmente, também os de Cerf & Mariconda. De facto, tratamos o
problema de Liapunov dominado com velocidades vectoriais (enquanto em Amar & Cellina
as velocidades eram escalares), varidveis (enquanto em Amar & Mariconda as velocidades,
vectoriais, eram sempre constantes). E, por outro lado, no caso do controlo poliédrico
dominado, consideramos velocidades vectoriais e controlos vectoriais (enquanto em Cerf &
Mariconda tanto as velocidades como os controlos eram escalares); contudo, tratamos ape-
nas, aqui nesta tese, o caso com derivadas de primeira ordem (enquanto Cerf & Mariconda
consideraram derivadas de ordem p = 2 primeiro, e de ordem superior depois). Podemos
assim dizer que Cerf & Mariconda trataram equacoes diferenciais escalares lineares de qualquer
ordem p > 2; enquanto nés lidamos com sistemas de tais equagoes, mas apenas, aqui, de
primeira ordem, i.e. p = 1.
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Conforme referido atrds, terminamos esta secc¢ao, de introdugao ao problema de controlo
poliédrico dominado vectorial, exibindo um exemplo simples, em dimensao d = 2, para motivar
intuitivamente porque é que a versao vectorial — do problema de controlo poliédrico dominado
— ¢ bem mais complexa do que a sua versao escalar. Para comecar, a complicagao comega logo
pelo facto de em dimensao d > 1 — mesmo no caso mais simples, i.e. com A°(:) =0 em
(1.9) — poder nao existir solugao para a inclusao nao-convexa w—dominada (1.10)& (1.11),
conforme mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.3 (Por nds independentemente descoberto, tendo-nos apenas mais tarde apercebido
de que um exemplo andlogo — com demonstracao diferente — jd tinha sido antes descrito
por Amar & Mariconda, em [3].)

Com

Llz()=2'(), d=2, m=2, u'(-)=(0,0), u?(t)=(1,2¢t), a=0, b=1,
7(0) =0, w=(1,0),
comecamos por provar a sequinte iqualdade entre conjuntos :

z(-) e Wh([a,b],R?*): 2z’ (t) € c0{(0,0),(1,2t)} g¢.s.

da qual sequird que o conjunto

() € Wh([a,b],R?): z'(t) € {(0,0),(1,2¢)} q.s
2(0)=0=7(0), = (1) =7 (1) ¢ {T()} ou 0.
z1 (1) <71 (1)
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i.€.

8

{ L) =A(t)€[0,1] g.s.
zy(t) =2tx](t) g¢.s..

Portanto, para qualquer t onde

temos
fy (@ =@ ()dr = [ 7 (0 =20) (1) dr =} 7 (w2 = %) (7) dr = 20520 ) o)

logo
[ (T—a) () dt=2020 =g — () =7 ()
uma vez que x1 () < Ty (-). Entdo, por (1.13), z2(-) =T2(-), o que prova (1.12).

Desta unicidade — ou seja, do facto de o problema convezo ter apenas a solu¢io T (-) —
seque que o problema nao-convexo sé pode ter solugao trivialmente, i.e. se por sorte o proprio
Z(-) o resolver. Por exemplo :

(i) Se T(t) = (1,t) %, entdo ndo existem solugdes verdadeiras satisfazendo a restrigao,
uma vez que a derivada de T (-) é dada por

7' (t) = %(1,275) = % u?(t) q.s.

e portanto
Z(-) nao é uma solugdo verdadeira.

(ii) Pelo contrdrio, se

(0,0) para t € [0, 1]
T(t) = (t—i,tQ—%) para t € [%,%],
(3:3) para t € [3,1]

entdo T(-) € a unica solugdo verdadeira satisfazendo a restricdo, o que podemos verificar
calculando a sua derivada :

1,2t ara t i,% u?(t ara t }l,%
<f{<t>,fs<t>>:{( ) para €| }:{ (t) para t€[5.3]

(0,0) para outros t ul (t) para outros t

Este exemplo — abaixo generalizado, em (5.1) & (5.2) — mostra que, no caso vectorial,
para garantirmos a existéncia de solugoes verdadeiras w—dominadas, i.e. satisfazendo (1.11),
teremos de impor algumas hipdteses extra ...
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1.3 Estrutura da tese

Apo6s esta introducgdo, no capitulo 2 expomos formalmente o problema geral do controlo
poliédrico w—dominado, incluindo notacoes, defini¢oes e resultados preliminares usados ao
longo de todo o manuscrito.

Depois, no capitulo 3, apresentamos a interpretagao geométrica do problema em estudo
e um resultado que garante a existéncia de solugoes b—fracas bang-bang w—extremais, i.e.
solugoes do problema de controlo poliédrico dominado vectorial enfraquecido

Llz(t)e{u" @), ..,u™ )} ¢s., z(a)=T(a), (z(b),w)=(T(b),w),

que ndo s6 sao w—dominadas (i.e. satisfazem a desigualdade (1.11)), mas sdo mesmo, num
sentido a precisar, extremais na direccao w. Chamamos-lhes solugoes b—fracas para enfatizar
que a igualdade entre x(-) e T () no ponto final b apenas é satisfeita de forma fraca,
i.e. apenas escalarmente, na coordenada dada pelo produto interno por w. Este capitulo 3
demonstra que toda a dificuldade — introduzida no problema de controlo poliédrico dominado,
ao passar do caso escalar ao vectorial — se concentra na satisfacao da condigao vectorial
z(b) = T(b) no instante final t =b.

Pelo contrario, o capitulo 4 é dedicado ao estudo da existéncia de solugoes b—fortes bang-
-bang w—dominadas, i.e. verificando (1.10)& (1.11). Apresentamos, em particular, uma
condicao necessdria e suficiente para a sua existéncia. E este o capitulo central da tese, onde
se concentram as verdadeiras dificuldades do controlo poliédrico dominado vectorial, que foram
imensamente suavizadas no capitulo anterior através do enfraquecimento escalar da condicao
a satisfazer em t =b. E consideramos notdvel o facto de termos neste capitulo 4 conseguido
obter uma condi¢ao necessdria e suficiente, ainda por cima tao simples, a (4.6).

Quanto ao capitulo 5, note-se que s6 é possivel aplicar os resultados expostos no capitulo 4
quando uma certa classe de fungoes é nao-vazia; nao sendo no entanto claro, a priori, se essa
classe é, ou nao, vazia, em exemplos especificos. Assim, o capitulo 5 é dedicado a esclarecer
esta questao no caso mais simples em que A°(-) =0 em (1.9) e a evolugao se dd no plano
R? guiada por dois controlos apenas.
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Capitulo 2

O problema geral vectorial do controlo
poliédrico w—dominado

Conforme atras referido, vamos agora descrever formalmente, introduzindo as notacoes e
defini¢oes convenientes, o problema geral do controlo poliédrico w—dominado, em dimensao
d e N com m €N controlos e com derivadas de ordem p € N.

Consideremos o espago de Sobolev

xrd=wr([a,b],R) (2.1)
e fixemos m controlos integraveis (i.e., os “vértices” do nosso poliedro mével)
u' (), ..,u™ ()€ L ([a,b],R?), (2.2)

os quais definem o conjunto dos valores que os controlos bang-bang podem assumir e o cor-
respondente conjunto para os controlos relaxados,

U @t)={u'" @), ...,u™ @)} & U“@t)=coU(t), (2.3)

onde co é o invélucro convexo, de modo que U (-) representa um poliedro mével de controlos.

Dadas p
matrizes A" (-), de dimensao dxd, com entradas al;(-) € L' (a,b) (2.4)
(k=0,1,....,p—1), '
definam-se o operador diferencial ordindrio linear de ordem p vectorial
LPx(t) =
Q (2.5)

=@ (1) + AP () 2PV () + .+ AV() 2’ (1) + AV () 2 (1),
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e os correspondentes espacos de solugoes para as inclusoes diferenciais vectoriais convexa e
nao-convexa
X={z()ex?: LPz()eU () g¢s. em [a,b]} (2.6)

XV :={x()ex«: LPx()eU() ¢s. em [a,b]}. (2.7)

Dada uma solugao relaxada de referéncia, i.e. uma fungao

T()exe, (2.8)
definam-se ainda as classes de fungoes

X,={z()exrt: z®™(@)=7"(a) para k=0,1,..,p—1} (2.9)

X, = {z() cxrd: £®@)=z®(b) para k=0, 1, ., p—1} (2.10)

X = X, N AX,. (2.11)

Definig¢ao 2.1 (Solugdo relaxada) Diremos que x(-) € XP? ¢ uma solugio relazada se é
solug@o da inclusao diferencial convezificada, ou relaxada, e é p—tangente a T () nos pontos
fronteira a & b, i.e.

() eX =Xx°NX. (2.12)

Definig¢ao 2.2 (Solugdo bang-bang) Diremos que x(-) € XP¢ é uma solugdo bang-bang
se é solugao da inclusio diferencial nao-convera e é p—tangente a T (-) nos pontos fronteira
a&b, ie.

z()exX” =xPNA. (2.13)

Por outro lado, fixando uma direccio w € RY, e.g. w = (1,0, ..., 0), e usando o produto
interno canénico em R?, denotado por (-,-), defina-se a classe das fun¢oes w—dominadas

(por Z(-)): _

X_o={z()eX: (z(t),w)<(T(t),w) Vt€labl}. (2.14)
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Definigao 2.3 (Solucdo relaxada w—dominada) Diremos que x(-) € XP? ¢é uma
solugdo relarada w—dominada (pelo T (-) fizado) se

r()eXT =x°NX_. (2.15)

Definigao 2.4 (Solucdo bang-bang w—dominada) Diremos que x(-) € XP4 é uma
solug@o bang-bang w—dominada (pelo T () fizado) se

z()eX =xPNX_. (2.16)
O nosso objectivo é entao encontrar hipéteses simples — e a sua indispensabilidade j&
foi exibida em (1.12) e linhas seguintes — garantindo que, para cada solucdo relaxada

Z(-) € X dada, existe sempre pelo menos uma solu¢do bang-bang (ou verdadeira) 7z (-)
w—dominada (por este T () seleccionado). Ou seja, hipéteses implicando que

para cada T(-) € X temos XY nao — vazio. (2.17)

A principal tal hipétese sera a seguinte RESTRICAO GEOMETRICA imposta as matrizes
em (2.4): as suas transpostas deverao ter uma direcgdo prépria constante, nomeadamente a
direcgao constante

w em (2.14) tem de ser uma direc¢io prépria para cada
matriz transposta A¥ ()T (k=0,1,..,p—1): (2.18)
Ipk(ye L' (a,b): AT w=pk(t)w pat. telab].

Evidentemente, no caso em que LPz(-)=z'(-) (istoé¢ p=1 & A°(:)=0 em (2.5)),
esta condicao ¢ trivialmente satisfeita com p (-) = 0. Igualmente, no caso escalar d = 1 esta
condicao é também trivialmente satisfeita.

No caso geral vectorial, esta hipdtese tem a grande vantagem de dar origem a uma EDO
(equagao diferencial ordindria) linear escalar — semelhante & EDO vectorial que z (-) satisfaz
— obrigatoriamente satisfeita pela coordenada y (-) := (z(:), w), o que muitissimo simplifica
o tratamento deste complexo problema.

De facto, assumindo (2.18) e considerando as w—projeccoes (relembremos (2.16), (2.15),

(2.3)&(2.5))
?ff’_ = <Tb_b, w> = {y ()={x(),w): =z()€ Tb_b} (2.19)
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V., =(X" w) (2.20)
UL (1) = (U (), w):={pt) = (v, w): uwelU”()} (2.21)
UP () = (U (t), w); (2.22)
e definindo, para y () € WP ([a,b]), o operador diferencial ordindrio linear de ordem p
escalar
LPy(t) =
) s o 229
=y W) g @y O+ () Y () + g () y (1),
temos que
y() eV = y() satisfaz a inclusio (2.24)
LPy(t)=:p(t) e UL (t) p.g.t. t€la,bl; (2.25)
e, analogamente,
y(-) e ?jb_ = y(-) satisfaz a inclusao (2.26)
LPy(t)=:pt)ecUP )  pqt. teclab], (2.27)
uma vez que
v()exrt = <ﬁp9f('), w)=LEy(-), sendo (2.28)

A situacao mais simples do problema em estudo é o caso p =1 = d, o qual d4 origem a
EDO escalar de 1* ordem

y' O +pa®)yt)=p@t) qs. & y(a)=7(a), (2:29)

facilmente resolvida usando a funcao exponencial. De facto, primitivando o valor préprio u§ (+)
em (2.18),

nq(t) = / S (r) dr para t€a,b], (2.30)

entdo a solucdo de (2.29) ¢ dada explicitamente pela chamada férmula de variacdo das
constantes:

y(t) = e 140 [@(a) + /ateng(” p(7) dT:| : (2.31)

No caso geral dum operador diferencial vectorial £? (como em (2.5)), de ordem arbitréria
p € N e dimensao arbitrdria d € N, pode obter-se um operador resolvente S, (-), com
propriedades semelhantes as da exponencial, como segue.
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Partindo da EDO linear nao-homogénea
e @ @)+ AP @) 2PV )+ L+ AT 2 () FA @) 2 () =ul(t), (2.32)
com z® ) eR? & AFEt)eR*? (k=0,1,..,p—1), (2.33)
e introduzindo novas varidveis
)y =c®@t)eR?  (k=0,1,..,p—1) (2.34)

entao ¢ um exercicio elementar mostrar a equivaléncia entre a EDO linear de ordem p e
dimensdo d (em (2.32)) e a EDO linear de primeira ordem e dimensao pd, dada por:

50 ! Qdxd  _gdxd Qdxd Qdxd 50 04
51 + pdxd 0dxd  _Jqdxd ... pdxd 51 = 04
. . 22
, (2.35)
Zp72 0d><d Od><d ded .. _[ddxd Od
zP~1 A° Al A? coe AP zP~1 u
onde Qdxd é a dxd—matriz nula
Iddxd é a dxd—matriz identidade (2.36)
& 04 ¢ R? é o vector nulo.
Escrevendo esta EDO de primeira ordem na sua forma condensada
')+ A 2(t) =v (), (2.37)
com z2(t) == (2°(t), ..., 2771 (t)) € RP4
v(t):= (04 ..., 0% u(t)) € RP¢ (2.38)
& A(t) a pdxpd—matriz em (2.35),
podemos entdo finalmente definir (de forma dnica) o
operador solugao S, (+), i.e. a fun¢ao matricial pd x pd satisfazendo : (2.39)
S, (a) = [dP¥*Pd,
(2.40)

Sa(t) =[S} (t) - SPU(t)], cada coluna SY (t)
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sendo solugao da EDO linear homogénea

SU(t)+A(t) SY(t) =0, SY () € W ([a,b], RP4). (2.41)

Entao, pela férmula de Jacobi,
S (t) teminversa S, (t)  (ie. S, (t) S, (t) = 1dPP?) (2.42)
com determinante (wronskiano)
A, (t) :=det S;1(t) = eTraA"' (0 > 0,
Ag () € WH([a,0]),
sendo Try AP~ (1) := fj trago AP7Y (1) dr
e traco APH(t) = AL () + .. 4+ AP (1) = traco A (t) .

(2.43)

(2.44)

Por forma a usarmos este operador S, () para escrever solugoes explicitas da EDO linear
nao-homogénea (2.37), consideremos:

o vector dos dados iniciais Z, € RP?; (2.45)
a dltima d — coluna, (S, ") (t), da px p—matriz S, (t), (2.46)

i.e. consideremos S, !(t) como uma “matriz’ de “dimensao” p x p, cujas “entradas”
sao elas préprias matrizes com dimensao d X d, pelo que a dltima d—coluna em (2.46) ¢é
formada pelas d tltimas colunas de S, ' (t) vista como matriz de dimensdo pd x pd; e
consideremos também o produto

o, (1) e wht ([a, b] ,deXd) , 0 ()= A, (t)_1 (Safl)p (t). (2.47)
Entao, usando estes ingredientes, a solugao (unica) da EDO linear ndo-homogénea

2 )+ A(t) z(t) =v (t) & z(a)=7%, (2.48)

pode ser escrita, explicitamente, da seguinte forma:
z(t) =8, (1) {Ea +/ 04 (7) Ay (7) u (1) dT] , (2.49)
como ¢é ficil de verificar usando (2.38). De facto,
z(a) =8, (a) Z, = Z, (2.50)
2! (t) =
=S8/ (t) [Ea + fj 04 (1) Ay (T) u (1) dTi| + 8. (t) o4 (t) Ay () u(t) =
= —A() 2 (1) +Sa (S, (1) u(t) = —A(t) z(t) +v ().



Capitulo 3

Existéncia de solucoes b—fracas
bang-bang w—extremais no caso p=1

Neste capftulo 3 — e no seguinte — consideramos a versao vectorial com derivadas de
primeira ordem, i.e. com p = 1, do problema geral vectorial de ordem p € N exposto no
capitulo 2.

E 1itil, para obter uma visdo mais intuitiva do problema de controlo que estamos a considerar,
encara-lo sob um ponto de vista geométrico. De facto, consideremos uma direc¢ao unitdria w,
ie. |wl =1, e um factor 7(-) € W' ([a,b]). Fica entdo definido um hiperplano H (t)
ortogonal a w,

H(t) = {SeR': (S—w7y(t),w)=0}, t € la,b],

movendo-se ao longo da direc¢ao w wusando controlos relaxados, i.e. satisfazendo a inclusao
diferencial linear escalar convexa

LPyt)eULL(t) q.s. em la,bl.

Consideremos também um ponto AC 7 (t) € H (t) movendo-se dentro desse hiperplano usando
controlos relaxados, i.e.

LPT(t) e U (t) q.s. em la,b],
pelo que T (:) € X. O nosso objectivo é encontrar um outro ponto AC 7 (t) satisfazendo

T()e€ X" | nomeadamente: que comece p—tangencialmente do mesmo ponto (i.e. 7® (a) =
7" (a) para k=0,1,..,p — 1) usando controlos bang-bang,

LPT(t) e U™ (t) q.s. em [a,b];
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e que alcance p—tangencialmente exactamente o mesmo destino final Z(b) € H (b) (i.e.
z® () =z® (b) para k=0,1,...,p—1) _sujeito, contudo, a restrigio de (tocar a vontade,
mas) nunca atravessar o hiperplano dado H (t).

Neste capitulo provamos um resultado que é a generalizagao directa ao caso vectorial d > 1
de [2, lemma 3.4]. No entanto é apenas um resultado parcial. Geometricamente, afirma
que o hiperplano final H (b) ¢é sempre alcancado, porém o ponto Z(b) em H (b) ndo é
necessariamente atingido. Nomeadamente, definindo a classe — mais ampla — das solugoes
b—fracas, dada por

7o ._)7 (YeX°NX,: <x(k) (b), w) = <T(k) (b), w) (3.1)
whw para k=0,1,..,p—1 ’
—bb "
X" —x%nEe (3.2)

entdo, assumindo a hipdtese geométrica (2.18), no caso p =1 temos, mais precisamente, que
contentando-nos em atingir o hiperplano H (b) — e prescindindo de chegar exactamente ao
ponto T (b) — conseguimos sempre uma solugdo b—fraca minimal bang-bang e uma solucao
b—fraca maximal bang-bang. Ou, ainda mais precisamente, vale o seguinte

Teorema 3.1 (Existéncia de solucoes b—fracas bang-bang w—extremais )
Suponhamos que a hipdtese (2.18) ¢ satisfeita e que p = 1. Entdo
Vz()e X 3

v (e X Igme () e

Tm wbw Ty bw whw
definindo T ()= (T, (), w) & T () = (FE (), w), (3.3)

co

7o () < y(-) =(r(),w) < PIE() Va()eX,,.

E como “b—fracas” nada significa em dimensao d = 1, naturalmente segue o

Coroldrio 3.2 (Caso escalar: se d=1 entdo existem sempre solugées bang-bang )

p=1 & d=1 =  (217). (3.4)
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Demonstragao: Consideremos os seguintes subconjuntos mensurédveis de [a, b :

EY El, ..,E" & E° EY .. E™ por :
EY:=FE%:=0; e, para j=1, 2, ..., m,
B = [0\ B\ B} .\ B,
B = [a,b] \EO\ B!\ ..\ ES",

{t cETN wi(t),w) > (uk (), w) Vel .., m}},

Ei

E7 .

{t cETN wi(t),w) < (uk (), w) VEe{l, .., m}}.

Usando estes conjuntos E] & FE’, e as suas fungdes caracteristicas x i (-), Xpi (),
+ —

comegamos por definir o controlo w—minimal (resp. w—maximal), nomeadamente o controlo
em

U :={u() e L' ([a,b],R?): u(t)€eU“(t) paqt. t€lab]} (3.5)

(ver (3.5)&(2.3)), que é minimal (resp. maximal) ao longo da direccio w:

W (0= e (0 0 () & ul (0= xy () 0l (1), (3.6
Sendo
po ()= (u; (1), w) & pj(t):=(uf(t),w), (3.7)
obtemos entao a desigualdade
po ) <p)<pl(t) as. V()= (u(),w) €Uy, (3.8)
onde
UL = U”, w). (3.9)

Em particular, certamente

Va()e X,

wbw

AN(C)eA={A() e L®(a,b): X(t)e€]0,1]q.s.} (3.10)
tal que, p.q.t. t € [a,b],

(Lra(t), w)=(L=X) () py () +A(t) pg (1) (3.11)
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Sejam - o
X =X°NX, (ver (2.6), (29) & (2.1)) (3.12)
V= <?;o, w) & Y. (t) = {y@): ) € yw} (3.13)
yRin () = o dnico elemento de Y. que satisfaz
(3.14)

Loymm () =py (1) g.s.

max

ynax () = o dnico elemento de V.. que satisfaz

LEysa () =pd () qs.. (3.15)

As fungoes y™ () & y™*(.) pertencem a W'l ([a,b]); e a nossa primeira afirmagao

5~ CO

yrat () =min Y, (1) & gl () =max Y, (t). (3.16)
Para provar e.g. o lado esquerdo de (3.16), definimos
y(a) = (7 (a), w) (3.17)
e consideramos t € [a,b] & y(t) € Y., (t). Entdo, para algum z(-) € X, ,
y(t) = e nA(t)[ +f m(r)(gp (1), w) dr| >
kL

> -l )+ [ p=(7) dT] _

min

= Yuva ()7

por (2.31)&(3.8). O que, juntamente com y™" (t) € Y.' (t) Vt, garante a validade da
nossa afirmacao acima.

Analogamente, definimos (recordando (2.6))

T = {r() € X°: (w(0), w) = (T (D), W)} (3.18)
Vo= (F W) & YaW={®: y()eI5 (3.19)

ymin () = o dnico elemento de Y., que satisfaz
(3.20)

Loymn () = p2 () 4
Ymex () = o dnico elemento de Y., que satisfaz

Loy () = p3 () ¢.5., (3.21)
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€ provamos que

5> CO

y::nbin (t) =min Y, (¢) &

3~ CO

Yy (t) =max Y, (t) .

Como, para qualquer

=5 CO

() € Vipw = (Xispw> ) »
y(t) €Y on () NY (1) = [yda® (8), use™ (O] N [ds™ (1), wiy™ (8)]
por (3.16), (3.13), (3.22) & (3.19), em particular, definindo
g () :=(T(b),w),

obtemos . .
Yoo (@) <y (a) =7 (a) =y, (a) <y~ (a)

Yz (0) < yiy" () =7 (b) = 52y (b) <y (b) -
Consideremos as novas fungoes

g (8) = max {y" () .y ()} &
T (1) == min {y 2 (t) ,y 5> (1)} .
Temos 77 () € W' ([wl), () € W ([ab)
[ymin (1), gme (t)], ie.

g () <y (t) <o (t)

e, por (3.24),

vielab] Vy() €V
além disso, por (3.26) & (3.27),
opw (0) =7 (a) =55 () & FI (0) =7 (0) = B35 (b).

Recordando (3.28), (3.29) & (3.7), definimos

X" () = { (1)

{ 1 paraos te€a,bl onde Y-S (t) = y2>(t)

para os t € [a,b] onde yM= (t) = y2n (¢)

wb

para os outros t € [a,b]

Xmax (t) e wbw
0  para os outros t € |a,b]

(3.22)

(3.23)
(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
(3.29)

y(t) €

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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Pl () = (L =x™) - p, () +x™ -pt () (3.34)
PSime () = (L= x™) - pd () +x™ - pg (), (3.35)

pelo que . . ‘ . .
g () = (L= x™) -y () + x™ -y (1) (3.36)
Totw ) = (1= x™) -yl () + x™ - yop™ (t) (3.37)

e . .

Popw () = LEGSN () q.s. (3.38)
Por (t) = LEGSew (t) q.s.. (3.39)

E entao, lembrando (3.6), definimos as novas fungoes

ugyy ()= (L= x™") ~ug () +x™ ug () (3.40)
ugpw () = (L= x") ~ug () +x™ -y () (3.41)
To0 (L) = o dnico elemento de X, que satisfaz
7= min min 3.42
£z, () = ulh () 0 (342)
T () = o dnico elemento de X, que satisfaz (3.43)
LrzlEy () =ugis () gs.. '

Vamos mostrar que (3.3) é verdade. De facto, por (3.31) & (3.30), basta verificar que
ys (1) = (TN (1), w) =y () =755 (1),  Vtelab] (3.44)
ya () = (T35 (1), w) = wa()) =755 @),  Vie[ab]. (3.45)
Mas, por (3.42), (3.40) & (3.38), p.q.t. t € [a,b],

Lys (t) = (LT, (8), w) = (ulyy, (8), w) = plys, (1)

—min min

e como também LEyTS (t) = po= (t) p.g.t. t € [a,b], a unicidade de solucdo garante
(3.44). A demonstragao de (3.45) é semelhante. [

Apresentamos a seguir outra demonstracao deste teorema 3.1.
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Demonstragao : Usando (3.6) & (3.7) definimos

h(t) = e (pF(t) —ps (),
pelo que, por (3.8),
h(t) >0 q.s. em |[a,b].

Temos (recorde-se (3.10) & (3.11))

Vo () e X, IANC)EA:
(LPa(t), w) =(1=X)(t) py (t)+A(t) pg (1) =

=ps O +AW) (pS () —p5 @) gs..

O nosso primeiro objectivo ¢ definir, para t € [a, b],

Zmn () =

wbw

= Sa ) [Z (@) + [Lou () Aa(r) (1= X5) (7) ug (1) + Xp (1) uf (7)) dr ],

onde FE_ é o subconjunto de [a,b] a ser construido como se segue.

Para comecar, definimos para t € [a,b], usando (3.47), a funcao

H(t) = /tbh(f) dr—/abh(T) A(r) dr,

obtendo, por (3.50),

H(b):—/ h(t) A(7) dTﬁOﬁH(a):/ h(t) (1=X) (1) dr,

entdo 0 € co{H (a), H(b)} C H([a,b]) de modo que, sendo
E_:=c_,b], com c_:=max{t € la,b]: HI(t)=0},

temos

b b b
/ h(T) dT/ h(t) Xg_ (1) dT/ h(t) A(7) dr.
Afirmamos que, para t € [a,b], com igualdade em ¢ =b,

/ath(r) Xg_ (7) dfg/ath(r) A(T) dr.

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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De facto, a igualdade em ¢ =b aparece em (3.51); enquanto que para t € [a,c_]

/thm Xy () dT:OS/th(T) M) dr;
e, para completar a demoanstragéo de (3.52), para tae [c_,b] temos
[P h(r) X (7) dr=[" h(r) dr=[" h(r) A(z) dr— [’ h(r) dr <
< [P h(r) A7) dr = [" h(r) A(7) dr = [ h(r) A(7) dr.
Finalmente, por (3.49), (3.47), (3.52) & (3.48), obtemos ZT™™ (a) =7 (a) e

wbw
(Tmn (1), w) =

_ o5 _(E(a),w)+fte”2(7) (1 =Xp) (7) ug (1) + Xp_ (1) uf (1), w) dT] =
— e 8O (T (a), W)+ [L e (7) dr + [Lh(7) X (1) dr | <

< e 0 :<f(a),w>—|—f e pZ (1) dr+ [ h(T) A(7) d ]:

— e n8® :(f(a)7w>+f e p2 (7)) dr+ [) e (pF (7) = p5 (7)) A(7) dT] =
= 7180 [(T (), w) + [L e (o7 (1) + A7) (o (1) = pz (7)) dr | =

— ¢80 | (T (a), W)+ [L e (LP2 (1), w) dr | = (2 (), w),

com igualdade em ¢ =b, e assim mostramos (3.3) para T2 ().

wbw
Analogamente podemos construir E, C [a,b] por forma a que, definindo

TR (1) 1=

=S [T(@) + [l oa () Da(r) (1= X)) (7) wg (1) + X, (7) w) (7)) dr],

temos T ™2 (- E?bb
()

wbw wbw

(3.53)

e (x(t), w)y < (TP (t),w) Vtelab. O

Para mais tarde recordar, deixamos aqui assinalado o facto de que a demonstracao do
teorema 3.1 define z™® () & 7™ (-) de tal forma que

wbw
o () e XS & i () e ™ (ver (3.49) & (3.53) ),
onde o espago
Xot={z()exrt: Lrzt)e{u, ®),ul ()} g¢s.} (3.54)

depende dos
controlos w — extremais u, (+) &  ul () (ver (3.6)). (3.55)

w



Capitulo 4

Existéncia de solucoes b—fortes
bang-bang w—dominadas no caso p =1

Conforme referido na seccao 1.3, é neste capitulo que finalmente atacamos o nicleo duro do
nosso problema, nomeadamente sem recorrer & facilitagao fornecida pelo conceito de solucao
b—fraca. Assim, de aqui em diante abandonamos esta muleta — que nos permitiu atingir os
melhores resultados expectdveis — e concentramos-nos no problema bem mais dificil de obter
solugoes z (-) b—fortes, i.e. tais que a condic¢do terminal z (b) =Z (b) ¢é mesmo satisfeita em
todas as coordenadas, no caso das derivadas de primeira ordem, i.e. p=1 em (2.5).

Por forma a garantirmos que o ponto terminal T (b) é efectivamente atingido em toda a sua

plenitude — ao contrario do que acontece no capitulo anterior — neste capitulo associamos
acada z(-) de X (definido em (2.15)) o aberto
O, :={te(a,b): (x(t),w)<(T(t),w)} (4.1)
e focamos a nossa atengao no
caso nao — singular tendo O, nao —vazio para algum x(-) € X7,  (4.2)
Note-se que — para aquilo que nos interessa — ¢ indiferente definir o aberto O, a

menos dum conjunto de medida nula, e é dtil. Assim diremos, por exemplo, que O, = (a,b)
sempre que (z (t),w) < (T (t),w) p.q.t. t € (a,b), mesmo quando a fronteira 9 O,, onde
(x(t), w) =(T(t), w), €énao-numerdvel (mas tem medida nula).

O objectivo de (4.2) ¢ excluir das nossas consideragoes trivialidades como a situagao
X% ={7(-)} exemplificada depois de (1.12), em que o nosso problema se esvazia de sentido.
De facto, mais geralmente, sempre que estamos no

co

caso singular (x(t), w)=(T(t),w) YtEa,b Vo()e kX (4.3)
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¢ obviamente impossivel corrigir esta coordenada — para tornar z (-) bang-bang — pelo

que o problema serd, ou nao, soliivel conforme a nossa sorte.
. . . . —bb
Por isso apenas nos interessa o caso nao-singular (4.2), e refinamos os conjuntos X_ e

X (definidos em (2.16) & (2.15)) para

T’ = {CE( ) € x” O, é nao— Uazio} (4.4)
o z()eX’: O, é nao—vazio &
X = . (4.5)
ALPx(t) € {ul(t), ..., u™(t)} p.qt. te€]a,b]\ O,

Em particular, X" consistird nas funcoes z(-) € X que, além de serem sempre menores
do que 7 () (nomeadamente (x(t),w) < (T (t),w) Vit € [a,b]), sdo também estritamente
menores do que T (-) (ie. (x(t),w) < (ZT(t),w)) ao longo do aberto O, que terd de
ser nao-vazio e conter os pontos t onde o operador diferencial L?z(t) (e.g. m’ (t)) nao
¢ extremal. A forma mais simples de mostrar, numa situacio concreta, que X . 75 0 e,
obviamente, se pudermos tomar O, = (a,b); ou seja, se existir algum = (-) € X para o
qual (z(t), w) <(T(t), w) p.q.t. t< (a,b).

Usando estes ingredientes, para os problemas de primeira ordem (i.e. com p =1 em
(2.5)) estudados nesta tese, assumindo a hipétese (2.18) sobre a matriz A°(-) e o vector
w (que é 6bvia no caso LPx(-) = z'(-)), eis o resultado que consideramos como sendo o
principal desta tese:

Teorema 4.1 (Condi¢do necessdria e suficiente para solugées b—fortes bang-bang
w—dominadas ) Seja p =1 e suponhamos que vale (2.18). Entao (usando as definigdes
(4.4) & (4.5) ) wale a caracteriza¢do

b . - . :
X__ nao—vazio & X% nao — vazio. (4.6)

=5 Co

- T 1 —bb
Demonstragao : Por um lado, a implicacdo = em (4.6) é ébvia, porser X~ C X __;
e por outro lado a implicagdo oposta, <, ¢é um caso particular do préximo teorema (ver

(4.13)). O

Observagao 4.2  Na realidade inventdmos quatro definicoes diferentes para X tendo
cada uma vantagens e inconvenientes.

Todas elas permitem demonstrar a implicagio < em (4.6); contudo, ndo consequimos
provar a implica¢do oposta =, logo a equivaléncia em (4.6), usando nenhuma das 8 proximas
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definigoes alternativas o (4.5). Em compensacao, porém, as 3 proximas defini¢des para X
permitem-nos aproximar uniformemente T () por uma sucessio w— crescente de solugdes bang-
-bang (conforme veremos em (4.14) ), enquanto que a (4.5) ndo o permite.

Comegamos pelas duas mais simples defini¢oes alternativas a (4.5) :

o { z()eX”: O, é nao—vazio & }

X = , (4.7)
0.5 {te (b): x() AT () & () 2T (1)}

(ver (3.49) & (3.53) )

e r()eX’: O, é nio—vazio &
X = (4.8)
O, D>{te(a,b): x(t)£&(t)} paraalgum (-)e X"

(ver (3.54) ).

A terceira definicao alternativa o (4.5),

(4.9)

7 _{ () eX?: O, é nao—vazio & }
0, D {t e (ab): (FIn, (1), w) < (x(t), w) < (Fmx (), w)} |

é um pouco mais complicada, na medida em que sé funciona na presen¢a duma hipdtese ge-
ométrica extra: “a fronteira (relativa) do poliedro de controlo

O co{u(t), ..,u™ @)} (ver (2.2)) (4.10)

nao pode conter faces (com mais de um ponto) que sejam ortogonais a w”; i.e., mais
precisamente (ver (3.55) ),

<uj (1), w> = <u; (1), w> = <uk (t), w> = wl(t)=u"(t), (4.11)

(uf (t), wy = {uf (t), w)y =(u" (), w) = u/(t)=u"(t). (4.12)

Note-se que, nas defini¢ées (4.5), (4.7), (4.8), (4.9), o aberto O, nao tem de ser como
definido — a menos dum conjunto de medida nula — em (4.1). De facto qualquer aberto
q.t. contido no aberto (4.1) serve para O,, em qualquer destas defini¢oes para X,
desde que, naturalmente, seja satisfeita a inclusao expressa na respectiva sequnda linha (i.e.
de (4.5), (4.7), (4.8), (4.9) respectivamente). Por isso, uma possivel redac¢do alternativa
para cada uma destas definicoes poderia ter a sua sequnda linha idéntica e a sua primeira linha
substituida por :

“r()e X7 : 3 aberto O, ndio-vazio, onde (x(t),w) < (Z(t),w) ¢.s., para o qual”.
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Em seguida apresentamos dois resultados utilizando estas defini¢oes alternativas para X

Teorema 4.3 ( Condicdo suficiente alternativa para solugées b—fortes bang-bang
w—dominadas ) Suponhamos que a hipdtese (2.18) € satisfeita e que p = 1. Seja X°_
definido como em (4.5) ou (4.7) ou (4.8) (ou mesmo (4.9) desde que exista algum
()€ XY tal que (4.11) & (4.12) sejam satisfeitas p.q.t. t € [a,b]\ O, ).

Entao

—5 co —bb

X__ nao—vazio = X__ nao —vazio. (4.13)

Teorema 4.4 (Sucessdo w—crescente para 7 (-) de solugées b—fortes bang-bang )
Seja p=1 e suponhamos que vale (2.18).

Se existir algum x(-) € X°_ tal que a hipdtese geométrica (4.11) & (4.12) ¢ satisfeita
p.gt. t € [a,b]\O,, sendo X definido (ndo como em (4.5) mas sim) como em
(4.7) ou (4.8) ou (4.9), entao T(-) pode ser uniformemente aprorimada por uma sucessao
w—crescente de solu¢ées b— fortes bang-bang, i.e.

3(#0)cq (@) -T0) & i
((Z"(),w)) 7 ( ), w), uni formemente.
Demonstracao (dos teoremas 4.3 e 4.4): (a) Sejam (ver (2.8), (2.2), (3.49)
& (3.53))
y():=(T(), w (4.15)
pl()i=(u! (), w)y, j=1..,m (4.16)
Tovw () =(T5 (), w), Tope () = (T5% (), w). (4.17)

Utilizando (3.10) para definir o produto cartesiano A™ := A x ... X A e a sua restri¢do

Am:{()\l, e AT) () eA™ i)\j(t)l q.s.},

fizando T (-) € X% e pondo

_ _ (4.18)
O :=0; (como em (4.1)), y()=(2(), w)
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entao claramente

5 (Xl, Xm> (en: LPE@H) =) Nt uit) g, (4.19)
logo (LPT(t), w) =LY (t) = Z % (t) p? (t) p.q.t. t€la,bl].

Considerando a situacdo de (4.9) temos, por (3.3),

€ {Tovw (1), Taow (1)} Vi€ la,b]\O,
de modo que, por (3.49), (3.53), (3.6) & (2.3),
cry(r) e {L2mmn, (1) L2 (0} C

c{pt®), .., @B}  gs. em [a,b]\O;
o que implica, por (4.19), (4.11) & (4.12),
LPT(t) € U™ (t) p.q.t. t€la,b]\ O, (4.20)

sempre que O & definido como em (4.18) ¢ X como em (4.9).

Assim, de forma a termos um 7 () € X" conforme pretendido em (4.13), usando (4.9),
basta definir

T(t):=x(t) em cada t € [a,b]\ O (4.21)
para obter, por (4.20),
LPT(t) € U (t) p.gt. t€la,b]\O,
yt):=(x (@), w) <7(t) Vtela, b\ O; (422)

e entdo basta em seguida (recordando (2.13) & (2.16))

estender este T(-) a O de modo a satisfazer :
LPT(t) € U (t) p.qt. teO, (4.23)
yt) <7t Vte O,

usando a hipétese no lado direito de (4.13), nomeadamente, por (4.18) & (4.1),

y(t)<7(t) p.qt. t€O. (4.24)
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Por outro lado, usando, em (4.21), O := Oz definido como em (4.18) ¢ X como em
(4.5) ou (4.7), obviamente (4.22) ¢ de novo verdade. Portanto, mais uma vez, s6 precisamos
de (4.23) aplicando (4.24). E se quisermos usar, em vez de (4.7), a definicao (4.8) para
X , entao evidentemente temos

LPT(t)=LPE(t) € U™ (1) p.qt. t€la,b]\ O,

de modo que, usando (4.21), novamente (4.22) nos conduz a (4.23) utilizando (4.24).

(b) Esta parte é dedicada a provar, finalmente, que
(4.24) implica que é possivel (4.23). (4.25)
Para simplificar a notagao suponhamos, sem perda de generalidade, que
O = (a,b) em (4.24). (4.26)

De facto, uma vez mostrado (4.23) para este caso especial O = (a,b), entdo o caso geral de
qualquer conjunto aberto O pode ser provado de forma semelhante: basta aplicar a mesma
receita a cada um dos intervalos maximais (a;,b;) que formam O.

Comecemos entao a demonstracao de (4.25) considerando (4.26). Tal como em (4.19),
3 (Xl, X’”) (Ve : LPEM =S N(®) () qs..

Jj=1

Recordando (3.7) & (3.8) entdo claramente, para quase todo ¢ € [a,b],
g(t) == p5 () = ps (t) 2 0; (4.27)
e usando este ¢ () definimos o funcional linear
b
G:A—-R, GO()):= / e g () A(t) dt (ver (3.10)). (4.28)
Por (3.48) & (4.27),
INC)EAN: LPY({)=p, () +X(t) g(t) p.gt. t€la,bl; (4.29)

e, usando (4.28), acada z(-) € X corresponde um tinico

AHyeA={x()eA: GOA())=G(A())}. (4.30)
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De facto, analogamente a (4.29), de novo (3.48) garante a existéncia de um A (-) € A para
o qual
(L7 (t), w)=p; O+AD) g(t)  pat telab, (4.31)

este A(-) estd em A, por (4.30), (4.28)& (2.11), e definimos A(-) :=1 onde g(-) = 0.
Podemos entao definir a fungao linear

X7 =7 T@()):=A() satisfazendo (4.31). (4.32)

Defina-se

A =T(()). (4.33)

Considerando o conjunto aberto
O:={te(ab: Fi) <y} entao (4.34)
(4.18), (4.26) & (4.5)  dao ‘ o ‘ S (4.35)

o o - : ~ —5bb
Para atingirmos o nosso objectivo (4.23) em (4.25), vamos entdo construir um z () € X

(lembremos (2.1) & (2.16) ), nomeadamente um

f()AE xrd . 7(a) if(a) _& z)=7(b) & (4.36)
LPT()eU(t) & yt)<y(t), ¢g.s.em (a,b).

Para simplificar ainda mais a notagdo (além de (4.26)), novamente sem perda de
generalidade vamos supor que

O = (a,b) em (4.34) & (4.35) . (4.37)

De facto, uma vez construido z(-) em (a,b), supondo (4.37), para tratar um qualquer
conjunto aberto O satisfazendo (4.35), comegamos por definir

(\):=x(") no conjunto fechado nulo [a,b]\ O;

)

e entao tal construcdo em (a,b) pode ser facilmente adaptada para, de forma anédloga, construir
7 (-) em cada um dos intervalos maximais (a;,b;), ¢ € N, que constituem O.

Para construir 7 (-), comegamos por decompor o intervalo aberto (a,b) onde, por (4.37),
a desigualdade estrita em (4.34) se verifica, i.e.

y(t) <y(t) Vte (a,b), (4.38)
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numa quantidade enumerdvel de subintervalos (ay,bx) definidos por

ap :=by = “T“’ e, para k=1,2, ...,
.__ ata . bitb
App1 = =5~ & bry1 1= 25—

Obtemos assim sucessoes convergentes estritamente monétonas

(ar) \\ a & (by) /b, com
U laxsr, ) = (a, a;b) ; U @ s besa] = (a;b ,b) : (4.39)
k=1 k=1

Afirmamos primeiro que

rt()exrd . z21():=2() em [a,b]\ (b1,b),
ﬁpxl (t) e U (t) q.s. em (by,by), (4.40)
yl () = (z'(t), w) <7 (t) Vte (ab).
De facto, construimos um tal z!(-) comegando por definir z!(-) como na primeira linha

de (4.40). Depois decompomos o subintervalo [b;,by] em N subsubintervalos de igual
comprimento, usando os pontos

by — by

b :==by+/{ ¥

(=01,.., N,
onde N € N ¢é escolhido suficientemente grande por forma a termos, por (4.27) & (4.38),

0< [,e"®g(t)dt < min (eng(t) (7—-9) (t)>
te([by ,ba]

(4.41)
VIC[bl,bQ}Z |I|S%,

e afirmamos que, para ¢ =1,2,..., N,

To ()€ X 2 () =T em [\ (7 5),
Lrat(t) e U (t) gs. em (b 1, 1), (4.42)
y ) = (z"(t), w) <y (t) Vte (ab).

Com efeito, consideremos primeiro o caso £ = 1; e construamos um tal z!! (), comegando
por defini-lo como na primeira linha de (4.42) para ¢ = 1; em seguida aplicamos o teorema de
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Liapunov 1.2 por forma a obtermos conjuntos mensuraveis E}, ,..., /7 C [b),b}], com fungoes
caracteristicas AJ; (+) := Xpy (1), s M1 () == Xpp (), satisfazendo (ver (2.49)& (4.19))

/ Z)\ ) oy () Ayo (8) u? () dt = /b X](t) oo () Ayo (1) w? (t) dt;

e finalmente definimos, em [b),b]] (ver (2.49))

w1 (1) 1= S (1) [~ 08) + [ 0 () 2up (1) 3 A (1) 00 ()

=1

y't(t) = <x11 (1), w> )

Usando (4.32), seja A (-):==T (2''(:)). Entdo, por (4.27)& (4.41), para t € [bY,b}],

()=
Y(rydr —&-fblo e"g(T)g(T) X(T) dT—fat 6”9\(T)g(7') A7) dr <

a

enﬁi(t)( () -7y
fbo enA(T)g( ) A

< min (e”A(t) (y—7) (t)) - fb10 e g (1) (X—X) (1) dr <0,
te[by ,ba] @
i.e. y't () <y (t) Vte [b),b)].
Mostréamos entao o caso especial ¢ =1 de (4.42). Para ¢ =2,...,N a prova é analoga, pelo

que estd completa a demonstragao de (4.42).

Afirmamos agora que, para k=1,2,...,

Jab()exnrt: 2t ()=2() em [a,b]\ (br,bes1),
Lrak(t) e U (t) qs. em (bk,bkﬂ), (4.43)
y*(t) = <xk(t),w> <y(t) Vte (ab).

De facto, para k = 1, apés definirmos ! (-) como na primeira linha de (4.40), basta definir
't (t) = (1) para t € [bf_l,bf], (=1,2,.., N,

e usar (4.42); enquanto que para k = 2,3,... o raciocinio é semelhante. O caso especial
k=1 de (4.43) é o nosso inicial (4.40), o qual j& mostramos.
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Afirmamos agora que, para k=1,2,...,

Ja7F()exr?: a7()=3() em [a,0]\ (ars1,an),
LPx= k) eU™ (@) qs. em (api1,ar), (4.44)
yR) = {(x7* (), w) <y (t) Vte (ab).

De facto, a estratégia é a mesma que foi utilizada para mostrar (4.43), depois de provar uma
afirmacdo semelhante a (4.42) com (af,a{ ') em vez de (b{',bf).

Finalmente, para demonstrarmos (4.36), “colamos” as fungoes em (4.43) & (4.44) (usando
(4.39) ) através da defini¢ao:

zk(t)  para t € |by,bpa], k=12, ..
7 F(t) para t € lap,a), k=1,2, ...

Consequentemente, mostramos (4.36) e (4.25).

(c) Para provarmos (4.14) basta considerar a sucessao
1 1
~h _ ~
Vi=(1-= V= F().
()= (1-7) 7O+ 5 70
De facto, considerando a construgao anterior para 7 (-), e adaptando-a a
zh () para h=1,2,3, ..,

obtemos, usando (4.11) & (4.12), uma sucessao

(fh()) —Z(-), com (<§3\h(),w>) AT (), w), wuniformemente. O

Finalmente, o tdltimo resultado deste capitulo dd-nos uma melhor aproximacao, desde que
assumamos uma hipétese adicional mais forte: a possibilidade de encontrar uma “reordenacao
produto” dos controlos w’ (-) em (2.2), ou seja, assumindo que é possivel, reordenando os
controlos, escrevé-los na forma ordenada

wl () <u?(t) < ... <u™(t) q.s., mno sentido que (4.45)

ul () <wu?(t) < ... <u™(t) g.s. Yie{l, .., d}.
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Neste caso, redefinimos (2.15) pondo
X2 ={z()eX”: z({t)<T(t) Vtelab]},

usando a mesma definicdo de < que em (4.45), e redefinimos (3.54) & (4.1) da seguinte
forma:

xet=A{x()yexrt: crz(t)e{u'(t),u™(t)} q¢s.}
O, ={te(a,b): x(t)<T(t)},

onde z(t) < T(t) significa x;(t) < T;(t) Vi € {1, ..., d}. Além disso, adicionamos uma
hipé6tese extra a (4.45):
ou ut (t) < u’ () ou entao ul () = u’ (t), (4.46)

ou wl (t) < u™(t) ou entao wl (t) =u™(t). (4.47)

Teorema 4.5 (Sucessdao produto—crescente para 7 (-) de solugoes b—fortes bang-
-bang ) Admitamos que a hipdtese (2.18) € satisfeita para qualquer elemento w da base
candnica de R? e seja p = 1. Suponhamos ainda que existe algum x (-) € X (definido como
em (4.8) ) tal que (4.46) & (4.47) sao satisfeitas p.q.t. t € [a,b]\ O, & Vje {1, .., m}.

Entao T(-) pode ser uniformemente aproximada por uma sucessao produto— crescente de
solugoes b—fortes bang-bang :

3(z"()) c x", (z" () /=Z() uni formemente. (4.48)
(Nota: A hipdtese (4.46) & (4.47) s6 faz falta para construir " (-) com h>1.)
(Em (4.48) ' significa que a sucessao (Z"(-)) — além de convergir — cresce
pontualmente no sentido (4.45).)

Demonstragao : A demonstracao deste teorema é semelhante & do teorema 4.4. [J
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Capitulo 5

O caso mais simples: a derivada no
plano guiada por dois controlos

5.1 Motivacao pragmatica para aprofundar o estudo deste
caso mais simples

E claro que os resultados do capitulo anterior s6 podem ser aplicados nos casos em que a
—co L, o~ . , .
classe X — recordemos (4.6) & (4.5) — ¢é ndo-vazia. Porém, dados quaisquer controlos
jectivo deste capitulo é clarificar esta questao, apresentando condigoes necessdrias, e condi¢oes
suficientes, para a aplicacdo da nossa versao (4.6) do teorema de Liapunov no caso mais
simples nao-trivial, nomeadamente no caso em que

, ~ .. —5co , -, .
especificos (como em (2.2)), nao é claro, a priori, se a classe X é, ou nao é, vazia. O ob-

LPzx()=z"() em (2.5) (5.1)
eem (2.2) temos apenas m =2 controlos no plano R?, (5.2)
sendo w= (1,00 e O,=(a,b) na definicio de X em (4.5). (5.3)

Além disso, apenas admitimos, em (5.2), pares u!(-),u?(-) € L' ([a,b],R?), de controlos
cuja diferenga (u? —u')(-) tenha segunda coordenada igual & primeira multiplicada por um
factor integrdvel ; ou seja, exigimos que o vector definido pela aresta do nosso “poliedro” de
controlo (agora degenerado num segmento de recta) satisfaga a condigao de integrabilidade

(W —u) () =u(®) (1, f(1) @s., (5.4)
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para algum wu(-) >0 qs. em L'(a,b) & algum f(-) em

(5.5)
Fi={f()eL'(@b): (f u)()eL (ab)}.

Além disso, associamos a cada f(-) € F (como em (5.5)) a nova classe de fungoes

G ={g()eWy" (la,0]): g()#£0 & (f-g")() €L (a,b)}. (5.6)

5.2 Condicao necessaria e suficiente para existéncia de
solucoes relaxadas estritamente w—dominadas

Teorema 5.1 (Condicdo necessdria & suficiente e contra-exemplo) Dadas f () &
Z(-), como em (5.4), (5.5), (2.8) & (2.6), pelo que

2t () 4 30 - (1 1) g0 7
acontece que a classe
X\{zZ ()} (resp. X)) ¢é nao—vazia  see s6 se (5.8)
3G,(0€G: 7,020 (resp 5, ()>0 gs) & (5.9)
/f Dt =0& —[u- (1-X)] () <7,/ ) < [u-X] (@) gs..  (5.10)

Em particular, da condi¢ao necessdria seque um contra-ezemplo (independente de T (-) )
envolvendo essencialmente as fungoes mondtonas f(-) € F:

b
f(-) mondtona q.s. & / 1/ ®)dt>0 = X% =0 (ver (45)) (5.11)
(ou, mais precisamente, 3 uma fun¢do mondtona f(-) = f(-) q¢s & ff |f’ (t)|dt >0);

f () estritamente monétona q.s. = X - N\{Z()}=0 (ver (2.15)). (5.12)
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Demonstragao: Consideramos qualquer
T()eX\{z ()} (ver (2.15)), de modo que (5.13)
?X( ) € L™ (a,b) : Xt €[0,1] g¢s. & (5.14)
() =ul(t) + M) u(t)- (L, f(t)) g¢s
Subtraimos A (¢) u (t) = & (t) — ul (t) de () u(t) =7| (t) — ui (t) e obtemos
() :/ (z! — 7! (1) dT/ (X—X) (r) u(r) dr. (5.15)

Em seguida subtraimos 7} (t) = wug (t) — f(¢) ui (t) + f () Z1(t) de TH(t) = ug (t) —
f (@) gll (t) + f(t) T (t) e integramos de a a b para termos (5.9)& (5.10), uma vez
que A(t) € [0,1]. Assim provamos (5.8). O

5.3 Condicoes suficientes parciais para existéncia de solucoes
relaxadas estritamente w—dominadas

A igualdade no lado esquerdo de (5.10) conduz-nos as seguintes definigoes

f)eF: dg, ()G, com g¢g,(-)>0

PR EAY f()b e 1) (5.16)

& L) g (1) di=0

fyeF: dg, ()€ G, com g,(-) >0 q.s.

Ftt= 0 s0) J , s0) . (5.17)

& [, f@) g/ () dt=0

Note-se que, relativamente a (5.11), o que se prova é que, mais precisamente,
b

f(-) mondtona q.s. & / lffdt>0 = f()¢F+tH; (5.18)

e o préximo resultado é uma espécie de “reciproca” de (5.18):
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Proposicao 5.2 (Densidade de F** em F)
Fr+ é um subconjunto denso de F (5.19)

ou, mais precisamente, a subclasse F,. das funcoes em F seccionalmente constantes gq.s.
(ver (5.5)) satisfaz:

Fpe C Ftr+ & Fpe €édensoem F. (5.20)
Demonstracao : Seja f () € Fpe e
fPe() seccionalmente constante com f(-)=fP() q.s.. (5.21)

Entéao, considerando a unido O dos interiores (a;,b;), i € I, dos intervalos onde fP¢(-) é
constante, definimos

(b —t) (t—a;) para te€(a;,b;) & 1€1

9(t) = { 0 para t € [a,b]\ O; (5.22)

e obtemos

/ Fgwda = 3 algb)—g@)] = 0.0 (5.23)

Nas seguintes proposicoes apresentamos algumas condigoes suficientes parciais para a
existéncia de solugoes relaxadas estritamente w—dominadas. Sao parciais no sentido em que
apenas garantem que se verificam (5.9) e o lado esquerdo de (5.10).

Proposigao 5.3 ( Condicdo suficiente parcial )

a+b
2

fOeF & /bf(t).tdt:/bf(t) dt = f()eF*t. (5.24)

(Exigéncia em f(-): o factor t deve poder ser substituido pela média ‘ITH’ )

Demonstragao: Basta definir ¢ (t) ;== (b—1t)(t —a). O
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Proposigao 5.4 ( Condigcdo suficiente parcial )
Seja h () uma qualquer fungdo lipschitziana mndo-negativa satisfazendo h(s) = 0 &<
s =0.

Temos
f() e W ([a,0]) =>/ F@) (h(f20))" dt = [f (a) = f ()] -k (fO), (5.25)
em particular fl@=fb)£f() = f()eF* (5.26)
e fla)=f®)#f1) pat-te(ad) = f()eF T, (5.27)
onde fO(t):=f(t)—fY @)~ f(a) (#0 gs. nocaso (527)) (5.28)
com f(t):= Z:Z [f(b) = f(a)] & h(f°):= bia / h(fo(t)) dt. (5.29)
Além disso, o valor do integral em (5.25) ndo muda quando adicionamos a f () qualquer
fre(t) :=c¢; parate€ (a;,b;), Yiel, com (¢) limitada CR, (5.30)
onde U(ai,bi) =0:={te(ab): h(f°@t))>0}. (5.31)
De facto,
/(f+fpc)(t) - (h(fP®)) dt = [f@) = f®)] - R(fO), (5.32)
em particular [ (a) = f(b) # f(t) gq.s. =  (f+fP)()eFtt. (5.33)
Demonstracao : Definimos
g():=h(f°C)) (>0 g.s. nocaso (5.27))
e obtemos:

g()eWy ([ab]) &  fO=fl@+fT()+f0)
fP@=0 & f70)=f0)-fla & [f'a)=0=f"(0)

|O|=b—a no caso (5.27)
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P g ) dt =
= [V f(a) g' (t) dt+ [0 (8) g’ (t) dt+ [0 fO(t) g' (1) dt =

=0+ [f(a) = f ()] - h () +0,
o que mostra (5.25) e consequentemente (5.26) & (5.27). Por outro lado,

JLfre@) - (o)) dt =X [ e (h(f0(1)) dt =

il

=2 i [h(fO(b:)) = h(f%(a:))] =0,

i€l

pelo que obtemos (5.32). O

A seguinte proposi¢ao é um caso particular da anterior.

Proposigao 5.5

FOEW (et = [ 10150 d=F@-fO L 630
em particular fl@=fw£f¢) = f(eF* (5.35)
e fla)=f®)#f{) pat-te(ab) = f()eF*H, (5.36)
onde fO(t):=f(t)—fY )~ f(a) (#0 gs. nocaso (5.36)) (5.37)
com (1) = 2 [/ (1) ~ f (0) &W::ﬁ/@ ool a (539

Além disso, o valor do integral em (5.34) nao muda quando adicionamos a f (-) qualquer

fPe(t):==¢ paratée (a;,b;), Viel, com (¢) Ulimitada C R, (5.39)
onde U(ai,bi):(’):: {te(ab): |fO®t)]>0}. (5.40)
De facto,
b S
[usre - loae - F@-fo) - TL G

em particular — f(a) = f(b) # f(t) g.s. =  (f+fP)()eFtT. (5.42)
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Demonstracao : Apesar de evidentemente podermos seguir a demonstragao da proposicao
5.4, apresentamos a seguir uma outra demonstracao valida neste caso particular.

Definimos
fOT () ==max {f°() 0} & f°7():=max {-f°(), 0}, (5.43)
g() =127+ =1f"¢)| (>0 gs.nocaso (5.36)) (5.44)
Ot:={te (a,b). o) >0} = U (a;",5;") (5.45)
O ={te(ab): —f'(t)<0}= ‘U (a;,b7), (5.46)
e obtemos: :
g()eWg (ad]) & fO=f@FFTOFTO-070) (5.47)
FPO=r0-10 & [0 =0 (5.48)
fl(a)=0 &  f()=f(0)—f(a) (5.49)
& [0 (a)=f"(a) =0=f%(b) = f° (b)
oT'no =0 & |OtUO"|=b—a  nocaso (5.36) (5.50)
S P (@) g' (1) dt =
=" f(a dt+ffaf g'(t) dit+

+fo+f0+()f0+/ dt—fo fo fo /<> =
=0+[f(a) = fO)]- 1/ +
+ Z fb+if0+(t) dt — Z fll ddtfo 2(t)2 dt =

el + i€l —

=0+[f(a) = F(®)]- [ +0 -0,

mostrando (5.34) e consequentemente (5 35) & (5.36). Finalmente, como

JrFre() - 10 ( ;f ci- 1Ol (
:iezlci-uff)(bi)!—u (a:)|] =0,

vale (5.41). O
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5.4 Condicao suficiente para a existéncia de solucoes b—fortes
bang-bang w—dominadas

Nesta seccao apresentamos o principal resultado deste capitulo, nomeadamente genera-
lizamos a proposigdo 5.3 para polinémios g¢g(-) € G f de grau 27. Para tal, a cada
ve{l,2,..} eacada f(-) € F associamos a

Y Xy —matriz simétrica M/ (5.51)
cujas entradas, com k:=i+v e i & ve{0,1,..,v—1},

(k+1)!

wo.__ k
Mj" = (1) ily!

[(k+2) f2 () = (b—a) FD(0)] (5.52)

sao combinagoes lineares de pares de integrais indefinidos iterados de f (-):

t
FO@) = f(t) e FERD () = / fER () dr para k=0,1,2, ... (5.53)
Entao, neste caso especial 2 x 2 — como em (5.2) — eis o resultado principal :

Teorema 5.6 (Condicdo suficiente para existéncia de solugées b—fortes bang-bang
w—dominadas ) Consideremos (5.2), (2.8), (2.6), (5.3), (5.4), (5.5) & (5.7) e suponhamos
que:

M{  satisfaz, para algum i€ {l,2, ..}, Mf” . ]\4f00 < 0 (5.54)

(ou, mais geralmente, ME - MP < (MM (5.55)

(ou, ainda mais em geral, va tem valores proprios f_, B, com B_ - B, <0). (5.56)
Além disso, admitamos que valem as sequintes desigualdades: (ver (5.5) & (5.7))

—ess inf [u-(1=X)]([a,b]) < 0 < essinf [u-X]([a,0]). (5.57)

FEntao

X7 #0,

e portanto (4.6) é aplicdvel por forma a garantir que ?ib # 0.
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Demonstragao: (a) Seja g(-) um polinémio de grau 2 com g(-) > 0 g¢.s.

e g(a)=0=g(b).
Entao, usando os integrais indefinidos iterados de f(:) dados por (5.53), temos

fogo=5 [fogo=5 [17000

donde resulta

—~—
(=
~
—~
o~
N~—
K
—~
~
S~—
U
~
I
(]2
~—
—_
S~—
ES
s
T
T
-
=
—
>
S~—
Q
—
S
+
—
=
—
>
S~—

g =€) - o(t) - o), com ()= (b—1)(t—a), (5.58)

obtemos
g® D (1) = £(t) () () +
+(k+1) & 1) ()™ (1) + kAL (1) (0 )"V (1)

g D 0) =~ (b—a) (k+1) ()" (b) =k (k+1) (0 0)* (b)

i f (@) g (1) dt =

= S DM ) 0- ) S @) (00) )+ 659)
FS D 1) SO 0) (00) 7 )
=1
b 00 o)
/ FO a0 d= S e Y a M, (5.60)
a i=0 v=0
usando (5.52) e o polinémio geral
v—1 k
e (t) == ( ;!b) ap, onde op =% (D) & ag:=¢p(b), (5.61)
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de modo que podemos substituir em (5.59) as derivadas iteradas

y—1
k!
(o @)(k) (b) = 'Zo il O Q.

i+v==k

Mas, usando (5.51), o lado direito de (5.60) pode ser escrito como

/ f)yg')yd = ot M a (5.62)

onde « é a transposta de  «:= (ap, a1, ..., Qy_1).

Claramente a matriz M fw tem -~ valores préprios reais; e existe uma solucao « # 0 para
T
a’l - M - a =0 (5.63)
se e s6 se (5.56) é verdade, como é facil de verificar.

(b) Vamos agora mostrar que a equacao matricial (5.63) tem uma solu¢do a # 0 sempre
que se tem, simplesmente, (5.54). De facto, considerando

vi=1i+1 & a=(ag, ..., ay_1) = (0, 0, ..., 0, i),

ocaso M - M® =0 ¢ trivialmente resolvido (com aga; = 0), enquanto que no caso
M- MY <0 definimos

\/(Moz‘)2 _ M MO0 0
f f f f
;=1 & ap = w : (5.64)

para obtermos, com 0 := \/(Mjﬁ)l)2 — MM,

al . M] - a=a (Mf00a0+2Mfi)+M;i:

_ M . i 00 y
- WeMj‘jf (0+ MY + Mji = Mg@ M M =0,
Mostramos assim que
(5.54) = Ja#0 satisfazendo (5.63).

(¢) Demonstramos que f(-) € F** (ver (5.17)), com um polinémio g¢(-) de grau
2~ satisfazendo ¢(-) >0 ¢.s., g(a)=0=g(b) e (5.10). Entao, definindo
(

2 ()=7"() = g"()(L1, f()), (5.65)
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temos

Observacao 5.7  Para clarificar condigées sob as quais vale a hipétese (5.55) do teorema
5.6, t.e.
ii 00 0i) 2
Mgt M < (M)

comecamos por, usando o valor-médio

b
m; ::bia / £t) dt.

definir as classes

Fi={f()eF: my=0 & M{=r}. (5.66)
Note-se que no caso especial MJPO =0 temos a inclusao
Fy C FHt (5.67)
Finalmente, mostramos que

fFOeF & AF()eFPUFY  FgeR\{0}:
FO) =my + qr-F(),

o que conduz, juntamente com (5.67), a sequinte simplifica¢do: como

(5.68)

F@) g () dt=0 & [TF@#t) g (t) dt=0, Vg()eG,,

entdo, para garantirmos a existéncia de g (-), podemos, em vez de todo o F, focar a ateng¢ao
apenas em JF.
Para provar (5.68), basta definir

0! f() —my 1, se M{®=0
Ji= =t g=
qr d M, se M #0,

obtendo-se my=0 & MJ?O € {0, 1} e consequentemente f(-) € FLU FY.
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Observagao 5.8 No que respeita as desigualdades em (5.57), o que realmente faz falta é
que
—fu-(1=XN)]@®) < ¢'(t) < [u-A](®) pattelab] (5.69)

(ver (5.10) ) ou, mais precisamente, a possibilidade de encontrar um polindmio nao-constante
o (-) de grau v—1 tal que, definindo

gt):=¢&@) - w(t) - @), com &(t):=0-1)(—a),

entao g'(-) satisfaz (5.69) e o vector nao-nulo « formado pelos coeficientes de Taylor de
©(:) (como em (5.61)) é solugdo da equagdo matricial bilinear

Finalmente, usando (5.4), (5.5) & (5.17) para definir a nova classe
Frr={f()eF**: werifica—se (557) ou (5.69)}, (5.70)
obtemos, devido a (5.8), (5.9), (5.10) & (4.6),

Fit40 o X7 #0 (ver (45) = X £ (5.71)

5.5 Exemplos de aplicacao

Nesta sec¢ao comegamos por mostrar que podemos sempre, subtraindo uma funcao afim a
qualquer f(-) € F, transformd-la numa fungao

fo()eF CcFT ou fl ()eF) ou ]7_1 ()e F°. (5.72)

Para terminar a seccdio — e a prépria tese — apresentaremos alguns exemplos de fungoes
polinomiais que nao satisfazem (5.54) mas que verificam (5.55). Assim como um exemplo
no qual (5.55) ¢ falsa mas vale (5.56).

Para mostrar (5.72), temos, usando (5.66),

FOEF = fo()i=f()=my—MP - ¢()eF)CF*H,
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onde P (t) = (bi!a)g’ (a—2|—b —t) e FY;

=0 —my—(MP=1) - o()eF
e Ja()=r0)=mp = (MP 1) - () e FY
De facto, claramente M;” = 0; enquanto que

B (_1)i+1/ (b_a)i+u 3|
Y (v +2)(i+r+3)ily!

pois ' () =3 T D) ,

. 2 . 2
b _ 7 B b _ 7
em particular <<(z n ?;) < quz < (( i!a) ) ’

como ¢é f4cil de verificar derivando.

Y (k—=1)(b—a)+2 (b—t)
)3

Notamos também que a fungao £(-) em (5.58) verifica ]\4500 =0, uma vez que

- t—a)" k(b—a)+2 (bt - b—a)**?
O P MR U RS LA R O i
(k+1)! k42 (k+2)!
Finalmente, para r € {2, 3, ..., 8}, com uma constante adequada c¢,, a fungao
r+1)(r+2)(r+3 _
fr(t) :_g(t) ( )( )( ) (t—a) l—CT

(r-1b-a)

nao satisfaz (5.54). No entanto (5.55) ¢ satisfeita, o que garante, devido a (5.64), existéncia
de uma solucado a” = (af,af) # 0 para (5.63). Entao, para r € {2,3,..,8}, f(-) €
FONF++. Com efeito, usando ¢* (t) :=¢, - (t —a)" - (K1),

—(r+3)! (t—a)kH r+1)(b—-t)+k(b—a) A

COWAE iy
fr )= (b—a)™® (k+7) (r—1(k+r+1) - (1)
yiv - CD G DI —a)™ (r 4 3)! [r (i vt 1) — 1]
o vl (i+v+r+3)!  (r—1)
Mﬁ:}Qb—a2r—1 ¢ - 6 (b—a)’(3r—1)

r+4 r—1 (r=1)(r+4)(r+5)
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Mt 3 r—1 (r+4)@Br-1 _,
(M)?* 2 2r-1) r+5 ’

para 2 <r <8. (5.73)

Para r > 8 o quociente em (5.73) é > 1, ndo apenas para i = 1 mas também para qualquer
i. Em particular (5.55) nunca é satisfeita por fo(-); enquanto que de certeza (5.56) ¢é
verificada por fo(-) com v=5, e fo(-) € FTT (ver (5.70), (5.71) & (5.17) ).



Anexo A
Notacao

Este anexo é dedicado a notacao utilizada na tese.

O simbolo V significa “para cada” ou “para todos”.

Y

O sfmbolo 3 significa “para algum(a)” ou “existe pelo menos um(a)”.

(1PN

O simbolo & significa “e

e (.s. significa “quase sempre”.

g.t. significa “quase todo”.

e p.q.t. significa “para quase todo”.

e i.e. significa “isto é&”.

e c.g. significa “por exemplo”.

e AC significa “absolutamente continua”.

e EDO significa “equacao diferencial ordindria”.

e := significa uma definicao; as vezes usamos =: para denotar que é o lado direito que
estd a ser definido.

e = significa uma fungao constante.

e Usa-se oo em vez de +oo; e define-se oo x 0:=0=:0 x oc.
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ANEXO A. NOTACAO

Sejam (ay), (bx) duas sucessoes de nimeros reais, e sejam a,b € R. A notagao (ax) \, a
significa que (ax) ¢é decrescente e converge para a; analogamente (by) /' b significa
que (by) é crescente e converge para b.

(-,-) designa o produto interno canénico em R¢.

Dado w € R?, denota-se por |w| a norma euclidiana de w.

Dada uma d x d—matriz M, isto é uma matriz com dimensao d X d, denota-se por:
o det M o determinante da matriz M ;
o M~! ainversade M;

o MT a transposta de M.

() designa o conjunto vazio.

Dado um subconjunto Lebesgue mensurdvel A de R? denota-se por | A| a medida
de Lebesgue de A.

Dados dois conjuntos A e B:
o A\B:={s:s€A e s¢ B};
o AXB:={(s1,52):51€ A e s9 € B};

o AC B (assim como B D A) significa que cada elemento de A ¢ elemento de B.

Dado um subconjunto A de R,

o Orq A ¢é a fronteira relativa de A;
o coA é o invélucro convexo de A;

o co A é o invélucro convexo fechado de A.

Dado um subconjunto A de R, y,: A — R ¢éa funcio caracteristica de A definida
por
1 se s€A
Xa(s) =
0 se s¢A
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e Dada uma funcio f:R? — (—o00,00], define-se o seu epigréfico epi f por

epi f :={(v,a) ERxR: f (v) < a}.
e Dados dois conjuntos X e Y nao-vazios:

o a multifuncdo que a cada = € X faz corresponder um subconjunto F'(x) de Y ¢
denotada por F': X =2 Y;

o o grafico da multifungao F' ¢é o conjunto definido por
graf F:={(z,y) e X xY :ye€ F(x)}.
e Dado um subconjunto aberto € de RY,

o 0§ é a fronteira de §2;

o Q éofechode Q;

o C%(Q) éo conjunto das fungoes reais k vezes continuamente diferencidveis definidas
em €2, com k>0;

o (9 (Q) é o conjunto das fungoes reais uniformemente continuas definidas em 2 ;

o se, no ponto ¢ € €, f:Q — R admite derivadas parciais % (c), i , d,

—1,..
entao o gradiente de f(-) no ponto ¢ é V f(c):= (8‘9—3{1 (c), ..., 59_;; (c))

e Dado um intervalo [a,b] C R,

L' (a,b) ¢ o espago de Lebesgue usual das (classes de equivaléncia das) fungoes
f :]a,b] — R Lebesgue integraveis;
L
L

(la,b] ,R?) & o espaco das funges f : [a,b] — R?, cujas componentes f;(-) €
(a,b), 1=1,...,d;

o L*(a,b) ¢é o espago de Lebesgue usual das (classes de equivaléncia das) fungoes
: la,b] — R essencialmente limitadas ;

f
o Whl([a,b]) ¢é o espago de Sobolev usual das fungoes f : [a,b] — R que estdo em
L' (a,b) e cuja derivada fraca f'(-) estd em L' (a,b);
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o WP ([a,b]) ¢ o espago, definido por recorréncia, das fungoes f : [a,b] — R que
estaoem L' (a,b) e cuja derivada (fraca) estd em WP~ 11 ([a,b]), peN, p>2;

o WP ([a,b],R?) & o espago das fungdes f :[a,b] — R? cujas componentes f;(-) €
Werl(la,b]), i€{l,..,d}, peN;

o W, ([a,b]) é o espaco das funcdes absolutamente continuas f : [a,b] — R que
verificam f (a) =0 = f(b).
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