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Resumo

Desenvolveu-se uma teoria baseada em resultados assintéticos para:

e modelos colectivos multivariados da forma

N
S=>X;
=1

onde os Xy, ..., X;,...sa0i.i.d. e independentes de N que tem distribuicao

de Poisson;

e familias estruturadas de modelos em que a cada tratamento dum modelo
base II corresponde um modelo colectivo multivariado. Estuda-se a accao

dos factores de II sobre os modelos de familias.

Os resultados obtidos aplicam-se a situagoes em que as amostras sao grandes, o
que na pratica sucede muitas vezes. Uma tal situagao é a dos incéndios florestais
em Portugal Continental. Para esse efeito o territério encontra-se dividido em
cinco regioes o que justifica a abordagem através de familias de modelos. Os
factores que se tinham eram, além da regiao, o ano ja que se pretendia analisar

a evolucao temporal de
e N - nimero de fogos por ano e regiao,
e T - area total ardida por ano e regiao,

nao se detectando qualquer evolucao na gravidade do problema.

v



Abstract

Title: ” Asymptotic Results for Structure Families of Collective Mo-
dels. Application to forest fires in Mainland Portugal.” We developed a

theory based on asymptotic results for:

e multivariate colective models
N

S:ZXi

i=1
where the X4,...,X;,... are i.i.d. independent from N that has a Poisson

distribution;

e structured families in which, for each treatment of a base design, we have a
multivariate collective model. The aim is to study the action of the factors

in IT on the models of the family.

Our approach holds for situations in which we deal with large samples, which
is quite often the case. One such situation is that of forest fires in Mainland
Portugal. There are five regions for forest fires control so we were led to consider
a structured family with a model per region. Besides regions in II we had a time

factor with a level per year. Since we were interested in studying the evolution:
e N - number of fires per year and region,
e T - burned area per year and region.

No significant evolution was found.



Simbologia e Notacoes

.1.d.

numero de fogos

area total ardida

independentes e identicamente distribuidos

vector (letra mintdscula a negrito)

vector aleatério (letra maitscula a negrito)

matriz (letra maidscula a negrito)

modelo de efeitos fixos

conjunto dos nimeros reais

soma directa ortogonal de sub-espagos
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D(ry,...,7%) matriz diagonal cujos elementos principais

sao as componentes de ry, ..., 7
A =[a¥ ---  a¥] matriz com vectores coluna af,---  a”
A = [a;] matriz com elemento genérico a;;
car(+) caracteristica duma matriz
det(A) determinante da matriz A
Al transposta de A
At matriz inversa de A
P. matriz ortogonal padronizada r x r
M+ inversa de Moore-Penrose da matriz M
I, matriz identidade de ordem k

vil



0, m matriz de ordem n X m com elementos todos nulos

0 vector com componentes nulas

1, vector cujas componentes sao unitarias
\Y% sub-espaco

\Ves complemento ortogonal

MPO matriz de projeccao ortogonal

f.gm. funcao geradora de momentos

AJCS algebra de Jordan comutativa de matrizes simétricas

AJC  algebra de Jordan comutativa

® produto de Kronecker entre matrizes

R(A) espaco imagem da matriz A

A algebra

viil



grad

Hess

converge em distribuicao para,

quando n tende para +oo

converge em probabilidade para,

quando n tende para -+oo

valor médio

distribui-se como

matriz de covariancia

vector gradiente

matriz Hessiana

distribuicao de Poisson de parametro A

distribuicdo normal de valor médio p e variancia o2

distribuicao do qui-quadrado central com k graus

de liberdade

distribuicao do qui-quadrado com £ graus de liberdade

e parametro de nao centralidade o

X
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos colectivos, ver por exemplo Bowers et al. (1986), Centeno (2003),
Reis (1993) e Grandell (1992), tém desempenhado um papel central na Teoria
do Risco. Esta teoria estuda fundamentalmente a solvabilidade das seguradoras.
Como veremos na aplicacao, estes modelos podem ser utilizados em muitos ou-
tros campos nomeadamente nos fogos florestais. Este alargamento do campo de
aplicagao levou a que se procurasse desenvolver a teoria destes modelos segundo

duas linhas:

e Passagem dos modelos univariados a modelos multivariados,

e Passagem de modelos isolados a familias estruturadas de modelos.

Nesta fase de ampliagao da teoria obtiveram-se teoremas do limite central que
permitem fundamentar a inferéncia, quer para modelos isolados quer para familias
estruturadas de modelos. Nestas os modelos correspondem aos tratamentos dum
modelo de efeitos fixos II. O estudo de tais familias estara centrado na accao dos

factores de II sobre os modelos.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Esta abordagem a familias estruturadas de modelos encontra-se dentro duma
linha de trabalho que tem vindo a ser desenvolvida, ver Mexia (1987), Mexia

(1990), Mexia (1992) e Oliveira & Mexia (2007a) (2007b).

Num primeiro capitulo apresentamos resultados sobre matrizes que nos serao
uteis. Salienta-se a utilizacao de algebras de Jordan comutativas. Estas algebras
foram introduzidas por Jordan et al. (1934) numa reformulagdo da Mecanica
Quantica. Posteriormente foram redescobertas por Seely que iniciou uma linha
de investigacao extremamente proficua no campo da Inferéncia Estatistica Linear.
Ver Seely (1970a), (1970b), (1971), (1977), Seely & Zyskind (1971) e Vanleeuwen
et al. (1998), (1999).

Segue-se um capitulo em que apresentamos os fundamentos para realizar in-
feréncia em modelos colectivos isolados ou integrados em familias. Salienta-se
os resultados sobre distribuicoes limite em que utilizamos uma abordagem que
vem por exemplo apresentada em Lukacs & Laha (1964). A énfase neste tipo de
resultados permite utilizar o facto de, muitas vezes, se trabalhar com amostras

grandes.

Utilizamos ainda outro tipo de resultados limite em que se considera o cres-
cimento nao da dimensao da amostra mas da sua nao centralidade, ver Mexia &
Oliveira (2010). Conseguimos assim interpretar situagoes em que as estatisticas
dos testes usuais tomam grandes valores. De facto é frustrante concluir-se, como
até pode suceder, que todos os efeitos e interaccoes sao altamente significati-
vos como até encontramos na aplicagao que faremos. Podemos agora estimar a

relevancia dos mesmos.



Segue-se o capitulo chave da tese em que comecamos por apresentar modelos
isolados. Como referimos o nosso tratamento destes modelos centrar-se-4 na uti-
lizagao de distibuigoes limite. Para isso admitimos que os vectores de observacoes

sao dados por

N
i=1
onde os X;,... sao i.i.d. e independentes de N que tera distribuicao de Poi-

sson com parametro A. Em particular as propriedades de reprodutibilidade das
distribuicoes de Poisson desempenharao um papel muito importante. Assim sub-
jacente aos nossos modelos estard um processo estocastico de Poisson. No futuro
tencionamos generalizar o nosso trabalho considerando outros processos de con-
tagem, como se faz actualmente para o caso univariado, ver por exemplo Grandell
(1992).

As distribuigoes limite obtidas permitem-nos aplicar as técnicas de Inferéncia
Estatistica Linear quando passamos a familias estruturadas. Neste ponto segui-

mos a mesma orientacao que nos trabalhos atras referidos.

Aplicamos em seguida estes modelos ao estudo dos fogos florestais em Portu-
gal Continental. Nesse estudo utilizamos modelos bivariados sendo as variaveis
ntimero de fogos (IN) e area total ardida (T) consideradas ano a ano e para as
cinco regides Norte, Centro, Lisboa e Vale do Tejo, Alentejo e Algarve em que
Portugal Continental esta dividido. A nossa abordagem permitira estudar a acgao

dos factores Ano e Regiao nas varidveis consideradas.



Capitulo 2

Matrizes

2.1 Matrizes Uniformizadoras e de Projecao Or-

togonal

Seja A uma matriz simétrica de ordem k, existe entao uma matriz ortogonal P
tal que

PAP' = D(ry, ..., %)

sendo D(ry, ..., 7,) uma matriz diagonal, cujos elementos principais r1, ..., ry sao
os valores proprios da matriz A. Se A for definida positiva tem-se r; > 0, j =

1,...,k, estando definida a matriz

que ¢ solucao da equagao matricial

MAM' = I,.

As solugoes desta equacao serao as matrizes uniformizadoras de A. Em par-

ticular Gg serd a uniformizadora directa de A.



2.1. MATRIZES UNIFORMIZADORAS E DE PROJECAO ORTOGONAL 5

Dado um sub-espaco V, seja o respectivo complemento ortogonal V+ tendo

todo o vector z uma particao unica da forma
zZ=2zy+2zyL

onde zy € V([zyr € V1] é a projeccio ortogonal de z sobre V[V1]. Tem-se

ainda

zv =Q(V)z

zyl = Q(V4h)z

com Q(V) e Q(V?1) as matrizes de projeccio ortogonal sobre V e V1. Como

Q(V)zy = zv

Q(VH)zye = zg1
vé-se que Q(V) e Q(V?1) sdo idempotentes. Pode ainda mostrar-se que uma

matriz é MPO se e s6 se for simétrica e idempotente.

Dada {a;, ..., a,} uma base para V, tal que
¢
oo =0,
para i # j e
oyl =1,4,5=1,...,m,
diremos que a base {a,...,a,} é uma base ortonormada. Esta base pode ser

expandida de forma a obter uma base ortonormada {a;, ..., Qm, Qi1 ..., 0}
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para R". Podemos ver que {Q,;1,...,0,} é uma base ortonormada para V+ e

que

com
m
zZy = Z (afz)ay
=1
e
n
ZyL = Z (a)z)a;.
j=m+1
Sejam A = [y, ..., ) e AL = [y, ..., ap)! entdao
AA' =T,

AL<AL)t — In—m
A(ALY = Onx(n—m)a

com 0, , a matriz nula r x s. Assim, é facil ver que Qy = A'A e Qy. = (A1)!AL

sao matrizes simétricas e idempotentes, tendo-se alids

Q(V) = Qv
e
Q(V*) = Qy-.
Como
Qv: =1, - Qy
temos

QvQy: = Qu:Qv = 0pxn



2.1. MATRIZES UNIFORMIZADORAS E DE PROJECAO ORTOGONAL 7

onde I,, é a matriz identidade n x n.

Seja R(U) o espaco imagem da matriz U, assim temos

V= R(QV) = R(At)v

pois tendo
QuA’ = A’
e
A'A = Qy
temos
R(A') C R(Qv)
e

R(Qv) C R(A").
Um raciocinio similar é feito para V+*.

Dizemos que duas MPO Q; e Q5 sao ortogonais se os seus espagos imagem

R(Q1) e R(Q2) forem mutuamente ortogonais.

Suponhamos que
S
t
Q = Zal,jaz,j, [=1,2
j=1

com {ay1,...,q.s} uma base ortonormada para R(Q;), [ = 1,2, vemos que Q

e Q2 sao ortogonais se e sé se
t _ s —
a5, =0,0=1,....8, [ =1,2,
ou seja, se e s se se verificar a igualdade

QlQQ = Onxn-



8 CAPITULO 2. MATRIZES

2.2 Produto de Kronecker

Dadas as matrizes A = [a;;] do tipo 7 x s e B do tipo m X n, o produto de

Kronecker ® destas matrizes é dado pela matriz por blocos rm x sn

anB ce alnB
A®B= :
aB ... a.,.,B

Considerando as matrizes A e B;, j = 1,2 e os ntimeros reais o e 3 tem-se que
1. Em geral A; ® As # Ay ® Ay;
2. (@A) ® (BA3) = af(A1 ® Ay);

4. Estando os produtos usuais A;As e B;B, definidos, entao

(A1 ®B1)(A; @ Bs) = (A1A,) ® (B1By);

5. O produto ® é fechado para alguns tipos de matrizes. Assim, com

tem-se
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Uma matriz ortogonal P = [p; ;] ~ r x r é ortogonal padronizada se

1
pl,l_-"_pl,r_ﬁ-

Representamos por P, as matrizes ortogonais padronizadas r X 7.

Mostra-se ainda que o produto ® de matrizes ortogonais [ortogonais padroni-
zadas; simétricas; idempotentes| d4 matrizes ortogonais [ortogonais padronizadas;

simétricas; idempotentes| respectivamente. Por outro lado

j=1

i=1 =1 j=1
ese as Aj, j = 1,2 sao matrizes n X n invertiveis, entao

(AL A) T=AT"® A"

Dada D(7) uma matriz diagonal em que os elementos principais sao as com-

ponentes de r temos,
D(r1) ® D(r3) = D(r; ® 73).

Dadas as matrizes simétricas M; e M, existem matrizes ortogonais P; e Py

e matrizes D(r;) e D(ry) tal que
P,MP’ = D(r;), j =1,2.

Os elementos diagonais de D(r;) s@o os valores préprios de M; associados aos

vectores proprios que sao os vectores linha de P;, j = 1,2. Levando em conta as
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propriedades 3. e 4. teremos

(Pl ® Pz)(M1 ® M2)(P1 ® P2)t = (P1M1Pi) ® (P2M2P§)

= D('I"l & T‘Q).

Assim, os valores proprios de M; ® M, sao os produtos dos valores préprios de
)

M, e M, e os vectores proprios corresponderao aos vectores linha de (P ®@ Ps).

Como a caracteristica de uma matriz simétrica é igual ao nimero dos seus valores

préprios nao nulos, temos
car(M; ® My) = car(M;) ® car(Ms).

Dado o determinante de M; [My, M; ®M,] ser o produto dos seus valores proprios,
teremos

det(M1 & Mz) = d@t(Ml) X det(Mg)

Para além disso, ver Silvey (1975)
car(A;) = car(A;A}), j=1,2

€ COo1mo

(A1 ® Az) (A1 ® Ay)' = (A1A]) X (ALA))

temos ainda
2

car(A; ® Ay) = Hcar (A;AY) = Hcar

J=1 J=1

[\

2.3 Algebras de Jordan Comutativas de Matri-

zes Simétricas

Consideremos a seguinte defini¢ao
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Definigao 2.1 Algebras de Jordan Comutativas de Matrizes Simétricas (AJCS)
sao espacos lineares constituidos por matrizes simétricas M, v, que comutam, e

que contém os quadrados das respectivas matrizes.

Seely (1971) mostrou que toda a AJCS A tem uma e s6 uma base, a sua base
principal bp(A) = {Qx, ..., Qu}, constituida por matrizes de projecgao ortogonal

mutuamente ortogonais com w = dim(.A). Sendo Q uma MPO pertencente a A

tem-se
w
Q= Z 7;Q;-
j=1
Como Q ¢é idempotente e as Qq, ..., Q, sao idempotentes e mutuamente orto-
gonais tem-se ¢ =0 oug; =1, j =1,...,w. Assim toda a MPO pertencente a

A serd a soma de matrizes da bp(.A). Tendo-se
Q=) Q,
jec

pelo que o espaco imagem de Q serd

R(Q) = Hjec R(Q),

onde H representa a soma directa ortogonal de subespagcos, logo com r(U) a

caracteristica da matriz U tendo

r(Q) =) Q).

jec
Vé-se pois que, se 7(Q) = 1, Q terd de pertencer a bp(A).

Em particular se

1 1
“J,=-1,1 € A,
n n

%J n DPertencerd a bp(A) tomando-se Q; = %Jn e dizendo-se que A é regular.
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Se Z Q,; = I, € A diz-se que A é completa. Se A nao for completa pode
j=1

juntar-se Q+ =1, — Z Q; a bp(A), obtendo-se assim a base principal de uma
_ J=1
nova AJCS A que se diz a completada de A.

Um exemplo simples de uma AJCS completa e regular é a A(n), que tem

{1Jn,1n— lJn}.
n n

como base principal

Sejam
M=) Q
j=1
V;=R(Q,),7=1,...,w
e
C={jia; #7 0}
tem-se
R(M) = H,ecV;.
Como os subespagos V;,j = 1,...,w sao ortogonais entre si, com
9; =7(Q;),j=1,...,w,
ter-se-a

car(M) = dim(R(M)) = Zdim(vj) = anr(Qj) = Zgj.

jec jec jec

w
Dada M = Zanj, 0S aq, ..., 0, sao os valores proprios de M com multi-
j=1
plicidades ¢1, ..., g, logo se A for completa

det (i anj> = Ha?j,

J=1
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visto o determinante duma matriz diagonalizavel ser o produto dos respectivos
valores proprios.
A inversa de Moore-Penrose de uma matriz M é a matriz M™, que verifica as

seguintes condicoes:

e MM'M =M

o M*MM" = M~
o (MM™")t = MM*
o (M*M)! = M*M

Prova-se que esta matriz existe sempre e ¢ tnica, (ver Pollock (1979)).

Considere-se M € A com {Qq,...,Q,} a base principal de A. Como as

Q1, ..., Qy sao idempotentes e mutuamente ortogonais ter-se-a

M* =) 4Q;
j=1

+_ _ +_ -1 .
coma; =0sea;=0eaj =a; sea; #0, j=1,...,w.

Assim as AJC contém as inversas de Moore-Penrose das suas matrizes. Em

particular se M for regular ter-se-a
w
-1 —1
M~ =D 6'Q;
j=1
Estabelecamos a

Proposigao 2.1 Uma AJC A contém matrizes requlares se e so se for completa.
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w
Demonstracao Seja M = Z a;Q; € A uma matriz regular entao
j=1

1\/1_1 = Zaj_le S A,
j=1

bem como
IL,=MM"'=)"Q;cA
j=1
e A sera regular. Sendo A regular com base principal {Qq, ..., Q,} as matrizes
de A com C = {1,...,w} serdo regulares o que completa a prova.

|

Sendo A simétrica n x n com car(A) = [, pode-se ordenar os vectores linha

de uma matriz P que diagonaliza A por forma a ter-se
PMP' = D(ry,...,7,0,...,0)

sendo r1,...,7; os valores proprios nao nulos de M, ter-se-a entao
M =P'D(r,...,7r,0,...,0)P

bem como

M"=PD(, ... r7h0,...,0)P.



Capitulo 3

Inferéncia

3.1 Momentos

Nesta seccao sao apresentados alguns resultados que utilizaremos nos capitulos
seguintes. As demonstragoes podem ser consultadas em, por exemplo Mexia

(1995). Dado que o operador E ¢é linear temos para os vectores médios
E(AX +b) =AFE(X)+b.
As matrizes de covariancia e de covariancia cruzada sao dadas por

AX) = E[(X - BE(X))(X - E(X))]

WX Xs) = B (X — B(X)))(Xe — B(Xs))'],

com p = E(XX'), p = E(X) e iy = E(X;), | = 1,2, podemos reescrever estas
expressoes como

AX) = p— pp!

=

15
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e
AXy; Xy) = B(X1X5) — gy .
Por outro lado é facil utilizar a linearidade do operador E para mostrar que
WAX +b) = AAX)A?
e que

ZXA1X1 -+ bl; AQXQ + bg) = AlﬂXl, XQ)A%

3.2 Funcoes Geradoras de Momentos e de Cu-

mulantes

A fungao geradora de momentos do vector aleatério X™ é dada por
ut
px(u) = B(e" ).

Caso p(u™|X") esteja definida num conjunto aberto contendo a origem é, (ver

Lukacs & Laha (1964)), indefinidamente derivavel na origem tendo-se

0" ox(w) T~ : :
(H? 1 au{l =F HXll = My .. g = Hyjn
= un=0" =1

onde r = Zjl e 3" o vector com componentes ji, ..., jn.
=1
Assim, sendo gradex(u) e Hesspx(u) o gradiente e a matriz hessiana de

ox(u), tem-se

(gradex(u))u=o0 = 1
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~ , . . t L.
Quando X; e X sdo vectores aleatérios independentes e*1*t serd indepen-

t
dente de e*2X2 logo, com

_Xl
X —
_X2
e -
u;
u=
_’l‘ll2
ter-se-a

ox(u) =F (ezfﬂu?xi) = E(e"ﬁXIeuéxg)
= E(e“tlxl)E(BUE)Q)

= px, (u1)px, (uz).

Pode mostrar-se, (ver Wilks (1961)), que esta igualdade é condigdo necessaria

e suficiente para a independéncia de X; e Xo.

Se X; e X, além de independentes tiverem o mesmo ntmero de componentes

obtém-se analogamente

2 .
ox,4x,(U) = E(eutzizlxz>

- E <€utX1€utX2)
2

=TI =Tex (.

i=1
Por outro lado (ver Lucaks & Laha (1964)) as fungdes geradoras de momentos

identificam as distribuicoes e se

ox, (u) — ox(u)

n—o0

teremos
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com Fx, kA e Fx as distribuicoes de X,, e de X. Esta convergéncia da-se para os
pontos de continuidade de Fx. Além disso se Fx for continua, temos devido ao
Teorema de Polya,

Fxn % Fx,

n—oo

u . . N . . .
com — indicando convergéncia uniforme. Este teorema encontra-se estabelecido

no Apeéndice B.

Observe-se ainda que
pax+b(u) = E (e“t(AX+b)> =FE (e(At“)tXert“) = "o (Alu).
Temos também a fungao geradora de cumulantes

x (u) = log(px(u))

sendo facil de veificar que

(gradix(uw))u=o = p

(Hessx(u))u=0 = AX),

e que se X; é independente de Xo, X; (i) Xo,
wXH-Xz (U) = @Dxl (u) + sz (’U,)

A distribuicao F(|f) é reprodutiva em relagao a 6, se com X; (i) X, e tendo
X, a distribuicao F(]0;), | = 1,2, X; + X tem distribuicao F(|@; + 02), vindo

para as fungoes geradoras de momentos e cumulantes

2

o(ulty +05) = [ [ olult)

=1
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Ylulfy +02) = > (ulf).

Usando a equagao aditiva funcional, (ver Parzen (1962)), teremos

(ul@) = 0y (ull).

3.3 Vectores Normais

O vector X" com E(X") = p" e AX") = M é um vector normal regular se tiver

a densidade
e~ 1/2(@—p)' M~ (z—p)

n(z"|p", M) = (2m)n/2\/det(M)

em que M ¢é regular. De seguida vamos obter a funcao geradora de momen-
tos pn(u™|p™, M) deste vector, comegando primeiro pelo caso reduzido e depois

passando ao caso geral.

No caso reduzido em que p" = 0" e V =1, tem-se:

+00 400 71/2mt1n le M
@N(unmn?In) = / / 27‘(‘ n/2 dez

=1
too oo (I w1250 a2 T
- 27T n/2 H Li
=1
xy —21 T
n 4o e_f
I
iy 27
(xiful-)z

n u? 00 5
= | | e2 —dx,-
iy /_ \ 2T

— 622111

— 6511, Inu
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pois os ultimos integrais sao iguais a 1 visto serem os integrais entre —oo e +00

de densidades.

De seguida vamos passar ao caso geral. Sendo M a matriz de covariancia

regular a mesma ¢é definida positiva. Seja G a uniformizadora directa de M,

como

h[[i1 = GgGO (*)
e

det(Gy) = det(Gy),
tem-se

det(Go) = /det(M~1).

Fazendo a mudanca de variavel
' =p"+ Gyl e " —p =Gy le"
com o jacobiano dado por
det(Ggy') = /det(M)

obtém-se

1

+oo +o0 e (@ p)iM—t
oxtulun) = [

0o oo ”/2\/det H i

pois (2" — p™) M~ (2" — pu") = 2H(G, 1 )!'GEGG, 'z = 2tz.
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Assim, prosseguindo, vem
n

t oo Feo Gty —1,ty-1
on(u"[p", M) = e""/ / el(Go )W)z, 52 szZi

=1

= o((Gyh) w0 1,)

_ eutue%utGO_l(Ggl)tu

t 1.t
et u+5u'Mu

ja que por (*) tem-se
Gy'(Gy') = Gy (Gp) ! = (G{Go) ™ = (M) = M.

Vejamos de seguida como se comporta a fungao geradora de momentos no que
diz respeito as transformagoes lineares e independéncia. A densidade n(x™|u™, M)
corresponde a f.g.m. pxn(u"|p™, M). Da mesma forma, se X" tiver a densidade

n(x™|p", M), ter-se-a

P WX +b°) = e p(Whu|u", M)
= "p((Gg")'ul0", L)
_ 6bt'u,ep,’f(Wu)—l—%(W’fu)’fM(Wtu)

(Wp+b)lu+tut(WMWH)u

= €

= (U’ [Wp +b WMW'),

visto

E(WX" +b*) = Wp" + b°

AWX" + b°) = WMW'
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vendo-se que p(u®|[WX" +b*) é da mesma forma que as f.g.m. que se obtiveram
para vectores normais regulares. Assim, o conceito de vector normal torna-se

mais amplo, dizendo-se que X’* com

E(x/s) — H/s

ﬂX/s) — M/

é normal se

1

P(u'|X") = oy (u' |, M) = et wravwMe,

Se M’ for regular, X' terd densidade n(x®|u®, M’) sendo um vector normal
regular (ver Lukacs & Laha (1964)). Se M’ for singular, X'* serd um vector

normal singular, nao tendo assim densidade.

Suponhamos que X; e X, tém vectores médios p, e p,, matrizes de co-

variancia J(X;) e AXy) e matriz de covariancia cruzada nula. Entao

_Xl
X —
_X2
terd vector médio i
231
ll, g
| Mo

e matriz de covariancia

9(X) = [ﬂxl) 0 ] '

0 AXy)

o[l

Assim se X for normal terd, com
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funcao geradora de momentos

1
prut —u' AX)u
px(u) = e 2
2
_ Heuful—kéufﬂxl)ul

=1
2

= H SOXL(’U’D

1=1
e, consequentemente, X; (i) Xo vé-se assim que a nulidade da matriz de co-

variancia cruzada é condi¢ao necessaria e suficiente da independéncia de vectores

com distribuicao conjunta normal. No caso geral é apenas condi¢ao necessaria.

3.4 Convergeéncia em Distribuicao

Nesta seccao usaremos fungoes caracteristicas e integrais de Lebesgue-Stieljes
apresentando a demonstracao de alguns resultados, uma vez que sao menos co-
nhecidas do que as das seccoes anteriores. A funcao caracteristica de X serd

(assumindo que X tem k componentes):

t

Ex(u) = E(eiu X)
= / /R k e XdFy
— //Rk cos(utX)dFX—l—i/.../Rk sin(u'X)dFx

Além disso, é sabido (ver Lukacs & Laha, (1964)) que se

Ex, (1) —— &x(u)

n—o0

temos

X, 23X,

n—oo
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e se
Ex,(u) PR Ex(u)
—400
temos
X, X
60— +o00

Observe-se que se tem

se, qualquer que seja a sequéncia {6, } tal que

6, — +oo,

n—-+oo
se tiver

£xq, () —— &x(u),

n——+o0o

Estabelegamos, a

Proposigao 3.1 Se Xy # X e g(.) é€ uma fungdo continua, temos
—+o00

9(Xg) —— g(X).

0—4o00

Demonstracao Como cos(vig(x)) e sin(vig(x)) sdo fungdes continuas e limi-

tadas, teremos de acordo com o lema de Helley-Brey

//R cos(v'g(x))dF(X|6,) m//R cos(v'g(x))dF (z)

/ /R sin(v'g (@) AF (<)) —— / /R sin(v'g(2))dF (@),

com F(x|f) e F(x) as distribuigdes de X, e de X. Assim,

Eo(x9) (V) —— Eyx) (V)

6—00
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pelo que,

Corolario 1 Se X ~ N(|p, V) com V regular, Xy L X eVy——V,
0——+o0 0——+o0

Qo = (Xg—b)'V Xy —b) ———Q

60— +o0

onde Q € um qui-quadrado com r = car(V) graus de liberdade e o parametro de

nao-centralidade 6 = (u — b)!'V~1(u — b), pondo Q ~ X72~75~

Demonstragao Temos que
(X -b)'V (X -b)

se distribui como um qui-quadrado com r graus de liberdade e parametro de nao

centralidade d, (ver por exemplo Mexia (1990)).

Os elementos de V™! sao dados por funcoes continuas dos elementos de V,
logo se

Vo, —— V
n——+oo

sempre que 6, — +00 temos

pelo que

e assim
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Para completar a demonstracao basta aplicar a Proposicao 3.1. O

Estabelecamos,

Lema 3.2 Se Ny tem distribuicio Fn(|0) reprodutiva para 6, com valor médio

un(|0) e variancia o%(|0), temos % ﬁ un(]1).

Demonstracao Dado termos

U (ulf) = 0y (ull)

teremos

p(N10) = 6u(N|1)

o2(N|0) = 05 (N|1),

logo de acordo com a desigualdade de Bienaymé-Tchebycheff, temos qualquer que

seja € > 0,

Ny o2(N|1)
— < > 1 —
br ( 0 (|1)‘ - E) = fe2 6—00 1

o que estabelece a tese. O

De seguida temos,

Lema 3.3 Se V,, —— V, com V regular, e Fy(|0) for reprodutiva para 0 temos

n—oo

bem como
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Demonstragao Raciocinando como atras vemos que, qualquer que seja € > 0,
existe n(e) tal que, paran > n(e), o valor absoluto da diferenga entre os elementos
correspondentes de V,, e V [V 1 e V1] é inferior a . Basta agora recordar que,

de acordo como Lema 3.1, temos

pr(N > n(e)) —— 1,

- 0—+o00
para completar a demonstracao. O

Tomando

vy = vec(Vy)

v =vec(V),
teremos
p
vy —— .
6—+o00

Observe-se que
hy,v) =y'V 'y

¢ uma fungao continua de y e de v = vec(V) tendo-se
Q = h(X,v).
Ponhamos Vg = Vy,, vy = vy, e estabelecamos a

Proposicao 3.4 Se X ~ N(|u, V) e se Ny tiver distribui¢ao reprodutiva para 0,

temos
F
Xg — X
60— 00
e
V) 2>V
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com V reqular, bem como

Rrewae
com
Qo = h(Xy, vy)

Demonstracao A demonstracao resulta directamente da Proposicao 3.1 dado

que
X vp] —— (X"
6— 00
Observemos agora que, se 8 = (01,...,0x), Xg = [X{,,..., X}, ]" tem
distribuicao
k
Fx(z,0) = HFXi(!Eu@z‘)
1=1
quando os X;4,, [ =1,..., L, sao independentes. Assim, quando
legl LX;, = 1,...,L
91%00
temos
F
X@ — X
60— 00
com
X =[X4, ..., XL,
sendo os X1, ..., X}, assumidos como independentes. O

Podemos notar que quando a sequéncia de vectores @ tem componentes a
tender para +oo, podemos escrever {(01m, ,,---;00m, )} — +oo. Usando esta
notagao, podemos raciocinar como acima para estabelecer a generalizacao da

Proposicao 3.1 dada por:



3.4. CONVERGENCIA EM DISTRIBUICAO 29

Proposicao 3.5 Se Xy # X e g(.) é uma fun¢ao continua entdo
——+o0

9(Xs) —— g(X).

0—+o0

Proposicao 3.6 Se:

o (i) Xq 0L> X ~ N(|p, V) onde p = [p} ... pk 1" e V € matriz diagonal
— 00

por blocos com blocos principais V1, ...,V regqulares,
L (ZZ) Vl,gl — 'V, = 1,...,L
91—)00
o (iii) Ny g, tiver distribuicao reprodutiva para 6;, | =1,..., L.

entdo, com @ = (01,...,0r), tem-se

Qon —— Q

0—+o00

onde

Qon = (Xo — )V Xy —b)

Q=X —p) VI (Xp—p) ~ x7s,
L L
comr = Zrl, sendo r; o numero de componentes de X;,l=1,..., L ed = Zél,
=1

=1
com

51 = (l’l’l - bl>tV71(H’l - bl)7l = 17 ce 7L7

tendo-se b = [b} ... bj]".

Quando os vectores linha da matriz A sao linearmente independentes e V é

regular, a matriz AVA' também é regular, (ver Mexia (1995)), tendo-se

AXy — 5 AX ~ N(Ap, AVAY)
6—+o0



30 CAPITULO 3. INFERENCIA

sendo ainda facil mostrar que, assumidas as hipéteses (i), (ii) e (iii) da proposigao

3.6 e tomando
Qon = (Xo — b)IAY(AVNAY) LA (X — b)

Qo = (Xo — p)'A"(AVNyA) TA(Xp — p),

temos
Q # Q 2
G’N 9*)+00 XT’,(s
com
7 = car(AVAY)
e

6= (u—b)lAYAVAH) TA(u — b).

3.5 Testes e Regioes de Confiancga

A distribuicao limite, quando @ — 400, de
Qo.n(A,b) = (Xo — b)'A'(AVyA") 'A(Xg — b)
é, como vimos, X?} 5, pelo que podemos usar essa estatistica para testar
Ho(A,b): Au = Ab
rejeitando esta hipotese quando
QG,N(Ay b) > Ty 1—q,

com 14 0 (1 — ¢)-ésimo quantil para x}(= x7,). O nivel limite para este teste

serd ¢. Além disso, temos a variavel pivot

Qon(A) = (Xo — p)'AH(AV A" TTA(Xg — p),
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com distribuicao limite x2, quando @ — +oo. Assim o elipsoide de confianca, de

nivel limite 1 — ¢, para ¥ = Ap é dado por

Qon(A) < @iy

Assim, o teste com nivel limite ¢ rejeita Ho(A,b) se e s6 se este elipsoide de
confianca nao contiver ¥, = Ab. Logo o teste goza, no limite, de dualidade.
Por outro lado 4 = 0 apenas quando Hy(A,b) é vélida sendo, o teste, no limite,
estritamente nao-enviesado. Isto é o poder limite, para qualquer alternativa,

excederd q.

Qualquer que seja o vector nao-nulo d com a mesma dimensao que v, exis-
tem, (ver Scheffé (1959)), dois planos ortogonais a d tangentes ao elipsoide de

confianca, @ estando entre esses planos se e so se

' — d'p| < \/v,.d (AVA")d,

onde ¥ = AXy.
Ora, um ponto pertence a um elipsoide se e s6 se estiver entre todos os pares

de planos paralelos tangente ao elipsoide obtendo-se assim a versao do teorema

de Scheffé dada por

0—+o00

" [ﬂ (|dt¢ —dyl < \/mqut(AVAt)d)] ——1-¢
d

onde (), indica que todos os possiveis vectores d sao considerados. Logo teremos
intervalos de confianca simultaneos para os d'4p. O nivel de confianca conjunto

limite para estes intervalos de confianca serd 1 — q.
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Suponhamos agora que X ~ N(u,0?V), com V definida positiva, indepen-
dente de S ~ g2, entao, (ver por exemplo Mexia (1990)), temos
(X =) VX —p) ~ 0*x;
com r = car(V), independente de S, logo

F—

g (X —p)'VIX—p)
r S

tem distribuicao F' central com r e g graus de liberdade.

3.6 Linearidade Assintdtica

Vamos agora considerar uma abordagem recente, (ver Mexia & Oliveira (2010)),
em que se procura obter distribuigoes limite ligadas ao crescimento da nao centra-
lidade e nao da dimensao da amostra. Alids, o énfase esta na expressao analitica

da estatistica para a qual se pretende uma distribuicao limite.

Dado x € R* a funcio g(x) terd, caso estejam definidas, gradiente g(x) e
Gao g J

matriz Hessiana g(x) com raio espectral r(x). Com
pa(x) = Sup{r(x +w); [[ul| < d}

a fungao g(.) sera assintoticamente linear se, Vd > 0

u — Max Pd(x), %
alh) =M {Hg(x)l\’” ”>h} e

Entao, qualquer que seja a distribuicao Fy, de w, com

g(p+w) — g(p)
lg()

7 —
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g(p)'w
lg(w)
tem-se, (ver Mexia & Oliveira (2010)),

7" =

Sup {|Fz(y) — Fzo(y)|} —— 0.

llpl|—=+oc

Assim se F° for a distribuigdo limite de Z°, quando ||p| — oo, também F

serd a ditribuicao limite de Z.

Tomemos
g(x) = ||
vindo
g9(x) = 2x,
g(x) = 21,

e, caso Y ~ Y3 odemos sempre admitir que
) k,6»

Y =g(p+w),
e
0= g(p)
com w ~ N(0,I).
Teremos entao
AN N(0,1)
el

isto é, qualquer que seja p, Fzo é a distribuicao normal padronizada.

Assim a distribuicao limite de

Y _ 2
,_ Y= lul
2[|
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serd a normal reduzida. Ao escrevermos a expressao de Z utilizamos o facto de se
ter § = ||p||?. Sendo 2, o valor que numa densidade normal reduzida delimita

duas caudas com probabilidade g, temos com ||| suficientemente grande

. y—lml® _ . )
pr|\—21¢<——Fr 5 <%214¢)=1-g¢,
( BT !

o que com 6 = ||p||? pode ser escrito como

pr(0®—2(y+2:_ )0 +y* <0)=1—¢

€ COo1mo

pr <y 4250, -\ JA A <O <y+28 4[4 g+ 4z§_q) —1-¢

0 que permite escrever

243 1 ., 6 247 1 A
e Y e e e R R e Y
v vy Ty y vy

Assim quando se utiliza y como estimador de @ o erro relativo é pequeno caso

y seja grande.

.0
Analogamente ao utilizar-se y = y para estimar @ = — o erro relativo, que é
g g

o mesmo que se tinha ao utilizar y para estimar 8, serd pequeno se y for grande.
. . , . _1
Observe-se ainda que esse erro relativo é da ordem 22,_,y~ 2.

Suponhamos agora que y; ~ X;h(sl’ [ =1,...,m, sendo os qui-quadrados

independentes. Raciocinando-se como atras obtém-se

)

232 1 2
@ =1+ "0 9z o —+ 28 =1 .m
Yi Yi Y;

Oi :
pr(azg_gbz) :1_Ql7 Z:17"'7m

co1m
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2%, 1 i,
=1+ "0 42 =+ TS =1, m,
Yi Yi Y
logo, atendendo a independéncia de vy, ..., Ym,
pr ﬁ (ai < é < bi) = ﬁ(l — i)
i=1 Yi i=1
Quando os q1, ..., ¢, Sa0 pequenos tem-se
0w ~1->a
i=1 i=1
Por outro lado, se os erros relativos resultantes de se utilizar y; = Y para
9i
.5
estimar 0; = —, 7 = 1,...,m forem pequenos, pode-se utilizar
9i
Wi
V=
2 im
i=1

para estimar

medindo estes ultimos as relevancias relativas.



Capitulo 4

Modelos Colectivos

Multivariados

4.1 Modelos Isolados

Dados X4, ... i.i.d. com vector médio g e matriz de segundos momentos

= [BE(X;X])],

=

onde X; e X; sao componentes de X com a mesma distribuicao dos Xy, ...,

pondo-se

36
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teremos
ps(u) = E(eS)=> pr((N =n)E(*S|N = n))
n=0
= ipr(N =n)E (ez?*lut&)
n=0
= > pr(N =n)pk(u)
n=0
= ipr(]\[ = n)d"bx(”)
n=0
= on(¥x(u)),
ja que
on(v) = Zpr(N =n)e"™
n=0
Assim

gradps(u) = gy (Vx(u))gradix(u),

e dado que ¢¥x(0) = 0, com v e p os vectores médios de S e X, respectivamente

temos
v =p(N)p.

Teremos também

Hessyps(u) = o(¥x(u))gradyx(u)gradix (u)’ +
+ on(¥x(u)Hessix (),
bem como
1(S) = py(N) ' + p(N)p(X),

sendo g(S) e g(X) as matrizes de segundos momentos de S e X e p4(N) o

momento de segunda ordem de N.
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Para além disso
Ys(u) = vy (Vx(u)),

assim, com YI.S) e ¥ as matrizes de covariancia de S e X, respectivamente, e

0?(N) a variancia de N, tem-se

v=p(N)p
e
AS) = *(N)pp' + u(N)E
Quando a distribuicao de Ny é reprodutiva para 6 tem-se
1(No) = b
o?(Np) = 05,
com
ft = 11(Ne)
6% = 0*(Np),
vindo
v(0) = O
e
Sp) =0 (*(N)pp' + p(N1)F) -
Assim, com k£ o numero de componentes de X4, ..., caso ﬁ 251

0 06—

Zy = (So —v(0)),

L
VN
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tera vector médio nulo e matriz de covariancia I,. Este niimero de componentes
serd a dimensao do modelo. Por outro lado utilizando o desenvolvimento de

Taylor na origem no célculo de ¢z, (u) obtém-se

bz,(w) = =02 ptu+ s, (0 7u)

1
= 0% ut 0% jiptu + §ut (*pp’ + 1Y) + Ry (9*%u)

com Ry(.) o residuo da expansao de Lagrange de segunda ordem de ¢z, (u).

Dado ter-se

Ro(62u) —— 0,

60— 00
temos
Z, g—j—(; Z ~ N (|0,5%ppt + i1¥) .
Sendo
1
Z9(b) = _N(59 - b)v
se

NG

0 (bQ_V)—>n7

0— 00

podemos, de forma andloga, mostrar que

Zy(by) ——= Z(n) ~ N (In, 6’ pp' + 1Y) .

60— 00

Nomeadamente quando Ny tem distribuigdo de Poisson com parametro A\(=
0), temos 1 = 6% = X e a matriz de covariancia V para a distribuigao limite serd

1. Neste caso, dada a amostra xq, ..., x,, temos o estimador

~ 1 <&
V,=1n =-5Y xzx'
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De um modo geral temos
I R
=— T
oy 0 121 l

—n

obtendo-se o estimador

assumindo que os parametros ji e 62 sdo conhecidos. Para realizarmos inferéncia

sobre o modelo, tomamos Vy = V,,.

Considerando agora o caso particular, em que

.3

n
T-3 X,
i=1
temos entao

. n

Vi=N T > X7

i=1

N T
-1

e, assim
- N X? -T
V.)'=— ;
N Xx)-7°| -T N
i=1
Seja
1 N A
Z=—(S,—-v(\) = —
Lo - (P T
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tendo-se a forma quadratica

Q=27'V 'z = N D XA =N —2T(A-=N)(Ap—T) + NAp - T)?| .

i=1

n

N> x7 -1
i=1

De acordo com o Teorema de Sheffé temos

pr [ﬂ (|le + doT — (dh A + doAp)| < \/2x1_p72dtVd>] —1-p
d

obtendo-se assim a elipse de confianga de nivel 1 — p centrada no ponto (N, T).
Desta forma obteremos os intervalos de confianga simultaneos, com nivel de con-

fianca 1 — p, para os parametros A e Ap, respectivamente

n n
2 2
>_Xi >_Xi
1 —
1 ; ;N + fL‘l,l—p =1

i T
V&N

n

T2
§ X2 - —
. N
=1

IC(\p) =

No Apéndice C encontram-se estes intervalos de confianga calculados para o

caso particular referido atras.

Até agora temos centrado o nosso estudo em Sy realizando-se inferéncia em v.
Esta é a abordagem classica da Teoria de Risco na qual o total de claims desem-
penha um papel central. No entanto, podemos estar interessados na inferéncia

sobre p. Assim, tomando

1
My=—8
] Ng (4
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temos, como anteriormente,

Wo = —Z(My—p) —— W ~ N(|0, D).

Ny
Vo
Mais geralmente, se

\/5(0’9 - I‘l’) — A?

60— 00
teremos
Ny F .
Wo(ag) = ﬁ(Ma —ag) ——— W(A) ~ N(|A, D).

No caso particular em que

N
T

1

M= —
N

¢ ]

teremos apenas que considerar intervalos de confianga para E[X ].

4.2 Familias de Modelos

4.2.1 Familias Estruturadas

Consideremos uma familia de L modelos colectivos de dimensao k com pares
aleatérios independentes (Nyg,, Sig,), | = 1,..., L. A distribui¢do de N,g,, | =
1,...,L éreprodutiva para 0, [ = 1,..., L, e os parametros /i ¢ 5% S20 08 MeSMmos

para os L modelos. O vector médio e a matriz de covariancia de S, g, serao entao

v, = 011,

Ql (0-2#’1“][5—'—”2)’ lzlv"'aLa
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respectivamente. Assim, com V e Vy as matrizes diagonais por blocos com

blocos principais V; e V, n,, [ =1,..., L, respectivamente, e tomando

1
VAY)

: :\/—N(Swl—w), l=1,...,L
!

temos

Sie
~ s P
Ul’gl_—l —>Vl, l—l, ,L
9[ Glﬁoo
Analogamente, com
V1.0, vy
l;g = YV =
VLo, VL
temos
- P
Vg —— V.
60— 00
A distribuicao limite de
L
Qa = § Qlﬂ”
=1

com

ty,/—1
Quo, = 2y, VLNZZWH l=1,...,L,

serd G(.|Lk), distribuigao do qui-quadrado central x%, com Lk graus de liberdade.

De um modo geral, se

SIS

el(blyel_yl) nl7l:17"‘7L7
91~>+OO
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temos

Zo(be) = [Z1g(brs)' - Zro,(bre,)] - Z(n) ~ N(In, V).

Com

Qu0,(bre,) = Zz,el(bl,el)tvlj{lzz,al(bl,el)7 l=1,...,L

a distribuicao limite de
L
Qo(b) = Qi (bug),
=1

sera

L
G (.|LI<:, Zél(bwl)) :
=1

a distribuicao de

X2
Lk‘»ZI,L:I Jl(blfel) )

O parametro de nao-centralidade sera
01(brg,) = anl_lnl, l=1,...,L.
Por outro lado, as distribuigoes limite de
Qo(A) = (AZy)'(AVNA") " (AZy)

e de

Qo(A,bg) = (AZy(b))" (AVyA") ' (AZg(b)),

serdao G(.|h) e G(.|h,0(A)) com
0(A) = (An)"(AVA") " (An),

com A conhecida com vectores linha linearmente independentes.
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Lembremos que os testes de qui-quadrado, no limite, gozam de dualidade.

Assim o teste de nivel limite p para
Ho(A,b) : Av = Ab,

nao a rejeita quando e s6 quando vy estiver contido no elipsoide de confianga de

nivel limite 1 — p para Av.

Ora

pelo que, quaisquer que seja a alternativa e o nivel de confianca 1—g¢, existira él_q
tal que para 6 > él_q, Ab nao se encontrard no elipsoide de confianga e Hy(A, b)
serd rejeitada. Assim os testes de qui-quadrado serao fortemente consistentes,

(ver por exemplo T. de Oliveira (1980)).

Para poder ter uma poténcia de teste no limite menor do que um teremos de

considerar sucessivas hipéteses alternativas da forma
Hl(A, bg) cAv = Abg

tal que, com

bg=[blg,,....bLe, )

b=1[b,... b

tivermos

\/gz(bl,el —b)——mn,l=1,...,L,

9[—>+OO
pelo que a distribuicao limite de Qg(A, by) serda G(.|h,6(A)). Assim, com xp;1_,

o (1 — ¢)— ésimo quantil de G(.|h), a poténcia limite serd 1 — G(xp,1-4|h, 0(A)).
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Quando os modelos correspondem aos tratamentos dum modelo base, a familia
serd estruturada. Podemos entao estudar a accao dos factores no modelo base,
nas combinagcoes lineares

t o 6
CV| = (o
das componentes dos vectores médios dos S;4,, [ =1,..., L, tomando

A=Axc

onde ® representa o produto de Kroneckere e a matriz A é referente ao modelo

base.

Em particular, se tomarmos ¢ = 4, sendo nulas todas as componentes de §;
exceptuando a j-ésima que é 1, estudando a accao dos factores do delineamento

base nas j-ésimas componentes dos v;, [ =1,... L.

Tendo-se um modelo base de efeitos fixos com vector médio 19, as hipdteses
de auséncia de efeitos e/ou interaccao para os factores do modelo base podem ser
escritas como

HO : A’l9 = 0.
Entao as hipoteses correspondentes para as familias estruturadas de modelos

colectivos serao da forma

HO . (A ® C, 0)
Por exemplo, se no modelo base tivermos .J factores, com aq,...,a; niveis
que cruzam, e C' C {1,...,J}, HO(C) sera a hipotese de auséncia de efeitos para

o unico factor com indice em C' se #C = 1 ou de auséncia de interacgoes entre

os factores com indices em C' se #C > 1. Entao, (ver Fonseca et al. (2003))

A(C) =, A(C); CC{1,..., ]}
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com
Ly
= N Y
A(C) \/a_ll‘”’ l¢gC, CC{l1,...,J}
e

A(C)=T,: leC, CC{l,....J}

1
onde T,, é a matriz obtida pela eliminacao da primeira linha igual a Tlgl duma
aj

matriz ortogonal a; x a;, [ =1,...,J.

Se pretendermos realizar inferéncia para p = [p}...p4]" temos apenas de

substituir Zg por

We - [Wi’el . e Wi}@L]t,

com
Wio, =Ny (Mg —p),l=1,...,L

onde My, = —S;4,, [ = 1,..., L. Teremos ainda de substituir V; por Y e
Vin, = {/'l,nl por %y, = fi}ﬂ, l=1,...,L. As matrizes A serao as mesmas de
anteriormente.

Na inferéncia, quer para v quer para p, podemos considerar testes selectivos
em que se previlegiam algumas hipéteses alternativas.

Na construgao desses testes utilizamos coordenadas polares generalizadas,
encontrando-se no Apéndice A os resultados mais relevantes sobre essas coor-

denadas. As coordenadas polares generalizadas r,0y,...,6,_1; do ponto com co-

ordenadas cartesianas x1, ..., satisfazem as relacoes
ry=rc...ck—1 =71l (0)

To =TCy...Sk_1 = 1ly(0)
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Ty =TC...S8k+1—i = rlZ(O)

xp =181 = 1lK(0)

com r = ||z||, ¢; = cos(b;) e s; = sin(;), i = 1,..., k. Tém-se os limites de

variacao r > 0,

NS

geigg, i=1,.. . k—1

definindo estes o dominio D de variacao do vector de angulos ao centro ©.

Para evitar duplicagao vamos considerar testes para hipdteses relativas a
v. Admitamos poder trabalhar com uma distribuigao limite N(v, V) para Zg

pretendendo-se previlegiar, relativamente a Hy(A, 0) hipéteses em que

0(Av) € D

com D um sub-dominio de D. Entdo, a distribuicao limite de A Zg serd N (Av, V)
com V = AVA'.
O Corolario 2 da Proposigao A.1 do Apéndice A diz-nos que, quando Hy(A, 0)

se verifica

e o vector ® dos angulos ao centro de AZy tem densidade

r (g) c]f*Q ... Cl—2

2mrh/2 (z(u>tv—lz(u>) det(V)

WO(U\V) =
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e O é independente de R = (AZ)'V~1(AZ) que se distribui como um qui-

quadrado central com 7 = car(V) graus de liberdade.

Assim pode-se utilizar o par (R, ®) para testar Hy(A,0), rejeitando esta
hipétese quando © € D e R > ¢, com ¢ um valor critico. Para determinarmos o

nivel do teste temos

. +w
q:/.../mo(u|V)dU1~--duk—1/ g(z[r)dz.
D C

Por vezes ha que completar a andlise testando contrastes e obtendo intervalos

de confianga simultaneos.

Admitamos que se pode trabalhar com a distribuicao limite N (v, V) para Zg.
Entao um contraste c'Zg terd distribuicao limite N(c'v,c'Vc) e, no limite

c'Zo — clv

~ N(0,1
ctVe (0,1)

obtendo-se os intervalos de confianca de nivel 1 — ¢ com extremos

c'Zg + 4,V c!'Ve.

Quando um valor dy nao se encontra coberto pelo intervalo de nivel 1 — ¢
podemos rejeitar

H()(do) . Ctl/ = dQ
ao nivel (limite) g.

Em alternativa pode utlizar-se o facto de que, quando Hy(dp) se verifica

(CtZ - d0)2
ctVe

se distribui, no limite, como um qui-quadrado com 1 grau de liberdade.
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4.2.2 Familias Estruturadas Ortogonais

Admitamos agora que o modelo II esta associado a uma AJCS com base principal

bp(A) = {Q17"'7Qw}7
tendo-se

onde A; tem vectores linha que constituem uma base ortonormada para
V,=R(Q;), j=1,...,w.
Entao II estara associado a particao ortogonal
R' =1,V

Tal como atras L representard o numero de tratamentos e H indicarda a soma

ortogonal de sub-espagos.

Agora as hipdteses a testar serao da forma
H(](Aj,b) : Ajl/ = Ajb, ] = 1, ceey J,

aplicando-se a cada uma delas os resultados da secgao aterior.

Em geral estas hip6teses generalizam as Hy(A;,0), j = 1,...,J que serdo
hipéteses de auséncia de efeitos e ou interacgoes. Para construir os testes basta-
nos ter as matrizes A;, j =1,...,J. Um caso importante ¢ aquele em que o mo-
delo base corresponde ao cruzamento e aninhamento de L grupos com uq, ..., ur,
factores. Se u; > 1 cada um dos a;(1) niveis do primeiro factor do grupo [ aninha

a;(2) niveis do segundo factor do grupo e assim sucessivamente, [ = 1,..., L.
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Admitindo-se que factores que aninham nao interagem, os efeitos e interacc¢oes

que se testam correspondem aos vectores
hel'={k:k=0,...,u, l=1,...,L}.

Se h tiver uma unica componente nao nula correspondera aos efeitos do factor
indicado por essa componente. Se h tiver mais duma componente nao nula
correspondera a interaccao entre os factores indicados por essas componentes.

As matrizes A sao, (ver Fonseca et al (2003)), dadas por
A(h) =@ Ai(l), heT

co1m

1

\/CL[(k’)

Ay(h) = @12 Lyi @ Tayn) @iy Uy h=0,... u, l=1.. L

Onde se convenciona ter
®2=11al(k) =I,1l=1,...,L

" 1
Ohl1———= Lo, =15, 1 =1,..., L.

(ll(/{?)

Estas matrizes tém caracteristicas

COo11

tomando-se
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Quando ha apenas cruzamento de factores estas férmulas simplificam-se. Te-

mos agora
T={k:k=011=1,.. L}
e
A(0) = \/—%llal, l=1,...,L
Al)=T,, l=1,...,L,
onde a; = (1), I =1,..., L. Tem-se ainda
L
g(h>:Hgl(hl)a h’_17 7L
I=1
com

g)=a—1,1=1,...,L,

Adiante encontramos um caso em que se tem L = 2 com a; = 25 e ay = 5,

logo )
0 0 1 1
I'= ; ; ;
QL 1 0 1
obtendo-se )
Al(o) = \/%3135
Ai(1) =Ty
As(0) = 21t
Ay(1) =T;

\

Um outro caso muito interessante é o dos factoriais de base p estudado por
Jesus et al. (2007 e 2009). Nao entraremos no detalhe desse caso por estar fora
do ambito do nosso estudo, limitando-nos a referir a possibilidade de apenas se

considerar uma fraccao do conjunto dos tratamentos possiveis.



Capitulo 5

Fogos Florestais em Portugal

Continental

5.1 Apresentacao do problema

A incidéncia de incéndios florestais tem aumentado nas ultimas décadas no Medi-
terraneo (ver Pereira et al. (2006) e Pausas, (2008)). Em Portugal, a drea ardida
atingiu um total de cerca de 3,8 x 106ha no periodo de 1975 a 2007, correspon-
dendo a cerca de 40% da édrea do pafs. Os incéndios tém um impacto substancial
na economia, na sociedade e no ambiente. Os gestores dos ecossistemas flores-
tais e os decisores politicos, tém de enfrentar o desafio de desenvolver planos de
gestao e politicas que integrem informacao relativa a distribuigao dos incéndios

no espago € no tempo.

Portugal Continental (Figura 5.1) estende-se por cerca de 89.000km2 situada
entre 37°N e 42°N de latitude e entre 6°W e 10° de longitude W. Faixas de

altitude do nivel do mar até cerca de 2000 metros, com as elevagoes principais

93
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concentrada no centro e no norte de Portugal.

Figura 5.1: Mapa de Portugal Continental

A modelacao da area ardida em Portugal foi baseada em informacoes histéricas
relativas aos incéndios no periodo de 33 anos (1975-2007). O mapeamento da area
ardida foi obtido para cada ano neste periodo, pela classificagao semi-automatica
das imagens de dados (Landsat Multi-Spectral Scanner, Landsat Thematic Map-

per e Landsat TM + avancado).

Com base nestes dados foi realizado um primeiro trabalho Marques et al.
(2011) utilizando modelos lineares generalizados. Utilizaremos agora a aborda-

gem desenvolvida nesta dissertacao.
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5.2 Inferéncia e Resultados

Dispomos dos dados referentes a
e N - nimero de fogos,
o T - drea total ardida.

para os anos de 1975 a 2007, mas em 1983 o problema dos fogos florestais agravou-
se muito, pelo que resolvemos apenas trabalhar os dados posteriores, relativos as

cinco regioes:
e Norte

Centro

Lisboa e Vale do Tejo

Alentejo

Algarve

em que Portugal Continental se encontra dividido.

Consideramos pois os factores regiao e ano com 5 e 25 niveis respectivamente.

Para analisar os dados consideramos trés etapas:

e na primeira etapa realizou-se uma andlise regiao a regiao pretendendo-se

avaliar as respectivas evolugoes no tempo.

e na segunda etapa trabalhou-se ano a ano, pretendendo-se para cada ano

comparar as regioes.
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e na terceira etapa estudou-se a accao dos dois factores considerando-se os

efeitos dos mesmos e a respectiva interaccao.
Estas andlises foram efectuadas para o nimero de fogos (N) e total da drea
ardida (T).
5.2.1 Regiao a Regiao

Na primeira etapa o tinico factor que se considera tem 25 niveis, pelo que se deve

trabalhar com uma matriz ortogonal padronizada

Py = P5; ® Ps
onde, por exemplo se pode ter
[ TS TR SRS T
V5 V5 V5 N
1 1
-7 0 0 0 %
_ 1 1
P5 - 0 —75 0 75 0
1 2 1
w 0 % 0 =%
2 -3 2 _3 2
| V30 V30 V30 NEIRVETI.

Neste caso a matriz A é formada pelas linhas de Po5 com excepgao da primeira

i)

linha. Na Tabela 5.1 apresentam-se, para cada regiao, os valores das estatisticas

de teste de qui-quadrado para a hipdtese de nao haver diferencas entre os anos.

Verificamos que todos os valores sao altamente significativos, quer para o
niumero de fogos quer para a drea total ardida. Havera pois uma evolucgao signifi-
cativa para uma e outra variavel em todas as regioes. As estatisticas de teste tém
24 graus de liberdade sendo dadas |||AN]||* e |||AT|||?, respectivamente, para o
nimero de fogos e a area total ardida, sendo as componentes de N e T os totais

para os anos na regiao que se estd a considerar e |[|[W]||? = W'I(W)'W.
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Regiao | N T
Norte 9165 | 644018
Centro | 2825 | 704250
Alentejo | 1939 | 254109
Lisboa | 776 | 24568
Algarve | 427 | 142833

Tabela 5.1: Estatisticas de Qui-Quadrado

Para estudar essa evolucao considerou-se, para uma e outra variavel, um efeito
linear
Er = pgs —
e um efeito quadratico
Eq = pos — 2113 + 1
onde os j1; sao os valores médios, duma ou doutra varidvel, no ano j. Nas Tabelas

5.2 e 5.3 encontram-se os valores destes efeitos para N e para T.

Regiao | EL | EQ
Norte | 287 | -1505
Centro | 29 | -979
Alentejo | 62 -26
Lisboa | 24 -6
Algarve 5 -61

Tabela 5.2: Efeitos para N
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Regiao EL EQ
Norte | 13579 | -64093
Centro | -23308 | -104264
Alentejo 3501 1661
Lisboa 569 -492
Algarve | -9308 | -10003

Tabela 5.3: Efeitos para T

Na interpretacao destes resultados observe-se que se tém os quatro casos

possiveis (Figura 5.2).

—~

(@) (b)

N~ I

(c) (d)

Figura 5.2: (a)E, < 0, Eq < 0 (b)E, > 0, Eg < 0 (¢)E, < 0, Eg > 0
(d)E, >0, Eg >0
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Assim para a varidvel N na regiao Norte temos um crescimento com a con-
cavidade voltada para baixo. A situacao piora, mas a uma taxa tendencialmente
decrescente. Esta conclusao relativa a N verifica-se para as outras regioes. Para
a variavel T no Norte a situacao mantém-se igual a da variavel N. No Centro e
no Algarve temos um decrescimento com a concavidade voltada para baixo, ou

seja, a situacao melhora a uma taxa crescente. Finalmente no Alentejo a situacao

piora a uma taxa tendencialmente crescente.

Por outro lado, as estatisticas para testar a significancia destes efeitos sao

qui-quadrados com um grau de liberdade. Para os efeitos lineares sao

AT N2
Q= Co Bl (N — Ny)?
e Ny + Nas
e
Q- (Tos — T1)?

25 25
2 2
DT+ D s,
j=1 j=1

tendo-se obtido os valores da Tabela 5.4.

Regiao | N | T
Norte | 215 | 43
Centro 319
Alentejo | 49 | 5
Lisboa | 24| 8
Algarve 31 1

Tabela 5.4: Estatisticas de Qui-Quadrado para Ep,

Sendo o valor critico de 3,84 conclui-se que se rejeita Hy em todas as regioes a

excepcao do Centro e do Algarve no que diz respeito a varidavel N, enquanto que
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relativamente a varidavel T sé nao se rejeita Hy no Algarve. Assim, na maioria

dos casos evidencia-se uma evolucao global.

As estatisticas para testar a significancia dos efeitos quadraticos sao

(N1 — 2N13 + Nos)?

Q= Nj +4N;3 4+ Nos

Q- (Tos — 2Th3 + T1)?

= T35 25 25
2 2 2
Dol ) aly Y ak;
j=1 j=1 j=1

tendo-se obtido os valores que constam na tabela

Regiao | N | T
Norte | 545 | 52
Centro | 347 | 15
Alentejo 21 1
Lisboa 0
Algarve | 25| 0

Tabela 5.5: Estatisticas de Qui-Quadrado para Eg

que permitem concluir que a curvatura é significativa nas regioes Norte e
Centro quer para a variavel N, quer para a variavel T. Esta significancia também

é observada para a variavel N no Algarve.
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5.2.2 Ano a Ano

Na segunda etapa considera-se para cada ano o factor regiao com 5 niveis. Utilizou-

se a mesma matriz Py que atras, e a matriz

1 1

7 0 0 0 7
1 1

A 0 7 0 7 0
L 0 —2 0 L

V6 V6 V6
2 _3 2 _3 2

L V30 V30 V30 V30 V30

obtida retirando a primeira linha a Pj.

As estatisticas de teste qui-quadrado para a inexisténcia de diferencas entre
regioes sao ||AN]||? e |||AT|||?, respectivamente, para o nimero de fogos e a 4rea
total ardida. As componentes de N e T sao os totais de N e T para as diferentes

regioes nos anos que se estd a considerar. Esses totais encontram-se nas Tabelas

5.6 €5.7.

Pela observacao da Tabela 5.6 verifica-se que os anos onde ocorreu um maior
nimero de fogos foram 1985, 1989, 2001 e 2002. As regices mais afectadas foram
o Norte e o Centro. No que diz respeito ao total da area ardida, pela Tabela

5.7 observa-se que os anos que se destacam foram 1985, 2003 e 2005, voltando o

Norte e o Centro a serem as regioes mais afectadas.
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l Ano l Norte l Centro Lisboa Alentejo Algarve

1983 48 120 0 8 2
1984 1171 471 69 139 10
1985 1359 737 59 468 33
1986 753 493 64 219 19
1987 800 459 62 239 8
1988 338 186 31 101 11
1989 1481 653 47 86 3
1990 1089 440 26 116 20
1991 574 660 24 275 39
1992 258 330 29 84 18
1993 270 152 10 32 7
1994 753 511 4 50 9
1995 944 624 15 52 35
1996 1005 390 5 31 8
1997 456 298 7 7 7
1998 1311 417 39 88 12
1999 1012 399 17 40 11
2000 1019 578 36 118 10
2001 1131 510 33 156 50
2002 1067 498 74 220 25
2003 498 428 50 235 36
2004 400 191 21 89 29
2005 854 483 29 89 18
2006 196 89 1 27 0
2007 335 149 24 70 7

Tabela 5.6: Totais de N
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l Ano l Norte Centro Lisboa Alentejo Algarve
1983 5213 36258 0 1304 10303
1984 68538 39379 2169 6349 275
1985 119706 134226 1568 31641 2583
1986 37643 61865 1155 10319 1317
1987 53965 67434 2132 11944 2199
1988 12169 13564 606 3930 1045
1989 112837 81752 1708 7390 89
1990 50540 57265 684 3781 761
1991 26116 115564 725 12828 5706
1992 8253 22012 813 2362 767
1993 15199 23319 794 1770 4363
1994 38346 47865 217 1666 723
1995 44049 76736 531 2224 10650
1996 65588 25743 145 1966 620
1997 12900 8703 59 144 123
1998 130661 79088 633 3703 774
1999 26854 36619 299 1255 924
2000 68137 67515 956 6947 327
2001 44952 44671 648 3979 3377
2002 67036 52503 1676 10513 1303
2003 33732 206204 4156 135954 60005
2004 35697 29893 1333 15933 32105
2005 147759 179718 945 6546 1499
2006 38501 19806 47 11372 0
2007 18792 12950 569 4805 995

Tabela 5.7: Totais de T
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(Awe [~ [ 7|

1983 178 53078

1984 1659 110889

1985 2170 266410

1986 1220 98133

1987 1400 113656

1988 490 23029

1989 2202 201689

1990 1442 104908

1991 1235 146053

1992 489 26204

1993 383 33883

1994 1262 85051

1995 1457 124038

1996 1370 91306

1997 717 21153

1998 1665 206953

1999 1339 61223

2000 1581 138038

2001 1460 85919

2002 1474 116289

2003 804 356476

2004 483 87354

2005 1234 323242

2006 313 69726

2007 465 30049

Tabela 5.8: Estatisticas de Qui-Quadrado para N e T

As estatisticas tém 4 graus de liberdade estando os respectivos valores na
Tabela 5.8. Conclui-se que para todos os anos existem diferengas significativas ao

nivel de 5% entre regioes quer para N quer para T.

Para comparar as varias regioes, no que respeita as duas variaveis, utilizamos
o método de comparacao multipla de Scheffé na variante atras descrita. Como

vimos, hé diferencas para o par (i,[) no que respeita a variavel N se

[Ny = Nil > /(N + N)

e para a variavel T se

T =T > /X pu(Ti + T0).
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Nas tabelas seguintes apresentamos, para o ano de 1983 os valores dos quoci-

entes
dig = N: — i
7 \/X(Q).95,4(Ni + Ny
e
=

\/X3.95,4(Ti +1T7)

Regiao | Centro | Alentejo | Lisboa | Algarve
Norte 2 2 2 2
Centro 3 4 3
Alentejo 1 1
Lisboa 0

Tabela 5.9: Valores de d;; para o ano de 1983

Regiao | Centro | Alentejo | Lisboa | Algarve
Norte 49 16 23 13
Centro 59 62 39
Alentejo 12 27
Lisboa 33

Tabela 5.10: Valores de dzl para o ano de 1983
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As tabelas para os restantes anos encontram-se no Apéndice D. Do exame
das tabelas para os varios anos a maior parte dos pares de regides diferem signi-
ficativamente ao nivel de 5%. Na Tabela 5.11 realcamos pois, os pares de regioes
que nao diferem significavamente, tanto para a variavel N como para a varidavel
T. Observa-se que as regices dividem-se em dois grupos, Norte e Centro por um

lado, e Lisboa, Alentejo e Algarve por outro, para um nivel de significancia de

5%.
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Ano N T

1983 | Lisboa vs Algarve; Alentejo vs Algarve; Alentejo vs Lisboa

1984

1985 Lisboa vs Algarve

1986

1987 Lisboa vs Algarve
1988

1989

1990 Lisboa vs Algarve Lisboa vs Algarve
1991 Lisboa vs Algarve; Norte vs Centro

1992 Lisboa vs Algarve; Norte vs Centro Lisboa vs Algarve
1993 Lisboa vs Algarve

1994 Lisboa vs Algarve

1995 Lisboa vs Algarve; Alentejo vs Algarve

1996 Lisboa vs Algarve

1997 | Lisboa vs Algarve; Alentejo vs Lisboa; Alentejo vs Algarve | Alentejo vs Algarve
1998

1999 Lisboa vs Algarve; Alentejo vs Lisboa

2000 Norte vs Centro
2001 Lisboa vs Algarve

2002

2003 Lisboa vs Algarve; Norte vs Centro

2004 Lisboa vs Algarve

2005 Lisboa vs Algarve

2006 Lisboa vs Algarve

2007 Lisboa vs Algarve

Tabela 5.11: Pares de regides sem diferencas significativas
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5.2.3 Analise conjunta Regiao e Ano

Vamos agora considerar a ac¢ao dos dois factores considerando os seus efeitos e
a respectiva interaccao. Temos um primeiro factor com 5 niveis, a regiao, e um

segundo factor com 25 niveis, o ano. Tivemos pois de trabalhar com uma matriz
P =P5; @ P @ Ps
onde P5 é a mesma matriz que atras. Entao

e A, a matriz A para o primeiro factor, é formada pelas linhas de P95 com

indices 26,51, 76, 101;

e A, a matriz A para o segundo factor, é formada pelas linhas de P95 com

indices 2 a 25;

e A9, a matriz A para a interaccao, é formada pelas restantes linhas de

P55 com excepcao da primeira.

Sendo Y o vector dos totais de N ou T para os varios pares (regido, ano)

ordenados de acordo com

Indice | Regiao | Ano
1 Norte | 1983

125 Algarve | 2007

isto é, com o ano encaixado na regiao.

As estatisticas qui-quadrado sao

ALY,
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ALY

I[ALY*

com 4, 24 e 96 graus de liberdade respectivamente. Os valores obtidos para estas

estatisticas constam na Tabela 5.12.

N T
Regiao | 27546 | 2815301
Anos | 11648 | 1363830
Interaccao | 33630 | 3291861

Tabela 5.12: Estatisticas de Qui-Quadrado

Todas estas estatisticas foram altamente significativas.

Para avaliar a relevancia relativa dos efeitos e interaccao utilizou-se a técnica
baseada na linearidade assintética descrita na secgao 3.6. Os resultados vém apre-

sentados nas Tabelas 5.13 e 5.14.

SQ GL MQ Relevancia Relativa
Ano 1921168 | 24 | 80049 0,03
Regiao 10194651 | 4 | 2548663 0,96
Interaccao | 3078827 | 96 32071 0,01
Total 2660783 1

Tabela 5.13: Relevancia Relativa para N
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SQ GL MQ Relevancia Relativa
Ano 48592201010 | 24 | 2024675042 0,09
Regiao | 78571106828 | 4 | 19642776707 0,88
Interacgao | 70402582681 | 96 | 733360236 0,03
Total 22400811985 1

Tabela 5.14: Relevancia Relativa para T

De acordo com as tabelas conclui-se que a relevancia relativa da regiao é do-

minante e que a relevancia relativa da interaccao é minima para as duas variaveis.

Podemos concluir deste estudo que a metodologia seguida permite analisar a

acgao dos factores ano e regiao sobre

e numero de fogos,

e area total ardida.

Infelizmente a gravidade destes sinistros nao tem sido controlada. A Es-
tatistica permite apenas apontar para as conclusoes que decorrem dos dados.
Fica no entanto o alerta para a inoperancia das politicas seguidas. Esta con-
clusdo também é apoiada pelo trabalho de Marques et al. (2011) em que se
concluiu que de um conjunto de varidveis as mais relevantes eram a Densidade
Populacional e a Proximidade as Estradas o que sugere falta de controlo sobre a

accao humana.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Ao fazer o balanco desta dissertacao concluimos que os resultados assintéticos

para os modelos colectivos multivariados permitem um tratamento adequado para
- Modelos Isolados,
- Familias Estruturadas de Modelos

quando as amostras nao sao pequenas. Conseguiu-se de facto uma teoria ho-
mogénea que permite aplicar a Andalise de Variancia a modelos de efeitos fixos e
técnicas associadas. Saliente-se o facto de termos encontrado situagoes em que as
técnicas usuais referidas se revelam ”como que demasiado potentes”. Foi no en-
tanto possivel analisar esses casos utilizando a abordagem recente da linearidade

assintotica.

Observe-se que os resultados assintdticos se "impoem”, quando aplicaveis,

pela sua beleza e facilidade de manejo.
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Apeéendice A

Coordenadas Polares

(Generalizadas e Testes

Qui-Quadrado

As coordenadas polares generalizadas r,01,...,60,_1 do ponto com coordenadas

cartesianas xq, ..., x}, satisfazem as relagoes

ry=rc...cx_1 =1l (0)

To =1C1...Sk1 = 1l2(0)

Ty =TC...Sk+1—5 — Tll<0)

xp =181 = 1lK(0)
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com r = ||lz||, ¢; = cos(6;) e s; = sin(h;),i = 1,..., k. Tém-se os limites de
variacao r > 0,

T, < i k-1
2 2

definindo estes o dominio D de variacao do vector de angulos ao centro ©.

O Jacobiano da transformacao de coordenadas cartesianas para coordenadas

polares generalizadas é, (ver Kendal (1961))
J(r,0) = r*1h(0)

k—1
com h(@) = Hcf_l_i. A partir dos limites dados para os angulos ao centro
vemos que J (;“,:10) > 0.

Seja B(x) o vector de angulos centrais para (), com V uma matriz definida
positiva, entao

Jo(=v'V o,

assim, para Z ~ N(.|d, V) temos a densidade

—)z—d(
n(zld, V) = S
(2m)k/2\/det(V)
—Dz(+)d(—2d!v 1z
2
O (2m)k2\/det(V)
JEIEIESLl (V1)
B (27r)k/2\/det(V); i .
Tomando
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a(@) = dtVfll(B)
temos
Vz(= r°k(0)

d'V'z =ra(9),

a densidade conjunta de R = ||z|| e ® = 0(z), serd

—(r2k<e>+>d<>

ia(0
(2m)k/2\/det(V Z

com j(r) e j(@) as funcdes caracteristicas de [0; +-00[ e de D.

f(r,0]d,V) = j(r);(0)r*""h(6)

Com Y =)Z(, temos
Y

K(©)

pelo que a relagao entre os valores destas varidveis sao

logo a transformacao de (r,0) por (y, 8) tera o Jacobiano

or_ 1
Ay 2y/yk(6)

assim a nova densidade conjunta vira dada pela expressao

~ W) (y N o e Sy ey
fv.01d,V) = 2:/yk(0) <k(0)> h(g)(zwé det(V);<k(9)> i!
Y L(*3")a(6)'h(6) i) (v
ZJ Z' 2k /21(60) "3 \/det(V) <2F =) <2> >

Assim, temos a
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Proposicao A.1 A funcdo densidade conjunta de'’Y e © €

> mi(0]V)g(ylk + ),

=0

f(y,0]d, V) = e 5

onde

22 T(H)a
i! 27Tk/2k( ) det(V)
sendo g(ylk + i) a densidade de x3_.;.

mi(8V) = j(0)

Demonstracao Temos apenas de observar que

k41

g(ylk +1i) = —QFjE&) (%) e

para completar a prova. O

Corolario 2 Se d = 0, Y e © sao independentes com densidades g(.|k) e
mo(0|V).
Demonstracio Se d = 0, a(0) = 0 e assim f(y, 8]0, V) = mo(8|V)g(y|k) o que

estabelece a tese. O

Coroldrio 3 Se Zs & Z ~ N(.|d, V), a densidade conjunta limite de Y s =
)Z5( e Us = u(Zs) serd f(y,uld, V).

Por outro lado com V = I, temos

a(0) = d'1(9)

k(6) = 1(0)1(60) =
onde |[L(@)|| =1, e

mo(0[T;) = j(G)FQ(Z/ZQ)h(H)
my(0]1),) = J(OT(k +1/2)h(0) 2!/2 2 o) 11

2mk/2 l!



Apeéendice B
Teorema de Polya

Este teorema estabelece que: ”"Dada uma sucessao {F,} de fungdes distribuicao

e F uma funcao distribuicao continua, se

F,— F

n—oo

temos

sup{|F(y) — F(y)|} —— 0.7

n—o0

A convergéncia pontual para uma distribuicdo continua implica pois a con-
vergéncia uniforme. Como foi referido este resultado é importante, uma vez que

as distribuigoes limite obtidas sao continuas.

Demonstragao Vamos usar duas medidas de probabilidade

)\(C):/.../CdF
)\n(C):/.../Can

onde C é um conjunto mensuravel.
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Seja X o produto cartesiano, tomando

P(A) = Xf:1[_A;A]

[y] = XiL1] — o054

temos, com y € R¥

Assumindo que F é continua, qualquer que seja € > 0, existird A(e) tal que

AMP(A(e) =1 —«.

Sejam y,, j=1,... , 2% os vértices de
P = X}, la;,b]
entao
( ok
AMP) = (1)) F(y))
j=1

ok

M(P) =) (=1)W)F(y))

\ J=1

com s(y;) o nimero de componentes de y; igual a a;.

Assim, qualquer que seja A,

A (A) —— A(A),

n—oo
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temos

M(P(Ae)) —— 1 —¢
havendo n(e) tal que, para n > n(e),
A (P(A(e€))) > 1 — 2e.

Além disso, de acordo com o teorema de Heine, a restri¢ao de F'(.) a P(A(e))

serd uniformemente continua. Observemos que se tem
L
P(A(e)=JP
j=1
onde os P; sao paralelipipedos com lados paralelos aos eixos coordenados tais que
F(yj)—F(y;) <e j=1,...,L

com y; e Yy os vértices de P; com as menores e as maiores coordenadas. Temos

entao n'(e) tal que, para n > n*(e), temos
1F(y)) — Fy)l <e j=1,...,L
bem como,
|F(y)) —F(y]) <e j=1,...,L.
Se y € P;, temos

F(y;) < Fy) < F(y))

F.(y}) < Fu(y) < F(y))
j=1,....L.

Assim, se y € P(A(e)) e n > n™(e),

|F.(y) — F(y)| < 3e.
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Logo, qualquer que seja y € R, temos de acordo com (x)

Ay () PA©) = Ml () P(A()] < 32%

visto os 2F vértices de [y] () P(A(¢)) pertencerem a P(A(e)).

Para completar a demonstragao temos apenas de salientar que
F(y) = My]NH(A)) + A(ly\H (A))
Fo(y) = Ayl N H(A)) + M ([Y\NH(A))
e que

Fuly) = Fly)l < |all] (H(A) = Ayl () H(A))| +

+ MyN\H(A)) + A ([y\H (A))

onde

0 <A([y\H(A)) <€

0 < Au([y\H(A)) <e



Apéndice C

Intervalos de Confianca para os

Modelos Isolados

Apresentam-se de seguida os intervalos de confianca a 90%, 95% e 99% para os

parametros A e Ap para cada uma das regioes nos anos em estudo.
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Norte Norte Centro Centro Alentejo Alentejo Lisboa Lisboa Algarve Algarve
Ano Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup
1983 44 52 117 123 4 12 0 0 -2 6
1984 1168 1174 468 474 136 142 66 72 5 15
1985 1356 1362 734 740 465 471 55 63 30 36
1986 750 756 490 496 216 222 60 68 16 22
1987 797 803 456 462 236 242 58 66 5 11
1988 335 341 183 189 97 105 26 36 7 15
1989 1478 1484 650 656 83 89 44 50 -3 9
1990 1086 1092 437 443 113 119 23 29 16 24
1991 571 577 657 663 272 278 21 27 36 42
1992 255 261 327 333 81 87 26 32 14 22
1993 267 273 149 155 29 35 7 13 4 10
1994 750 756 508 514 47 53 0 8 6 12
1995 941 947 621 627 49 55 12 18 32 38
1996 1002 1008 387 393 27 35 -1 11 5 11
1997 453 459 295 301 0 14 -9 23 3 11
1998 1308 1314 414 420 85 91 35 43 9 15
1999 1009 1015 396 402 37 43 14 20 8 14
2000 1016 1022 575 581 115 121 33 39 6 14
2001 1128 1134 507 513 153 159 30 36 47 53
2002 1064 1070 495 501 217 223 70 78 22 28
2003 495 501 425 431 232 238 47 53 33 39
2004 397 403 188 194 86 92 18 24 26 32
2005 851 857 480 486 86 92 26 32 15 21
2006 193 199 86 92 24 30 -19 21 0 0
2007 332 338 146 152 67 73 21 27 4 10

Tabela C.1: Intervalos de

confianca a 90% para A
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Norte Norte Centro Centro Alentejo Alentejo Lisboa Lisboa Algarve Algarve
Ano Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup
1983 43 53 116 124 2 14 0 0 -3 7
1984 1167 1175 467 475 134 144 65 73 3 17
1985 1355 1363 733 741 464 472 53 65 28 38
1986 749 757 489 497 215 223 59 69 15 23
1987 796 804 455 463 234 244 57 67 4 12
1988 333 343 182 190 96 106 24 38 5 17
1989 1477 1485 649 657 82 90 43 51 -5 11
1990 1085 1093 436 444 111 121 21 31 14 26
1991 570 578 656 664 271 279 19 29 35 43
1992 254 262 326 334 79 89 25 33 12 24
1993 266 274 148 156 27 37 6 14 2 12
1994 749 757 507 515 45 55 -2 10 4 14
1995 940 948 620 628 47 57 10 20 31 39
1996 1001 1009 386 394 26 36 -4 14 4 12
1997 452 460 294 302 -2 16 -16 30 1 13
1998 1307 1315 413 421 84 92 33 45 7 17
1999 1008 1016 395 403 35 45 12 22 7 15
2000 1015 1023 574 582 114 122 32 40 4 16
2001 1127 1135 506 514 151 161 29 37 46 54
2002 1063 1071 494 502 216 224 69 79 21 29
2003 494 502 424 432 231 239 46 54 32 40
2004 396 404 187 195 85 93 17 25 25 33
2005 850 858 479 487 85 93 24 34 13 23
2006 191 201 85 93 23 31 -27 29 0 0
2007 330 340 145 153 66 74 19 29 3 11

Tabela C.2: Intervalos de confianga a 95% para A
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Norte Norte Centro Centro Alentejo Alentejo Lisboa Lisboa Algarve Algarve
Ano Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup
1983 39 57 113 127 -3 19 0 0 -7 11
1984 1164 1178 463 479 131 147 61 T -1 21
1985 1352 1366 730 744 461 475 48 70 24 42
1986 746 760 486 500 212 226 55 73 12 26
1987 793 807 452 466 231 247 53 71 1 15
1988 330 346 178 194 92 110 20 42 1 21
1989 1474 1488 646 660 79 93 40 54 -11 17
1990 1082 1096 433 447 108 124 18 34 10 30
1991 567 581 653 667 268 282 16 32 32 46
1992 250 266 323 337 76 92 21 37 8 28
1993 263 277 145 159 24 40 2 18 -1 15
1994 746 760 503 519 42 58 -7 15 1 17
1995 937 951 617 631 44 60 7 23 28 42
1996 998 1012 383 397 22 40 -11 21 1 15
1997 448 464 290 306 -9 23 -32 46 -3 17
1998 1304 1318 410 424 80 96 29 49 4 20
1999 1005 1019 392 406 32 48 9 25 3 19
2000 1012 1026 571 585 111 125 29 43 -1 21
2001 1124 1138 503 517 147 165 25 41 43 57
2002 1060 1074 491 505 212 228 65 83 17 33
2003 491 505 421 435 228 242 43 57 29 43
2004 393 407 184 198 82 96 13 29 22 36
2005 847 861 476 490 82 96 21 37 10 26
2006 188 204 81 97 20 34 -47 49 0 0
2007 327 343 142 156 63 77 16 32 0 14

Tabela C.3: Intervalos de

confianca a 99% para A
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Norte Norte Centro Centro Alentejo Alentejo Lisboa Lisboa Algarve Algarve
Ano Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup
1983 5213 5213 36258 36258 1304 1304 0 0 10303 10303
1984 68538 68538 39379 39379 6349 6349 2169 2169 275 275
1985 119706 119706 134226 134226 31641 31641 1568 1568 2583 2583
1986 37643 37643 61865 61865 10319 10319 1155 1155 1317 1317
1987 53965 53965 67434 67434 11944 11944 2132 2132 2199 2199
1988 12169 12169 13564 13564 3930 3930 606 606 1045 1045
1989 112837 112837 81752 81752 7390 7390 1708 1708 89 89
1990 50540 50540 57265 57265 3781 3781 684 684 761 761
1991 26116 26116 115564 115564 12828 12828 725 725 5706 5706
1992 8253 8253 22012 22012 2362 2362 813 813 767 767
1993 15199 15199 23319 23319 1770 1770 794 794 4363 4363
1994 38346 38346 47865 47865 1666 1666 217 217 723 723
1995 44049 44049 76736 76736 2224 2224 531 531 10650 10650
1996 65588 65588 25743 25743 1966 1966 145 145 620 620
1997 12900 12900 8703 8703 144 144 57 61 123 123
1998 130661 130661 79088 79088 3703 3703 633 633 774 774
1999 26854 26854 36619 36619 1255 1255 299 299 924 924
2000 68137 68137 67515 67515 6947 6947 956 956 327 327
2001 44952 44952 44671 44671 3979 3979 648 648 3377 3377
2002 67036 67036 52503 52503 10513 10513 1676 1676 1303 1303
2003 33732 33732 206204 206204 135954 135954 4156 4156 60005 60005
2004 35697 35697 29893 29893 15933 15933 1333 1333 32105 32105
2005 147759 147759 179718 179718 6546 6546 945 945 1499 1499
2006 38501 38501 19806 19806 11372 11372 47 47 0 0
2007 18792 18792 12950 12950 4805 4805 569 569 995 995

Tabela C.4: Intervalos de confianca a 90% para Ap
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Norte Norte Centro Centro Alentejo Alentejo Lisboa Lisboa Algarve Algarve
Ano Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup
1983 5213 5213 36258 36258 1304 1304 0 0 10303 10303
1984 68538 68538 39379 39379 6349 6349 2169 2169 275 275
1985 119706 119706 134226 134226 31641 31641 1568 1568 2583 2583
1986 37643 37643 61865 61865 10319 10319 1155 1155 1317 1317
1987 53965 53965 67434 67434 11944 11944 2132 2132 2199 2199
1988 12169 12169 13564 13564 3930 3930 606 606 1045 1045
1989 112837 112837 81752 81752 7390 7390 1708 1708 89 89
1990 50540 50540 57265 57265 3781 3781 684 684 761 761
1991 26116 26116 115564 115564 12828 12828 725 725 5706 5706
1992 8253 8253 22012 22012 2362 2362 813 813 767 767
1993 15199 15199 23319 23319 1770 1770 794 794 4363 4363
1994 38346 38346 47865 47865 1666 1666 217 217 723 723
1995 44049 44049 76736 76736 2224 2224 531 531 10650 10650
1996 65588 65588 25743 25743 1966 1966 145 145 620 620
1997 12900 12900 8703 8703 144 144 56 62 123 123
1998 130661 130661 79088 79088 3703 3703 633 633 774 774
1999 26854 26854 36619 36619 1255 1255 299 299 924 924
2000 68137 68137 67515 67515 6947 6947 956 956 327 327
2001 44952 44952 44671 44671 3979 3979 648 648 3377 3377
2002 67036 67036 52503 52503 10513 10513 1676 1676 1303 1303
2003 33732 33732 206204 206204 135954 135954 4156 4156 60005 60005
2004 35697 35697 29893 29893 15933 15933 1333 1333 32105 32105
2005 147759 147759 179718 179718 6546 6546 945 945 1499 1499
2006 38501 38501 19806 19806 11372 11372 46 48 0 0
2007 18792 18792 12950 12950 4805 4805 569 569 995 995

Tabela C.5: Intervalos de confianca a 95% para Ap
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Norte Norte Centro Centro Alentejo Alentejo Lisboa Lisboa Algarve Algarve
Ano Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup Inf Sup
1983 5213 5213 36258 36258 1304 1304 0 0 10303 10303
1984 68538 68538 39379 39379 6349 6349 2169 2169 275 275
1985 119706 119706 134226 134226 31641 31641 1568 1568 2583 2583
1986 37643 37643 61865 61865 10319 10319 1155 1155 1317 1317
1987 53965 53965 67434 67434 11944 11944 2132 2132 2199 2199
1988 12169 12169 13564 13564 3930 3930 606 606 1045 1045
1989 112837 112837 81752 81752 7390 7390 1708 1708 89 89
1990 50540 50540 57265 57265 3781 3781 684 684 761 761
1991 26116 26116 115564 115564 12828 12828 725 725 5706 5706
1992 8253 8253 22012 22012 2362 2362 813 813 767 767
1993 15199 15199 23319 23319 1770 1770 794 794 4363 4363
1994 38346 38346 47865 47865 1666 1666 217 217 723 723
1995 44049 44049 76736 76736 2224 2224 531 531 10650 10650
1996 65588 65588 25743 25743 1966 1966 145 145 620 620
1997 12900 12900 8703 8703 143 145 54 64 123 123
1998 130661 130661 79088 79088 3703 3703 633 633 774 774
1999 26854 26854 36619 36619 1255 1255 299 299 924 924
2000 68137 68137 67515 67515 6947 6947 956 956 327 327
2001 44952 44952 44671 44671 3979 3979 648 648 3377 3377
2002 67036 67036 52503 52503 10513 10513 1676 1676 1303 1303
2003 33732 33732 206204 206204 135954 135954 4156 4156 60005 60005
2004 35697 35697 29893 29893 15933 15933 1333 1333 32105 32105
2005 147759 147759 179718 179718 6546 6546 945 945 1499 1499
2006 38501 38501 19806 19806 11372 11372 46 48 0 0
2007 18792 18792 12950 12950 4805 4805 569 569 995 995

Tabela C.6: Intervalos de confianca a 99% para Ap



Apendice D

Método de Comparacao Multipla
de Schefté

Apresentam-se de seguida as tabelas correspondentes aos quocientes do método de

comparacao multipla de Scheffé das regioes para cada um dos anos considerados.

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 6 9 10 11
Centro 4
Alent 2
Lisboa 2

Tabela D.1: Valores de d;; para o ano de 1984
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Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 29 74 81 84
Centro 50 59 64
Alent 15 24
Lisboa 12

Tabela D.2: Valores de d,l para o ano de 1984

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 4 7 11 12
Centro 3
Alent 6 6
Lisboa 1

Tabela D.3: Valores de d;; para o ano de 1985

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 9 73 110 109
Centro 82 117 116
Alent 54 51
Lisboa )

Tabela D.4: Valores de dzl para o ano de 1985



Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 2 6 8 9
Centro 3 6 7
Alent 3 4
Lisboa 2

Tabela D.5: Valores de d;; para o ano de 1986

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 25 41 60 60
Centro 62 79 78
Alent 28 27
Lisboa 1

Tabela D.6: Valores de dll para o ano de 1986

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 3 6 8 9
Centro 3 6 7
Alent 3 )
Lisboa 2

Tabela D.7: Valores de d;; para o ano de 1987



90APENDICE D. METODO DE COMPARACAO MULTIPLA DE SCHEFFE

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 13 53 71 71
Centro 64 80 80
Alent 27 27
Lisboa 0

Tabela D.8: Valores de dzl para o ano de 1987

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 2 4 ) 6
Centro 2 3 4
Alent 2 3
Lisboa 1

Tabela D.9: Valores de d;; para o ano de 1988

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 3 21 33 31
Centro 24 35 34
Alent 16 13
Lisboa 4

Tabela D.10: Valores de d” para o ano de 1988

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 6 11 12 12
Centro 7 7
Alent
Lisboa 2

Tabela D.11: Valores de d;; para o ano de 1989




Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 23 99 107 109
Centro 81 90 93
Alent 19 27
Lisboa 12

Tabela D.12: Valores de d” para o ano de 1989

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 5 9 10 10

Centro 4 6 6
Alent

Lisboa

Tabela D.13: Valores de d;; para o ano de 1990

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 7 65 72 71
Centro 70 76 76
Alent 15 15
Lisboa 1

Tabela D.14: Valores de d” para o ano de 1990
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Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 1 3 7 7
Centro 4 8 8
Alent 5 4
Lisboa 1

Tabela D.15: Valores de d;; para o ano de 1991

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 7 22 50 37
Centro 93 109 102
Alent 34 17
Lisboa 20

Tabela D.16: Valores de d” para o ano de 1991

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 1 3 4 )
Centro 4 5 5
Alent 2 2
Lisboa 1

Tabela D.17: Valores de d;; para o ano de 1992

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 2 4 ) )
Centro 3 4 4
Alent 1 1
Lisboa 0

Tabela D.18: Valores de d;; para o ano de 1993



Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 13 33 37 25
Centro 44 47 37
Alent 6 11
Lisboa 16

Tabela D.19: Valores de d” para o ano de 1993

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 2 8 9 9
Centro 6 7 7
Alent 2 2
Lisboa 0

Tabela D.20: Valores de d;; para o ano de 1994

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 11 60 63 62
Centro 67 71 69
Alent 11 6
Lisboa

Tabela D.21: Valores de d” para o ano de 1994



94APENDICE D. METODO DE COMPARACAO MULTIPLA DE SCHEFFE

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 3 9 10 9
Centro 7 8 7
Alent 1 1
Lisboa 1

Tabela D.22: Valores de d;; para o ano de 1995

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 31 63 67 46
Centro 86 89 73
Alent 10 24
Lisboa 31

Tabela D.23: Valores de d,l para o ano de 1995

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 5 10 10 10
Centro 6 6 6
Alent 1 1
Lisboa 0

Tabela D.24: Valores de d;; para o ano de 1996

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 43 79 83 82
Centro 46 52 50
Alent 13 9
Lisboa 6

Tabela D.25: Valores de dll para o ano de 1996




Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 2 7 7 7
Centro ) ) )
Alent 0 0
Lisboa 0

Tabela D.26: Valores de d;; para o ano de 1997

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 9 36 37 36

Centro 30 30 30
Alent 2

Lisboa 2

Tabela D.27: Valores de d” para o ano de 1997

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 7 11 11 12

Centro ) 6 6
Alent

Lisboa 1

Tabela D.28: Valores de d;; para o ano de 1998
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Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 37 112 116 116
Centro 85 90 90
Alent 15 14
Lisboa 1

Tabela D.29: Valores de d,l para o ano de 1998

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 5 10 10 10
Centro 6 6 6
Alent 1 1
Lisboa 0

Tabela D.30: Valores de d;; para o ano de 1999

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 13 50 52 51
Centro 59 61 60
Alent 8 2
Lisboa 6

Tabela D.31: Valores de d” para o ano de 1999

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 4 9 10 10
Centro 6
Alent 3
Lisboa 1

Tabela D.32: Valores de d;; para o ano de 2000




Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 1 72 83 84
Centro 72 83 84
Alent 22 25
Lisboa 6

Tabela D.33: Valores de d” para o ano de 2000

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 5 9 10 10

Centro 4 7 6
Alent

Lisboa 1

Tabela D.34: Valores de d;; para o ano de 2001

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 0 60 67 61
Centro 60 67 61
Alent 16 2
Lisboa 14

Tabela D.35: Valores de d” para o ano de 2001
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Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 5 8 10 10
Centro 3
Alent 3
Lisboa

Tabela D.36: Valores de d;; para o ano de 2002

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 14 66 81 82
Centro 54 71 72
Alent 26 28
Lisboa 2

Tabela D.37: Valores de d,l para o ano de 2002

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 1 3 6 6
Centro 2 6 6
Alent 4 4
Lisboa 0

Tabela D.38: Valores de d;; para o ano de 2003

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 114 81 49 28
Centro 39 143 92
Alent 114 56
Lisboa 72

Tabela D.39: Valores de dll para o ano de 2003



Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 3 ) 6 6
Centro 2 4 4
Alent 2 2
Lisboa 0

Tabela D.40: Valores de d;; para o ano de 2004

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 7 28 58 4
Centro 21 52 3
Alent 36 24
Lisboa 5Y)

Tabela D.41: Valores de d” para o ano de 2004

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 3 8 9 9
Centro ) 7 7
Alent 2 2
Lisboa 1

Tabela D.42: Valores de d;; para o ano de 2005
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Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 18 117 124 123
Centro 130 137 136
Alent 21 18
Lisboa 4

Tabela D.43: Valores de d,l para o ano de 2005

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 2 4 ) )
Centro 2 3 3
Alent 2 2
Lisboa 0

Tabela D.44: Valores de d;; para o ano de 2006

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 25 39 64 64
Centro 16 46 46
Alent 34 35
Lisboa 2

Tabela D.45: Valores de d” para o ano de 2006

Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 3 4 5 6
Centro 2 3 4
Alent 2 2
Lisboa 1

Tabela D.46: Valores de d;; para o ano de 2007
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Regiao | Centro | Alent | Lisboa | Algarve
Norte 11 30 43 41
Centro 20 35 33
Alent 19 16
Lisboa 3

Tabela D.47: Valores de d” para o ano de 2007
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