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Resumo

Visto a uma escala apropriada, a famflia de coeficientes binomiais € infinitamente
préxima de uma superficie descrite por uma fungéo de Gauss. Neste trabalho
mostra-se que nesta escala os quocientes de diferencas dos coeficientes binomiais
de ordem 7 sdo infinitamente préximos das derivadas parciais da funcdo de
CGauss de ordem n. Resultado que se denomina como teorema de DeMoivre-
Laplace de ordem arbitrdria.

A transicdo discreto-contfnuo faz-se baseada no teorema da sombra cont{nua.
Para provar a transicdo de fungdes discretas para fungoes cont{nuas de ordem 7
& necessério estudar o conceito de funcio de classe S*. Uma condigéo necessdria
para uma funcdo ser de classe S” é que o quociente de diferencas de ordem
n seja uma fungéo que toma valores limitados para argumentos limitados e é
S-continua.
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Abstract

When appropriately scaled, the family of binomial coefficients is infinitely close
to a surface described by the Gaussian distribution. In this work it is shown that
at this scale the difference quotients of the binomial coefficients of order n are
infinitely close to the partial derivatives of order n of the Gaussian distribution.
This result constitutes a DeMoivre-Laplace theorem of arbitrary order.

The transition from the discrete to the continuous uses the theorem of the
continuous shadow. To prove this transition from discrete functions to con-
tinuous functions at order 7, it is necessary to study the concept of function
class S®. A necessary condition for a function to be of class S™ is that the
difference quotient of order n takes limited values for limited arguments and is
S-continuous.
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Introducao

O objectivo deste trabalbo é a obten¢do de um teorema de DeMoivre-Laplace
de ordem arbitréria, ou seja que a aproximacéo da familia dos coeficientes bi-
nomiais, na escala normalizada e centrada -chamada funcdo binomial- & fungéo
de Gauss se mantem a todas as ordens. Para provar esta transicdo de funcgoes
discretas para fungdes continuas de ordem n & pecessério estudar o conceito de
funcdo de classe S™. No 4mbito da anélise nao standard, a nogao de ser de classe
S™ & uma analogia a ser de classe C", aplicdvel a fungbes discretas.

Este trabalho & uma extensdo do artigo "A higher order time-dependent
DeMoivre-Laplace theorem" de Imme van den Berg [7], onde se mostra que a
aproximacao referida se mantinha até a primeira e segunda ordem. Recorda-se
que a familia de coeficientes binomiais com parémetro ilimitado é infinitamente
préxima na escala mencionada de uma superficie, descrita pela funcio de Gauss.
Aqui mostra-se nesta escala que os quocientes de diferengas dos coeficientes
binomiais de ordem n sdo infinitamente préximos das derivadas parciais da
funcdo de Gauss de ordem 7.

Este trabalho ¢ distinto de uma outra abordagem da assimptética de ordem
superior dos coeficientes binomiais feita por Francine Diener ¢ Marc Diener
[2], em termos duma expanséo assimptética de um tipo especial. Observa-se
que seria interessante investigar num trabalho futuro a ligacdo entre as duas
abordagens.

Ao longo do trabalho serdo apresentados alguns conceitos e resultados novos
necessdrios & realizaciio do objectivo. Pressupde-se alguns conhecimentos, da
andlise ndo standard elementar e de processos estocésticos.

Historicamente j4 vérios conceitos néo standard de regularidade de funcoes
foram apresentados. Os conceitos de S-continuidade, S-diferenciabilidade e S-
integrabilidade foram introduzidos por Robinson [6]. Funges de classe S%, classe
S! ¢ mesmo de classe S® foram introduzidas por F. Diener em [3], mas estas
definigoes s6 se aplicam no contexto do continuo. V. Neves [5] considerou con-
vergéncia de discretizagtes ndo standard de fungbes standard de classe C*. A
definicao de funciio de classe S! e de fungdo de classe S2, aplicdvel as funcGes
internas e discretas, que se utiliza no trabalho é dada em [7] e aqui vamos es-
tender a nocdo a todas as ordens standard. Chama-se a classe de funcdes acima
obtida, as fungbes de classe 5”.

Mostra-se um teorema que faz a transicio de funcdes de classe S™ para

xi



xii INTRODUCAO

funcdes de classe C*. Aplica-se este teorema a funcdio binomial afim de obter o
teorema de DeMoivre-Laplace de ordem arbitréria.

A estrutura do trabalho é a seguinte. No capitulo um, comeca-se por
tratar os conceitos ndo-standard de regularidade de fungGes reais que se ref-
erem em particular & continuidade. Observa-se as regras de conservacgio da
S-continuidade apds operacdes algébricas ( adicdo, multiplicacio e inversa de
uma funcéo ). Recorda-se também o teorema do limite central de DeMoivre-
Laplace de ordem zero.

No capftulo dois apresentam-se estimativas dos quocientes de diferencas da
fungdo binomial de primeira e segunda ordem na varidvel espaco e de primeira
ordem na varidvel tempo. Além disso relaciona-se também o quociente de difer-
encas da fungéo binomial de ordem 7 na varidvel ¢ com o quociente de diferencas
da fungio binomial de ordem 2n na varidvel Z.

Nos capftulos trés e quatro estudam-se as fungdes discretas de classe S” no
geral, no capitulo trés apresentam-se e demonstram-se propriedades de regu-
laridade ( S-continuidade, S-diferenciabilidade e S-integrabilidade ) de funcGes
discretas e no capftulo quatro apresentam-se e demonstram-se a analogia entre
as propriedades de regularidade de funcdes discretas e de funcbes continuas de
classe C". ‘

No capitulo cinco, aplica-se o que foi demonstrado nos capitulos anteriores
no caso concreto da funcéo binomial. Comeca-se por demonstrar que a funcéo
b(t,z) & de classe S™", segue-se a demonstracio do teorema de DeMoivre-
Laplace de ordem arbitréria.



Capitulo 1

S-Continuidade e teorema
de DeMoivre-Laplace

Este primeiro capitulo tem como objectivos recordar a nocéio de S-continuidade
e como a distribui¢io binomial pode ser aproximada pela distribui¢do normal,
um resultado conhecido como o teorema ge DeMoivre-Laplace. A familia de
coeficientes binomiais B(v,j) = : —;—) com v e j a variar é uma funcéo
S-contfnua numa escala discreta, tornando-se perto de uma superficie descrita
pela funcéo de Gauss, sendo esta continua, esté-se perante a transi¢éo da S-
continuidade para a continuidade.

Na secgdo 1.1 define-se a propriedade de ser uma funcdo de classe 5%, como
sendo uma fungdo que toma valores limitados para argumentos limitados e €
S-continua. Apresenta-se também propriedades de regularidade associadas a
operacoes de fungdes de classe s0.

Na seccéio 1.2 recorda-se o teorema de DeMoivre-Laplace. E refere-se que a
aproximacdo da fungio binomial a funcéo de Gauss mantem-se até A primeira
e segunda ordem. Sendo o objectivo deste trabalho mostrar que a proximidade
entre a familia de coeficientes binomiais e a superficie Gaussiana se mantem a
todas as ordens.

1.1 S-Continuidade

A nogéo de S-continuidade foi introduzida por Robinson, ¢ era usada como
uma caracterizagio ndo standard da continuidade de funcoes reais standard.
Esta nogdo serd aplicada a fungoes discretas, embora as funcdes continuas tam-
bém possam ser S-continuas. Daqui advém a necessidade de explicar o con-
junto onde as funcdes discretas sao definidas. A recta real é similar a um

1



2CAPITULO 1. S-CONTINUIDADE E TEOREMA DE DEMOIVRE-LAPLACE

conjunto discreto de mimeros reais, se a disténcia entre dois pontos sucessivos

é sempre infinitesimal. Se a distdncia 6z é constante, o conjunto escreve-se

X ={kéz : k€ N} CR. Neste contexto aplica-se o conceito de S-continuidade.
Demonstram-se propriedades de regularidade associadas a operacoes de fungoes

de classe S: a soma e o produto de duas fungdes de classe S° é uma funcéo de

classe SP e a inversa multiplicativa de uma funcéo aprecidvel de classe S0 & de

classe SO.

Definigio 1 Seja n € N standard e z € X. A fungdo f: X =R ¢é S-continua
no ponto z se para todo y € X tal que y ~ = se tem f(y) ~ f(x).

Definicio 2 Seje n € N standard e x € X. A fungdo f: X — R é de classe S0
sobre X se f é limitada e S-contfnua para todo = € X limitado.

Exemplo 3 Apresentam-se alguns exemplos de fungdes de classe 0.

1. Uma fungéo constante e limitada é dle classe S°.

2. As fungies f(z) = 22, J(@) = 15 /(&) = % f(z) = sinz, sdo
fungdes de classe SO pois se f toma valores limitados para argumentos limitados,
logo f € limitada sobre o conjun%o dos limitados.

3. A fungdo e(z)=(1+ Ja:)E ¢ de classe S°. Com efeito para x limitado
tem-se e(x)~e®, entdo e(x) é limitado. Além disso, se Y=, e(z)~ze"~eV~e(y).

Teorema 4 Sejam X C R e f, g duas fungdes de classe S0, Entio
i)f + g € de classe S°,
i3)f x g é de classe S°.

Demonstracao: i)Seja = € X limitado, entdo f (z) e g(x) sdo limitadas pois
f e g sao de classe 59 como a soma de nimeros limitados é ainde um mimero
limitado vem que f{z) + g(z) = (f + g) (z) ¢ limitado. Sejam z,y € X limitado
com z=~2y. Entdo f(y) + 9(y)=f(z) + g(z). ii)Seja z € X limitado, entéo f(=z)
e g(z) sdo limitadas pois f e g séo de classe S°, logo f(z) X 9(%) = (fo9) (=)
¢ limitado. Sejam z,y € X limitados com z~y. Entdo Fy) x g(y)=f(z) x
g(z). =

Teorema b Sejam X C R e f : X — R de classe S° com apenas valores
1
aprecidveis para argumentos limitados. Entdo —]; ¢ de classe S°.
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Demonstracao: Seja z € X limitado entéo f(z) é limitado; como z é limitado

entdo f(z) é aprecidvel logo —1:—1:— ¢ limitado. Sejam z,y € X limitados tais

que z~2y entdo f(z)=2f(y) e como f(z) e f(y) sdo aprecidveis pode concluir-se
1 1

@) 16

1
Exemplo 6 Seja f de classe °, nem sempre 7 é de classe S°.

A funcéo f(z) = —1—“1_; 6 limitada em R\ (—1 + @) e infinitamente grande
quando T = —1 + @. Além disso sey =z +¢€ come =0, fl@) - f(z) =
—€

Q+z)(1+z+¢)
prézimo de -1. De facto mostra-se que f nio é S-conténua prézimo de -1. Se

z=—148,5~0 entdo f(z) = Tre s 1—i+6=%' Sey=—-1+26,6~0

entdo f(y) = 2—16 Logo f(y) — f(z) = —-21—6 ~ 00. Por conseguinte f(z) ndo é de
classe S°.

~ 0 se z % —1 ou seja f € S-contfnua excepto infinitamente

1.2 Teorema de DeMoivre-Laplace

Inicia-se esta secgio com as definigoes de rede binomial, na qual os coeficientes
binomiais séo definidos, coeficiente binomial e fun¢éo binomial. Recorda-se o
teorema de DeMoivre-Laplace de ordem zero e indica-se que este teorema é
vélido para diferencas/derivadas parciais de primeira e segunda ordem.

Definicao 7 Seja 6t > 0. A rede aritmética binomial N (8t, V/8t) € definida por

N(6t, V3t) = {(t,a:) cR? \I,jE€L,t=vdt, m=(2j—u)\/¢§}.

Escreve-se
T = {vt|veN}
sz = 246t

O cone binomial Wi, (8t, V/8t) C N(8t, /5t) ¢ definido por
Wi = {(t,:c) € N(6t,Vat) | £ 2 0,]2] < t/m} .
Se 6t ~ 0 a rede aritmética, acima mensionada, é infinitésimal. Note que, em

dliimo caso Wy, contém todos os pontos (t,x) de N (8L, V/&t) para i aprecidvel e
x limitado.
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A rede N(6t,V/5t) é uma rede de losangos, se &t = V6t = 1 os losangos
transformam-se em quadrados e a rede é entdo N(1,1) = {(v,2j —v) € R?:v,j € Z}.
Por conveniéncia assume-se que —1£ ¢ um inteiro.

d

Notacao 8 Seja (t,z) € N(8t,\/8t), escreve-se

y i
A - —
Jtz = 26t 2m

Reciprocamente, se v, j € Z , ecreve-se

i, = yit

z,; = ([—v/2) 2v6t

Definiciio 9 Seja v, j €N, tal que 0 < j < v. Recorde que

()= 7=

Sejo 0 < p < 1. Entdo o coeficiente binomial B(v,j) ¢ definido por

B(v,j) = (;)pf (1—p) .

Definigao 10 Seja p = % A funcio binomial é a funcdo definida no cone
binomial Wy, por
1

b(t,z) = o

B(Vt,jt,z).

Se 0z é infinitesimal, a funcéo binomial b(t, z) é o resultado de uma mudanga
de escala da familia de coeficientes binomiais em trés aspectos.

.Um macroscépio em v, que reduz os perfodos de tempo com um factor ot.

.Um telescépio em j, ( i.e um macroscopio com centro e escala mével). Esta
mudanca de escala centraliza os inteiros j ao redor de %+ e reduz a disténcia
entre dois inteiros consecutivos com o factor 4z.

-Um microscépio no valor do coeficiente binomial, estendendo-os com o factor
1

"s_x' .

A distribui¢do binomial serd adaptada a rede discreta pela mudanca de es-
cala, pois estd-se perante uma fungso binomial que toma valores aprecidveis
para t aprecidvel e z limitado.
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Recorda-se o Teorema de DeMoivre-Laplace de ordem zero que prova gque a
funcéo binomial para valores de p = % ¢ infinitamente préxima da func@o de
Gauss.

Teorema 11 ( DeMoivre-Laplace ) Seja 6t ~2 0, para (t,z) € W, tal quet
aprecidvel e x limitado. Entdo

bt,z) ~ ﬁexp (—i;) (L.1)

Esta aproximagio mantem-se para a primeira e segunda ordem, pois cer-
tos quocientes de diferencas parciais de b(t,z) estdo infinitamente préximos de
certas derivadas parciais de G(t,z), como se recorda de [7].

1
—- ¢ infinitamente grande, tem-se que para todo o aprecigvel e z limitado

Se
vem q\ég
&b(t,z)  0G(t,z) (1.2)
Tt ot
db(t,z) _ 0G(2) (1.3)
ox oz '
8%b(t, z) 8°G(t,x) (1.4)

dz2 = ox?
Estes resultados seréo verificados posteriormente no segundo capitulo.
E importante recordar para o desenvolvimento do estudo, a derivada con-
tfnua da funcio de Gauss na primeira e segunda ordem. De facto tem-se

26 _ 1 (f_z - %) Gt ) (1.5)
G(t,z) =
—5 = —?G(t, z) (1.6)

_62%3}_) _ (j_j_;) Glt, ). (L.7)
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Capitulo 2

Quocientes de diferencas da
funcao binomial

Os objectivos deste capftulo sdo a obtengdo de férmulas combinatérias e esti-
mativas dos quocientes de diferencas da fungéo binomial.

Na secgio 2.1, relativamente & varidvel espago z, obtem-se uma equagao para
o quociente de diferencas de primeira e segunda ordem da funcéo binomial, e
verifica-se que esta ¢é infinitamente préxima da primeira e segunda derivada na
varidvel z da funcio de Gauss respectivamente, para ¢ apreciével e = limitado.

Na seccio 2.2, no que se refere 3 varidvel tempo %, obtem-se a equagio do
quociente de diferengas de primeira ordem de funcdo binomial, e verifica-se
também que esta é infinitamente préxima da primeira derivada em ¢ da fungdo
de Gauss, para t aprecidvel e z limitado.

Na sec¢éo 2.3 relacionam-se as equagdes dos quocientes de diferencas na
varidvel espago e tempo para todas as ordens.

Apresenta-se uma notagao que se utiliza em todo o trabalho.

Seja « uma aplicagio de duas varidveis T x X contida em R . Adopta-se a

seguinte notagdo de diferencas.

Siu(t,z) = u(t+26t,z) — u(t,xz)
Soult,z) = u(t,z+ox)—ult, )
ult,z) = ult,z+26x)— 2u(t,z +dz) + u(t, x).

2.1 Diferencas com respeito a varidvel espago

Sersio derivadas a primeira e segunda ordem do quociente de diferencas da funcao
b(t, z) com respeito a z. O lema seguinte é o ponto de partida para todos os
célculos.
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Lema 12 Para todo z tal que (t,x) € Ws, e T # ﬁ

l—f-éa:

btz +67) = b(t,.:t:)( - 2 - ) @2.1)
i a2
1+2t6:1:+2t6x

Demonstracao: Comega-se por introduzir uma notagao para as diferencas.
Seja v = v, € j = Ji =, DOte que

2z,

v . v
6-92 - (-5 - 0=3)%, - 24
z

Consequentemente

bt,z +o6x) =

A partir do Lema 12 pode-se derivar de forma quase imediata a férmula
exacta do quociente de diferencas de b(i, z) na direcgéo .

Proposicio 13 Para (t,z) € Wi, com ¢ eprecidvel e T limitado
1
T+ 56:17

T 1
= > 52
t(1+2t6:c+2t6a:)

52b(t, :L')

5 = bt,z)

(2.2)
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Demonstracao:
1— 26z
b(t,z + 6z) —b(t,z) = b(t,z) p — 1
z Jlady o
1 +$2t6a: + 2t6:
— 26z —1— —bx — - oz?
(B
1+ —éz + —0x2

2{ 2t

¥
g
~+
5
4

18

|

Il
-
Rl
8
g’
|
| 8
O
3]
|
il
%
SN’

=
+
¥ 8a
On
8 | |
1
o 5]
8
™
N——
[~}
8

Portanto

1
$+§6:c

T 1
ol 2 5x2
t(1+ 6a:+25:1:)

sz(t, IC)
oz

b(t, z)

Deduz-se para t aprecigvel e x limitado, uma aproximaggo do quociente de
diferencas da funcao binomial na direcgao .

Proposicao 14 Pora t aprecidvel e x limitado

(52b(t, :B) z

=7~ —=b(t,z).

oz t ¢2)

Demonstragao: A demonstragéo da proposicdo utiliza a férmula (2.2). Seja
éz ~ 0 , t aprecidvel e z limitado. Note que

1
~ 1.

1

0z ~ O

2 ’ z 1.2
1+2t5:v+2t6:1:

Consequentemente
62b(t, z) x
i = =3 b(t, x).

Com base nas férmulas (1.1) e (1.6) verificou-se que o quociente de diferencas
parciais de primeira ordem de b(t,z) em relacéo & varidvel = & infinitamente
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préximo da derivada de primeira ordem da funcdo de Gauss com respeito a z,
para todo ¢ aprecidvel e z limitado. E assim se mostra a férmula (1.3) enunciada
no primeiro capftulo.

De forma a simplificar os célculos para determinar a segunda ordem do
quociente de diferencas da fungéo binomial na varidvel 2 introduz-se a seguinte
notagao.

1
z+ §6z
Cx)=- - 1 .
iy A2
t(1+ 2t6zz:+ 2t6$ )
Assim para todo (1) € Wt , 2282 — o(ayo(t ).

Proposigao 15 Para (t,z) € Wy, com L aprecidvel e z limitado

22 —t + 2zéz + %63:2

82b(t, z)
2 z 1.2 z Lo
i (1+ 6z+t5:v 14 =6z + —dx

ox?

= b(t,z)

(2.3)

Demonstracao: Como
sz(t, .'E) _
S C(z)b(t, ),

aplicando a férmula (2.2) tem-se que -

52(t, z) C(z + 82)b(t, z + 8z) — C(z)b(t, )
6z Ole + 62)b(t, =+ 52) — Cla + 82)b(t, 2)
| Cla+ 2t 2 )l )
3b(t, x) 3C(z)

oz %
= C(z +6z)C()b(t, =) + b(t, x)g%@

= bt,) [C(a: +82)C(z) + 8 (’;S’)T :

= C(z+90x) + b(t, z)
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Note que
6C(z) _ C(z+dz)—C(x)
s oz 1 1
:z:+6:c+§5:z: :l:+§6:c
~ +
(@+dz), 1., EFRE Y
~ t(l—l— o 6$+2t6:c i 1+2t5x+2t5:1:
- 0.
6a:+§x—g;
_ m
T 1 T 1
d 12 e 282
t(1+2t5:c+t6:c)(1+2t6:c+2t63)6z
145
4

T 1 T 1 :
—_ —8r2 - 812
t(1+ 6:c+t6z)(1+ oz + 5:1:)

Substituindo vem que

620(t, z) 8C(z)
52 = b(t, x) [C(:E +62)C(z) + T} .
z2 + 226z + %’1—
= b(t2) z 1 z 1 K
2 z 252 x 52
t (1+ 2t6:1:+ t&a: ) (1+ 2t6:1:+ 2t6a: )
ox?
14—
~b(t, ) ot

z 1 z 1
- —8r2 = a2
t(1+2t6$+t6z ) (1+2t6:c+2t6:1:)

z%2 —t 4 2zéz + %6:1:2

2 z 1. z 1.0
t (1+2t5$+t6m 1+2t63:+2t6:t:

= b(t,x)

Para t aprecidvel e z limitado apresenta-se uma aproximacao do quociente
de diferencas de segunda ordem da fungéo binomial na varidvel z .

Proposicao 16 Para t aprecidvel e = limitado

o2b(t,z) (= 1
= t—z'z) (¢, ).
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Demonstracao: Seja 6z ~ 0, ¢ aprecidvel e z limitado. Tem-se
1 T 1
2zér =~ = o~ = —6x2 ~ 1.
oz 0, 25:1:2 0, 1+2t6:1:+t6:1: 1
Aplicando na férmula (2.3) tem-se
62b(t, ) z2 1
oz \©® t) (%)

Com base na expressdo da fungdo binomial e na expressao da segunda
derivada da funcéo de Gauss em ordem a T se verifica que o quociente de
diferencas parciais de segunda ordem da fungiio binomial com respeito a z €
infinitamente préximo da derivada de segunda ordem da funcao de Gauss na
varigvel z para todo ¢ aprecidvel e  limitado. Desta forma se mostra a férmula
(1.4) do primeiro capitulo.

2.2 Diferencas com respeito a varidvel tempo

Ser4 derivado o quociente de diferencas de primeira ordem da funcdo b(t, £) com
respeito a t. Primeiro expressa-se a fungio b(t + 25t, ) em termos de b(t, z).

Lema 17 Para z tal que (t,x) € Ws,. Entao
36t 262
14— +—

2
b(t+20t,z) = b(t, x)( 46t : 4612 : x”&t)'
14—

t+t2 12

Demonstracao: Comega-se por introduzir uma notacdo para as diferencas.
Seja v = v; € j = jt «, DOte que

L _ e

V - b

ox = 28,

(-2 = = = &
2 2/6t oz’

62t = 284t.

Consequentemente
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b(t + 26t, z)

B(v+2,j+1)

B @)@+ 1
bz (+1)w-j+1) 4
1+%)(1+;)

(Hz)z_(f_—é):z
174 — 14

4

4
oo (1+£;) (1(2??)
(1 N @z) &) &

b(t, z)

i i

I+
W o) — 5t 462 42%08°
I+ 5+~ g
36t 26t%
5t
b(t, z)
14+

t

;
a5t 2900
+ o

46t 46t x26t t# 0.

T t® T #

13

Utilizando o resultado demonstrado no lema anterior, determina-se a féormula
exacta do quociente de diferencas de b(t, z) na direcgéo ¢ .

Proposicao 18 Para (t,z) € Wy, com t aprecidvel e T limitado

61 b(t, .’E)
o2t

lb(m) 2 —1— 20t
2\ I\ 2 4 AtSt + 4612 — 226t )

(2.4)
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Demonstracao:
36t 26t
I+ —+—
bt + 28, ) — b(t,z) = b(t,7) w WP P8
ot L2 5t 26t?
3 T T g
= b(t,:c)(1+4_5t LGP ﬁ)
t 82 £
1 z2 ot

—_—— + —— . —
= 2t 28 #
= b(t,x) (1 . 16t v a:zét) 24t.

t # 2
Portanto
2 1 28
51b(t,$) _ 1 12 - Z - 72—_
52 zb(t’w)( A5t 432 20t
14 — 4 —— —
t, # #
2 —t— 26t
_ 1 2
= ¥ ‘”)(t2+4t5t+46t2—a:26t
t2
_ —l-b(t z) 2 —t— 20t
= PPN\ et + 4612 — 226t)
[ |

Apresenta-se uma aproximacgo do quociente de diferencas da funcéio bino-
mial na varidvel ¢, para z limitado e ¢ aprecidvel.

Proposicao 19 Para i aprecidvel e z limitado
81b(t, ) o~ 1 (f- - l) b(t, z).

82t 2\

Demonstragao: Seja §t ~ 0,  aprecidvel e = limitado. Note que
Atot + 46t — 226t ~ 0.
Consequentemente, substituindo na férmula (24) tem-se

Jlb(t,a:) ~ 1 22 1
o = zle 1))
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Verifica que o quociente de diferencas parciais de primeira ordem de b(t, z)
em relagio ao tempo é infinitamente préximo da derivada da fun¢io de Gauss
na mesma varidvel para todo ¢ aprecidvel e z limitado. Fica assim verificada a
férmula (1.2) com base nas férmulas (1.1) e (1.5) do primeiro capftulo.

2.3 Relacio entre diferencas na varidvel espaco
e tempo

Relaciona-se o quociente de diferencas da fungéo binomial de ordem 7 na varidvel
t com o quociente de diferencas da funczo binomial de ordem 2n na varidvel
z. Por razoes diddcticas antes da apresentagio do caso geral, comega-se por
relacionar a primeira ordem do quociente de diferencas da funcdo b(t,z) na
varidvel ¢ com a segunda ordem do quociente de diferencas da mesma fungdo
mas na varigvel z. Segue-se a relagio entre a segunda ordem do quociente
de diferencas da funcdo b(,z) no que respeita ao tempo e a quarta ordem do
quociente de diferencas da mesma fungéo em relacdo ao espago.

Lema 20 Para todo (t,z) € W

&ib(t,z) l&gb(t,a:—éa:)
2t 2 62 ’

Demonstragao: Do Trisngulo de Pascal, obtem-se
B+1i+1) = 2B@i)+3B0i+1).
Ento pela conversdo da defini¢do 9 tem-se
b(t+20t,x) = %b(t, z + 0z) + %b(t, z + 0z).

Ap6s mais um passo de tempo na rede binomial N (ét, \/51-,‘) obtem-se a relacéio
entre a diferenca horizontal 8,b(t, z) e a diferenca vertical 62b(t, z),

b(t +20t,z) = L—llb(t,a: + 6z) + -12-b(t, z)+ —}ib(t, z — 0x).
Consequentemente
1 1 1
b(t + 26t, QI) _ b(t, IE) _ Zb(t, T -+ JIL') - Eb(t, ZD) + Zb(t, T — (S:D)
52 N 9 62t
2 8x2 )



16 CAPITULO 2. QUOCIENTES DE DIFERENGAS DA FUN CAO BINOMIAL

Lema 21 Paro todo (£, z) € W

62b(t, ) _ 1 83b(t, z — 26z)
(02t)? 4 ozt ’

Demonstracao: Pelo lema 20 tem-se

62b(t, z)
(62t)?

18y (55b(t, = — éz)

26 dz?

1 (sgb(t +28t,z — 0z)  S3b(t,x — &c))
2

dx? x2

02t
1 62 (6,b(t,z — bx)
2 6x2 82t
1 83 (830(t, z — 20x)
4 5z Sx2
1 636(t, x — 267)
4 ozt )

Chega-se agora ao tltimo teorema do capitulo, em que se generaliza a relacéo
entre os quocientes de diferencas de ordem n da funcéo binomial na varidvel

espaco e tempo.

Teorema 22 Para todo (t,) € Wi

opbt,z) _ 1 62"b(t, z — nox)
(62t)" ~ 2» o2 ‘

Demonstracao: Por indugdo. Para n = 1, jé foi verificado anteriormente.
Suponha-se

oyb(t,x) _ 1 62"b(t, x — ndz)
(62t) — 2» ox2n ’

Pretende-se mostrar que

(t,r) 1 82 (¢, z — (n+ 1) 6z)
( 52t)n+1 - 9ntl Sx2(n+1) .




2.3. RELACAO ENTRE DIFERENGAS NA VARIAVEL ESPACO E TEMPO17

Ora

81+ b(t, z)

(62t)"**

81 (M)

52t \_ (620)"
1 & (62"b(t,z — ndz)
o 52t ox2n )
1 62" (6:1b(t, z — ndz)
om §x2n 52t
1163 Cﬁb(t, z—(n+1) &v))
27 2 §z2n ox2

1 82 p(t,z — (n+ 1) 6x)
ol 522+ D) .
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Capitulo 3

Propriedades de
regularidade das funcoes
discretas

O objectivo deste capftulo é o estudo das propriedades de regularidade de
fungdes discretas de classe 5", que tém uma certa analogia com as propriedades
de regularidade de fungdes contfnuas de classe C™. Uma condicio necessdria
para uma funcéio ser de classe S é que o quociente de diferencas de ordem n
seja uma funcdo de classe S%. Determina-se também a férmula da "derivada
discreta" de ordem 7 de uma funcéo.

Na primeira secgdo verifica-se que um monémio de grau m standard é de
classe S”, tal como ele & de classe C™.

Na secgéo 3.2 comega-se por estudar propriedades de regularidade associadas
a derivagio e integracio discreta de fungbes de classe S”. Mostra-se que se

uma funcéo f ¢ de classe S® a sua "derivada discreta” % ¢ de classe S™1,
of

reciprocamente se a "derivada discreta” 3z
classe S® pode-se concluir que a fungéo f & de classe sn.

Por fim na secgéo 3.3 demonstram-se propriedades de regularidade associ-
adas as operagdes de fungdes de classe S”. A soma e o produto de duas fungGes
de classe S® & de classe S®. A inversa multiplicativa de uma fungdo de classe s
aprecidvel e a divisdo de uma fungéo de classe S™ por uma fungéo aprecidvel de

classe S™ ¢é de classe S™.

¢ de classe S"! e a funcéo f é de

Recordam-se de [7] as definigdes de classe S' e S? de forma a facilitar a
compreenséo da defini¢io de funcéo de classe S5”.

19
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Definicao 23 SejaICX CRe f: X >R . A funcdo [ diz-se de classe S'

emlsefe ‘—é sdo ambas de classe S° em 1.

Definicao 24 Seja ICX CR ezf:X—ﬂR . A funcio f diz-se de classe S

)
em 1 se f ¢ de classe S emleé ¢ de classe S° em L.

Definiciio 25 Seja ICX C R e f : X — R, para todo n standard, a funcdo f
¢ de classe S* em 1 se f é de classe S*~* emlle%f:;(;?) ¢ de classe S° em 1.

Em contraste com as funcdes continuas a derivada discreta de ordem n existe
sempre. A proposicéo seguinte apresenta uma férmula da derivada discreta de
ordem n.

Proposicao 26 Sejom XCR e f:X—>R, tem-se

o) _ L yy (") f(@ + (n— 5)éz) (3.1)

ox™ oz™ =0 J

Demonstragao: Por indugdo interna. Pela definicao de derivada discreta de
uma funcéo fsen=1

sfg) - Elg(f(a:+5:v)—f($))-

Suponha-se (3.1) verdade pretende-se calcular a derivada de ordem 7 + 1 da
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funcéo f(z). Ora
FHif(z) _ (Jf(a:)
ozn+t 6:::”
i _ ’ Y 6f(z + (n— j)ox)
= = r e (5L
= 3@ Z (—1)’( )——(f(m+(n+1—j)ax)—f(x+(n_j)az))

= LI () (e + (k1) - Fla+nie) +
ﬁm( 0 (7) Gta-+0) - 1@+
+3};E Z (-1 ( )(f(:r;+(n+1—.’l)5$)—f($+(""j)5ﬂ7))

=1

6.1:" 6::: [(—1) fl@+6z) + (-1)* f(z) + f(z + (n+ 1)6z) — f(z +néz)] +
e 2 () Vot @ 1)) ~ flo+ (= )60)

11

= 5:7»32 [f; (—1)’(,)f(z+(n+1—j)5f") +

=1

6:1:“ oz j=o
+6—1?6— [f(z+ (n +1)8z) + (- 1)"+1f ()]
41 f:( )-7( )f(:z:+(n+1-—.7')5$)+

dz™ o0z =3

it gy e+ 0 000 ()

- E?Eé( —1y ((;‘) + (J’_‘ 1)) f(z + (n+1—j)éz)+
51,, ; [/ + (-4 1) + (1712
= o 20 (1] )t -6

[nZ( 1)’+l()f(ﬂ=+(n—j)5$) +

3.1 Monémios e Polinémios

Seré derivado o quociente de diferengas de primeira e segunda ordem de um
polinémio de coeficientes limitados, de modo a verificar que estes sdo infinita-
mente préximos da primeira e segunda derivada continua do mesmo.
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Mostra-se que o quociente de diferengas de m-ésima ordem de um polinémio
de grau n standard é um polinémio de grau n —m de coeficientes limitados, de
forma a facilitar a demonstracdo de que todo o mon6émio de grau 7 standard de
coeficientes limitados & de classe S*.

Proposicao 27 Seja p(x) um polindmio de coeficientes limitados de greu stan-
dard, com z € X , limitado. Tem-se que

0
i) —Z;(?:il=p' (z) +6zqi(z) , com qi(x) um polindmio de coeficientes limitados

de grau menor do que 8y(p') .

52
) _SI;STE)=T’"($) + 6xqa(z) , com gz(z) um polinémio de coeficientes limita-
dos de grau menor do que 8(p") .

Demonstragio: i) Seja p(z) = ao + 61 + 022° + ... + €,z™ um polinémio de
grau n standard, com coeficientes limitados. Tem-se

ip(z) _ plz+dz)—p(z)
oz oz P | [ 52)" — 2]
— -+ ™ (z+dz)—= ... (z+8z)" — =
oz oz
an i (n)m"’l”&zp —z"
ag (2z6z + 627) p=0 \P
= +——1 ..+
ox oz
ro(n
ay (E (p) zv""’&mp)
= a1 +ap (20 +6) o+ — =
= a1+a2(2z+0x)+ ... +an i (n PPt
p=1 D
= ay+..+naz* ! + 6z (02 + ...t ap i (n) g:’”'—PJzT"z) .
p=2 \P
Seja
n (n
qa(r) = az+...+az ), ( ):c"‘“"&aﬂ”‘z.
p=2 \P
Entao
dp(z)

oz p'(z) +0zq (z) e Goqn < Oop'.

ii) Segue da primeira parte da proposicéo que existem ¢y, g2, g3 € gs polinémios
de coeficientes limitados tais que

op(z)

= p'(x)+6zq(z) e doq < Gop,
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2O - pe)+mn@ o am <
é% = ¢{(z)+6xqu(zr) e Bogs < dogi < bop".
Ora
e _ S5
5@+ dsa@)
= p(2) + Srau(@) + 62 (dh(2) + baaa(a))
= p"(z)+dz(qa(z) + ¢l (z) + 6zg3(z)) -
Define-se
a2(z) = aq(z)+d(z)+6zgs(x). Assim Bogz < Gop”.
Entao 9
TUD (o) + bom (@).

A seguinte propriedade que se apresenta iré determinar o grau da m-ésima
ordem do quociente de diferengas de um polinémio de coeficientes limitados de

grau n.

Proposicao 28 Seja p(z) um polindmio de coeficientes limilados de grau n
standard, com z € X , limitado. Tem-se que fﬂ# é um polinémio de grau

menor ou igual a n — m de coeficientes limitados, para todo m standerd.

n -

Demonstracao: Por indugéo externa. Considere o polinémio p(z) = ), a;z’.
i=o

&p(z)

6x0

cientes limitados. Suponha-se que

Para m = 0 tem-se = p(z) , que é um polinémio de grau n com coefi-

"p(z)

- € um polinémio de grau menor ou

igual a n — m com coeficientes limitados. Aplicando a proposicéo 27 deduz-se

que
+1 x T
Mplz) (57; Er: )) % (@' (z) + dzq1(z)) -

Com p’(z)+6z¢; (z) um polinémio de coeficientes limitados de grau n—1. Entao

ozm+l T zm

oy '(z) + 6zqy (z)) é um polinémio com coeficientes limitados de grau menor
ouiguala (n—1)—m=n—(m+1). ]
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Antes porém de provar o teorema principal desta seccdo que um monémio de
grau m standard é de classe S™, observa-se que um monémio de grau n standard
& de classe S .

Observacao 29 Por indugéo exslerna. Pretende-se provar que pare todo n stan-
dard, z* ¢ de classe °. Paran = 0, iem-se que 1 ¢ uma constante limitada
entio é de classe S°. Suponha-se z™ é de classe S°. Tem-se pelo teorema 4 que
! = g™z é wma fungdo de classe S0 visto ser o produto de fungdes de classe
0. Entdo "+ ¢ uma funcdo de classe S°.

Teorema 30 Seja n standard. Para todo m standard, z™ ¢é de classe S".

Demonstragao: Por indugéo externa. Para n = 0 verdade pela observagao
anterior. Suponha-se que £™¢é de classe S*. Pela proposi¢éo anterior tem-se
olam & (05T linémio de coeficientes limitados d
e e (_6;) um polinémio de coeficientes hmitados de grau

que

+1,.m
menor ou igual a m — (n+1). Entao _E:I_:’ﬁ:l— & um polinémio de classe S°.

Como por hipotese de indugéo z™ ¢ de classe S”, entdo por defini¢do z™¢é um
polinémio de classe S*+1. ]

Do teorema anterior pode-se concluir que todo o polinémio de coeficientes
limitados de grau standard ¢ de classe S, resultado a aplicar ao problema da
regularidade assimptética dos coeficientes binomiais.

3.2 Derivacao discreta e integragao de funcoes
de classe S”

Estudam-se propriedades de regularidade associadas & derivacdo e integragao
discreta de fungdes de classe S™. No que concerne as propriedades de regular-
idade associadas & derivacéo discreta mostra-se o lema de derivn;ao, isto & se

é
uma funcdo f é de classe S™ ent@o a sua "derivada discreta" e

S™—1_ Para além deste mostra-se também que se uma funcéo f é de classe S™ a

é de classe

sua "derivada discreta" de ordem m, 67”{‘: para todo m standard com m <7 &

uma funcao de classe S* ™.
Relativamente as propriedades de regularidade associadas & integracao disc-

reta, mostra-se o lema de integracdio, isto & se a "derivada discreta" o & de

classe S*! e a funcéo f & de classe S° pode-se concluir que a fungso f éde
classe S™.
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Lema 31 ( Lema de Derivagio ) Sejam X C R ef:X—R. Sef éuma

fungdo de classe S*. Entdo 6—1 é uma fungdo de classe S*1, para todo n
stendard.

Demonstracao: Por indugio externa. Por defini¢do % & uma funcdo de classe
S0, Supox;ha—se que f é uma funcdo de classe S7+!, Por definicio f é de classe
o f " (of
w9 J _ 9 (9 = 0 5
S" e ) o ( 6:1:) & uma funcéo de classe S°. Sendo f uma funcéo

de classe S deduz-se por hipotese de indugio que o & uma funcdo de classe

S»—1. Aplicando novamente a definicio 25 pode-se concluir que a fungéo g é
de classe S™. u

Lema 32 Sejam XCR e f: X — R tlais que‘;—;c ¢ uma funcdo de classe S* €

f ¢é uma fungdo de classe S°. Entdo { € uma funcio de classe S*, para todo n
standard.

Demonstragao: Por indugdo g,xterna. E trivial que f ¢ uma fungdo de classe
S°. Suponha-se que a fung¢éo -‘—% ¢ de classe S**! e f & uma fungéo de classe

S0, Tem-se pela definigdo 25 que -‘;—i— & de classe S*. Aplicando a hipotese de
indugéo conclue-se que f & uma funcéo de classe S™. Deduz-se por defini¢éo que

ot f & [of 0 -
vy = 3am E) & de classe S°. Novamente pela defini¢do 25 conclue-se que
f & uma fungéo de classe S"*1. [

Lema 33 (LemadeIntegmg&o)SejamXCRef:XéR taz'squeg é

uma fungio de classe S*~! e f € uma fungdo de classe S0, com f(0) limitado.
Entdo f ¢ uma fungdo de classe S, para todo n standard.

Observa-se que para 1 = 1, obtem-se o teorema cléssico de Dini pois para f
limitado num s6 ponto tem-se que f é de classe S'.

Demonstracao: Por inducdo externa. Por definicdo sendo f uma fungéo de

classe S° e 3 Ume fungdo de classe S° entdo f é uma funcéo de classe S!.

Suponha-se que e & uma funcdo de classe S™ e f uma funcéo de classe SO,
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. " [éf oty 0 ]
Por defini¢ao tem-se que 5o (5—1:- = Sgntl é de classe S°. Aplicando o lema
anterior conclue-se que f é uma fungdo de classe S™. Entéo por definicgio f &

uma fungio de classe S™*!. [

As duas proposigdes seguintes vao desempenhar um papel importante no
desenvolvimento do quinto capitulo, uma vez que conhecendo o nfvel de S-
continuidade do quociente de diferencas da fungao binomial, se pode concluir
sobre o nivel de S-continuidade da funcéo binomial.

Proposigao 34 Sejam XCR e f : X —R. Se f é uma funcio de classe S*

o
entdo E};f ¢ de classe S*~™, para todo n,m standard com m < 7.

4

Demonstragio: Pelo lema de derivagdo conclue-se que a funcdo é
2

S”—1, Novamente pelo lema de derivacéo tem-se que —fz- & de classe S”2. Ao

oz

aplicar-se m vezes o lema de derivagio conclue-se que a fun¢éo E.'t_"% é de classe
s, ]

é de classe

Proposigao 36 Sejom XCR e f: X—R. Se f é uma funcdo de classe S*
entdo f é uma fungéo de classe S™ para todo n,m standard com m < n.

Demonstragao: Considere-se m standard tal que m =7 — k. Por definicio f
& uma funcéo de classe S"~!. Novamente por definigao tem-se que f é de classe
S7=2. Ao aplicar-se k vezes a defini¢io 25 conclue-se que a funcdo f & de classe
S»—k_isto & f & uma funcdo de classe S™. n

3.3 Operagoes algébricas sobre funcoes de classe
Sn

Em toda esta seccio demonstram-se propriedades de regularidade associadas as
operagoes de fungdes discretas de classe S™. Numa certa maneira demonstra-se
que a soma, o produto, a inversa multiplicativa e a diviséo de fungbes de classe
S™ resulta em funcao de classe S™.

J4 foi enunciado e demonstrado no primeiro capitulo o teorema em que duas
funcdes de classe S°, o seu produto e a sua soma ¢ ainda uma funcdo de classe
S0,
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Lema 36 Sejam X CR e f, g duas fungdes de classe S*. Entdo f+g é uma
fungdo de classe S*.

Demonstragao: Por indugiio externa. Pelo teorema 4 resulta que f+gé&uma
fungo de classe S°. Suponham-se f e g duas funges de classe S"*1. Pelo lema

de derivagéo tem-se que % e % séo duas fungoes de classe S”. Tem-se que

WAy = L+ L@,

Aplicando a hipotese de indugéio tem-se que i(ii-ﬂ (z) é uma fungdo de classe

oz
5(f+g)
or

S”. Pelo teorema 4 a fungdo f + g é de classe S° e como ¢ uma fungéo

de classe S*, pelo lema de integragiio conclue-se que f + g é de classe Sntl,
n

Teorema 37 Sejam X C R e f, g duas fungdes de classe S" entdo fxgé€de
classe S™.

Demonstragao: Por indugiio externa. Pelo teorema 4 resulta que f X g é
de classe S°. Suponham-se f e g duas fungdes de classe S7+1, Pelo lema de

derivacéio tem-se que %i: € -g% sdo duas fungoes de classe S”. Tem-se que

6(fxg) .\ _ & o9
X9 @) = @) 9@+ 1@ ).
Pela proposicéo 35 a fungdo g ¢ de classe S”. Aplicando a hipotese de indugso
tem-se que a fungao 5:% ()-g (z) & de classe S™. De igual forma, pela proposicao
35 a fungio f é de classe S®. Como a fun¢do g% é de classe S™ deduz-se por
]
hipotese de inducdo que f(z)- in (z) é uma fungdo de classe S™. Pelo lema 36 e
teorema 4 tem-se que a funcéo % (f x g) (z) € de classe S™ e f X g & de classe

S? entdo pelo lema de integragdo tem-se que f X g & de classe grt+l, [

A demonstragdo efectuada no primeiro capitulo de que a inversa de uma
fungéo de classe S° com valores apreciéveis para argumentos limitados é de
classe S° & um pré-requisito para o lema que se segue.

Lema 38 Sejam X C R e f uma fungio de classe S com valores aprecidveis
pare argumentos limitados. Entdo — ¢é de classe S".

f



28CAPITULO 3. PROPRIEDADES DE REGULARIDADE DAS FUNCQOES DISCRETAS

Demonstragao: Por indugfo externa. Pelo teorema 5, sendo f uma funcdo
de classe S° com apenas valores aprecidveis para argumentos limitados, pode-se

1
concluir que ? ¢ uma funco de classe S°. Suponha-se f uma fungdo aprecidvel
de classe S**!. Pela proposigéo 35 tem-se que f é uma fungdo aprecidvel de
classe S”, desta forma se aplicar a hipotese de induggo -i & uma funcéo de classe

S”. Tem-se

1 1 1
Jeﬁ)z.m+w‘ﬂw
b fer By -f@ 1
oz f(z)f(z +ozx)

1
5 (72a1)
Pelo lema 36 e teorema 37 tem-se que % é uma fungao de classe S".

Pelo teorema 5 a funcdo T(];'T) é de classe S? entdo pelo lema de integragao

1
conclue-se que m)- é uma funcdo de classe S™*1. [

Pelo lema 38 conclue-se imediatamente que a funcio racional vz para

Z % —1 & de classe S®. Apresenta-se um exemplo onde se mostra que a funcio
para z % —1 & de classe S™, baseado na definigéo 25.

14z

Exemplo 39 Considere-se a fungdo f(x) = pora % —1. Pretende-se

1+zx

mostrar que 1_'1_ para « % —1 é de classe S*. A demonsiragdo processe-se

T
em duas partes. Na primeira parte deduz-se por indugdo interna, a férmula do

quociente de diferencas de ordem n da fungio f (z)- Na segunda parte mostra-se
por indugdo externa que a funcdo f(x) € de classe S,
(i) Mostra-se por indugdo interna que

" f _ (-1)"n!
6:1:"(3;) T +z)(1+2z4+6z) X ..... X (1 +z+ndz)’

Para n=1 tem-se

5 . 1 1 1
E(m) - 6m(1+:1:1+6x 1+m)

(1+z)(1+z+6z)
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Suponha-se que

- (=1)"n!
6:::“( 2) = (1+2) (1 +z+62) X ... X (L+z+ndz)
Tem-se que
oy ( +0z) — (:c)
S+l (@) = oz

1 (-1)"n!
63:1<(1 +z+ 6:1:)(>< 1) >< 1+z+(n+ 1)6:5))

oz \(14+7) X .. x(1+x+n6m)
(~-1)"n! l+z—(14+z+(n+1)dx)
oz [(1+:1:)>< ..... x(1+a:+(n+1)6:c)]
(=)™ (n+ 1)
(1+z)(1+z+0z) X ... X (1+z+ (n+1)dx)

(i) Mostra-se por inducdo ezterna que a fungdo f(z) é de classe S*. Para

n=0, jé foi verificado no exemplo 6. Suponha-se que T2 para . % —1 € uma

funcéo de classe S*. Tem-se que

LAY (U R Y -
szrti \1+z) n I+z)x...x(1+z+(n+1)0z)

1
n+1
1)!
(D T * X (L +z+ (n+1)62)
é uma fungdo de classe 0. Aplicando a hipotese de indugdo e pela definigdo 25

para z % —1 ¢ de classe S*+!.

Deduz-se pelo teorema 4 e 5 que (—1)

conclue-se que a funcdo racional f(x) = 1 -il-a:

Teorema 40 Sejam X C R e f, g duas fungdes de classe S* com g 2 0. BEnido
% é uma funcdo de classe S".

Demonstragao: Suponha-se f uma fungéo de classe S” e g uma funcéo apre-
cidvel de classe S*. Pelo Lema 38 a fungéo é & de classe S™. Aplicando o

teorema 37 conclue-se que f % % é de classe S5™. |
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Capitulo 4

A Sombra de uma funcao
transicao discreto-continuo

O objectivo deste capftulo é mostrar a analogia existente entre as propriedades
de regularidade de fungdes discretas de classe S” e as propriedades de regu-
laridade de fungdes continuas de classe C". Recorda-se o teorema da sombra
contfnua e o teorema da sombra derivdvel pois as transi¢des discreto-continuo
sio0 baseadas nestes dois teoremas. Mostra-se que se uma fungéo é de classe

o
S™ entdo a sua sombra °f & uma funciio de classe C" e a fungéo - i(:) é

d
o . . d" °f (z) g
infinitamente préxima da funcéo — Por razdes diddcticas antes da ap-
resentacio do caso geral comega-s¢ por mostrar que se uxr;a. funcéo f é de classe
8°f(=)

ox2

S2? entdo a sua sombra °f ¢ de classe C? e a fungdo ¢ infinitamente

d?°f (z)
dz?2 -
Antes de se enunciar a definicio de sombra de uma funcéo e de um conjunto,

define-se a sombra de um mimero real limitado z pelo mimero real standard
infinitamente préximo e inico, e escreve-se Oz

préxima da fungéo

Definicao 41 Seja st n e X C R™ um conjunto interno ou ezterno. Entdo a
sombra X de X ¢ definida por

0X = *{stx cR":3ye€ X y~=z}

Numa certa maneira a sombra de um conjunto é o conjunto standard mais
préximo. Além disso dois conjuntos diferentes podem ter a mesma sombra.
Considere-se o conjunto T' = [0, 8z, 26z, ..., 1 + 6z] e o conjunto § = [0, 6z, 26z, ..., 1]
a sua sombra é o conjunto 70 = S® =* { z € [0,1] : st z} = [0, 1].

31
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Definicio 42 Seja f : X — R de classe $°. A sombra de f é uma fungdo real
05 .0 X — R definida em dois passos.
(i) Seja standard z € °X ey € X tal que y~z. Define-se

@ = (W)

Note-se que f(y) € limitada, (°f) (x) € bem definida e que (°F) (z) ¢ definida
exclusivamente porque (°f ()) = (°f (2)) para qualquer y,z € X tal que y =
zo2x.

(i) A definicdo de °f ¢ estendida aos pontos ndo standard de X por sten-
dardizacdo.

Exemplo 43 Da sombre de uma fungdo.

Seja f : X — R a fungdo quadrdtice f(z) = z2, mostra-se que a sua sombra
¢ na mesma a funcio quadrdtica mas agora definida sobre R. Comega-se pela
construgdo de um par ordenado, elemento da sombra. Seja x ~ 3, entio 0z=3
e %22 = 9. Emido (3,9) €® {(°2.° (f (z))) : z € X Umitado}. Da mesma forma
para forma pare x limitado qualgquer,

'@ = %6 = (o

pois {(°z,°z?) : ¢ limitado} C *{(°z,° (f (z))) : = € X limitado}. A standard-
izagdo do conjunto externo {(°z,°2?) : z timitado} = {(z,2%) :x €R standard}
¢ {(z,7?) :z€R }.

Este exemplo generaliza todos as restrigoes a X das fungdes f standard con-
tinuas: A sombra de f € ela propria.

Recorda-se formalmente que uma funcéo é um conjunto de pares ordenados,
da mesma forma a sombra de uma funcéo f é construida & base de pares (z, f(z))
para cada z € X limitado. Os objectos da sombra de f € um conjunto standard
construido & base de pares ordenados de sombras pontuais (°z.° (f(z))) que
formam um ponteado de pontos standard. Além disso uma fun¢éio necessita de
ser S-contfnua para possuir sombra.

A sombra de uma funcéo de classe S° é pelo menos uma funcéo de classe Co.
Esta afirmacéo é objecto do teorema seguinte, que permite associar uma fungéo
contfnua standard a uma funcgo discreta S-continua.

A demonstracdo do teorema necessita de se recordar a caracterizacio nao
standard de convergéncia. Se uma sucessao standard (Z, ),y converge para um
z limitado entéo ,, = = para todo w ~ co. Se uma sucessao standard (Z»),,ex
ndo converge para T entdio existe w ~ oo tal que Z, # x . Entre os fndices
infinitamente grandes pode-se supor w arbitrariamente pequeno. Para z € R
note que [z] é elemento maximal de y € X tal que y < z, escreve-se [z] =~ =.
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Teorema 44 ( Teorema da Sombra Continua ) Sejo [ : X — R de classe
S entio a sua sombre °f é uma funcdo unfvoca e continua, definide sobre R
inteiro. Ela é a dnica fungio standard infinitamente prozima de f(z) para todo
z € R limitado. Reciprocamente, se a sombra de f é uma fungdo unfvoca f €
necessariamente de classe S°.

Demonstragio: Secja £ standard. Entéo °f (€) =° {°f(n):n€X,n=¢§ }
sendo este néo vazio, porque os f (7)) séo limitados e reduzem-se a um ponto
quando eles sio todos infinitamente préximos uns dos outros. Logo 07 (&) &
definida de forma univoca.

Por transferéncia °f é definida de forma unfvoca sobre R inteiro.

Suponha-se com vista a um absurdo que 0f & descontfnua no ponto §. Ex-
iste uma sucessdo standard (), cy que converge para £ e tal que 0f(£,) ndo
converge para °f (£), tem-se f [£,] =° f(£,) para todo n limitado, entdo pelo
lema de Robinson existe v ~ oo tal que f [£,] =0 f (&,) para todo 77 < v. Pelo
critério de ndo convergéncia acima mencionado, existe w ~ co , w < v tal que
% (£.) #° £ ©)-

Entéo f[£,] =0 f(£,) #° f(§) ~ f €], contradigio com a S-continuidade
de f. Entdo °f é continua no ponto £ e por transferéncia para todos os pontos.

Reciprocamente, suponha-se com vista a um absurdo que J ndo é de classe
S%. Se f(x) ¢ ndo limitada para um argumento limitado z, e S-cont{nua, entéo
0f ndo & definida em %z. Se f(z) é limitada para um argumento limitado z,
mas néo S-contfnua, entdo existe y ~ z tal que f(y) # f(z) o que implica
que °f (ozc) contem ao menos dois valores. Portanto a sombra de f néo é uma
funcéo unfvoca, contradicéo.

Entdo f é de classe S°. ]

A sombra de uma funcio de classe S! ¢ pelo menos de classe C' e a sombra
de uma fungéio de classe S? é ao menos de classe C?, estas propriedades séo
objecto de estudo nos dois teoremas seguintes.

Teorema 45 (Teorema da Sombra Derivbvel ) Seja f : X - R de classe
of d&f

S entdo a sua sombra °f ¢ uma funcdo real de classe C' e 52 (z) ~ . (=)
para todo x € X limitado.

é
Demonstracio: Pretende-se mostrar que °f ¢ derivével de derivada ° 5z)
-1
5 n—§
el (é) (€) com uma aproximagéo de primeira ordem, ora dispoem-se de uma

Tem que se estabelecer a proximidade do quociente de diferencas

aproximacio de ordem zero de °f . I suficiente tomar &,7 standard tal que
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n % £ Isto leva a uma demonstragéo do tipo € — d com ¢, > 0 stan-
dard. Pode-se escolher & tal que para todo 7 € [€ — §,£ + 8] standard tem-se

sf of
Bo-(F)o<
Pelo teorems dos acréscimos dos limites. Existe z € [[¢].... In]] tal que

F=18 5 () o
=@ =6

@21 o () o = [H=EE - (L)

L Ya-(z)e

- {0 )

< &

Pela caracterizagiio macroscépica da derivada observa-se que 0f & derivéavel de

derivada 0(%) (€) no ponto £ e por transferéncia % © =° (%i—) (€) para

f oy oo (1) () = E1
todo. Pelo teorema da sombra continua o (z) = ( 3z (z) = . (z) para
todo z € X limitado. ]

Por razdes didécticas antes da apresentagao do caso geral mostra-se que se
uma fungso é de classe S? entéo a sua sombra é uma funcéo real de classe 2,

Teorema 46 Seja f : X —> R umazfun;:(io de classe 2. Entdo a sua sombra°f
&2of
da?

¢ uma fungdo real de classe C* e %:,}% (z) =~ (z) para todo z € X limitado.

Demonstracao: Pela proposicio 35 a fungéio f é de classe S*. Apl%cando o
teorema da sombra derivivel tem-se que a funcdo °f € de classe Cle o (z) ~

% (z) para todo z € X limitado. Pelo lema de derivaggo tem-se que % é de

classe S! entdo de novo pelo teorema da sombra derivével a funcéo Ef é de

classe C! para todo z limitado e
5 (6f 4 (&
= (@) = 2 (F@)

0
@ e

entao 9
&
T @

i
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Teorema 47 Sejam f : X >R e g : X — R duas fungdes de classe S'com

. O0f &g
f ~g. Enitdo el
_ N of b9 ~
Demonstracao: Pelo lema de derivagéo tem-se que iz e 3 sao duas fungoes

de classe S°. Aplicando o teoremadoda sombra contfx:i%a e o teorema da sombra
derivével tem-se que ° ((_Si) = ——f— e? (é‘g-) =29 podese concluir que

oz dz oz dz
6f df &g  dg 0f_0 of 9y
e dm S Como °f = g conclue-se que ety ot n

O préximo teorema permite afirmar que a sombra de uma funcao de classe
S™ ¢ pelo menos uma fungdo de classe C™.

Teorema 48 Seja f : X — R uma fungdo de classe S* entdo a sua sombra ° f

0
é uma fungdo real de classe C" e Jl;i(f) o~ & d:;:fn(fﬂ)

para todo x € X limitado.

Demonstracao: Por indugéo externa. Pelo teorema da sombra contfnua °f &
uma fungio real de classe C® e f ~0 f para todo z € X limitado. Suponha-se Fi

uma funcéo de classe S"*!. Pelo lema de derivagio tem-se que a fungéo g; éde

+1
classe S®. Por definigdo a funcéo u & de classe SO. Aplicando a proposigéo

34 a fungéo g—:—% & de classe S'. Donde se pode aplicar o teorema da sombra
derivével e tem-se que

_5_(5" f (w)) . 4° (i’l@)

oz \ oz™ dx oxm

Ora por hipotese de indugéo entao

Ao f@)) _ d (@%@ _ & @
) = = .

de \ oz® dx dzn dzn+1

Como observagéo apresenta-se também a demonstracéao do teorema anterior
por indugao num outro sentido.

Observacao 49 Paran =0 a demonstragio ¢ igual & antecedente. Suponha-se

f uma fungdo de classe S*+1, Pelo lema de derivagdo tem-se que a fungéo o=
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¢ de classe S*. Aplicando a hipotese de indugdo tem-se 0(%) é uma funcao
de classe C" e
e - S0 - £
S+l dzn \ Oz - dz® éox )’
of

d 0
Pelo teorema da sombra derivével tem-se ° (E) =5z entdo pode-se concluir

que

i@ E’f_(“_f(i)) _ @ d%@ _ a0

S+l —  dxv ox dx® dx - dgn+l




Capitulo 5

Regularidade da
distribuicao binomial

Este capftulo tem por objectivos mostrar que a fungéo binomial b(t,z) é de
classe S™" e validar a aproximacio da funcdo binomial & funcéo de Gauss numa
ordem arbitréria.

Na primeira seccao mostra-se que a funcgao binomial é de classe S° na varidvel
Z e na varidvel ¢, demonstra-se também que a mesma fungéo & de classe S™ na
varidvel z. Verifica-se que o teorema de DeMoivre-Laplace de ordem arbitréria
¢é vélido na varidvel espaco.

Na segunda seccio mostra-se que a fungdo binomial é de classe S™ na varidvel
t e que o teorema de DeMoivre-Laplace de ordem arbitréria é vélido na varidvel
tempo.

Por fim na secgio 5.3 mostra-se que o teorema de DeMoivre-Laplace de
ordem arbitréria ¢ valido nas duas variéveis, isto & que o quociente de diferengas
de ordem m na varisvel ¢ e de ordem n na varidvel z da fun¢do binomial &
infinitamente préximo da derivada parcial de ordem m na varidvel ¢ e de ordem
n na varidvel z da funcéo de Gauss.

Considere-se as funcdes discretas definidas sobre o produto X X Y de duas
grelhas regulares X de passo 6z =20 e Y de passo dy ~ 0 com oz = 24/8t.

Definigao 50 Seja f: XxY >R el C X x Y. A fungdo [ ¢ de classe S°° em
I se f ¢ limitada e S-contfnua nas duas varidvess.

Deﬁnigég)El Seje f: XxY-sRelCXxY. A funcio f € de classe S'° em
Isef e;—tf sio ambas de classe S® em L. A fungdo f é de classe S** em 1 se

37
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fe %%f siio ambas de classe S° em L. A fungdo f é de classe S® em 1 se f €

2
de classe S'° e% ¢é de classe S°° em 1.

Analogamente define-se funcbes de classe S92 A funcio f: XxY - Réde
classe S2 em I C X x Y se f & de classe S' e de classe S°® em I. Desta forma
esté-se em condigdes de se definir uma fungéio de classe S™".

Definicao 52 .S'ejaf:XxYJT—’:]R el C XxY. A funcio f é de classe S™
em1 se f é de classe S" 1 e ﬁn{ ¢ de classe S°° em 1. A fungdo f € de classe

5% em 1 se f ¢ de classe ™1 eg% ¢ de classe 5% em L.

Definicio 53 Sejo f : X xY >R elCXxY. A funcio f € de classe S™
em 1 se f € de classe S™ e de classe S*" em L.

5.1 A funcao b(¢, z) na varidvel espago

Nesta secgio demonstra-se que a fungéo binomial é de classe S™ na varidvel
z, com base na aproximagéo da distribuigéo binomial a funcéio de Gauss e no
quociente de diferencas de primeira ordem da funcdo binomial na varidvel z.

o3 b(t G(®
Demonstra-se também que a sombra da fungéo 2—;(57’#)- ¢é a funcéo _%E;f?;—)

para t aprecidvel.

Reescreve-se o quociente de diferencas de primeira ordem da funcé@o binomial
na varidvel espaco

Sab(t,z) 3 z+ 30z
6x (<) ( t(1+ Loz + 5;02?) B#0. @32

Para simplificar a demonstracdo utiliza-se a notagdo do capitulo 2. Para
(t, (E) (S W,st,

@"%ﬁ = C@)b,).

Observa-se que pelo teorema 40 a fungdo C(z) é de classe S™.

Lema B4 Parat aprecidvel et € T, a fungdo b(t,z) é de classe SLem z.
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Demonstracao: A demonstracéo tem em conta a validade da aproximacéo da
fungéo binomial pela densidade de Gauss. A fungéo de Gauss ¢ limitada para ¢
aprecidvel e é S-contfnua na varidvel z. Resulta que a funcdo G(t,z) é de classe
S em z. Do teorema de DeMoivre-Laplace tem-se que b(t, z) =~ G(I, z) para t
aprecidvel entdo a funcdo b(t,z) € de classe S° em z. (]

Teorema 55 Para z limitado ¢ € X, a fungdo b(t,z) é de classe O emt.

Demonstracao: A funcio de Gauss ¢ limitada para  limitado e & S-continua
na veridvel #. Entdo a funcdo G(t,) é de classe S° em t. Pelo teorema de
DeMoivre-Laplace deduz-se que a fungfo binomial (¢, z) € de classe S° em t.
[

Do lema 54 e teorema 55 conclue-se que a fungdo binomial b(t, ) é de classe
SP na varidvel espago e tempo.

Lema 56 Se b(t,z) é uma fungdo de classe S* em z, onde (t, z) € Wy, com t
apreciduel entio b(t,z) é de classe S™*' em .

Demonstracao: Por indugo externa. Pelo lema 54 e teorema 40 as fungoes

aob(t
b(t,z) e C(z) sdo de classe S° em z entdo pelo teorema 4 a funcdo b, ) é

z
de classe S° em z. Aplicando o lema de integragao tem-se que a funcéo b(t, x)
& de classe S! em z. Suponham-se as fungdes b(t, z) e C(z) de classe S™ em z.

b2b
828(t, 2) ¢ de classe S™ em z. Como b(t,x) &

5
uma funcdo de classe S%em z, deduz-se pelo lema de integracdo que b(t, z) é de
classe S”*! em z. ]

Entéo pelo teorema 37 a fungaéo

No teorema que se segue mostra-se que a fungéo binomial b(t, z) é de classe
S*® em z onde (&, z) € Ws;, para t aprecidvel.

Teorema 57 A fungdo b(t,z) € de classe S* em x para lodo n standard, com
t aprecidvel.

Demonstracao: Por induggo externa. Pelo lema 54, a funcdo b(t, z) é de classe
S° em z. Suponha-se b(t,z) uma fungéo de classe S” em z. Pelo teorema 40
a fungdo C(z) é de classe S”. Aplicando o teorema 37, o produto das duas
funcdes b(t, z) e C(z) é uma funcéo de classe S” em z. Sendo b(t,z) uma funcéo
de classe S° em z. Pelo lema de integracio tem-se que b(t, z) é uma funcao de
classe S**! em z. -
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O teorema de DeMoivre-Laplace comprova que a fungéo binomial b(t,x) é
infinitamente préxima da fungao de gauss G(t, z), para todo (2, z) € Ws. Com
base neste resultado se demonstra o teorema precedente.

63b(t, )
ox™

Teorema 58 Tem-se que °© (

d*G(%t, z) )
) = o com t apreciduvel, para
tedo n standard.

Demonstragao: Por indugso externa. Do teorema de DeMoivre-Laplace tem-
se que °(t, ) = G(°t,x), para ¢ aprecidvel. Suponha-se bz, z) uma fungéo de

d2b(t
classe S**! em z. Pelo lema de derivacao tem-se que _%m,_:c)_ & de classe S” em

83 "b(t, )
dxr+1

b
930(¢,2) (t’;a:) ¢ de classe S! em z. Deduz-se do teorema da

sombra derivével e da hipotese de indugao que

0 (_62 (gb(tv z))) — io ng(tv :8)
oz dzn T dz ozm

d (d"G(°t,x)

dz dx™

d"+1G (%, z)

g

z entéo por defini¢ao & de classe S° em . Aplicando a proposicéo

34 tem-se que a fungao

n
Recorda-se a férmula da derivada continua de ordem n na varidvel z da
funcgo de Gauss de [1]
T z
Obs a0 B9 Para t aprecidvel, com —= ~ —= lem-se que
ervacao P ' i qu

$2
&b(t,z) w1 = 2 1 z \" %
sz = (1) ﬁe 2 kgo(_l) K12k (n — 2k)! (%) '

5.2 A funcao b(t, z) na varidvel tempo

Nesta secgiio prova-se que a fungéo binomial é de classe S™ na varidvel f,com
base na aproximacio da funcio binomial & fungfio de Gauss e na equacgao de
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diferencas da fungéo binomial da varidvel t. Mostra-se que a sombra da funcgéo
o7 b(t, x) d"G(t,° z)

2" é a func@o g

para z limitado.

Analogamente & secgiio anterior relembra-se a derivada discreta da funcao
binomial na varidvel £ .

oib(t,z) 1 z2 —1— 26t
o2t 2b(t’ @) (t2 + 46t + 4612 — x26t t#£0. (2-4)

Para simplificar a demonstragéo introduz-se uma fungio auxiliar.

z? —1— 25t
2 (t2 + 4t6t + 4612 — z26t)

D(t) =

Passa-se a reescrever a derivada discreta da fungéio binomial na varidvel ¢
com uma notagio mais simples. Para (¢, ) € Wy,

61 b(t, :L')

2 = D(O)b(t).

Pelo teorema 40, observa-se que a funcio D(t) é de classe 5™.

Lema 60 Se b(t, z) é uma fungdo de classe S™ em t, onde (t,z) € Wi, com T
limitado entdo b(t,z) é de classe S™*! em t.

Demonstragao: Por indugéo externa. Pelos teoremas 40 e 55 as funcdes b(t, )
6 1b(t, :B)
62t
& de classe S° em t. Pelo lema de integrago a fungéo b(t, ) é de classe S! em

t. Suponha-se b(t,z) uma fungo de classe S™ em ¢ e a funcéo racional D(t) de
b
classe S™ entdo pelo teorema 37 a funcéo él—s(%’ﬂ é de classe S™ em t. Como

‘slb(t') (L’) & d
2t

e D(t) séo de classe S% em ¢. Aplicando o teorema 4 tem-se que a fun¢do

b(t, z) é uma funcso de classe P emte e classe S™ em t entdo pelo

lema de integragdo a funcgo b(t, z) & de classe S™*! em . ]

Tal como foi feito para a fungio binomial na varidvel espago, mostra-se
também que a funcéo binomial é de classe S™ em ¢ onde (¢, z) € W, para
limitado.

Teorema 61 A fungio b(t,z) ¢ de classe S™ em t para todo m standard, com
x limitado.
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Demonstragao: Por indugio externa. Pelo teorema 55, a funcdo b(t,z) & de
classe S? em t. Suponha-se b(t,z) uma fungéo de classe S™ em ¢. Pelo teorema
40 a fungdo D(t) é de classe S™. Aplicando o teorema 37, o produto das duas
fungdes b(t, ) e D(t) é uma fungéo de classe S™ em ¢. Sendo b(t, z) uma funcéio
de classe S° em ¢. Pelo lema de integragao tem-se que b(t,z) é uma fungéo de
classe S™*! em &. [

sTo(t,z)\ d™G(t) z) .
( 62t)m = com z limitado, pare

T 62 Tem- 0
eorema em-se que ( 2

todo m standerd.

Demonstragao: Por indugéo externa. Do teorema de DeMoivre-Laplace tem-

se que %b(t,z) = G(t,% z), para z limitado. Suponha-se b(t,z) uma funcéo de
4,0(t

classe S™*! em t. Pelo lema de derivagio tem-se que 810(t,2) & de classe S™

02t
+1
%’%f—) & de classe S° em . Pela proposicéo 34
§7b(t, z)
(620"
sombra derivével e por hipotese de inducdo deduz-se que

(O - £ )
4 (¢, z)
dt di™
d* G0 x)
demtl

em t entdo por defini¢io

tem-se que a funcdo & de classe S! em . Aplicando o teorema da

Og z
Obse 50 83 Para x limitado, com — =~ —= lem-se que
TVaca , 7i i q

§ro(t,z) 1 657b(t,z — méz)
620y ~ 2m dz2m
272

L% o B 0 s ()
oam/2n P K12k (2m — 2k)! \ vt

iR

5.3 Teorema Principal

Nesta secgdo realiza-se o objectivo do trabalho, uma vez que se demonstra que
a aproximagdo da funcdo binomial & fungéo de Gauss se mantem a todas as
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ordens. A este resultado se denomina teorema de DeMoivre-Laplace de ordem
arbitréria.

Teorema 64 ( DeMoivre-Laplace de ordem arbitréria ) Para todo m, n
standard tem-se que

o (ErEBET)) _ dmdGlt )
(628)™ bz dimdzn

Demonstracio: Do teorema de DeMoivre-Laplace de primeira ordem tem-se
que %b(t, z) = G(t,z). Note que

srapbtT) _ 8 (07N(t,3)
(62t)" 6z sz \ (620)" )’

Deduz-se do teorema 22 que

o) (6“ o7 b(t,2)

(62t)™ 8z oz" (627:%
_ &y 1 62™b(t, z — mz)
- F oz2m
1 6”"‘2mb(t z — mdz)
- Sxpnt2m

Aplicando o teorema 58 e porque a sombra de uma fun¢io é uma funcao stan-
dard, tem-se que

o (Fropbita) _ 1 dmG(a)
(52t)’”" oz gm dznt2m
1 d" (d"G(tz)
2m dx™ dx2m
1 d®G(t,z)
2m dx2m

Porque a funcéo G(t,z) satisfaz a equagdo do calor deduz-se que

o (YT _ 4 (1 FrGE)
(62t)™ b6z™ dz® \2m  dx?™
d* (d™G(t,z)
@ \—am
d™d"G(t, x)
dtmdz™
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