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Resumo

Visto a uma ecala apropriada, a famíia de coeficientes binomiais é infinitamente

próxima de urrra euperfrcie d6úTita por uma função de Gauss. Negte trabalho

mostra-se que nesta escala m quociente de diferenças de coeficientes binomiais

de ordem à são irfinitamente púxime das derirmdas parciais da função de

Gauss de ordem ro. Resultado que se denomina como teorema de IleMoivre'

Laplace de ordem arbitrária.
A transi@ discreto-ontÍnuo faa*e baseada no teorema da soEbra contínua.

Para pronara transição de fun@ discreta.s para fun@ contÍnuas de ordem z
é necessário estudar o coneito de fun@o de clase sD. uma condição n€c6§ária

paxa uma funçao ser de classe s* é que o quociente de diferenças de ordem

à seja uma funçâo que toma valores limitade para argumentc limitade e é

Scontínua.
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Abstract

when appropúately §caled, the family of biuomial coefficients is infinitely clme

to a surface dmcribed by the Gausian distribution. In this work it is sho§'B that
at this scale the difference quotients of the binomial oefficients of order n are

infinitely clce to the partial deriratives of order n of the Gaussian distribution.
This result congtitutes a DeMoiwe-Laplace theorem of arbitrary order.

The transitiou from the discrete to the continuous uses the theorem of the

continuous shadou'. To prove this transition from discrete functions to con-

tinuous functions at order z, it is neffiary to study the conept of function

class sr. A necessary condition for a function to be of class s* is that the

difierence quotient of order rz takes ümited rnaluee for limited arguments and is

$continuous.
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Introdução

o objectivo dwte trabalho é a obten@o de um treorema de DeMoivre-Lepla'e

de orãem arbitrária, ou seja que a apro:rima44a da farúlia doe coeÊcientes bi-

nomiais, na ecala normalizadà e centrada *hamada fuon5o binomial- à função

de Gauss se mantem e toda.s as ordens. Pa,ra provar esta transi@o de funçõe

discretm para funções contÍnuas de ordem n é necemário estudar o conoeito de

úça" de'classe Sã. No ânbito da andlise não standard, a noção de sor de classe

S, ã uma analogia a rer de classe C', aplicável a funções discretas.

Este trabalho é uma €DÚercão do artigo nA higher order timedependent

DeMoivrelaplace theoremí de Imme van den ButS Fl, onde se mmtra que a

apro:rima@olf.ria, se mantinha atê à primeira e segunda ordem. Reaorda-se

qo., fo-?r. de cooficientes binomiais com parâ,metro iümitadg g infinitarnente

o.ari-" na escala mencionada de uma superficie, descüta pela fun@o de Gauss.

Aqui mctra-se neta escala que 6 quocientes de diferenças dos coefisient€s

binomiais de ordem n fu infinitamente próximc das derhradas parciais da

função de Gauss de ordem ra'

F6t t*uano é distinto de uma outra abordagem da msimptótica de ordem

ouperior dos @eficientes binomiais feita por Flancine Diener e Marc Diener

[Z], "- termos duma orpansão assimptótica de um tipo especial' Obsen8-se

iue seria intereesante irvestigar mrm trabalho futuro a liga@ entre as duas

abordagens.
Ao iongo do trabalho serão apresentadm alguns conceitos e resultados novc

o"""oari* à realização do objectivo. Prwupõe*se alsutrs onheciments, da

anáIiee não standard elementar e de processm estocá§tico§'

Histodca,mente já úrios conceitos não standard de regularidade de funções

foram apresentados. os conceitos de s-continuidade, sdiferenciabiüdade e $
integraúifidade fora,m introduzidc por Robinson p]. Fun@ declasse S9, classe

Sr Jmemo de classe S, foram introduzidas por F. Diener-em [3], mas estas

definições só se aplicam no ontexto do contínuo. V. Neves Bl considerou con-

vergaicia de discretiza@ não standard de fun@ standârd de dre C*. A
aefioi@o de fun@o ae 

"Us"" 
Sl e de função de classe 52, aplicável às funções

internac e discretas, que §e utiliza no trabalho é d,ada em [] e aqui vamos €Él-

tender a noç§o a todas a orders standard. chama-se a clase de funções acima

obúida, as fun@ de classe Sa.

Metra-se um teorema qtrc foa a transição de fun@ de classe sz para

)o
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funçõ€s de clase co. Aplica-se este t€orema à função binomial afim de obter o

teorema de DeMoivrelaptace de ordem arbitrária'
A strutura do trabalho é a seguinte. No capítulo um, oomeça-se por

tratar c onc:eitm nãestandard de regularidade de funções reais que se ref-

erem em particular à ontinúdade. observa-se aÉ, regras de onserv@o da

s-continuidade após opera@ algêbricas ( adição, multiplieção e inversa de

qma função ). fü."ra"o" também o teorema, do limite central de DeMoivre-

Laplace de ordem zero.
No capítulo dois apresenta,m-se etimatiras do§ quocientes de diferenças da

função binomial de primeira e segunda ordem na wriável espaço e de primeira

ordem na variável tempo. Além disso relaciona-se também o quociento de difer'

enças da fun@ binomial de ordem z na variável ú com o quociente de diferenças

da fun@o binomial de ordem 2rr na rmriável r'
Ne capítuloo três e quatro estudam-se as fun@ discretas de classe s' no

geral, no àpít,lo tr& apresentam-se e denonstram-se proprieddes de regu-

i*u"a. ( S{ntinuidadá, Sdifer.nciabilidade e S-integrabilidade ) de fun@
discretas à no capÍt,lo quatro apresenta,m-se e demonstra,m-'e a analogia entre

as propriedadee á" o"Sui*iaud. de funções dis<reta^s e de funções contínuas de

classe C'.
No capítulo cinco, aplica-se o que foi demonshado nos capítule anteriores

no ca§. áncreto a" fr"ça" binomial. Começa-se por demonstrar que a função

i1t,i1 ê de classe S*rr- segue.se a demonstra@o do teorema de DeMoivre-

Laplace de ordem arbitrária.



Capítulo L

S-Corúinuidade e teorema
de DeMoivre-LaPlace

Esüe primeiro capítulo tem como objectivm recordar a noção de s-continuidade

e como a distübui@ binomial pode ser apro:rirrada pela disüribui@ lqrmal,

um reultado conhmido.o*o o teorema de DeMoivrelaplace' A famÍlia de

coeficientesbinomiais B(r,i\: (;)(i)' *- v e i avariar ê uma tunção

$contínua numa escala discreta, iãí""iá** perto de uma superffcie descrita

pela função de Gauss, sendo esta contínua, está-se perante a transi@ da $
continuidade para a continuidade.

Na secção 1,.1 define-se a.propriedade de ser urna função de classe S0' omo
sendo uma fun@ que tomanalores limitade para argumentoo limitadm e é

S,cortínua. Afrereuta*e tarrüêm propriedades de regularidade associadas a

operações de fun@ de clare So.- 
Ná secgo L.2 recorda-se o teorema de DeMoivre-Lapla,ce. E referese que a

.pr*i-*áo da função binomial à função de Gaus mantem-re até à primeira

e segunda ordem. sendo o objectino dete trahlho mostrar que a proximidade

"ot " " 
família de ooeficientes binomiais e a superfrcie Gaus§iana se ma,ntem a

todas as ordens.

1.1- S-Corúinúdade

A no@ de s-continúdade foi introduzida por Robinson' e era usada como

uma camcteüza,ção não standard da continúdade de funçõm reais standard.

Esta noção será àpücada a funções discretas, embora as fua@ contÍnuas tsm-

bêm pmam *r $"ootíur*. Daqui advém a necessidade de explicar o con-

junto onde as funções discretas são definidas' Â resta real é similar a um

1



}CAPÍNJLO 1. S-COMIINUIDÁDE E TEOREMA DE DEMOIVHF-NAPLACE

conju[to discreto de números reais, se a distância entre dois pontm sucesivos

O sãmpre infinitdmal. Se a distância ô39 é constante, o coqiunto €screv6-§e

5 : {iôr : k € N} C IR. Neste contexto aplica-se o oonceito de $continúdade.
Demonstra,m-se propriedade de regula,ridade associdae a ope,raçõm de fuJtrs6

de clre So: a soms eà produto de duas funções de clase SP e uma função de

.tuo" So e a inve,rsa multiplicatirn de uma úçg" apreciável de classÔ S0 é de

classe So.

Deftntçao L Seian€N standnrd,er€X. Afimçoo./:X+R é§mntham
no ponio n se para todo g € X to, qrc a = t se tem Í(y) = Í(*)'

Definigáo 2 Sejaz € N[ stanitaú,e s G x. A fu,nçãof : X -+ R é ile ctasse §
soürr X se f éti,mitadn e *contírmaparatad,o n e X li'mi'tado'

Bremplo g Aprcsentam-se algurts erenrylos d'e funçõ^es de ctnsse §'
1. 

-[Ima 
fonúo constante e ti,mi,tod'a é d,e classe §'

P. As Íunções Í(") : 12, Í(r\ : 7i;2, Í@) : e', Í(s) : einr, sõ'o

Íunções d,e clnsse § pois se f toma aolores li,mitú,os Wa argurnentoe li,naüodos,

logo Í é ttunátudi, sobre o coniwtto d,os li,mita'dos'

9. A funçã,o e(c)=(1+ ôr)do é d,e closse §. Com efei,to pwa n ti,mi,tailo

tern-se e(r)=e", àíaoà1*'S e tmetna^ At&n d,isso, se Y=n, e(t\=e"=,,u=e(g)'

Torema 4 SeiomX c lR' e Í, g ituas frmções de' cbsse §' Enú'o

i)Í+g éd,eclusse§,
i,i,){xg éilecbsse§.

Demonstraçáo: z)seja Í € x limitado, então /(r) e g(n) são liroitadas wis
f e g fu aeãtasse ,5o; como a sorna de númerc limitados é ainda um número

íi-iãua" vem que 7@)+o@) : (Í + d(r) é timitado. Sejam s,Y € x limitado

;;; *4i. E"tà" Ítní*õiyí=f(O int*í.ii)ryj" r e \limitado, então f(r)
e s(d "4" 

ri*it"aÀ 
-p"ú 

i '' ã 
'"a' 

aã 
-"íu*". 

^9, logo .f(') .I s@) .- ({q) .(')
o íi-it ao. Sejam s,g e-X ümitaaos com r=ry' Então Í(y) x g(g)=f (u) x

s@). r

Teorema 6 Sejam X C IR e / : X ---+ lR de cb-sse § oorn apenLs uoilores

aprecíúaeis pora orgammtos línuí,tados. Enfr,o I n O' classe § '
T



1.2. TEORBMA DE DEMOIVRF.I,APLACE

L.2 Teorema de DeMoirmeLaPlace

Inícia-se eta se@o oom aa definições de rede binomial, na qual os coe,ficiente

binomiais são definidos, oeficiente binomial e função binomial. Recorda-se o

teorema de DeMoivre-Laplace de ordem zero e indica-se que ete teorema é

válido para diferenças/derivadas parciais de primeira e segunda ordem'

Deffriçáo 7 seiaôú > 0. A rcite arümétíca binomidN(ôt, r/ã-t) é d,efi.nila por

N$t,Jõt): {{t,c) e JR2 r1v,i e z ,t:võt, t:(2i -\fr}'

3

Demonstraçáo: seja z € x limitado então /(r) é limitado; como Í é Iimitado

então /(r) é apreciável a* # é ümitado' Sejam n,9 e X limitadoe tais

qr.e *ry entâo f(r)= Í(g) ""áÀJ /(r) 
e Í(ú são apreciáveis pode concluir-se

1L
V(d=M' r

E:remplo 6 Seia f d,e ctasse §, nem sernpre I n a" cb'sse § 'I
A função Í(*) -- , != e urni,tada ern'R \ (-1 + @) e infininmmte gm'nl'e

ry,and,o n : -L + o!+ftan d:í*so se u : s + e corl e = o, i@) - Í(') :

ffi :r9"=.::;:;;;,'":,';T:ü:*;:;mY::,
1- 1 | -r=-L*ô, ô- o entõo Í(r):L1..*: T=iTT: j. Seu:-r*26,õ*o

r1
mtno !(y) : *. Loso f (y) - Í(") : -* = a'Por consesainte l@) nã'o é d'e

clnsse §.

Essreue-se
võt

zrfr.
{It:

õr:
N)ve

O cone bi,noruinlW5l (6t,r/-at1c N(6t,J-6t) é ilefinido por

w61: {{r,r) e N(ôt, J-u) lt>- o,l*l <Vfr} '

se õt - o a, rcd,e wi,tm,éüca, ací,mn mensinnod,a, é hfinitêimal. Note qtle, en't

úbi,mo rnso w61 e,ontém tuã'os os pontns (t'r) ae N(6t,\/õt) parat a'precí'ó'ael e

* li,mi,tailo.



4CAPÍTTTLO I. S-COJVIINUIDÁDE E TEOREMA DE DEMOIVRE'LAPLACE

A rede N(õt,{ít) é uma rede de losangoe, ye 61 :..t/-õt_- 1* loeangoo

bransformam-seemquadradosearedeeentão N(1,1) : {(u,2i -u) €lR2: v,i eV'l

Por conveniência asume-se que fi U "* inteiro'

Notaçáo A Seia (t,r) e N(õt,\/-õt), eacreue-se

Reci,procam,enter sev, i e Z, wre'te-ae

uõt

U -u/z)^/fi

Defirtção I Seia v, i Ç N, üoJ Ete O 1i < v. Record'e qt'e

("\ - 
ul

\i/ - it(u-i)t"
Seja\ < p ( 1. EntÃ,o o coefi,cinnte binomi,ol B(',i) é ilefiniio por

B(,, il : On (r - p)"-i .

Defintçáo AO Seia P : à
bi,nominlW5s Por

A funçã,o bdnomi'al é a funçõ'o ilefi'nid'a no sone

b(t,n): *B@r,ir,,).

Se ôr é ialfiaifpsiÍnal, a função binomial b(t,u) ê o resultado de uura mudança

de ecala da famíia de coeficientea binomiais em tr& aspecbos'

.um macrmcópio em |,/,, que reduz oe perÍodos de tempo oom um factor áÍ.

.um telecópio em j, ( i.e um macrecopio com centro e €scala móvel). Esta

mudança de escala centraliza os inteiro§ j ao redor de ff e reduz a distância

entre dois inteiros consecutivc Gom o factor ôr'
.um microsdpio no nalor do coeficiente binomial, estendendo-os com o factor

A di§tribuição biuomial será adaptada à rede discreta pela mudança de es-

cala, pois esüá-se porantre uma fun@ binomial que toma rmlores apreciáveis

para ú apreciável e r limitado-

tu1 :6t
tit,, = TAt+

fi

íG

tv:
frv,i :

1

õ*



1.2. TEORfrMA DE DENIOIVRbLAPLACE 5

Rmrda-se o Teorema de DeMoivreLaplace de ordem zero que prorn que a

função binomial para rnalores de pr - | e infinitamente próxima da fun@o de

Gaus.

Teorema Al ( DeMoüue-L@lae ) S*io õt=O, pwa (t,s) €Wat toJ ry'et
apreci,ôntel e a li,mdto.d'o. Entãn

Esta aproxima@ mantem* para a primeira e segunda ordem, pois cer-

to" quocl.ote de ãifer.nçrs parciais de ó(ü, z) estão infinitamente prórimc de

certas derivadas parciais de G(t,r), como se recorda de []'
s"#

vem que

)

é iúnitamente grande, tem-se que para todo o Í apreciável e r ümitado

62t a1
(r.2)

(1.3)

(1.4)

õa ôn

õ20(t,r) &cç,*1
AÍ2

Est6r6ultâdcserãoverifica,dmposüeriormentenosegundocapítulo.
É importante reordar para o deenvolümento do etudo, a derirmda con-

tÍnua da fun@o de Gauss na primeira e segunda ordem. De facto tem-se

ry :;G-i)"v'-) (1'5)

ry: -lcqt,*'1 (1.6)

g2

7 G(t,r)

ôG(t,r\õb(t,r)

ôG(t,n)õb(t,*)

õrz

I (1.7)
t
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Capítulo 2

Quocierúes de diferenças da
função binomial

os objectivos deste capítulo são a obtenção de fórmulas combinatórias e esti-

mativas dm quocientes de diferengs da fun@ binomial'

Na secção 2.1, relatirm,mente à variável eq)a'ço o, obtem-se-uma equação para

o quociente de diferenças de primeira e segunda ordem d" fun@ binomial, e
..roifi*ou que esta é infinitamente próxima da prirreira e segunda derirmda na

variável ,, ãa fun@o de Ga,ss respectiramente, para ü apreciá,el e r limitado.

Na sec@ 2.2, to que se refere à rmriável tempo Ú, obtem-se a equa'@o do

quociente de diferenças de primeira ordem da fun@ binomial, e verifica-se

também que eta ê infinitamente próxima da primeira derivada em Ú da função

de Gauss, para ú apreciável e r limitado.
Na secção 2.3 ielacionam-ee as equaçõm dc quocientes de diferenças na

variável espaço e tempo para todas as ordens'

Âpresenta-re uma notação que se utiliza em todo o trabalho'

srja u .ma aplica@ de duas rmriáveis 1I x X contida em IR . Adopta-se a

seguinte notação de diferengs.

õru(t,s\ : u(t +Nt,r) - u(t,s.)
õzu(t,§') : u(t,n + õr.) - u(t,r)
a'r"it',r\ : u(t,a +26t) -z"(t,r * õs) +u(t,r)'

2.L Diferença,s conr repeito à variável espaço

serão derivadas a primeira e segunda ordem do quociente de diferenças da função

b(t,*) *- r*p"iL a s. O lema seguinte é o ponto de partida pa'm todos os

cálculos.

7



8 CApÍruL O 2. QU O CIEIüTESDE DIFERENÇÁS DÁ FUNÇÃ O BINOMIAL

Lema L2 Para tod,o * tat qte (t,r) ÇWar e r + 
-Jfr

b(t,r+6r): b(t,n)
L- 6õn

(2.1)
fr^* oôr*

L

2t

Demonsúração: começa-se por introduzir uma notaçfo Pa,ra a§ diferenças.

Seja z : Vt ê j : it,r, note que

?:?n-
ut

/. v(r-e
6r

Q -)*
2t)'; 

=

_ §-
.àr : 

ú,.ôfi,aâ+:
2\/õt.

Consequentemente

b(t,**õ*) : B(v,i +l)

b(t,r)

: b(t,n)

: b(t,r)

: b(t,n)

v-l

;t+ u
x

2+ l _, +1

J_
u 2

r+(i
1-

6n
B(v,i)

6*

1-

v

1+ n- 2õt
O-0a 

+ ,-
l- O-õ*----§-----ffi

L* O.õr+ ,
,t+o

I

A partir do Lema 12 pode-se derirmr de forma quase imediata a fórmula

exacta do quociente de diferenças de Ô(ü, r) na dire@o c '

Proposlçáo 13 Para (t,t) eW61, olrnt aprecíÁ'ael e s li'mi'todo

1

õ2b(t,r) : b(t,a)
a*

t
(2.2)

õs r+ fion + )a,z
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Demonstraçáo:

b(t,n*õr) -b(t,r) : b(t,Í) 1

1 1 õn

= b(t,*)

: b(t,r)
1

: bft,*)

fr

1

t

I

Deduz-se para ü apreciável e r limitado, uma apro:rima@o do quociente de

diferenças da função binomial na direqão c'

Portanto

1

õzb(t,r)
õr

r*
= b(t,*)

t+ Lou + fi/,*,

Proposiçáo a4 Pomt aprc*i,á,ael e n li,mitad'o

Demonstraçâo: A demoustração da propmi@o utiliza a fórmula (2-2). seja

dr -0, ú apreciável e s limitado. Note que

1

2

1
0õr =1.1

I_'zt
r-l* Oàr

6rz

C.,onsequentemente
õzb(t,r)

I

com base nas fórmulas (1.1) e (1.6) verificou-se que o quociente de diferenças

parciais de primeira ordem de D(i,c) em relação à variável r é infinita'mente

õo
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próximo da derivada de primeira ordem da fun@o de Gauss com respeito a c,
para todo ú apreciável , á[-it ao. E assim se mmtra a fórmula (1-.3) enunciada

no primeiro capítulo'

De forma a simplificar w cálculm para determiuar a segunda ordem do

qucciente de diferenças dê função binomial na variável r introduz-se a seguinte

notação.

r* 16r
C(n) = - f - L-^l* Oàr* 6ôr"

Asim para todo (t,n) eW52 ,,

õzb(t,s)
õr

: C(n)b(t,n).

Propostção !6 Para (ü,s) € W51, oornt apreci'ô'uel e t lími'tado

t

X2

sz -t*2.sõo* I 6n2
dZu(t,r)

6nz
: b(t,u)

r + fid* +ld*z
Í_I* Oôr*

(2.3)

Demonstraçáo: Como

õzb(t,r)
6r

aplicando a fórmula (2.2) tem-se que

tZo(t,s)
ô12

= C(n,+

: C(r+

: b(t,*)

: C(r)b(t,r),

*õr r+ 6c

c(r + õr)b(t,r i-oa - c@+ trr)

*õr fr fi

õ*)õbQ$ +o(t,s)p
õ r) C (r)b(t, nl * u1r, *|ff
l"<"**tr@)+ry).
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Note que

6c(r)
õr

c(r*õ*)-C(n)
õr
n*õr*

t

t + fitr +f,a*'

6§{

n- 1l+ ztõn+ zt
õs2 õr

1

fr_
L+ ztàn+

t

t

tr2

-b(t,a)

: b(t,n)

1
õs r*

t

6r*

1+

1
n2 -t+Zaõn+ õ12

1

+

1" +

t + fia* +la*z t+ fit, + )a*z

[ro* õr)c(r)*ry
* +2*6r+t

(r*ff"*1*') t+ fit** jt*'

Substituindo vem que

W: b(t,*)

: b(t,r)

t r+ fid*+l*z t+fit*+Loa*'

12 I* oàr* 6nzt 2t

I

Para Í apreciável e r limitado apresentase uma aprorima@ do quociente

de diferenças de segunda ordem da função binomial na'variável s '

Proposlçáo 16 Paro,t o'pr*iÁuel e n li,mil,odo

ry=(#-l)u''.t

r+ fit*+ jt*'1+ +
2t

+ }.t*z
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Demonstraçáo: Seja ôr = 0, ú apreciável e r limitado' Tem-se

Apücando na fórmula (Z-3) tem-se

§2

a b(t,a).õzro(t,ç)

õtz ( )

com base na exprwão da funçã,o binomial e na orprmão da segunda

d€rivada d. furyã,o de Gaus em ordem a c §e verifica que o quocieúe de

diferenças parciais de segunda ordem da futrção binomial-com respeito a o é

infinitame;te próximo aã aerlrmaa de segunda ordem da função de Gaus na

variável r para todo ú apreciável e r limitado. D€sta forma se mostra a fórmula

(1.a) do primeiro caPítr:lo.

1

t

4ôt*--*t

Nt 2õ*
1+ +

2.2 Diferenças com repeito à nariável tempo

Será derirmdo o quociente de diferenças de primeira ordem da funç5,o à(ú,c) oom

repeito a ú. Primeiro expresa-se aiun@o bQ'+26t,c) em termc de b(t'r)'

Lema t7 Para a tol Ete (t, r) e W51. Entin

b(t +2õt,a) : b(t,n)

12

Demonstração: C-omeça-se por iutroduzir uma notação para as diferenças'

Seja z : vt Q i : it,n, note que

ffi
26t.

:

,/\t-
2)

I
v
6r

11-
62t

6t
T'_
2\/6t,

fr fr

õ*

C,onsequentemente
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b(t+zõt,r) : B(u*2,i *l)
õn

B(r,i)
6*'

u+l +
+1) -i+Í

t
4

1

: b(t,r)

: b(t,r)

1 +-v

('*?)'-

+-

3õt ,tft

4

+

1

J

1

v
v

2õt

t

)

1
v

õt

T

= b(t,r)
46t1+ t

6t1+-'t

('.T)'
1+ +

1 + +

__L 

-

' t2 tzÂrz
3ôú 2õt2

: b(t,a)
4õt õt

1+ + T__Tt

* -t-ztta)

,t*o'

utilizando o resultado demonstrado no lema anteúor, determina-se a fórmula

exacta do quociente de diferenças de Ó(t, r) na direc@o Í '

Fropostção 18 Para (t,r) e W51, o\rrlt aprcti'ó'ael e ç l'i'mito'tlo

õú(t,n)
6n *uQ,

(2.4)
T+4t6t+4õtz - #õt



LACAPÍTULO 2. QUOCtr,Iú1IE,S DE DIFr/dnNÇAS DÁ I;!UNÇÁ O BINOMIAL

Demonsüraçáo:

3õt 26*
1_+ +

b(t+26t,r) -b(t,*) : b(t,u) 1
4õt1+- t

õt

+T--T
nzõt 26tz

b(t,*\

bU,*)

r)
4õt

+
4õt+7 *:T _T

_1 +
õt

Nt.
4õt1+-;+ T__T

$2 L 26tPortanto

õú(t,r) b(t,a).

õú(t,n) 1

, b(t,
õ% * . *--,2 -

L, -t'-ztt
r) +Atõt+

: iu(''*)

t2
n2 -t-zõt

+&õt+
I

Apresente-se uma apro:cimação do quocieute de diferenças da fun@o bino-

mial na variável ü, para z limitado e ü apreciável'

Propostçáo 19 Parat aptutiáael e n limi'tado

W N;(#-i)w,,.

DemonstraçÁo: Seja ôÚ - 0, Í apreciável e r limitado' Note que

Consequentemente, substituindo na fórmula (2'4) tem-se

*,ft,

| /r2_t 
-2 \r2õ2t

L

t)
I
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Verifica que o quociede de diferenças parciais de púmeira ordem de Ó-(Ú'c)

em relação ao tempo é infinitamente proximo da derirmda de fim@ de Gaus

na m€srla rmriável pa,ra todo Í apreciàvel e c limitado. Fica aseim verificada a

fJrmula (1.2) om base nas fórmulas (1'1) e (1'5) do pümeiro capÍtulo'

2.3 Relação entre diferenças na variável eÉrPaço

e temPo

Relacioua-se oquocientedediferengs da fun@ binomial de ordemra na variável

Í aom o quociente de diferenças da função binomial de ordem 2n ta wriável

r. Por razões diddcticas antes da apresenta@o do ca,so geral, comqa-se por

relacionar a primeira ordem do quociente dã dif"r.nç.s da fun@ b(t,r\ ya

variável Í com a segunda ordem áo quociente de diferenças da mesma função

mas na rariável r. segue.se a rela@ entre a segunda ordem do quociente

a" aifotnç* da furyã.oi(t,r) no qú respeita ao tempo e a quarta ordem do

quocieute de diferenças da meema função em relação ao eq)a{o'

Lema 2O Pam toilo (t,n) e Wat

õú(t,r) LõZb(t,n-õ*)_----------.
Tiõnz

Demonstraçáo: Do Tliângulo de Pascal, obtem-se

B(v+1,i+L) : lr@,r',+f,açv,i +t!'
Eúão pela conversão da defini@o I tem-se

b(t + 26t,§) : 'ru1r,*+ ôr) + f,uç,*+ 
ôc)'

Após rrais um paÍo,o de tempo na rede binomial ru (At, fat) "Uttm-se 
a relação

entre a difereuça horizontal 6ft(t,r) e a diferença vertical õZb(t,§),

loç,*+ ôr) + *u$,*) +|oç,*- ôr)-

1 $,* + ad - Ltft,d +1t$,* - d*)

6%
t õf;u(t,s - õs)

b(t+Nt,r) :

Consequentemente

+26t, fi
õ2t

I
2 õr2
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Lema 2t Pam toilo (t,s) eWat

d?u(t,d r õtb(t,r -2õr)
@4õí.a

Demonstraçáo: Pelo lema 20 tem*e

t?o(t,r)
(62t)2

1

2
1

2
) 62rb(t,r - ôr)\---íT-)

1":
2
1

4
1

4 õna

r

chega-se agora ao último teorema do capÍtulo, em que se generaliza a relação

"ntre 
os- qucciãntes de diferenças de ordem ?2 da função binomial na variável

espaço e tempo.

Aborema 22 Para tod,o (t,n) e Wtt

üb(t,n) L 6znb(t,n - rúr)
@:2"---6;-'

Demonstração: Por indu@. Para n' : l, já foi verificado anteriormente'

Suponha-se

Pretende.se mctrar que

t 62{u(t,* - nÃ")
2Ít õr2n

+1 õo

6ib(t,r)
@

õf*'u(t,*)
-(

1

N
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Ora

)(
6r

õ2t
q+ru(t,*)
(õ2t)**'

r, -nÃa

trfi - n*L õo1

2n+r
I
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Capítulo 3

Propriedades de
regularidade da,s funções
discretas

o objectivo desüe capÍtulo é o estudo das propriedade de regularidade de

fun@ discretás de classe s', que têm uma certa analogia Gom as propriedades

de regularidade de funções contínuas de clas§e cu. uma condição neoBsária

pu* i-r função ser de cIre S' é que o quociente de diferenças de ordem z
L5. --. fun@o de cl*se Sio. Determina-se tambêm a fórmula da nderivada

discretan de ordem z de urm função.

Na primeira secção verifica-se que um monómio de grau rn standard é de

classe S', tal como ele é de clasre C'.
Na secção 3.2 começa-se por etudar propriedade de regularidade associadas

à deúrm@o e integra@o discTeta de fuu@ de classe s'. Mostra-se que 8e

uma funçâo f ê declasse So a sua nderivada discretar ff u a" classe S'-r,

reciproca,meoi" ru a nderivada dircretan H u u.classe S'-1 e a fun@o f ê de

classe S0 podeee concluir que a fun@o I é de classe S''
Por fim na seqão 3.3 demonstram-se propriedades de regularidade associ-

adas às opera@ áe funções de classe So. A aoura e o produto de duas funçõe"

de classe s, é de classe sã. A inver"a multiplicatirm de uma função de classe su

apreciável e a divisão de uma fun@o de clase so por uma função apreciável de

classe Sa é de clase S'.

Recordam-se de [7] as definiçõe§ de classe sr e s2 de forma a faciütar a

compreensão da defini@o de fun@o de classe So'

19
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Deflntçáo 28 Sejali c x c IR e "f : X ---+ IR . /4 funçã,o f diz-se d,e ctasse §
eml se Í " H sõ,o amhas d,e classe § emn-

Deffnição ?A SdaICXCIR e^.f :X+lR. á funçõ,o f tt'ia-sed'ee'lnsse9

emn se ! é ite ctasse § emn e# , d,e clnsse § ernn'.

Defintçáo 26 Sdallcx CIR. e/:X-lR, parato!;o,nstand,ardo atunçõ,o f
é d,e clnase I em\ se f é d,e classe ff-r emn' " 

9# é d'e ctnsse § ernÍ"

Em contraste com as funções ontínuas a derirmda discreta de ordem rz existe

semple. A propcição seguinte apresenta uma fórmula da derivada discreta de

ordem ru,

Proposição 26 Seionr,X C IR' e / : X-lR, tem'se

(3.1)

Demolrstração: Por indução interna. Pela definição de derivada discreta de

smafun@ f *n:t

Y Í(")
õntu #f:à(-')' (;)/ @+ (n- ilõo)

fi Ut" + ôs) - r(o))
õÍ(r)

õn

supnha-se (3.1) verdade pretende.se calcular a deúrmda de ordem z * 1 da



3.1. MONÓMIOS D POLINÓMIOS

frrnção f(c). Ora

P+, Í(s)
õ*+L

3.L Monómios e Polinómim

será derivado o quociente de diferençw de primeira e eegunda ordem de um

polinómio de meficieutes limitade, de modo a verificar que etea são infinita-
mente púximc da primeira e segunda derivada contínua do mesmo'

2t

Y (õÍ(-)\
õ*\ õs I

: # P,eítt (;)aÍ@ 
+ @- i)ts)

: # f:à,-',' (;) í.çn+ (z+ | - i\õr\ - Í(n + (n - i)õr))

= #*(-1f (ã) (Í(r+ (',+1)ôr) - f(r+nõn\')+

;#*"(-')" (;) $@ +ôr) - /(c)) +

.#*§ eri' Ç) un+ (n + r - j)ôr) - Í(* + (" - i')o*)\

: #*[(-1)' Í(n+ôr) + (-1)"+1Í(c) + f(n+(n+L)õr) - !(r+nõn)]+

;#*t r-,f (,) Un+ (n+ r- i)õn) - Í(,+(n- i')õn))

: #*[.rt-"' }'o+(n +'-i»')l *

.** *-[§ t-,r'.' 0 t r- + (n -rp)] *

.#í-irO *(rz + 1)ár) + (-1)'+1/(r)l

= #í.ât-u'(])r @+@+L- i)6r)+

.#*-Ét-,1' Ç:r)rr-+(n 
+ t-i)õg+

. # * lÍ @ + (n + r)õr)+ (-1)'+1 /(r)l
: {-*h,-'r ((;) . Ç:')) rn+(n+ t- i\6r\+

-**[/(, + (z + 1)ôc) + (-l)"+rJ(r)]

= #"á(-r)'(" 
*,')rn+(rz+ r-i)õr)'

I
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Mostra-§e que o quociente de diferenças de m.ésima ordem de um polinómio

de grau z sta.ndard ã um polinómio de grau n-n1,de coeficientes limitadm, de

forma a facilitar a demonstra@o de que todo o monómio de grau n st€ndard de

coeficientes limitadc é de classe Se.

Proposição !í seia p(r) urn polí,nÚrni,o d,e eoefiti,mtes lífltl,i,tÃdas de grau stan-

d,ard, c,omr € X, limi;tad'o. Terwse Ete

E W*\r)+ôrqr(r) , com q1(r) um polin&nia ite coefi*imtes li'raitad'os

ile gau, rwnor d,o Etn âo(p) .

*)W:r"(al+õrq,z(r) , com sz(*) * poli,númi'o de coefi'ci'mtes ti'mi'ta-

d,os d,e grau mmor d,o Ete h@") .

Demonstrag6o: i) Seja p(t): aa*atfr+az* + -.-- + an§n um polinómio de

grau ?z standard, com coeficientes limitados- Tbm-se

õp(r) p(r+õr) -p(s)
õa 6*

oo-o,o+

at*
a,z (2tõn + 6n2)

õn

: a1*oa(zfi+õ§)

: ar*az(zr+6t)

= At*..-*nAn*n-

arl@ +õs) - rl a*l@ *6n)* -i"l
õn

+-..+ õn

qt A$*-põnp-*

»p:l

õn

Q'*"-o

+.... +

+.... +
m

+ -.-.+en õre-r

| +õs az*.-. *^F-Q*-ot*-'

seja 
q@) : oa+ ....* 

^ ,--f;-i()**-ra*o-'.
Então

ofr

ü) Segue da primeira parte da propmi@ que existem 1rt Qzt th e 8E polinómioe

de coeficieúe limitados tais que

õr
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õr

õo,

õõ4*)
àfr
õ*

6 (p'(*)

23

Ora

6'p(*)
õç2

+ õrq1(r))

* 
oofrr^@ 

+ 6Í (ql@)+ ôrqp (r))
+ õr (qa(*) + qi@) + ôoqn (r)) .

Definese

Então
62n,p)
=# : p,,(n) +õuq2(a).

r

: p"(a)
: p"(r)

A seguinte propriedade que se apreenta irá determinar o grau da rz-ésima
ordem do quociente de diferenças de um polinómio de coeficients limitados de

grau 7z.

Proposlçáo 28 Seia p(r) um polínúmin d,e coefid'mtes ltunitÃ'd'os de gra,u n

stand,ard, @rn s Ç X , ti,rrai'tad,o. Tem-se su. ry é um polinúruio d,e gtau
õnm

rnenor ou iguat o, n - rn de coefrcientes lim'i,tod,os, para tod,o m sto,nd'atd,.

Demonstração: Por induçâo externa. Considere o poünómio p(n) = i o1*i.
j:0

Para. m: 0 tem-se W : p@), que é um poünómio de grau n com coeÊ-

cientes limitados. Suponha-se ,r" ffi é um poünómio de grau menor ou

igual a n -rn com coeficiente limita&s. Apücando a propmi@o 27 deduz-se

que

W: #P; : ffio'ot+õq1(r)).
Com pr(c) + õrq1(r) um polinómio de coeficientes limitadc de grau z- 1. Eutão

ffi O'Ol + õrq1(r))é um poünómio com coeficientes limitados de grau menor

õü ieual a (n - l)-m:rL- (rz+1). r
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Ante porém de prornr o teoremaprincipal desüa m@o que um monómio de

grau nz süandard é de classe s,, obeerra-se que um monómio de grau z standard

é de classe So .

obsenração Z9 Por ín,d,uçõ,o úa.nu Prctende-se prcaar EIIÊ, pam, tnd'o n ston.

dard, rn 2 d,e ctnsse §. ilo* n : O, t'swee ry'e^t é umn' unstante limitadn'

;;r;r7 ae 
"Usse 

§. Suponha-se * é d,e classe §. Tcrn-se pelo teorcrna I ry'e

ir*|, - rn.r é ma fim,fao d,e clnsse § *to su a prod,uto d,e funções de classe

§. Enti,o *+r é, uma funçõ'o ite ctn^sse § '

Tleorema 3O Seja n stan'dard,- Para tod'o m stanú'wd', n* é d'e classe *'

Demonstraçáo; Por indução externa' Pata n: 0 verdade pela obeervação

anterior, Suponha-se que d"é de classe S*' Pela propooição anterior tem-se

5rt*r*m Y /Y\ é um poünómio de coeficientes limitados de grauque 5*+r : 6.\;;/ " ,-'*-l.Tr*_

menor ou igual a rn - (rz + 1). Então ffi é um polinóT: ut classe So'

Como por hipotese de indu@ i" ê de riã""" S", então por definição rmé um

polinómio de classe S*+r' r

Do teorema anterior pode'se concluir que todo o polinómio de coeficiente

limitade de grau stand;a é de clase S', resultado a aplicar ao problema da

regularidade assimptótica dos coeficientes binomiais'

3.2 Derirração discreta e irúegração de funçõe
de classe S'

Estudam-se propriedades de regularidade associadas à derivação e intesração

discreta de funçõe de clasrc Sã. No que Gonoerne às propriedades de regular-

idade resociadas à derirmção discreta mostra-se o lema de deúrmção, isto é se

uura fun@o / é de classe s, então a sua trderirada discretan ff u u" ,o""

S*-r. Para além dete metra-se ta,rn]flnroue 8e uma função f ê de classe S* a

sua ndeúnada discretan de ordem *, ffi para todo rn standard am m 1n ê

uma função de clasre S"'---
Relativamente às propriedades de regularidade associadas à integra$g disc-

reta, mostra-se o lema de integra@, isto é se a nderinada discretan fi C de

classe s*-1 e afunção f édeclasses0 @e-seconcluirqueafunso/ éde

cla,sse S".
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f,ema Sl ( LGmnd,e Derinaryão ) SeiamXclR e/:X-+lR'' §e f éuma

fimção de closse 9 - Entã'o ff n ,u"" funçõ'o d'e classe 9-t ' paru' tod'o n

stanitwrd.

Demonstraçáo: por indu@ externa. Por defini@ H u 
"*função 

de classe

So. Suponha-se que / é uma função de classe S**1. Por defini@o / é de classe

s, " #_ : #(g) . uma função de classe so. sendo Í ur,a tun@o

de classe S' deduz-se por hipotese de indução q'" Y*é 
uma fun@o de classe

S*-r. Apücando nowmente a defini@o 25 pode.se concluir qr" t fuoeao ff e

de classe S'. I

Y n *r* funçã,o d,e closse I e

ffnçao d,e classe 9, Para tod,o n
Lema 32 Seiam X c lR. e Í : X---+ IR. üaà que

Í é wna funçõ,o ile closse §. ntno I é ww
stand,ard'.

Demonstraçáo: Por indu@ externa' É ttiviat que / é uma fun@o de classe

59. Suponha-se que a função fr e a" dasse S'+1 e / é uma função de classe

So. Tem-se pela definição 25 que { u U"classe S*. Aplicando a hipotese de

indu@ conclue-se que f é u'ma funffao de classe S'. Deduz-se por definição que

tr+r Í _ ff íôJ!\ u de classe so. Novamente pela definis,o 25 conclue-se que
õnn+r - õr* \õr J
/ é uma funçãode clasee S'+1. I

f-cma 13 ( Leme dc Infqrlção ) SeiomXc IR e / : X+lR' Úais *" {* n

unn fimçãa d,e c,lo,sse fg,-t e ! é uma ftmção d'e classe §, cnm t @) lfunüono'

futtã; f-é uma funçõ'o d,e clnsse 9, pota tod'o n stond'ard"

Obsenra'se que para n-- lrobtem-se o teorema clássico de Dini pois para /
limitado num só ponto tem-se que f é de clase 51'

Demonstraçáo: Por indução exberna' Por definição sendo / ulrra função de

clase So . {* o*u função de classe S então / é uma função de classe Sr'

Suponha-se q* # é uma função de clase S" e Í uma fun@o de classe $'

3&
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por defini@o tem-se c'" # (H) :#é de classe So. Apucando o lema

anterior concluese qr" / ã "oiÀí"ça" 
de classe So. Então por defini@o f é

uma função de clarc S'+r. r

As duas propmiçõe seguintes vão deoempenhar um papel importante no

desenvolvimento do quiúo capítulo, uma vez que conheceudo o nível de $
continuidade do quociente de diferengs da fun6o binomial' se @e aoucluir

sobre o nÍvel de $continuidade da fun@ binomial'

Propmtçao M SeiamXclR ef : X+lR'' §e !éwnfi'mção de el'osse I

entõ,o ffi é d,e classe 9'*, para tod'o n,m stondard' coÍru rn < n'

Demonstraçáo: Pelo lema de derivação conclue-se que a função ff U U"'*o

S'-r. Novamente pelo lerra de derivação tem-se q'" #é de class€ S'-2' Ao

apücar-se rnvez'erc lema de derirmção concluese oo" t *onuo # 'de 
classe

sr--. r

proposiçáo 36 SejamXclR e /: x---+lR. §e f éu,m,afimção ite c'l'o,s9e I
entio f íu* funçõ,o d,e clorsse 9" para tod'o n,m stenfurd cÜrn nl' < n'

Demonstraçáo: Cronsidere€e rn standa'rd tal que rrt': rt' - Iç' Por d€fini@ /
é uma função de clase S'-1. Norm,rnente por defini@o tem-se que f é de classe

irlr- Ao àplicar-se & vezes a defini@o 25 concluese que a funçã,o / é de classe

5z-lc, isto é / é uma fun@o de da.sse Sm. r

3.3 operaçõe algêbricas sobre funções de classe

sn

Em toda esta sec@o demonstram-se propriedades de regularidade associadas à§

opera@ de fun@ discretas de classe s'. Numa certa maneira demonstra-Ee

qo" tL-., o produto, a inversa m,ltiplicativa e a divisão de funçõee de dasse

S' resulta em função de classe S*-

Já foi enunciado e demonsürado no primeiro capÍtulo o torerna em que duas

f""çOo de classe So, o seu produto e a sua soma é ainda uma função de classe

90.
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f-oma 88 Seiam Xc IR e !, g dnas ftmções d,e clasae g' Fmtao Í +g e uma

funçã,o ile cl,oasse 9.

Demonstraçáo: Por indução externa. Pelo teorema 4 resulta que J*g é uma

função de clÃse 50. Srpo_oú*,,roe Í e g duas fun@ de classe gzr*1. p6le lema

de derirmção tem-so q"" # " H*duas fun@ de cla,se So. Tem-se que

0(Í+g)
õn Hot+H@).(r)

Apücando a hipotese de indução tem-se que ry#f(c) e uma função de classe

S*. Pelo teorema 4 a função Í +S êde classe So e omo WP é uma função

de clase sr, pelo lema de integra@o conclue.se que /*9 é de classe s*+1.

I

Demonstraçáo: Por indu$,o externa. Pelo teorema 4 resglta que / x I é

de classe Sio. Suponham-se f e g duas funçõm de classe S'+1. Pelo lema de

derinação tem-se qou g , ff A"duas fun@ de classe S'' Tem-se que

g*d,,, : Hn.e(r)+ ra't.*@).

Pelra propmição 35 a-fun@o g é de classe su. Aplicando a hipotee de indução

-õftem-se que a função fit*)-O (c) é de classe S'. De igual forma, pela propeição

85 a fun@o / é de classe S@. Como a fun@o ff u u"cla,sse Su deduz-se por

hipotee de indu@o que /(r) .HOré uma função de classe sm. Pelo lerra 36 e

teorema4tem-seque a função *U "d@) 
ede classe S" e Í xgéde classe

So então pelo lema de integra@1em€e que Í x s é de classe So+r' r

A demonstração efectuada no primeiro capítulo de que a inversa de uma

furyão de clase S0 om valores apreciáveis para argumentm ;imitadc é de

classe Sp é um pr&requisito para o lema que 8e segue'

Teorema 37 SeiamXclR e!,g funsÍunçõesd,eclasseS" entõ'o f xg éd'e

classe 9.

Lema BB Sejam X c IR e / umn, funçõ,o d,e r,laase I c,om ualores aprecíi'ueís
1

para orEtmmto s l;í,nví,t'ad'o s. Entõ,o Í
é de clnsee 9.
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Demonstração: Por indu@ externa. Pelo teorema 5, sendo f uma função

de clarc 50 ãom @enaÍi yalores apreciáveis para argumentos limitade, pode-se
1

concluir q"" i é uma funnãol de classe So. Suponha-se;[ uma fuoção apreciável

de classe S*ú. Pela proposi@ 35 tem+e que f é -ura funqão apreciável de

classe Sr, desta forne se aplicar a hipotese de indução I 
e "-" fun6o de classe

S'. Tem-se

{â
11"

7@6õ-V6J
_t@+õf4 - r@)

õr

õn
1.Mr@@

ôra)
pelo lema 86 e teorema BZ tem-se o"" fP é uma função de classe s'.

pelo teorema 5 a função 
h 

, de clase So então pelo lema de integração

1
conclue-se q"e 

ô 
é uma fun@ de classe S"+1' r

Pelo lema 38 conclue-se imediata,rrente que a função racional ,}; ,t*
fi * -l é de clase sa. Apresenta-se um exemplo onde se mostra que a fun@

1

=i- p*. fi * -l é de classe S*, baseado na defini@ 25'
L+fr

Bcemplo 89 Corwíd,erc-se a funçõ,o Í(n) : -J_ po'o t * -l' Pretend'e-sel*r'
1

rtostrar n"" 7fi para il * -l é d,e closse g. A d,emonsbaçã'o pnocesa-se

em d,uas part)es.' fra prímei,ra parte ded,ua-se Por i,nifuçõ'o 'i'ntuna, a fónrula il'o

quoci,mte d,e üfereltços d'e otdernn d,a função Í (*)' !" segunda parte mostra'se

por tud,uçã,o wtdYm rye a funçõ"o f (r) é d,e cbsse * '
(i,) Mostra-se por ind'uçã,o i,nterna gue

-l)n ntõ"Í
6Í" (1+r *r* x.-... x *r+n6n)(")

Pam n:l tem-se

Hn, #(
1

L*r+õn t*n
-1

1

)
(1+u)(1+r+ôr)
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Suponha-se que

#n,
Tem-se que

6"+1 Í
õ"'"+'

(r)

nl
L*r (1+r + x --... x 1 +r+

õ"f
õfr*

(*+õa) -
f',f (")

õr
-1

ntrll1

)

(
-1

ntnt
õa *r+õ*) x..... x +r+

1

õr +fr) x ..... x L+n+
-L

7t l*n - +*+ n* õr
x (1+r+(a+1)ôr

+
+1

x -..6n +n
-1 n*

f (l+ r +õa x.....x(1+r+ n + 1)dr)'

Teorema tlu SejamXclR ef ,g dnnsfunçõesd,eclosseg comg*O' Então

Í n u*o funçõ,o d,e clq.sse 9.
s

+

(ii) Mostra-se por i,nih4ão e'stema ry,e a funçã,o I@) é d'e classe 9' Pom

n=0, iú Íoi, aeri,fi,cad,o no exemplo 6. Suponh,a-se que fi oo* § * -L é wna

função d,e chsse 9. Tenvse Ete

é uma, funçõ,o d,e cl,osse §. Apgeunao a hi,potese d'e ind'uçã'o e pel'a d'efini'ção 25

conckte-se que a funçõ'o ra,cional Í(") : fi oo* fr * -L é d'e classe ff+t '

ô"+1
(*) (-1)'*'(n + 1)l

1

$sn*r (1+r)x...x(r+e*(n*1 ) õr)

1
Dd,ttz-se peln teorema I e 5 rye (-1)'*' (n, + 1)! (r+z; x ..... x (t+r* (n+L ) ôr)

Demonstração: Suponha-se / uma funS,o de classe Sn e g uma fun@o apre'

ciáver de crasse S.. pelo r,ema 38 a função I u o. classe S'. Aplicando o
s

teorema 37 couclue*e que Í x I u a. classe Sn' I
s
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Capítulo 4

A Sombra de uma função
transição discreto-corúínuo

O objecüivo deote capítulo é mctrar a analogia existente entre as propúedades

de regularidade de funçõeo discretas de classe s' e as propriedades de regu-

uriaua" de funçõe contÍnuas de classe c'. Reorda-se o teorema da sombra

contínua e o teorema da sombra deúvável pois as transi@ discreto-contínuo

são baseadas neste dois teoremas. Mostra-se que 8e uma função é de classe

S* então a sua Bombra o/ é uma fun@o de clase Ú e afun@ 'W 
'

infinitnrrente próxirra da função ry Por razões didácticas antes da ap

resenta@ do caso geral começa-s" pôí mostrar que 8e "T"*-F5"" f é de clase

S2 então a sua sombra 01 e de classe C2 e a função W é infinitamente

próxima da tunção ry
Ante de se enunciar a definição de sombra de uma funç§o e de um coqiuúo,

defineee a sombra de um númãro real ümitado r pelo número real standard

infinitamente púximo e úuico, e escreve'se o'f'

Definição 4l seia stn e xclR' um coniunto'ínterno ou erterno. h,tõ,o a

somhm oX de X é d,efiní,il'a por

oX : §{sÍr € IR", fu € X,gr=r}

Nurna certa maneira a sorrbra de um conjunto é o conjunto standard mais

próximo. Além dimo dois conjuntoo diferentes podem ter a mema sombra.

Considerese o corjunto ? : l},br,26a, -.., 1 * ár] e o coltuntg S: [0, õr,Zõt, "''l.l
a sua sombra é o conjunto fl: S9:" { r € [0,1] : st r]: [0,1]'

3L
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Defniçáo üL Sejal : X --+ R d,e closse §. A sombra de f é unm funçõ,a reo,l

oÍ ro X ---+R d,efi,nidn em d,ois po,lsos.

(i,) Seia stand,ardr € 0X e g € X tal wey=n- Deftne-se

(oÍ) k) : o (/ (s))'

Note-se cue Í(ú é li'rnitad,a, e/) (") é bem definida e Ete ("r) (") é d'efi'ni'd'a

erchmi,uamente porque f/ (U)) : (o Í (z)) nara ry,o),qner y,z c X tol Ete g -
z-fr.

(ü) A defmiçdo d,e o f é estad,ida aos pantos nõ,o sta$Ldffid, d,e X por stan-

d,aú,i,zaçõ,o.

E:<emplo 43 Da sombra d,e u,ma fim'çõ'o.
S"i, f : X + IR a funçõ,o qu,o,itrú,ti,u, Í(a) : *2, rnostm's9 Etle-o sua aombro'

é na mesna a funçã,o qtrud,ró,ti,ca flurí agora d,efiniita soàru lR. com,eça'se peln

constração de um po, ird,o*do, elnmmio da sombra' Seia n =3, ent6oor:3
eos2 ;g. Enfr,ola,o; e' {(or,o (/(r))) : z € x ti,mítaito}- Da mesmo forma
pam form,a para r li'mi'tad'o Etdqu'er,

o Í(*\ : '(*) : (or)'

pois {(o*,o r,2) : r limi,tad,o

ização d,o aniunto entento
) c'{(or,' (/("))) : r € X ti,mi,tado}- A stand,wd,

i e",o rb) , * ttrittoao\ : {(r,rz): s € lR stard,ant}

é,{(r,r2):reR}.
'bge'er,emplo generu,tí,za tod,os es restrições aX d,os Íunções I stand,ard, an-

tlrruas: A somhro, ile f é ela PróPri,a.

Recorda-se fornralmeúe que uma função é um conjunto de pare ordenadc,

da mesma forma a sombra de uma função / é construida à base de pares (", Í(r))
para cada z € X limitado. Os objectos da sombra de / é um oljunto süandard

construido à base de pare ordenados de sombras pontuais fr,o (/(c))) que

formam um pontedo de ponte standard. Além dism uma função neces§ita de

ser S-contínua para possuir sorüra.
A sombra de uma fu"ça" de classe So é pelo menos uma fun@ de classe CP.

Esta afiruta{ão ê objecto ào teorema seguinte, que permite asociar uma fun@o

contínua standard a urra função discreta $contínua'

A demonstra@o do teorerra necessita de se recordar a caracüerização uão

stendard de convergência. Se uma sucesão stendard (rr")r.n converge para um

r limitado então rü, = Í pa,ra todo u.l - oo. Se uma sucessão standard (rrn)r.n
não converge para s então existe a, = oo tal que r- * § ' Eutre os fndices

infinitamente g*"ao @eee supor ü, arbitrariamente p€queno. Para s € lR

note que [r] e etemento ma:rimal de g € X tal que A 3o, escreve-§e lol=t
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Torema 4a ( Teorerna, tu Sanha CquMrun, ) Sri"Í, X IR d'e clnsse

§ enfr,o a fln sombrao! é uma função múuoca e cnnt'tran, d,efmilla soÔrr IR

i,rúeán. Db é a únim fun'çõ'o stanfu,rd, infi'nitomente próxi,ma d,e f(n) para tod'o

r € IR ti,mitad,o. Reci,pmcommte, se a somhra ile f é uma tunçõ,o uníuoca f é

necessarúamente d,e cWse §-

Torema 46 (Tanem,o, da Sunba Deri,oantel ) S"ia Í , T-'R de clnsse

§ mtõ,o a sua sombraof é uma funçõ,o real d,e rt*r" e "ffO =ffOl
para tod,o a ÇX limí'tod'o.

Demonstração: Suja € standard. Então o.f (€) :" {oÍ (rr) : 4 € X,q - f}
sendo €st€ não vazio, porque os Í (a) são limitados e reduzem-se a uT Ponto
quando ele são todoe- infi-nitamente próximos uns dos outroe. t"eo o/ (€) e

definida de forma unívoca.
Por transferênciao Í é definida de forma unÍvoca sobre lR inteiro.
Suponha-se com vista a um absurdo qo" 0.f é decontínua no ponto €. E*-

iste uma suc€§são statrdard (€*)-.^ que converge para { e tal que oí(€r) 
"ã"

converge para o/ (f), tem-se Jl tfJ =" / (€") p"t^" todo z limitado, então pelo

lema dã Robirson áriste v * @ tal que Í [€"] =o Í (€") p*" todo 4 ( v' Pelo

critério de não convergência acima mencionado, existe t.; - oo , u 3 v tal que
0.f (€,) *o Í (€)-

E;tão í[€-] .4 Í(€,,\ { Í(0 = rEl, contradiçãocom a $continuidade
de /. Então o/ é ontÍnua no ponto € e por transferência para todm m pontm.

Reciprocamente, sulrcnha-re om vista a um absurdo que / não é de classe

S0. Se Í(a) e Dão limitadâ para um argumento limitado c, e S-contÍnua, então
o.f oao é definida em 0r. S. Í(c) é limitada para qT argumento limitado r,
mas não S<ortÍnua, então existe U =r tal que Í(ú * Í(') " que implica
qu. oÍ (oz) contem ao men*r dois valores. Portauto a sombra de J não ê uma

função unÍvoca, contradi@o.
Então I ê de classe So. r

A sombra de uma fun@ de classe 51 é pelo meffxl de clase Cr e a sombra

de uma função de classe 52 ê ao menoa de clase C2, estas propriedades são

objecto de estudo nc dois teoremas seguinte.

Demonstraçáo: Pretende-se mostrar qr" 0Í é derirável de derivada

oÍ
Tem que se etabelecer a pro<imidade do quociente de diferengs q-e

"'(â 
(€) -- uma aproximação de primeira ordem, ora dis@m-se de uma

apràáação de ordem zero de o Í . É suficiente tomar (,4 süandard tal que
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q * e. Istolevaaumademonstraçãodotipge-ô com e'õ ) 0stan-

á#a. 
-poaoo 

escolher ô tal que para todo r, € [€ - ô,€ + ô] stanaara tem-se

l'Q"(l};-(flt-k; 
dos rimites. Êriste z € [[€].... [a]r tar que

rvl- {Fl - ! (rt. Então
(tzl- t€D - 6n\-t'

oÍ(d-o Í (€)

q-€ -'(fJ o,

e

Pela caracterização macroscópica da deúrmda obsenra-§e qo" o'f é deúvável de

;;;(qr,l, "" **" € " por transrerência #::r:' (t) (€) po'

todo. pelo teorema da sombra aoúínua Hn, * (fJ @'): H(') p*'
todos€Xlimitado. I

Por razõee diddcticas antes dâ apreenta@ do caso geral mostra-se quele

uma função é de classe 52 então. "L *orUÀ é uma função real de clase C2'

Torema il6 s*aÍ : x --* R uma^fançõ,o d,e clnsse 9 - nnmo a sua somhrao f

é uma funçã,o reat ile ctasse G 
" ffi fO = #- @) p*o tod'o r ex li'mito'do'

Demonstraç6o: Pela propoeição 35 a fun@o f é de classe 51' Aplicando o

teorema da sombra derivável tem-se que a fun@ 07 e de classe Cr . ft(*) =

# n para todo c e X limitado. Pelo lema de derivação tem-se o*ff u ou

classe Sr então de novo pelo teorema da sombra derivável a função # u U'

clas* Cl para todo s ümitado e

i,(#n) = *(#at)
então

#n, = #,,
I



35

Teorema tllií Sejarn Í r X+lR. e g

f - o. Entõn Y =Y.ôn ôfr'

Demonstração: Pelo lema de derivação tem-se q" # " ff t* duas funções

de classe So. Aplicando o teoremada sombra contÍnua e o teorema da sombra

deriúvel tem-se o"" ' (#) : # " ' (g) : #; "t** concruir que

H=# " ?*=ff *^roÍ:o sconcluese q'" # =H' r

O próximo teorema permite afirmar que a sorrlrra de uma fun@ de classe

S* é pelo urene uma fun@o de cla,sse C".

d,e cl,asse 9 mtã,o a ma sombro,o f
* oÍ (r) 

nara tod,o r êx ti'mi'tado.
dfin

Torema 4a Seia Í : X -+ IR zrna função

é uma funçõ,o rea: de clnsse @ "#P =

X-+lR dnns funções d,e ch'sse §com

Demonsüraçáo: Por induSo externa. Pelo teorema da sombra contÍnua 0/ é

uma funçãoral de classe d e Í 4 f paratodoc € Xlimitado' Suro$7-se /
uma função de classe So+r. Pelo lema de derimção tem-se que a função * é de

clase So. Por definição a função #é de clase So' Aplicando a proposiS'o

34 a função # ,de classe 51. Donde se @e aplicar o teorema da sombra

deriúvel e tem-se que

*Pà = !,W)
Ora por hipotese de indução então

d o/rf g)\ a ( * oÍ (s)\ : *+r oÍ-(s) 
.

d*\6-" ): a*\ an" 1 dÍn+r

I

como observação apresenta-se também a demonstração do teorema anterior

por indu@o num outro sentido.

obserrraçao 49 Poran =o a d,ernonstmção é i,gual à anternd,ente. &t'ponlm-se

f uma funçd,o itre classe ff+l. Peto luna d,e ilerinaçã,o tern-se rye a funçõ'o fi
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é d,e clnsse 9. Apli'cand,o a hi,potese d,e i'ntutçõo teln-se'(#) é uma fitnçõ'o

d,e cla*se @ e

t"+'Í(s): rfôÍ@\ 
=f/firl+r ôc" \ õt )

Pela teoruna da sonlbro, d,eri,aó,uel tem-se' (#)
que

( )

:# mtô,o pod,e-se rnncluí,r

õs
*
d*"

o aÍ (c)

tr+, Í (s
6§n+r

o õf (n) * d,oÍ (n)
il* dn

*+t oÍ (ç)
ddn+1( õs

tr
d** )



Capítulo 5

Regularidade da
distribuição binomial

Este capítulo tem por objectivos mostrar que a função binomial !G,r) e a"
classe Sâ, e yalidar aaproxima@ da funç;o binomial à função de Gaus§ numa

ordem arbitrária.
Na primeira seqão mostra-se que a fun@o biuomial é de clase So na rnriável

r e na nariavet ú, demoustra-se também que a mesma função é de classe s' na

variável r. Verifica-se que o teorema de DeMoivre'Laplace de ordem arbitrária

é válido na variável espaço.

Na segunda secçflo mostra-se que a fun@ binomial é de classe S- na variável

ú e que o t**-. de DeMoiwelaplam de ordem arbitrária é dlido na variável

tempo.
Éor fim na se@o 5.8 mctra-se que o teorema de DeMoivre-Laplace de

ordem arbitrária ê válido nas duas rmriáveis, isto é que o quociente de difenenças

de ordem nz na variável ú e de ordem n na rrariável c da fun@o binomial é

infinita,mente próximo da derirmda parcial de ordem m na' vanável ú e de ordem

rr na rnriável c da função de Gauss.

considerese as fun@ discretas definido" sobre o produto x x Y de duas

grelhas regulares X de passo 6t * O e Y de pam ôgl - ó 
"oo' 

õt :2t/fr''

Deflnição 6O Sejal:XxY-»lR.ellcXxY. á funçã,of édectasse§ un
n se f é ti,mí'tada e %contímw, nns druas uori'ô'ueis.

Deffntção 6l Sejal:XxY-+lR eltcXxY. á funçõ,o f éiteclasse§o sn

IIsef "ff "aoambasd,eclosse§ 
emn. AÍunçã,oÍ éd,eclnsse§r ernn se
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f "H sõ,oambasd,ectnsse5rm ann. Afunçã,o! éitect*ssegan em!,sef é

d,e clnsse O" 
" H é d,e clnsse § ent'n'.

Analogamente definese funçõ€s de classe S!'2. a fu"@_.í : X x Y --+ IR é de

clasee Slfemll CX xY 
"e Í é declase Sro e de clasge So2 emI. Desüa forma

está-se em condições de se definir uma função de classe Smo'

Defintçáo 62 sejal:xxY-*lR ellcxxY. á fimção f éd,eclnsses"o

emn se f é d,e closse Sr-1o "# é d,e ctnsse § emn. A funçd,o f é de ctnsse

9 ent,l. se ! é d,e chsse §*-r e
õiÍ
6stu

é d,e closse fl erz ll.

Deffntçáo 63 sejal:xxY--lR ellcxxY. / Íunção Í éd,eclasse§on

eml sí f é d,e cl,osse S"o e d,e cl,osse §n emn'.

5.1 A função b(t,,, *) na variável espaço

Nesüa secção demonstra-§e que a função binomial é de classe Sa na nariável

c, com base na aproximação da distribuição binomial à função de Gauss e no

quociente de diferenças de primeira ordem da função binomial na variável r'
Demonstra-se ta,nrbém que a sombra da fun@o ryé a função ry
para ú apreciável.

Reeecre,ve.se o quociente de diferenças de primeira ordem da funçâo binomial

na variável cspaço

õzb(t,s)
6s

o* õr
t t+ fiõr+

b(t,r) (- t*o. (2.2)

Para simpliÊcar a demonstração utiliza-se a nota@ do capÍtulo 2' Para

(t,a) eW5s,
õzb{t,r) 

= c@)b(t,,n).õo\
Obeen"a-se que pelo teorema 40 a fun6o C(t) e de classe SD'

Lema 64 Pomt o'preci'ô'aet et e T, a funçã.o b(t,t) é d'e cluse §ent' o'
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DemonstraçÉo: A demonstração tem em conta a rnatidade da aproximação da

fun@ binomiat pela densidade de Gauss. A função de Gauss,é-limitada para t
apreciável e é $contÍnua na variável r. Reeulta que a função §(t,r).ê de dasse

SÚ "* r. Do teorema de DeMoiwelaplace tem-sê que b(Í, n) * G(tru) para Í
apreciárrel então a função b(t,*) ê de classe So em s' r

Torema 66 Paranli,mi,taito er€X, afunç6ob(t,a') éd,eclo,sse§ emt.

Demonstraçáo: A função de Gauss é limitada para^r ümitado e é scontínua

na rmriável ú. Então a fun@o G(t,fr) é de clase S0 em Í. Pelo teorema de

DeMoiwe-Laplace deduz-se que a'fuíçao binomial b(t,$ é de clame so em Í'
I

Do lema M e teorema 55 conclue-se que a função binomial b(t,a) é de clase

So na rmriável €§paço e temPo'

Lerna 68 Seb(t,r) e uma funçõ'o d,e classe ff emfr' on'd'e (t,n) Ç'W5x, cornt

aprecíô,ael mtõ'o b(trn\ é de closse 9+1 em t.

Demonstraçáo: Por indu@o externa. Pelo lema 54 e teorerta * fluff;f
b(t,,r) e C(z) são de classe S0 em t entfu pelo teorema 4 a fun@ ff u

de classe So em r. Apücando o lema de integração tem-se.que a função b(t,u)

é de clase Sr em r. Suponham-ae aa funçõe b(t,r) e C(n) de classe S' em r.

Edão pelo teorema BZ a fun@o WP é de clase S' em r. Como b(t,a) é

uma função de clase Soem r, aeduzlõ pelo lema de integra@o que Ô(ú, r) e de

classe S'*r em s. r

No teorema que se segue metra-re que a fun@ binomial b(t,r) ê de classe

S* em s onde (t,r) e W'56, para ú apreciável.

Teonema 67 A funçõ,o b(t,n) é d,e clo,gse * enr, n pÜra tod,o n starú'wd" com

t aprcci,ó,uel.

Demonstraçáo: Por indu@o externa. Pelo lema 54, a função b(t,r) ê de classe

So "* r. Sriponha-se b(ü, á; "*" função de classe S' em r' Pelo teorema 40

a função Cl,,y e de classe 3r. Apli"uodo o teorema 37, o produto das duas

fu"çõ* O(t,Lf 
" 

C@) euma fun@o de classe S' em r' Sendoü(Í,r) urna frTçao

J;la*.ts" é- ,.'Pelo lema aá inrcerção tem-se que á(ú,r) é uma firn@o de

clase So*1 em s. r



40 CApÍTwO 5. HE16A7"IDADE DA DISTRIB1dIÇÃO BINOMLUL

o teorema de DeMoiwe.Loplace oomprova que a fun@ binomial b(t,a) ê

infinitamente próxima da fun@ de grauss G(t,n), para todo (t,fi) eWar Coim

base neste resultado se demonstra o teorema precedente'

.rorema 68 Tern-se ,*" " (W) : ry' um t aprcciô'uet, paru'

todo n stando,rd,.

Demonstraçáo: Por indução externa. Do teorema de DeMoivre-Laplace tem-

se que ob(t,n1: Gft,c), para ú apreiável' Suponha-se à(ú,r) uma fun@ de

classe Su*r em n. Pelo lema de derirm,@ tem-se *" ry é de classe S' em

s então por definição W é de classe So em r. Aplicando a proposi@o

84 tem-se que a função ry é de classe Sr em r. Deduz-ee do teorema da

sombra derivável e da hipotese de indu@o que

.(#(ry))

obs€traçáo 69 Pamt aprc,ci,tutelo ** ft- ft tem-se w,e

= (-1)" ffi

6.2 A função b(t, n) na variável tempo

Nesüa secção prova-se que a função binomial é de classe S- na variánel Úrcom

base na "p-*i-uça" 
da fun6,o binomial à fun@o de Gauss e na qua,@ de

ao ( üb(t,s)\
dn \ dr" I
d ()/,'ceLnt\
dr\ dnn I
ü+tG(oLs)

dfrn+r

I

Recorda-se a fórmula da derivada contínua de ordem z na rmriável c da

função de Gauss de [1]

üb(t,n)
6rn

n2

2t nle
1
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diferenças
õi'b(t,r)w

da funçâo binomial da variável Í. Mmtra-se que a sombra da função

éatun@ ryparau limitado.

4L

Analogamente à secção anterior relembra-se a derirmda discreta da função

binomial na rmriável ú .

õú(t,r)
õ2t

/ * -t-zõt \
-\l 

- 

I-r 
\úz + 4tõt + l6tz - nzõt)*u$,

Para simplificar a demonstração introduz-se uma fun@o auxiüar'

D(t):ffi
Passa-8e a re!fficrever a derivada dircreta da função binomial na mriável Í

com uma notação mais simples. Para (t,t) eW5s,

õ'b9^i*) : Dg)b(t,r).
õ2t

Pelo teorema 40, obrerva-se que a função D(t) é de classe Sm'

Lerna 6o §e b(trr) é uma fançd,o d,e classe 9" ernt, ond,e (t,fr) eW66, ooflt fi
ti,mi;to,ito entã,o b(t,n) é d,e classe S"+t em,t.

Demonstraçáo: Por indu@ externa. Pelos teoresras 4O e 55 as funeõry 
-ô(t, 

r)

e D(t)são de clas'se S0 em t. Apücando o teorema 4 tem-se que a fun@o WP
é de classe So em ú. Pelo lema de integra@o a fun@o b(t,r) ê de classe 51 em

ú. Suponha-w b(t,r) uma fuução de classe Sm em ü e a função racional D(t) de

clase s- então pelo teorema BZ a fun@o 
õú§rr) 

é de classe s- em ú. corro
õ2t,

b(t,r') êuma fun.ão de classe S0 em , " 
ry;* é de classe S- em Í então pelo

lema de integração a função b(t,n) é de classe S-*r em Í. r

Tal como foi feito para a função binomial na variável €spaço' mctra-se
também que a função binomial é de classe S* em Ú onde (t,r) e W52, para r
limitado.

t *0. (2.4)

Torema 6l A funçõ,o b(t,r) é d,e closse §" etnt para tod'o m st'and'ard, com

s limátad,o.
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Demonstração: Por indu@o e:rterna' Pelo teorema 55, a função b\'a) e de

"tu"", 
so emí. suponha"re-b(t,*) uura função de clas§e s- em ú. Pelo teorema

aO a funç§o D(q à de clase b-. Apü.ando o teorema 37, o produto das dua§

úia* a'tt,r) à lrt l é uma tunção áe clase S- em'' sendoÔ(Ú, c) ula rye"
ã;àr*" bb ám t. 

'É"b 
lema dã integração tem-se qae b(t,n) é uma tunção de

classe S@*1 em Í. r

Torema 62 Tem-se que o

toilo m stand,ard,.

(õiu(t,t)\ - 
il*G(t,or-)

\ (õ2t)* I tr" uonl fi limi,tad'o, Po;ra

Demonstraçáo: Por indu@o externa. Do teorema de DeMoiwe'Laplace tem-

* q""ta[,rl - G(t,or), para u limitado' Suponha-se 
'SrEuma 

tun@o de

classe S-+1 em ú. Pelo lema de derirnção tem-se c"" ry é de classe Sm

em ú então por definição 
W 

é de classe s0 em Í. Pela propmição 34

tem-ge que a função W é de classe 51 em Í' Aplicando o teorema da

eombra derivável 
" 

po" nipá,t*" de indução deduz-se que

o(h /ffi4(t,u)\\ : g'(ry!Q::1\

d\ ffin I
iÍ"+\Gft,o n)

ürn+l

I

Observaçáo 63 Poran ltimi,tod,o, **Z=fttuo-'" e""

-@Y zrn ufr*

2*\/27r"
x (zm)l »

/c-0
(-t)o716pfi 

-*-21.11(*)''--'

1 Ín

5.3 Teorerna PrinciPal

Nesta secção rel,ltza.{r- o objectivo do trabalho, ullla vez que se demonsüra que

. "pifi"i"ç"" 
da fun@ binomial à função de Gauss se mantetrr a todas a§
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ordens. A esüe reultado se denomina teorerta de DeMoiwe-Laplace de ordem

arbitrária.

Torema M ( DeMoi,we-Leploe de udsn arbi,ffiria ) P* tod,o m, n
stand,ard tan-se Ete

Demonstraçáo: Do torema de DeMoiwe'Laplace de primeira ordem tem-se

que oâ(Í, a): G(t,ry Note que

o (ffüu(t,")1 : d"*G(t,s)
\(62t)* õs" ) dÍttt'dnn

Deduz-re do teorema 22 qtrc

I

fr

dfl úTn,

1

0

o

(

(
1

2rn

ü
õrtu

ü
2r"õrn

0

(

2n d;+ -
I tr / &*G(t,r)

2n dnn \ dsz*
* ( t'&*G(t,r)
a""\z*-W-

)
o-mÃr

))

)
Apücaudo o teorema 58 e porque a sombra de uma fun@o é uma funçã,o stan-

dard, tem-se que

1 iP+à'"G(t,§)o ( ffüo(t,r)\
\(õzt)* 6r" )

Porque a fun@o G(t,*) satisfaz a equação do calor deduz-se que

L fr*G(t,§)
Zm dsZ^
iÍ"G(t,,r)

o(ffüo(t,")1 : *
\@n)* aa" ) %:

)
if"

ffindfi"
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