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Resumo

No presente trabalho apresenta~se um modelo de populagdes estruturadas do tipo de
Leslie/Lefkovich, com o objectivo de realizar projecgdes a curto e longo prazo da
abundancia do stock ibero-atlantico de sardinha (Sardina pilchardus), recurso de
grande importancia para o sector pesqueiro nacional. Para além da estimagao da taxa
assimptética de crescimento, o modelo determinfstico permite determinar parametros
cuja interpretacao biolégica é de grande relevancia para a compreensdo da dindmica
do recurso, tais como o momento da populagao, o valor reprodutivo e o tempo médio
de uma geragdo. Os resultados obtidos através do modelo deterministico indicam,
para o stock de sardinha, que a populagao projectada estd préxima do equilibrio, que
cada recruta dé origem a aproximadamente um novo recruta e que o tempo de uma
geragio é ligeiramente superior a 3 anos. Uma andlise de sensibilidade do modelo
indica que as taxas anuais de fertilidade e sobrevivéncia nas idades mais jovens tém
maior influéneia no crescimento assimptético da populagdo de sardinha. Apresenta-se
uma versio estocdstica do modelo, onde as taxas vitais da populagdo sdo sujeitas a
vérios cendrios de variabilidade. Obtém-se assim, distribuigdes empiricas para os
parametros de interesse bem como para a populagio total e comparam-se os resulta-

dos para os vérios cendrios apresentados.
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A structured population model for ibero-atlantic

sardine dynamics

Abstract

The work reported herein presents the development of a structured population Les-
lie/Lefkovich type model, in order to make short and long term projections for the
ibero-atlantic sardine (Sardina pilchardius) stock abundance, which is a resource of
great importance for the national fishing sector. In addition to the asymptotic popu-
lation growth rate, other parameters such as the population momentum, the repro-
ductive value and the generation mean time are reported. The main results indicate
that the population is near equilibrium; each recruit gives origin to approximately
onenew recruit, and the generation time is slightly above 3 years. A sensibility analy-
sis of the model shows that the annual fertility and survival rates of the younger ages
have a major influence on the sardine population asymptotic growth rate. A stochas-
tic version of the model is presented, where the population vital rates are subjected
to several variability scenarios. The empirical distributions of growth rates, popula-
tion totals and other relevant parameters are obtained to facilitate comparison and

statistical inference for various scenarios.
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Capitulo 1 — Introducao

A dindmica das populacbes animais tem sido objecto de estudo de vérios autores,
nomeadamente no que se refere 4 dindmica de populagdes sujeitas a exploragdo. A
formulacdo e proposta de medidas para a gestdo dos recursos da pesca requerem a
realizacao de projecgdes a curto e longo prazo da sua abundancia e captura. Os mode-
los mais usados nas pescas sdo modelos determinfsticos e baseiam-se na teoria dos
modelos demograficos. Outros modelos, como os modelos de tabelas de vida, tém
também sido usados por apresentarem uma estrutura simples e permitirem uma
interpretacdo biolégica directa dos seus pardmetros, mas pressupdem que a populagéo
é estdvel. Os modelos que sdo considerados como extenstes das tabelas de vida tém
como precursores Leslie (1945), Lewis (1942) e Bernadelli (1941), sendo os artigos de
Leslie (1945, 1948a, 1948b) os que tiveram mais influéncia no seu desenvolvimento
inicial. Posteriormente, Lefkovitch (1965) introduziu os modelos matriciais classifica-
dos por estddios de desenvolvimento, como alternativa & idade cronolégica e Usher
(1966) sugeriu os modelos matriciais classificados por tamanhos. Em 1967, Keyfitz e
Goodman demonstraram a analogia entre os modelos matriciais e os modelos de
equagbes integrais e de equagbes as diferencgas. Keyfitz, em 1968, compilou toda a
teoria subjacente a estes desenvolvimentos no livro Introduction to the mathematics
of population. S6 a partir dessa altura é que os ecologistas comecaram a utilizar mais
regularmente este tipo de modelos. Mais recentemente, estes modelos tém sido usados

para estudar a dindmica de vérias espécies de peixes:
e Hayes (2000), num contexto geral;
e Pertierra et al. (1997), para a anchova (Engraulis encrasicolus);

e Lo et al. (1995), também para a anchova (Engraulis mordaz) e para a sar-

dinha do Oceano Pacifico (Sardinopos sagaz);




Smith et al. (1992), novamente para a sardinha do Oceano Pacffico;

» Kareiva et al. (2000), para o salmédo (Oncorhynchus tshwaytscha);

Hinrichsen (2002), também para a mesma espécie de salméao;

Caswell et al. (1984), para o salméo do Oceano Atlantico (Salmo salar);

Heifetz et al. (1998), para o “sablefish” (Anoplopoma fémbria);

Quinlan et al. (1999), para o sével do Oceano Atlantico (Brevoortia tyran-

nus));

Carvalho et al. (2001), para o Galhudo Malhado (Squalus Acanthias Lin-

neus).

Outras aplicagOes de interesse na drea dos modelos estruturados sdo Alpizar-Jara et
al. (2001), para os perus selvagens e Reis (2000), para insectos. Uma outra aplicagéo
de interesse para o estudo da populagdo de sardinha (Sardina pilchardus) é fornecida
por Zwolinsky (2003).

No presente trabalho é desenvolvido um modelo estruturado de populagoes, do tipo
de Leslie/Lefkovich, em que a populagdo projectada, sardinha (Sardina pilchardus),
depende fortemente da fecundidade e sobrevivéncia das fémeas adultas em cada estd-
dio. Na prética, a informacdo para estimar estas taxas vitais é dificil de obter, em
particular quando se trata da fase nao explorada do recurso cujas estimativas apre-

sentam muita variabilidade.

O modelo desenvolvido neste trabalho é usado para projectar, a curto e longo prazo,
a abundancia do stock ibero-atlantico de sardinha, sendo este um recurso de grande

importéncia para o sector pesqueiro nacional.

Apés esta breve introdugdo, no Capitulo 2 apresenta-se a definicdo e os principais
fundamentos tedricos dos modelos estruturados, incluindo a sua descricdo através do
grafo do ciclo de vida das populacgdes e o potencial da andlise dos modelos determinfs-
ticos. Enuncia-se o Teorema de Perron-Frobenius e sao definidos vérios parimetros
de interesse biolégico, assim como as suas interpretagtes. Finalmente, apresentam-se
as principais técnicas de anilise de perturbacao: andlise de sensibilidade e andlise de
elasticidade.

No Capitulo 3 sdo aplicados os conceitos e as técnicas anteriormente referidos para o
desenvolvimento de um modelo para o caso da populagdo da sardinha ibero-atlantica.

Analisam-se vérios pardmetros bioldgicos, efectuam-se projecgbes sob vérios horizon-




tes temporais e posteriormente procede-se & andlise de perturbacdo do modelo, identi-

ficando os pardmetros aos quais a taxa assimptética de crescimento é mais sensivel.

No Capftulo 4 sdo apresentados alguns conceitos e os resultados teéricos principais de

modo a incorporar variabilidade ambiental nos modelos tratados no Capftulo 2.

No Capftulo 5 é desenvolvido um modelo mais abrangente para a populacgao da sardi-
nha ibero-atléntica, pois, em virtude da andlise de perturbagao efectuada no Capiftulo
3, considera-se que os pardmetros relativos & fertilidade e & sobrevivéncia sdo afecta-
dos por variabilidade estocéstica, que ird reflectir a variabilidade ambiental a que a

populagdo estd sujeita.

No Capftulo 6 sao discutidos os resultados obtidos e retiram-se as conclusoes do pre-

sente trabalho.

Por fim convém referir que para a implementagio do modelo foi utilizado o programa
MATLAB 6.1 (Mathworks, 2001).

Alguns dos resultados da aplicagio prética deste trabalho, em particular do Capftulo
3, foram publicados nas actas do X Congresso da Sociedade Portuguesa de Estatistica
(Santos et al., 2003).




Capitulo 2 — Modelos estruturados

O ciclo de vida é a unidade fundamental de descricio de um ser vivo. O estudo do
ciclo de vida no sentido da dinadmica das populagbes requer uma forma de relacionar o
individuo e a populagdo. A dinamica de uma populacio é determinada pelas taxas
vitais dos individuos que a compdem, isto é, taxas de nascimento, crescimento, matu-
ridade, fertilidade e mortalidade. Os modelos estruturados de populacdes fornecem, de
forma explicita, a ligagao entre o individuo e a populacio, sendo construidos em torno

de uma simples descrigdo do ciclo de vida das populacdes.

2.1 O grafo do ciclo de vida

Para a construgdo do grafo dirigido do ciclo de vida de uma populacdo deve ter-se em

conta:

* a escolha de uma colecgdo finita e discreta de s estddios em fungio dos quais é

descrito o ciclo de vida;

e a escolha cuidadosa de um intervalo de projecgdo, definindo a unidade discreta,
de tempo do modelo. A estrutura do grafo e a matriz resultante dependem da

unidade de tempo considerada;

* a criagdo de um nodo (ou vértice) (Wilson et al., 1990) para cada estddio. A
ordem da sua numeragdo é irrelevante, mas é por vezes conveniente iniciar a
numeragao nos individuos mais jovens (recrutas). Assim considera-se que N

representa o nodo i.

Na criagao do grafo € habitual colocar uma linha direita ou um arco, isto &, uma ares-

ta de N, para N ; se um individuo no estddio i em tempo ¢ pode contribuir (por




desenvolvimento ou reprodugdo) para os individuos do estddio j em tempo ¢+ 1. Se
um individuo no estddio ¢ em tempo ¢ pode contribuir para os individuos do mesmo
estddio ¢ em tempo ¢+ 1 (por exemplo, permanecendo no mesmo estddio entre duas
unidades temporais consecutivas), coloca-se um arco de N; para ele préprio e esse
arco é denominado por lago. Denomina-se por a;,, ;4 0 coeficiente na aresta de N
para N que representa o nimero de individuos no estddio i em tempo t+1 por
individuo no estddio j em tempo ¢ Estes coeficientes podem ser probabilidades de

transigdo ou valores reprodutivos.

2.2 O modelo matricial

O grafo do ciclo de vida é isomorfo & matriz quadrada, sx s, A, chamada matriz de
projeccao da populagdo na equacao

Nt+1 = A . Nt’ (21)
onde N; = {Ni,t, 1 =012,..,5— 1} é o vector que representa a estrutura da popula-

¢ao por estddios em tempo t. A regra para gerar a matriz das projecgbes é simples:
;11,541 € 0 coeficiente do arco de N; para N no grafo do ciclo de vida. A tftulo de
exemplo, considere-se o grafo do ciclo de vida de uma populagdo apresentado na

Figura 2.1.

Figura 2.1: Grafo do ciclo de vida para um modelo stendard classificados
por estédios.

A matriz de projecgio correspondente ao grafo da Figura 2.1 é
By, Fe Fe Feg
G B 0 0
0 G B 0
0 0 Gy, B




Esta matriz possui:

elementos ndo negativos na diagonal principal, correspondentes a indivi-
duos que sobrevivem e permanecem no mesmo estadio com probabilidade
F;

elementos ndo negativos na subdiagonal, correspondentes a individuos no

estddio 4 que sobrevivem e transitam para o estddio i +1 com probabili-
dade GZ H

elementos ndo negativos no restante da primeira linha da matriz A, cor-

respondentes & fertilidade dos individuos no estddio i, Fe;.

Quando a classificagdo por estddios coincide com as idades ou classes etdrias, entdo

estamos no caso das matrizes de Leslie (1945).

Figura 2.2: Grafo do ciclo de vida para um modelo standard
classificado por idades.

A matriz de projecgio correspondente ao grafo da Figura 2.2 é

{ 0 Fe Fey Feg
B 0 0 0
A=lo B 0 o
0 0 B 0

Esta matriz possui:

elementos ndo negativos na subdiagonal, correspondentes a individuos que
sobrevivem, com probabilidade P, tornando-se uma unidade de tempo

mais velhos;

elementos nfo negativos na primeira linha, correspondentes a fertilidade

per-capita da classe etdria i, Fe;.

E de notar que ndo & necessdrio construir o grafo do ciclo de vida para obter a matriz

de projecgdo da populagdo, mas fazé-lo obriga a tomar em consideragdo as transicoes

que ocorrem durante um intervalo de tempo da projeccéo.




Por vezes, é conveniente classificar os individuos segundo dois ou mais estddios, por

exemplo através dos seguintes métodos:

° combinar a idade, o tamanho, ou o estddio com a localizacéo geogrsfica.
Tais modelos podem incorporar variacdo espacial nas taxas vitais e nos
processos que transferem os individuos de um local para outro. Existe
vasta literatura sobre tais modelos na demografia humana, onde sio cha-
mados modelos multi-regionais. Os ecologistas chamam-lhes modelos de

metapopulacies (Heifetz, et al., 1998);

° combinar muiiltiplas classificacdes demogréficas, tais como a idade e o
tamanho, a idade e o est4dio, etc.. Estes modelos sio chamados modelos
multi-estddio ou multidimensionais (Land et al., 1982, Law, 1983, Schoen,
1988, Van Groenendael et al., 1988).

Estes modelos tém o mesmo tipo de matriz de projecgdo, consistindo a diferenca no

facto de cada multiestddio corresponder a uma submatriz e nio a um elemento.

2.3 Solugao da equagao de projecgao

Usando o modelo (2.1) podemos projectar sucessivamente uma, populacdo a partir de
uma determinada condiggo inicial, Ny, e obter a solugdo explicita para a projeccio da
populagédo em tempo ¢,

N, = A*-N,. (2.2)

Véo agora estudar-se as propriedades desta equagao matricial, uma vez que a solugao
analitica deste sistema de equagoes produz as ferramentas bésicas para a anilise
demogréfica. Os valores préprios A, i=1..,5, e 0s vectores proprios direitos, V,, e
esquerdos, W;, de A a eles associados, satisfazem

AV; =)V, (2.3)
WA = AW, (2.4)

* . , . ~ ~
onde W; é o vector transconjugado de W, . Os valores préprios sio solugbes da equa-

gao caracteristica
det(A — AI) = 0. (2.5)

A dinadmica da populacio ¢ determinada pelo comportamento de A?. Se A fosse uma

matriz diagonal a resposta seria imediata,




af]_ 0 0

0 aéz e 0
At = . . . . )

0 0 - ags

e os elementos da matriz corresponderiam aos seus valores préprios.

Se A ndo é diagonal, mas possui vectores préprios linearmente independentes, é
semelhante a uma matriz diagonal D cujos elementos sdo os valores préprios ;. Isto

é, existe uma matriz ndo-singular V tal que:
VAV = D, ou de modo equivalente
A = VDV | consequentemente

Al = VD'V fe.,

)\1t 0 - 0
0 )\5 e 0

At =V| . v, (2.6)
0 0 - X

VAV =D = AV = VD; assim as colunas de V sdo os vectores préprios direitos
de A, V;.
VAV =D = V'A = DV, assim, as linhas de V! sdo os conjugados dos vecto-
res préprios esquerdos, W;, de A . Entdo pode escrever-se
N, = A'N,

= VD!'WN, (2.7)

= SAVWN,.

i

2.3.1 O efeito dos valores préprios

O comportamento a longo e a curto prazo® de N, depende dos valores préprios® A\ a
medida que eles sdo sucessivamente elevados a poténcias mais elevadas. Os valores
préprios sdo solucdes da equagdo caracterfstica, podendo ser reais ou complexos. A

sua contribui¢do para a solucao pode ser resumida como se segue:

@) Na literatura inglesa & utilizado o termo “transient behavior”.
@ De modo a ndo tornar a notagdo demasiado pesada, omitiremos os indices dos valores préprios nesta
secgao.




° Se ) é positivo, entdo A’ conduz a um crescimento exponencial se A > 1

ou um decrescimento exponencial se A < 1.

° Se —1 < A < 0, entdo A\* provoca oscilacdes decrescentes com um perfodo

igual a 2.
° Se A < —1, entdo A* provoca oscilagdes divergentes com perfodo 2.

. Os valores proéprios complexos produzem oscilagoes.
Se® X = Re(X) +3Im(N)i, utilizando a forma trigonométrica ou polar
dos complexos, pode escrever-se A = |A|(cos(f#)+ isen(f)), onde
Al = \/(ﬂ?e()\))z +(Sm(A\)’ & a magnitude (ou moédulo) de A e
0 = arctg(Im(A)/Re(A)) é o angulo formado por A no plano complexo

(plano D’Argand). Elevando A & tésima poténcia obtém-se
X = |\ (cos(t0) + isen(td)).

Os valores préprios complexos surgem em pares conjugados, de modo que
X = Re(A) —m(N\)i também sers um valor préprio. A solugio para a
equagdo da projeccAo ird conter assim termos da forma
AL A = [l 2cos(t6).

Assim, 4 medida que um valor préprio complexo é elevado a poténcias
cada vez mais elevadas, a sua magnitude |A[* cresce ou decresce exponen-
cialmente, dependendo do facto de |A| > 1 ou |A| < 1. O seu angulo no

plano complexo aumenta & vezes em cada unidade de tempo, completan-

do uma oscilagdo com perfodo 27 /6.

Apesar do facto de A ser real ou complexo, a fronteira entre o crescimento ou decres-

cimento da populagéo é quando |A|=1.

A equagdo (2.7) pode escrever-se como:

Nt = ZCZAZtVZ y onde c; = W:NO . (28)
i

Esta decompde o crescimento de uma populagio classificada por estddios num con-

junto de contribuictes exponenciais associadas a cada valor préprio.

O conjunto dos valores préprios da matriz de projecc¢do (referido como o espectro dos
valores préprios da matriz) revela assim grande importéncia na dindmica da popula-

¢do. Muita desta informacao é independente das condigGes particulares da populacio

® { designa aqui a unidade imaginaria, i = v=1.




inicial, uma vez que as condigOes iniciais afectam apenas os coeficientes ¢; e ndo os

valores préprios ou os vectores préprios.

2.4 Um teorema fundamental

O teorema que iremos enunciar nesta seccdo é de primordial importéncia para a ané-
lise assimpt6tica dos modelos aqui referidos. Nesse sentido, irdo introduzir-se alguns

conceitos fundamentais para a sua compreensao.

Uma matriz A diz-se ndo-negativa se todos os seus elementos sdo maiores ou iguais a
zero e representa-se por A > 0. As matrizes ndo-negativas podem ser classificadas em
matrizes redutfveis e irredutfveis; as matrizes irredutiveis por sua vez podem ser clas-

sificadas como primitivas e ndo primitivas.

Definigdo 2.1: Seja M, o espago das matrizes quadradas de ordem s. Uma matriz

A € M, diz-se redutivel se verificar uma das seguintes condigoes:
i) s=1e A=0;
i) s > 2, existe uma matriz de permutagdo P € M; e 3r e N: 1 <r <s-1 tal

que

PTAP =

B C
0 H
onde Be M,, He M,_,,C€ M,,_, e 0 € M,_,, é a matriz nula.

Uma matriz diz-se irreduttvel, se nao for redutfvel.

Defini¢io 2.2: Uma matriz A € M, diz-se primitiva se for irredutivel e possuir apenas

um valor préprio de médulo méximo.
Uma propriedade caracteristica das matrizes primitivas é:

dne N: A" > 0.

No contexto dos grafos do ciclo de vida de populagoes diz-se que um caminho do
nodo N; para o nodo N; é uma sequéncia de arestas, no sentido das setas, que
comeca em N; e acaba em N e ndo passando por nenhum nodo mais do que uma
vez. Um lago é um caminho de um nodo para si mesmo. A ordem de um caminho ou

de um lago é o nimero de arcos que este contém.
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Se o grafo do ciclo de vida de uma matriz ndo-negativa contém um caminho entre um
qualquer par de nodos distintos N; e N; entdo o grafo diz-se fortemente conezo
(Horn et al., 1985, Basilevsky, 1983). Esta é uma propriedade caracterfstica das

matrizes irredutiveis. A maior parte dos grafos de ciclos de vida sdo irredutiveis.

Uma condigao suficiente para o grafo do ciclo de vida de uma populagdo ser primitivo
é a existéncia de quaisquer duas classes etdrias adjacentes com fertilidade positiva
(Sykes, 1969, Demetrius, 1971). Para modelos classificados por estddios, irredutiveis,
uma condicao suficiente para serem primitivos é a presencga de pelo menos um lago. A
maior parte das matrizes de projecgdo de populacOes sdo primitivas. As unicas excep-
¢oes significativas sdo, nas matrizes classificadas por idades, aquelas que possuem
uma Unica classe reprodutiva (ex: salméo do Pacifico, etc.). Uma matriz ndo primiti-

va diz-se ctclica.

2.4.1 Condicoes necessdrias e suficientes para a irredutibilidade e a pri-
mitividade

E simples avaliar a irredutibilidade e primitividade de matrizes pequenas por inspec-
¢ao do grafo do ciclo de vida, mas para matrizes de grande dimens&o, essa pode ser

uma tarefa dificil. Suponhamos que A,,, é uma matriz ndo negativa. Entdo (Horn et
al., 1985):

. A & irredutivel se e 56 se (I+ A)* ¢ positiva;

o seja 0 a ordem do menor arco do grafo do ciclo de vida representado em
A . A matriz A & primitiva se e s6 se A*T°6=2) ¢ positiva. Uma vez que
o expoente aumenta com o, este resultado pode ser aplicado podendo o

ser a ordem de qualquer arco existente no grafo do ciclo de vida;
e  amatriz A & primitiva sse A ~22 & positiva.

E de salientar que o facto de uma matriz ser irredutfvel, ou primitiva, & determinado
pela posicdo dos seus elementos a;;, sendo independente dos seus valores numéricos.
Assim, é por vezes conveniente avaliar essas propriedades utilizando a matriz de adja-
céncia de A, matriz que possui zeros nos elementos homélogos aos zeros de A e 1’s

nos elementos homdélogos aos elementos positivos de A .

Existe um conjunto de resultados, colectivamente conhecido como teorema de Per-

ron-Frobenius, que descreve as propriedades dos valores préprios e vectores préprios
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de uma matriz A ndo-negativa e primitiva e cujas miiltiplas aplicagbes vao muito
para além do contexto deste trabalho (MacCluer, 2000).

Teorema 2.1 (Perron-Frobenius): Seja A € M, e suponha-se também que A é nao

negativa e primitiva. Entao:
a) O raio espectral®, p,, da matriz A & positivo e designa-se por X ;
b) A é um valor préprio de A de médulo méximo;

c) Existem dois vectores positivos V; e W; tais que AV, =XV, e
(W1)TA=(W1)T)\1§

d) ) é um valor préprio simples de A, algebricamente (e, consequentemente, tam-

bém geometricamente);

t

e) lim =B = V;W{ > 0, onde os vectores W; e V; estdo escalonados de modo

t=00 (X )f

que WV, =1.

Para uma demonstracao, pode consultar-se por exemplo Horn et al. (1985), ou Seneta
(1980). Outras referéncias relevantes sdo Cohen (1979) e Caswell (2001).

2.5 Taxa de crescimento da populagao: o teorema da ergodicidade (forte)

Uma populacao diz-se ergddica se o seu eventual comportamento é independente do
seu estddio inicial. A maior parte dos modelos matriciais invariantes no tempo sado
ergédicos na assergao mais forte do termo. Neste contexto, o conceito de ergodicidade
é uma consequéncia do teorema de Perron-Frobenius. Portanto o valor préprio domi-
nante, J;, determina as propriedades ergédicas do crescimento da populagao.
Considerando novamente (2.8), tem-se

N, = g MV + MV, + )iV + ...

onde os valores préprios estdo numerados por ordem decrescente de grandeza em

valor absoluto. Dividindo ambos os membros da equagao por ) , vem

N Y
7\1{‘ =aqVy +02)‘—1tV2 +¢3

X

Vg +... 2.9
Af 3 + ( )

Entao quando ¢t — oo, vem

@ O raio espectral de uma matriz é por definicio o méximo dos médulos dos seus valores préprios.
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lim Ett =qgV;. (2.10)
t—o00 )\1

Este resultado & conhecido como o teorema de ergodicidade (forte) (Cohen, 1979),
onde se mostra que, se A for primitiva, a dinimica a longo prazo da populacédo é des-
crita pela taxa de crescimento da populacdo ) e pela estrutura da populagéo estdvel
V.

Uma vez que os vectores préprios sdo determinados “a menos de uma constante”, V;
pode ser escalonado de forma conveniente, por exemplo, de modo a que a soma dos
seus elementos seja igual a 1, representando assim proporgoes, ou de modo que a sua

soma seja 100 e assim represente percentagens.

Por outro lado, por (2.8), podemos verificar que o tamanho da populagio total &
assimptoticamente proporcional a uma soma pesada da populagdo inicial, onde os
pesos sdo fornecidos por Wi, isto é, W; fornece as contribuictes relativas de cada
idade ou estddio & populagdo estdvel. Consequentemente, este vector pode ser inter-
pretado como vector associado ao valor reprodutivo. O vector W; é usualmente nor-
malizado de modo a que o seu primeiro elemento seja igual & unidade, para que se
possa comparar o valor reprodutivo de cada um dos estddios relativamente ao valor

reprodutivo dos recrutas.

2.6 Valor reprodutivo dos recrutas
Considerando agora A =T + F, (2.11)

onde T e F, sdo matrizes ndo-nulas e nao-negativas tais que
Do gli S1, =18, (2.12)

onde #; sdo os elementos da matriz T; as matrizes T e F, sdo denominadas por

matriz de transi¢do e matriz de fertilidade, respectivamente.
Uma vez que as matrizes T sdo matrizes triangulares inferiores e que néo se conside-
ram populacoes imortais, os elementos ¢; < 1, Vi, logo

p(T) <1, (2.13)
onde p, (T) representa o raio espectral de T .

O resultado (2.13) pode mostrar-se ser equivalente a
lim;_,., T¥ = 0 (Horn et al., 1985). (2.14)

Uma matriz com esta propriedade diz-se convergente. Verifica-se que,
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(I+T+T?+..+ T !)(I—-T)=I-T", entdo
I+T+T2 4+ ...+ T" ! =(I-T")(I-T)", e por (2.14),
I+T+T2+...=(I-T)".

Seja R = F,(I-T)™!. (2.15)
Entao
RN, = F.N; + E,TN; + E.T?N; +..., (2.16)

que representa a distribui¢do com respeito ao estddio aquando do nascimento de
todos os descendentes recém-nascidos acumulados durante a vida inteira da popula-
¢do Nj. Ird chamar-se ao raio espectral de R, p,(R), o valor reprodutivo & nascen-
¢a do modelo, Ry, e a R a matriz da préxima geracdo (Caswell, 2001, Cushing et al.,
1994). Os elementos 7;; de R fornecem a produgdo esperada durante o tempo de vida
de descendentes do tipo i —1 de um individuo que se encontra no estddio j—1. R
projecta a populagdo de uma geragdo para a préxima e R, é a taxa de crescimento
por geracdo. Quando existe apenas um tipo de descendentes, Ry representa também o

nimero esperado de descendentes produzidos por um individuo durante a sua vida.

2.6.1 Taxa do valor reprodutivo & nascenga ou recrutamento

O resultado principal que ird ser apresentado nesta seccdo é de algum modo uma

generalizagdo de um teorema devido a Cushing et al. (1994).

Teorema 2.2 (Li et al., 2002): Suponhamos um modelo matricial standard para a
dindmica de uma populagdo que satisfaga (2.1) e (2.11), e assumindo que a matriz de
projeccao A = T + F, é irredutivel, onde T é ndo-nula e satisfaz (2.13). Designe-se o
factor de crescimento p,(A) por ) e o valor reprodutivo & nascenga p, (R), por Ry,
onde R = F, (I — T)"!. Suponha-se R, > 0. Entdo

pe(T+F. /Ry) =1 (2.17)
e verifica-se uma das seguintes condigoes:
/\1:R0=1, 1</\1<R0,011 0<R0<A1<1. (218)

Como A é uma matriz primitiva ndo negativa, o inverso de ); pode ser interpretado
como um factor para o escalonamento das matrizes de fertilidade e de transicdo de
modo a obter um modelo com qualquer populagdo inicial, eventualmente estaciondria,

isto &, p,(A/XN) =1. De modo semelhante, uma vez que R, > 0, pode deixar-se a
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matriz de transicdo fixa e escalonar apenas a matriz das fertilidades pelo inverso de
Ry. Assim, no modelo resultante cada populagdo inicial tenderd para uma populacéo
estacionéria, que € Unica a menos de uma constante multiplicativa. No caso dos
modelos matriciais classificados por idades (matrizes de Leslie), o valor reprodutivo a
nascenca da matriz R, Ry = n;, é dado pela expressdo seguinte:
s—1 i—1
Ry = Feo—l-Z[FeiHPj], (2.19)
i=1 §=0
que pode ser interpretada como o niimero esperado de descendentes por um novo
individuo no decurso do seu tempo de vida. Neste caso, R, iguala a taxa do valor
reprodutivo & nascenga definido em artigos mais antigos (Bernardelli 1940, Lewis
1942).

A interpretacdo de Ay = Ry =1 é:

Para cada populacdo inicial, deverd existir uma classe de recém-nascidos que durante
a sua vida produzirao pelo menos o mesmo nimero de descendentes na mesma, classe.
Além disso, existe uma populagdo de recém-nascidos (que corresponde as linhas
nao-nulas de F,) que durante a sua vida ird reproduzir-se exactamente se e sé se
existe uma populagdo estaciondria (no entanto, é de notar que esta populagio de
recém-nascidos ndo faz parte, em geral, de uma populagdo estaciondria). No caso das
matrizes de Leslie, By =1 se e s6 se N =1, isto é, qualquer populagdo é eventual-
mente estaciondria se e s6 se o nimero esperado de descendentes por um novo indivi-
duo no decurso do seu tempo de vida é 1. A partir dos resultados referidos, podem
obter-se medidas para o tempo de uma geragdo, ou seja o tempo necessdrio para que a

populagao aumente proporcionalmente a um factor Ry (Caswell, 2001), isto &,

_InR,
Ty =T (2.20)

2.7 Dindmica a curto prazo e convergéncia

O valor préprio dominante da matriz A fornece a taxa assimptética de crescimento
da populagdo. A populagdo cresceria com esta taxa se as actuais condi¢des ambientais
se mantivessem indefinidamente. Este é portanto um acontecimento de diffcil concre-
tizagdo, sendo por vezes 1til calcular medidas para a dindmica de curto prazo. A
aproximacao mais simples é a projecgdo por simulagdo numérica, que mostra exacta-

mente o que acontece & populagdo partindo de quaisquer condigOes iniciais especificas.
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2.7.1 Razao de amortecimento para o equilibrio e convergéncia

Uma aproximacao mais geral para o comportamento a curto prazo consiste em utili-
zar a equacdo (2.8) para estudar a taxa de convergéncia para a estrutura da popula-
¢ao estdvel e as oscilagbes produzidas pelos valores préprios subdominantes durante a
convergéncia (ver por exemplo Lefkovitch, 1971). A eventual taxa de convergéncia
para a estrutura da populacao estdvel € dominada pelos valores préprios com o
segundo maior médulo. Partindo de (2.9), verifica-se que a convergéncia serd tanto
mais rdpida quanto maior for o valor de ) relativamente aos outros valores préprios.
Este facto conduz & definicdo de coeficiente de amortecimento para o equiltbrio, isto
é,

cae = |;\\2—1| (2.21)
A partir de (2.9) obtém-se,

}3&[% —cqVi —cgcaertVy =0, (2.22)
Assim, para valores elevados de f,

1/‘\1_; — Vi | < kccaert = ket (2.23)

para alguma constante k. Isto é, a convergéncia para a estrutura estdvel é assimptoti-

camente exponencial, com uma ordem pelo menos tao rdpida como Inccae>.

2.7.2 O periodo de oscilagoes

Quando os valores préprios complexos sao elevados a sucessivas poténcias, produzem

oscilagoes na distribuicao dos estddios, com um perfodo dado por
2_7[ _ 27
0,  arctg(Sm(X)/Re(X))’

onde 6; é o angulo formado por A, no plano complexo e Re(A;)e Sm(A;) sdo as

A = (2.24)

partes real e imagindria de ), respectivamente.

A componente oscilatéria de maior perfodo é a que estd associada a )y . Nos modelos
classificados por idades, P é aproximadamente igual & idade média da primeira
reproducgdo na populagdo estdvel. Assim, seria de esperar que perturbagoes na distri-
buicao etdria estdvel fossem seguidas por oscilagbes amortecidas com um perfodo

aproximadamente igual ao tempo de uma geragao.
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Em ciclos de vida complexos®, B ndo pode ser identificado com a idade média de
reproducdo, mas continua a medir o perfodo das oscilagdes fornecidas pelo maior

valor préprio subdominante.

2.7.3 Uma medida para a distincia a distribui¢ao da estrutura estdvel

No &mbito do estudo da din&mica a curto prazo, é titil poder medir a disténcia entre
duas distribuigbes por estddios, ou entre uma distribuicdo de estados observada e a
distribuicdo estdvel. Keyfitz (1968, p. 47) prop6s uma medida para analisar esta dis-

tancia, equivalente a
1
A(X1V1)=§ZI$i_Uila (225)

N
onde se considera que |Vi|=1 ¢ X = "Tt" e |[N;|| representa o tamanho total da
t

populacdo, num instante t. Esta é uma medida comum para a distdncia entre dois
vectores probabilisticos. O seu valor mdximo é 1 e o seu minimo ¢ 0, quando os vec-

tores sdo idénticos.

2.7.4 Momento da populagao

Considere-se que uma populagdo estd a crescer com um conjunto de determinadas
taxas vitais, e imagine-se que instantaneamente se mudam essas taxas para um con-
junto de taxas estaciondrias, isto &, de modo a que ) = 1. A populagio eventual-
mente deixard de crescer, mas, a ndo ser que a sua estrutura coincida com a estrutura
da populagdo estdvel das novas taxas vitais, ndo deixard de crescer imediatamente.
Assim, o seu tamanho final serd diferente do tamanho que possufa quando as taxas

vitais foram alteradas. A esta diferenga Keyfitz chamou momento da populagdo.

Seja t = 0 o instante em que as taxas vitais sdo alteradas, o vector da populacio é

N(0) = Ny, entao o momento m é dado por

_ lim INeD
m = lim "Né I (2.26)

Designando a nova matriz de projeccio por At

® Isto 6, intrincados.
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1

onde al""j = E 01,7 = 1,..,s e com valores préprios A\*. Considerem-se ambas as

matrizes A e A1, primitivas. Uma vez que A =1,

s ;\I_Jtr = lim N; = (W) N ) Vit = (W) No Vi (2.27)
—00 A —00
Assim,
T +3\T +
m=1 (W T) No) Vi , (2.28)
1" Ny

onde 1 é um vector cujos elementos sao todos iguais 4 unidade.

Quando m > 1, a populagdo estabiliza com um valor superior ao seu valor quando

= 0. Quando m <1, a populagdo continuard a diminuir antes de estabilizar, pelo

que esta medida é de considerdvel interesse para espécies em declinio, uma vez que

permite contabilizar o declinio da populagdo e ter esse factor em conta nas medidas

de gestdo da populagao.

2.8 Andlise de sensibilidade

Os resultados da andlise de perturbagbes sdo muitas vezes mais interessantes, mais

robustos e mais titeis do que a estimagdo de pardmetros por si. A anglise de perturba-

coes ¢ utilizada em védrios contextos (Tuljapurkar et al., 1997), nomeadamente para:

prever os resultados de futuras alteragGes nas taxas vitais, nomeadamente
as que podem resultar de estratégias designadas para proteger espécies
ameagadas (em vias de extingdo), através do aumento de ), ou para con-

trolar espécies invasoras (pragas), através da reducao de X ;

quantificar os efeitos de mudangas no passado, por exemplo, supondo que
algumas diferencas ambientais (naturais ou resultantes de manipulacio
experimental) tenham produzido diferencas nas taxas vitais, e consequen-
temente em J);, em duas ou mais populagoes. Através da anslise de per-
turbacOes poder-se-4 assim quantificar cada uma das diferengas nas taxas

vitais e o seu contributo para as diferencas observadas em A ;

prever a accao da selecgdo natural, pois a variagdo genética produz indi-
viduos cujas taxas vitais sdo perturbadas pelos valores globais da popula-
¢do. A partir destes individuos, a selecgao natural escolhe as perturbacoes

cujos efeitos aumentam mais rapidamente. Através deste tipo de anilise,
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pode obter-se uma resposta para as taxas vitais sujeitas a uma maior

pressao selectiva;

o elaborar esquemas para amostragem, pois esta andlise indica onde devem
ser feitos os maiores esforgos para melhorar a precisao das estimativas
para A através do esfor¢co na melhoria das estimativas das taxas vitais
relativamente as quais A; é mais sensfvel, uma vez que 0s erros nessas

estimativas sdo aqueles que mais afectam ).

A anilise de perturbagdo que explora os efeitos, essencialmente no crescimento da
populagdo, de mudancgas nas taxas vitais, fornece uma abordagem para a questdo de
determinar a importancia dos acontecimentos da histéria da vida das populagGes para
o crescimento das mesmas (Horvitz et al., 1997). Esta andlise tornou-se habitual na
prética demogréfica e usualmente designa-se por anilise de sensibilidade. Este traba-
lho ird concentrar-se no tipo de anélise de perturbagdo prospectiva, que explora o
facto da taxa assimptética de crescimento, ), ser funcdo das taxas vitais. Como esta
anslise projecta as consequéncias de mudangas futuras nas taxas vitais, tornou-se

bastante importante na teoria da histéria da vida (Caswell, 2000).

2.8.1 Sensibilidade dos valores préprios

Uma maneira simples e geral de introduzir a sensibilidade dos valores préprios, apli-
cével a matrizes de qualquer estrutura, foi introduzida por Caswell (1978). Assim, as
equagoes que definem os valores préprios e os vectores préprios direitos e esquerdos
associados sdo (2.3) e (2.4). De modo a tornar a escrita menos pesada, deixar-se-do de
considerar os indices. Tomando diferenciais totais em ambos os lados de (2.3),
AV, = )\V;, vem

AW@V)+ AV = A@V)+ @AV (2.29)
onde dA = [daij] é a matriz cujos elementos sdo os diferenciais totais dos elementos
a;. BEfectuando em ambos os membros o produto escalar com o vector préprio

esquerdo associado W obtém-se:
(AWV), W) + ((dAYV,W) = A{(dV),W) + ((dN)V,W). (2.30)

Expandindo o produto escalar e simplificando termos, fica:

i = (dOV,W) W'dAV
(V,W) WV

(2.31)
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Suponha-se que apenas um dos elementos da matriz (a;;) é alterado, mantendo todas

as outras constantes. Entdo dA contém apenas um elemento ndo nulo, da,;;. Neste

caso (2.31) reduz-se a
w;v;da; ;

MAA N

(2.32)

Dividindo ambos os membros por da;; e reescrevendo os diferenciais como derivadas
parciais obtém-se:

da;;  (V,W)'

(2.33)

A sensibilidade de A a alteragbes em a;; € assim proporcional ao produto do conjuga-
do do i-ésimo elemento do vector associado ao valor reprodutivo pelo j-ésimo elemen-

to da estrutura da populagio estdvel. Se (V,W) = 1, entéo

ox
é o elemento s;; da matriz de sensibilidade S. Esta pode ser escrita como
wvT
g WV (2.35)

VW
Um caso de particular interesse que diz respeito & sensibilidade do valor préprio

dominante relativamente a cada um dos elementos da matriz de projec¢do, pode

representar-se por

oNn —
Bafl' =W, v = W, V;, uma vez que W, éum vector real.
ij

2.8.2 Andlise de elasticidade

A elasticidade é uma medida de perturbacdo nos modelos matriciais de projecgao que
quantifica as alteragbes proporcionais, essencialmente na taxa assimptética de cresci-
mento da populacdo, como fungio das alteragdes nas taxas vitais (Kroon et al., 2000).
A elasticidade, ou sensibilidade proporcional, de A relativamente a cada um dos ele-
mentos a;da matriz de projecgdo ¢ definida como
o 030\ _ Ol

Y Xda; Olnagy

(2.36)

Consequentemente, pode definir-se a matriz de elasticidade
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E =%SoA, (2.37)

onde o representa o produto de Hadamard.

Uma caracterfstica importante desta matriz é o facto da soma de todos os seus ele-
mentos ser unitdria (Kroon et al., 1986, 2000, Caswell, 2001), isto &,

4

Esta propriedade permite a comparacao da importancia relativa de diferentes tipos de
transi¢des no ciclo de vida (por exemplo, crescimento e reprodugdo) (Kroon et al.,
2000). Permite também medir as contribuigbes de cada a; para A, pois
Qs aA
" ij AN
Outra propriedade importante da matriz de elasticidade, E, é o facto da soma dos

elementos de linhas e colunas correspondentes ser igual (Van Gronendoel et al., 1994,
Caswell, 2001), isto é

17E = (E1)7. (2.40)

Uma consequéncia titil para os modelos classificados por idades é poder inferir-se que,
a elasticidade de A relativamente a todas as fertilidades é igual & elasticidade de A

relativamente & probabilidade de sobrevivéncia dos individuos do estddio 0, F.

2.8.3 Sensibilidade dos vectores préprios dominantes

A perturbagdo dos elementos da matriz de projecgdo A provoca alteragoes nos seus
vectores proéprios direitos e esquerdos. Pode obter-se uma expressao para a sensibili-
dade dos vectores préprios a partir da seguinte dedugéo (Caswell, 2001, Faddeev et
al., 1963 e Desoer, 1967). Considerando as mesmas condigbes da secgdo 2.8.1, partin-

do de (2.3), AV, = AV}, e tomando diferenciais totais em ambos os lados, obtém-se

(dAYV; + A(dVy) = (d)\)Vy + X (dV). (2.41)

.

Se d)\; for conhecido, entao a equagao anterior é linear em dV;:
(A—-XNI)dV, = (diI—-dA)V;. (2.42)

Como (A — )I) é singular, a equacdo anterior ndo pode ser resolvida directamente
para dV;. No entanto, pode escrever-se qualquer solugao como combinacédo linear dos

vectores préprios:
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aVi = >k Vi, (2.43)

m=1
para algum coeficiente k,. O valor de k; é irrelevante uma vez que (A — A1) & sin-
gular. Tomando & = 0, obtém-se
aVi = >  kn V. (2.44)
m=1

Considerando novamente (2.41) e efectuando o produto escalar em ambos os mem-

bros com W,, onde j = 1:

((dAYVL, W, ) + (A (dV;), W, ) = d) (V, W; ) + X (dV1, W ), (2.45)
como (Vl,Wj) =0,

((dAY VL, W) + (A(dV;), W, ) = 3 (dV, W), (2.46)
e como (A (dV;),W;) = W;A(dV;) = \;Wj (dV;) = ;(dV;, W; ), entdo
(CdAY VL, W; ) + A (dV, W, ) = X (dV, W), (2.47)
isto é,

(dVi, W; ) = wi;\l)%\]w—» (2.48)
Considerando (2.44),

gkm(vm,wj) = W‘:ﬁi’—%vf—) (2.49)

e consequentemente

_ ( (dA)Vl,Wj)
k; = N (2.50)
Entdo o diferencial total do vector préprio direito V; é
L]
((dA) V17 Wm )
dvy, = A2 IV, . 2.51

Suponha-se agora que apenas um dos elementos da matriz de projeccéo, a;;, é pertur-

bado. Entdo obtém-se

6V1 8 U;l)ngm) 8 ’U(»l)'L_Uém)
5% v oy gy 92.52
Oa; M —d " n%::l)‘l_’\m " (2:52)

onde v;™ & o j-ésimo elemento de V.

Tendo em conta que os vectores préprios esquerdos de A sdo os vectores préprios
direitos de A", entdo
g ((dA_*)W_l,Vm>W

W, = >

m=l )‘1 - ’\‘m "

(2.53)
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oW, oo™

%; = w§1>";x—f_7m—wm : (2.54)

Pode desta forma obter-se uma ferramenta adicional para analisar mais detalhada-
mente o efeito que as perturbages nos elementos da matriz de projecgdo provocam
nas varidveis de resposta do modelo, taxa assimptética de crescimento, vector da
estrutura estdvel da populagio e vector associado ao valor reprodutivo.

Apresentada a teoria subjacente aos modelos estruturados, no Capftulo 3 véo apli-
car-se os conceitos e as técnicas anteriormente referidas para o desenvolvimento de

um modelo para o stock de sardinha ibero-atlantica.
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Capitulo 3 — Modelo estruturado para o stock

ibero-atlantico de sardinha

3.1 Pressupostos do modelo

O modelo usado no presente trabalho é um modelo estruturado por estddios, que foi

adaptado para estudar a evolugdo do stock ibero-atlantico de sardinha. Tal como na

maioria dos modelos que pretendem descrever um fenémeno biolégico, houve a neces-

sidade de estabelecer algumas restri¢Ges e suposigdes relativamente as taxas vitais que

formam o modelo de base. Assim, os principais pressupostos sio:

a populagdo considera-se fechada, isto &, ndo é tomada em conta a

emigragao nem a imigracao;

a propor¢ao de machos e fémeas é considerada 1:1, devido & insuficiéncia

de dados que permitam estabelecer outro tipo de relagao;
as taxas vitais da populagdo permanecem constantes ao longo do tempo;

geralmente, os modelos estruturados por estddios consideram apenas as
fémeas, pois s8o elas que propagam a espécie. No entanto, como se
assume a proporcao 1:1 de machos e fémeas, considera-se a populagio

total sem alterar a estrutura do modelo;

é assumido que a desova ocorre no inicio do ano (Cadima, 2000) e que o

censo ¢é feito imediatamente antes da desova;
considera-se que existe independéncia da densidade da populagéo;

considera-se que nao existe variabilidade ambiental.
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3.2 Estrutura e pardmetros do modelo

O modelo utilizado projecta a populacdo da sardinha ibero-atlantica em tempo dis-
creto, sendo a unidade temporal considerada o ano. A populagao considera-se estrutu-
rada por 7 estddios de desenvolvimento, respectivamente 0,1, 2, 3,4,5e 6. Os
primeiros seis estddios coincidem com as respectivas idades. No entanto, o 1ltimo é
um estddio que engloba todas as idades superiores a 6 anos, por ser dificil identificar
a idade nas sardinhas de maior comprimento. Esta classificagdo é feita de acordo com
os dados disponibilizados por investigadores do INIAP (Instituto Nacional de Investi-
gacdo Agréria e das Pescas) e considerando caracterfsticas do ciclo de vida da espécie

como se ilustra na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Representagéo do ciclo de vida da sardinha ibero-atlantica

através do correspondente grafo.

Nesta figura os nodos representam os estddios da populagdo. As linhas indicam a
sobrevivéncia e transigdo para o estddio seguinte, o lago no nodo 6% indica a sobrevi-
véncia e permanéncia nesse mesmo estddio. Os arcos indicam a contribuicdo dos

sucessivos estddios para a renovacao da espécie.
O modelo usado é do tipo:
Nt-l-l - A.'Nt, t:O,].,..., (3.1)

sendo N; = { Nyt = 0,...,6"'} o vector- que representa a estrutura da populagdo em

tempo fe A, a matriz das projecgdes, dada por




[0l ph Ph ph PRy Pk pfy
S 0 0 0 0 0 0
0 & 0 0 0 o0 o
A={0 0 S 0 0 o0 0 . (3.2)
0 0 0 S 0 0 o
0 0 0 0 S 0 o
0 0 0 0 0 S & J

Neste modelo, N;; representa o ntimero de individuos no estddio 3 no infcio do ano ¢
e S; representa a taxa instantdnea de sobrevivéncis, dos individuos em cada estddio
com §;, = exp(—F, — M;), i = 0,...,6%. S, é considerada como um modelo exponen-
cial, fungdo de dois coeficientes: o coeficiente de mortalidade devida & pesca, F,, e o
coeficiente de mortalidade devida a todas as outras causas, designado por mortalidade
natural, M; (Cadima, 2000). A taxa instantinea de sobrevivéncia dos individuos no
estddio 5 considera-se igual a do estidio 61 (85 = Sg*), uma vez que, novamente,
pela dificuldade na identificacdo da idade das sardinhas de maior comprimento, se
considera a mortalidade por pesca no estddio 5 igual & do estddio 6 (F = F). As
taxas de fertilidade, pf;, sdo fungdo de dois factores:

P, que representa o nimero de recrutas de sardinha por adulto;

Ji» que representa a fracgéo de sardinhas adultas em cada estddio.

Os parametros considerados diferem da abordagem usual dos modelos estruturados
referentes a populagdes de peixes (Getz et al., 1989, Quinn et al., 1999), uma vez que
se pretende tomar em consideragio o nimero de recrutas & pescaria e ndo o nidmero
de ovos resultantes de cada postura, pois a mortalidade nas fases larvares que antece-
dem a fase explorével do recurso costuma ser muito elevada, resultando numa sobre-

vivéncia muito reduzida até ao recrutamento (Cadima, 2000, Hayes, 2000).

No contexto da estimativa de parémetros para o modelo, foi realizada a anslise prévia
de uma série histérica de dados sobre a estrutura etdria da populacio de sardinha
(ICES, 2002) para a determinagio do nimero de recrutas por adulto, p. Adoptou-se
para p o valor mediano obtido nessa anglise (Cadima, 2000, Hayes, 2000, Smith et al.,
1992, Lo et al., 1995) e, para a aplicacdo do modelo, assumiu-se numa, primeira abor-

dagem que p se mantém constante.

Néo se possui informagcéo que permita determinar, para cada idade e ano, o coefi-

ciente de mortalidade natural, M; . Assim adoptou-se o valor de M; = 0.33 ano?, que
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estd relacionado com a longevidade da espécie, valor esse assumido constante para
todas as idades (Brodziak et al., 1998, ICES, 2002, Pestana, 1989).

A populacio inicial de sardinhas, N;,, e o coeficiente de mortalidade por pesca, F;,
em cada idade, reportam-se ao ano de 1998 e foram estimados na avaliagdo do stock
de sardinha realizada no ano de 2001 (ICES, 2002) com o método Integrated
Catch-at-age Analysis, ICA (Patterson et al., 1996). A fracgdo de sardinhas maduras,
/i, em cada idade, foi estimada a partir de amostras obtidas durante o perfodo de
desova da sardinha (INIAP). Salienta-se ainda que a denominagdo dos pardmetros é
feita de acordo com a notagéo usual na investigagdo relativa aos recursos pesqueiros.

Na Tabela 3.1 apresentam-se os dados de entrada para o modelo.

Tabela 3.1: Dados de entrada para aplicagéo do modelo ao stock ibero-atlantico de sardinha.

p = 0.68 M; = 0.33 ano™
s N; F;(ano™) ki
0 7813 x 10° 0.04085 0.000
1 3934 x 106 0.09192 0.720
2 3005 x 108 0.22576 0.924
3 1246 x 10° 0.44258 0.956
4 772 x 108 0.52126 0.987
5 372 x 108 0.44258 0.995
6" 343 x 108 0.44258 1.000
Total da populagéo 17485 x 10°

3.3 Interpretagao bioldgica dos parametros

3.3.1 Comportamento a longo prazo

Pelo que foi referido no Capitulo 2, pode verificar-se analiticamente ou a partir do

grafo do ciclo de vida da populacdo em estudo que a matriz de projecgdo, (3.2), é
irredutivel e primitiva. Como tal, a partir da equacgao caracteristica de A, o teorema

de Perron—Frobenius e o teorema de ergodicidade (forte) garantem a existéncia de um

valor préprio, A, (real e superior a todos os outros em magnitude) e dois vectores
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proprios reais associados, V; e W;, que determinam a din&mica da populagao a longo
prazo, na situagdo ideal do ambiente se manter constante. Assim, ), representa a
taxa assimptética de crescimento da populagio. O vector préprio direito a ele asso-
ciado Vj, normalizado (tal que | V;| = 1), representa a estrutura da populagdo esté-
vel, ou em equilibrio e o vector préprio esquerdo representa o vector associado ao

valor reprodutivo.

Para o stock de sardinha determinou-se o valor préprio dominante, ), como sendo
aproximadamente igual a 0.98. Deste modo o modelo indica que a populagdo projec-
tada estd préxima da situacdo de equilibrio, caso em que A é igual a 1. No entanto,
este valor indica que a populaggo estd a decrescer ligeiramente, pelo que terd tendén-
cia para a extingdo, se as actuais condigdes se mantiverem indefinidamente. Devers
assim ter-se especial cuidado com a gestdo do recurso, uma vez que qualquer medida
sobre a sua gestdo deverd considerar uma eventual recuperacao do mesmo. Na Figura
3.2 apresentam-se os gréficos que descrevem a dindmica do stock da, populagdo num
perfodo de 50 e 100 anos. Embora este periodo de tempo nao possa reflectir de todo a
dindmica assimptdética, na verdadeira acepgao da palavra, consideram-se estes hori-
zontes temporais razodveis para dar uma ideia do que acontece a longo prazo. Na
Tabela 3.2 apresentam-se os valores obtidos para os vectores préprios associados ao
valor préprio ) . A anélise destes valores indica que, na situagao de equilibrio, cerca
de 63% da populacio serd constituida por individuos dos grupos de idade 0 e 1.
Indica também que os grupos que mais contribuem para a renovacao da espécie em
situagao de equilfbrio sdo os de idade 1 e 2. Em suma, os individuos com idade nao
superior a 2 anos representam cerca de 80% da populagdo em equilibrio e sdo por-

tanto de grande importancia para a dindmica da populacéio.
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Figura 3.2: Projecgéo da populagéio a um perfodo de 50 anos, (a), e 100 anos (b).
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Tabela 3.2: Vectores préprios associados a M =098,

\/ 03720 0.2620 0.1753 0.1026 0.0483 0.0211  0.0188

WIT 1 1.42 1.3755  1.2547 1.2549 1.3088  1.3122

3.3.2 Comportamento a curto prazo

Quando se obtém o espectro dos valores préprios da matriz de projecgdo, ilustrado na
Figura 3.3, facilmente se calcula o coeficiente de amortecimento para o equilibrio da
populagéo. Para este modelo, o valor préprio subdominante, )y, é um nimero com-
plexo. Como tal, a estrutura da populagao ird sofrer oscilacdes antes de atingir o

equilibrio. Como || = 0.3601, o coeficiente de amortecimento para o equilibrio é

cae = A ~ 27216, com uma ordem de grandeza de aproximadamente

| e |
In(cae) ~ 1.0012. Assim, a medida proposta por Keyfitz (1968) para a distancia em
relagdo & distribuicdo da estrutura estdvel da populagéo (2.26) é

Nis

A(X,V;) ~ 1.347x 1077, onde X = .
[N1s ||

Isto é, a estrutura da populagao aproxima-se da estrutura da populagdo estdvel apds
um perfodo de cerca de quinze anos, que se encontra ilustrado na, Figura 3.4. Assim,

no contexto da dindmica a curto prazo da populacdo, é ilustrada na F igura 3.5 a

dindmica do tamanho da populagio num perfodo de 5 e 10 anos.

90 1

2108

270
Figura 3.3: Diagrama do espectro dos valores préprios da matriz de projecgao.
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Figura 3.4: Representacio gréfica da estrutura da populagio.
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Figura 3.5: Gréfico da projeccéo da populagdo: (a) para um perfodo de 5 anos;
(b) para um perfodo de 10 anos.

3.3.3 Outros pardmetros relevantes da populagio

Com base na discussdo do capftulo anterior, obteve-se o momento da populagio,
m = 0.98005, o qual revela a diminui¢io da populacdo, antes da sua estrutura
estabilizar. Como referido anteriormente, a estrutura da populacdo estabiliza num
perfodo de aproximadamente 15 anos, assumindo que as ftaxas vitais permanecem
constantes. Também foi obtida a taxa do valor reprodutivo dos recrutas,

Ry ~ 0.93601, e o tempo requerido para que a populagdo aumente proporcionalmente
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a Ry, que representa o tempo de uma geragao (T, ~ 3.2773). Estes pardmetros séo
de grande importéncia para a melhor compreensio da dinimica da populagdo em
estudo, fornecendo assim um complemento 1til para a formulagso e proposta de

medidas para a gestdo do recurso em causa.

A andlise destes valores indica que a populacéo ird diminuir ligeiramente antes de
estabilizar e que num perfodo ligeiramente superior a 3 anos a contribuicio de cada
recruta ao longo da sua vida é dada por um factor de aproximadamente 0.93 indivi-

duos.

3.4 Andlise de sensibilidade

De acordo com o desenvolvimento efectuado na seccio 2.8.1, obtivemos para a
populagio em estudo a seguinte matriz, que traduz a sensibilidade do valor préprio
dominante relativamente a cada um dos elementos a; da matriz de projecgdo (3.2).

Uma representagao gréfica desta matriz é dada na Figura 3.6.

— 02135 0.1429 0.0836 0.0394 0.0172 0.0153
0.4306 — ~ — - ~ -

— 02037 - ~ — - —
S~| - 01793 - - - - | (3:3)
- - - 01050 - - -
~ - — — 00516 — —
- — - - —  0.0225 0.02011

Verificou-se que o valor préprio dominante, ou taxa assimptética de crescimento da
populagdo é bastante sensivel a possiveis alteracdes nos parimetros relativos & sobre-
vivéncia, especialmente nas duas primeiras idades (0.4306 e 0.2937, respectivamente).
A sensibilidade da taxa assimptética de crescimento aos parimetros relativos & ferti-
lidade, revela-se especialmente nas segunda e terceira idades (0.2135 e 0.1429, respec-
tivamente), sendo nas restantes idades de pouca importancia. Podemos assim inferir
que o valor préprio dominante é especialmente sensfvel aos pardmetros do modelo
relativos 4s trés primeiras idades da populagdo, isto é, pequenas alteragGes nesses
parmetros poderdo provocar alteragGes considerdveis na taxa assimptética de cres-
cimento da populagdo. Tendo em conta que a populagio manifesta umsa, ligeira ten-

déncia para o declinio, estes pardmetros deverdo, se possivel, ser obtidos e analisados

com grande cuidado.

31



- T\
- -
-1 T~
- I <~
’—f 1 1 1 S~
™ -
-1 Vo ey ] ' S~ -
s Al . < 1 : e
r,’l [ 1 i 1 N ' [
- [ - 1 1
0.5 -7 0 ,v”: ~:' ) ' ~:‘~~L 1
Y a0 a-T ' f T ! ' i
LIS g | v [ Il i b - 1 1 !
LA I B | " 1 ! “~,~,~| 1
04+L-1 1 1T a4 ! 1 "~
1 :’,'I 1 1 h ~: ) 1 ™.
[ ] [ e t - 1 i
a0 a0 e ! R '
034~ - ; ) ' ~ o
1 l‘)‘ 1 ) ) 1 L
[ 2 I T ) | '
270 0 AT i I !
02+~ 1 a1 a_-C 1 L !
[ TR M T | ) r.
- 1 1 1
-1 1
01+~ I
]
0 1

Figura 3.6: Gréfico da matriz de sensibilidade de ) relativamente aos elementos a;; da matriz de projecgao.

Foi também obtida, a matriz de elasticidade que traduz a sensibilidade proporcional
de ) relativamente a cada um dos elementos a; da matriz de projecgéo (3.2). A sua

representagao gréafica encontra-se ilustrada na Figura 3.7.

0 0.1067 0.0916 0.0555 0.0270 0.0119 0.0106
0.3032 0 0 0 0 0 0
0 0.1966 0 0 0 0 0

E ~ |0 0 0.1049 0 0 0 0 : (3.4)
0 0 0 0.0495 0 0 0
0 0 0 0 0.0225 0 0
0 0 0 0 0 0.0106 0.0095 |

A partir da anslise dos elementos desta matriz pode verificar-se que a elasticidade de
X a futuras alteragGes nos pardmetros relativos & sobrevivéncia da idade zero & igual
a soma da elasticidade de ) no que diz respeito aos pardmetros relativos a fertilidade
da populagdo em estudo, isto é, a taxa assimptética de crescimento é muito sensivel a
alteragdes proporcionais futuras nos pardmetros relativos a sobrevivéncia na idade
zero (0.3032), o que vem corroborar a anslise de sensibilidade de A em relacdo a
estes pardmetros. No entanto, ), j4 nfo mostra agora a mesma ordem de sensibili-
dade relativamente a futuras alteracdes nos parimetros relativos & fertilidade. Quanto
a sensibilidade de A, em relagéo a possiveis alteragdes proporcionais nos pardmetros

relativos & sobrevivéncia dos individuos de idade um, esta é também de considersvel
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importéncia. Assim, a taxa assimptética de crescimento da populacao manifesta uma
elevada sensibilidade relativamente a alteracSes futuras nos elementos relativos &
sobrevivéncia nas idades zero e um, quer elas sejam alteracdes absolutas ou propor-
cionais. J& no que diz respeito aos parametros relativos a fertilidade, a taxa assimpté-
tica de crescimento é menos sensfvel a futuras alteragdes proporcionais nesses pari-
metros. Este € um aspecto interessante, uma vez que as fertilidades das espécies peld-

gicas sao muito dificeis de estimar e geralmente apresentam muita variabilidade.
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Figura 3.7: Gréfico da matriz de elasticidade de ), relativamente aos

elementos a; da matriz de projecgao.

De modo a completar esta anilise de sensibilidade prospectiva, foi também efectuada
a andlise de sensibilidade dos vectores préprios V; e W; relativamente aos parime-
tros anteriormente classificados como mais sensfveis, S, e S;, de acordo com a secgao
2.8.3. Dela pode retirar-se que um aumento da sobrevivéncia na idade 3 provoca
aumentos na representagéo da idade i+ 1 referente & distribuicdio etéria estdvel, isto
é, no elemento i+ 2 do vector V;. Uma vez que a distribuicio etdria estdvel estd
condicionada a somar a unidade, este facto provoca uma diminui¢ao na representacao
de algumas das outras idades, ou estidio. Podemos também observar que um
aumento dos valores relativos a sobrevivéncia §; provoca um aumento nos elementos
do vector associado ao valor reprodutivo W, em todas as classes até & idade 1, inclu-
sive, e reduz o valor dos seus elementos em idades posteriores. Um aumento nos valo-
res relativos & sobrevivéncia numa determinada idade provoca assim um aumento nos
elementos do vector reprodutivo em idades anteriores, e provoca uma diminuicio em
idades ou estddio, posteriores. Na Figura 3.7 encontram-se expostas as representacoes

grificas desta tltima andlise de sensibilidade efectuada.
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Figura 3.7: Sensibilidade dos vectores préprios dominantes V; (a) e W; (b) da matriz de projeccéo

relativamente aos elementos da matriz de projec¢do que revelam maior sensibilidade e elasticidade.

Da anélise anteriormente efectuada e das caracterfsticas bioldgicas da espécie, resulta
evidente a necessidade de incorporar no modelo variabilidade ambiental, de forma a

conseguir uma melhor adaptacio do modelo 4 realidade.

34



Capitulo 4 — Modelos estruturados com

variabilidade ambiental

4.1 Introducao

A teoria demogréfica, que inclui taxas vitais aleatérias de modo a considerar a varia-
bilidade ambiental, é construida com base em poderosas propriedades gerais sobre os
produtos de matrizes aleatérias. O desenvolvimento desta teoria para as taxas vitais
aleatdrias representa a jungdo de duas dreas de estudo. Uma remonta a 1928 quando
Norton (1928) examinou padrdes deterministicos, previsiveis, de variacdes temporais
arbitrdrias nas taxas vitais; esta drea de estudo renasceu como demografia ergédica
no trabalho de Coale (1957) e de Lopez (1961), e foi posteriormente mais desenvol-
vida por Seneta (1981). A outra, mais recente, surge como consequéncia do interesse
na teoria das taxas vitais aleatdrias variando no tempo, cuja importéncia foi revelada
por Pollard (1968, 1973), Sykes (1969), Le Bras (1971), e Lee (1974). Estas duas
dreas distintas foram reunidas por Cohen (1977, 1979), surgindo assim uma teoria
ergédica demogrifica associada as taxas vitais markovianas. O trabalho de Cohen
realgou a ligagio desta teoria com a teoria dos produtos de matrizes aleatérias, que
possui uma vasta aplicagio nas ciéncias. A partir daf a teoria da demografia aleatdria
tem sido desenvolvida, tanto de um modo formal como nas suas aplicagdes (Tulja-
purkar 1980, 1982, 1986, 1989, 1990).

4.2 Desenvolvimento do modelo

Para descrever uma populagdo estruturada, com taxas vitais aleatérias, generaliza-se

o modelo considerado no Capitulo 2.
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Assim, em tempo ¢, considera-se o vector da populagio N,. Durante o intervalo ¢ a
t+1 o processo demogréfico actua neste vector, e o seu efeito global estd contido
numa matriz das taxas vitais A;,,, dependente de ¢ e do acaso w € Q, onde Q é o
espago de amostragem. A dindmica da populagéo é fornecida pela equagéo

Ny wd> = A «wdONycwnd, (4.1)
onde w indica uma realizagdo particular do processo aleatério que produz as taxas
vitais.

O modelo (4.1) realga o efeito acumulado da variagio das taxas vitais no tempo. Este
modelo tem sido bastante discutido com o objectivo de estabelecer resultados assimp-
téticos. Uma abordagem conveniente para estudar o comportamento a longo prazo de
(4.1) consiste na utilizagdo da teoria de uma classe de processos estocdsticos (os
processos subaditivos). Para tal, é necesséria a definigdo de alguns conceitos que irdo

ser introduzidos.

Definicao 4.1: Seja Z um conjunto de indices tal que Z = N,. Um processo
estactondrio € um processo estocéstico {X;, t € 7} com a seguinte propriedade:
para todo o inteiro positivo k e quaisquer pontos ¢,...,4 e h em Z , a distribuicdo
conjunta de {th,...,th} ¢ a mesma que a distribuigdo conjunta de {th+h,...,th+h}
(Karlin et al., 1975).

Definigao 4.2: Se z = (z,;,...) é uma sucessdo real, seja Tz = (z;,2,,...) a suces-

sao “deslocada”. Chama-se a T; o operador de “deslocamento”. Um conjunto A de

sucessoes reais diz-se invariante para os “deslocamentos” quando Tjz é um elemento

de A se e s6 se z & também um elemento de A. Um processo estacionsrio diz-se ergo-
dico se Pr{(Xp,Xi,...) € A} & ou zero ou um, quando A é um conjunto invariante

para os “deslocamentos” (Karlin et al., 1975).

Definicao 4.3: Se ({,7,P) é um espago de probabilidade, uma correspondéncia
mensurdvel 7 :( — () diz-se que preserva uma medida de probabilidade se
P( T “IA) = P(A) para todo A € ¥ . Qualquer processo estaciondrio {X,} pode ser
considerado como sendo gerado por uma transformacio que preserva a medida de
probabilidade, no sentido em que existe uma varidvel X definida num espago de pro-
babilidade (2,7, P), e uma correspondéncia que preserva a medida de probabilidade
T : 0 — Q tal que a sequéncia {X,',} definida por Xy = X e X, w> = X(T"w),
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n2>1, w €, possui a mesma distribui¢do que {X,}. Se 7 preserva uma medida
de probabilidade, um conjunto A € ¥ diz-se invariante se T 1(A)=A. A classe
T de todos os conjuntos invariantes é uma sub-o-dlgebra de # , chamada o-dlgebra

invariante, e 7 diz-se ergédica se todos os conjuntos em 7' possuem probabilidade 0
ou 1 (Hall et al., 1980).

Esta dltima defini¢do é mais abrangente. Pode assim dizer-se que, para um processo
estocdstico ser ergddico, a distribuicdo de probabilidade da(s) varigvel(eis) aleaté-
ria(s) tem de convergir para uma distribuicio estaciondria e as estatisticas estacions-
rias calculadas tém de ser independentes das condigGes iniciais (isto é os valores) do

processo estocdstico.

Definicao 4.4: Seja ({2, F,P) um espago de probabilidade, onde £} é um conjunto, F
é uma o-édlgebra de subconjuntos de €2 e P é uma medida de probabilidade definida
em F . Seja I um qualquer intervalo limitado (da forma (a,b), [a,b), (a,b] ou [a,b])
de R. Seja {F,,n € I} uma sucessdo crescente de o-dlgebras dos conjuntos 7 .
Suponha-se que {Z,,n € I} é uma sequéncia de varidveis aleatérias em () satisfa-
zendo:

(4) Z, é mensurdvel com respeito a %, ,

(%) F|Z,| < oo,

(i11) E(Z,| %) = Zp q.c. paratodos m < n,m, n € I.

Entéo, a sucessdo {Z,,n € I'} diz-se uma martingala com respeito a {F,,n € I}.

Definigao 4.5: Um processo subaditivo é uma familia de varidveis aleatérias reais z,;,
todas definidas no mesmo espago de probabilidade (£2,.F,P), onde os indices s e ¢
(s <t) tomam valores no conjunto N, (dos inteiros ndo negativos), que satisfaz trés

axiomas:

(S;) Sempre que s <t < u,
o S Top + Ty
(Sy) As distribuigSes conjuntas de {z,; } sdo as mesmas de {zﬁ_l’t_l_l }
(S3) A esperanga g, = E(zy,) existe e satisfaz
g1 = —ct
para c constante e para V¢ > 1(Hall et al., 1980).
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Indicar-se-4 agora o tipo de matrizes que serdo consideradas. Seja A;,A,,... uma
sequéncia estaciondria, ergédica de matrizes aleatérias quadradas de ordem k com
elementos nao-negativos. Ird supor-se que as matrizes {A;} satisfazem duas hipéte-

ses:
i) Ing €Z: Ajip...A;11A; > 0, com probabilidade 1.

#4) Para alguma constante ¢, 1 < ¢ < co e cada matriz A;,
1 < max (A, )/min(Ai) < ¢, com probabilidade 1. As quantidades, mdximo e minimo
anteriormente referidas dizem respeito aos elementos positivos da matriz, isto é,

min(A;) > 0 e max(A;)> 0.

A hipétese %) assegura que o efeito da populagio inicial ird desaparecer no limite
(ergodicidade demogréfica fraca). Isto é, garante que a dindmica de (4.1) é estével,
num sentido que se ird explicar. A equagdo (4.1) pode ser escrita como uma equagao

para a estrutura da populagao,
A Y o
NA; 11 cwd Yy can|’

Y wd = (4.2)

onde Y; = “11:—'5" Escolham-se dois vectores de estrutura inicial da populagio B; e
¢
Cy, distintos. De seguida, aplicando a mesma sequéncia aleatéria de taxas vitais a
ambos, designem-se as sequéncias resultantes dos vectores de estrutura da populacao
B; e C;, respectivamente. Entéo a condigdo de ergodicidade imposta implica que B,
se aproxima de C; & medida que ¢ aumenta. Isto é estabilidade, mas numa forma
especial, uma vez que os vectores das estruturas etdrias sdo estdveis, tendendo para
um limite que é variante no tempo; ou seja, existe uma sequéncia de vectores da
estrutura etdria Y;, digamos, e tanto B, como C; se aproximam de Y;, & medida

que ¢ aumenta.

Em conjunto, as duas hipéteses anteriormente referidas definem um conjunto ergd-
dico no sentido de Hajnal (1976). Para produtos de matrizes de Leslie kx %k com

taxas vitais ndo-nulas resulta ny = k e em geral, se In, entdo ng < 2F — 2.

Suponha-se ainda que o processo Aj,A,,... estd definido num espago de probabilidade

(Q,F,P). Escreva-se M’ para a o-dlgebra gerada por A,,...,A; e seja
¢n> = sup{|P(B|A) — P(B);A € M§,B € MX,,P(4) > 0}.
k>0
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A condicgo ¢(n> — 0 (chamada “mixing” uniforme) é uma entre um nidmero de
=00

condigdes standard para independéncia assimptética, nomeadamente as condigdes

2

“*-mixing”e “mixing” forte. Assim, um processo “mixing” & ergédico.
4.3 Teoremas para inferéncia estatistica

Teorema 4.1: Considere-se uma sucesséo ergddica estaciondria de matrizes {A;} onde
se verificam as hipéteses i) e i) e tal que E|ln(maxA;)| < co. Entdo, para todos
1<4j<k,

t_lln(At Al) Wln)\ (4.3)

onde In )\, é uma quantidade constante, finita.

Além disso, se

E|In(max (A; ) < oo (4.4)

e Y [pcf < oo (4.5)
n=1

entao

(%)

existe para 0 < 0 < 0o ese ¢ > 0, entdo

lim ¢ WAL —
t—o0 1)“

(to? )—}6 {ln (As.Ap);; —tln ) }—d—> N(0,1), sendo a convergéncia “mixing” (no

sentido de Rényi).

A convergéncia “mixing” no sentido de Rényi significa que:

P((t02 )_%{ln(At...Al )ij — tln)\} < mIB) — &,

quando ¢ — oo para qualquer —oo < z < 0o, onde ®(z> é a funcio de distribuicao

da lei normal unitéria, e para qualquer B € F com P(B) > 0.

O Teorema 4.1 é uma extensio do resultado de Tuljapurkar et al. (1980), que esta-
belece um resultado semelhante, onde as matrizes {A,} formam uma cadeia de Mar-
kov e a fungiio ¢(n> decresce geometricamente para zero. Além disso, a convergéncia.
“mixing” permite que a medida de probabilidade baseada na distribuicgo estaciondria
inicial seja substitufda por uma qualquer medida de probabilidade que seja absoluta-

mente continua com respeito ao processo sem perturbar a distribuigao limite.

Heyde et al. (1985) aplicaram o Teorema 4.1 ao modelo (4.1), e obtiveram o seguinte
resultado.
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Teorema 4.2: Sejam N;,; = A; N, t >0, e seja Z, = a’N,, onde a é um vector
néo-nulo com elementos nao-negativos. Entéo, sob as mesmas condi¢des que (4.3) do
Teorema 4.1,

tlim t1InZ, =In), q.c.

e, se as condigGes (4.4) e (4.5) do mesmo Teorema se mantiverem,

lim t%E(InZ, — tn), | = o (%)

existe para 0 < 0 < o0 ese g > 0, entdo

(t02 )_% {InZ, — tln)\}——th>N (0,1), “mixing” (4.6)
sendo a convergéncia “mixing” (no sentido de Rényi).

A quantidade o na equagéo anterior determina a varidncia assimptética do logaritmo

do tamanho da populacdo, supondo que a é um vector formado por 1’s (a = 1).

O significado da distribui¢do lognormal foi originalmente referido por Lewontin et al.
(1969) para populagdes sem estrutura etéria. Suponha-se que o nimero do tamanho

total da populacao segue a equagio aleatéria de crescimento
Niy = RNy
= Ryy1Ry. BN,
onde R; representa a taxa de crescimento em tempo t e o ambiente é considerado
independente e identicamente distribuido.
Entao InN; serd assimptoticamente normalmente distribuido com média tE(InR),
t+1

onde E(InR) = ;ZRZ , € uma variéncia que depende da varidncia dos R,’s. Uma
i=1

consequéncia deste facto é que a taxa média de crescimento (InN; /t) para um ¢ ele-

vado, vai ser, em geral, menor do que a taxa de crescimento da média da populagéo,

uma vez que, pela desigualdade de Jensen,
In(E(N;)/t) - In(E(R)) > E(InR) = tlim %E(lnNt).

Uma segunda consequéncia é o facto da distribuicio de N, ser assimétrica a
esquerda, aumentando este aspecto 4 medida que ¢ aumenta. Assim, as sucessdes mais

provéiveis da populagdo tenderao assimptoticamente para um valor abaixo da média.

Existe uma variedade de combinagGes de Z;j, 1<j<t, que também fornecem

estimadores consistentes para In),. No entanto, o estimador ¢ !InZ, possui varian-
cia assimptética minima dentro da classe destes estimadores combinados (Heyde et

al., 1985).
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Se o > 0 puder ser estimado, o Teorema 4.2 fornece um meio para construir uma

aproximagcao para intervalos de confianca para In ).

De modo a obter um estimador consistente para o, Heyde et al. (1985) estabeleceram

ainda o préximo resultado.

Teorema 4.3: Sob as hip6teses (4.3), (4.4) e (4.5) tem-se
(In¢)™* i]ani —iln\|i7%/? #0(2/71')1/2,
i=1
quando t — oo, onde —Z—s denota a convergéncia em probabilidade, e
(lnt)'lzt:lanz- —ilnX|i3 1 —2—o(2/m)?,
i=1
quando t — oo, onde Ex =t1InZ.

Para efeitos de inferéncia normalmente usar-se-ia o caso onde Z; é o tamanho total
da populagdo |N;| = N;. Entao se & é o estimador obtido a partir do Teorema 4.3
para o a partir de uma realizagdo Nj,...,N;, onde ¢ é elevado comparado com #;, um

intervalo de confianga para a taxa de crescimento ln),, de aproximadamente

1001 —a)% &

7 In N, £ 2,/96t7/2, (4.7)

onde

o = L f e /gy — 1 ®(2,) e ® representa a fungdo de distribuigao da lei
\/27!' 2o

normal unitéria, N (0,1).

Além disso, a convergéncia “mixing” no Teorema 4.2 pode ser utilizada para obter
intervalos de confianga aproximados para o logaritmo do total da populagao num
tempo posterior 7 > ¢. Escrevendo

W, = (uo?) /*{In N, —uln),},

tem-se que P(IWTl < zp/2||Wt| < zq/z) —1—0p

quando T — 00, para um t fixo e consequentemente um ¢ elevado,

P(|WTI < zp/0|W| < zq/z) ~(1—-p)(1—¢q), a qual resulta da convergéncia
“mixing” uniforme. O indice u refere-se também ao tempo.

Mas,
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P(Tt"l(ln(Nt)— (to? )/ zq/z) — (10?2 2,5 < In(N,)
< Tt"l(ln(Nt) + (t02 )1/2 zq/z) + (7'02 )1/2 zp/z)
> P(|W | < zp/0,IWi| < Zq/z)

Assim, um intervalo de confianga para o logaritmo do tamanho da populagdo, de
aproximadamente 100(1 — )% &
Tt In(N,) £ & min (Tt 1/2, 2472 + 71/2 2o q)/2(1~q))- (4.8)

a>q>0

A minimizaggdo de (4.8) em geral nao é linear, mas podem obter-se resultados numéri-

cos em alguns casos particulares.

A demonstragdo dos teoremas acima enunciados, encontra-se em (Heyde et al., 1985).
Na pritica os valores para f,...,¢ sdo frequentemente desconhecidos, portanto traba-
lha-se com diferengas a partir de #). Assim, utilizando o Teorema. 4.2,

(t—ty) " (InN, —InN, ) = In ), (4.9)
é um estimador fortemente consistente para InJ,, isto é, € um estimador convergente
em média quadrética para In), e é também um estimador de médxima verosimi-

lhanga, enquanto que para estimar o, pode utilizar-se

(4.10)

_(mye _
G=(12T-) [mZ] 3/2|1nN(t0 +])_lnN(t0)_Jln)‘

que é consistente para o, isto é, converge em probabilidade para o, em virtude do

Teorema 4.3.

No entanto, Heyde et al. (1985) sugerem uma média deste estimador em duas épocas

iniciais distintas, t, +1 e {; + 2, de modo a reduzir a variéncia do estimador, isto &,
t—tg—

7=(%)(g—)1/2[1n(t_ _— ; 3/2|lnN(t0+1+J)—lnN(t0+1)—

t—ty—2

1 Ry, o s
+ln(t—t0—2);J [N (4 +2+ 5) = In N (4 +2) — I,

4.4 Uma diferenca relevante, aparentemente minima

Tal como no caso ndo estruturado, brevemente referido anteriormente, é também

possivel calcular a taxa de crescimento do tamanho médio da populagao,

lim %ln(E(Nt)) —Inp.
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A sua relagio com a taxa de crescimento mais relevante, isto &, aquela que serd

observada em quase qualquer realizagéo, In ), anteriormente estudada é

.1
Inp= lim >In(E(N,))

= Jim 3( B () + YD)
=In), + 0—2,

como consequéncia de In(N;) ser assimptoticamente normal com média tln), e
varisncia to?. Além disso In), < Inp, mas geralmente a desigualdade é estrita.
Assim, é possivel que a populagdo média esteja a crescer (porque Inp > 0) e no
entanto cada realizagdo do processo tende para a extingdo com probabilidade 1 (por-
que In), < 0), o que é explicado pelo comportamento da distribui¢do lognormal, que
se torna cada vez mais assimétrica, & medida que ¢t aumenta, e o tamanho médio da
populagdo fica dominado por populagbes muito elevadas, mas cada vez mais raras.
Estas e outras propriedades de In); e de Iny foram amplamente investigadas por

Cohen (1979) e Tuljapurkar (1982, 1990).

4.5 A taxa estocistica de crescimento, In )\,

A taxa estocédstica de crescimento pode ser calculada de vérias maneiras. O seu cél-
culo analitico & praticamente impossivel, uma vez que requer a distribui¢io conjunta
estaciondria para o ambiente e estrutura da populacdo, requerendo também um c4l-
culo posterior de uma média da taxa de crescimento ao longo da distribuico estacio-
nédria, em cada unidade de tempo. Restam entdo védrias hip6teses para o seu cdlculo
por simulagdo numeérica. Uma delas, e talvez a menos complexa resulta da aplicagéo
do estimador (4.9). A precisdo do estimador obtido, pode ser medida através de um

intervalo de confianga para In ), com um valor aproximado de 95%, através de

ImOy)+1.96 Vi’;;,,(i)
-1

onde r; = In(N;;;/N;) e portanto In()\,) = %Zn .
t=0

Existem ainda outras abordagens para este cdlculo, nomeadamente a chamada apro-
ximagao de Tuljapurkar (1982, 1990), que consiste, no desenvolvimento de uma fér-
mula de perturbagdo para In),, como um desvio a partir de In) . Esta abordagem

nao fard, no entanto, parte deste trabalho.
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Na aplicag@o dos resultados anteriormente citados neste trabalho sers estimada a dis-
tribuigho empirica de ), baseada em simulagdes Monte Carlo, a qual pode posterior-

mente ser comparada com os resultados assimptéticos.
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Capitulo 5 — Modelo estocastico estruturado para o

stock ibero-atlantico de sardinha

Apés a anslise de sensibilidade efectuada ao modelo construido no Capitulo 3, e tam-
bém em funcdo dos dados obtidos através do Report of the Working Group on the
Assessment of Mackerel, Horse Mackerel, Sardine, and Anchovy (ICES, 2002), que
traduzem variagOes aprecidveis no recrutamento anual da populacdo de sardinha, o
modelo é expandido de modo a permitir variagdo estocdstica nas taxas vitais, que
possa reflectir a variabilidade processual e que de uma certa forma, reflicta também a

variabilidade ambiental.

5.1 A ligacao entre as taxas vitais e o ambiente

O pressuposto da imutabilidade das taxas vitais no modelo deterministico & muito
restritivo e pouco realista. Com o objectivo de estabelecer uma ligagcdo entre o
ambiente e as taxas vitais, considera-se que os elementos das matrizes A, (taxas de
fertilidade e de sobrevivéncia) variam independentemente, seguindo distribuigdes
paramétricas que t&m em consideragdo aspectos da realidade biolégica da espécie.
Esta escolha da distribuigdo que descreve as taxas vitais dos elementos das matrizes
A; deve ser bastante cuidadosa, uma vez que a selecgio de distribui¢des pouco apro-

priadas pode conduzir a resultados pouco satisfatérios (Caswell, 2001).
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5.2 Estrutura e pardmetros do modelo

Tal como jé foi referido, a estrutura desta versdo do modelo é essencialmente a mes-

ma.
Niyw>) = A cwd - Ny cad, t=01...,wenN.

A diferenga reside no facto de se considerar que o ambiente influencia as taxas vitais,
fertilidade e sobrevivéncia. Para tal, em cada estddio, as taxas de fertilidade, pf,
para efeitos de modelagao, s@o consideradas como formando um tnico parimetro,
agora assumido como uma varidvel aleatdria seguindo uma distribuicdo lognormal.

Considera-se que estas varidveis aleatérias sdo independentes.

pf ~ Lognormal(ai,b,z), i=0,..,6".
Uma vez que estas taxas s@o inerentemente ndo negativas, assume-se que seguem
uma distribuigao lognormal. Para obter os pardmetros da distribuicao desejada consi-
d E _ ﬂ‘i+((b,»)2/2) _TF d -7 1 “5bh do” utilizad

erou-se E(pf)=e = pf; , sendo pf. o valor “observado” utilizado na par-
te deterministica do modelo. Para obter os valores para a varidncia, consideram-se
coeficientes de variagéo, de modo a reflectir pequenas, médias e elevadas variagoes no
ambiente (5%, 15-20% e 35%, respectivamente). No entanto sdo também considerados

outros valores intermédios.

As taxas de sobrevivéncia em cada estddio foram tomadas como varidveis aleatérias

independentes, seguindo uma distribuicao beta S; ~ Beta(o;,5;), i = 0,...,6™.

Como neste caso a taxa de sobrevivéncia é uma probabilidade, considerou-se a distri-
bui¢do beta adequada (Kaye et al, 2003), uma vez que o seu suporte é o intervalo
[0,1] e a distribuigdo possui uma forma bastante flexivel. Tal como para as fertilida-
des, assumiu-se o valor “observado” nos dados existentes como o valor esperado da
distribuicao,

o; .
E(S;) = m =5;.
A variancia foi obtida considerando vérios niveis do coeficiente de variacdo, como foi

descrito no caso anterior.

Para a implementagao do modelo, efectuaram-se simulagoes Monte Carlo. Assim, em
ambiente MATLAB 6.1 (Mathworks, 2001), foram gerados nimeros pseudo aleatérios
seguindo as distribuigGes especificadas para cada uma das matrizes A,. Posteriormen-
te a populagéo inicial (ano 1998) foi projectada até ao nimero de anos pretendido

através do produto matricial. Deste modo, obteve-se a distribuicdo empirica de um
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estimador para a taxa estocdstica de crescimento da populagao, 5\;, que permitiu
obter intervalos de confianga para A, e realizar inferéncia estatistica para outros

pardmetros do modelo (Heyde et al., 1985).

Consideraram-se vdrios horizontes temporais para as projecgoes, isto é, efectuaram-se
projecgoes a curto prazo de modo a inferir sobre o comportamento a curto prazo da
populagdo e também projecgoes a “longo” prazo no sentido de inferir sobre o
comportamento assimptético da populagdo. Assim, foram efectuadas vérias
simulagdes, quer quanto ao horizonte temporal considerado, 5, 10, 50, 100 e 500 anos
respectivamente, quer quanto ao coeficiente de variagdo ao qual foram sujeitas as
taxas vitais, 5%, 10%, 15%, 20%, 25%, 30% e 35%.

Devido ao esforco computacional requerido para gerar os numeros aleatérios e os
sucessivos produtos de matrizes, o “longo” prazo aqui considerado é um horizonte
temporal de cerca de 500 anos, que parece ser bastante razodvel para estudar o com-

portamento assimptdtico.

5.2.1 Comportamento a longo prazo

O modelo aqui considerado assume que os elementos de A, sdo descritos por um pro-
cesso estocdstico que é estaciondrio, ergdédico e “mixing”. As matrizes estocdsticas
obtidas neste trabalho possuem a mesma estrutura da matriz A, considerada no
modelo deterministico, isto é, os seus elementos, nulos e ndo-nulos, estdo nas mesmas
posigoes que os correspondentes elementos da matriz A. Esse facto é uma condigao
suficiente para que as matrizes A; pertencam a um conjunto ergédico (Tuljapurkar et
al, 1997). Além disso, as matrizes A; sdo independentes e identicamente distribuidas,
pelo modo como foram construidas. Desta forma, a populagdo em causa (sardinha
ibero-atlantica), mediante os pressupostos considerados, ird ter um comportamento
assimptético, descrito nos resultados do Capitulo 4, isto é, assimptoticamente, o loga-

ritmo do tamanho total da populacao seguird uma distribui¢cdo normal,

In(N;)~ N (tln Ass taz) , cuja média e variéncia aumentam linearmente com o tempo.

Nas Figuras 5.1 a 5.7 s@o apresentados histogramas para o estimador da taxa estocds-
tica de crescimento da populagéo, :\; , bara perfodos de 100 e 500 anos, onde as taxas
vitais da populagdo foram sujeitas a coeficientes de variacdo de 5%, 10%, 15%, 20%,
25%, 30% e 35%. Tal como seria de esperar, & medida que o coeficiente de variago

aumenta, torna-se maior a dispersao dos valores nos histogramas de J,, tanto apés o
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perfodo de 100 anos como apds o perfodo de 500 anos. Em todas essas figuras pode
verificar-se a redugdo de dispersdo dos valores dos histogramas para o periodo de 500

anos comparativamente ao periodo de 100 anos.

De modo a diminuir a dispersdo dos valores nos histogramas obtidos foram poste-
riormente efectuadas 10000 reamostragens pelo método bootstrap nao paramétrico
(Efron et al, 1993) de modo a obter um intervalo de cobertura de 95% para o valor
médio de cada histograma (Caswell, 2001). Na Tabela 5.1 sdo apresentados os valores
para os intervalos de confianca para E (), ), apés simulacoes para perfodos de 100 e
500 anos, respectivamente, quando as taxas vitais foram sujeitas aos diferentes tipos
de coeficientes de variagdo. Pode assim verificar-se que 4 medida que o coeficiente de

variagao a que as taxas vitais foram sujeitas aumenta, o valor médio de ), vai dimi-

nuir.

400 4 400+ ]
300( 1 300t |
200 {1 200t |
100} 1 100 1

0 . . . : 0 . . ‘ ,

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02

(a) (b)

Figura 5.1: Histogramas de 5\: sujeito a um coeficientes de variacdo nas taxas vitais de 5% ap6s um
perfodo de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).
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Figura 5.2: Histogramas de X; sujeito a um coeficientes de variac@o nas taxas vitais de 10% apds um
perfodo de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).

48



4001 4001 1
300+ 300t 1
200 200
100 1 100+ J
0 . , ] mmu}nidi 0 . x Y Y
0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02
(a) (b)

Figura 5.3: Histogramas de }, sujeito a um coeficientes de variagéo nas taxas vitais de 15% apés um
periodo de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).
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Figura 5.4: Histogramas de :\; sujeito a um coeficientes de variagdo nas taxas vitais de 20% apés um
periodo de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).
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Figura 5.5: Histogramas de 5\; sujeito a um coeficientes de variagdo nas taxas vitais de 256% apds um
perfodo de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).
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Figura 5.6: Histogramas de 5\; sujeito a um coeficientes de variagéo nas taxas vitais de 30% apés um
perfodo de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).
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Figura 5.7: Histogramas de 5\: sujeito a um coeficientes de variagio nas taxas vitais de 35% apSs um
perfodo de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).

Tabela 5.1: Representagao dos intervalos de 95% de cobertura para E (), ).

Coeficiente de variagao

Tempo 100 anos

Tempo 500 anos

5%
10%
15%
20%
25%
30%
35%

[0.97953,0.97977]
[0.97882,0.97931]
[0.97762,0.97838]
[0.97602,0.97702]
[0.97362,0.97495]
[0.97071,0.97232]
[0.96783,0.96975]

[0.97971,0.97982]
[0.97904,0.97927]
[0.97789,0.97823]
[0.97632,0.97678]
[0.97409,0.97468]
[0.97118,0.97188]
[0.96787,0.96868]

1.02
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Como as matrizes sdo consideradas independentes e identicamente distribuidas, a
ordem de convergéncia no caso estocdstico é a mesma que a ordem da matriz média
(cujos elementos sdo os valores médios das taxas vitais, que, como referido anterior-
mente, sdo os valores considerados no caso deterministico), pois, pode representar-se
a matriz A; como a soma dessa matriz média com uma outra matriz dos desvios em
relagdo 8 matriz média (Caswell, 2001, Tuljapurkar, 1990). De modo a ilustrar esse
facto, e em analogia com os resultados expostos no Capftulo 3, apresentam-se tam-
bém resultados de simulagdo para o comportamento do tamanho total da populacio
num perfodo de 50 e 100 anos, quando as taxas vitais foram sujeitas a um coeficiente
de variagdo de 5% e 35%, Figuras 5.8 e 5.9, respectivamente. Através da sua andlise
pode observar-se que a probabilidade da populagdo se extinguir a curto prazo aumen-
ta quando as taxas vitais sdo sujeitas a um maior coeficiente de variacdo. Nas Figuras
5.10 e 5.11 sao também apresentados histogramas para as distribuicées empiricas da
populagao total, ao fim de 50 e 100 anos, novamente quando as taxas vitais foram
sujeitas a um coeficiente de variagdo de 5% e 35%. Nesses histogramas foi também
ajustada a curva de uma distribuico lognormal, com os pardmetros obtidos a partir
da func@o de distribui¢o empirica do tamanho total da populacao. Da anslise da
Figura 5.11 pode observar-se que a populagio terd uma elevada probabilidade de
extingao num perfiodo de 100 anos, quando as taxas vitais sdo sujeitas a um coeficien-
te de variagéo elevado (35%). De modo a corroborar os resultados tedricos esperados,
foram também obtidos Lognormal Q-Q plots, para os valores das simulagdes da popu-
lagdo total, utilizando o programa SPSS, Versao 11.5.0. Como conclusdo, em todas
essas representagOes graficas (Figuras 5.12 e 5.13) parece ser razodvel a inferéncia da
populagdo, nestas circunsténcias, e apés o periodo de tempo indicado, descrever apa-

rentemente o comportamento teoricamente esperado.
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taxas vitais de 5%, apés um perfodo de 50 anos, (a), e 100 anos, (b).

variagao nas

Figura 5.10: Histograma para as distribuigdes empfricas da populagio total sujeita a coeficientes de
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Figura 5.11: Histograma para as distribuigbes empiricas da populacio total, sujeita a coeficientes de

variagdio nas taxas vitais de 35%, ap6s um perfodo de 50 anos, (), e 100 anos, (b).
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Figura 5.12 (a): Lognormal Q-Q plot para a populagdo total, quando as taxas vitais foram sujeitas a

coeficientes de variagio de 5%, ap6s um perfodo de 50 anos.
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Lognormal Q-Q Plot de NT100 (coef. de var. de 5%)
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Figura 5.12 (b): Lognormal Q-Q plot para a populagio total, quando as taxas vitais foram sujeitas a

coeficientes de variagio de 5%, apés um perfodo de 100 anos.
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Figura 5.13 (a): Lognormal Q-Q plot para a populagio total, quando as taxas vitais foram sujeitas a

coeficientes de variagdo de 35%, apés um perfodo de 50 anos.
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Lognormal Q-Q Plot de NT100 (coef. de var. de 35%)
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Figura 5.13 (b): Lognormal Q-Q plot para a populagio total, quando as taxas vitais foram sujeitas a

coeficientes de variagdo de 35%, apés um perfodo de 100 anos.

Adicionalmente, foram também obtidos intervalos de 95% de cobertura para um
estimador empirico de ¢?, o qual foi obtido a partir dos valores da distribuicdo empi-
rica da populacao total, apés periodos de 100 e 500 anos respectivamente. Na Tabela
5.2 séo indicados os intervalos de 95% de cobertura para o?, obtidos também pelo

método bootstrap ndo paramétrico (Efron et al, 1993).

Tabela 5.2: Representagéo dos intervalos de 95% de cobertura para o?.

Coeficiente de variacao Tempo 100 anos Tempo 500 anos
5% [0.036521,0.043767]  [0.2024,0.24275]
10% [0.14992,0.1796] [0.81287,0.96764]
15% [0.3532,0.42124] [1.8235,2.1723]
20% [0.61879,0.73605] [3.2419,3.8553]
25% [1.084,1.3154] [5.5857,6.6662]
30% [1.6476,1.959] [7.7562,9.2103]
35% [2.3109,2.7905] [12.602,15.18]
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Da anilise dos valores minimos ¢ méximos para os intervalos de 95% de cobertura
para o2, observa-se que eles estdo em razodvel concordincia com o pressuposto de
que o logaritmo do tamanho total da populagdo (In N, ) segue assimptoticamente uma
distribuigdo normal cuja varidncia aumenta linearmente com o tempo. Este facto vem
realgar a concordancia com os resultados tedricos.

Por qiltimo convém também referir que todo este tipo de andlises efectuadas pode ser

aplicado para cada grupo etdrio da populacao.

5.2.2 Comportamento de curto prazo

De modo anilogo ao que foi exposto no Capitulo 3, foram efectuadas simulagées para
o comportamento a curto prazo da populacdo, num perfodo de 5 e 10 anos. No entan-
to, sem o auxilio dos fundamentos tedricos existentes para a dindmica a longo prazo,
podemos apenas apoiar-nos nos resultados de simulagdo obtidos para a obtencdo de
distribuigGes, necessariamente empiricas, para a populagdo total. Essas distribuigdes
permitem fazer inferéncia estatistica sobre os parimetros de interesse e avaliar a
incerteza associada as flutuagbes aleatérias. Tal facto é de grande importéncia, uma
vez que a maior parte das politicas de gestdo de recursos pesqueiros sdo tomadas a
curto prazo e muitas vezes nao sdo baseadas em estudos desta natureza. Nas Figuras
5.14 e 5.15 é apresentada a dinimica da populag@o total nos periodos referidos ante-
riormente, quando as taxas vitais foram sujeitas aos valores extremos de variabilidade

considerados, 5% e 35% respectivamente.
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Figura 5.14: Resultados de simulagdo do tamanho da populagdo total, quando as taxas vitais séo sujei-

tas a um coeficiente de variagdo de 5%, durante um perfodo de 5 anos, (2), e 10 anos, (b).
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Capitulo 6 — Conclusoes e consideracoes finais

Nesta dissertagdo, apés uma pequena introdugdo onde se faz uma breve resenha his-
térica dos modelos estruturados, apresentam-se no Capitulo 2 os fundamentos tedri-
cos essenciais para o desenvolvimento de tais modelos, no caso determinfstico. Neste
contexto é de especial importincia a andlise e interpretagdo do teorema de Per-
ron-Frobenius, cujas aplicacdes vio muito para além desta 4rea de estudo. E também
dada grande importancia aos fundamentos para a andlise de sensibilidade dos para-

metros dos modelos estruturados.

No Capitulo 3 faz-se a descri¢do detalhada do modelo desenvolvido para o stock ibe-
ro-atlantico de sardinha, bem como do comportamento a curto prazo e assimptético
projectado para a populacdo em estudo, onde é dada especial importancia as possiveis
interpretagoes biolégicas dos parfmetros do modelo. Conclui-se este capitulo com
uma anglise detalhada de perturbagdo dos pardmetros do modelo, destacando-se os
mais sensfveis a alteragOes na taxa assimptética de crescimento. Toda esta andlise
tem por objectivo poder contribuir de alguma forma para as tomadas de decisdo
quanto & gestdo do recurso pesqueiro em causa, o qual é de grande importéncia a
nfvel nacional. Neste caso, com base na informacdo disponfvel e nos pressupostos do
modelo desenvolvido, este trabalho sugere que a taxa assimptética de crescimento do
stock de ibero-atlantico de sardinha é ligeiramente menor que 1, o que indica que a
populagdo de sardinha estd a decrescer com uma taxa anual de 2%. Assim, se nao
forem tomadas as medidas apropriadas para a gestdo da populagdo, poderdo haver
consequéncias graves para a espécie, a longo prazo. Apds a andlise de sensibilidade

efectuada verificou-se que a taxa assimptética de crescimento é bastante sensivel a
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mudangas nas taxas de sobrevivéncia e nas fertilidades dos individuos nos primeiros
estddios.

Como é reconhecido que a populagdo em estudo possui grande variabilidade nos est4-
dios juvenis, sdo introduzidos no Capitulo 4 os conceitos e resultados tedricos funda-
mentais para que o modelo desenvolvido seja expandido, de modo a incorporar
variabilidade estocéstica, que reflicta de algum modo a variabilidade ambiental a que
a populacao estd sujeita. Este tipo de resultados permite inferir que, sob condigGes
adequadas, o tamanho total de uma populagao segue uma distribuigdo lognormal,
assimptoticamente. Permite também obter estimadores para a taxa estocdstica de

crescimento e também para avaliar a sua varidncia.

No Capitulo 5 é descrito com algum detalhe o modelo estruturado com variabilidade
estocdstica nas taxas vitais aqui desenvolvido. Este modelo foi depois implementado
em ambiente MATLAB (Mathworks, 2001). Para analisar o seu comportamento, a
curto e a longo prazo, efectuaram-se numerosas simulagoes. Através dos estimadores
obtidos para os parimetros de interesse, foram posteriormente efectuadas andlises
comparativas com o objectivo de reflectir a boa concordéncia com os resultados tedri-
cos. Tal facto deve-se em parte as vérias simplificagoes efectuadas, referentes & insufi-
ciéncia de dados e & dificuldade na prépria implementagdo do modelo, uma vez que
ao modelar fenémenos da natureza deve obter-se um modelo parcimonioso, ou seja, é
necessdrio alcancar um compromisso entre a complexidade e a precisdo do mesmo.
Uma dessas simplificagoes baseia-se no facto de se considerar que as matrizes estocés-
ticas do modelo sao independentes e identicamente distribufdas, o que foi conseguido
considerando que as taxas vitais da populacao seguiam distribui¢oes de probabilidade
convenientes e biologicamente plausfveis. No entanto, a colocagdo de alguma estrutu-
ra de correlacdo nas taxas vitais ndo é ainda de f4cil implementagdo, o que justifica

de alguma forma a escolha efectuada.

Os resultados da simulagdo indicam que, sob cendrios de variabilidade nas taxas
vitais (onde esta aumenta), existe um aumento significativo na probabilidade de
extingdo da populacdo, apés um perfodo de 100 anos. Tal facto deve, portanto, ser
encarado com bastante preocupacdo quando as medidas de gestdo para a populagio

em causa forem tomadas.

O efeito de densidade-dependéncia no recrutamento resultante é outro aspecto que

poderé ser explorado no futuro.
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Finalmente, importa referir que existem outros modelos que usam a mesma informa-
¢do de base mas que diferem nalguns dos pressupostos. Um desenvolvimento futuro
poder4 consistir em relaxar alguns dos pressupostos de modo a uma melhor adaptagao
do modelo & realidade, tendo no entanto a nogdo de que um completo ajustamento &
realidade nao serd de todo possivel.
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