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Mestrado em Matemitica Aplicada

ERRATA

da dissertaciio

Pag. 17

A leitura da primeira linha da definico 1.3.1 deve ser: Os pardmetros e as constantes sd0 termos.

A leitura da definigdo 1.3.2 deve ser: Um termo fechado & um termo onde ndo ocorrem parfimetros.

Pag. 26

A iltima frase da pagina deve ser eliminada do texto.

Pag. 28

A leitura da linha 14 deve ser: Os elementos de X designam-se por nds do modelo £. Observemos que De
E determinam, em cada né k, uma estrutura clssica 2A(k), cujo universo é D(k) e cujas relagBes Py
sdo definidas da seguinte forma: se P é um simbolo predicativo n-drio da linguagem e t,...1,, € D(k) entdo
(t1.-1z) € Pygy sse E P(t ...t), considerando que as constantes sdo interpretadas pelos mesmos
elementos em todos os dominios.

Pig. 29

Na demonstragfio de 2.2.4, onde se 18 «Lema 1», deve ler-se Lema 2.2.3.

Na demonstragdo de 2.2.5, onde se 1& «definigdo 1», deve ler-se definigdo 2.2.1.

Pag. 31

Nos exemplos 1 ¢ 2, onde se 1& «L.ema 1», deve ler-se Lema 2.2.3 e onde se 1&é «Lema 2», deve ler-se Lema
224,

Pag. 38

A primeira parte da demonstraggio de 2.3. 13, correspondente a 30 linhas, deve ter a seguinte leitura:

Se '/ ¢ entfo, pelo Lema da Saturagfo, existe I' C-Saturado tal que I ST e IV ¥ . Seja £ a
linguagem, com conjunto de constantes C, das sentencas de I,

Consideremos uma sequéncia numersvel ¢, ..., C,, ... de conjuntos disjuntos e numeréveis de constantes
que nfo pertencem a £,

Tomemos um modelo de Kripke £ = (K, <, D, k ) tal que:

(@) K ¢ o conjunto de todas as sequéncias finitas de nimeros naturais, inchiindo a sequéncia vazia,
consideradas na sua ordem natural. Assim, se 7 e 7 pertencem a K e 7 = (g0, ..m;) €
m= (my, M, ..., my, ...m;) entdo 7 < sse i<lem; =n),m, = n,, -y M = 7, OU S€ja, 0 segmento
inicial de WE, com comprimento 7, é .
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Refira-se que o primeiro né do modelo é a sequéncia vazia, que denotaremos por ().

(b) Para cada 72 de comprimento j > 0, seja C (%) = C, U Ci1U...UCj,onde Cy = C.,

O conjunto de sentengas vélidas no primeiro n6 ¢ I e o conjunto de constantes correspondente C (()) é
Cy = C. Tomemos:

D(®): =C(R)eL(R): =L'U C(R)

(c) Seja At(7) o conjunto de todas as férmulas atémicas na linguagem L(7). Vamos definir o conjunto de
formulas atémicas vélidas em cada né, %(7), por indug@o no comprimento j de 77.

Sej=0,7éa sequéncia vazia. Relembremos que o conjunto de sentengas validas neste primeiro n6 & I”
C-Saturado. Tomemos entio X({ ) =T'NAt(()).

Suponhamos que X(77) estd definido e vejamos como definir o conjunto de férmulas atémicas vélidas para
cada um dos nés (de comprimento J+1) acessiveis a partir de 77, por forma a ser saturado com respeito a
uma determinada linguagem.

Consideremos uma enumeragio de pares de sentengas em £(77), digamos (90, 70), (01, 71), ..., (03, Lr)
tal que para cada i > 0, () U g, I ;.

Aplicando o Lema da Saturagdo a S(R)U 0, € T, para cada i, obtemos I'(7, ¢) saturado com respeito a
uma nova linguagem L£(7/,i), verificando-se qQue o, €(R,i) mas I(7,i) ¥ 7. Seja
B((nysng,.mj,d)) : =T(R,4) 0 AL(R, 5).

Provemos agora o seguinte facto:

Pag. 40

A finalizag4o da demonstragdo de 2.3.13 (linhas 17-21) deve ter a seguinte leitura;

Ao longo desta demonstragio construimos um modelo & cujo primeiro né (), forga T, visto que

(JETMeD c I

Por outro lado, I | ¢ implica que I'(()) ¥ . Portanto, pelo lema que acabémos de provar, () I .
Assim, tomando ko = (), temos que ko & I' mas ko I .

Pag. 42

Na demonstragio de 2.3. 17,

onde se Ié:

Seja I'(k) o conjunto de sentengas verdadeiras noné k € K.
I‘l(k), sek € K;

Tomemos T'(k) = ¢ I'y(k),se k € K,
C,sek=1k

Onde C ¢ o conjunto de constantes da linguagem L.

deve ler-se:
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Para cadané k € K, definimos a estrutura associada;

A (k), se k € K;
Ql(k) = ﬁz(k), sek e K,

|2l|, sek =k
Onde [Qll € o conjunto de constantes da linguagem L, se existir alguma, caso contrério |§le contém um
imico elemento, digamos a. Para i — 1,2 definimos os mergulhos f; : U(ko) — A(k;) por ¢ Ca(k;) DO
caso de haver constantes em £, ou, caso contrario, escolhemos arbitrariamente a1 €Ak eay € A(ks) e
definimos f;(a) = a;.
Pag. 42
Na demonstragio de 2.3.19, onde se 1& «k, f w(c)», deve ler-se k, I @(c) e onde se 18 «k, I w(a)», deve
ler-se kq ¥ (a).
Pag. 43
Na identifica¢do da linguagem de L7P, onde se 1 «simbolo 0-ario !», deve ler-se simbolo unério !.
Pag. 51
Na linha 16, onde se 1€ APq. Vz(z x ¢/ = 2 x y + x), deve ler-se AP;. Vey(z xyf =z x y+ ).
Pag. 69
Na demonstragio de 3.5.8, onde se 1& «Proposicio 1», deve ler-se Proposigio 3.5.7 e onde se 1& «Teorema 1
da secgdo 3.2», deve ler-se Teorema 3.2. 12.
Pag. 76
Na linha 30, onde se 1& «nota de rodapé da péagina 43», deve ler-se nota de rodapé da pagina 44,
Pag. 77
Na nota n.° 32, onde se 1& «nota de rodapé n.°18», deve ler-se nota de rodapé da pagina 54.
Na nota n.° 33, onde se 1& «nota de rodapé n.°13», deve ler-se nota de rodapé da pagina 44.
Pag. 84
Na demonstragiio de 3.5.20, onde se 18 «L.ema 3.5.13», deve ler-se Lema 3.5.12.
Pag. 85
Na demonstragfio de 3.5 .22, onde se 1& «Corolario 3 4. 1», deve ler-se Corolario 3.4.2.
Pag. 86
Na definico 3.6.1, onde se 18 «translagdo», deve ler-se tradugio.
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Sumario

Uma interpretagfio informal da l6gica intuicionista foi traduzida nos anos 30 do séc. XX
pela semintica Brouwer-Heyting-Kolmogorov, que explicita verdade intuicionista como
demonstrabilidade (num sentido intuitivo).

Desde entio surgiram véirias seménticas adequadas (mais ou menos formais) para esta
légica, nomeadamente a seméntica de Kripke. Esta seméntica reflecte uma abordagem em
termos de valuag@es, mais dindmica do que a cléssica. Ao admitir a existéncia de diferentes
estadios de conhecimento (possiveis mundos), os modelos de Kripke permitem interpretar
“falso” como “ainda ndo é verdadeiro”. Sendo uma seméntica relativamente simples permite,
no entanto, um conjunto diversificado de convenientes aplicages.

Contudo, o problema de formalizar a seméintica BHK e estabelecer a completude da
légica proposicional intuicionista com respeito a esta seméntica, ficou em aberto durante
décadas. Apresentamos um dos mais recentes avangos nesta matéria: a seméntica de
Artemov. Demonstramos a completude da sua légica de demonstrabilidade explicita, LP,
que além de fornecer uma resposta ao problema, permite simultaneamente encontrar uma
seméntica de demonstrabilidade adequada para a l6gica modal S4 de Gédel.

Abstract

The problem of establishing completeness

in Intuitionistic Semantics

An intended informal meaning of intuitionistic logic was given in the 1930s by the
Brouwer-Heyting-Kolmogorov  semantics which understands intuitionistic truth as
provability.

Since then, a number of (more or less formalized) adequate semantics, such as Kripke's
semantics, appeared for intuitionistic logic. This particular semantics reflects a more dynamic
approach then that of classical assignment of truth values to the propositional variables.
Admiting various stages of knowledge (possible worlds) Kripke models interpret the value
“false” as “not yet true”. It is a fairly simple semantics but it is convenient for its
applications.

The problem of formalizing the BHK semantics and establishing the completeness of
propositional intuitionistic logic with respect to this semantics remained open for decades.
We present one of the most recent advances in this area: Artemov's semantics. We establish
the completeness of his logic of explicit provability (LP) which provides an answer to the
problem and an adequate provability semantics for modal logic S4 suggested by Godel.



«It does not make sense to think of truth or falsity of a
mathematical statement independently of our knowledge concer-
ning the statement. A statement is true if we have a proof of it, and
false if we can show that the assumption that there is a proof for
the statement leads to a contradition. For an arbitrary statement
we can therefore not assert that it is either true or false.»

A. S. Troelstra e D. van Dalen, Constructivism in
Mathematics. An Introduction, vol.] pag.4 (1988)

Introducio

A abordagem construtiva da Matematica, segundo o espirito de Brouwer (1881-1966) e
de Heyting (1898-1980) ficou conhecida como Intuicionismo.

Os argumentos filos6ficos de Brouwer baseiam-se essencialmente na intuigdo
matemitica. Um dos aspectos mais relevantes do seu trabalho é requerer a “existéncia
efectiva”, ou seja, a obrigatoriedade de especificagio dos objectos matemdticos que
afirmamos existirem.

A origem da diferenca entre a logica intuicionista e a légica classica reside, portanto, no
significado de verdade. De acordo com Brouwer, verdade significa demonstrabilidade. Esta
nogdio de verdade reflecte-se essencialmente na interpretacio dada ao conectivo V e ao
quantificador 3.

A interpretagfio intuicionista dos operadores 16gicos, fornecida implicita e informalmente
por Brouwer em 1908, foi introduzida com maior precisdo e de forma explicita, por Heyting
em 1931 e por Kolmogorov em 1932, com abordagens aparentemente distintas mas que
acabaram por se fundir numa unica interpretagio que ficou conhecida como interpretagéo
BHK (Brouwer-Heyting-Kolmogorov). Nesta seméntica da légica intuicionista, as nogSes de
prova construtiva e operagdo construtiva surgem como nogdes primitivas e portanto bastante
vagas. Talvez por esse motivo, BHK nunca se tenha tornado um instrumento versatil como a
semdntica cléssica.

Das diferentes seménticas que desde entdo surgiram para a logica intuicionista,
escolhemos, como dmbito deste trabalho, a semédntica de Kripke ¢ a seméntica de Artemov. A
seméntica de Kripke, fornece uma técnica répida para verificagdo da ndo derivabilidade de
determinados resultados, nomeadamente formulas derivaveis na logica clissica que o ndo séo

na légica intuicionista. A seméntica de Artemov, por sua vez, vai ao encontro dos ideais
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construtivistas, na medida em que formaliza a interpretagfo BHK revelando-se adequada a
légica intuicionista.

No capitulo introdutério, depois de uma breve apresentagio do raciocinio construtivista,
descrevemos a interpretagio BHK e apresentamos um sistema de dedugiio natural possivel
para a l6gica intuicionista.

No segundo capitulo desenvolvemos a semintica de Kripke que, na nossa opinido, ¢
referéncia obrigat6ria num trabalho alusivo a légica intuicionista, uma vez que a definigdo de
modelo de Kripke traduz a forma como um construtivista concebe a evolugdo do
conhecimento matemético. Na secgdo 2.3 deste capitulo provamos que a l6gica intuicionista é
valida e completa com respeito a esta seméntica.

Finalmente, no capitulo 3, exploramos o sistema L7P, introduzido por Sergei Artemov em
1995. Este sistema vem responder a uma questdo que permaneceu em aberto durante décadas:
encontrar uma seméntica formal para a l6gica proposicional intuicionista, capaz de traduzir
verdade intuicionista como demonstrabilidade e especificar os conectivos através de
operagdes com provas, trabalho realizado informalmente pela semintica BHK. Propomo-nos
demonstrar a adequagéo de LP, utilizando uma interpretagdo aritmética da sua linguagem, na
teoria AP. Na secgdo 3.6 deste ultimo capitulo faremos um esbogo do trabalho que seria
necessdrio desenvolver para obter a formalizagio de BHK e a completude da légica

proposicional intuicionista com respeito a essa seméntica.
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Capitulo 1

Uma introducdio a légica intuicionista —
seméntica e sintaxe

1.1 O raciocinio/pensamento construtivista

A matemética tradicional, ndio construtivista, € a légica que Ihe est4 associada, designam-
se por cldssicas. Por outro lado, a matematica construtivista de Brouwer, e a correspondente
légica, dizem-se intuicionistas.

Brouwer rejeita a maneira cldssica de fazer matemaética, criticando muitos pontos
tradicionalmente aceites. Considera acima de tudo que a matemética é uma actividade mental
construtiva. Consequentemente, tanto os objectos matematicos, como as suas propriedades,
sio construgdes mentais (Dummet, 2000). Nesse sentido, a verdade ndo & absoluta. Um
individuo ndo pode considerar que uma proposigéo ¢ verdadeira ou falsa independentemente
do seu conhecimento. Uma proposigio é verdadeira para um individuo se ele tem uma
construgdo (demonstragdo) que a estabelece. Segundo Brouwer, neste processo de decisdo da
validade da proposigdo, a linguagem ndo deve representar nenhum papel, sendo introduzida
apenas por uma questio de comunicagfio.! Por esse motivo, e contrariamente & opinido de
muitos mateméticos, para Brouwer a logica ndo ¢ precedente a matematica mas sim
dependente dela.

Por outro lado, Brouwer considera que a logica classica ndo € ‘fidvel. Um dos
argumentos que apresenta ¢ baseado no facto de fornecer demonstragdes de existéncia de
determinados objectos sem incluir na demonstragdo a construgéo dos referidos objectos. Para
um intuicionista, a sentenga “existe um niimero primo maior do que 109" & mais forte do
que a sentenca “é impossivel que o conjunto dos nimeros primos se esgote antes do nimero
1019°», Logo, para provar que a primeira é verdadeira néo basta provar que a segunda o é.
Para provar a primeira seri necessdrio encontrar, no conjunto dos nimeros primos, um
elemento maior do que 10'®’e exibi-lo.

Ha duas leis, incorrectas segundo o pensamento construtivista, que sfio, frequentemente,
responsaveis pelo tipo de demonstragdes acima referidas, nomeadamente o Principio do
terceiro excluido e a Eliminacdo da dupla negagdo (utilizada no método de redugdo ao

absurdo). Para nos convencermos da ndo validade destas leis classicas, na logica

1Brouwer, 1912: “And in the constuction of [all mathematical sets of units which are entitled to that name] neither
the ordinary language nor amy symbolic language can have any other réle than that of serving as a
nonmathematical auxiliary, to assist the mathematical memory or to enable different individuals to build up the

same set.” (Epstein, 1995)
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intuicionista, consideremos os seguintes contra-exemplos baseados em questdes que estdo,

até a0 momento, sem resposta.

1. O Principio do terceiro excluido nio ¢ vélido.

A titulo de exemplo consideremos a conjectura, G, de Goldbach, segundo a qual cada
némero par maior do que 4 é a soma de dois niimeros primos impares.

Poders um intuicionista afirmar GV -G? Rapidamente encontramos exemplos
particulares que nos levam a acreditar que a conjectura ¢ verdadeira: 6 =3 +3; 8 =3+ 5;
10=5+5; 12=5+7; 14=7+7; 16 = 3 1+ 13; ... No entanto, como nio conseguimos
efectuar uma pesquisa infinita percorrendo todos os nameros naturais pares maiores do que 4,
com este processo poderemos apenas obter, eventualmente, um contra-exemplo, mas nunca
uma demonstragdo da validade da conjectura. Por outro lado, como ainda néo foi encontrado
um némero par maior do que 4 que ndo seja soma de dois nimeros primos impares, néo
podemos provar —G . Para poder afirmar G V —G, um intuicionista teria que apresentar uma
construgdo que decidisse qual das alternativas € verdadeira, demonstrando assim a validade
de G ou a validade de —G.

2. A Eliminagdo da dupla negagdo ndo ¢ valida.

Consideremos a dizima que representa o numero real 7: 3,14159265.... Embora se
conhecam mais de um triliio de casas decimais, poucas regularidades foram ainda
encontradas nesta expansio decimal. Consideremos, por exemplo, a sentenga : “Existe uma
sequéncia de 9 noves na dizima correspondente a .2

Embora até a0 momento nio se tenha encontrado uma tal sequéncia de noves, e nio haja,
portanto, fundamento para afirmar a validade de ¢, também ndo se conseguiu provar que essa
sequéncia ndo existe. Sendo assim, ndo podemos, com o nosso conhecimento actual, afirmar
ou refutar ¢. No entanto, podemos justificar a validade de —(p A —-p) ja que as duas
hipéteses em aberto ndo podem ser simultaneamente verdadeiras. Com um argumento
andlogo se justifica a validade de —(—p A =) que, como veremos adiante, também na
16gica intuicionista é equivalente a ~—(p V —p). Logo = (p V —p) é intuicionisticamente
vélida, mas (p V —) ndo o é. Portanto, =—) —1) néo pode ser intuicionisticamente valida.

Os exemplos que acabimos de analisar sugerem j4 que o conectivo V €0 quantificador
3 sio de extrema importincia no pensamento construtivista. Reparemos que o primeiro exige

uma decisdo efectiva e o segundo a exibigio de um determinado objecto que procuramos €

2Uma sequéncia de oito noves ¢ encontrada na posicdo 36 356 642 contada a partir da primeira casa decimal
(www.joyofpi.com/pifacts.himl).
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suspeitamos que exista. Comparemos este tipo de raciocinio com o cléassico. Classicamente
podemos demonstrar que @ V ¢ ¢ verdadeira provando que se tem —(—@ A ), sem que se
conhega qual das componentes p ou P € demonstravel. Também 3Jzp(z) pode ser
demonstrada classicamente por redugéio ao absurdo, mostrando que a sua negacio conduz a

uma contradigio, sem que fiquemos a conhecer um objecto apropriado a tal que p(a).

1.2 A interpretagcido BHK

Apresentemos entfio uma interpretacio informal do conceito de “demonstragdo”,
conhecida por interpretagio BHK (Brouwer-Heyting-Kolmogorov). Esta heuristica foi
inicialmente proposta por Heyting, que tentou ser fiel a filosofia de Brouwer e ao espirito
construtivista. Ao introduzir a sua proposta de semantica de demonstrabilidade para a logica
intuicionista, Kolmogorov utilizou uma abordagem fundamentalmente distinta da apresentada
por Heyting.

Enquanto Heyting interpretava a l6gica intuicionista baseado na nogdo de construgdo e
prova de um intuicionista, Kolmogorov (e mais tarde Gddel) esbogou uma interpretagdo desta
légica baseada na nog#o usual de prova (que, no sentido cléssico, é solugdo de um problema).
A proposta de Kolmogorov passava, portanto, por definir a logica intuicionista através da
matematica classica.

No trabalho que iremos desenvolver ao longo do terceiro capitulo ¢ essencial ter presente
os objectivos de cada autor e distinguir as duas abordagens, no entanto, por agora, se
encararmos cada proposigio como um problema e a solugéo do problema como a respectiva
prova, tal como Heyting posteriormente admitiu (Troelstra ¢ van Dalen, 1988), a esséncia
das duas interpretagGes € a mesma.

BHK descreve o que é uma demonstragio de uma férmula composta a partir das
demonstragdes das suas componentes. Supomos que a nogdo primitiva de demonstragdo de
uma férmula atémica é conhecida (como j4 foi referido entende-se por demonstragio um tipo
particular de construgio mental). Supomos também que as construgdes, que serdo designadas
pelas letras A, B, C, ..., tém determinadas propriedades de fecho. Por exemplo, se A ¢ B sdo
construgdes, entdio o par ordenado (A, B) € uma construgéo e A(B) é uma construgéio que se
obtém aplicando a construgiio A  construgdo B.

Consideremos como primitivos os conectivos A, V,—+e L 3 Suponhamos que D é um
conjunto nfio vazio de objectos ji construidos que, por abuso, vamos identificar com as

constantes que os designam.

30 simbolo L denota o absurdo (contradigio ou proposicio sempre falsa). Se considerdssemos — um conectivo
primitivo, em vez de 1 , terfamos que acrescentar 3 interpretagfio a suposiciio de que menhuma construgdo
demonstra uma contradigéio.
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BHK estipula que:

1. A é uma demonstragiio de ¢ A b sse A é um par ordenado (B, C) tal que B é uma
demonstragiio de ¢ e C é uma demonstragdo de .

3. A é uma demonstragdo de ¢ V % sse A é um par ordenado (a, C),emquea € {0,1} ¢
C é uma construgdo, tal que, se ¢ = 0 entfio C demonstra p, € se a = 1 entdio C demonstra 1.

3. A é uma demonstragio de p—¢ sse A ¢ uma construgdo que converte cada
demonstragiio B de @ numa demonstragdo A(B) de ¢.

4. Nenhuma construgdo é uma demonstragdode L .

5. A é uma demonstragio de Vzy(z) sse A é uma construgdo tal que, para cada d € D,
A(d) é uma demonstragiio de ¢(d).

6. A & uma demonstragio de 3z (x) sse A é um par ordenado (d,C) talqued € D e C
¢é uma demonstragéo de p(d). B

1.2.1 Observacdes:

1. O conectivo — define-se por —¢ : = ¢ = L . Resulta desta defini¢do que A é uma
demonstragio de —p sse A é uma construgéo que converte cada demonstragéo B de ¢ numa
demonstragdo A(B) de L . Como esta tltima néo existe, equivale a dizer que ¢ impossivel
encontrar uma demonstragéio B de ¢.

2. A interpretagio BHK dé-nos uma ideia intuitiva do que ¢ ou ndo correcto na légica
intuicionista. Reparemos, por exemplo, que esta interpretagdo dos conectivos é concordante
com as propriedades da disjungdo e da existéncia defendidas por Brouwer. A primeira
propriedade diz respeito ao facto de Brouwer considerar que uma demonstragdo de ¢V ¢
consiste ou numa demonstragio de ¢ ou numa demonstragio de . A propriedade da
existéncia traduz o facto de uma demonstragdo de Jxyp(z) consistir, obrigatoriamente, numa
construgio de um objecto apropriado, d, do dominio (ou na sua apresentagio, caso o dominio
seja suficientemente simples e ndo se levantem dividas acerca da pertenga do elemento ao
dominio) e numa demonstragdo de ¢(d).

Com os exemplos que se seguem ilustramos a utilizagio desta interpretago informal na
justificagiio da validade (intuicionista) de algumas regras.

1.2.2 Exemplos:

1. A 9= é verdadeira, quaisquer que sejam ¢ € ¥

Seja (A,B) uma demonstragio de ¢ A7. Tomemos uma construgio C tal que
C(A,B) = A (aplicagdo habitualmente designada por primeira projecgdo). C ¢ uma
construgio que converte cada demonstragio de ¢ A ¢ numa demonstra¢io de . Logo, por
definigdo, C é uma demonstragiio de ¢ A Y—p.
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2. (mp A —ah)=—(p V ) é verdadeira, quaisquer que sejam ¢ ¢ .

Seja (A, B) uma demonstragiio de —p A —p. Pela definigdo do conectivo -, A converte
uma demonstragiio de ¢ numa demonstragio de 1 e B converte uma demonstragdo de
numa demonstragdo de L . Pretendemos encontrar uma construgio C' que transforme (A, B)
numa demonstragio C(A, B) de —(¢ V 9). Tomemos uma demonstragédo (a,D)de V3.

Seja F uma construgio tal que E(a,D): = A(D) se a =0 ¢ E(a, D): = B(D) se
a=1.

Definida deste modo, a contrugio E transforma uma demonstragdo de ¢V 7) numa
demonstragio de L , portanto E demonstra —(p V 9).

Em qualquer dos casos ficou explicita uma construgdo C' que transforma a demonstragdo
(A, B) de que partimos numa demonstragéo de = (¢ V ).

Sendo assim, definindo C(A,B)=FE , concluimos que C demonstra
(- A—p)==(p V ).

3. (¢ V ©) =+ (—p A —p) é verdadeira, quaisquer que sejam ¢ © 1.

Seja A uma demonstragfio de (¢ V 9). Entio A converte uma demonstragéo de VY
numa demonstragdo de L . Pretendemos encontrar uma construgéio B que transforme A
numa demonstragio B(A) de —p A —tp. Tomemos uma demonstragdo C de ¢ ¢ uma
demonstragdo D de . Desse modo (0,C) e (1, D) sio demonstragSes de ¢ V 1 e, portanto,
A(0,C) e A(1,D) sio demonstragSes de L . Vamos definir uma construgdo E tal que
E(C) : = A(0,C) e uma construgio F tal que F(D): = A(1,D). Entdo E transforma C
numa demonstragio de L e F transforma D numa demonstragio de L . Sendo assim, E
demonstra —~p e F demonstra —p. Logo a construgio (E,F) demonstra —p A .
Finalmente, definindo B tal que B(A): = (E,F) obtemos a construgio pretendida,
concluindo que B demonstra —(p V 9) = (—@ A ).

4. Para quaisquer ¢ € 9, se p <> 9 é verdadeira entfio —~p «» —) também ¢ verdadeira.?

Basta demonstrar que se ¢ — 3 é verdadeira entio ) - —~p também o ¢, uma vez que a
demonstragio da outra implicagfio seria andloga.

Tomemos uma demonstragio E de ¢ — 1.

Seja A uma demonstragio de —7 ¢ B uma demonstragio de . Entio C = E(B)
demonstra 1. Como A converte uma demonstragio de ¢ numa demonstragdo de 1L
concluimos que A(C) demonstra L . Seja D = A(C) e tomemos uma construgéio F' tal que
F(B) = D. Notemos que a construgio F" assim definida demonstra —.

Para finalizar, tomemos uma construgio G tal que G(A) =F. G converte uma
demonstragio de ~7) numa demonstragio de —p, logo demonstra <) — —. B

40 conectivo +» define-se por p <+ % : = (= ¥) A (= ).
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1.2.3 Observaciio:

Notemos que, fazendo ¢ = - nos exemplos 2. ¢ 3. obtemos a validade de
(- A =) +> =(p V ). Sabendo que esta equivaléncia € valida, basta aplicar o
resultado obtido no exemplo 4. para obter a validade de —(—p A —gp) <= (@ V —p),
referida no exemplo 2. da secgéo 1.1.

1.3 Sistema de dedugdo natural para a logica intuicionista

A partir deste momento torna-se necessirio um sistema formal, com um conjunto de
regras légicas, para que ndo tenhamos que recorrer 2 interpretagdo BHK sempre que se
pretenda justificar a utilizagio de uma lei num determinado argumento construtivista. As
regras escolhidas deverdio traduzir, o mais fielmente possivel, o significado dos conectivos e
dos quantificadores, implicito na interpretagdo BHK.

O sistema de dedugiio natural que vamos descrever para a légica intuicionista, obtém-se,
essenciamente, do sistema de dedugdio natural utilizado na légica classica, através da
substituigéo da regra (——"), que nio ¢ intuicionisticamente vélida, pela regra ( L ), tanto no
caso da légica proposicional como no caso da l6gica de predicados.

E de referir que, analogamente ao que acontece na ldgica clissica, poderiamos ter
escolhido uma formalizagio através do cilculo de sequentes (Mints, 2000) ou uma
formalizagdo do tipo axiomdtico, normalmente designada por sistema de Hilbert (Troelstra e
van Dalen, 1988), em vez da formalizagio que apresentamos, cujo sistema ndo contém
axiomas mas apenas regras (sistema devido a Gentzen).

Antes de apresentar o conjunto de regras de inferéncia em que se baseia o sistema
dedutivo intuicionista vamos apresentar o alfabeto a utilizar na linguagem elementar ou de
primeira ordem £ (Oliveira, 1996).

Adoptamos os seguintes simbolos l6gicos:

e Conectivos proposicionais A, V, 1,3

e Quantificadores V, 3;

e Parénteses (, );

e Variaveis individuais z, y, z, ... (possivelmente com indices);
e Simbolo de igualdade = ;

e Parimetros o, 83,7, ...(possivelmente com indices)5;

50 conectivo - & definido como foi referido na secgio 1.2 ¢ o conectivo <+ ¢ utilizado, como temos ja vindo a
fazer, para abreviar uma dupla implicagéo.

60s parfimetros irdo desempenhar o papel reservado s varidveis livres nas formulas (def. 1.3.5). Apenas as
variéveis z, ¥, 2, ...podem ser quantificadas, néo os pardmetros.
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Simbolos ndo 16gicos:

e Simbolos predicativos ou relacionais P, @, R, ... (possivelmente com indices);
Escrevemos P"para indicar que P & n-ério;

e Simbolos funcionais ou operacionais f, g, h, ...(possivelmente com indices);
Escrevemos f™ para indicar que f é n-ério;

e Constantes individuais a, b, c, ... (que ndo sfo mais do que simbolos funcionais 0-

arios que denotam objectos ou individuos fixos).”

O conceito de derivabilidade (ou dedutibilidade) deste sistema corresponde a nogéo de
demonstrabilidade da l6gica intuicionista.

Os termos ¢ as formulas serdo definidos como é usual, sendo utilizadas as letras ¢, s, ...
(possivelmente com indices) como metavaridveis para termos, ¢ as letras do alfabeto grego

©, 1, ... como metavaridveis para formulas.

1.3.1 Definicdio

As varidveis, os pardmetros e as constantes sdo termos.

As expressdes da forma ft,...t,, onde ¢y, ..., ¢, sdo termos e f ¢ um simbolo funcional n-
ario, sdo termos.

Nada mais é termo.

1.3.2 Definicfio

Um termo fechado é um termo onde ndo ocorrem variaveis nem parimetros.

1.3.3 Definicéio

As regras de formagdo de formulas sfo as seguintes:

1. Se t1, ty sdo termos, entdio t; = ¢y € uma férmula.

2. Se 14,...,t, sdo termos ¢ P é um simbolo predicativo n-irio, entdo Pt;...t, ¢ uma
féormula.

3. 1 é uma férmula.

4. Se @, v sdo férmulas, entdio (¢ A ¥), (¢ V ¥), (p-»1) siio férmulas.

5. Se ¢ é uma férmula e z uma varidvel, entdio Vzp e Iz sdo formulas.

Nada mais é fé6rmula .

7Convém referir que as letras utilizadas para as varidveis, parimetros, simbolos de predicados ou fungbes e
constantes s§o metavaridveis, que representam cada um dos simbolos de £, na metalinguagem relativa 2 linguagem L.
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1.3.4 Definiciio
As formulas dos tipos 1, 2 e 3 dizem-se atémicas.

1.3.5 Defini¢éio

Uma ocorréncia de uma varidvel z numa formula ¢ diz-se muda se essa ocorréncia
estiver no alcance de um quantificador em z. Caso contririo a ocorréncia da variavel diz-se
livre.

Uma variavel = diz-se muda em ¢ sse hi pelo menos uma ocorréncia muda de z na

férmula .

1.3.6 Defini¢io

Uma sentenga é uma formula onde ndo ocorre nenhuma variavel livre (pardmetro).

Referimos ainda que a linguagem proposicional intuicionista £°, além dos conectivos
primitivos e dos parénteses, compreende apenas simbolos de relagdes 0-arias p,q,7, ...,

possivelmente com indices, designadas por letras proposicionais.

Indicamos de seguida as regras, de eliminagio ou introdugio, para os conectivos e
quantificadores, nas quais se baseia o sistema de dedugdo natural intuicionista. As regras
mais simples sdo do tipo : e significam que das premissas imediatamente acima da linha
podemos tirar a conclusfio . Outras regras sdo mais complexas e envolvem o uso de
hipéteses, que no caso de serem tempordrias sdo descarregadas (eliminadas ou canceladas)

no momento da conclusdo final, tal como acontece na l6gica classica.

1.3.7 Notagiio:
A letra caligrafica D representa uma dada dedugéio ou derivagéo.
[e] o [H]
D D
¥ ¥
p—9Y  ou P

Esta regra significa que, se existir uma dedugdio D que de uma hipétese ¢ nos permita
concluir v, entéio podemos derivar p—).

Por outro lado, o facto de termos colocado ¢ entre parénteses rectos significa que ¢ ¢
hipétese relativamente a v mas ndo relativamente a ¢ — 1, ou seja, esta conclusdo final, ao
contrario de v, ja ndo depende da hipdtese . Neste caso dizemos que a hipétese temporaria
¢ foi descarregada ou eliminada aquando da aplicacéo da regra.
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[ Regras de Introdugdo | | Regras de Eliminagdo |

(A*) & HEAE
(VD) s (V) 5 | (VD) [¢] [¥]
Dy Dy
VY o o
o
[e]
D
%) 5 (") £222 (MP)
(DL
(V) s (v-) =)
[(a0)]
D
’ —\ Jzp(z) o
(3+) 222, () e
1.3.8 Observacoes:

1. Na regra ( V ), a hipétese ¢ ndo deve ser utilizada na dedugfio D, e a hipétese 1) ndo
deve ser utilizada na dedugdo D1.

2. Na regra (V*), ¢(c) nfio depende de nenhuma hipétese em que o ocorra ¢ ()
obtém-se de ¢(c) substituindo todas as ocorréncias de a por z.

3. Na regra (V™), ¢ é um termo fechado e (t) obtém-se de () substituindo todas as
ocorréncias de z por t.

4. Na regra (3%), o termo ¢ é fechado e p(x) obtém-se de (t) substituindo pelo menos
uma das ocorréncias de ¢ por z.

5.Na regra (37), ag nio ocorre na conclusio o nem nas hipdteses utilizadas na derivagéo
D, excepto na particularizagio ¢(ap) que se obtém substituindo todas as ocorréncias livres
de z, em ¢(z), por ag.

6. A regra (=) é conhecida classicamente como Modus Ponens (MP).

Vejamos, através de alguns exemplos representativos, que as regras de dedugfio natural
apresentadas estdo de acordo com o significado dos conectivos ¢ dos quantificadores,
implicito na interpretagdo BHK.

1.3.9 Exemplos:

+) 2%
1L(A )somb
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Sejam A uma demonstragdo de ¢ ¢ B uma demonstragdo de . Entido formando o par
(A, B) obtemos uma demonstragéo de ¢ A 9.

2.(VT) 3%

Seja A uma demonstragdo de . Entfio (0, A) demonstra ¢ V 9.

3.(v7) [e] [¥]
Dy Dz
VY o o

Seja (a,C) uma demonstragio de ¢ V 1. Estudemos o caso a = 0 (o caso a = 1 seria
analogo).

Se a = 0, entfio (a,C) demonstra ¢. Por outro lado, a dedugdo D, fornece-nos um
processo (construtivo) de encontrar uma demonstragéo de o partindo da demonstragéo de .
Sendo assim temos uma construgio que transforma uma demonstragdo de ¢ numa
demonstragio de o, ou seja, temos uma demonstragio, digamos B, de ¢—o. Pela
interpretagio BHK, B(a, C) é uma demonstragdo de o.

4.(L1) 5

A justificagiio desta regra em termos de construgSes ndo & Obvia, uma vez que
concluimos  sem apresentar uma demonstragido sua. No entanto, reparemos que a regra esta
de acordo com a concepgdio intuicionista, na medida em que ¢ justificada pela interpretagéo
BHK. Segundo esta interpretagio nenhuma construgio demonstra L . Para justificar a regra,
dada uma demonstragiio de | deverfamos encontrar uma construgéio que a transformasse
numa demonstragio de . Ora, como ndo existe uma demonstragéo de L , nfio é necessario
procurar a referida construgfo. Portanto, a regra é valida e podemos concluir ¢ sem que seja
apresentada uma sua construgio demonstrativa. F importante referir que esta regra ndo ¢ uma
demonstragio de ¢ mas sim uma demonstragio de que podemos concluir ¢ dentro de um
raciocinio em que a determinada altura obtemos uma demonstragdo de L (que ndo pode

existir).

1.3.10 Defini¢éio

4 é dedutivel ou derivavel de ¢, ..., Pn , € €SCIEVEMOS 1, ..., Py I P, se existir uma
sequéncia finita de férmulas @1, ..., Pn, Pa+1, -, P (derivagio ou dedugdo formal) em que
cada uma delas é uma das n primeiras (hipéteses da dedugfio), ou uma hipétese
descarregada, ou ¢ inferida de uma (ou mais) das formulas que a precedem, por uma das
regras de inferéncia do sistema. A conclusZo final ¢ designa-se por tese.
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1.3.11 Definic¢io

Dado um conjunto (finito ou infinito) I" de formulas de £ e uma férmula v, dizemos que
1) é dedutivel (ou derivivel ou teorema) de T, e escrevemos I' - 7, se existirem ¢, ..., 05
em I, com n > 0, tais que ©1, ..., Pn - 9.

Consideramos a possibilidade de se ter n = 0 para admitirmos a existéncia de dedug¢des

sem hipoéteses.

1.3.12 Notacéio:

1. Utilizamos I, para abreviar I' U ¢.

2. Sendo este sistema de dedugdo natural diferente do classico, também o conceito de
derivabilidade que lhe esta associado é diferente e, portanto, deveriamos alterar a notacéo
usual - para, por exemplo, I ;.

No entanto, quando o contexto ndo deixar davidas acerca da logica subjacente,
continuaremos a utilizar o simbolo I e a falar de validade de uma dedugdo, em vez de

validade intuicionista de uma dedugéo.

1.3.13 Observacio
Daqui em diante, para apresentar uma derivagdo de determinada tese, eventualmente com
hipéteses, optamos por uma disposigdo vertical da dedugdo em detrimento de uma disposi¢do

em 4rvore, por nos parecer que se torna mais facil a sua leitura e verificagéo.

Uma vez que o sistema de dedugfio natural cldssico difere do intuicionista apenas na
aceitagdo da regra (——~), uma dedugfio classica que ndo utilize esta regra, nem nenhuma
que lhe seja equivalente, nomeadamente a redugio ao absurdo (RA), serd
intuicionisticamente vélida desde que as permissas o sejam (demonstragéo por indugéo no
comprimento das dedugdes).

Apresentamos uma lista de resultados, com a respectiva dedugdo, que podera
eventualmente ser util.

13.14 Lema

LE 1L < (pA-yp)
2.pF

3 e g

4. ¢ F ()

8Uma dedugcfio que inclua a lei do terceiro excluido n#o ¢ intuicionisticamente vélida. A demonstragio cléssica da
lei do terceiro excluido inclui uma aplicagio da regra (——7).
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5.0 (~p9p)

6. o, —p b —p

7. + -3zp(z) > Vzp(z)
8. F Az—p(z)>—Vzp(z)

9. 3z(p2h(x)) b p-3z9(z)

Demonstragio
1.F L «(pAp)
L (¢ A—¢p) resulta de uma aplicagio directa da regra (L) seguida de uma

aplicagdo da regra (—1).
Resta verificar que + (¢ A —p)— L .
1 pA-p [H]
2 p L (A7)
3 ol 1(A3)
4 1 2,3(—7)
5 (pA-p)»L 1-4(>7)

Nota: A regra ( L +) £ é conhecida como regra de introdugéo do absurdo.

2.0 —p
1 2 Hl
2 o [He]
3 pA-p 1,2(A )
4 oA+ L (leil)
5 1 3,4(~")
6 -—p 2 — 5(—t)

Nota: Sempre que, como se verifica neste caso, temos uma dedugéo com hipoteses,
podemos, através de uma ou varias aplicagdes da regra (=), descarregi-las e obter uma
derivagio sem hipoteses. No caso anterior bastaria acrescentar a linha

7 ¢+ 1—6(»%) e eliminar a hipétese H; para obter uma demonstragdo de
- Y.

3. |"' _I(p > —|—|—|¢

—p————p é um caso particular da lei que demonstrdmos no ponto anterior (ver nota).

Resta verificar que F ———p——p.
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1 - [Hy]
2 s ) (lei 2)
3 ¢ [Ho]
4 o 2, 3(—b_)
b A 1, 4( A +)
6 ———pA-—p—+L (leil)
7 1 5,6(—")
8 —wp 3-7(=%)
9 '—l—r—|g0—b—|(p 1 — 6(—>+)
4.0+ (¥-0)
1 4 Hl
2 9 [Ha)
3 oAy 1,2(AT)
4 ¢ 3(A7)
5 ¢ 2-4(=7)
5.0 F (~p—)
1 ¢ H,
2 - [H]
3 pAp 1, 2( A +)
4 9 3(L)
5 —pwp 2 4(")
6. b, b+ o
1 o H
2 v H
3 ¢ (Hs]
4 9 1,3(=7)
5 1 2,4( L)
6 o 3-—5>1)

Nota: A regra (MT) t’f‘T“"ﬁ é conhecida como Modus Tollens.
7. b ~dzp(z) > Vz-o(x)

F —3zp(z)-Vz-p(z)
1 —3up(z) (]
2 p(a) (Hy]
3 3zp(a) 2,3
4 —Azp(z) A3ze(z) 1,3(A)
5 —dzp(z)Adzp(z)» L (eil)
6 1 4,5(-7)
7 —wp(a) 2 — 4(-")
8 Vz—p(zx) 5(vt)
9 —Azp(z)Vz—p(z) 1—6(>1)
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F Vz—p(z)~—IAze(z)

[y

2
3
4
5
6
7
8
9
1

0

8. I Jz—p(z)>Vzp(z)
1

2
3
4
5
6
7
8
9
1

0

9. 3z(p-(z)) F prIz(z)

1.3.15 Observaciio:

Vz—p(z) [Hy]
Jzp(z) [Hy)
¢(ao) [Hs]
—4p(ax0) 1(V7)
p(ao) A —~p(on) 3,4(AT)
@(ao) A p(ag)> L (lei 1)
1 5,6(—")
1 2,3-17(3)
—Jzp(z) 2 - 8(=")
Vz-p(z)+-3zp(z) 1-9(=%)
dz-p(z) [Hi]
Vzp(z) [He]
—p(ap) |Hs]
p(ao) 2(v7)
—p(0n) A p(ao) 3,4(AT)
—p(ao) A p(ao) L (lei)
1 5,6(—")
L 1,3-7(3)
—Vzp(z) 2 - 8(=")
Jz-p(z)-Vrp(z) 1-9(=)
1 3z(py(z)) H
2 v [Ha)]
3 (o) [Hs]
4 (o) 2,3(="7)
5 Jze(z) 4(3T)
6 Hz(z) 1,3—-5(37)
7 e=dzp(z)  2—6(-7)

Recordemos as regras classicas de introdugdo da negagéio (%) e de redugfio ao absurdo

(RA) ou (—7):

v [H]
D
1

- (RA)

—p
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A regra cléssica (—*) & intuicionisticamente vélida pois resulta de uma aplicagdo da
regra (—). Contudo, a regra de redugéio ao absurdo no ¢ admitida pelos intuicionistas pois a
sua dedugdo, além da regra (- ), utiliza também a eliminag@o da dupla negagéio (==7).
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Capitulo 2
Seméintica de Kripke

2.1 Semdntica para a légica intuicionista

Referimos anteriormente que na légica intuicionista uma sentenca é valida se temos uma
demonstragiio construtiva para ela e ¢ falsa se a hipotese de que existe uma prova da sentenga
nos conduz a uma contradigio. Nesse sentido, ¢ de acordo com Brouwer, o significado de
“yalidade intuicionista” é “demonstrabilidade construtiva”.

Heyting ¢ Kolmogorov explicitaram essa definigdo de validade intuicionista através da
semantica BHK que introduzimos na secgio 1.2. No entanto, a seméntica BHK ¢ uma
interpretagdo informal que utiliza as nogGes de construgéo e prova (ou demonstragio) como
primitivas, ndo sendo portanto definidas.

Actualmente sdio conhecidas diferentes semdnticas da l6gica intuicionista’, que se
revelam adequadas na medida em que permitem estabelecer resultados de validade ¢
completude (Artemov, 1998 ¢ 1999). A formalizacdo da semantica BHK seria essencial para
estabelecer a completude da logica intuicionista com respeito a esta interpretagéo.

Na secgio que s¢ segue vamos introduzir uma interpretagdo seméantica diferente, que ndo
estd directamente relacionada com a interpretagiio BHK. Esta seméntica deve-se a Kripke e,
por se revelar adequada 2 logica intuicionistal®, vai ser muito util na demonstragéio da nio
derivabilidade intuicionista de certos resultados.

Recordemos que, um modelo para o célculo proposicional classico, consiste numa
valuagéio das proposigdes com valores 0 ou 1. Obtemos dessa forma o estado do nosso
conhecimento: um conjunto conhecido de sentencas verdadeiras e um conjunto conhecido de
sentengas falsas (sendo que cada uma delas ou & falsa ou € verdadeira).

Na seméntica para a légica intuicionista proposta por Kripke, o nosso conhecimento
acerca de cada sentenga e da sua validade pode melhorar. Admite-se a possibilidade da
validade de uma sentenga ser indeterminada num determinado estddio do nosso
conhecimento e vir a ser estabelecida como certa num estadio de conhecimento posterior. O
significado de verdade ¢ portanto “j4 estabelecido como verdade” (verdade essa que sera
preservada com o avango do conhecimento). O significado de falso € “ainda ndo estabelecido

como verdadeiro™.

9Segundo Troelstra (Barwise, 1993) as interpretagdes para a légica intuicionista incluem-se num de dois tipos:
modificagdes do esquema BHK (ex: realizabilidade) ou seménticas do tipo “truth-value” (ex: modelos de Beth,
modelos de Kripke...).

10D¢ referir que inicialmente a seméntica de Kripke foi formulada para l6gicas modais.
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2.2 Modelos de Kripke

Parece-nos consensual a ideia de que um matemdtico pode, ao longo do tempo, aumentar
o universo de objectos que conhece e o namero de leis que estabeleceu até ao momento.
Consideremos entdo que temos diferentes estidios de conhecimento, que num determinado
estidio, k, temos um conjunto de objectos que construimos e um conjunto de sentengas que
estabelecemos, ¢ que num proximo estddio das nossas actividades mentais temos vérias
escolhas possiveis.

Um modelo de Kripke para a l6gica intuicionista satisfaz o Principio da preservacdo do
conhecimento: Se uma sentenga é valida num determinado estadio, entfio também & valida em
todos os estidios acessiveis a partir dele. Sendo assim, os estadios de actividade mental que
referimos devem ser parcialmente ordenados.

Antes de procedermos & formalizagdo da seméntica de Kripke procuremos compreender a
interpretagio dos conectivos que lhe é subjacente.

Como seria de esperar, em nenhum estddio podemos estabelecer a validade de L .

Se num determinado estidio tivermos estabelecido a validade de ¢ e a validade de 3
entdio podemos estabelecer a validade de ¢ A 1. Analogamente, se num determinado estadio
tivermos estabelecido a validade de ¢ ou a validade de v entdo podemos estabelecer a
validade de ¢ V 1. O conectivo — tem uma interpretagdo diferente ja que a validade de —y)
pode ser estabelecida num estadio sem que ¢ ou v tenham sido estabelecidas. Podemos
estabelecer a validade de =, no estidio k, se soubermos que sempre que num estadio
futuro (incluindo o k) se estabelecer ¢ entdo também se estabelece .

A validade de Vzp(z) é estabelecida, no estddio k, se em qualquer estddio futuro
(incluindo o k) para todos os objectos d existentes nesse estadio, ¢(d) seja estabelecido.
Contrariamente ao que acontece com o quantificador universal, em relagiio ao quantificador
existencial ndio ¢ necessério ter em conta o futuro, uma vez que o matematico construtivista
apenas afirma a existéncia de um objecto com determinadas propriedades quando j4 o
construiu. Sendo assim, a validade de 3z (z) € estabelecida, no estadio , se j4 construimos
um objecto a tal que no estadio & se estabelega p(a).

Apresentamos em seguida a definigio de Modelo de Kripke para a logica de predicados
(introduzida inicialmente em 1965) com uma linguagem que contém apenas simbolos

predicativos ou relacionais.
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2.2.1 Defini¢fio

Um modelo de Kripke para a logica de predicados intuicionista é um quadruplo
f= (K, <,D, F),com K nio vazio, tal que:

(i) (K, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

(ii) D é uma fungdo (fungdo dominio) que a cada elemento, k, de K, faz corresponder um
conjunto ndo vazio D(k), tal que: Quaisquer que sejam k e k' pertencentes a K, se k < k'
entio D(k) C D(k'). Ou seja, D é monétona crescente (em sentido lato). Ao conjunto D(k)
chamamos dominio de & no estadio k.

(iii) F é uma relagdo bindria em K x P, sendo P o conjunto das formulas atémicas, tal
que:SekFE Pek’ > kentio k' = P.

Nota:

¢ K pode ser um conjunto finito pois num determinado estadio podemos optar por parar
em vez de prosseguir para um dos estédios acessiveis a partir desse.

o Os elementos de K designam-se por nds do modelo K.

e k E P lé-se “k forga P” ou “P é verdadeira no n6 k”.

e No caso da linguagem que estamos a utilizar, P pode ser uma letra proposicional
(simbolo de relagdo 0-&ria) ou um simbolo predicativo n-ario Pt;...t, em que os termos
apenas podem ser as constantes a, b, ¢, d, ..., (elementos dos D(k) que identificamos com os
simbolos que os representam) possivelmente com indices. Portanto, se kE P(dy,ds,...,dy)
entiod; € D(k) paral <i < n.

2.2.2 Notagfio:
Utilizamos k ¥ P com o significado “k ndo forga P” ou “P ndio é verdadeira no n6 £”.

A relagdo F extende-se as férmulas compostas da seguinte forma:

K;. Nio existe nenhum elemento k € K talque k = L .

K.kFpAYp =kEpekF

Ki.kEoVyYy =kEpoukF1

K4. k E o) == Paratodo o k' pertencente a K, se k' > k e k' F ¢ entdo k' E .
Ks. k F Vzp(z) = VK > kVd € D(K')(K F p(d)1

Ke. k F Jzp(z) :=3d € D(k)(k E w(d))

U, jmportante referir que por vezes, como neste caso, cometemos abusos 20 utilizar quantificadores na
metalinguagem por uma questio de brevidade e simplificagdo de escrita. Uma vez que explicitimos a interpretagéio
dos conectivos nesta semAntica, julgamos nfo ser dificil, em cada caso, distinguir os quantificadores na linguagem
objecto ou na metalinguagem. No entanto, apresentamos a negrito os simbolos V ¢ 3 na metalinguagem, evitando
uma possivel confuséo.
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Vejamos algumas consequéncias desta definigdo.

223 Lema
k  —p sse para todo k' > k, k' ¥ .

Demonstragio
kE—pssekEp— L sseVE >k, (K Fo=>FKF 1) sse VK >k, k' £ .12

2.2.4 Lema
kE ~—psse VE' > k3" > K (K E )

Demonstragiio

Suponhamos que estabelecemos Vk' >k 3k > K'(K” F ¢). Aplicando o Lema 1,
Vk' > k ndo se verifica (k' F —¢p), ou seja VE' >k, ¥ ¥ —p. Portanto k F ——ep,
novamente pelo Lema 1.

Na demonstragdo da implicagéo reciproca utilizamos um raciocinio pouco intuicionista
a0 nivel da metalinguagem.

Suponhamos que kF ——p. Entio pelo Lema 1, para todo >k k-
Consequentemente, por aplicagio do mesmo Lema, para todo k' > k, existe pelo menos um
E'> K talque k' E . B

2.2.5 Lema (Monotonia de F)
Vk, k' € K(se k' > ke k F p entdio ¥’ F ), qualquer que seja a formula .

Demonstracio

Demonstremos o lema por indugdo na complexidade das férmulas.

I, .Pela definigdo 1 desta secgdio, as férmulas atémicas verificam esta propriedade.

I,.Suponhamos que ¢ verifica a propriedade. Provemos que —p também a verifica.

Fixemos & € K tal que k F —. Entiio Yk’ > k (k' ndio forga ). Logo, VK’ > ¥’ (K’
ndo forga ) pois &’ > k. Sendo assim, k' = —p.

I.Suponhamos que ¢ e 1 verificam a propriedade.

Fixemos k € K tal que k F ¢ A 1. Entdo por K3 k F ¢ e k F 1. Segue-se, por hipétese
de induglio, que VK’ > k (K F ) e VK' > k (K Ev),ousejaVk' >k (K Fp ek F9).
Novamente por Ko &' = ¢ A 4.

12Jtilizamos o simbolo => como abreviatura da expressdo “Se ... entdo ...”.
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Fixemos k € K tal que k= ¢V 9. Entdo por K3 kF ¢ ou k k= 1. Por hipdtese de
indugdo, VK' >k (K E¢) ou VK >k (K F9), logo VE' >k (KEg ou K E).
Novamente por Kg k' E o V 9.

Fixemos k € K tal que k E o). Entdio, por K¢, V' > k (k' F ¢ = k' E ). Tomemos
k" > . Suponhamos que k" F . Entdo K’ I 4, pois k" > k. Como k" & um elemento
arbiteério de X maior do que k' podemos estabelecer que V&' > ¥ (K" F o = ¥ " E ), ou
seja, k' F -, novamente por Ky.

I, Fixemos k€K tal que kF Vze(z). Entdo, por Ks,para todo K>k,
vd € D(¥')(¥' F ¢(d)). Em particular, para todo k' > K, K'E o(b), qualquer que seja
b € D(K"), ja que k" > k. Logo k' F Vzp(z), novamente por Ks.

Suponhamos que ¢ verifica a propriedade. Fixemos k € K tal que k F Jzp(z). Seja
k¥ > k. Por Ke, 3d € D(k)(k F ¢(d)). Como k' > k, D(k) C D(k') e portanto d € D(k').
Ora ¢ verifica a propriedade, logo ¥’ F ¢(d) e consequentemente 3d € D) (k' F ¢(d)),
ouseja k' F Azp(x). B

Para especificarmos um modelo de Kripke vamos utilizar um diagrama em &rvore que
simboliza a estrutura parcialmente ordenada, escrevendo ao lado de cada né,k, do modelo, o

conjunto D(k) e as férmulas atémicas verdadeiras nesse nd.

2.2.6 Observagiio

Veremos adiante que uma formula é vélida num modelo sse for valida no seu primeiro
16. Pelo Teorema da Validade, se uma férmula ndo for valida num modelo entdo néo é
dedutivel na l6gica intuicionista.

Em cada um dos exemplos que se seguem apresentamos um modelo em que o primeiro
n6 ndo forga uma determinada lei classica. Sendo assim, com um contra-exemplo simples
mas adequado, provamos que formulas dedutiveis na logica classica ndo sdo dedutiveis para

os intuicionistas.

2.2.7 Exemplos:
Comecemos com alguns modelos na l6gica proposicional. Nesse caso, ao lado de cada
n6, apresentamos apenas as formulas atémicas verdadeiras nesse estadio.

L ko —pspeko oV p
kioo

X
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Neste modelo de Kripke, no né ko ainda ndo é conhecida nenhuma férmula atémica mas
no né k; é conhecida . Logo ko ¥ ¢ mas k; = . Pelo Lema 2, kg F ——¢. Sendo assim
podemos concluir que ko ¥ ——p—p.

Por outro lado, pelo lema 1, ky f —yp visto que k; F . Logo, como ¢ também ndo é
verdadeira no né ko, podemos concluir que ko £ ¢ V —p.

&V
ko

Neste modelo k; F ¢. Pelo Lema 1 concluimos que ky F —. Entdo, ko  —p porque

2. ko (mp V —mp)

ki E e kg  ——p porque ky F —p. Logo kg ¥ (—p V ——p).

3. ko £ (@ A ) (—p V )

Nenhum né deste modelo forga @ A. Logo koF—(pAv). No entanto,
ko £ (— V —1), visto que ko £ —p € ko £ —p.
Portanto, ko /& —(ip A )=(—p V —¢h).

4. ko ¥ (p)>(~9 V o)

ooy

K

Neste modelo kg F (). No entanto, ko —p pois ki F ¢ e ko, logo
ko V.
Portanto, kg £ (1b—p)(—2 V p).

Vejamos agora alguns modelos na légica de predicados.

5. ko ¥ —Vzp(z)=3z0(z)
Kiofab} @@ w(b)

Ko & {a}
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Observemos que ko - Vzo(z), pois ko ¥ p(a), e que k¥ Vzp(z) visto que
ky £ o(b). Entdio ko E —Vzp(z). No entanto, ko ¥ Jz—p(x) ji que D(ky) = {a} ¢
ko ¥ —p(a) porque k; E ¢(a). Logo concluimos que ko ¥ —Vzp(z)-+Iz—p().13

6. ko ¥ (p3zep(x)) - Iz (p—p(z))
Kiofab} ¢ w(b)

Ko o {a}

ko E p—3zip(z), visto que o tinico né que forga ¢ é ki ¢ ky F Jzep(x) pois ki F (b).
Reparemos, no entanto, que ko ¥ o—(a), ja que ki F o mas k £ 4(a). Logo, como
D(k,) = {a} concluimos que ko ¥ 3z(p—-(x))-

Portanto, ko ¥ (¢—3z3(z)) = Iz (-9 (z)).- B

2.3 Validade e Completude

2.3.1 Definiciio
(i) Uma férmula F ¢ valida no n6 k de um modelo de Kripke R sse k E F.
(ii) F é véalida no modelo & = (K, <,D, F)ssekF F, paratodoo k € K.

2.3.2 Observacgio
Notemos que, pelo Lema 2.2.5 (Monotonia de E ), considerando ko o minimo de K, F' ¢
valida no modelo £ sse ko = F'.

2.3.3 Notacéio
Se F ¢ valida no modelo £ escrevemos & = F'.
Se I' é um conjunto de férmulas, ultilizamos a notagéo A ET para abreviar F A

qualquer que seja a formula A € T

2.3.4 Definicéio

(i) Seja I' um conjunto de formulas. F' ¢ uma Kripke-consequéncia de I (escrevemos
T E F) sse em qualquer modelo £ onde se verifique £ F T', também se verifique RKEF.

(ii) F é Kripke-valida (K-valida) sse 0 F F’, ou seja, se e s6 se F' ¢ valida em qualquer
modelo.

Se F' é K-vélida escrevemos simplesmente F F.

13§ de referir que (b) ndo foi utilizado para estabelecer o que pretendfamos ¢, portanto, poderfamos omitir (b)
neste exemplo. No entanto, & importante notar que podemos ter conhecimento de uma férmula num estédio e nfo
utilizarmos esse conhecimento num determinado raciocinio.
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2.3.5 Observaciio

Em cada um dos exemplos que vimos anteriormente encontramos um modelo cujo
primeiro né n#o forga uma lei classica. Nao sendo vélida no primeiro nd, a lei néo ¢ valida no
modelo apresentado. Foram entdo apresentados contra-exemplos que mostram que as
referidas leis classicas nfio sdo K-validas.

2.3.6 Teorema (Validade ou Adequacéio)

Seja I' um conjunto de férmulas. Entdo I' - F = I" = F. Ou seja, se F' € derivavel de um
conjunto de férmulas T, entio F' é uma Kripke-consequéncia de I'.

Em particular, se + F entio F F. Ou seja, s¢ F' é uma lei dedutivel na logica
intuicionista, entdo F' é K-valida.

Demonstracio

Demonstremos o teorema por indugfio na derivagéio, D, de F' com hipoteses em I

Fixemos um modelo de Kripke & = (K, <,D, F).

Vamos utilizar a notagéio k E I para abreviar k F A, para todaa férmula A € T'.

I,. Se a derivagdio D consistir apenas na formula F, entdio F' € T'. Nesse caso é imediato
quekETl'=kkE F,paratodoo k € K.

I. Suponhamos agora que D termina com a aplicacdo de uma determinada regra de

derivagdo. Estudemos os diferentes casos possiveis. Fixemos k € K , tal que k = I

(A *) Se D termina com a aplicagiio desta regra entfio F' é do tipo 7 A s.
Por hipétese de indugdio, k F ¢; e k F 3. Logo k F 1 A py. Concluimos assim que
TEF.

( A7) Suponhamos que F' foi obtida de o1 A 5 por aplicagio de uma das regras (A 7).
Por hip6tese de indugio, k F ¢ A 9. Logo k ¢y € k = g, Portanto k = F.

(V) Neste caso F é do tipo ;1 V 3, obtida de ¢, por aplicagio de (V). Por
hipétese de indugdo, k F ;. Logo podemos concluir que k F ¢; ou k F ¢, Portanto k = F.

(Vv ) Suponhamos que F' foi obtida de ¢ V s, por aplicagdo desta regra. Por hipotese
de induggo:

LEET=kE (o1 Vo)

2kET,py=>kEF

3.kEl,po=kEFF

33



Como fixdmos k tal que k = T', concluimos que & F (i1 V 2), por 1. Logo, k F ¢, ou
k E .

No primeiro caso, temos que k E ¢; e k F I, ou seja, k F ¢y UT'. Entéio, k F F', por 2.
No segundo caso, temos que k F ¢, e k E T, ou seja, k F 3 UT. Entdo, k F F, por 3. Em
qualquer dos casos, k = F. Portanto, I' & F.

(=) Neste caso F é do tipo 1—%p2. Por hipétese de indugdo, EET, o1 = kF ¢,
qualquer que seja k € K.

Queremos provar que k F p;—p,. Tomemos k' > k tal que &' F ¢;.

Pela propriedade da monotonia, se kFI' entdo k' FT'.Temos entdo que k' FT e
K E 1, ou seja, k' FT'U ;. Logo, pela hipétese de indugdio, k' F . Fica assim provado
que k F @19, ou seja, k F F.

(=) Suponhamos que F' foi obtida de ;-3 e de ¢y, por aplicagdo desta regra. Por
hipétese de indugdo, k F (p1—p2) e k F 5.

Sendo assim, para todo k¥’ > k , se k' E ¢, entfio k' E ;. Em particular, também para k,
kE g = kF @y Logo, k F @, ouseja, k F F.

( L) Suponhamos que a dedugio D, com hipéteses em I, termina com a aplicagfo desta
regra. Por hipétese de indugdo, para todo o k € K, (kFI'= k¥ L ). Como nenhum né
pode forcar L, nenhum né pode forgar I'. Logo a afirmagio “para todo o k € K,
(k ET = k k F)” é verdadeira. Portanto, I' = F'.

(V+) Suponhamos que F' foi obtida de uma férmula ¢ por meio desta regra. Sendo
assim, F ¢é do tipo Vzp(z). Por hipétese de indugdo, para todo o k€K,
Vb € D(k)(k =T = k F o(b))*. Queremos provar que para todo o k€K,
Vb € D(k)(kF T = k & Vzp(z)).

Fixemos k € K talque k F T".

Seja k' > k e c um elemento arbitrario de D(k'). Por monotonia, k' F I

Por hipétese de indugfio, k' = I' = k' E ¢(c). Entdo k' F ¢(c) e logo k = Vzo(z).

(V™) Por hipétese de indugéo:

Paratodo o k € K, Vb € D(k) (k E T = k E Vzp(z)).

Partindo desta hipotese, é imediato que para todo o k€ K, Vbe D(k)
(kET = kFp(b)). Logosek FI"entdo k F F.

14pejo que vimos na 2.° observagio de 1.3.8 (pig. 19), b ndo pode ocorrer nas formulas de I’ (hip6teses da
dedugdio).
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(3*) Por hipétese de indugdo:

Paratodoo k € K, (k=T = k F ¢(a), para algum a € D(k)).

Partindo desta hipétese, é imediato que para todo o k € K, (kFT = k F 3zp(z)).
Logose k ETentio k F F.

(37) Por hipétese de indugdo:

1. Paratodo o k € K, (k F T = k F Jzp(z)).

2.Paratodoo k € K,se k E e k E (b), com b € D(k), entido k F F'.

Fixemos k € K tal que k E=T. Por 1, k E ¢(a) para algum a € D(k). Entio kFT e
k E ¢(a). Logo,por2, k= F.

2.3.7 Observacio

Como consequéncia directa do Teorema da validade temos que as leis classicas ——p—p,
(@ V=), (o V=), (¢ A} V1), (o) V), Vzp(z)-+3zp(z) €
(p=3z9(z))»3z(p1h(z)), apresentadas no exemplos 1-6 desta secgdio como formulas que

ndo sdo K-validas, nfio sdo derivaveis na logica intuicionista.

As definigdes que a seguir introduzimos vdo ser-nos muito dteis para obtermos o

Teorema de completude da seméantica de Kripke relativamente  lgica intuicionista.

2.3.8 Definigéio
Seja I' um conjunto de sentengas numa determinada linguagem L. I' € consistente se ¢ s6
sel' i/ L.

2.3.9 Definicdo

Seja I' um conjunto de sentengas numa determinada linguagem £ e C um conjunto de
constantes dessa linguagem.

I" é C-Saturado se e sO se:

(i) T é consistente

)T+ ¢ = p €I (ouseja, I' é fechado para )

(i) TFoVep=>TFepoul' F¢

(iv) T I 3zp(z) = existe ¢ € Ctal que p(c) € T.

2.3.10 Observaciio
Poderiamos ter apresentado uma defini¢dio ligeiramente diferente substituindo as duas

tltimas alineas por:
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(i) VY el >pecl ouypel’
(iv) dzp(z) € ' = existe c € C tal que p(c) € I.

O Lema que a seguir demonstramos descreve como construir uma extenssio C-Saturada de

um conjunto I' de sentengas numa determinada linguagem L.

2.3.11 Lema (Lema da Saturagéo)

Consideremos, numa determinada linguagem £, um conjunto consistente de sentengas I
€ uma sentenga @ qualquer.

Se I I# ¢ entiio existe I C-Saturado tal que IV D T e I I .

Demonstragio

Comecemos por extender a linguagem L, relativa a I, através de um conjunto numeravel
de constantes C = {cp, ¢y, .-+, Cn, -..} que ndo pertengam a L. Designemos por L' essa nova
linguagem.

Vamos construir I através de uma reunifio de extensdes de I' taisque T° C T C I'? ...

Tomemos I'® = I'. Suponhamos que I'* é conhecido, contém apenas um niimero finito de
novas constantes e ' |£ .

Vamos dar uma definigdio indutiva das extensdes I'*, considerando os casos & par ou k
impar.

Caso 1. Se k ¢ par, procuremos a primeira nova constante ¢; que ndo pertece a I'* e a
primeiral3 sentenga existencial 3zt () ndo utilizada anteriormente, tal que I'* - Jxe(x).

Definimos a nova extensdo por T¥*1 : = I'* U y(g;).

Caso 2. Se k é impar, procuremos a primeira sentenga disjuntiva v, V 15 ndo utilizada
anteriormente, tal que T'* - 4 V 1s.

Notemos que I, - e I'*,4; - ¢ ndo podem ocorrer simultaneamente, caso
contrério teriamos I'* - ¢ por aplicagdo da regra ( V ~). Sendo assim, a nova extensdio fica

. ¥ Uy, se T, 9 @
- N > ’
bem definida por I'*"' : { T Uy, se T, 4 ¥ 0

Seja entdo IV = |J{I** : k € N}.

E imediato que [V D T. Provemos que I & C-Saturado e que I | .
Comegamos por provar que IV é C-Saturado.

(i) E imediato que I & consistente, atendendo a forma como foi definido e ao facto de T’

ser consistente.

15Supomos fixada uma enumeragfo das formulas de £'.
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MIFh Vi =>T'Foul’

Seja k o menor mamero natural tal que I'* - 4, V 12. Sendo assim, a sentenga 97 V
ndo foi utilizada numa etapa anterior e pode ser utilizada na etapa k ou em qualquer etapa
posterior a k, digamos /, uma vez que também ai se tem Y | 4y V 1bo. Entiio 11 V ), vai ser
utilizada numa etapa h > k. Logo, ¥, € T**! ou 1, € T**! ¢, consequentemente, pela
definigio de I, 1, € IV ou 1y € I". E agora imediato que IV - 43 ou I |- 4h,.

Gi) "y =>p el

Se I |- 1), entiio I' |- 4, V 2 e, pelo caso anterior, ¢; € I".

(iv) I I Jzyp(z) = existe ¢ € Ctal que p(c) € I".

Seja k o menor niimero natural tal que T* - 3z1)(z). A sentenga Az1)(z) ird ser utilizada
numa etapa h > k. Logo, para algum c; € C, 9¥(c;) € . Como I'**! C I' podemos
concluir que existe ¢ € C tal que ¥(c) € I'.

De (i), (ii), (iii) e (iv) concluimos que I'" é C-Saturado.

Resta verificar que I' I ¢.

Provemos que I'* |/ ¢, por indugdo em k.

Para k = 0, ['* = T e, por hipétese, I i .

Verifiquemos o passo de indugdo considerando os casos k par ou k impar.

Consideremos que k é par ¢ I'* |£ . Por definigio, ['**! = I'* U4)(c;) onde ¢; nio
pertece a I'*. Suponhamos que T'**! |-, ou seja, I*¥ Ue(c;) . Nesse caso, como
I'* - 3z4(z) concluimos T'* I ¢ por (37), o que contradiz a hipétese de indugdo. Logo
I l,z ®.

Consideremos que k é impar ¢ I'* |£ ¢. Suponhamos que I'**! - . Entfio, por defini¢io
de TF*! vem I'* U4, ¢ , o que contradiz a suposigdo da definigio I'*, 4, I . Logo
IRag bz ®.

Acabamos de provar que, para qualquer &, T'* |£ .

Suponhamos entfio que I |- . Entéio existe pelo menos um k tal que I'** - ¢ ¢ obtemos
uma contradi¢do. Sendo assim, IV i/ . B

2.3.12 Observacio

Ao longo da demonstragdo anterior utilizimos frequentemente uma metalinguagem
cldssica (nomeadamente através de raciocinios por absurdo, onde esta implicita a utilizagfio
do Principio do Terceiro Excluido). Nos resultados que se seguem, essenciais para
demonstrar a completude da seméntica de Kripke, também iremos recorrer a essa
metalinguagem, pelo que seria dificil convencer, por este processo, um verdadeiro
intuicionista.
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2.3.13 Teorema (Existéncia de modelo)

Numa determinada linguagem £, consideremos um conjunto consistente de sentengas I' e
uma sentenga  qualquer.

Se I' i ¢ entdo existe um modelo de Kripke £, com primeiro né ko, tal que ko F I mas

ko I .

Demonstraciio

Se I' I ¢ entdio, pelo Lema da Saturagdio, existe [V C-Saturado tal que I D T' e IV £ .
Seja L' a linguagem, com conjunto de constantes C, das sentengas de I".

Consideremos uma sequéncia numeravel C;, ..., C,, ... de conjuntos disjuntos e
numeraveis de constantes que ndo pertencem a L'

Seja C () = CoUC, U...UC,, paran > 0, onde Cy = C.

Tomemos um modelo de Kripke £ = (K, <, D, F ) tal que:

(a) K é o conjunto de todas as sequéncias finitas de nimeros naturais, consideradas na
sua ordem natural, ou seja, se¢ 74 e 7 pertencem a K e T = (0,1,2,..n) e
™ =(0,1,2,..m) entdo 7 < M ssen < m.

Refira-se que o nd ko € a sequéncia com apenas o niimero zero, que designaremos por _O)
O conjunto de sentengas validas nesse n6 é I e o conjunto de constantes correspondente é
Co=C.

®) D(R) =C(R) e L(R) = L/'UC(R)

(c) Seja At(7) o conjunto de todas as férmulas atémicas na linguagem £(72). Vamos
definir o conjunto de férmulas atomicas validas em cada n6, '(7), por indugdo no

comprimento de 72.

Relembremos que o conjunto de sentengas vélidas no primeiro né é IV C-Saturado.
Tomemos entio I‘(T))) =I"n At(ﬁ)).

Suponhamos que I'(72) est4 definido e vejamos como definir F(n_—l—l)), por forma a ser
C(n+1)-Saturado.

Consideremos uma enumeragio de pares de sentengas em L(7), digamos
(005 70)s (015 T1)5 -+vy (0%, T;)s ---» tal que para cada i > 0, T'(7) Ua, ¥ 7; (tomemos 7, = —;,
por exemplo).

Aplicando o Lema da Saturagéio a I'(77) U o,, para cada i, obtemos I';(7) saturado com
respeito a uma nova linguagem £;(7), verificando-se que o, € I';(7) mas T;(7) ¥ 7;. Seja
Ti(n+ 1) = (%) N AL(R).

Escolhemos entdo F(—;LT].—)) = L>Jol"i (m) e E(_m) = L>JO£1: @).

2 t 2

?
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A saturagio de I'( » + 1), com respeito  linguagem £( n+ 1), resulta da saturagéo
dos conjuntos [';( m + 1°), com respeito a L;(72).

Provemos agora o seguinte facto:

2.3.14 Lema

Paratodoo B € K, B E ¢ & I‘(?) F 4, qualquerquesejaasentengatbnalinguagemﬁ(ﬁ).

Demonstraca:

Provemos o lema por indug@o na complexidade de .

1. Se 9 for atémica a equivaléncia é verdadeira por defini¢do de I'(®), ja que
R Ep o eD(R) e [(R) F v = o € [(7) porque, como vimos anteriormente, I'(7) é
saturado (numa linguagem adequada). A implicagdo ¥ € I'(%) = I'(7) | 1 é bbvia.

2. Suponhamos agora que a equivaléncia ¢ verificada por ¢ e 0.

Caso ¥ Ao.

Sabemos que TE YAo & TE P e T Eo. Por hipétese de indugio,
REpol@trypernEooN(R)FoMasT(R) Fpe(R) Fosse () - Ao,
por aplicagio das regras da conjunggo.

Logo, B EpAc o T(R)FyAoa.

Caso 9 V 0. Demonstremos separadamente cada uma das implicagGes.

(@ TEY Vo < 7 Eyou 7 E o. Por hipdtese de indugio, I(R) ¢ oul(®) Fo.
Logo, por aplicagdo de (V +), () F ¢ V o.

(b) Recordemos que, na linguagem adequada, I'(7) ¢ saturado. Logo, se (@) FyVe
entio I'(7) 9 ou I'(R) F o. Por hipétese de indugdo, 72 =4 ou 7k o e, portanto
REYPVa.

Caso y—0o.

(@) 7 E¢—0o. Suponhamos, com vista a um absurdo, que [(7) ¥ ¥—0o. Entio
T(7),% ¥ 6. Pelo lema da Saturagdo, existe ['(73) saturado tal que I'(m) D T(R)U¢ e
L'(M) ¥ 0. Ora, se 9 € I['(M) entdio ['(M) I ¢ e, por hipétese de indugdo, 7 k 4. Por outro
lado, como M, > ReRdE 1/)—>atambémml= o

De MEy—c e mE ¥ concluimos  E 0. Novamente por hipétese de indugdo,
I'(M) - o. Contradigsio. Logo, I'(7) - 0.

b I‘(’??) I ¢—0. Queremos provar que 7 E —o. Consideremos 74 > T tal que
™ k= 4. Por hip6tese de indugdo, ['(72) - . Como I'() 2 I'(R), ['(m) I ¥—0. Logo, por
aplicagdo de (»~), I'(M) I o e, novamente por hipétese de indugdo, m E 0. Concluimos
entdo que, paratodooﬁ >, semE tﬁentéoﬁfh o, logo,?l= 0.
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Caso Jz(x).

(@ Se WF3Izp(z) entio 3Id € D(R)(7 E ¢(d)). Pela hipétese de indugdo,
I'(7) I 1(d), para algum d € D(7), e, por aplicagdo de (I*), (7)) + Jzyp(x).

(b) Pela saturagio de ['(R), se ['(R)F Jzyh(z) entdo existe ¢ € C(7) tal que
¥(c) eT(R). Ora, se t(c) € () entio 7 Ee(c), com ce D(7) e, portanto,
7 E Izy(z).

Caso Vzi(z).

(a) Se 7 Vai(z) entdo para todo o 7 > 7 ¢ ¢ € D(m), M F 1(c). Por hipétese de
indugfio, I'(m) I 1(c). Suponhamos que I'(7) I Vzy)(z). Seja a uma constante pertencente
a uma linguagem de um né superior a 77, mas néo pertencente a £(77), ou seja, a € C™+., tal
que T'(7) ¥ 9(a). Pelo lema da Saturagfio, existe ['(7}) saturado tal que I'(m) D I'(7) e
T'(m) V¥ 4(a). Contradigdo. Logo, I'(7) + Vai(z).

(b) Se I'(R) F Vzyp(z) entdio T(R) + 4(c), qualquer que seja c, por aplicagio de (V).

Por hipé6tese de indugdo, 7k 1(c), qualquer que seja c, e, portanto, 72 Vzi(z).
c.qd

Finalizamos a demonstragio do Lema 2.3.14. Tendo em conta este facto torna-se facil
terminar a demonstragfio do teorema da existéncia.

Ao longo desta demonstragéo construimos um modelo £ cujo primeiro no, 3, forga I,

) -

vistoque 0 FIVel' C I,

Por outro lado, I I ¢ implica que I‘(B}) /¥ . Portanto, pelo lema que acabamos de
provar, K # .

Assim, como kp = _6), temos que ko F ' mas ko ¥ . W

Desta forma reunimos todas as condigdes para provar o teorema que nos propusemos

obter no inicio desta secgéo.

2.3.15 Teorema (Completude)

Seja I' um conjunto de féormulas fechado e F' uma sentenga. Entio I' = F = T'F F. Ou
seja, se F' € uma Kripke-consequéncia de um conjunto I, entio F é derivavel de I.

Em particular, se F F entio I F'. Ou seja, se F' é K-valida, entdio F' é uma lei dedutivel

na légica intuicionista.
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Demonstraciio

Partindo da hipétese I'" = F, suponhamos, com vista a um absurdo, que T |/ F.

Pelo teorema anterior, existe um modelo de Kripke £, com primeiro né ko, tal que kg E T
mas ko £ F. Portanto, A T mas & ¢ F, logo I' ¥ F', o que contradiz a hipdtese inicial.
Concluimos entdoque I' - F. ll

Vimos anteriormente como a simplicidade desta semaéntica permitiu refutar alguns
resultados classicos. Para finalizar este capitulo pretendemos apresentar ainda mais duas
aplica¢les quase imediatas desta seméantica.

Recordemos as propriedades intuicionistas da disjungéio e do quantificador existencial

referidas na secgéo 1.1.

2.3.16 Definic¢ao

Um conjunto de sentengas I" verifica a:

(a) Propriedade da disjuncéiose: ' o VY = T'Fpoul | e.
(b) Propriedade da existéncia se: I' - 3zp(z) = ' - p(a).

(Sempre que em ¢ V ¥ e 3zp(x) ndo ocorrem varidveis livres)

Referimos j4 que a logica classica ndo admite as propriedades da disjungdo e da
existéncia. Provemos que a logica intuicionista (sem simbolos funcionais) goza destas

propriedades.

2.3.17 Teorema (Propriedade da disjung#io)

A ldgica intuicionista, sem simbolos funcionais, goza da propriedade da disjungéo.

Demonstraciio

Suponhamos, com vista a um absurdo, que @ Vi mas I/ pe I 4.

Entdo existem modelos de Kripke £; e &2 com primeiros nés k; e kg, respectivamente,
tais que k; £ ¢ e ka £ 1. Sem perda de generalidade suponhamos que os respectivos
conjuntos parcialmente ordenados K; e K, séo disjuntos.
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Seja & o modelo de Kripke representado na figura anterior, com a linguagem conjunta de
£ e Ry, digamos £, com K = K; U K3 U {ko} sendo k; um né que néio pertence a ) nem a
Ao, ou seja, ko ¢ K3 U K.

Seja I'(k) o conjunto de sentengas verdadeiras noné k € K.
Fl(k), sek € K;

Tomemos I'(k) = { Tz(k),se k € K,
C,sek=1Fk

Onde C é o conjunto de constantes da linguagem L.

Deste modo £; e £ sio sub-modelos de K, na medida em que a relagdo binaria =
induzida em £, por meio de &, coincide com a sua antiga relagio F (van Dalen, 1983).

Por hipétese, F ¢V 9, logo pelo teorema de completude, ko = ¢ V 4. Por definigdo
(K3), ko E ¢ ou ko F 9. Mas se kg = ¢ entdio, por monotonia, k; = ¢ (contradigdio) e se
ko E 1 entdio, por monotonia ky F 1 (contradigdo).

Logo Fpou 3. 1

2.3.18 Observacéio
A demonstragiio da propriedade da disjungdo no caso da légica proposicional
intuicionista seria ainda mais simples. Bastaria colocar um novo né k; (abaixo de k; € k) em

que nenhuma férmula atémica fosse forgada.

2.3.19 Teorema (Propriedade da existéncia)
A légica intuicionista, com uma linguagem sem simbolos funcionais € com pelo menos

uma constante, goza da propriedade da existéncia.

Demonstracio

Suponhamos, com vista a um absurdo, que + 3z (z) mas ¥ ¢(a), qualquer que seja a
constanie a.

Para cada constante c¢ existe um modelo de Kripke &, com primeiro né k., tal que
k. I ¢(c). Utilizando um argumento analogo ao da demonstracdo anterior, construimos um
modelo de Kripke & tomando a unido disjunta de todos os &, e adicionando um primeiro n6
ko.

Por hipétese, - Jzp(z), logo pelo teorema de completude, ko = Jxp(x). Por definigdo,
existe uma constante a tal que ko = (a). Por monotonia, todos os outros nés forgam ¢(a), o
que contradiz o facto de existir um k, tal que k, I ¢(a). B
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Capitulo 3

Seméintica de demonstrabilidade de Artemov

3.1 A semintica desejada

Sergei Artemov, no seu artigo “Explicit provability: the inteded semantics for
intuitionistic and modal logic” apresentou uma solugfo para o problema, hd muito em aberto,
de formalizar a seméantica de demonstrabilidade definida implicitamente por Brouwer e
estabelecer a completude da l6gica proposicional intuicionista com respeito a essa seméntica
(Artemov, 1998). O ponto de partida, que constitui o alicerce de todo o trabalho
desenvolvido, é o sistema formal LP - Logic of Proofs - que interioriza as provas como
termos.

Neste capitulo vamos explorar o sistema LP, apresentar a seméintica desejada por Gddel
quando esbogou a sua I6gica de demonstrabilidade explicita em 1938 e demonstrar a validade
e completude de LP com respeito a essa semantica.

Pelas limitagdes de espago e por ser necessario ainda uma breve apresentacéio da logica
modal S4 de Godel para demonstrar que LP realiza S4, ndo nos serd possivel alongar este
trabalho por forma a obter a formalizagdo de BHK e estabelecer a completude da logica
proposicional intuicionista com respeito a essa seméntica. Limitamo-nos a fazer um esbogo

de todo o processo na secgdo prospectiva 3.6.

3.2 O Sistema LP

Antes de apresentar o conjunto de axiomas e regras de inferéncia em que se baseia o
sistema formal £P, vamos identificar a sua linguagem.

A linguagem de LP inclui:

e A linguagem usual da l6gica proposicional cléssica;

e Varidveis prova u, v, w, Z, 9, 2, ... (possivelmente com indices);

e Constantes prova a, b, c, ... (possivelmente com indices);

e Simbolos funcionais: simbolo 0-4rio !, simbolos binarios .e +;

e Simbolo predicativo do tipo “termo : férmula”.

Vamos utilizar 4, j, k, I, m, n, ... para designar nlimeros naturais.

3.2.1 Definicgéio
As variaveis € as constantes sdo termos.

S#o também termos as expressoes da forma !, £1.15 € £; + 12, onde £, ¢; € {5 sdo termos.
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Nada mais € termo.

3.2.2 Observagio

Os termos definidos anteriormente serdio designados por polinémios prova e notados por
p,T, 5,t.... Analogamente iremos utilizar a designagfio coeficientes para nos referirmos as
constantes prova, que ndo serfio mais do que provas de factos basicos, nomeadamente, de

axiomas proposicionais.

3.2.3 Definigiio

Seja t um termo qualquer e S uma letra proposicional.

As regras de formagdo de férmulas sdo as seguintes:

1. Uma proposigdo S ¢ formula.

2. Se t é um termo e A é uma formula, entdo ¢ : A é uma férmula.

3. Se A e B sio férmulas, entdio —A, (A A B), (AV B), (A- B) sdo formulas.
Nada mais é formula .

3.2.4 Observacio
A interpretagio da formula ¢ : A é “t é uma prova de A”. O mesmo termo ¢ pode ser

prova de vérias férmulas.

3.2.5 Notagéio

Nesta sec¢dio utilizamos:
AB,C,E,F,G,H,X,Y,Z,.. para férmulas;
T, A, ... para conjuntos finitos de férmulas;
?, '37, ?, ... para vectores de varidveis prova;,
B, 7,7, ... para vectores de polinémios prova;
#E para o namero de G&del de E.16

Sendo @ = (s1,...,5,) € ' = (F, ..., Fy,) escrevemos:
2 : T como abreviatura de (s; : Fi,...,8n : Fp);
VT como abreviaturade F; V ...V F},
AT como abreviatura de Fj A ... A F,

160 processo de godelizagiio (ou codificagfio) consiste em associar a cada simbolo, expressdo ou sequéncia finita
de expressdes, de L, (secgdo 3.3), um niimero natural.

Aos simbolos da lista -, A, V,~,(,),¥,3, =,0,', +, X, T, < associamos, respectivamente, os nimeros
1,2,3...15 e as varidveis x; (com i = 0,1, ...) os nimeros 16 + 2i. O nimero associado a cada simbolo s ¢ notado

por #3 ¢ designado por cédigo de s ou niimero de Godel de s.
Para extender a codificacio aos termos e férmulas, utilizamos a unicidade da decomposigfio em factores primos,

associando a cada expressdo s, s,...5; 0 codigo 2 x 32 x ... x pi*, onde p, € o k + 1-ésimo némero primo.
Finalmente, o processo é concluido associando a cada dedugfio £, &3, &, (sequéncia finita de express@es) o c6digo
3% x 5#a . x pie
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Vamos assumir que os simbolos funcionais tém prioridade em relagdo aos conectivos,
estabelecendo-se a seguinte ordem, comegando com o simbolo prioritério:
Lot,:y Hm AV, >

3.2.6 Definiciio
Sistema LP
Indicamos de seguida os Axiomas e Regras em que se baseia o Sistema LP.

Axiomas:

Ag) Niimero finito de axiomas-esquemal” da légica classica proposicional, na linguagem
de LP.

ADt:F-oF (Axioma de verificacfio)

A t: (FoG) > (s: F(t.s): G) (Axioma de aplicagdo)

Az)t: Falt:(t: F) (Axioma do verificador de provas)
ADt:Fo(s+t):F,s: Fa(s+1t): F (Axioma de escolha)

Regras de inferéncia:

Ry) F;g—i (Modus Ponens)

Rz) —— sendo A um axioma do tipo Aqg-A4 (Necessidade de Axioma)

3.2.7 Observacdes

1. O axioma A3 traduz formalmente a interpretagio informal do simbolo !: instrumento
através do qual um observador exterior a teoria verifica que, efectivamente, ¢ ¢ uma prova de
F.

2. Se retirarmos a regra R; ao sistema LP, obtemos o sistema LP,.

3. Notemos que n#o ha restrigdes para a escolha de ¢ na regra Ry, ou seja, dentro de uma

derivagdio, 0 mesmo coeficiente pode ser utilizado como prova de diferentes axiomas.

17Um axioma-esquema, ou esquema de axiomas, é um conjunto (normalmente infinito) de formulas, sendo cada
uma destas um axioma. O mais comum ¢ este conjunto de axiomas ser construfdo recursivamente. Refira-se a
titulo de exemplo, 0 axioma de indugfio da aritmética de Peano.

No entanto, certos autores, como Artemov, designam também por axioma-esquema cada um dos axiomas
seguintes, correspondentes a algumas regras de inferéncia (Dummett, 2000):

A+(B-A); A+(B-+AAB); AANB—A; AAB-B; A+AV B; B-AV B; AV B—+((A-C)=((B-C)-C));
(A~ B)=((A-(B~C))+(A~C)); (A»B)+((A»—B)—A); A+(—~A~B); VzA(z)—A(L); A(t)»IzA(x)

O primeiro axioma-esquema A—(B—A), por exemplo, corresponde a uma infinidade de axiomas particulares, um
para cada férmula A, afirmando que, se A é verdadeira entio B—A também o €.
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3.2.8 Definicio
Uma especificagdo de constantes, EC, é um conjunto finito de formulas do tipo c; : A4;,

em que ¢; é uma constante prova e A; é um dos axiomas Ag-Ay.

Pela definigdo anterior, cada derivagdo de LP gera uma EC formada pelo conjunto de
férmulas introduzidas por meio da regra necessidade de axioma, Rs.
Vejamos alguns exemplos representativos de derivagSes de LP e a forma como este

sistema formaliza a interpretagdo BHK.

3.2.9 Exemplos:
1.

1 t:(A»B)>(z: A= (t.z): B) (Ag)
Esta derivagdo, que consiste apenas no axioma Aj, traduz o facto de uma demonstragéo

de A- B ser, segundo a interpretagio BHK, uma prova que transforma uma demonstragéo x
de A numa demonstragéo tx de B.

2.

1 A-+(B-+AAB) (Ag)

2 ec: (A—D(B—DA A B)) 1 (Rg)

3 c:(A+(B—AAB))+(z: A=(c.z): (BHAANB)) (Ag)

4 z:A-(c.z):(B-ANADB) 2,3 (MP)

5 (c.z):(B-AAB)+(y:B-(cz.y): AAB) (A2)

6 z:A-(y: B-(c.z.y): AAB) 4, 5 (l6gica proposicional)
7 z:AANy:B-(cz.y): AANB 6 (16gica proposicional)

Se temos uma demonstragio de A e uma demonstragiio de B, entdo podemos obter uma

demonstragfio para A A B.
3.

1 A+AVB, BAVB (Ao)
2 a:(A+AVB),b:(B-»AVB) 1 (Rg)
3 z:A+azx):(AVB),y:B-b.y):(AV B) (A, e logica proposicional)
4 (az):(AVB)+(azxz+by): (AVB),

(b.y): (AV B)+(a.z +b.y): (AV B) (Ay)
5 z:A¥az+by):(AVB),y: Baz+by): (AVB) 3,4 (logica proposicional)
6 (z:AvVy:B)~+(ax+by): (AVB) 5 (16gica proposicional)

Se temos uma de duas hipdteses, ou uma demonstragéio de A ou uma demonstragio de B,
entdo temos uma demonstragio para A V B.
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3.2.10 Definigiio

Uma derivagiio ou deducio, em L7, de uma férmula A a partir de um conjunto (finito)
de formulas T, é uma sequéncia finita de férmulas, em que cada uma delas ¢ um elemento de
[ (hipétese da dedugdo), ou uma ocorréncia de um dos axiomas Ag-A4, ou ¢ inferida por
meio da regra R; a partir de duas férmulas precedentes, ou ¢ introduzida a partir de Rs.

3.2.11 Notagiio
I" I A significa que existe uma derivagiio de A a partir do conjunto I.
Deveriamos alterar a nota¢do usual  para, por exemplo, I /p. No entanto, quando o

contexto ndo deixar duvidas acerca do sistema subjacente, continuaremos a utilizar o simbolo
F.

3.2.12 Teorema da Deducgio
Sejam A ¢ B férmulas. Para todo o conjunto I', se I', A - B entdo I' - A—-B.

Demonstracio
Suponhamos que existe uma derivagdo de B com hipéteses I', A. Estudemos todos os

casos possiveis para introducéo da férmula B.

)BeTl

Consideremos a seguinte sub-derivagdo:
n B
n+1 B-(A-B) (Ap)
n+2 A-B 1,2 (Ry)

Se B €T entdio, obviamente, I' - B. Acrescentando a essa derivagdo, as trés linhas
anteriores, obtemos I' - A—B.

2)B=A

Por Ag, F A—A.Logo ' - A-A.

3) Suponhamos agora que B é um dos axiomas Ay — A4. Podemos obter a seguinte

derivagiio sem hipoteses:
l a:B (R2)
2 B-(A—-B) (Ag)
3 b:(B~+{A~B)) Ra)
4 ba: A-B (A; e logica proposicional)
5 (ba: A»B)+(A-+B) (A1)
6 A-B 4,5 (Ry)

Sendo assim + A-—+B e, portanto, I' - A-B.
4) Suponhamos que, na derivagio I', A |- B, B ¢ introduzido por meio de R; a partir de,
digamos, G- B e G. Estudemos os seguintes sub-casos:
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Se G=B, G €T entio I' - B por R;. Acrescentando a esta ultima derivagdo a sub-
derivagdo do caso 1) obtemos I" - A—B.

Se G—+B € I' e G = A entiio temos A—+B € I e obviamente I' - A-B.

Se GB=A e GeT entdo I' - G (pois G €I'). Continuando esta derivagio D

obtemos

1 r H

D

n G

n+1 G-((G-»B)-»B) (Ao)

5 (G-B)-~B n,n+1(R;)

Ouseja, '+ A-B.
5) Suponhamos, finalmente, que B ¢ introduzido, na derivagéio I', A - B, por meio de
R,, ou seja B é do tipo ¢ : F em que F' € um dos axiomas Ay — A4. Consideremos a seguinte
derivagéio sem hipdteses:
1 B R2)

2 B-(A-B) (Ag)
3 (A~B) 1,2 (Ry)

Sendo assim + A—B e, portanto, I' - A—+B. ll

3.2.13 Observagéo

A implicagdo do Teorema anterior é na verdade uma equivaléncia, ou seja, I', A - B sse
'+ A-B.

SeI' - A»B entdo I'; A+ A—B. Como é ébvio I', A F A. Logo, por aplicagio da regra
Modus Ponens, I', A+ B.

3.2.14 Notagiio
Utilizamos LP(EC) para designar LP, com a especificagio de constantes EC.

3.2.15 Proposi¢io (Lema do Transporte)

Seja D uma derivagdo do tipo Z : I, A+ F. Entdo existe uma prova polinomial
2, Ntalque:se ¥ : Aentio? : T, 7 : A+ ¢(2, ) : F.

Demonstracio

Demonstremos a proposi¢éo por indugéio na derivagéo D.
1)Casoemque F € Z:Tou F € A.
Se F =z;: A; € 7 : I tomamos t(?,?) =lz;jAquex; : A—z; : (z; : A;), por As.
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Se F' = B; € A tomamos W2, ) = vj.

2) Casos em que F' é um dos axiomas ou uma das regras de LP.

Se F' é um dos axiomas Ag - A4 escolhemos um coeficiente ¢ que ainda néo tenha sido
utilizado e tomamos {(Z, 7) = c. Por Ry F (2, ¥) : F.

Suponhamos que F ¢ introduzida por meio de R;, a partir de G=F' e de G. Por hip6tese
de indugdio, existem u(Z,7) e v(Z, 7) tais que:

Z:0,7:Aru(@,Y): G-oFeZ:0,7:A+v(@,7):G.

Por aplicagio de A, Z:T,7:Atuwv:F, portanto escolhemos
42, 7) = u@, (@, ).

Suponhamos que F' é introduzida por meio de Ry. Entdo F' é do tipo a : A, para alguma
prova constante a e axioma A. Por hipétese, Z:T,Abta:AeporAg,a: A-la: (a: A).
LogoZ:T, 7 : A} la: (a: A) e portanto escolhemos t = la. W

3.2.16 Nota: Em particular, se A i F' podemos construir uma prova polinomial () que
¢ produto de constantes e varidveis de uma prova ? de A, tal que T AF t(?) . F.

3.2.17 Coroldrio (Regra da necessidade)
Se |- F entfio existe uma prova polinomial p tal que p : F.

Demonstracio

Este corolario é uma consequéncia directa do teorema anterior. Pela demonstragdo do
teorema temos que:

Se F' é um axioma, p é uma prova constante.

Se F é introduzida por Modus Ponens a partir de dois axiomas, p € um produto de duas
constantes.

Se F é introduzida por Ry, p é uma prova do tipo !c onde c ¢ uma prova constante.

Podemos entdo concluir que a prova p existe e é um polinémio sem varidveis, apenas

com coeficientes, e sem a fungfo + . M

3.3 Interpretacgio associada a LP

O papel desempenhado pelo sistema L£P com respeito 4 nogéio de prova ¢ idéntico ao
papel desempenhado pelas fungdes booleanas da légica proposicional para a noglio de
sentenga (Artemov, 1998). Tal como as fungdes booleanas permitem obter o teorema da
completude da légica proposicional classica, também L7P ird permitir obter a completude da
légica proposicional intuicionista.
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Pelo que vimos na secgfio anterior, no sistema LP as provas sio também termos. Um
sistema com um operador verificador de provas, que admita as préprias provas como termos,
em particular, um sistema para a aritmética de Peano AP, constitui um modelo para LP.
Neste caso, os nimeros de G8del sdo o instrumento que permite interiorizar as provas como
termos. A aritmética de Peano, ndo sendo necesséria para demonstrar a validade da seméntica
LP, vai ser fundamental no nosso trabalho para estabelecer o Teorema da Completude.

Comecemos por identificar a linguagem de AP, L,,.

A linguagem L, inclui os seguintes simbolos néo 16gicos primitivos:

e Uma constante: 0 (zero)

e Trés simbolos funcionais bindrios: + (adigdio), x (multiplicagdo) e

T (exponenciag@o);

e Um simbolo funcional undrio: ’ (sucessor)

¢ Um simbolo relacional bindrio: <

Embora o simbolo < possa ser definido a partir de +, 0 e o simbolo T possa ser
introduzido a partir de x, optamos pela inclusdo destes dois simbolos nos simbolos
primitivos, por uma questio de simplificagdo de escrita.

A igualdade (formalmente um simbolo predicativo ou relacional) serd considerada como

um simbolo légico.

3.3.1 Defini¢iio

A constante 0 é um termo ¢ 0, 0", ... sdo termos (usualmente designados por numerais).

As variaveis aritméticas sfo termos.

Sdo também termos as expressies da forma ¢ x &y, t; T 13 € 11 + 13, onde #; e i3 sdo
termos.

Nada mais € termo.

3.3.2 Definiciio

1. Consideremos os termos #; € #5. Entdo 43, 3, 1 < #3 e t; = &5 sdo férmulas.

2. Se A e B sdo férmulas, entdo —A, (A A B), (AV B), (A B) Vzp(z) e Jzp(z) sdo
formulas.

3. Nada mais ¢ férmula.

As férmulas do tipo 1 dizem-se atémicas.
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3.3.3 Notagdio
Nesta secgdo utilizamos:
©, ¢... para férmulas aritméticas;
f, g, h... para termos aritméticos;
u, v, W, Z,Y, Z, ... para varidveis aritméticas!8;
A, e ¥ sdo classes de predicados da aritmética (a definir);
Continuaremos a utilizar i, j,k,l,m,n, ... para designar nimeros naturais. Se n ¢ um

namero natural, 77 designa o numeral correspondente.

Conforme Oliveira (1996), os axiomas da aritmética de Peano (teoria AP na linguagem
L,;) s3o os axiomas AP; — APy € 0 axioma de indug@o:

AP,.Vz(z' #0)

AP, Vzy(z' = yf»z =y)

AP;.Vz(z 4+ 0 = z)

AP, Vzy(z + ¢ = (z+y))

APs. Vz(z x 0 =0)

APﬁ.Vz(a: Xy =z xy+w)

AP, Va:(a: 10=0)

AP Vzy(z 1y =z Ty x x)

Axiomas de ordem:

APy. Vz (:1: £ O)

APy Voy(z <y «— z <y)

Axioma de indugio:

Axioma-esquema (Ind) V5 (2(0,3) A Vo (2, 7)-(#',9)) Vo (2,7))

3.3.4 Observacio
Na axiomatica apresentada utilizimos algumas abreviaturas, nomeadamente, t; # #, para
—I(tl = tz), t) £ iy para —l(tl < tg) e 1) <1y para (tl < tz) \Y (tl = tg).

Torna-se necessario neste momento fazer uma breve discussio da seméntica
normalmente associada a AP.

Cada termo fechado designa um vinico niimero natural (0 designa 0, 0’ designa 1, 0’ x 0"
designa 2...). Se t; e 5 denotam os niimeros naturais ¢ e j, ] designa i + 1, ¢; % ¢2 designa
ij, etc.

18Ujtilizamos a mesma notagfo para varidveis aritméticas de AP e variaveis prova de LP, cerios de que, em cada
caso, 0 contexto nos permite distinguir o tipo de varidvel a que nos referimos.
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Uma férmula de AP diz-se verdadeira se for verdadeiral® quando as suas varidveis
tomam valores nos elementos do conjunto N, da axiomética Zermelo-Fraenkel, 0,1,2... A
titulo de exemplo, a férmula z + y = y + x € verdadeira.

A foérmula 3xF'(z) é verdadeira se existir um niimero natural ¢ tal que o resultado da
substituigiio em F' de z por i é verdadeiro (teorema de ZF vélido em N).

Antes de prosseguirmos, e com o intuito de chegar a interpretagéo descjada da seméntica

LP, vamos deter-nos numa breve revisdo do conceito de recursividade.

Comecemos por recordar o conceito de recursividade primitiva.

Seja k > 1 um nimero natural. Consideremos g e r, duas fungdes de dominio N*~1 e
NF+1 respectivamente. Diz-se que uma fungdo f de dominio N* & definida por
recursividade primitiva, a partir de g e r, sse para cada um dos seus argumentos se verifica
o seguinte esquema recursivo (Felscher, 2000):

70, 2) = 9(2)

f(n+1,2) =r(f(n,z),n,2) paratodoo? € N--en > 0.

3.3.5 Definigiio

Uma classe F de fungdes diz-se fechada para a recorréncia primitiva (abreviadamente
FRP) sse:

e F contém as fung¢des recursivas primitivas iniciais:

(i) S ou ’ (sucessor)

(ii) Co (fungdo constante nula, ou seja, Co(n) = 0 para todo n € N)

(iii) p¥(projecgdes, pF(Z) = z; onde 7 € NF)

e F ¢é fechada para:

(iv) a superposicao?0

(v) a recursividade primitiva.

3.3.6 Definigdo
Uma fun¢iio recursiva primitiva é cada um dos membros da menor classe
recursivamente fechada primitiva (intersecco das classes recursivamente fechadas

primitivas).

19Na teoria de conjuntos ZF (Zermelo-Fraenkel).

20S¢ja f* uma fungfio de dominio N e gf', ..., g | fungdes de dominio N™.

A superposi¢o f*o<gy, ..., g—1> é a fungio h™(@) = f*(gf"(@), ..., g1 (). No caso k = 1 a superposicéio
reduz-se a uma composicio de duas funges.
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Resulta da definigdo que, f é recursiva primitiva se e s se existe uma sequéncia finita de
fungdes fo, ..., fr tal que f, = f e para cada j < n, ou f; € F por (i), (ii) ou (iii), ou entio f;
¢ obtida por meio de superposigdo ou recursividade primitiva a partir de algumas das funges
anteriores a f; na sequéncia.

Sendo assim, se as fungdes f; verificarem f;(7) = ¢(4,7), para alguma fungio ¢, e
fo = (0, 7) for recursiva primitiva, poderemos provar que f € recursiva primitiva utilizando
o axioma de indugdo Ind.

3.3.7 Exemplos

1. As fungBes constantes sdo recursivas primitivas.

Fixemos o numeral 7 e seja f : N¥ — N tal que f(Z) =7. Se m =0 entfio f &
recursiva primitiva por definicdo. Se 72 =7’ tomamos a sequéncia finita de fungGes
fiyr fuy ftalque fi =Co, fi = fl_;paracadal <i<ne f = f].

2. A adigdo é uma fungio recursiva primitiva.

Ora + (0,z) = pi(z) e + (¥,z) = (pg( + (y,7), 9, z)))’. Logo o resultado segue por
indugiio.

3. A multiplicagfio é uma fungéo recursiva primitiva.

Notemos que £ X 0 =0e z X ¥ = z X y + z. O resultado segue por indugiio, uma vez

que a adigfo é uma fungéo recursiva.

3.3.8 Definigfio

Uma fungfio é recursiva sse ¢ uma fungfo recursiva primitiva ou é obtida a partir de
fungdes recursivas primitivas iniciais por meio de um numero finito de aplica¢des da regra
do operador restricto x4 (Mendelson, 1997):

Assumindo que g(?, y) é uma fungdo tal que, para cada 2 € NF, existe pelo menos um
y tal que g(Z,y) = 0 e que py(g(Z,y) = 0) denota o menor y nessas condigdes, dizemos
que a fungfio f definida por f(Z) = ,u,y(g(?, y) = 0) & obtida a partir de g por meio do
operador restricto p.

3.3.9 Observagiio
N#o nos iremos deter mais na extensio da nogdio de fungo recursiva?! por nfio ser

necessaria ao que se segue. Referimos, no entanto, que hé diferentes formalizagGes

21Segundo a famosa Tese de Church, uma fungfio é recursiva sse é computével por um algoritmo ou procedimento
efectivo (Enderton, 2001), ou seja, o conceito de recursividade traduz exactamente o conceito informal de
decidibilidade. Recordemos que um conjunto é decidivel sse existe um processo de decisfio para o conjunto, ou
seja, um algoritmo que permita decidir, num namero finito de passos, para cada entidade s, se s é ou ndo um
clemento do conjunto.
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equivalentes para esta classe de fungSes, como por exemplo, fungSes computiveis pela
maquina de Turing (Rogers, 1967).
Vamos assumir que AP contém termos para todas as fun¢Ges recursivas primitivas.

Designemos esses termos por lermos recursivos primitivos.

3.3.10 Defini¢fio
Uma férmula recursiva primitiva standard ¢ uma férmula aritmética do tipo

f(2) = 0, onde f é um termo recursivo primitivo.

3.3.11 Definicio
Uma férmula standard de 33, é uma férmula do tipo Izp(z, _'(J), onde ¢(z, ?) é uma

féormula recursiva primitiva standard.

3.3.12 Defini¢fio
Uma férmula aritmética 1 é X, -demonstravel sse ¢ uma férmula equivalente, na teoria

AP, a uma férmula standard de ;. (A equivaléncia ¢ demonstrivel em AP)

3.3.13 Exemplos

Notemos que todas as formulas atémicas sdo X;-demonstréveis, ja que qualquer férmula
atémica é de um dos tipos t; = 0,8 =13, 8’ =to, hi+la =13, ty Xy =tz 0uz < y.

Orat,’ = t,, por exemplo, ¢é equivalente a Az (¢, = z).

Observemos ainda que z <y é X;-demonstrivel uma vez que ¢é equivalente a

Jz(z + 2 =y).

3.3.14 Definiciio
Uma férmula aritmética 9 é A;-demonstrivel sse 9 e —p sdo formulas equivalentes,
na teoria AP, a férmulas standard de ¥;.

As classes de fungdes que acabamos de definir gozam de propriedades muito
importantes. Na teoria AP, sendo S uma sentenga Y,-demonstrivel verdadeira, entdio ¢
derivavel (Boolos, 1993, pag.25)22. Logo, se uma sentenga A;-demonstravel é verdadeira, é
derivavel. Consequentemente, é também derivavel, em AP, a negagio de uma sentenga A;-
demonstravel falsa. Efectivamente, sendo F' ¢ —F X;-demonstriveis, segue do primeiro

22George Boolos utiliza uma definiglio ligeiramente diferente de formula ¥;-demonstrvel. Uma férmula ;-
demonstravel é uma férmula equivalente, em AP, a uma formula de ¥, sendo esta um dos membros da menor
classe que contém todas as formulas do tipo u =v, u=0, ¥ =v, u+v=w ¢ wv =w ¢ do tipo (FAG),
(F AG), 3zF,Vz < yF (sempre que contenha F' ¢ G).
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resultado que, aquela que for verdadeira é um teorema de AP. Se F' ¢ verdadeira - F e se F°
¢ falsa (—F é verdadeira) - —F.

3.3.15 Definigfio

Um predicado prova é uma formula A;-demonstrivel Prf, tal que para cada sentenca
aritmética ¢: AP | ¢ sse para algum n € N, Prf{n, #p)23

Prf(n, #yp) traduz que “n é o c6digo de uma derivagéo da sentenga ¢”

(Recordemos que #y é o nimero de Godel de ¢ ou cédigo da sentenca .)

3.3.16 Definicio

Um predicado prova Prf diz-se normal sse:

1. Para cada prova k, o conjunto T'(k) = {I : Prf(k,l)} é finito. Ou seja, a fungdo que
transforma % no conjunto de numerais T'(k) é computavel.

2. Para quaisquer nimeros naturais k e j, existe um nimero natural m tal que

T(k) UT(j) C T(m). Por outras palavras, 72 prova todas as sentengas que k € j provam.

3.3.17 Observagio
A primeira afirmagdo indica que cada k prova um nimero finito de férmulas.
A segunda afirmagéo indica que um predicado prova normal ¢ multi-conclusivo, ou seja,

para cada férmula h4 vérias provas e néio uma Unica.

3.3.18 Proposicio
Para cada predicado prova normal Prf, existem fungdes computaveis m(z,y), a(z,y) e
c(x) tais que, quaisquer que sejam as formulas aritméticas ¢, 1 e quaisquer que sejam os
nameros naturais k e n, as seguintes férmulas aritméticas sdo verdadeiras:
Prf(k, #(0~)) A Prfin, #p) — Prf(m(k, n), #3))
Prf(k,#o) » Piy‘(a(k, n), #p)
Prf(n, #p) - Prf(a(k,n), #0)
Prflk, #0) —»Pd'(c(k),#(Pﬂ(k, #ga)))

Demonstragéio

Sejam k e n tais que #(p—9) € T(k) e #p € T(n), ou seja, Prflk,#(o—+)) e
Prf(n, #yp) sdo verdadeiras. Entdo, por defini¢do de predicado prova, AP - p»p e AP |- ¢ .
Logo, AP |- ¢y por Modus Ponens. Novamente por definigdo de Prf, existe um ndGmero

23Por uma questio de simplificagfio de escrita iremos omitir as barras sobre os numerais 7 € #p.
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natural i tal que Prf{i, #1) é verdadeira. Escolhemos o menor i nessas condi¢es, digamos j,
e tomamos m(k,n) = j.

Sejam k e n tais que Prf{k, #p) e Prf(n, #p) sio verdadeiras. Por definigéo de predicado
normal, existe pelo menos um namero natural ¢ tal que T'(é) 2 T'(k) UT(n). Escolhemos
novamente o menor i que verifique a condigo, digamos j, e tomamos a(k,n) = j.

Finalmente, seja k tal que Prf(k, #p) é verdadeira.

Como Prfé A,-demonstravel e Prf{k, #yp) é verdadeira em AP, entéio AP F Prf(k, #yp).

Logo, por definigdo de predicado prova, para cada ¢ tal que p € T'(k), existe um natural
i tal que Prf(i, #Prf(k, #p)).

Como apenas existe um niimero finito de sentencas nessas condigdes, pois T'(k) ¢ finito
pela primeira propriedade de normalidade de Prf, fixemos um i para cada uma delas, por
exemplo, o menor que verifica a condigdo. Aplicando a segunda propriedade de normalidade
de Prf, existe um natural j tal que Prf( J, #Prf(k, #cp)), qualquer que seja a sentenga ( nas

condigdes dadas. Tomemos entdo para c(k) o menor dos j nessas condigGes. ll

3.3.19 Exemplo

A existéncia de um predicado prova normal é-nos garantida pelo predicado prova
aritmético Prova(z, y), que traduz “z é o cédigo de uma derivagéo da férmula de cédigo y”.

De facto, cada assergiio particular do tipo Prova(n, #F) é decidivel, verificando-se que:

Se p é uma prova de F entdio + Prova(#p, #F).

Se n ndio é o numeral correspondente a0 nimero de Godel de uma prova de F entdo - —
Prova(n, #F).

Recordemos o processo de godelizagdo (ou codificagdo) descrito na secgdo 3.2 (pag. 44).
As correspondéncias entre cada namero de Godel e cada sentenca aritmética e entre cada
nimero de Godel e cada derivagdo de AP, sdo injectivas. A cada sentenga/derivagio
corresponde um unico nimero. Dado um nimero natural, se for nimero de de uma
sentenga/derivagio é o inico nessas condigdes (pela unicidade da decomposicéo em factores
primos).

Notemos que O considerado como simbolo tem o cédigo 10, mas considerado como
expressio tem o cédigo 210 e considerando a derivago cuja dnica expressdo € 0, o seu cédigo
seria 32°. Ou seja, o codigo de uma derivagiio é sempre um nimero maior que o cédigo da
sentenga que prova. Sendo assim, cada k prova um nimero finito de sentengas.

Por outro lado, tomemos dois nimeros naturais k e . Através da decomposigio em
factores primos de cada um deles podemos descobrir a derivagio (sequéncia finita de
formulas) associada a cada um. Construindo uma derivagiio com todas as linhas das duas
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derivagdes anteriores (eliminando possiveis repeti¢des) e determinando o respectivo nimero
de Godel m dessa derivagiio, concluimos que 77 prova todas as sentencas que k e [ provam.

Logo, o predicado prova aritmético Prova(z, y) é normal. No que se segue iremos utilizar
a notagdo mais simplificada P(z, y), para este predicado prova.

Finalmente reunimos as condi¢Ges para definir a interpretagio desejada da semintica
LP.

3.3.20 Definicéo

Uma interpretagio aritmética para a linguagem de LP, que denotaremos por *, inclui:

e Um predicado prova normal, Prf, com fungSes computiveis m, a € ¢ como na
proposigio 3.3.18.

e Uma valuagfio para as letras proposicionais, por meio de sentengas aritméticas.

e Uma valuagdo para as varidveis prova e constantes prova, por meio de nimeros
naturais.

Além disso uma interpretagio * comuta com os conectivos booleanos, ou seja,
(AAB)'=(A"AB"), (AVB)' = (A"V B"), (A~+B)" = (A'»B"), comportando-se da

seguinte forma com os simbolos funcionais e predicativos:

(t.8)" = m(t",s")
(t+s)" =a(t's")
() =e)
(t: F) = P, BF)

3.3.21 Observacio

1. Sob uma interpretagdo %, uma prova polinémio ¢ é transformada num nimero natural
t* ¢ uma formula F' de £P é transformada numa sentenga aritmética F™*.

2. A interpretagéio de . é a fungdio m (associada ao predicado) que prova v sempre que ¢
prova i e s" prova . A interpretagiio de + ¢é a fungio a que prova ¢ sempre que t’ ou
s" provam ¢. Finalmente, a interpretagéio de ! é a fungfio ¢ que prova que efectivamente ¢*
prova a sentenga @.

3. A interpretagio de (¢ : F')* é precisamente a que desejavamos, ou seja, t* é uma prova
de F*. Para qualquer termo ¢ ¢ formula F', (¢ : F)* é A;-demonstravel.

3.3.22 Notacgiio
Seja X um conjunto de formulas de LP . Entdo X* = {F*: F € X}.
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3.3.23 Definigdo
Uma interpretagdo aritmética de uma especificagio de constantes EC, EC*, ¢ uma
interpretaciio-EC se todas as suas formulas s3o verdadeiras, ou seja, demonstréveis em AP.24

3.3.24 Definiggo

1. Uma férmula F' de LP ¢ valida (com respeito 3 semintica aritmética) se F* &
verdadeira sob todas as interpretagdes *.

2. Uma férmula F de LP é EC-vilida se F'* ¢ verdadeira sob todas as interpretagdes-EC.

3.4 Validade de LP

3.4.1 Proposigiio (Validade aritmética de LP;)
1. Se LP, - F entdo F € vilida.
2.Se LP, I~ F entdo AP - F'*, qualquer que seja *.

Demonstraciao
Suponhamos que LP, I F e demonstremos a proposigdo por indugfo na derivagio em LP.
e Casos em que F' é um dos axiomas Ag - Ay.
Ao. Suponhamos que F' é uma axioma-esquema da légica proposicional classica.
Neste caso, é imediato que a sentenga aritmética correspondente F* & verdadeira e

derivavel em AP.

A;. Suponhamos que F' édo tipot : A»A

Seja * uma interpretagdo qualquer. Entfio (¢ : A+A)* = Prj(?, #AT ) A*,

1. Provemos que (t : A—»A)* é verdadeira.

Se Prﬂt_‘, #_A“) ¢ verdadeira entdio t* é uma prova de A* e logo A* é verdadeira. Logo a
implicagio Prf(t*, #A*)—»A* & verdadeira.

2. Provemos que AP | (¢ : A+A)*.

Se Prf(t*,#A") é verdadeira entfio, por definigdo de predicado prova, AP I A*. Logo,
AP | Prf(*, #A% )~ A*, ou scja, AP I (£ : A»A)*.

Se Prf(t,#A") é falsa entio, sendo Prf uma formula A,-demonstrivel,
AP | —Prf(t*, #4%). Logo, AP |- Prf(t*,#A%)—»A*, ou seja, AP - (¢ : A—+A)*.25

2ATodas as formulas de EC* sdo do tipo Prf(c*,#A*), onde ¢ é uma prova constante ¢ A um axioma do tipo
Ay — A4. Como Prf é Aj-demonstrével, se Prf(c*, #A*) & verdadeira, entfio é demonstrével em AP.

25A0 longo desta demonstragfio utilizamos frequentemente os seguintes resultados:

Se AP |- p entio AP I Y e se AP I~ —p entdio AP |- o).
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A;. Suponhamos que F' édo tipo ¢ : (A—»B)—(s : A-(ts) : B)

Seja * uma interpretagdo qualquer. Entéo:

(t : (A-B)=(s : A-(ts) : B))‘l = Prf(t‘,#(A-oB)*)-D(Prj(s',#A‘)—»P)j((ts)',#B'))

1. Sejam k e n nimeros naturais tais que k = t* e n = s* e ¢, 1 sentengas aritméticas
tais que ¢ = A* e ¢ = B*. Pela Proposigdo 3.3.18, existe uma fungéio computével m tal que:

Prf(k, #(p—$)) A Prf(n, #p) - Prf(m(k,n), #) é verdadeira.

Logo, Prf(k, #(go—w,b))—»(Prf(n, #o)-Prf(m(k,n), #'z/)) também ¢é verdadeira e sendo
(t.s)" = m(k,n) pela definigdo 3.3.20, concluimos que F'* ¢ verdadeira.

2. Provemos que AP | Prf(t", #(A—B)*)— (Prj(s', #A"Y-Prf((ts)", #B'))

Por 1., Prf(t", #(A-B)¥)~(Prfls’,#4")~Prf{(ts)", #B") ) é verdadeira.

Suponhamos que Prf(t',#(A~B)*) é falsa. Entdo AP | -Prf(t',#(A~B)*) e logo
AP - Prf(t’, #(A~B)*)(Prfls", #4")Pef((t5)', #B") ).

Suponhamos agora que Prf(t", #(A—B)*) é verdadeira.

Entdo, por 1, (Prf(s', #A")-Prf((ts)", #B‘)) também ¢ verdadeira.

Se Prf(s*,#A") for verdadeira entio Prf((ts)’,#B’) é verdadeira e sendo Prf A;-
demonstrével, AP Prf((ts)",#B"). Logo, AP | Prf(s",#A")=Prf((ts)’,#B") e finalmente,
AP | Prf(t’ #(A~B)*)+(Prfls" #A )+Prf{(ts)', #B‘)).

Se Prfis’,#A") for falsa, APt —Prfis’,#A"), AP Prf(s", #A")-Prf((ts)", #B") e
novamente AP - Prf(i’, #(A~B)*)~(Prf(s’,#4")>Prf((ts)', #B")).

Ag. Suponhamos que F' é do tipo (¢ : A)-(1: (¢ : A))

Seja * uma interpretagdo qualquer. Entdo:

(b: A= tt: (62 A))* = Pof(e", #A)-Prf( ()", #PHA(L", #A%))

1. Sejam k um ndmero natural tal que k =* ¢ ¢ uma sentenca aritmética tal que
¢ = A*. Pela Proposigdo 3.3.18, existe uma fungio computivel c tal que:

Prf(k,#p) — Pr;/(c(k),#(Prj(k, #go))) ¢ verdadeira. Como, pela definigdo 3.3.20,
('t)" = c(k), concluimos que F'* é verdadeira.

2. Provemos que AP |- Pd(t',#A*)—»Pn"((!t)', #Pry‘(t',#A*)).

Suponhamos que Prf(t’,#A%*) ¢é falsa. Entio APF —-Prf(i",#4%*) e logo
AP Pn‘(t',#A*)—»Prj’((!t)',#Prf(t',#A*)).

Suponhamos que Prf(t*, #A*) é verdadeira. Por 1, Prj((!t)’, #Prf(t", #A*)) é verdadeira.
Logo AP Prf((!t)',#Pr_-f(t',#A“)) e portanto AP |- (£ : A1 : (¢ : A))*

59



A4. Suponhamos que F' édo tipot : A-(t+s): A

Seja * uma interpretagiio qualquer. Entdo :

(t: A~ (s+1): A)* = Prf(t, #A*)—»Pr_'/((s+t)', #A*)

1. Sejam k e n nimeros naturais tais que k = t*, n = s* e seja p uma sentenca
aritmética tal que p = A*. Pela Proposigéio 3.3.18, existe uma fungdo computivel a tal que
Prf(k,#p) - Prf(a(k,n),#p) é verdadeira. Sendo (i+s)" =a(t’,s"), pela definigdo
3.3.20, podemos concluir que F™* ¢ verdadeira.

2. Provemos que AP + Prf(t’, #A*)—»Prj'((s—i-t)‘, #A*) .

Suponhamos que Prf(t',#A*) ¢é falsa. Entio AP —Prf(t’,#A*) e logo
AP - Prf(t", #A*)—+Pr_—f((s+t)‘, #A*).

No caso de Prf(t",#A*) ser verdadeira, por 1, Pd((s+t)', #A*) também ¢ verdadeira e
logo AP I Pij((s+t)', #A*). Portanto, AP - (£ : A~ (s +1) : A)*.

e Caso em que F' ¢é introduzido, na derivagfo, por meio da regra R;.

R; . Suponhamos que LP; - F ¢ F ¢ introduzida por meio de R, a partir de G—F e de
G. Por hipétese de indugdo:

1. G-F € G sdo validas.

2. AP - (G—F)* e AP - G*, qualquer que seja *.

Seja * uma interpretagéio qualquer.

1. Por hip6tese de indugio, G*—+F* e G* sio verdadeiras. Logo F'* ¢ verdadeira.

2. Sejam ¢ e 7 sentengas aritméticas tais que ¢ = G* e 1 = F'*. Por hipbtese de
indugdo, AP + o) e AP |- . Logo, por Modus Ponens, AP |- 7). B

3.4.2 Corolario (Validade aritmética de LP)
1. Se LP(EC) - F entdo F' é EC-valida.
2. Se LP(EC) - F entdio AP - F'*, qualquer que seja a interpretagio-EC.

Demonstracio

Recordemos que LP(EC) néio é mais do que LP; com a especificagiio de constantes EC.

Suponhamos entdio que LP(EC) |- F.

Se a derivagdo se reduz a uma derivagiio em LP,, entlo, pela proposigio anterior, F' é
vilidae AP - F'*.

Se F' ¢ introduzido, na derivagfo, por meio da regra R,, entdo é uma férmula do tipo
c : A, pertencente a EC, em que ¢ é uma constante prova e A ¢ um dos axiomas Ag-Ay.
Nesse caso F' é verdadeira sob todas as interpretagSes EC, por defini¢do de interpretagdo-EC.
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Por outro lado, AP - F*, qualquer que seja a interpretagio-EC, ja que AP Prf(c* #A*)
(novamente por definigdo de interpretagdo-EC e por Prfser A;-demonstravel). B

3.5 Completude aritmética de LP
Nesta secgdio iremos utilizar uma formulagio de LP ¢ LP; por meio de sequéncias.
Notaremos estes sistemas por LPG e LPGy, respectivamente.

3.5.1 Definicsio
Designamos por sequéncia (ou sequente), um par ordenado de conjuntos finitos de
formulas de £P, (T' ,A), em que I' é o antecedente € A o sucedente. A notagdo que

utilizamos para a sequéncia é I' = A26,

Antes de apresentarmos os sistemas LPG e LPG,, fagamos um esbogo do trabalho que
iremos desenvolver nesta secgéio com o objectivo de obter a completude aritmética de LP.

Ap6s a apresentagdo do calculo de sequentes correspondente a LP ¢ LP,, comegaremos
por demonstrar que uma sequéncia ' = A é derivavel se e s6 se a formula AT-VA €
derivavel (Proposigdo 3.5.7).

Em seguida, descrevemos um processo para obter, a partir de uma qualquer sequéncia
ndo derivavel, uma sequéncia saturada ndo derivavel (Lema 3.5.10). Apresentamos ainda um
algoritmo para completar uma tal sequéncia saturada com todas as formulas que € possivel
obter aplicando as operagdes !, . ¢ + a todas as férmulas ja existentes (Lema 3.5.12). Estas
trés operagdes basicas (verificador de provas, aplicagiio e escolha) incorporadas em LP,
constituem a base para todas as operagdes com provas exprimiveis na linguagem
proposicional adoptada.

O passo seguinte serd definir uma interpretacio aritmética das férmulas de LP (na
demonstragio do Teorema 3.5.13) e estabelecer a completude de LP através de um
raciocinio por absurdo. Na seméintica associada a linguagem de LP verifica-se que a
interpretagdo de “¢ é uma prova de F™ ¢é uma férmula aritmética que traduz uma afirmacéo
sobre os codigos de t e F.

No final da secgdo (Corolério 3.5.22) poderemos concluir que, se uma férmula aritmética
for derivavel na teoria AP (Aritmética de Peano) e for uma interpretacdo de uma férmula F'
de LP, entio F' é uma férmula derivivel em LP. Reciprocamente, qualquer que seja a

férmula derivavel em LP, a sua interpretagio aritmética € derivivel em AP.

26Intuitivamente, uma sequéncia Aj, As,...A, = Bi, By, ... B, significa que a disjungio B,V By V...V B,
resulta da conjungio A; A Az A A,. A utilizagfo de sequéncias ¢ conveniente para sabermos, em cada passo da
derivagfio, quais as hipéteses que estfio activas.
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3.5.2 Definigio
Sistemas LPG ¢ LPG,

e Axiomas de LPG,
Sequéncias do tipo: ', FF = F,Aoul’, L = A

e Regras de LPG
Regras de Gentzen usuais na ldégica proposicional classica (Troelstra e
Schwichtenberg, 2000):

. I‘1=>A1,A A,Pz‘:)Az
Regra do corte: T LA,

Regras de introdugio dos operadores 16gicos:
Utilizamos Lo e Ro, para indicar a regra de introdugdo da férmula com o

operador ¢, 4 esquerda e 2 direita, respectivamente.

A=A BI=A I'=sAA I'sAB
A=A OU ZaBrsA (LA) T=aip RA)
A=A BI'=>A I'=s>AA 'sAB
~BTSA  LV) TSAAvE U 15Aive RV)
IsAA BI=A AT>AB
BT>a (L) ords R)

Regras estruturais de contracgfo:

A A I=>A (LC) P=>AZA1A (RC)

TATSA I'=AA
E ainda as seguintes regras:
AT=A | I'sAtA
tArsa (1 =) roAea (=D

I'=AtA I'=2>AtA

SagA (= 7)) Sapma (> 1)

I'>A,t(A—~B) T=A 54
TsAw)E (=)

Para obter o sistema LPG, acrescentamos ao sistema LPG, a regra =44 (= o).
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3.5.3 Observacoes

1. Em cada uma das regras anteriores, I' ¢ A constituem o contexto de aplicagdo da regra.
Na conclusio, a férmula introduzida (na qual consta o operador ¢ ) diz-se a férmula principal.
As férmulas da(s) permissa(s) das quais a férmula principal € concluida (e que ndo pertencem
ao contexto) sio as férmulas activas.

2. Uma outra versio da regra do corte, aparentemente mais simples, mas que obriga a que
o contexto utilizado seja 0 mesmo, é o seguinte caso particular (I'; =Ty, A, =40,
A; = {B}):

'=>A AT=B
I'=1HB

Observemos ainda que a regra do corte traduz uma espécie de transitividade que nos vai
permitir, nomeadamente, verificar a correspondéncia entre as regras de introducéio dos

conectivos i esquerda e as regras de eliminagiio dos mesmos conectivos.

3.5.4 Notaciio
Retirando a regra do corte a LPG e LPG,, obtemos os sistemas LPG~ e LPG,,

respectivamente.

Em seguida, e a titulo de exemplo, apresentamos algumas dedugdes em LPG.
Derivamos, nomeadamente, regras correspondentes a eliminagio dos conectivos e

apresentamos um exemplo de derivaggo sem hipéteses, valida portanto em qualquer contexto.

3.5.5 Lema

1.I'=> AABFI'= A

2.I'=>>A-B A=A+T,A=B
3'==AVB A=C B=CFI'=>C
4. = (A-B) VvV (B-A)

Demonstracéio
L.T==AABFI'=A
Utilizando a versdo geral da regra do corte:
A=>A
I'>AAB AAB=>A
I'=s A4
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Poderiamos utilizar sempre 0 mesmo contexto, tirando beneficio da nossa opgéo em
adoptar axiomas generalizados. Verificamos, no entanto, que esta derivagéio apresenta uma

leitura ligeiramente mais complexa:

AT=>A
I'=>AAB AAB,I'=A

'=A

2I'=>>A-B A= A+T,A=B

A=A B=B
I's> A0B A,AB=1RB

IA=B

33 '==AVB A=C B=C+I'=>C

A=C B=C
I'sAvB AvB=C

I'=sC

4. F = (A-B) V (B-A)

A B=AB
A= B,B-A
= A-B, B-A

= A-B, (A~B) V (B-A)
= (A-B) V (B-A),(A-B) V (B-A)
= (A~B) V (B-A)

3.5.6 Observacio

Podemos encarar cada dedugéio como uma drvore que parte da(s) hipbtese(s) (raiz) e,
por meio de introdugdo de axiomas e aplicagdo das regras (folhas), vai construindo outros
sequentes até obter a sequéncia conclusfo ou tese da dedugdo.

3.5.7 Proposi¢iio

LPGy T = Aseesése LPy - AT-VA.
LPGFT = Aseesése LP F AT-VA.
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Demonstragfio

Demonstramos as duas implicagbes da afirmagio LPGHFT = A se e s6 se
LP + AI'-\/A, por indugfio na derivagio em LPG ou na complexidade de I" = A.
Sem perda de generalidade, utilizamos versdes simplificadas de L o (com I = ) e de

R o (com A = (), para simplicidade da demonstragdo.

Pelo Teorema da Dedugéo (3.2.12), LP - AT2\/A sees6se AL' - \/A em LP.

1.Se LPG I I' = Aentiio AT' - \/A em LP.

o Casos béasicos

SeI' = A é um dos axiomas de LPG:
Se LPGF T, F = Fentio AI' A F - F em LP (as duas derivagdes sio imediatas)
Se LPGFT, 1L = A entio A'A L F\VA em LP (ja que ATA L+ 1L e

e Passo de indugdo

F VA por 16gica proposicional)

Se I' = A ¢ introduzida por meio da regra:
(: = ) Neste caso I' = A € do tipo t: A,0 = A, introduzida a partir da hipdtese
A, © = A. Por hipétese de indugdo, se LPGH A,© = Aentio AGAAF VA em LP.

Provemos que A© At

W IO UL W=

9

10
11
12

tAFVA:

NOA(t: A)
AOA(t: A)=»A\O
NOA(t:A)t: A
G

t: A

(t: A)-A

A

AO A A\ A
A->(AO-(NO A 4))
ANE—+(AO A A)
ANOAA

VA

H

(Ao)

(Ao)

1,2 (MP)
1,3 (MP)
(A1)

5,6 (MP)
(hip. indugio)
(Ao)

7,9 (MP)
4, 10 (MP)
8, 11 (MP)

(=!) Neste caso I' = A ¢ do tipo I' => ©, !¢ : £ : A, introduzida a partir da hipétese
I' = ©,%: A. Por hipétese de indugfo, se LPG+T = 0,t: Aentdo AT+ VOV (t: A)

em LP.
Provemos que AT’ \OV (It : ¢ : A):
1 A H
2 Vev(t:A) (hip. indugZo)
3 (t:A)(Mt:t: A) (A3)
4 VOv(it:t: A) 2,3 (MP e logica proposicional)
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(= +) Neste caso ' => A é do tipo I' = O, (t+ s) : A, introduzida a partir da
hipétese I' = ©,1 : A. Por hipétese de indugio, AT'+ VO V (¢ : A) em LP.

Provemos que AT'F \/O V (1 + s) : A:

1 Al H

2 Vev(t:A) (hip. induggo)

3 (t:A)(t+s):A (A

4 \Jev(t+s): A 2,3 (MP e légica proposicional)

(= .) Neste caso I' = A é do tipo I" = O, (ts) : B, introduzida a partir das hipoteses
'=0,t: (A»B) e I'= 0,s: A. Por hipétese de indugio, AI' - \VOVi:(A-B) e
ANTEVOV (s: A).

Provemos que AI' - \/O V (ts) : B:

1 Al H

2 \Jévt:(A-»B) (hip. indug@o)

3 Vov(s:A) (hip. indugio)

4 t:(A-B)-(s: A~(ts): B) (Ag)

5 VOV (s: A-(ts): B) 2, 4 (MP e 16gica proposicional)
6 VOV (ts: B) 3, 5 (MP e l6gica proposicional)

(=c)I'=> Aédotipol’ = 0,c: A.
Provemos que AT - \/OVe: A:

1 AT H

2 c:A 1 ([Ry)
3 (c:A)»\OV(c:4A) 2(Ap)
4 \VOVi(c:A) 2,3 (MP)

(RA)T' = Aédotipo’ = A A B, introduzida a partir das hipoteses I' = AeI' = B.
Por hipétese de indugiio, AI' - Ae AT' - B.

Provemos que AI' - AA B:
1 AT H
2 A (hip. indugdo)
3 B (hip. indugdo)
4 A-(B-AAB) (Ap)
5 B-AAB 2,4 (MP)
6 AAB 3,5(MP)

@LA)T = A ¢é do tipo AAB = A, introduzida a partir da hipétese A => A. Por
hipétese de indugdo, A - \/A.
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Provemos que AA B - VA:

1 AAB H

2 AAB-A (Ag)

3 A 1,2 (MP)

4 VA (hip. indugfio)

RV) I'=> A é do tipo I'= AV B, introduzida a partir da hipétese I' = A. Por
hipdtese de indugdo, AL' - A.

Provemos que AI' - AV B:
1 AT H
2 A
3 AAVB (Ayp)
4 AVB

(hip. indugéo)
2,3 (MP)

(LV) AV B = A ¢ introduzida a partir das hipéteses A = A e B = A. Por hipétese
de indugfio, - A-\/Ae + B-+\/A.
Provemos que AV B - \VA:

1

NSO s W

AV B
A-\/A
B-\VA

AV B—»((A—»VA)—-»((B—»VA)—»VA))

(ASVA)((B-VA)-VA)
(B-VA)-VA
VA

H

(hip. indugio)
(hip. indugéo)
(Ao)

1,4 (MP)

2,5 (MP)

3,6 (MP)

(R-) I' = A—-B, introduzida a partir da hipétese A,I" = B. Por hip6tese de indugio,
AT A AF B. Logo, AT, A+ B (por l6gica proposicional) e AI' - A—B pelo teorema da

dedugio.

(L) A-»B = A ¢ introduzida a partir das hipéteses => A, Ae B = A. Por hipétese de
indugfio, - VAV Ae  Bo\A.
Provemos que A-B |- \/A:

N Ot R W

A-B
VAV A
B-\VA

VAV A—»((A—»B)—r((B—»VA)—»VA))

(A—rB)—b((B»VA)—»VA)
(B~»VA)»VA
VA
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(RC) ' = A ¢ introduzida a partir da hipotese I' => A, A. Por hipétese de indugfo,
T+ A, A. E imediato que T' - A.

(LC) A,T = A é introduzida a partir da hipétese A, A,I" = A. Por hipétese de indugio,
A, A, T+ A.E imediato que A,T' - A.

(Corte) I = B ¢ introduzida a partir das hipéteses I' = A e A,I' = B. Por hip6tese de
indugdo, '+ Ae A,T' I B.

Provemos que I' - B:

1 T H
2 A (hip. indugio)
3 B 1,2 (hip. indugéo)

2.Se, LP+ AI'-\/A entiio LPGFT = A.

Na demonstragdo de 1. estd ja implicita a existéncia de um paralelismo entre as regras de
LP e as regras de LPG. Sendo assim, na demonstragiio desta implicago, limitamo-nos a
provar os casos em que esse paralelismo nfo nos parega imediato.

e Casos basicos

Se AI'+V/ A é um dos axiomas de LP, digamos F':

Se F' édotipo Ag e LP |- F entdio LPG - = F.

Se F' é do tipo A;, digamos, t : A—+A entdo LPG -t : A = A por aplicagio directa da
regra(: =) t:’}z&.

Se F ¢é do tipo A, digamos, ¢:(A-B)»(s:A-ts:B) entio
LPGt:(A-»B) = (s : A-ts: B) por aplicagdo da regra ( = .) a dois axiomas, seguida

de aplicagdio de (R—):

t:(A-B),s:A=>t:(A»B) t:(A»B),s:A=>s: A
t:(A+B),s: A=>1s: B
t:(A-B) = (s: A-ts: B)

Se F' é do tipo Ag, digamos, t: A-lt: (t: A) entio LPGFt: A=> (1t: (t: A)) por
aplicag@o directa da regra (= !) aoaxiomat: A =t : A.

Se F é do tipo A4, digamos, ¢: A+(s+1): A entdo LPGFt: A=> (s+1t): A por
aplicagfio directa daregra( = + )aoaxiomat: A=1¢: A.

e Passo de indugdio

Se ATV A é uma férmula de LP, digamos F', introduzida por meio da regra:

R;) Suponhamos que F ¢ introduzida a partir das férmulas G- F e G. Por hipétese de
indugdo, LPGF G = F e LPGF = G. Logo, por aplicagfio imediata da regra do corte,
LPGF = F(2£52E),
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R2) Suponhamos que F' é do tipo c : A introduzida pela necessidade de axioma. Por
aplicagdo imediatade (= ¢) LPGF =c: A R

3.5.8 Coroldrio
LPEC) | F sse LPGy - EC = F.

Demonstractio

Pela Proposi¢do 1, fazendo I' =EC e A = {F}, obtemos LPGy+ EC = F sse
LPy - AEC—F'. Mas, por defini¢io de LP(EC) e pelo Teorema da Deducdo (Teorema 1 da
sec¢do 3.2), LPy + AEC—F sse LP(EC)+ F. 1

A definigdo que se segue € parcialmente motivada pelo processo que normalmente
utilizamos na procura de uma dedugdo. O procedimento usual é procurar um meio para inferir
determinada formula, observando as regras do sistema, de baixo para cima, por forma a
determinar o que € necessario ter na dedug#io para obter a férmula desejada.

A titulo de exemplo, suponhamos que se pretende que A—B pertenga ao sucedente de
determinado sequente. Observando (R—) serd entdo conveniente que A esteja no antecedente

e B no sucedente.

3.5.9 Definigiio

A sequéncia I' = A é saturada sse:

1.SeA+BeTlentioBeTouAd € A.

2.SeA+BecAentioAcTe Be A?7

3.Set: AcT'entdo A eT.

4.Selt:t: A€ Aentiot: A€ A.

5.Se(s+t): Ac Aentdios: Ac Aet: A€ A

6. Se st : B € A entfio, para cada X—+B que ocorre como sub-férmula em I'U A, ou
s:(X-B) e Aout: X € A.

O nosso préximo passo, essencial para demonstrar a completude de £P, consiste em
provar a existéncia de uma extensdo saturada, néio derivavel em LPG;, para cada sequéncia
n#o derivavel em LPG; .

27Alguns autores optam por incluir também, na defini¢io de sequéncia saturada, as afirmagdes relativas aos
restantes conectivos: Sc AABeTentioAcTeBel;se AABcAentioAc AouBeA;se AVBel
entfoAcTouBelse AVBe Aentio Ac AeBe A;se~AcTentioAcAesc—AcAentioAcT.
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3.5.10 Lema (Lema da Saturagfio)

Consideremos uma sequéncia ' = A tal que LPGy I/ T'= A. Entdo existe uma
sequéncia saturada IV = A’ tal que:

1L.TCIVe ACA

2.T" = A’ também nio é derivivel em LPGy, ou seja, LPGy ¥ IV = A/,

Demonstracéio

1. Comecemos por construir um Algoritmo de Saturagio (AS) que nos permita obter a
sequéncia saturada I = A’.

Seja I' = A a sequéncia dada. Para cada férmula, S € I' U A, que ainda n#o tenha sido
descarregada, tentemos levar a cabo um dos seguintes passos (1-7).

No momento inicial, 0, todas as formulas de I' U A estdo disponiveis.

Depois de efectuar o procedimento indicado num determinado passo, com respeito a uma
férmula S, essa formula € descarregada, ou seja, deixa de estar disponivel para novos passos.

Se ndo for necessério levar a cabo nenhuma das instrugdes dos passos 1-7, entdo I' = A
verifica as condigdes de saturagdo e, nesse caso, terminamos o algoritmo com sucesso.

1-Se S = (A—B) €T, entdo coloque Aem Aou BemT.

2-Se S = (A-B) € A, entdo coloque AemI'e Bem A.

3-SeS =1t:AcT,entio coloque Aem T

4-SeS=1:1:Aec A entdo coloquet: Aem A.

5-SeS=(s+t): A€ A,entdocoloques: Aet: Aem A.

6-Se S =st: B €A, entio, para cada X; tal que X;—B ocorra como sub-férmula em
T'UA, coloque s : (X;»B)em Aout: X;emA.

7-SeI'mMA#0ou L €T, entiio recue. Se recuar até ao primeiro passo, termine o
algoritmo com falha. Sempre que recue a um dado passo, torne disponiveis todas as férmulas
que descarregou quando deixou esse passo pela Gltima vez.

Enquanto percorremos o algoritmo, os conjuntos I' ¢ A véo sendo extendidos através da
inclusdo de novas férmulas. Quando AS termina obtemos dois conjuntos I e A’, tais que
I"D>TeA' DA.

e Verifiquemos que AS termina com sucesso.

AS termina pois tem um nimero finito de passos e, em cada passo em que nio recue,
descarrega ou uma férmula de T' = A ou uma férmula do tipo ¢ : F, onde t ¢ F ocorrem
ambos em I' = A . Havendo apenas um nimero finito destas férmulas, o términus do
algoritmo ¢é garantido.

AS termina com sucesso, pois caso contririo AS terminaria no primeiro passo

correspondente A sequéncia inicial I' = A, com todas as hip6teses esgotadas, incluindo a
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hip6tese de recuar. Assim sendo, a sequéncia inicial I' = A ndo satisfazia as hipéteses
iniciais, verificando-se TN A # fou L €T.

e Provemos entio que LPGy I I' = A’. Suponhamos, com vista a um absurdo, que
LPGy FTV = A

Notemos que ap6s efectuado um determinado passo do algoritmo obtemos mais um n6 da
arvore. A cada né corresponde uma sequéncia I => O, tal que, TCIICT"e ACO C A’.
A drvore descrita por este algoritmo, contém I' => A na raiz e os axiomas de LPG, nas
Jolhas.

Por inducio na profundidade de um no, podemos provar que todas as sequéncias
(IT = ©) da érvore sdo derivaveis em LPGy, incluindo a sequéncia de raiz I' = A, o que
contradiz a hipétese LPG; I ' = A.

Os nés a que correspondem os passos de 1-5 e 7 sdo triviais. Em cada um dos passos 1-5
incluimos uma férmula em I" e/ou uma férmula em A, ndo entrando em contradigdo com o
que ja existia na sequéncia anterior, € avangamos um passo. Logo, se a nova sequéncia ¢
derivivel também a anterior o era. No passo 7 recuamos um passo por forma a retirar da
sequéncia as formulas que tenham dado origem aum dos casos 'NA # fou 1 €T

O passo critico deste algoritmo €é o passo 6 uma vez que a instrugdo correspondente
poderia dar origem a uma das situagSes descritas no passo 7, obrigando a verificagdo
posterior da nfo inclusdo em A de férmulas que ja estavam em I'. Verifiquemos, no entanto,
que também nesse caso a sequéncia correspondente ¢ derivavel em LPG; .

Consideremos que chegdmos a um ndé que € relativo ao passo nimero 6. A este nd
corresponde uma sequéncia do tipo Il == © U st : B.

Suponhamos que X, ...X, sdo todas as férmulas tal que X;—B, com i = 1,...,n, é sub-
formula de ' U A.

Neste caso, temos 2" nds, descendentes deste, com sequéncias do tipo
I=0,st: B,Y?,Y{,..Y? onde o = (01,09, ...,0,) € um n-uplo de zeros e uns e

Yo = s: (X;»B),se0; =0
it T V1t X, se0;=1

(Temos tantos nds quantos os n-uplos de zeros e uns que é possivel formar)

Por hipétese de indugfio, todos os descendentes sdo deriviveis em LPG, . Em particular,
os 21 pares de sequéncias do tipo Il = ©',s:(X;—B), sendo o; =0 edo tipo
II=0,t: X;,sendoo; = 1.

Aplicando a regra ( = .) a cada par de sequéncias deste tipo, obtemos Il = ©’,st : B,
ou seja, Il = ©' (j4 que neste passo assumimos st : B € ©'). Logo as 2"! sequéncias
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resultantes, do tipo II = ©', mais especificamente, II => ©, st : B,Y7,...Y?, sdo derivaveis
em LPG; .

Repetindo este raciocinio n — 1 vezes, terminamos com a derivabilidade da sequéncia
II = ©,st: Bem LPG, .

Deste modo, concluimos que todas as sequéncias da drvore sio derivaveis em LPG; . Em
particular, LPGy + ' = A, contradizendo a hipétese do lema.

Logo, LPGy VT' = A'. 1

3.5.11 Observacio
Observemos que numa sequéncia saturada I' = A, n#o derivavel em LPGy, I' é fechado

paraasregras%f—eé%é.

3.5.12 Lema _

Para cada sequéncia saturada I' => A, ndo derivavel em LPG;, existe um conjunto de
férmulas de LP, I’ (complemento de I' = A), tal que:

1. I ¢ um conjunto decidivel. Para cada termo ¢ o conjunto I(t) = {X|t: X € T} ¢
finito e uma fungfio que transforme um c6digo de #28 num cédigo de I(2)2% é computével.30

2.ANTF=0.Se FeTentio FeT.

3.Set: X cTentdio X T

4.Ses: (X-Y)elTet: XcTentiost:Y eT.

5.Set: X cTentiolt:t: X eT.

6.Set: X € ['e s é um polinémio prova, entiio (¢t +s): X e Te(s+1): X e T.

Demonstracio

Vamos descrever um algoritmo COM que produz uma série de conjuntos finitos de
férmulas de LP, T'g, I'y, ....

Sejal'y =T.

Para cada ntimero natural ¢ > 0, COM define o conjunto I';;; da seguinte forma:

Se i = 3k, para algum k natural, entdo:

Tin= F¢U{s.t :Y|s: (XoY),t: X €I}
8.t

28por exemplo o namero de Godel de ¢, #t.

29Considerando todas as ordenagBes possiveis do conjunto finito de nimeros de Gadel das formulas de I(t),
podemos determinar o nimero de Gédel de cada uma dessas sequéncias e tomar para cédigo de I(¢), por exemplo,
o menor desses nimeros.

30Uma fungo f : N — N é computivel sse existe um procedimento efectivo tal que, para cada a € N produz
f(a).
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Se i = 3k + 1, para algum k natural, entdo:
Ty = I‘,-U{!t it Xlt : X eIy}
T

Se i = 3k + 2, para algum k natural, entdo:
T =T J{(s+8) : X, (t+5): X|t: X € Ty, [s| <31}
s,

Tomemos I = UI‘,-.
2

1. Pelo algoritmo, I'; C T';;;, para cada nimero natural i. No passo i > 0, COM produz
uma férmula de T' ou férmulas do tipo 7 : A com comprimento maior que % Este facto
garante a decidibilidade de T pois dada uma férmula F, de comprimento 7, no passo i = 3n
de COM: F €T, sse F € I'. Um argumento andlogo estabelece a decidibilidade de I(t). A
partir do algoritmo ou procedimento efectivo associado a decidibilidade de I(t) podemos
construir a fungio computavel de ¢ para I(t).

2. e 3. Provemos, por indugio em ¢, as afirmagdes A,B e C que se seguem.

A.F,;ﬂA=@
B.Set: XeTl;entio X €I
C.Se XY, X eTlentioY € I';

e Parai =0,y = I'e I' = A é saturada, logo verifica-se A, B¢ C.
e Passo de indugdio

Por hipé6tese de indugdo, as afirmagSes A,B e C verificam-se para 1.

A. Suponhamos que existe F' € I';iy NA. F ¢ I'; pois I'; N A = (). Estudemos as trés
possibilidades.

Se i = 3k entdio F' é do tipo st : Y, com s : (X—-Y),t: X €I, para algum X.

Da descrigiio de COM resulta que X—Y € I' = Ty (pois ndo foi introduzida em nenhum
I'; posterior).

Como st : Y € A (ja que por hipdtese F' € I';; N A) e X—=Y € T, entfio, pela saturagéio
de T=A, ou s:(X+Y)eEA ou t:Xe€A. Logo, s:(X=Y)elNA ou
t: X e ;N A. Em qualquer dos casos teriamos I'; N A # @, contradizendo a hipétese de
indugéo.

31ytilizamos |s| para representar o comprimento do polinémio prova s, ou seja, 0 namero de varidveis, constantes
e sfmbolos funcionais existentes em s.
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Se i=3k+1 entdo F é do tipo 't:%: X com t: X €I Pela propriedade (4) de
saturagdo, ¢: X € A. Logo t: X €eT;NA e novamente I';NA # @, contradizendo a
hipétese de indugdo.

Se i=3k+2 entiio F é do tipo (t+s): X, comi: X €I ou s: X €I[';, Como
(t+s): Xe€A, temos t: X €A e s: X €A, pela propriedade (5) de saturagdo. Logo
t: Xel;nAel3NA#0.

Nos trés casos a contradi¢do deve-se i suposi¢éo de que existe F' € I';+) N A. Portanto,
CiiNA=0.

B. Suponhamos que p: BE€ 4 e p: B¢ 1. (Se p: B €I; é imediato, pois, por
hipétese de indugdo, B € I'; e logo B € I'yyq ja que I'; C I'yyq)

Estudemos novamente as trés possibilidades.

Se i = 3k entdio p: B é do tipo st : Y, com s : (X-Y),t : X € Ij, para algum X. Por
hipétese de indugdo, X—+Y € I'; e X € I, logo Y € I, por hipétese de indugdo (C). Como
[; €T, Y € T, ouseja, B € Ty

Sei=3k+lentiop: Bédotipo!t: (t: X)comt: X €I. Logot: X € I'iy, ou
seja, B € ['yyy.

Se i=3k+2 entio p: B é do tipo (t+s): X com |t+s| <i+1, sendo que
t:Xel;el|t|<ious: X eT;els| <i.

Por hipétese de indugio, X € T'; C I';41, ou seja, B € L'yg.

C. Suponhamos que XY, X € I';;;. Pela descrigio de COM temos X—-Y € I (porque
ndo foi incluida posteriormente, em nenhum dos trés casos, num I';). Pela saturagéio de
I's> A,vemY €T ouX € A. No primeiro caso é imediato que Y € I';;. O segundo caso
ndo pode ocorrer pois caso contrario X € I'; N A, contradizendo a hip6tese de indugdo. Logo
Y ey

Provadas as afirmagSes A,B e C,os pontos 2. e 3. do lema sfio imediatos:
2. ANT =0, pois I'; N A = 0 para todo o natural ¢. Se F € ' = I'g entio F € T'.
3.Set: X e entdoexiste i > Otalque¢: X € ;. PorB, X € T;elogo X e .

4. Suponhamos que s:(X-Y) € I'et:Xef. Seja j o menor niimero tal que
s: (X-Y) € I'; e k o menor nimero tal que ¢ : X € I';. Seja m o maior entre eles. Entfio
s:(X-Y),t: X € I'y,. Tomemos um miltiplo de 3 maior ou igual a m, digamos i. Entéio
(s.t):Y €Ty elogo(st): Y eT.
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5. Consideremos ¢t : X € I' e k£ o menor nimero tal que ¢ : X € T';.. Seja i > k tal que
z’=3j+1,paraalgumj.Entﬁo!t:t:XeI‘i+1elogo!t:t:X€f.

6. Finalmente suponhamos que ¢: X € I’ ¢ s é um polinémio prova. Seja k o menor
nimero tal que £: X € I'y. Tomemos ¢ > k tal que ¢=3j-+2, para algum j. Entdo
(t+s):Xe(s+1t): X pertencemaT;y; CT. W

Demonstramos, em seguida, o teorema que nos vai permitir concluir a completude de LP

com respeito & seméntica proposta.

3.5.13 Teorema

As afirmagdes 1-5 sdo equivalentes.

1. LPG; FT = A.

2. LPGy T = A.

3.LPy - AT=VA.

4. Para cada interpretagdio *, AP - ( ATV A)*.

5. Para cada interpretagdo *, a férmula ( A I's> vV A)* é verdadeira.

Demonstragéio

O passo 1 implica 2 ¢ trivial.

O passo 2 implica 3 foi demonstrado na proposigéio 1 desta secgéo.

O passo 3 implica 4 resulta da validade aritmética de LP, (proposigio 3.4.1).

O passo 4 implica 5 é trivial.

Resta demonstrar que 5 implica 1 para obter a equivaléncia entre todas as afirmagées.

Por ser uma demonstragiio extensa, optamos por provar alguns resultados importantes
inseridos em lemas e corolarios.

Vamos utilizar um raciocinio por absurdo e provar que se ndio se verifica 1 entéio néo se
verifica S.

Suponhamos que LPGy ¥ T' = A. Provemos que, nesse caso, existe uma interpretagéo *
para a qual (AT'-»V A)* & falsa. O nosso objectivo passa, portanto, por construir uma tal
interpretagdo.

Pelo Lema da Saturagdo, existe uma sequéncia saturada I = A’ talque T C IV, A C A’
e LPGy ¥ T' = A. Seja T um complemento desta sequéncia, obtido através do algoritmo
construido no Lema 3.5.12.
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Vamos definir uma interpretagiio * das proposigdes S;, das provas varidveis z; ¢ das
provas constantes a;, assumindo que a numeragio de Gddel, da linguagem conjunta de LP e
AP, ¢é injectiva, ou seja, #E, = #E; «— E; = E», para quaisquer expressSes E; e E3 (e que 0
ndo é niamero de Gédel de nenhuma expressdo).

Tomemos entéio:
95— 5 — {#S,seS et
0,se S¢ 7T

z* = #zx

a* =#a

Vejamos como extender esta interpretacfio as formulas.

Para cada férmula aritmética do tipo Prf(z,y) definimos uma translagéo ¥ -que
transforma termos de £P em numerais ¢ formulas de £P em formulas de AP, de tal forma
que:

St = S*, para cada proposigdo S,

t' = #t, para cada termo t,

(t: F)t = Prf(tt #FT)

¢ T comuta com os conectivos proposicionais.

Demonstra-se, por inducéo na construgdo da férmula de LP, que T ¢ injectiva, isto &, se
F' = Gt entdio F' = G. A demonstragio baseia-se no seguinte facto: “Se F* = G entio os

principais conectivos de F' e G coincidem” (Artemov, 1998).

Seja (P, ®, ®, 1t ) o predicado prova aritmético natural. P(z,y) significa que “z é o
c6digo de uma derivagdo da formula de cédigo y” e ® , @ e f as operagdes com provas
(aplicagdo, escolha e verificador de provas, respectivamente) associadas a P. Em particular,
para quaisquer férmulas aritméticas ¢, 1 e naturais k, n, as seguintes formulas sdo
verdadeiras:

P(k,#(o=9)) A P(n,#p) - P(k®n,#y)
P(k,#p) — P(k ® n, #p)

P(n,#p) = P(k @ n,#p)

P(k, #p) - P( t k#(P(k, #tp)))

Assumimos que P(#t, k) é falsa para qualquer termo ¢ ¢ k € N. (Podemos escolher um
processo de godelizagfio andlogo ao descrito na nota de rodapé da pagina 43, por forma a que
o codigo de um termo ndo seja cédigo de uma derivagdo. No processo descrito, a
decomposigdo em factores primos do nimero de Godel de um termo tem o factor 2, enquanto
que o codigo de uma derivagio ndo, logo sdo diferentes.)
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Vamos utilizar a notagio pz.o(z, ) para a fungio que calcula z tal que
o(z, 7)) AVz < zp(2, o), ou seja, pz.o(z, ) encontra o primeiro (menor) z que verifica
o(z, ).

Ora, pz.o(z, ) é computivel se a condicdo ¢(z, T AVz < z-p(2,F) é -
demonstrivel. Portanto, cada uma das condi¢Ses seguintes é suficiente para a fungéo ser
computavel:

(C1) p(z, ) é A;-demonstravel32

(C2) (=, ?) ¢é ¥;-demonstravel e é fungdo injectiva com respeito 3 varidvel z, ou seja,
o(ky, ) A @(ka, ) —k; = ky é verdadeira, quaisquer que sejam ky, ko € .

Vamos definir a férmula Prf(z,y) de tal forma que AP prova a seguinte equacfio de
ponto fixo (EPF):

Prf(z,y) < P(z,y) V (“z = #t, para algum termo ¢ de LP ey = #B, para
alguma férmula B de LP, tal que B € I(t)”)

Observagio: Segundo esta defini¢do, Prflz,y) ¢ verdadeira se ocorrer uma de duas
situagdes: ou z ¢ o c6digo de uma prova da formula de cddigo y ou z € o niimero de Godel de
um termo ¢ de LP ¢ y o nimero de Godel da formula aritmética que ¢ interpretagdo de uma
formula B de £P tal quet : B € I7.33

Notemos que a férmula aritmética dentro de aspas descreve um procedimento primitivo
recursivo que, dados z e y encontra ¢ ¢ B tais que = = #¢ e y = #B', verificando depois se
B e I(t).

De (EPF) concluimos que Prfé A;-demonstravel (ja verificimos que P(z,y) o é) e que,
se AP I o entdo Prf(k,#yp), para algum k (pois sendo k£ o nimero de Godel da derivagéo,
temos P(k, #p) e logo, por EPF, Prf(k,#p).

Para definir as fungdes computaveis m, a € ¢, associadas a Prf, vamos definir férmulas

M(z,y,2), A(z,y, 2) e C(z, z), da seguinte forma:

32Nesse caso ¢ € — sio T;-demonstréveis. Logo, segundo a definigio de G. Boolos (ver nota de rodapé n.°18),
Vz < 2 é X;-demonstrivel e p AVz < z—yp é X;-demonstrivel.

33Recordemos que nem todos os nimero naturais sfo niimeros de Godel de formulas. Por exemplo, segundo o
processo de Godelizagiio descrito na nota de rodapé n.°13, 5 € 9 nfo sfo nimeros de G6del de nenhuma férmula
ou dedugdo. Como 0 nio é nimero de Gdel, 5 ¢ apenas o c6digo do simbolo “(” ¢ 9 o cédigo do simbolo = ou
o c6digo da sequéncia — ( que nfio é uma férmula nem dedugdo).
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M(z,y,z) & (“existem termosset,de LP, taisquez =#sey=H" Az = #st) V

(“a: = #s, para algum termo s de LP, e y # #¢, qualquer que seja o termo ¢ de LP”
Nduls = pus.( A (P #BN|B € I9)})"Ae = v813] )V

(“a: + #s, qualquer que seja o termo s de LP, e y = #t, para algum termo ¢ de LP”
AJvf“v = po. ( A {P(w,#B")|B € I(t)})”/\z —z® 'v]) V

(“:1: + #s e y # #t, quaisquer que sejam os termos s et de LP"Az =z ® y)

Alz,y,z) & (“existem termoss e t,de LP,taisque z = #sey=#" Az =#(s+ t)) \Y)
(“:c = #s, para algum termo s de LP, e y # #t, qualquer que seja o termo £ de LP”
Av[“v = p,w.(A {P(w,#B")|B € I(s)})”/\z =v® y]) Vv

(“a: £ #s, qualquer que seja o termo s de LP, e y = #t, para algum termo ¢ de LP”

AFv[v = p,w.(/\ {P(w,4B")|B € I(t)})”/\z —z® 'v]) Y;

(“:1: £ #s e y # #t, quaisquer que sejam os termos s et de LP”A\z =z ® y)

C(z,z) & (“z = #t, para algum termo ¢ de LP”\z = #!t) V
(“:z; # #t, qualquer que seja o termo ¢ de LP” A
ol = . A (P (o, AP, b )P, #0) o € TO})Aa = vt )

Comentirios:
Para definir cada uma das férmulas anteriores, tivemos que estudar separadamente os

casos possiveis que poderiam ocorrer com os mimeros z € y. Tomemos, a titulo de exemplo,

a definigio da primeira formula (M) cujo objectivo ¢ obter um mimero z que podera ser o

resultado de m aplicado a z e y. Suponhamos entfio que z e y sio cddigos de provas de F—»G

e F, respectivamente, e queremos obter o codigo de G.

1. Se z e y sfio nimeros de Godel de termos de LP, temos o problema resolvido devido

a operagdio aplicagfo do sistema LP (def. 3.2.6, Aj).

2. Se z e y sdo codigos de provas de formulas aritméticas, também temos o problema

resolvido devido a operago ® associada ao predicado aritmético P.
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3. Se um dos nimeros é o cédigo de uma prova de uma férmula aritmética e o outro é o
c6digo de um termo ¢ de LP, entdo através da translagfio T, transformamos todas as férmulas
B de LP, que verificam ¢ : B, em férmulas aritméticas e determinamos um cdédigo de uma
prova dessa formula aritmética, reduzindo entfio este caso ao caso anterior.

A explicagdo do raciocinio utilizado em cada uma das restantes definigSes € analoga.

Tomando o predicado prova normal, Prf, definido através de EPF, resta definir as
fungdes m, a e c, para concluir a definicfio da interpretagfio aritmética *. Sejam:
m(z,y) = pz.M(z,y, 2)
a(z,y) = uz.A(z,y, z)
c(z) = pz.C(z, 2)
As fungdes m, a e ¢ sdo computaveis, pelas propriedades de M, Ae C.34
Nos seguintes passos da demonstragio provamos resultados importantes que enunciamos

através de alguns lemas e respectivos corolérios.

3.5.14 Lema

a) t* = t', qualquer que seja o termo ¢ de LP.

b) B* = BY, qualquer que seja a formula B de LP.

Demonstrac#o

a) Demonstremos esta igualdade por indugio na construgéo do termo ¢.

No caso de ¢ ser uma varidvel ou uma constante, a igualdade resulta da defini¢éio de *.
Consideremos os casos em que ¢ é 7.5, 7+ s ou !s. Por hipétese de indugdio, 7* = r' e
s* = s'. Logo, pelas definigdes anteriores:

(r.5)* = m(r*, s*) = m(#r,#s) = #(r.5) = (r.s)"
(r+ 8)* = a(r*,s*) = a(¥r,#s) = #(r+s) = (r+ s)!
(1s)* = c(s*) = c(#s) = #(!s) = (!s)!

b) Demonstremos a identidade por indug@o na construgéo da férmula B.

O caso em que B ¢é uma férmula atémica, ou seja, uma proposigéio, resulta da definigéo
de *. Consideremos em seguida os restantes casos.

Suponhamos que B é do tipo ¢ : F. Por hip6tese de indugio, F* = F™. Logo, aplicando a):

(t : F)* = Prf(t*,#F*) = Prf(t',#F") = (¢ : F)T

Suponhamos agora que B é de um dos tipos F'-»G, F AG, F V G ou —~F. Por hip6tese
de indugfio, F* = FT ¢ G* = GT. Como * ¢ } comutam com os conectivos proposicionais,
temos, para cada caso:
34pelas definigiies de M, A e C, nas fungSes pw.7, ¥ é sempre A;-demonstrével. Logo, por (C1) sdo fungdes

computaveis. Sendo M, A ¢ C féormulas 3;-demonstriveis ¢ injectivas (com respeito a 2) entdo m, a e ¢ sdo
computéveis por (C2).
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(F-GQ)* = (F*G*) = (FtaGt) = (F-G)}
(FAG)* = (F*AG*) = (FTAG") = (FAG)!
(FVQ@)* = (F*vG*) = (FtvGh) = (FVG)
("F)* = ~F* = ~F" = (~F)f

3.5.15 Corolario

A aplicagdo * ¢ injectiva com respeito aos termos e férmulas de £P. Em particular, para
quaisquer expressdes E; e Fy, temos En* = Ep* = E; = Ey.

Demonstracfio

A injectividade de * resulta da, j4 referida, injectividade de ¥, ja que:

E*=E*=>E =E = E =F,

3.5.16 Corolario

Para toda a férmula X de LP, X* é A;-demonstravel.

Demonstracdo

Se X & atébmica, X = S. Por definigdo, S* é zero ou um nimero de Gddel, logo
equivalente a 3z(z = 0) oua Jz(z = #S). Sendo £ = 0 e z = #S X;-demonstraveis, X* é
A;-demonstravel.

Se X é do tipo t:F, entdo (t:F)*=Prf(t*#F*). Pelo lema 3.5.14,
AP |- Prf(t* #F*) — Prf(#t,#F*). Ora, como Prf(#t#F*) é A,;-demonstrivel, também
(t:F)oé.

Se X é de um dos tipos F—»G, F AG, FV G ou —F, o resultado segue do facto da

classe de férmulas A;-demonstraveis ser fechada para os conectivos booleanos.

3.5.17 Lema

Seja X uma formula de L£P.

a)Se X € f’, entio AP - X*,

b) Se X € A/, entiio AP |- ~X*.

Demonstracéio

Mais uma vez demonstremos o lema por indugfo na complexidade de X.

e Provemos primeiro os casos basicos.

Se X & atémica, ou seja, X = S para alguma proposigio S, entio X* & verdadeira3’ se e
s6 se #X # 0, ou seja,seesdse X € .

Se X € A, #X = 0, entdo X ndo é férmula derivivel em AP (¢ falsa).

Suponhamos agora que X = ¢ : F para algum termo ¢ e formula F'.

35Pelo corolério anterior, se X* é verdadeira entdo é derivavel.
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a)Set: Fe ¥, entdio AP - “F € I(t)”, por definigo de complemento de T'. Por EPF,
AP - Prf(#t#F") e pelo lema 3.5.14 AP |- Prf{#t#F*), ou seja, AP |- (¢ : F)*.

b)Set: Fe A, entiot: F ¢ I' e “F € I(t)” ¢ falsa. A formula P(t*#F*) também ¢
falsa pois assumimos P(#t, k) falsa para todo o k.

Entdio, por EPF, (¢: F)* é falsa (pois ndo temos P(t*#F*) nem F' € I(t)). Como
(¢ : F)* é A -demonstravel (pelo coroldrio 3.5.16), entdo AP - —(t : F)*.

o Passo de indugéo

Suponhamos que X é de um dos tipos F-G, FFAG, F VG ou —F. Por hipétese de
indugio, F' e G verificam a) e b). O resultado segue das propriedades de saturagdo de
"= A

Caso X = F-G.

a) Se F-G € I, entio F»G € I". Pela propriedade de saturagio de IV, G € I" ou
F e A'. Por hipétese de indugdo, AP - G* ou AP |- —~F*, ou seja, G* ¢ verdadeira ou F™* ¢
falsa. Em qualquer dos casos, (F—G)* é verdadeira, pelo que, AP |- (F-G)*.

b) Se X = F+G € A, entdo F € IV e G € A’. Por hipétese de indugfio, AP - F™* e
AP | =G*, ou seja, F'* & verdadeira e G* é falsa. Logo, (F-G)* ¢ falsa e AP |- ~(F-G)*.

Caso X = FAG.

a) Se FAG e f’, entdio F' € feGge . Por hipétese de inducdo, AP F* ¢
AP |- G*, logo AP | F* A G*, ou seja, AP |- (F' A G)*.

b) Se FAG € A/, entdo F € A’ ou G € A'. Por hipétese de indugio, AP - ~F* ou
AP -G*, logo F* ou G* sio falsas, pelo que F*AG* ¢ falsa. Portanto,
AP | —(F A G)*.

Caso X = FVQG.

a) Se FVG € f’, entio F el ou Ge . Por hipétese de indugiio, AP - F'* ou
AP |- G* logo AP - F*V G*, ou seja, AP |- (F'V G)*.

b) Se FVG € A/, entdio F € A’ e G € A'. Por hipétese de indugio, AP |- —F* ¢
AP ~G*, pelo que F* ¢ falsa e G* ¢ falsa. Logo, F*V G* ¢ falsa e portanto
AP —(FV G)*.

Caso X = —F.

a)Se —F € ', entdo F ¢ i’ e F € A'. Por hi., AP - =F*, ou seja, AP I (—F)*.

b)Se-~-FcA',entio F¢ A'e F e . Por hi., AP I F*, logo F'* é verdadeira. Entio
—F* ¢ falsa, ou seja, AP |- —(—F)*.

3.5.18 Lema
AP ¢ & Prf(n,#p) para algum n € N.
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Demonstracio

= imediato

< Seja n tal que Prf{n,#p). Por EPF, temos P(n,#yp) ou #p = #B' para algum B tal

quet:Be€ @ é tal que n = #t)

No primeiro caso, 7 é o c4digo de uma derivagio da formula ¢ de codigo #¢, logo AP - ¢.
No segundo caso, pela saturagio de I.Be . Pelo lema anterior (3.5.17) AP |- B*.
Ora, pela injectividade da numeragéio de Gddel, p = B', ou seja, p = B*.

Portanto, AP I~ .

3.5.19 Lema

Para quaisquer formulas aritméticas ¢, 1 € nGimeros naturais k e n:

a) Prf(k, #(po—)) A Prfin, #p) - Prf(m(k,n),#)

b) Prf(k, #0) - Prf(a(k,n), #p) e Prfin, #p) -+ Prf(a(k,n),#p)

¢) Prf(k,#p) -+ Prj(c(k), #(Prflk, #‘P)))

Demonstra

a) Suponhamos que Prf(k, #(p—1p)) e Prfin, #p).

Estudemos as quatro possibilidades:

i) Nenhum dos ntimeros k e n é nimero de Godel de um termo de LP.

Por EPF, vem P(k,#(p>9)) e P(n,#p). Logo, P(k®n,#p), ou seja,
Prf(m(k, n), #1), novamente por EPF e por definigo de m.

ii) k e n sdo nimeros de Godel dos termos s e ¢, respectivamente.

Por EPF, existem férmulas F' e G de LP tal que:

p=F*1=G* Fe€I(t)e F+G € I(s)

Pela propriedade 4 de saturagfio de f’(lema 3.5.12), (st): G € ﬁ, ouseja, G € I(s.t).

Por EPF, Prf(#(st), #G*). No entanto, pelo lema 3.5.17 e pelas definigdes:

#(st) = (st)* = m(s*,t*) = m(#s, #t) = m(k,n)

Logo Prf(m(k,n), #1) é verdadeira.

iii) k ndo é nimero de Godel de nenhum termo de LP, mas n ¢ o niimero de Godel de um
termo £, ou seja, n = #i.

Por EPF, P(k, #(p—+p)) e existe uma férmula F de LP tal que ¢ = F' com F € I(¢).

Determinemos o namero j = pw. ( A{P(w,#B")|B eI (t)}) através do seguinte
método.

Seja I(t) = {B, ..., B;}. Por defini¢do, B; € i¥, para todo i = 1,...,I. Sendo assim,
AP+ B!, paratodo i = 1, ...l por aplicagdo dos lemas 3.5.17 ¢ 3.5.14.
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Pela propriedade 2 do predicado prova P existe w tal que P(w, #Bj ), para todo
i =1,...,1. Seja j o menor dos w nestas condigdes.

Em particular, temos P(j, #FT).

De P(k, #(p—)) e P(j, #p) concluimos P(k ® j, #1)), por definigdo de @ .

Por definigdo de m e M, temos m(k,n) =k ® j.

Portanto, Prfim(k, n),#¢) é verdadeira.

iv) n néo é niimero de G&del de nenhum termo de £P, mas & € o nimero de Gédel de um
termo s, ou seja, k = #s.

A demonstragiio deste caso é perfeitamente andloga & do caso anterior (iii).

b) Suponhamos que Prf{k, #p) ou Prfin, #p).

Estudemos novamente as quatro possibilidades:

i) Nenhum dos niimeros & e n é nimero de G6del de um termo de L7P.

Por EPF, vem P(k,#p) ou P(n,#p). Em ambos os casos, P(k® n,#p), ou seja,
P;j(a(k, n), #p), novamente por EPF e por defini¢éo de a.

ii) k e n sdo nimeros de Godel dos termos s e £, respectivamente.

Por EPF, existe uma formula F' de LP, tal que p = F* e F € I(s) N I(2).

Pela propriedade 6, de saturagdo de I (lema3.5.12), (t+3s): F € Fe(s+t): Fe i,
ouseja, F € I(s +t)NI(t+s).

Novamente por EPF, Prf(#(s +t), #F*).

Como #(s +1) = (s +1)* = a(s*,t*) = al#s, #) = a(k, n), entdo Prf(a(k, n), #p).

iii) k& ndo é ntimero de Gddel de nenhum termo de £P, mas n ¢ o niimero de G&del de um
termo ¢, ou seja, n = #t.

Por EPF, P(k, #p) ou existe uma formula F de LP, tal que p = F' com F € I(t).

No primeiro caso é imediato que P (k @ n, #p), logo Prf(a(k,n), #p).

No segundo caso, determinemos o numero j = ;Lw.(A {P(w,#B")|BeI (t)}) como
em a.iii), de tal modo que P(j,#FT), ou seja, P(j,#p). Logo, pelas propriedades de ®,
P(k @ j, #zp) .

Por definigdo de a ¢ A, temos k & j = a(k,n).

Portanto, Prf(a(k,n), #¢) é verdadeira.

iv) » ndio é ntimero de G&del de nenhum termo de LP, mas k é o niimero de Gddel de um
termo s, ou seja, k = #s.

A demonstragfio deste caso é perfeitamente aniloga a do caso anterior (iii).

¢) Suponhamos agora que Prf(k, #p).
Neste caso ha apenas duas possibilidades a estudar.
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i) k é o nimero de Gidel de um termo de LP, digamos £.

Por EPF, existe F, tal que ¢ = F7 e F € I(t). Mas, pela propriedade 5, de saturagio de
i (lema3.5.12), 1t : ¢ : F € I¥ e logo, pelo lema 3.5.17, AP + (1t : ¢ : F)*.

Como (Y :t: F)* = Prf(c(t*), #Prf(t*, #F*)) e t*=#t =k, F*=F' = ¢, entio
Prf(c(k), #Prf(k, #p)) é verdadeira.

ii) k ndio é nimero de Godel de nenhum termo de LP.

Por EPF, P(k,#p) e logo, por definigio de ft , vem P( f k,#P(k,#p)) (1).

Tomemos j = uv. (/\{P(w,#[P(k, #p)Prfk, #)]) | € T(k)}).

Em particular, P (j, #[P(k, #p)-Prf(k, #0)]) (2).

De (1) e (2) concluimos P(j® 1+ k,#Prf(k,#p)).

Logo, por EPF, Prf(j ® 1t k,#Prflk,#p)) e como c(k) =j® 1 k, pela definigio de
¢, Prf(c(k), #Prf(k, #p)).

3.5.20 Lema

Prfé um predicado normal.

Demonstracio

Por EPF, Prfé A;-demonstravel.

No lema 3.5.18, verificamos que, para qualquer sentenga aritmética ¢:

AP F ¢ sse Prf(n, #y) é verdadeira para algum natural n.

1. Provemos que Prf verifica a primeira condigdo de normalidade.

Consideremos um nimero natural qualquer.

Se k é o nimero de Godel de um termo ¢ de LP, entdio T'(k) é finito pois I (k) é finito.

Se k ndo € nimero de Godel de nenhum termo de LP, entdo o resultado segue da
normalidade do predicado aritmético P, ja4 que podemos encontrar um algoritmo para P e
construir um algoritmo para a fun¢fio que transforma k& no conjunto de numerais T(k),
através do algoritmo de decisio COM do lema 3.5.13.

Entdo, para cada prova k, o conjunto T'(k) = {I : Prf(k,l)} é finito.

2. Provemos que Prf verifica a segunda condigio de normalidade.

Consideremos dois niimeros naturais k e n quaisquer.

Pelo lema 3.5.19, T'(k) UT(n) C T(a(k,n)). Tomemos m = a(k,n). Entdo, existe um
nimero natural m tal que T'(k) U T'(n) C T'(m).

Finalmente, terminemos a demonstragéo do Teorema.

Construimos uma interpretagéio * tal que, pelo lema 3.5.17, I'* é verdadeiro e A* ¢é falso
(no modelo aritmético standard). Logo (AT'=\/A)* é falsa.

Sendo assim 5 = 1 e as cinco afirmagdes sdo equivalentes. ll
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3.5.21 Corolario
LP, é decidivel.

Demonstracio

Dada uma férmula F' de £LP,, apliquemos o algoritmo de saturagio AS (lema 3.5.10), &
sequéncia = F, de antecedente vazio.

Se AS falha entdio £P, | F. Se AS termina com sucesso entéio LP; ¥ F. i

O nosso objectivo inicial é agora facilmente atingido, pois é uma consequéncia quase
imediata do Teorema 3.5.13.

3.5.22 Corolario (Completude de LP)
LP(EC) - F sse AP |- F*, qualquer que seja a interpretagédo-EC.

Demonstracio

Notemos que a implicagio = ja foi demonstrada no Corolério 3.4.1 (validade aritmética de
LP).

No entanto, pelo Teorema anterior, utilizando novamente a sequéncia = F', obtemos:

LPGy + = F &

LPFF&

LPEC)F F &

Para cada interpretagdo *, AP - F'* &

Para cada interpretag@o *, a formula F'* ¢ verdadeira.

O resultado segue da terceira equivaléncia. ll

3.6 Formaliza¢cdo de BHK

Segundo Artemov (1999), a priori, os requisitos minimos de uma seméntica para a légica
intuicionista que formalize BHK séo:

1. Basear-se em provas reais numa determinada teoria formal T (ou classe de teorias) que
the sirva de fundamento. Em particular:

a) O predicado P(p, F') deve ser decidivel

b) As provas de BHK devem enumerar os teoremas da teoria, ou seja, T' - F' sse P(p,
F) para algum p.

2. Ser “ndo circular”, ou seja, as provas de BHK nfo devem ser derivagdes num sistema
formal baseado na prdpria logica intuicionista.

Em 1986, Dirk van Dalen escreve:
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“The intended interpretation of intuitionistic logic as presented by Heyting, Kreisel and
others [BHK] so far has proved to be rather elusive...” (Artemov, 1999)

Nesta secgdo faremos um esbogo da demonstragiio de que a seméntica proposicional
BHK (classica36) admite uma formalizagiio matemética exacta que especifica In>7 baseada
na nogdio cldssica usual de prova, independentemente de quaisquer pressupostos

intuicionistas.

Gédel em 1933 introduziu o chamado cdlculo modal de demonstrabilidade e definiu Int
nessa logica. Godel utiliza como operador modal de demonstrabilidade, o conectivo unario
com a interpretagdo informal “F' é demonstravel”. A logica de demonstrabilidade de Godel
inclui todos os axiomas e regras da l6gica classica e os seguintes axiomas e regra modais:

OF-F

O(F-G)~(OF-0G)

OrF-00F

F |- OF (regra de necessidade)

Os axiomas e a regra modal apresentada coincidem com os da légica modal S4
(Artemov, 2004).

3.6.1 Definic¢do
Denotemos por gk(F) a translagio de Godel-kolmogorov de uma férmula de Int na

légica modal, que coloca o prefixo [ antes de todas as sub-férmulas que ocorrem em F'.

Godel estabeleceu que Int - F = S4 + gk(F"), encontrando uma leitura das formulas de
Int em termos de afirmagdes sobre demonstrabilidade na matematica classica. A equivaléncia
seria estabelecida posteriormente, em 1948, por McKinsey e Tarski. Em 1938, Godel langou
o problema de encontrar uma semintica de demonstrabilidade para S438, por forma a

completar o esquema iniciado:

Int — S4 — ...?... — “Provas reais”

Entenda-se por “provas reais” um sistema formal e completo de provas.
Desde entfio, foram muitos os matematicos que se dedicaram a procura da seméntica
desejada para S4. No entanto, a questio do cumprimento dos requisitos minimos atras

36Recordar as diferentes abordagens referidas na secgfio 1.2.

37Utilizamos Int como abreviatura para a légica proposicional intuicionista. Uma outra abreviautra utilizada por
diversos autores & IPC.

38A leitura imediata de [ como “F € demonstrivel” contradizia o teorema de incompletude de Godel.
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referidos, levou a que o problema de encontrar a seméntica adequada permanecesse em
aberto.

A principal dificuldade tinha origem na aplicagdo do quantificador existencial a provas
na férmula 3z P(z, F)3%. O processo utilizado para contornar essa dificuldade consistia em
trocar as férmulas do tipo 3z P(z, F) por férmulas P(, F'), substituindo o quantificador
existencial por operagdes sobre provas. No entanto, a ideia apenas se tornou exequivel com
Artemov, por ser suportada por uma linguagem apropriada (que inclui a operagéo !) e um

sistema completo de axiomas, como revelou ser LP.

O Teorema de completude demonstrado na secgio 3.5 traduz o facto de LP conter todas
as verdades légicas, o que, na notago utilizada anteriormente, significa que foi encontrado o
sistema que satisfaz:
LP — “Provas reais”
Estdo ainda em aberto as seguintes questdes:
o Estabelecer que LP realiza S4.
e Formalizar a seméntica classica BHK e demonstrar a completude de Int com respeito a

esta semantica.

Pelos motivos ja apresentados, iremos apresentar a sequéncia de resultados que nos
permitiriam responder a estas questdes, sem nos deter nas demonstragdes. (cf. Artemoyv,
1998).

3.6.2 Definigdio

Dada uma férmula F de £P, F® é a férmula resultante da substiuigio de todas as
ocorréncias de ¢ : X, em F, por O0.X.

Dado um conjunto I' de formulas de LP, ['* = {F°|F € T'}.

3.6.3Lema
Se LP | F entdio S4  FP.

Demonstragio

Por indugéo na derivagdo de LP.

Este lema fornece um processo para transformar cada derivagdo de £LP numa derivagdo
de S4. Resta verificar se LP ¢ suficiente para realizar todos os teoremas de S4.

39Num modelo de AP, o elemento que satisfaz 3zP(z, F) pode ser nfo-standard. Nesse caso, IxP(x, F) ¢
verdadeira no modelo mas nfio existe uma derivagfo “real” em AP para esse .
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3.6.4 Definigiio
Uma realizac¢fio r de uma formula modal F' é uma aplicagéio que faz corresponder a cada
ocorréncia de [ em F', uma prova polinomial.

Designamos por F" a imagem de F sob a realizagdo r.

3.6.5 Definigiio (Polaridade positiva ou negativa de uma ocorréncia de L)

Dizemos que uma ocorréncia de (1 em C1F tem polaridade positiva.

Uma ocorréncia de O antes de F nas formulas G»F, GAF, FAG, GV F, F VG,
OF eI = A,F tem a mesma polaridade da ocorréncia de [] em F'.

Uma ocorréncia de [1 antes de F em —~F, F-G e F,I" = A tem a polaridade oposta da

ocorréncia de (1 em F'.

3.6.6 Definicdo
Uma realizagiio r ¢ normal se todas as ocorréncias negativas de [ sfio realizadas por

varidveis prova.

3.6.7 Teorema

Se S4 |~ F entdo LP  F7, para alguma realizagio normal 7.

Demonstracio

Nesta demonstragio é utilizada uma formulagéio de S4 através de sequéncias, sem a regra
do corte (por forma a serem respeitadas as polaridades definidas).

Se S4 - F entdio existe uma derivagiio 7 do sequente = F'. A demonstragdo passa por
construir uma realizagfio normal r tal que LP - AT"-\/ A" para cada sequéncia I' = A em
T, fazendo corresponder a cada conectivo modal que ocorre na derivagdo de S4 uma prova
polinomial de LP. (cf. Artemov, 1998, demonstragio do teorema 8.2, pag. 30)

Com o teorema anterior fechamos a cadeia Int — S4 — LP — “Provas reais”.

3.6.8 Corolirio (Completude aritmética de S4)

S4 |- F' sse existe uma realizagdo r € uma especificagiio de constantes EC tais que F” ¢
EC-valida.

Conjugando os resultados obtidos no Lema 3.6.3 ¢ no Teorema 3.6.7 concluimos que S4
ndo é mais do que uma versdio “preguicosa” de LP que ndo distingue os polinémios prova de
cada férmula.
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3.6.9 Definic¢io
Uma férmula intuicionista proposicional F' diz-se GK-realizdvel sse existc uma
realizagdo normal r tal que gk(F')" é derivavel em LP.

3.6.10 Teorema (Realizagiio da légica proposicional intuicionista)
Qualquer que seja a férmula intuicionista F':
I+ F & F é GK-realizavel, ou seja, Int- F & LPF gk(F)", para alguma

realizagdo normal r.

Demonstragéio
Resulta da combinagio do resultado Int - F < S4 - gk(F) e da realizagiio de S4 em
L7P (teorema 3.6.7).

3.6.11 Corolario (Completude aritmética de Int)

Int - F sse existe uma realizagdio r ¢ uma especificagdo de constantes EC tais que
gk(F)" é EC-vilida.
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Consideracoes finais

Na l6gica intuicionista, criada por Brouwer com base no raciocinio construtivista, o
critério de verdade é a existéncia de uma prova. Contudo, na opinido de Brouwer esta prova
ndo poderia ser encarada como uma dedugo num qualquer sistema formal. Uma prova seria
uma costrugdo mental intuitiva do matematico (ideal).

Apesar da aversio de Brouwer a formalizagio da matemética, Kolmogorov e Heyting
sugeriram que a logica intuicionista pudesse ser estudada formalmente, desenvolvendo uma
interpretagio informal (BHK) capaz de interiorizar os principios da logica intuicionista
formulados por Brouwer.

Uma das aplicagSes desta semantica, que ndo tivemos oportunidade de referir e seria
interessante explorar, é a capacidade de BHK introduzir uma “linguagem de programac&o”.
Baseados nesta seméntica alguns autores, como Mints, encontraram um método de extrair
programas a partir de provas intuicionistas, computando o termo associado & prova.

Os variadissimos estudos que tiveram origem na procura da seméntica adequada e
desejada para BHK, resultaram no aparecimento de varios modelos de diferentes naturezas
para a légica intuicionista. Vimos como a seméntica de Kripke, com a usual valuagdo (0-1)
para as férmulas atémicas e uma relagfo bindria de acessibilidade, reflexiva e transitiva, se
revela adequada a I6gica intuicionista.

Relembremos que em cada estidio de conhecimento a validade da conjungdo e da
disjungfio pode ser determinada de acordo com as tabelas de verdade classicas. A implicacéio
e a negacdo sdo verdadeiras num estddio sse forem verdadeiras classicamente em cada
estadio acessivel a partir dele.

E de lamentar, no entanto, ndio ser possivel evitar um raciocinio classico na completude
da l6gica de predicados intuicionista com respeito a esta seméntica.

Nesta dissertagio vimos ainda como a solugio de Artemov para a questio da
formalizagdo de BHK, envolve interpretar Int numa légica LP de proposigdes e provas. Os
objectos prova sdio representados, no sistema L£P, por polindmios prova que podem ser
concatenados e aplicados uns aos outros. LP acomoda nfio s6 a operagfio “aplicagdo™ mas
também o “verificador de provas” e a operagéio “escolha”.

Embora as varidveis e conectivos proposicionais sejam analogos aos classicos, Artemov
introduz em £P uma nova proposigfio £ : ¢ para denotar que ¢ ¢ uma prova de . Para que
LP englobe também a interpretagio do axioma C1F-[ILF de S4, Artemov introduz o
operador adicional ! para que !t denote uma prova de que ¢ ¢ a prova de . Assim, para

qualquer termo # e sentenga ¢, LP contém um axioma da format: -+ :¢: .
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Na secgfio 3.5 vimos como encontrar uma interpretagéio aritmética de LP, através de um
predicado prova, em AP, e provimos a validade e completude de £P com respeito a essa
interpretagio. A titulo de exemplo de uma aplicagio deste resultado, refira-se que a
completude de LP permite obter a eliminagio da regra do corte numa determinada
formulagdo de LP através de sequéncias (cf. Artemov, 1998, corolario 7.12, pag. 28), no
entanto, a mesma propriedade é obtida noutros sistemas (Troelstra 1988).

Na iltima secgdo referimos que LP cria um ambiente em que os operadores modais
podem ser considerados provas polinomiais (teorema 3.6.7). O facto de uma derivagio de LP
ser projectada numa derivagio de S4 e, reciprocamente, uma formula derivdvel em S4 ter
uma realizag@io derivivel em LP, é a chave para obter a completude da légica proposicional

intuicionista.
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Apéndice
Semanticas

Interpretagiio BHK (pag. 14)

1. A é uma demonstragdo de ¢ A1) sse A é um par ordenado (B, C) tal que B é uma
demonstragdo de ¢ e C é uma demonstragéo de 7).

2. A é uma demonstragdo de ¢ V ¢ sse A é um par ordenado (a,C), em quea € {0,1} e
C é uma construgdio, tal que, se a = 0 entéio C' demonstra ¢, e se a = 1 entdio C demonstra 1.

3. A é uma demonstragio de p—t) sse A é uma construgio que converte cada
demonstragio B de ¢ numa demonstragdo A(B) de 9.

4. Nenhuma construgio ¢ uma demonstragdo de L .

5. A é uma demonstragio de Vzp(z) sse A é uma construgio tal que, para cada d € D,
A(d) é uma demonstragdo de ¢(d).

6. A é uma demonstragio de 3zp(x) sse A é um par ordenado (d,C) talqued € De C
¢ uma demonstragdo de ¢(d).

Modelo de Kripke (pag. 28)

Quadruplo & = (K, <, D, k), com K nio vazio, tal que:

(i) (K, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

(ii) D é uma fungdo (fungdo dominio) que a cada elemento, k, de K, faz corresponder um
conjunto ndo vazio D(k), tal que: Quaisquer que sejam k e k' pertencentes a K, se k < k'
entiio D(k) € D(k'). Ou seja, D é monétona crescente (em sentido lato). Ao conjunto D(k)
chamamos dominio de R no estadio k.

(iii) F é uma relagfio binaria em K x P, sendo P o conjunto das férmulas atémicas, tal
que:SekE Pek’' > kentio k' F P.

Extensdo de = as férmulas compostas:

Kj. Nio existe nenhum elemento k € K talque k= L.

Ky.kEpAYp =kEFpekEY

Ks.kEpVYp =kEpoukEy

Ky. k E o := Paratodo o k' pertencente a K, se k' > ke k' = ¢ entdo k' F 9.

Ks. k EVzp(z) = VK > kVd € D(K')(K' E o(d))

Ke. k F 3zp(z) == 3d € D(k)(k F o(d))
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Sistemas

Sistema de deducfio natural (pag. 19)

[ Regras de Introdugdo | [ Regras de Eliminagéo |

(AH) 25 (A7) 2 (A7) 52
) _
(VD) & (V) g5 | (VD) %01] %02]

VY o o
g
¢l
D
%) g (=) ££2¢ (MP)
| (L)
(") vt ) "
gp(ao)]
ENEo) () Fr—

Sistema LP (pag. 45)

Axiomas:

Ap) Nimero finito de axiomas-esquema da légica classica proposicional, na linguagem

de LP.
A)t: F-F

Ap)t: (F-G)~(s: F-(ts): G)

A)t:F-lt:(t: F)

ADt:Fa(s+t):F,s: Fa(s+t): F

Regras de inferéncia:

Ry) ——F_'(G; E

(Axioma de verificacfio)

(Axioma de aplicagéio)

(Axioma do verificador de provas)
(Axioma de escolha)

(Modus Ponens)

Rg) —— sendo A um axioma do tipo Ag-A4  (Necessidade de Axioma)

Para obter o sistema L7P,, retiramos ao sistema LP a regra Ry.
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Sistema LPG (pag. 62)

Axiomas:
Sequéncias do tipo: ', F = F,Aoul’, L = A

Regras:

. I'i=>A,A A,I‘2=>A2
Regra do corte: T Lo AL,

Regras de introdugio dos operadores 16gicos:

ARBTSR OU Aflg‘?iA @A) e RA)
ARBBRSLY)  rhxdvs O mhad RV)
Srsreas @) Baes R)

Regras estrutural de contracgdo:

AAT=A r'=AAA
A=A (LC) I'=AA (RC)

E ainda as seguintes regras:

A=A .. T'=>ALA
iAres (0 =) oA ta (=)

I'=AtLA I'sALA
Sadiya (= ) saena (& 1)

I'=At(A-B) TI=As:A
T=A,(t):B (=)

I'scAA ( = C).

Para obter o sistema LPG,, retiramos ao sistema LPG a regra ( = ¢).
Retirando a regra do corte a LPG e LPG,, obtemos os sistemas LPG~ e LPG,,

respectivamente.
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Aritmética de Peano AP (pag. 51)

Axiomas AP; — APy e axioma de indugdo:
AP, . Vz(z' #0)

AP, Vzy(z' = Y-z =y)

AP;.Vz(z +0 = )

AP Vzy(z +¢ = (z + y)")

AP;5.Vz(z x 0 =0)

APs.Vz(z Xy =z X y+ )

AP Vz(z 10=0)
APs.sz(a:Ty'=zTyxa:)

Axiomas de ordem:

APy. Vz(z £ 0)

APy. Va:y(a: <y o z<y)

Axioma de indugdo:

Axioma-csquema (ind) V7 (12(0, ) A V2 (p(@, T)(@, 9)) ¥z (2, T))
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