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Nonconvex and noncoercive problems
in the calculus of variations

Abstract:

This dissertation analises in detail the paper “An indirect Method
in the calculus of variations” by F. H. Clarke in which a new
method is presented to prove existence of minimizers for the
simplest problem of the calculus of variations (i.e. in which the
functions in competition are vectorial fields of one real variable),
without superlinear growth. The technique used consists in
obtaining minimizers for aproximating problems, and passing to
the limit using a value function which is shown to be eventually
constant, using tecniques of proximal analisis.



Breve resumo da dissertagcdo:

Nesta dissertacao analisa-se em detalhe um artigo de F. H. Clarke
“An indirect Method in the calculus of variations” no qual ¢
apresentado um novo método para demonstrar existéncia de
minimizantes para o problema mais simples do célculo das
variacoes (isto é em que as fungbes em competigdo sdo fung¢bes
vectoriais de varidavel real), sem hipdtese de crescimento
superlinear. A técnica usada consiste em obter minimizantes para
problemas aproximantes, e passar ao limite usando uma fung&o
valor que se mostra ser finalmente constante, usando técnicas de
anélise proximal.
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Capitulo 1
Introducao

Neste trabalho ¢ estudado em pormenor o artigo [10] (ver bibliografia no final), onde se apresenta um novo
método para demonstrar a existéncia de minimizantes para o problema mais simples do célculo das variagdes
(isto é em que as fun¢des em competicdo sdo fungdes vectoriais de varidvel real), sem a hipétese de crescimento
superlinear. A técnica usada consiste em obter minimizantes para problemas aproximantes, e passar ao limite
usando uma funcdo valor que se mostra ser finalmente constante, usando técnicas de anélise proximal.

No préximo capitulo apresenta-se o contetdo deste artigo.
Quanto aos conceitos e resultados bdsicos preliminares, eles sdo apresentados no capftulo III



Capitulo 11

Analise detalhada do artigo: um método
indirecto no cdlculo das variacoes

1. Apresentagao do problema

Consideramos o seguinte problema (P) do célculo das variacdes : minimizar o integral

T
Az () = / Lit,(t),2' () dt (P)

na classe X das fungbes z : [0,7] — R™ AC (absolutamente continuas) que satisfazem as condicdes de
fronteira

z(0) =z9, z(T) =z (1.1)

e as restrigoes

(zoyzr) € C,z(t) eQVte0,T], 2’ (t) € K gs, (1.2)

onde C, ©, K e a funcdo L : [0,T] x R” x R” — (—o00,+00] sdo dados obedecendo 4s hipSteses que serdo
referidas ao longo das préximas secgdes. As fungdes da classe X dizem-se admissiveis para o problema (P).
(Como é habitual, o stmbolo gs significa quase sempre, ou seja, excepto para ¢ num conjunto de medida nula.)

Como em qualquer problema de optimizagdo, a primeira questdo é saber sob que condicdes existe solucéo.
Leonida Tonelli foi um dos mateméaticos que deu um contributo importante no cilculo das variacdes ao criar o
método directo, o qual consiste no seguinte : extrai-se de uma qualquer sucessdo minimizante uma subsucessio
convergente e mostra-se que o seu limite ¢ uma solu¢do para o problema a estudar. Essencialmente o que estd
envolvido é uma propriedade de compacidade dos conjuntos de subnivel do funcional A (-). Neste capitulo é
feito o estudo do artigo [10] (ver bibliografia no final), que apresenta um novo método, indirecto, para obter
existéncia, no qual um passo intermédio é a obtencdo de condigdes necessdrias (as da seccao 2).

Neste artigo, a hipétese de coercividade, que implica a compacidade dos conjuntos de subnivel do funcional
A (:), é substituida por uma condigdo mais fraca, que permite obter minimizantes para problemas aproximantes,
nomeadamente : existe k£ > 0 tal que qualquer fun¢io admissivel z (-) verifica

inf ess|z’ ()] < k.
0<t<T

A ideia principal da demonstragio é mostrar que qualquer minimizante dos problemas aproximantes satisfaz
uma condi¢ido necesséria. Para mostrar a existéncia de soluco recorre-se a uma certa fungdo valor ( ndo-
-diferencidvel ). Mostra-se que essa fungéo é finalmente constante usando técnicas de andlise proximal (as da
seccdo 3).

Nas préximas duas secgdes apresentam-se resultados que sdo ferramentas chave para a demonstragio dos
resultados principais do artigo (estes ultimos sdo apresentados nas secgdes 4 e 5). Exemplos de aplicagio dos
resultados principais aparecem nas subseccdes 4.7, 5.4 e 5.6.
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2. Um resultado de optimizac¢ao nao-suave

Fixada uma fungao de Nagumo 6 (-) (ou seja, 8 () € C* ([0, +00), R) é estritamente convexa, estritamente
crescente e satisfaz

im 2 o),
Y—too vy

definimos o espago
ACy([0,T],R™) :={z(-) € AC([0,T],R™) : Ag (z(-)) < + oo},

onde

T
M= [ 00 @) et

2.1. A condigio necessdria intermédia

Seja L: [0,T] x 2 x R™ — (—o0, +00] uma funcéo satisfazendo o seguinte :
Hipéteses basicas :
(Z) @ C R™ (ver (1.2)) é fechado;
(#i) C C R™ x R™ & fechado e é um conjunto compacto pelo menos uma das projecgdes

Cr :={z € R": (z,y) € C para algum y € R"},

Cy:={y € R": (z,y) € C para algum = € R"};

(13¢) K C R™ é um cone convexo fechado;
(tv) a fungdo (s,v) — L (t,s,v) é sci (semicontinua inferiormente) V t € [0, T];
(v) para cada s € Q2 :
(v1) a funcgdo L (t,s,-) é convexa V t € [0, T;
(v2) o dominio dom L (t,s,-) € um conjunto aberto, convexo e néo-vazio, independente de t, designado
por dom L (s,-);
(vi) para cada s € Qe v € dom L(s,-), a fungéo
t — L (t,s,v) é lipschitziana,

(vi) existem constantes no-negativas A e 7 tais que :
|Ls (¢,8,v)] < A L(t,8,v) +nasem [0,7] VseQ Vvedom L(s,'); (2.1)
(viii) existe uma funcdo [ () localmente limitada inferiormente tal que
L(t,s,v) >1(s) Vitel0T] VseQ Vu

(iz) existe uma fungdo lipschitziana T (-) € X para a qual A (Z (-)) é finito (ver (P)).



No que segue consideraremos o conjunto de subnivel

F@E)={z()eX:A(() <AEO)}

e o seu subconjunto

Lo (z(-)) =T (()) NAC, ([0,T],R").
Fixadas constantes r > 0 e o > 0, defina-se um novo funcional f (-) em ACy ([0,T],R™) por

FEE)=AEO) +r A (@() +0 Ao (@() —As (= ()P,
para algum 2 (-) € [p (Z (-))-

Teorema 2.1. Sob as hipéteses bdsicas acima, suponhamos que para algum z (-) € T'g (T (-)) existem constantes
r > 0,0 >0 tais que :

flz() =2 F(=(0)

sempre que z (-) € ACy ([0,T),R™) é admissivel para (P) e tem Ag (2 (-)) suficientemente préximo de Ag (2 (-)).

Entéo existe uma funcéo integrdvel £ (-) tal que
£(t) € 0 L(t,2(t),2 () gs em [0,7];

e existem uma constante ¢ e uma funcdo mensurdvel p () com p (t) € 8,L (t,z (t), 2’ (t)) gs em [0, T, tais que

L{t,z(8),2' (1) = (' (¢),p @) +r 0 (1" @) =7 [ ()] & (=" (©)]) =C+/0 () dr gsem [0,T]. (2:2)

Demonstragao :

(Parte 1 da demonstragao do teorema 2.1 : a transformagao de Erdmann)

Seja u : [0, ) — [—¢€o, €0] uma funcio mensurdvel, com fOT u(t) dt =0, sendo 0 < g9 < 1. Usamos u (-) para
definir uma transformagdo de [0, T’ para (0,77 :

.
t:7'+/ u(s) ds.
0
Mostremos que esta transformacio é invertivel. Seja ¢ : [0,T] — [0,T] a fungdo dada por
w(r):= 7'+/ u(s) ds,
0
com ¢ (0) =0, ¢(T) =T. Seja também ¢, : [0,T] — [0, 7] a funcdo identidade
pr (1) =T

Como ¢, (-) é lipschitziana, entdo ¢, (-) é AC, pela nota 18.6. Seja ¢, : [0,7] — [0, T] a funcao dada por

po (1) == /Ofu(s) ds.
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Como u () é mensuravel e

T
/ lu(s)] ds<ep T <
0

(pois u (-) tem valores em [—eg,¢g]), entdo u(-) € L' ([0,T],R). Logo, ¢,(-) ¢ AC e wh(r) = u(7) gs em
(0,T), pela proposicdo 18.7, com (a,b) = (0,T), f(-) = w5 (-), g(-) =u(:), z = 7 e t = s. Consequentemente,
0() == ¢ () + v (-) € AC ! pela proposi¢do 18.8, com A = X = [0,T], z1(:) = ¢1 (), z2(") = @2 (*),
¢1 = cg = 1. Temos também que ¢’ (1) := ¢} (1) + ¢h(7) = 1+ u(r) gs em [0,T]. Além disso, como
u (1) € [—e0,e0] C (—1,1) para qualquer 7 € [0,T], temos ¢’ () = 1 + u(7) > 0 gs em [0,7T]. Entéo para
quaisquer ty, to € [0,7] com t; < ¢2 e como @ (-) é AC, pelo teorema 18.4 (com (a,b) = (0,T), u(-) = ¢ (),
z=t,z =ty y=0), vem

t to 0 ta
pt)—p(ts) = /O ¢ (t) dt—/o ¢ (1) dt=—/ o (1) ott—/0 o (t) dt

t
ta
- - [V aso
t

(pois ¢’ (1) > 0 gs em [0,T]). Logo, ¢(-) é crescente em [0,7]. E portanto, pela proposi¢do 18.10, com
s(:)=¢(), [a,b] = [c,d] = [0,T], temos que a funcdo inversa ¢! (t) =7 de t = ¢ (7) existe e ¢ AC em [0, T].
Isto induz, por reparametri¢do, uma nova fungéo z (-) :

z(t) =z (7! (b)) = 2(7).
Esta é a chamada transformagao de Erdmann. Notemos que
prt)=71 & M) =1 & (pTlog)(n) =T
= (p7to @) (1) =1gs em [0, 7]
& (¢ e(M) ¢ (1) =1gsem [0,T]
& (¢ (1) = gy as em [0,T),

pela proposigdo 18.11, com [a,b] = [¢,d] = [0,T], u(-) = ¢~ (), v(-) = ¢ (-). Como

_ ’ 1 1
(go l(t)) - o' (7) - 1+u(r)

>0 gs em [0,7]

e p 1 () &€ AC, entdo ¢! (-) & crescente em [0, T]. De facto (analogamente ao que foi feito para ¢ (-)), sejam t1,
ty € [0,T] quaisquer com ¢; < tg, e como ¢! (-) & AC, pelo teorema 18.4 (com (a,b) = (0,T), u(-) = ¢~ (),
T=t), =ty y=0), vem

i1 12 0 123
- ) = [ o) @ [T o) a=- [ (o) @- [T o) @
—/w (e () dt <0

(pois (¢~ 1 (t))/ > 0 gsem [0,T]). Logo, z (+) é AC, pela proposi¢do 18.12, com [a,b] = [¢,d] = [0, T}, u (-) = 2 (*),
v() =9

1 Podemos mostrar que ¢ (-) é AC de forma mais simples : como 1 + u(-) é mensurivel (pelo teorema 10.22, com D = [0,T],
F()=u("), g(-) é afuncdo t — 1 e o domfnio de defini¢do de f(-) +g(-) é igual a [0,T]) e

T T T
/ 114w (1) dT_<_/ 1d7'+/ lu(r)| dr <T+eoT=(1+¢)T < o0
0 0 0

tem valores em [—&g, €¢)), temos que 1+u (-) € L1 (0,T), e portanto ¢ (-) & AC, pela proposi¢io 18.7, com (a,b) = (0,T),

pois u (-)
e(),g()=14u(:),z=7,t=s.

(poi
fe)

S u



Calculemos agora z’ (t) : pela proposicio 18.11, com |a,b] = [¢,d] = [0, T}, u(-) = 2(-), v (-) = ¢~ 1 (), vem

2 ()= (0w O =7 (67 0) (07 ) = () Ty = Ty wem (0.7,

Esta transformacio de Erdmann deixa X invariante : como 2 (-) € T'(Z(-)) C X, entdo 2/ (7) € K gs, e como
I +u(,r) >0, logo 2/ (t) = 7 +u - € K gs, visto K ser cone. O mesmo acontece para as outras restrigoes de X,
isto &, (z (0),z (T)) = (2(0),=z(T)) € C, z(t) = z(7) € Q para qualquer ¢ € [0,T].

Para qualquer £ > 0 existe, para qt 7, um nimero positivo 7y (7) tal que

wl<ae) = [p(ES)arum-ez@n| <. (2.3)

Iremos limitar a escolha de u desta maneira. Recorde-se que z’(t) = T;%%% Vamos mostrar que a fungéo v (-)

pode ser considerada mensurdvel, e tal que para t gs, 2’ (t) € int (dom L (t,z (t),-)). Fixemos € > 0, entdo pela
proposic¢éo 2.16, vem

3 uma funcdo mensurdvel v, (+) : [0, 7] — (0, +00) tal que

i (2.4)
p@l<mm = |o(F) arue) -0 0| < £ awem 077
) 3 uma fun¢ao mensurdvel v, () : [0,T] — (0, +00) tal que
(2.5)
() <) = L(e(),2(1), 5k ) €Rasem [0,7].
Notemos que
L(p(r), (1), f5) €R & Lita(t),« ()R (2.6)
& a'(t) € dom L(t,z(t), ) =1int(dom L(t,z(t),")),
pela hipétese bésica (v2). De (2.5) e (2.6), concluimos que
3 uma funcio mensurével v, (+) : [0,7] — (0,+00) tal que
(2.7
lu(T)] <79 (1) = z'(t) €int(dom L(t,z(t),)) gs em [0,T].
Note-se que
u(7) € [—€0,€0] & |u(7)| < ¢o. (2.8)

E portanto, juntando (2.4), (2.7) e (2.8), resulta que a fungdo v (-) que verifica o pretendido é a funcdo
v(-): [0,T] — (0, +o00) dada por
v(7) ;= min{y; (1), ¥2 (7), €0} -

Calculemos Ag (z (+)) :

T T o (r
M) = [ 000D a= [ o (L) asum) ar

pelo lema 18.14, onde t = ¢ (7), ¥ (t) = 8(|z' ?)|), ¢(a) = ¢(0) =0, p(b)) = ¢(T) =T, a=0,b =T,

P (p (1)) =02 (¢ (7)) = 8|z’ (t)]) =6 (il'ii_zl)')’ @ (1) =1+ u(7). Para isso ¢ (-) tem de ser mondtona
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e o integral fOT 8 (|2’ (t)|) dt tem de existir. De facto, ¢ (-) é crescente e o integral fOTG (|2’ (t)|) dt existe se
ST 0™ (2 @)]) dt ou [T 6% (o' ()]) dt € R, onde

0 (Jz' () =67 (|2 ()) =6~ (|=" ()]),
sendo

6% (I’ ()I) = max {6 (|2' ()]) , 0}

6~ (I’ () = —min {6 (|2’ (-)]) , 0} -
Por hip6tese, 8 () € C! ([0, +00)) e é crescente, entdo fixando « € [0, +00), existe k = 6 (0) € R tal que

6(c) > 60(0) =F,
o que mostra que 6 (-) é limitada inferiormente. Isto &,
JkeR:0(a) 2k Vacl0,+0).
Em particular, para quase todo ¢ € [0, T}, substituindo a por |2’ (t)|,
JkeR:0(z' (t)]) >k, gsem [0,T].

Isto é,
JkeR:60(z'(¢)])—k>0,gsem [0,T].

Consideremos a funcao 6, : [0,7] — [0, +00) dada por

61 (t) :==6(|z' (t)|) — k, gsem [0,T].

/OT91 t) dt

existe. Para isso, vamos usar a nota 11.7, com D = [0,T}, f(:) =6: (), f+ () =07 (1), f~(-) = 67 (-). Como

Mostremos que o integral

67 (t) = max {6; (t),0} =61 (t) >0

67 (t) = —min{d, (t),0} =0,

T T
/0 6F (t) dt e /0 67 (t) dt

T T
/ 87 () dtz/ 0dt=0
0 0

T T
/e;(t) dtz/ 0dt =0,
0 0

pelo lema 11.12, com D = [0,7), f(-) =0, g(-) =87 (-), 9 (-) = 67 (). Além disso, o integral

T T T T T T
— + — = — — —
/0 6, (t) dt—/o 67 (t) dt /0 67 (t) dt—/o 67 (t) dt /0 Odt_/0 of(t) dt>0

entao

existem em [0, c0]. Logo,



10

existe em [0, 0o]. Notemos agora que
01 (t) =0 (jz' O) —k < 0 (|2 (¢)]) = 61 (¢) + k.

E temos

&>
o
A

6F (|2 (t)]) = max {6 (]’ (£)]), 0} = max {6; (t) + k,0}
< max {6 (¢),0} + max{k,0} = 01 (¢) + max {k,0},

para algum k; € R (pela proposigao 11.14 , com a = 61 (-), b = 0), logo
T T T T
by T < / 6% (12 (1)) dt < / 8, (t) dt+/ max {£,0} dt :/ 6, () dt +T max {0}
0 0 0 0

(pelo lema 11.12, com D = [0,T}, f(-) = k1, g(-) = ot (|2’ (-)]) na primeira desigualdade e f (-) = ot (I=" (D),
g(-) = 61 () + max {k, 0} na segunda desigualdade). E como fOT 61 (t) dt existe em [0, 0], ndo podemos garantir
que fOT 6" (|2’ (¢)]) dt € R, nem que 8% (|2’ (-)]) € L! ([0, T),R™). Temos também

ks 6~ (]’ (¢)]) = —min {# (|’ (¢)]),0} = —min {6, (¢) + &,0}

IA

IN

—min {6; (t),0} — min{%,0} =0 — min {k,0} = — min {k,0}

para algum k2 € R (pela proposi¢do 2.17 , com a = 65 (-), b = 0), entdo
T T
ks Tg/ 6~ (|2 (1)) dtg/ — min {£,0}] dt = —T min {k,0} < oo
0 0

(pelo lema 11.12, com D = [0, 7], f (-) = k2, g(-) = 6~ (|2’ (-)]) na primeira desigualdade e f (-) = 6~ (]’ ()]),
g(-) = —min{k,0} na segunda desigualdade). Logo fOT 6~ (|2’ (t)]) dt € R. E portanto, o integral
fOT (|2’ (¢)|) dt existe como pretendido.

Para e suficientemente pequeno, temos por hipétese f(z(-)) > f(2(-)). De facto, por (2.3),
T () € ACy ([07 T] ,Rn)’ pOiS

Ag(z ()

1

/OTeqm' ®)) dt:/OTe(liif:()T')) (1+u(r)) dr

/OT [€(1|+i<)f|)) (A +u(m)-6( (t)t)] dr + A Coqe )

T T
< /O%dtJr/O 9(|2 (t)]) dt

T
€ +./0 6 (|2 (t)]) dt < oo (pois z (-) € ACy ([0,T],R"™) ).

IA
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Além disso, por (2.3), vem

T ’ T
Mo =0l = | [ o({E) avuty dr— [Co02 @) or
T (20 ,
< [ le(EE) arum-ods @) ¢
< %~T=E.

Logo, para ¢ suficientemente pequeno, Ag (z (-)) estd suficientemente perto de Ag (2(-)). Entdo, por hipétese,
f(z (")) > f(z(-)) para qualquer z (-) AC admissivel para (P).

(Parte 2 da demonstracdo do teorema 2.1 : o problema de controlo 6ptimo)

Consideremos um problema de controlo éptimo (associado aquilo que foi dito anteriormente) cujo estado é
z(-)=(s(),y () € R? e cuja dinamica &

ds
@y (17
- “’(m)(““(t”-

O controlo u est4 sujeito a |u (t)] < v (¢) gs, e as condigdes de fronteira sdo s (0) =0, s(T) =T, y(0) =0. O
problema de controlo 6ptimo referido é :

T~
(P)  minimizar ¥ (s (T),y(T))+/0 Lt (st),y®),u(®) dt=:5((s(),y()),u())
com as restrigoes

u(t) € U(t) gsem [0,T},

(s'(8),¥' (1) ot (s(),y(t),u(t) gsem [0,T],

(s(0),y(0) € Co, (s(T),y(T)) €Ch,

onde :
(a) z:[0,T] — R? com z (t) = (s (¢),y (t)) é AC;
(b) u:[0,T} — R & mensurével;
(¢) U :[0,T] — R é a multifungéo dada por U (t) := [-v(t) ,v(®)];
(d) w:R? — R ¢ dada por ¢ (s,4) =9 (v) = 0 [y = Bo (z ())[*;
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(e) L:[0,T} x R2 x R — R com L (t,(s,y),u) = L(t,s,u) é dada por
te[0,T]\N
, ) u € [—eo, €0
L(s,z(t),%%)(1+u)+r0(]—ll+u)(1+u) se §
29 ¢ dom L(s,2(t),")

L s €[0,7T)
¢ te[0,T]\N
N u € [—60,60]
P L(t7 Oa ’I.L) se ,
L(t,s,u) = %_t—i € dom L(s,z(t),-)
L s<0

t€ [0, TI\N

u € [—60,60]

L (t,T,u) se

20 e dom L(s,z(t),")

\ s>T

L 0 caso contrério,

com
N :={t € [0,T): 7' (t) ndo existe ou 2’ (t) ¢ dom L(t,z(t),-)};

(f) #:10,T] x R? x R — R com ¢ (t,(s,y),u) = ¢ (t,u) é dada por
' te [0, TI\N
<1+u,9(J—i—+(—2—l) (1+u)> se
¢ (t,u) = u € [—eo, €0
(0,0) caso contrério;

(g) Co:={(0,0)} e Cy := {T} xR.
O nosso objectivo é aplicar as condigdes necessérias do teorema 2.3, cujas hipéteses temos de verificar.

(Parte 3 da demonstragio do teorema 2.1 : admissibilidade das fungdes uo ('), so (-) e yo 0))
Consideremos as funcdes ug, o, Yo : [0, 7] — R definidas por
Uop (t) = 0,
so (t) =1,
¢
w(®)= [ 002 () ar

respectivamente, pelo que (so (-}, %o (+)) € o estado correspondente ao controlo ug (-).
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Notemos que as solucdes das equagoes diferenciais

ds
- =1tu), (2.9)
Wy ( 1'1’ %)) (1+u() (2.10)

s&o, respectivamente, da forma :

s(t)=s(0)+/0 [+ () d'r:/o [+ () dr=t+/0 w(r) dr

y(t)=y(0)+/0t9( |# (7l )(1+u('r)) dr:/otﬂ( = (0l )(1+u(7‘)) dr.

1+ u(7) 14+u(r)

Comecemos por mostrar que qualquer solucdo da equagio diferencial (2.9) é absolutamente contfnua. De facto,
como s(-) = ¢ (-) e p(-) &€ AC entdo s(-) é AC. Mostremos agora que qualquer solu¢do da equacdo diferencial
(2.10) é absolutamente continua. De facto, de (2.3), vem

T o (r
Ag(z(-))—e<[; 9(1l+i()7|_)>(1+u(7')) dr <Ag(2(")) +e,

/0T0<1j—j—l%) (I+u(r) dreR

donde

(pois z (-) € ACy ([0,T1,R™)) e a funcéo

12’ ()]
tn——>0(1+u(t))(1+u(t))

estd em L' ([0,T],R"™); logo pela proposicdo 18.7 (com (a,b) = (0,T), f(:) =y(-), z =t,t =7 e g(-) como
2'(t)

sendo a funcdo t — 6 (1+u(t)

) (1 +u(t)) temos que a funcdo y(-) é AC. Assim as solugGes das equagdes
diferenciais (2.9) e (2.10) sdo AC. Como s¢ (t) 1=t + fot ug (7) d7 é solugdo da equacéo diferencial

ds

=1t (t)
e yo(t) == fot 0 (T%) (1 + uo (7)) d7 é solugdo da equagao diferencial
dy _,(_1Z (")
a = ° <1+u0(‘r) (1+uo(r),

s0(-) e yo (*) so AC. Além disso, verificam-se as condigdes de fronteira : s (0) =0, 5o (T) =T e yo (0) = 0.
Também, temos as restrigoes :

up (t) =0 € U (¢) :=[-v(t),7(t)], pois v (¢) >0 gs em [0,T7];
(50 ()50 (1) = (1,0(12" ()) = & (¢, (50 (¢) 90 (¢)) , () as em [0,T];
T
(50(0),%0(0)) € Co,  (s0(T) 90 (T)) = (T’/o o (12" (7)]) dT) = (T, Ao (2(-))) € C1.

Verifiquemos que o controlo ug (-) e o seu correspondente estado (sp (-),¥o (+)) resolvem o problema (F.).
Consideremos um controlo qualquer u (t) € U (t) gs em [0, T, e o seu estado correspondente (s (-),y (-)). Entao
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s(), y(-) sdo AC, |[u(t)] < v(t) gs em [0,T], s(t) =t + fotu(‘r) dr, y(t fo (-J%’-) dr, s(0) = 0,
s(T)y=T,y0)=0e ((s(-),y(-)),u()) verifica as restrices do problema (P )- Logo,

T
7((s0(),90 () u0 (1) = w(so(T),yO(T))‘F/O L(t,(s0(t),y0(t)),uo(t)) dt

I

T
o |yo(T) — As (Z('))|2+/0 (L (s0 (), 2(2),2" () +7 6(|2' ($)])] dt

T T
+A L(so(t),z(t),2' () dt+r /0 6(|z' (t)]) dt

T
o 1Ag (2()) — As (2 ()] + /0 L(t,2(t),# (£) dt+7 Ag(2())
= AGO) 47 Ae(z())

= f(z())

e por hipétese
fl()>f(z() Ya() ACy({0,T]),R") admissivel para (P),

donde

3((s0(),50())su0()) = F(z() < f(z()) (2.11)

= A@(O)+7A(@() +0 Ao (2 () — Ao (= ()

T T
= /L(t,:c(t),x’(t)) dt+r/ 6 (|’ (t)]) dt+
0

/ 6 (2" (t)]) dt — / 0 (|2 (7)])

= /0L<T+/ u(s) ds,z (1), ,(T( )(1+u(7')) dr +

0 1+

+r /OTG (llig()l)) (14 wu(r)) dr+
2

/OTa (15%)) dr— Ao (2 ()] .

Vamos aplicar o lema 18.14 para provar a igualdade

/OTL(t,a:(t),:c'(t)) dt:/OTL<T+/OTu(s) ds,z(T),%T()—T)) (1+wu(r)) dr,

+o

+o
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onde t = ¢(r), () = Ltz(t),7' (), ¢(a) = ¢(0) =0, ¢(b) = ¢(T) =T, a =0, b =T,
Y(p(r) = Lip(n),z(p(). 2 (¢(7))), ¢ () = 1 + u(r). Para isso ¢(-) tem de ser monétona e o
integral fOTL(t,a:(t),m’ (t)) dt tem de existir. De facto, () € crescente e o integral
JEL(t,z(t), (1) dt existe se [y L™ (t,z (t), ' (£)) dt ou [ L* (t,2(t), (t)) dt € R, onde

L(yz(),a ()= L* (hz(),a ()L (z() ,z’ ),

sendo

L* ('1:17 () .z ()) = max{L (hz (*),:l:/ () sO}

L™ (z(),2' () = —min{L(,z(),2'()),0}.
Por hipé6tese,
L(t,s,v) >1(s),

para alguma funcio [ (-) localmente limitada inferiormente. Ou seja, paracadase€ Q,3acR,In>0:
[(s)>a,Vs€ A:=35+1B.

Assim,
JaeR:L(ts,v)>a, Vte[0,T],Vse€ A VveR™

Em particular, para quase todo t € [0, T, substituindo s por z (t), v por z’ (t),
JaeR:L(tz(t),z (t)) >a,qsem [0,7T].

Isto é,
JaeR:L(t,z(t),2' (t)) —a>0,qgsem [0,T].

Consideremos a fun¢éo L, : [0,T] — [0, +o0] dada por

Li(t):=L(t,z(t),z'(t)) —a, gsem [0,T].

T
/ Ly (t) dt
0
existe. Para isso, vamos usar a nota 11.7, com D = [0,T], f(-) = L, (-), f* () = LT (), f~ (-) = L] (+). Como

Lf (¢) = max {L; (t),0} = L1 (t) > 0

Mostremos que o integral

L7 (t) = —min {L, (t),0} =0,

T T
/0 L) dt e /0 L (t) dt

T T
/ LT (¢) dtz/ 0dt=0
0 0

T T
/ LT (1) dtz/ 0 dt =0,
4] 0

pelo lema 11.12, com D = [0,T}, f(-) =0, g(-) = LT (), g () = LT (-). Além disso, o integral

T T T T T T
—_ + _ - —_ + _ — +
/0 Ly (t) dt—/o LT (t) dt /0 Ly (t) dt /0 L} (t) dt /0 0 dt /0 L () dt>0

entao

existem em [0, 00]. Logo,
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existe em [0, co]. Notemos agora que
L) =Lta(®),a ©) —ae Ltz (), (1) = Ly (0 +
E temos

a Lt (t,z(t),2' (t)) = max {L (t,z (t),z’ (t)),0} = max {L; (t) + a,0}

IA

IA

max { Ly (¢),0} + max {a,0} = L, (t) + max {a,0},

para algum a; € R (pela proposi¢éo 11.14 , com a = L, (-), b = 0), logo

T T T T
a1T5/0 Lt ¢z (t),2 (1)) dtg/o L1 (8) dt+/0 max {a, 0} dt:/o Ly (£) dt+T max {a,0}

(pelo lema 11.12, com D = [0,7], f(:) = a1, g() = L*(,z(-),2'(-)) na primeira desigualdade e
f¢)=LY(,z(),2' (), g(-) = L1 (-) + max {a,0} na segunda desigualdade). E como fOT Ly (t) dt existe
em [0, 0], ndo podemos garantir que fOT Lt (t,z(t),z' (t)) dt € R, nem que L* (-,z (-), 2" (-)) € L ([0,7],R™).
Temos também

ay < L (t,z(t),2'(t)) =—min{L (¢t z(t),2'(t)),0} = —min{L; (¢) +a,0}

< —min{L; (t),0} — min {@,0} =0 — min {a,0} = — min {a,0},

para algum as € R (pela proposigao 2.17 , com a = Ly (-), b = 0), entdo
T
as TS/ L™ (t,z(t),a' (¢)) dt </ [~ min {a,0}] dt = —T min {a,0} < 0o
0 0

(pelo lema 11.12, com D = [0,7], f(-) = a3, g(-) = L™ (,z(-),2'(-)) na primeira desigualdade e
fO) =L (,z(),2'(-)), g(-) = —min {a, 0} na segunda desigualdade). Logo, fOT L~ (t,z(t),z (t)) dt eR. E
portanto, o integral féT L(t,z(t),z’ (t)) dt existe como queriamos mostrar. Logo o lado direito da desigualdade
(2.11) é igual a :

[ (o002 ) avue) i [[o({2EL) auiey o

1+u(n) 1+u(r)

+o |y (T) — Ap (2 ())I?

- /OT[ (s(r) z(7), 1+(()T))(1+U(T))+r9(1lis-()1‘—))(1+“(7))} i

+o |y (T) = Ao (= ())[*

T~
- /()L(T,(s(f),y(ﬂ),u(f)) dr + 9 (s (T) 4 (T))

= J((s(),y()),u()-
Entdo, ((so (-),yo0 (), uo (-)) resolve o problema (F.).
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(Nota : para podermos aplicar o principio do méximo (teorema 2.3 abaixo), as partes 4 a 18 da demonstragéo
consistem na verificagido da validade das suas hipéteses.)

(Parte 4 da demonstragdo do teorema 2.1 : verificagdo da hipétese (i) do teorema 2.3)

Comecemos por verificar que : existe § > 0 tal que
z(t)=(s(t),y(t) € Ze := B((s0(t),%0(¥)),9), Vt € [0,T],
para qualquer z (-) = (s (-),y (-)) admissivel e respectivo controlo u (-). Sabemos que, para cada ¢ € [0, T,

B((s0(),%0(t)),0) = {(s(t), ¥ (®)) €R*: |(s(£),y () — (s0(£) .30 (1))] < 8}

De facto, existe § = g9 T + ¢ tal que para qualquer controlo u (-) e correspondente estado (s (-),y (-)) vem :
[(s(),y (&) — (50 (), 90 )] = I(s(®)—s0(t),y(t) —wo(2))l

= |s(t) —so(t)| + |y (t) — yo (t)] (aplicando a norma da soma)

t
= ‘t—f—/ u(r) dT—-t‘-l—
0

+/t0(1|i(7'()|))(1+u(7- dr—/ 6(2' (7)) dr

< / lu(7)] dr+ ( 1% (T()I)>(1+u(7')) dr —8(| (7)))| dr
< / fu (7)) dr + 9(1|i£7()l))(1+u(r)) dr —8(12' (1))| dr

T
< /Oeod¢+/ £, dr (por (28) e (2.3)

= g T+e=4VYte(0,T],

isto &,
(s (8) ,y () = (s0 () , %0 (¢))| < 8,V t €[0,T7.

Notemos que X; é a projecgdo do gréfico de um tubo ¥, pela defini¢do 2.4, com
S:={t: (¢ (s,9)) € T para algum (s,y) € R*} = (0,77,

Te:={(s,9) : (t(s,9)) €T} = B((s0 () , %0 (t)),6) Vt € [0,T]
$:=Graf (£;) = Graf (B((s0(t), 50 (t)),6)) = {(£,6) : t € [0, T],b € B((s0(2) %0 (¢)),6)} -

(Parte 5 da demonstragio do teorema 2.1 : verificagio da hipétese (ii) do teorema 2.3)

Verifiquemos que : U {-) tem valores ndo-vazios e o seu gréfico,

Graf (U) .= {(t,u) € [0, T] xR:t € [0,T], u e U(t)}
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é £ ® B-mensurdvel. Pela construcgdo do problema (F,), U : [0,7] — R é& a multifuncdo dada por
U (t) := [=7(8) ;7 (8)], mas

Ui) = [—v@),vy@®)]={veR:v<y@®)}INn{veR: —v<~()}
= {veR:htv)=v<yv@)}IN{veR: hy(t,v) =—v <y(t)}

= UL()nl:(1),

para as multifun¢des Uy, Uz : [0, T] — R dadas por U (t) := (—o0, v (t)] e Uz (t) := [y (t) , +-00), e para algumas
funcdes carathéodory hy, ks : [0,7] x R — R dadas por :

hi(t,v)=h (v) =v

ha (t,v) = ha (v) = —v.

De facto, hq () ndo depende de ¢, entdo hy (-,v) é mensurdvel para cada v € R e hy (t,-) é continua para cada
t € [0,T) (pois hy (t,-) é uma funcdo linear). Analogamente, como hg (-) ndo depende de t, entdao hg (-,v) é
mensuravel para cada v € R e hy(¢,-) é continua para cada ¢t € [0, (pois hg (t,-) € uma fungdo linear).
Logo, ki (-) e ha () sdo fungdes carathéodory, pela defini¢do 21.9, com T = [0,T], f(-) = h1 (-), f(-) = h2 (),
z = v. E consequentemente, hj (-) e ha (-) s@o integrandos normais pela proposi¢do 21.10. Entéo, como = ()
¢ mensurdvel gs em [0,77], temos que U; (-) e Uz (-) sdo mensurédveis e tém valores fechados, pela proposigio
21.6, com § = (0,T|, n=1, f(-) =h1 (), f()=ha(),a=7(),s=t,za=0,T()=U1(), T() =V2()
Logo, U (-) é mensurdvel e tem valores fechados, pelo teorema 20.13, com § = [0,7], n = 1, ', (-) = U1 (+),
Ty () =Us(:), T () =U(-). Finalmente,

Graf(U) = {(t,uw)e0,T]xR:uelU(t)}

I

{(tw) €0, T xR:uwe -y (),

= 8 {t} x [=v(@),7 ()]

é £ ® B-mensursvel, pelo teorema 21.7, com T = [0,T], F(-) = U(:), n = 1. Evidentemente ug (-) é uma
selecgdo mensurdvel de U (-).

(Parte 6 da demonstragdo do teorema 2.1 : verificagdo da hipétese (iii) do teorema 2.3)

Verifiquemos agora que : 1 (-) é localmente lipschitziana. Ou seja, pela definicdo 22.1, queremos mostrar
que para cada (s*,y*) € R?, existem € > 0 e L > 0 tais que

|¢ (slvyl) - 1/)(32792)} < L }(81,y1) - (32ay2>l P v (Sl,yl); (52’7:’2) € B((S*’y*)’g)-

Mas como 7 (-) niio depende de s, basta mostrar (ver proposicdo 2.14) que, para cada y* € R, existem zZ >0 e
L > 0 tais que

W (y1) — Y (W)l <L |y1 — 2|, Vy1, y2 € B(y*,8).

De facto, fixado y* € R, existemz = le L = 20 (|y*| + 1 +|Ag (2 (-))]) tais que para quaisquer 1, y2 € B (y*,¢),
temos :
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@) - v @)l = |o m—ReO)F o lyz— s (z ()P

= lom—2G())~0 (m2-Ad (')))2'

= Jo [ -2 M0 () + Moz () =13 +2 2 Ao () — (A (= ()]
= lol|vi — 93 —2 Mo (2 () (1 — 92)|

= 0 |(y1+y2) (y1 —y2) —2 Aa (2 () (y1 — y2)| (pois & > 0)

= o (B +1e—280 G 0) @ - v

< o (Il + vl +2 1A (2 ()] [y — w2l

< o (W +EHIIHEH2 1Mo () Iy — 3l

= 20 (W +E+ A () lv1 — 2

= 20 (Iy]+1+ 18 O lor — vl

= L |y1 —yo-
(Isto deve-se ao facto de yi, y2 € B (y*,€), pois assim vem

[l =W <|ly -y | <E=|m| <y +E

lyzl — "] < ly2 — v"| <E = |yl < ly7| +£)
(Parte 7 da demonstragdo do teorema 2.1 : verificacdio da hipétese (v;) do teorema 2.3)

Mostremos que : para cada z(-) = (s(-),y(-)) € R?, a fungdo L (-,z,-) é £ ® B-mensurével. Como L()
néo depende de y, vamos mostrar que, para cada s € R, a fungéo L (-, s, ) é L @ B-mensursdvel. Consideremos
novamente o conjunto

N :={t€0,T]: 2 (t) ndo existe ou ' (t) ¢ dom L(t,z(t),")},

o qual tem medida nula, pois 2’ (t) existe gs em [0, T] ou 2’ (t) ¢ dom L (¢,2(t),-) gs em [0, 7.
Fixemos s € [0,7]. E consideremos as fungdes g; : [0,7] x R — R dada por

( te[0,T]\N

L (s, z(t), ’;—_'(_%) (1+w) se u € [~€o, €0
g1 (t,u) 1= <

28 € dom L(s,z(t),")

L 0 caso contrério,
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e g2:(0,T] x R — R dada por

€0, TI\N
ré (JL—(LQ (14+u) se
go (t,u) := u € [—eg, €0)
0 caso contrdrio,

Comecemos por mostrar que g; (-) é £ ® B-mensurdvel. Seja fl: [0,7] x R™ — (—o00, +00] definida por
Lt :=L(s,2(1),¢).

Por hipétese L (-) é prépria e pela hipétese bésica (iv), a fungdo (s,v) — L(t,s,v) é sci, entdo pela nota
2.11, a fungdo v + L (t,s,v) é prépria e sci (onde f (-) serd a fungéo (s,v) — L(t,s,v) e hs (-) serd a funcio
v L(t,8,v), =8,y =uv). Pelahipétese bésica (v), para cada (¢,s) € [0,T] x ©, a funcdo L (t,s, ) é convexa
e o dominio dom L (t,s,+) é um conjunto aberto, convexo e nio-vazio. Também, por hipétese, z (-) € I'(Z (-)),
logo 2 (t) € Q para qualquer ¢ € [0,T]. Entao (substituindo em L (¢, s,v), t por s, s por z(t) e v por {) para
cada t € (0,7 fixado, f!(¢,-) é prépria, convexa, sci, o dominio € um conjunto aberto nao-vazio, e seja qualquer
¢ € dom fL(t,-) =int (dom f!(t,-)). Fixemos ¢t € [0,T] e definemos f;, : R — (—o0, +oo] por

sl,t (C) = fsl (t7 C) ’

a qual, pelo que acabamos de referir, é prépria, convexa, sci, o dominio é um conjunto aberto nao-vazio e
¢ € int (dom f},). Entéo a fungdo f;, . : R — (—o0, +00] dada por

fst(1+u> 1+wu)  seu>-1

sl,t,( (u) := ul‘l\ml fl ¢ (1+u) (1+u) seu=-1

+00 seu < —1

L(s,z(t),l+u)(1+u) seu>—1

= ul\i‘m_lL(s,z(),Hu)(l—}-u) seu=—1

+00 seu < —1

é prépria, convexa, sci, pela proposicio 2.12, com f(-) = f1, (), z = ¢, fe () = fi, ¢ (*). Além disso, pela
mesma proposigio, como { € int (dom f1,), entéo 0 € int (dom fsl,t,()' Em particular, para cada ¢t € [0, T]\N,

substituindo ¢ por 2’ (t), temos que a fungéo fsl’t’z,(t) : R — (—o00, +00] dada por
(s z(f),l_m)(l—l—u) seu > —1

fsl,t,z’(t) (u) == ul{ml L (s z(t), 1+u) 1+u) seu=-1

+00 seu < —1

é prépria, convexa, sci e 0 € int (dom fit,z, (t)>' De facto, isso acontece, pois, por hipétese, z (-) € T'(Z (-)),
entdo fOTL(t,z (t),2 (t)) dt = A(2(-)) < A(T()) € R, para alguma fungdo lipschitziana Z (-). Donde, pela
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nota 11.10, L(t,z(t),2' (t)) € R gs (onde f(-) é a funcdo t +— L(t,z(t),z (t)), D = [0,T]). O que significa
que 2’ (-) € dom L(t,2(t),-) qs. Em particular, para s € [0,T] fixado, 2/ () € dom L(s,z(t),-) gs. Desta
maneira, como dom f}, = dom fl(t,-) = dom L(s,z(t),-) é aberto, isto &, dom f}, = int (dom f},), e como,

para cada t € [0,T]\N, 2/ (t) € dom f}, = int (dom fl;), entdo 0 € int (dom fatw (t)). Segue que a fungdo
}:;l,t,z’(t) : R — (=00, +00| dada por

_ <s z(t), § L0} )(1+u) se u € [—eg, €0
1

fs,t,z’(t) (u) =
+00 caso contrario

é prépria, convexa, sci e 0 € int (dom fsl’t,z,(t)), uma vez que 0 < g9 < 1, por hipétese. Seja
f2:[0,T) x R — (—o00, +00] dada por

( te [0, T]\N
(s z(t),1+u) (1+u) se
S [—Eo, Eo]
£2(t,u) := ¢ teN
0 se
u e [—80, 80]
L +o00 caso contrério.

Fixamos t € [0,7T], que estd em N ou ndo. Set € N, entdo

0 sewu€[—eo,&0]

fs2 (tvu) =

+00  caso contrdrio.

Logo, f2(t,-) é propria, convexa, sci e int (dom f2 (t,-)) = (—¢co0,€0) # . Se t ¢ N, entdo

(s z(t), 1+u)(1+u) se u € [—ep, €0
fs2 (t’ u) =
+00 caso contrario.

E como fZ(¢t,) st () se t ¢ N, temos que f2(t,) & prépria, convexa, sci e
0 € int (dom fl tz,(t)) = int (dom f2(t,-)). Portanto, para cada t € [0,T], f2(t,-) é propria, convexa, sci
e int (dom f2 (t,-)) # @. leemos u € R. Entfio u € [—&p, 0] ou ndo. Se u & [—&p, £g|, entdo

f2(t,u) =400,V t€[0,T].
Neste caso, como fZ (¢,u) ndo depende de t, temos que f2(-,u) é mensurdvel, para cada u € R\ [—&o, €]

Fixemos u € [—&p, o], entdo

2t = (3 2 () ’1+u)(1+u) set€[0,T]\N
0 sete N,

isto é,

ff(t,u)=L(s 20,112 ) (1) asem[0.7].
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A funcado

tHL<s,z(t),f+tu>(l+u}

¢ mensurével. Mostremos que, de facto, assim 6. Definamos a funcdo f; : [0,T) x R?™ — (—o00, +00| por

ﬁ (tu<17 C2) = L(svcl’CQ) .

Como, por hipdtese, L(-) & sg_i nas 2% e 3% varidveis, entdo L (s,-,-) é sci. Logo, fi (-) é um integrando normal,
pela nota 21.2, com f(-) = f1(-), ®(-) = L(s,-,), ¢ = ({1,¢2), s =, § = [0,7]. Como z(-) é AC, entdo a
funcdo Z; : [0, T] — R?" dada por

& mensurdvel. Fazendo a composta, temos que a funcio

e it @) = Fi (120, 52 ) = 2 (520, 52

1+u U

¢ mensuravel, pelo coroldrio 21.4, com S = [0,T], f(-) = f1(), z() =% (), s = t. Além disso, pelo teorema
10.21, com D = (0,7}, f(:) a fungiio t — L (s,z(t) , %%), ¢ = 1 + u, domfnio de defini¢do de ¢ f = {0,7],

resulta que a funcao

tn—»L(s 2 (1), llth))(H u)

¢ mensurdvel. Logo, pela observagao 10.24, com D = [0,T], f(-) a fungdo ¢t — L (s z(t), 1+u) (1+ u),

g(-) = f2(-,u), resulta que f2(-,u) é mensurével, para cada u € [~eo, o). Portanto, para cada u € R, f2(-,u
é mensurdvel. Logo f2(-) é um integrando normal, pelo coroldrio 21.5, com S = [0,T], n = 1, f(:) = f2 ("),
s=t, = u. Entdo f2(-) é £ ® B-mensurével, pelo teorema 21.3, com S = [0,T], n =1, f(-) = f2(-), s =1,
z = u. Consequentemente, o0 conjunto

Al = {{tuw)e[0,T] xR: f2(t,u) < o0}

{(t,u) €[0,T) xR : f2 (t,u) € R}

- {(t,u)e({O,T]\N)x[ —e0,0) : 248 € dom L (s, (t), )}UNx[—so,eo]

é £ ® B-mensurdvel, pelo coroldrio 10.18 (alinea (b)), com D = [0,T] x R, f(-) = f2(-), # = (t,u). Entéo, a
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fungdo f2: [0, T] x R —R dada por

f2(t,u) se (t,u) € Ay

-f?(t’u) = fsz(t,u)XAl (t,u) = {
0 se (t,u) ¢ A;

( ( te(0,TI\N
L (s, z(t), i—,_i(-_%) (1+u) se u € [—e0, £0]
4 29 € dom L (s,2(t),")
i tenN
0 se
. ue [-—60, 60]
\ 0 caso contrédrio
( t€(0,T]\N
L (s, z(t), %%) (14+wu) se u € [—¢o, o)
= 9
28 ¢ dom L(s,2(t),")
L 0 caso contrério
é £ ® B-mensuravel em [0,T] x R, pelo lema 2.6, com f(-) = f2(-), D = [0,T] xR, Do = A;, t = (t,u),

g ()= F2(-). Mas f2(-) = g, (-), entéo pela nota 10.24, com £ (\) = f2(-), g(-) = g1 (") e D = [0, T] x R, temos
que g1 (-) é £ ® B-mensurdvel em [0,T] x R.

Agora vamos mostrar que go (-) é £ ® B-mensurdvel. Por hipétese, 6 (-) € C* ([0, +00),R) é estritamente
convexa e estritamente crescente, entdo 8 (-) é continua em todos os pontos de [0, +00), pela proposi¢ao 16.2,
com X = [0,+00) e f(-) =8 (). Logo, 6(-) é sci, pela nota 6.27, com E = [0,400) e f (-) = 6(-). Definemos a
funcao Al : [0,T) x R™ — (—o0, +00| por

hl(t,¢) :=78(|¢]), onde 7 > 0 ¢ a constante do enunciado.

Para cada t € [0, T fixado, k! (¢,-) é propria, convexa, sci e o seu domfnio dom Al (t,-) = R™ &€ um conjunto
aberto ndo-vazio (pois é a composicio das fungdes ( — || e ¢{; — 7 0(¢;)). Seja qualquer
¢ € dom hl(t,-) = int (dom h!(t,-)) = R™. Fixemos t € [0,T] e definemos hl, : R — (—o0,+00] por

h’;,t (C) = h; (t, C) )

a qual, pelo que acabsmos de dizer, é propria, convexa, sci, e {( € int(dom hl,) = dom h}, =
= dom hl(t,-) = R™ (isto é o seu dominio ¢ um conjunto aberto ndo-vazio). Entfo a funcdo
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h},c R — (—00,+00| dada por

hﬁt(1+u)(1+u) seu>—1

hyee(uw) = uli,n—ll hl. (1+u) (14+u) seu=-1
+00 seu < —1

r9(1+u)(1+u) seu>—1

= u1<n31r0(‘ )(1+u seu=-1

+00 seu < —1

é propria, convexa, sci, pela proposigao 2.12, com f () = hy,(-), z = ¢, fa () = hi s (). Além disso, pela
mesma proposigdo, como ¢ € int (dom hi,t), entdo 0 € int (dom hs,t,c)' Em particular, para cada t € [0, T]\N,
substituindo ¢ por 2’ (t), temos que a fungéo h;,t,z'(t) :R — (—00, +00] dada por

14+

rG(

)(1+u) seu>—1

1 —
hg s 20(8) (u) == ul{‘ml r 0 ( o ) (1+u) seu=-1
+00 seu < —1
é prépria, convexa, sci e 0 € int (dom h! s b5 (t)) De facto, isso acontece, pois, por hipétese,

2 () € ACy (|0, T],R™), entdo fOTB(fz’ (t)|) dt < +o0. Donde, pela nota 11.10, 8 (|2’ (t)]) € R qs (onde f(-) é a
funcéo ¢ — 6 (|2’ (t)]), D = [0,T)). O que significa que 2’ (t) € dom 6 (||) gs. Desta maneira, como dom h;, =
= dom hl(t,-) = dom 0 (|-|) = R™ é aberto, isto &, dom hl, = int (dom h],), e como, para cada t € [0,T]\N,

2 (t) € dom hl, = int(dom hy,), entio 0 € int (dom h‘.stz’(t)) O que implica que a fungdo
B;,t,z’(t) : R — (—o0, +00| dada por

z'jt
14+u

_ ro

h’:,t,z’(t) (u) =

) (1+u) sewu€ [—eo,e0)

+00 caso contrério

é propria, convexa, sci e 0 € int (dom Ei’t,z,(t)), uma vez que 0 < €9 < 1, por hipétese. Seja
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h2:[0,T] x R — (=00, +00] dada por

( ) te[0,TI\N
ré ( %({_% ) (1+u) se
U € [—60,60]
B2 (t,u) == | te N
0 se
u € [~¢o, €0
L +00 caso contrério.

Fixamos t € [0, T, que estd em N ou ndo. Set € N, entdo
0 sewu € [—ep,c0)
h2 (t,u) =

+00 caso contrério.

Logo, h2 (t,-) é propria, convexa, sci e int (dom h%(t,-)) = (—eo,e0) # @. Se t ¢ N, entdo

ro(

) (14+u) seu€[—¢o, &0

1+u
hi (tu) =
400 caso contrario.
E como Ah2(t,-) = Tzstz,(t)() se t ¢ N, temos que h2(t,-) é prépria, convexa, sci e

0 € int (dom E:,t,z’(t)) int (dom h? (t,-)). Portanto, para cada t € [0,T], hZ(t,-) é propria, convexa, sci
e int (dom h2(t,-)) # @. leemos u € R. Entdo u € [—&g, £0] ou ndo. Se u ¢ {—ep, 0|, entdo
h2 (t,u) = +oo, ¥V t € [0,T].

Neste caso, como h? (t,u) ndo depende de t, temos que h? (-,u) é mensurdvel, para cada u € R\ [—e&o,€0].
Fixemos u € [—&q, £0), entdo
ré (

)(1+u) set€[0,T)\N

14u
B2 (tu) = i
0 set €N,
isto &,
2 _ 7 (t)
hs(t,u)—TO( 1T (1+u) gsem[0,7].
A funcio

r0( & D (1+u)

é mensursvel. Mostremos que, de facto, assim é. Relembremos a fungdo hl : [0, 7] x R® — (—o0, +00] dada por

hl(t,¢) ;=7 8(|¢|), onde r > 0 é a constante do enunciado.

Como ¢ — 7 #(|¢|) é continua, pois é o produto entre a composi¢do de duas fungdes continuas (¢ +— |¢| e
¢, — 7 8(¢;)) e uma constante, entdo é sci. E portanto, 7 6(]-|) é sci. Logo, h} (-) é um integrando normal,
pela nota 21.2, com f(-) = hl (), () =7 0(]),z=¢ s=¢ S =[0,T]. Como z(-) &€ AC, entdo a fungéo
7:10,T] — R™ dada por

2 (t)

7 () :=
v(®) 14w




26

& mensursvel. Fazendo a composta, temos que a fungao

bRl (5 () =kt (62D ) =1 g
s \'1+u
é mensursvel, pelo coroldrio 21.4, com S = [0,T], f(-) = R} (:), z(-) = ¥ (-), s = t. Além disso, pelo teorema
10.21, com D = [0,7T], f(-) a fungdo t — r 6( 2 ), ¢ = 1 + u, dominio de defini¢do de ¢ f = [0, T, resulta

1+u
que a fungdo
tHrG(;@w>ﬂ+)

é mensuravel. Logo, pela observagao 10.24, com D = [0,T], f(-) a fungio t — r 9( T )(1+u)

g (-) = h2 (-, w), resulta que h2(-,u) é mensurével, para cada u € [—eo, co]. Portanto, para cada u € R, hZ (-, u)
é mensurdvel. Logo A2 (-) é um integrando normal, pelo coroldrio 21.5, com S = [0,T], n =1, f(-) = h2 (),
s =t, x = u. Entao hz() & £ ® B-mensurdvel, pelo teorema 21.3, com S = [0,7], n =1, f (') —-h2(), s =t,
z = u. Além disso, o conjunto

Z (1)
1+u

IS

By = {(t,u) €[0,T] x R:h2(t,s) < +oo}
= {(t,w) €[0,T) xR: hZ(t,s) € R}
= (([0,TI\N) x [—e0,€0]) U (N X [—€0,0])

= [O, T] X [—60,60]
é £ ® B-mensuravel, pelo corolrio 10.18 (alinea (b)), com D = [0,T] x R, f(-) = h2(-), z = (t,u). Entdo, a
funcao A2 : [0,T] x R —R dada por
h2 (t,u) se (t,u) € By

RZ(t,u) = RZ(t,u)xp, (tu) = {
0 se (t,u) & By

€ [0, TI\N

t
e )(1+u) se {

r 9(
u € [—€o, €o)

— te N
0 se
u € [—€0, €0

0 caso contrédrio

( te[0,T)\N
T 0( 51__8 ) (1+u) se
0 caso contrario

\
¢ £ ® B-mensurdvel em [0,7] x R, pelo lema 2.6, com f(-) = A2 (), D=1[0,T] xR, Do = By, t = (t,u),
g (") = h2(-). Mas h?(-) = g2 (), entéo pela nota 10.24, com f () = R2 (), g()=g2(-) e D =[0,T] xR, temos
que g3 () é £ ® B-mensurédvel em [0,T] x R.
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Assim, como g (+) e g2 (-) séo £ ® B-mensuraveis em [0,T] x R, entdo g; (-) + g2 (-) é £ ® B-mensuravel em
[0, T] x R, para cada s € [0, T fixado, pelo teorema 10.22, com f (-) = g1 (-), g(-) = g2 (-), D =[0,T] x R. Isto

é, a funcao ) )

(t,u) HL(S 2 (1), 1f))(1+u)+re ('f%) (1+)
¢ £ ® B-mensurdvel se t € [0,T]\N, u € [—&p, 0], 3}_—3 € dom L(s,z(t),-), s € [0,T]. E portanto, para cada
s € (0,77, z(-,s, -) &€ £ ® B-mensurével.

Fixemos s < 0, entdo L (¢, s,u) = L (¢,0,u), se t € [0, T]\N, u € [- €0, 0], 212 1+u € dom L(s,2(t),-). E como
s =0 € [0,7] e j& provdmos que L(-s,-) é £L® B-mensurével para cada s € [0,T], em particular L (-,0,-) &
L ® B-mensurdvel. Isto &, L(-,s,-) é L ® B-mensurdvel se s < 0.

Fixemos s > T, entdo L (t,s,u) = L(t,T,u), se t € [0,T]\N, u € [—o,€0], 'i—l_i(_% € dom L(s,z(t),). E
como s =T € [0,T] e j& provémos que L (-, 8,-) é L ® B-mensurével para cada s € [0,T], em particular L -7,
é L ® B-mensurével. Isto é, L(-,s,) ¢ L ® B-mensurével se s > T.

Logo, para cada s € R, a fung¢do L (-, s,-) € £ ® B-mensurdvel.

(Parte 8 da demonstragdo do teorema 2.1 : verificagdo da hipétese (v2) do teorema 2.3)

Mostremos que : existe k(-) : {(t,u) : t € [0,T],u € [-7(t),v(¢)]} — (0,+00) £ ® B-mensurdvel tal que
para cada (t,u) € {(t,u) : t € [0,T],u € [-y(t),v (t)]}, L (t,-,u) é lipschitziana em X, isto é,

Lt (s1,91),w) = Lt (s2,30) ,w)| S k(8,0) [(s1,00) = (s2,90)),

para quaisquer (s1,y1), (S2,¥2) € Xt := B ((so(t) %0 (t)),6). Mas como f/() ndo depende de y, basta mostrar
(ver proposi¢do 2.14) que existe k(-) : {(t,u):t € [0,T],u € [—y(t),v ()]} — (0,+00) £ ® B-mensuravel tal
que para cada (t,u) € {(t,u):t€[0,T],ue[—v(),v(®)} L(t,-,u) & lipschitziana em
S := B (s0(t),8) = B(t,d), isto ¢,

L(t,s1,u) — L(t,s0,u)| < k(t,u) |s1 —so|, Vs1, 52 € ¢ := B(so (t),8) = B(t,6).

De facto, para cada (t;u) em {(t,u): t€[0,T],u € [—y(@),y(®)]}, existe
E():{(¢tu):t€[0,T),ue[—y(),y ()]} — (0,+00) L ® B-mensurdvel dada por
( te[0,TI\N
(tz(t) )(1+u‘+cl I1+ul se u € [—eo, €0l
k(t,u) := ﬁ

ZTQE% € dom L(t,z(t),-)

L 1 caso contrario,

para alguns cj, ¢; € RT tal que para quaisquer sy, s2 € ¥t := B (t,4), temos :
0 €1
L(t §1,U) — (t sz,u)l <k(t,u) |s1—s2f.

Mostremos que, na verdade, isso acontece. Notemos que u € [—60,60], pois [—y(t),v ()] C [—¢o,€0)- Fixemos
primeiro t € [0,T]\N e u € [—(t), (¢)]. Entdo, pela proposi¢io 2.16 (ver (2.48)),

2 (t)
1+_’LL GdO’fTLL(t,Z(t),').
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E sejam entéo s1, sz € [0, 7] quaisquer, i—}_—% € dom L{s1,2(t),"), %% € dom L (s2,2(t),-), logo
~ ~ of ’
Eon - Ema)] = [2(s200,3 D) sy 0('z O aru+
_ Z (¢) EAQII
L(sz, z(t), = T (1+wu)— Thu (1+u)

1+ ul

= J(er0m)- (wt) )
(cf) L(t,z(t),lz;_ti)

<06 L(t,z(t),ffl) 11+

< k(t7u) |81—32|-

IA

—{—c’l) |81 — 82| |1+l

I

+c 11 +u|) |s1 — 82

(Isto acontece para qualquer ¢ com 5&% € dom L(t,z(t),-), pelo lema 2.13, com tg =¢t, s = z(t), v = %_—2,

T1 = 81, To = sp.) Fixemos agorat € N e u € [—v(t),v(t)], entdo L (t,-,u) = 0 é trivialmente lipschitziana em
¥; para qualquer constante de Lipschitz, em particular é lipschitziana para k (t,u) = 1. Mostrdmos portanto
que, para cada (t,u) € Graf (U),

E(t,sl,u) —Z(t,sz,u)’ < k(t,u) |s1— 82|,V s1, 52 €[0,7T].

Isto &, L (t,-,u) é lipschitziana em [0,T]. Se s < 0, entéo z(t s,u) = L(¢,0,u), e como s = 0 € [0,T], temos
que L (¢,-,u) é lipschitziana em (—4,0). Se s > T, entdo Lt,s Ju) = L(t,T,u), e como s =T € [0,T], temos
que L (t,-,u) & lipschitziana em (T, T + ). Consequentemente, L(¢,-,u) é lipschitziana em (—8,T + §) e em

particular L (t,,u) é lipschitziana em Et
Falta mostrar que & (-) é £ ® B-mensurdvel. Consideremos as fungdes k; (-) : [0,7] x R — [0, +00) dada por

( te[0,T]\N
I —
€ (t z(t), 1+u) (1+u)‘ se u € [—¢o0, £0)
k1 (t,u) = /
i—-;-(% €dom L{t,z(t),-)
L 0 caso contrério,
e ko (-) : [0,T] x R — (0, +oc0) dada por
te [0, TI\N
¢y |1+ul se
kg (t,u) = A [—60,60]
1 caso contrério.

Comecemos por mostrar que k1 (-) é £ ® B-mensurdvel. Seja a' : [0,T] x R™ — (—00, 4-00] definida por
a' (t5C) = L(th (t) :4) .

Por hipétese L (:) é prépria e pela hipétese bdsica (iv), a funcdo (s,v) — L(t,s,v) € sci, entdo pela nota
2.11, a funcéio v — L (t,s,v) é prépria e sci (onde f (-) serd a funcdo (s,v) — L(t,s,v) e hy (-) serd a fungdo
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v L(t,s,v), x =8,y =v). Pela hipétese bésica (v), para cada (¢, s) € [0,T] x , a funcdo L (¢, s, -) & convexa
e o dominio dom L (t,s,-) é um conjunto aberto, convexo e ndo-vazio. Também, por hipétese, z (-) € T (Z(-)),
logo z(t) € Q para qualquer t € [0,7). Entdo (substituindo em L (t,s,v), s por z(t) e v por {) para cada
t € [0,T) fixado, a! (t,-) é propria, convexa, sci, 0 dominio é um conjunto aberto ndo-vazio, e seja qualquer
¢ € int (dom a (t,-)). Fixemos t € [0, ] e definemos a; : R™ — (~00, +00] por

a; (¢) :=d' (t,9),

a qual, pelo que acabsamos de referir, é prépria, convexa, sci, o dominio ¢ um conjunto aberto ndo-vazio e
¢ € int (dom a'). Entdo a fungio a} . : R — (—00, +00] dada por

ai ('1_4';-3) (1+u) seu > —1

agc(u) = uI{II—ll at (é;) (1+u) seu=-1
+00 seu < -1

L(t,z(t),ﬂ%)(l—’f—u) seu>—1
= ul\i\rx_llL(t,z(t),T_’%) (1+u) seu=-1

+00 seu< —1

é prépria, convexa, sci, pela proposi¢do 2.12, com f(-) = al (-), ¢ = ¢, f;() = a%,c (). Além disso, pela
mesma proposi¢io, como ¢ € int (dom a}), entdo 0 € int (dom atl’c). Em particular, para cada t € [0, T]\N,

substituindo ¢ por 2’ (t), temos que a fungdo a%’z,(t) : R — (—00, +00| dada por

L(t,z(t) ”—Iﬁl)(l-f-u) seu > —1

' Thu
a},z’(t) (u) = ul{,IE1 L (t,z (1), %—%) 14+u) seu=-1
+o00 seu < —1

é proépria, convexa, sci e 0 € int (dom aé,z,(t)). De facto, isso acontece, pois, por hipétese, 2 (-) € I'(Z(-)),

entdo fOTL(t,z (t),2 (t)) dt = A(z(-)) < A(Z()) € R, para alguma fungéo lipschitziana Z (-). Donde, pela
nota 11.10, L (t, 2 (t), 2 (t)) € R gs (onde f(-) é a funcdo t — L (t,2(t),2' (t)), D = [0,T]). O que significa
que z'(-) € dom L(t,2(t),-) gs. Desta maneira, como dom a} = dom a'(t,-) = dom L(t,z(t),-) & aberto,
isto ¢, dom a} = int (dom a}), e como, para cada t € [0,T]\N, 2/ (t) € dom a} = int(dom a}), entéo

0 € int {dom al ,,, ). Segue que a fungdo @} ,,, : R — (—o0, +00] dada por
t,2'(t) t,z’(t)
L (t,z(t) , ’T}%) (1+u) sewu € [—eo,eo)
a%,z'(t) (U) =
+00 caso contrério

é& prépria, convexa, sci e 0 € int (dom 6}’ z,(t)), uma vez que 0 < g < 1, por hipétese. Seja
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a?:(0,7) x R — (—o0, 00| dada por

te[0,TI\N
L(tz(t),l—}_;%)(1+u) se
u € [—¢o, €0)
a? (t,u) == _ teN
0 se
u € [—&o, o)
+o00 caso contrario.

\

Fixamos t € [0, T], que estd em NV ou ndo. Se ¢t € N, entdo

0 sewué& [—eo,e0)

a? (t,u) =

400 caso contrdrio.
Logo, a2 (t,-) é propria, convexa, sci e int (dom a® (,-)) = (—eo,0) # &. Se t ¢ N, entdo

\ (t z(t),ﬁ—ul) (1+w) sew € [—¢g,e0)
a® (t,u) =
+00 caso contrario.
E como a&?(t,) = Ei},z’(t) (), se t ¢ N, temos que a®(t,-) & prépria, convexa, sci e
0 € int (dom a z,(t)) = int (dom a?(t,-)). Portanto, para cada t € (0,7}, a®(¢,-) é propria, convexa, sci e
int (dom a? (t,-)) # ©@. Fixemos u € R. Entéo u € [—eo, 0] ou néo. Se u ¢ [—eo, €o], entdo

a® (t,u) = +oo,Vt € [0,T).

Neste caso, como a? (t,u) ndo depende de ¢, temos que a?(-,u) é mensurdvel, para cada u € R\ [—eg,&o].
Fixemos u € [—¢o, €0}, entdo

L(t,z(t) 422) (1+u) setel0,T]\N

14w
a? (t,u) =

0 sete€ N,
isto é,
aQ(t,u)=L< z (1), ())(1+u) gs em|[0,7].

A funcao
t»——»L(t 2(1), 2 (t))(1+u)

é mensurdvel. Mostremos que, de facto, assim é. Definamos a funcdo @; : [0, T] x R*" — (—o0, +00] por

ay (7,¢1,62) == L(t,¢1,¢2) -

Como, por hipétese, L () é sci nas 2% e 3% varidveis, entdo L (t,-,-) € sci. Logo, @; (-) € um integrando normal,
pela nota 21.2, com f(:) =@ (-), ®(-) = L(t,-,-), £ = ((1,(2), s =t, S = [0,T]. Como z(-) é AC, entdo a
funcéo 7, : [0,T] — R?" dada por

~ 7 (t)

50 = (0.2

+u
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é mensurdvel. Fazendo a composta, temos que a funcao

toa (8,3 (1) =a (t, z(t), fﬁl) =L (t,z(t) ) lz/_:i)

é mensurivel, pelo coroldrio 21.4, com S = [0,T}, f(:) =a; (-), z(-) = Z; (-), s = t. Além disso, pelo tecrema
10.21, com D = [0,T], f () a fungdo ¢ > L (t 2 (t), 1+u), ¢ = 1+ u, dominio de definicio de ¢ f = [0, T],
resulta que a funcdo

tr——»L(t 2(t), = (t))(1+ u)

& mensurivel. Logo, pela observagio 10.24, com D = [0,T], f(-) a fungdo ¢t — L (t z(t), %%) (1+u),

g(-) = a® (-, u), resulta que a? (-,u) é mensurével, para cada u € [~&, o). Portanto, para cada u € R, a® (-, u)
é mensursvel. Logo a2 () é um integrando normal, pelo coroldrio 21.5, com S = [0,T], n =1, f(-) = a2( )
s =t, = u. Entdo a2 (-) é £ ® B-mensurével, pelo teorema 21.3, com S = [0,T], n =1, f(-) = a? ("), s =t¢,
z = u. Consequentemente, o conjunto

A = {(t,u) € [0,T] xR : a? (t,u) < +o0}
= {(t,u) €[0,T] xR:a?(t,u) € R}

= {(t,u) € ([0, T)\N) x [—eo,e0] : 28 € dom L (2,2 (t), -)} UN x [~¢o, €0)

éL ®B—mensuré.vel pelo corol4rio 10.18 (alfnea (b)), com D = [0,T] x R, f(-) = @*(-), = (t,u). Entdo, a
fungdio @2 : [0, ] x R —R dada por

a? (t,u) se (t,u) € A
@ (t,u) = a?(t,u) xz, (tu) = _
0 se (t,u) ¢ Ay

( ( te [0, TI\N

L (t, 2 (1), %2) (1+u) se u € [—€o, €0

! 20 € dom L(t,2(2),")
=9
teN
0 se
8 u € [—50,6‘0]

0 caso contririo

( te[0,T]\N
L (t, z(t), i—_é%) (1+u) se u € [—ep, &9

i—&% €dom L(t,z(t),-)

L 0 caso contrario
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é £ ® B-mensuravel em [0,T] x R, pelo lema 2.6, com f(-) = a?(-), D = [0,T] xR, Dy = At = (t,u),
g(-) =a?(-). Logo, a fungdo a3 : [0,T] x R —[0, +o0) dada por

( te[0,T]\N
‘L (t, (1), ﬁ_%) 1+ u). se u € [~¢o, €0

a® (t,u) := |a% (t,u)| = { ,
%_% € dom L(t,z(t),-)

L 0 caso contrario

¢ £ ® B-mensurdvel em [0,7] x R, pela proposigdo 10.26, com D = [0,T] x R, f(:) = @ (-). Donde, a funcdo
at:[0,T] x R —[0,+00) dada por

te[0,T)\N

&

L (t,z (1), %ﬁ%) 1+ u)‘ se u € [—¢o, €0
at (t,u) :=c) a3 (t,u) = <

—%E% € dom Lt 2(t),")

0 caso contrario

é £ ® B-mensurével em [0,T] x R, pelo teorema 10.21, com D = [0,T] x R, f(-) = a3 ("), ¢ = ¢{, e o dominio
de defini¢do de ¢ f é [0,T] x R. Como k; (-) = a*(-), entdo pela nota 10.24, com f(-) = a*(-), g(-) = ki (") e
D =[0,T] x R, temos que ki (-) é £ ® B-mensuravel em [0, T] x R.

Mostremos agora que ks (-) é £ ® B-mensurédvel. Fixemos t € [0,T], que estd em N ou ndo. Se t € N, entdo

kg(t,u) =1,Vu e R.
Logo, ko (t,-) é prépria, convexa, sci e int (dom ko (t,-)) # &. Set & N, entdo

ko (t, u) =

e |1+ul sewu € [—eop, &0
1 caso contrério.

Logo, k3 (t,-) é prépria, convexa, sci e int (dom ks (t,-)) # @, pois quando u € [—eo, €o), k2 (t,u) =) [1+uléo
produto entre uma constante (c;) e 0 médulo de uma fungdo linear (1+u), e quando u ¢ [—eo, €0}, k2 (t,u) =1 &
uma funcéo constante. E portanto, para cada t € [0, T, k2 (¢,-) é propria, convexa, sci e int (dom ks (t,-)) # @.
Fixemos u € R. Entdo u € [—¢g, £0] ou ndo. Se u ¢ [—¢o, €], entdo

ko (t,u) =1,V t € [0,T].
Como kj (t,%) ndo depende de t, neste caso, k2 (-,u) é mensursvel, para cada u € R\ [~¢p, 0] Se u € [—eo, €o],
entao
ll+ul se [0,T]\N
k2 (ta u) =
{ 0 sete N

Como ks (t,u) nio depende de t, neste caso, k2 (-,u) é mensurdvel, para cada u € [—€0,€0]. Portanto, para
cada u € R, kg (-,u) é mensurdvel. Logo k2 (-) é um integrando normal, pelo coroldrio 21.5, com S = [0, 77,
n=1,f()=k (), s=t, ¢ =u. Entdo ks (-) é £L® B-mensurdvel, pelo teorema 21.3, com § = [0,T], n = 1,

fO)=k(),s=t, z=u.
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Assim, a funcdo k3 : [0,T] x R — (0, +o0c) dada por
( te[0,T]\N

/ t
o prn

L(tz(t), 52) A +u)|+c [1+ul se u € [~€0, €0
ks (t,u) :=ky (t,u)+ke (t,uw) = <

28 e dom L(t,2(t),)

L 1 caso contrario

é £ ® B-mensuravel em [0,T] x R, pelo teorema 10.22, com f(-) = k1 (-), g(-) = k2(-), D = [0,T] xR eo
dominio de defini¢do de (f + g) é [0,T] x R. Finalmente, a fungéo k3 |gref(w): Graf (U) — (0, +00) dada por

( te[0,TI\N
cH L(t,z(t),%_—f;%) (1+u),+c’1 1 +u|l se u € [—€o, €0}
k3 |gra t,u) =
3 lgrasw) (B0) i= 4 ‘)
e €dom L(t,2(t),)
. 1 caso contrério

é £ @ B-mensuravel em Graf (U), pelo lema 10.19 (alfnea (a)), f(-) = k3 (:), D =[0,T] x Re Dy = Graf (U).
Finalmente, como k3 |grasw) (-) = k(-), entdo pela nota 10.24, com f(-) = k3 |grasw) (), 9() = k()e
D = Graf (U), temos que k (-) é £ ® B-mensuravel.

(Parte 9 da demonstragdo do teorema 2.1 : verificacdo da hipé6tese (v3) do teorema 2.3)

Além disso, funcdo t +— k(t,ug (t)) é integravel. De facto, com u = ug (t) := 0, vamos definir a fungéo
ko : [0,T] — (0,+400) por
( te[0,TI\N

ch IL(t2 (1), () +¢ se u € [~¢0, €0]
ko (8) =k (t,u0 (1)) = k (£,0) = §

28 e dom L(t,2(t),")

L 1 caso contrério.
Como z () € Ty (Z(-)) := T'(Z(-)) N ACs ([0, T}, R™), entdo a fungdo ¢t — L (%, 2 (t), 2’ (t)) pertence a L' ([0, T7),
logo a funcdo ko (-) pertence a L! ([0, T7).

@ (-) verifica as mesmas hipdteses que L().

(Parte 10 da demonstragdo do teorema 2.1 : verificacdo da hipétese (iv;) do teorema 2.3)

Mostremos que : para cada z () = (s (), ¥ (-)) € R%, a fun¢do ¢ (-, z,-) é L ® B-mensurdvel. Como ¢ (-) néo
depende de s, nem de y, vamos mostrar que ¢ (-) é £ ® B-mensurdvel. Assim, a funcdo ¢ : [0,T] x R — R? ¢
dada por

#(t,u) = (#1 (8, u), ¢ (tv u)) ’
com ¢, : [0,7] x R — R dada por
te[0,TI\N

1+u se {
by (t,u) := u € [~¢0, €0

0 caso contrario,



34

e ¢, :[0,T] x R — R dada por

, te [0, T)I\N
] (Ji—_'(_;)-l> (1+u) se
¢2 (t’ u) = (S [—503 50]
0 caso contrario.

Mostremos primeiro que ¢, (-) é £ ® B-mensurdvel. Fixemos t € [0,7], que estd em N ou ndo. Set € N,
entao

¢y (t,u) =0,V u eR.
Logo, ¢, (t,-) é propria, convexa, sci e int (dom ¢, (t,-)) # @. Set ¢ N, entdo

1+u sewu € [—&p,&o)

¢ (t’ u) =

0 caso contrario.

Logo, ¢, (t,-) é prépria, convexa, sci e int (dom ¢, (¢,-)) # @, pois quando u € [—¢p, €0}, 1 (t,u) = 1+u é uma
funcéo linear, e quando u ¢ [—eg, €0}, ¢; (t,u) = 0 é uma funcéo constante. E portanto, para cada t € [0,T],
¢, (t,) é propria, convexa, sci e int (dom ¢, (¢,")) # @. Fixemos u € R. Entio u € [—eo,&0] ou néo. Se
u & |—ep, £0], entdo

¢y (t,u) =0,V t€[0,T].

Como ¢, (t,u) ndo depende de ¢, neste caso, ¢, (-,u) é mensurével, para cada u € R\ [~¢g, £0]- Se u € [—eo, 0],
entdo '

1+u sete (0, T]\N
¢1 (tv ’LL) = {
0 sete N

Como ¢, (t,u) ndo depende de t, neste caso, ¢, (-,u) é mensurével, para cada u € [—¢g,€0]. Portanto, para
cada u € R, ¢, (,u) é mensurével. Logo ¢, (-) ¢ um integrando normal, pelo coroldrio 21.5, com S = [0, 77,
n=1,f()=¢;(),s=t, x=u Entdo ¢, (-) é L B-mensursvel, pelo teorema 21.3, com § = [0,T], n =1,
fO)=d()s=tz=u

Vamos mostrar agora que ¢, (-) € £ ® B-mensurdvel. Por hipétese, 6 (-) € C' ([0,+00),R) é estritamente
convexa e estritamente crescente, entdo 6 (-) é contfnua em todos os pontos de [0, +00), pela proposicéo 16.2,
com X = [0,400) e f(-) = 8(-). Logo, 8(-) & sci, pela proposi¢do 6.27, com E = [0,+00) e f(-) = 6(-).
Definemos a fungao €' : [0,7] x R™ — (—o0, +-00] por

e (t,¢) =0 (IC])-
Para cada t € [0, 7] fixado, e! (¢,-) é prépria, convexa, sci e o seu dominio é um conjunto aberto ndo-vazio (pois
é a composicio das fungdes ¢ — || e ¢; — 6(¢1)). Seja qualquer ¢ € dom €' (t,-) = int (dom €' (t,-)) = R™
Fixemos ¢ € [0, 7] e definemos e; : R™ — (—00, 4+-00] por

e (¢) := €' (t,0),

a qual, pelo que acabamos de dizer, é prépria, convexa, sci, e ¢ € int (dom e}) = dom e; = dom €' (t,-) = R"



2.1 A condicao necessdria intermédia 35

(isto ¢, o seu dominio é um conjunto aberto néo-vazio). Entéo a funcio e; . : R — (—00, +oo] dada por

e%(1+u)(1+u) seu>—1

e (u) = 1{11_’_11 el (ﬁ;) (14+u) seu=-1
+00 seu < —1

9(I1+u)(1+u) seu>—1

= 1 S = —
ul{m_le(‘l+u)(l+u) se u 1

+00 seu< —1

é prépria, convexa, sci, pela proposicdo 2.12, com f(-) = el (), z = ¢, f; () = e},g (). Além disso, pela
mesma proposi¢do, como ¢ € int (dom e} ), entéo 0 € int (dom e; C) Em particular, para cada t € [0,T]\N,

substituindo ¢ por 2’ (t), temos que a fungdo e} () : R — (—o0, +00] dada por

‘(

eg,z’(t) (u) = hm 0 (

H_u>(1-f—u) seu > —1

Tt )(1+u) seu= -1

400 seu < —1

é prépria, convexa, scie 0 € int (dom e%,z,(t)). De facto, isso acontece, pois, por hip6tese, z (-) € ACy ([0, T],R"),

entdo fo (|#' (t)]) dt < +o0o. Donde, pela nota 11.10, 6 (|2’ (t)]) € R gs (onde f (-) é a funcdo t — 8 (|2 (t)]),
D = [0,T]). O que significa que 2'(t) € dom 6(]) q Desta maneira, como dom e} =
= dom el (t,-) = dom 0 (|-]) = R™ & aberto, isto &, dom e! = int (dom e}), e como, para cada t € [0,T]\N,

Z(t) € dom ef = int(dome;), entdo 0 € int (dom et’z,(t)). O que implica que a funcdo

9(%5}

+00 caso contrario

&} () * R = (00, +00] dada por

) (1+u) seu € [—eo,€0]
et L2 (t) (u) =

é prépria, convexa, sci e 0 € int (dom E}z,(t)), uma vez que 0 < gg < 1, por hipétese. Seja
€2 :[0,T) x R — (—o0, +00] dada por

( , t€[0,T]\N
0(‘1'+2)(1+u) se
u € [—eg, €0}
e? (t,u) := < teN
0 se
u € [-—60, é‘o]
400 caso contrério.
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Fixamos t € [0, T], que estd em N ou ndo. Set € N, entdo
0 seu € [-—Eo, 80]

e (t,u) =
+00 caso contrario.

Logo, €2 (t,-) & propria, convexa, sci e int (dom €2 (t,-)) = (—co,€0) # @. Se t ¢ N, entéo

0(%&%)(14—@ se u € [—eo, €0)
e? (t,u) =
400 caso contrério.
E como e*(t,-) = @& (), se t ¢ N, temos que e?(t,-) é prépria, convexa, sci e

0 € int (dom E’tlvz,(t)) = int (dom €?(t,-)). Portanto, para cada t € [0,T], €®(t,-) é prépria, convexa, sci e

int (dom €2 (t,-)) # @. Fixemos u € R. Entdo u € [~¢p, €o] ou ndo. Se u ¢ [—eo, €0, entdo
e? (t,u) = +o0, V't €[0,T].

Neste caso, como €2 (t,u) nio depende de t, temos que €2 (-,u) é mensurdvel, para cada u € R\ [—eo,¢0].
Fixemos u € [—eg, €0, entdo

0(%%)(1-!—14) set e 0,T]\N
e* (t,u) =
0 set €N,
isto é, (0
2 B 2 (t
& =6 (|Z2[) a+) asemio, 7).
A funcao 0
2t

é mensurdvel. Mostremos que, de facto, assim é. Relembremos a fungéo e! : [0, 7] x R™ — (—o0, +00] dada por

e’ (t,¢) =0(<l)

Como ¢ — 6 (|¢]) é continua, pois é a composigdo de duas fungdes contfnuas (¢ — |{| e {; — 8((;)), entdo é sci.
E portanto, 6 (|-|) é sci. Logo, e! (-) é um integrando normal, pela nota 21.2, com f (-) = ' (), ®(-) = 8 (|]),
z=( s=t 8 =10,T]. Como z(-) é AC, entdo a fungéo 7 : [0,T] — R™ dada por

é mensuravel. Fazendo a composta, temos que a funcio

t— el (t,7(t) = e (t M) :9(

14w

7 (t)

1+u

)

& mensurével, pelo corolario 21.4, com S = [0,T], f(-) = €' (), z(-) = ¥ (), s = t. Além disso, pelo teorema
10.21, com D = [0,TY, f (-) a fungdo t — @ ('ﬂﬂ’), ¢ =1+ u, dominio de definicéo de ¢ f = [0, T}, resulta que

Tru
i@—D (1+w)

a funcao
tr-—+6<
1+u
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é mensurdvel. Logo, pela observagéo 10.24, com D = 0,7}, f(-) a funco t — @ 201 +u), g =e%(-,u),
14+u

resulta que €2 (-, u) é mensurével, para cada u € [—eg,€o]. Portanto, para cada u € R, €2 (,u) é mensurdvel.
Logo €2 (-) é um integrando normal, pelo coroldrio 21.5, com § = [0,T], n =1, f(-) = €2(-), s =t, z = u.
Entdo €2 (-) é £ ® B-mensursvel, pelo teorema 21.3, com S = [0,T], n =1, f(-) = €2(), s =t, = u. Além
disso, o conjunto

Fi == {(t,u) €[0,T) xR: € (t,u) < +oo}

{(t,uw) € [0,T] x R: €2 (t,u) € R}

(([0, T]\N) x [—£0,€0]) U (N X [—€0, €0])

= [0, T] X [—60,60]

é £ ® B-mensuravel, pelo coroldrio 10.18 (alinea (b)), com D = [0,T} x R, f(:) = €2(-), z = (t,u). Entéo, a
funcdio €2 : [0, T] x R —R dada por

e? (t,u) se (t,u) € Fy

e2(t,u) = e2(tu)xp (tu) = {
0 se (t,u) ¢ Fy

([ ( ) te[0,T)\N
0(%%)(1+u) se {
u € [—eo, &0

= teN
0 se

u € [—Eo, 60]

L 0 caso contrdrio

;

o te[0,T]\N
14+u

dl

)(1+u) se {

0 caso contrario

u € [—&o, €0

\

é £ ® B-mensuravel em [0,T] x R, pelo lema 2.6, com f(-) = €*(-), D = [0,T] xR, Dy = Fi, t = (t,u),
g () =22("). Mas €2 (-) = ¢, (-), entdo pela nota 10.24, com f (-) = &2 (), g(-) = ¢5 (-) e D = [0, T] x R, temos
que ¢, (-) é £ ® B-mensuravel em [0,7] x R.

Assim, como ¢, (-) e ¢, () sdo £ ® B-mensurdveis em [0, 7] X R, entdo ¢ (-) ¢ £ ® B-mensuravel em [0, T] xR,
pela proposicio 21.8 (alfnea (d)), com T = [0,T] x R, t = (¢,u), S1(:) = &1 (-), S2(-) = &2 ().

(Parte 11 da demonstracao do teorema 2.1 : verificagdo da hipétese (ivy) do teorema 2.3)

Mostremos que : existe k(-) : {({,u):t € [0,T],u € [-7(t),v(¢)]} — (0,+0c) £ ® B-mensurdvel tal que
para cada (t,u) € {(t,u) : ¢ € [0, 7], u € [~ (&), D]},

|6 (t, (s1,91) ,u) — @ (t, (s2,42) ,u)| < k(t,u) [(s1,51) — (82,92)],



38

para quaisquer (s1,¥1), (s2,y2) € ¢ := B{(so(t),%0(t)),d). Como ¢ (-) ndo depende de (s,y), entdo ¢ (t,-,u)
é trivialmente lipschitziana em X;, com qualquer constante de Lipschitz & (f,u) > 0, em particular ¢ (¢,,u) é
lipschitziana em X, com a constante de Lipschit k (¢,u) > 0 encontrada para L (t,-,u).

(Parte 12 da demonstragdo do teorema 2.1 : verificagdo da hipétese (iv3) do teorema 2.3)

Notemos que a funcdo t — k(f,up(t)) integrdvel é a mesma para ¢(t,-,u) e para Z(t,~,u), quando
(t,u) € Graf (U).

(Parte 13 da demonstragio do teorema 2.1 : verificagdo da hipétese (vi) do teorema 2.3)

Tenhamos ainda em atencio que os conjuntos Co := {(0,0)} e Cy := {T'} x R sdo fechados. De facto, seja
(Zn,yn) C Cop uma qualquer sucesséo tal que (Zn,yn) — (Zo0,y0). Isto & por definicdo de Cp,
(p,ym) = (0,0) — (z0,%). Como Cp é um conjunto formado apenas pelo ponto (0,0), temos que
(Zn,yn) = (0,0) — (0,0). Logo, (zo,y0) = (0,0) € Co := {(0,0)}. Analogamente, seja (z,yn) C C1 uma
qualquer sucessao tal que (Zn,yn) — (z1,y1). Isto &, por defini¢do de Cy, (Zn,yn) = (T,¢) — (z1,91), c € R.
Como C; é um conjunto formado por pontos da forma (T, ¢), ¢ € R, temos que (zn,yn) = (T, c) — (T,c), c € R.
Logo,

(:cl,yl) = (T, C) e Cy = {T} x R.

(Parte 14 da demonstracdo do teorema 2.1 : aplicagdo do teorema 2.3)
Consideremos o Hamiltoniano H : [0,7] x R? x R? x R x R — R definido por

H(ta (say)v(plsp2) s Uy )‘) = H(ta S, (plapz) , U,y >‘) = <(p17p2)’¢(ta (Ssy) 3u)> —A E(ta ('Say)au)

ll

(p1,p2), B (tw)) = A L(t,s,u).

Entdo, pelo teorema 2.3, existe um escalar A € {0,1}, uma funcéo 5 : [0, T] — R2 AC tais que :
(I p(-) = (p1(*),p2 (-)) satisfaz a equacdo adjunta

— (P} (1), (£) € B(ay H (¢, 50 (), (p1 (£) , P2 (), uo (), A) qs em [0,T7;
(I) H (t,50 (t), (p1 (£) ,p2 (£)), - A) é maximizado em ug () :
max {H (t, 50 (t),(p1 (t),p2 (£)),w, A) s w € U (&)} = H (£, 50 (£) , (p1 (1) , P2 () , w0 (¢) , A) s em [0,T];
(II) valem as seguintes condicdes de transversalidade :
(1 (0),p2(0)) € Ne, (50 (0),%0(0));
~A(¢1,62) — (1 (T),p2 (T)) € Ne, (s0(T) 90 (T)), para algum ¢ = (¢y,¢2) € 8¢ (s0 (T) 30 (1) ;

(V)

t),p2 ()] + A > 0.
max |(p1 (t),p2 (B)] +A >0

(Parte 15 da demonstragio do teorema 2.1 : aplicagdo do ponto (I ) do teorema 2.3)

() B(-) = (p1 (-) ,p2 () satisfaz a equagdo adjunta

— (9} (t),Ph (£) € Bs .y H (£, 50 (£) , (p1 (t) ,p2 (£)) ,u0 (), A) qs em [0, T].
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Se t € (0, T)\N, u € [~eo, e0), 2 € dom L(s,z(t),-), s € [0,T], entdo

H{t,s,(p1,p2),w, ) = ((p1,p2),¢(t,0)) = A L(t,s,0)
<(p1,p2),<1+u,9(J%l>(l+u))> A [L(s,z(t),%}g)(1+u)+re(1%l>(1+u)]

- p1(1+u)+p29(1—1+—ul)(1+u) ML (5,200, 58) (@) - Are(l%l)(uu)

Il

= [pl (1+u) +ps 9(%—}) (1+u)—Aro (%Zl) (1+u)] “X (w) L(sz(),39).
Consideremos as func¢des f1, f2 : [0,7] x R — R dadas por

fi (Sa y) =1,

/ (t
=L
foloun) = Fa(6) =1 (520 120 )
Fixemos (s,y) € [0,T] x R. Vamos mostrar que f2 (-) é localmente lipschitziana em (s,y). Por aplicacdo do

lema 2.13, com tp =t, s =2(t), v = 1—}3, temos que
L (t, z

1L<sl,z(t) l’lf)) ( L2 (b)) 12)%(%

Isto 6, L{-z(t),% +';) ¢é lipschitziana. Em particular, a fungio fa(-) := 2 (1), % _:u) ¢ localmente

lipschitziana em s, logo f2 () é localmente lipschitziana em (s,y), pela proposigdo 2.14, com h(-) = fa (),
g() = f2(), z1 = s, za = y. Por outro lado, fi(-) é continuamente diferencidvel, em particular ¢
continuamente diferencidvel em (s,y), entdo é estritamente diferencidvel em (s,y) e localmente lipschitziana
em (s,y), pelo coroldrio 22.11, com X = [0,T] xR, Y =R, F(:) = f1(:), z = (s,9). E como f1(-), f2(")
sdo localmente lipschitzianas em (s,y) e fi (-) é estritamente diferencidvel em (s,y), pelo coroldrio 22.22, com

X =[0TxR Y =R, n=2 2= (s,y), $1 =p1(1+u)+p2G(M)(1+u)—)\r9(w)(l+u),

2 (t
11511)’+c’1) |s1 — s2|, V 81, s2 € [0,7T7.

14w 1+u
89 = —A (1 + u), temos que

a(svy)H (t! S8, (PlaP2) , U, A) =

= (o) ([p1(1+u)+p2 9(%1) (1+u) - w(li—g,i) (1+u)] —A (14w L (s z(t),ﬁ;}))

= [ e o (F) @ -ar o (L) 0] 00 03 @) B (200, 78).

Além disso, como fi (-) é estritamente diferencidvel em (s,y), entdo

S (1) = (W 0 = { (16 i 6 ) b= { (A 0. A ) | =100,

pela proposigao 22.12, com f(-) = fi1(-), z = (s,y). Como f2(-) é localmente lipschitziana em s e em (s,y),
entao

Ot (520 212 ) = O P (59) = 0uSa () x (0} = 2L (5,50, 110 ) x (0},
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pela proposi¢ao 2141 com h () = f2 ()1 g () = f2 ()7 Ty =35 T2 =Y. LOgO,

I

Doy H (1,5, (pr,p2) 0, ) [m (1+u)+p2 0 ('—J—T) (1+u)—Ar 8 ('1_%') a +u)] (0,0}

,?Jl

-\ (1+u) 8,L (s,z(t),H—(%) x {0}

“X (14w) 8L (s,z(t), ffi) x {0} .

Entao
H (t, S0 (t) s (1 (t) D2 (t)) » Uo (t) ) )‘) = H (t’t’ (P (t) yP2 (t)) 0, ’\)
= [p4+p0(Z@®)-Ar6(Z @) - ALt z(@),2 (t) asem [0,T].

E portanto,

— (P4 (), 5 (8)) € Doy H (t,50 (1), (p1 (£) ,p2 (1), uo (), A) @s em [0,T]
& —(p1(t),p2 (1) € ~A 8L (¢,2(t),2' () x {0} gs em [0, 7]

& (P} (t),p5 (t)) € A BeL(t,2(t), 2 (t)) x {0} gs em [0,T]

{ Py (t) € A 0L (t,2(t),7 ()
= gs em [0,7].

pa(t) =0

Como ph (t) = 0 gs em [0,T] = p2(t) = ¢, c € R gs em [0,T7], e como ps (-) &€ AC, em particular é continua,
entdo ps (t) = ¢, V ¢t € [0,T]. Logo,

Py (t) € X6 L(t,2(t),2' (t)) gsem [0,T] epa(t) =¢,Vte[0,T].
(Parte 16 da demonstracio do teorema 2.1 : aplicagao do ponto (II) do teorema 2.3)

(II) H (t,50(t),(p1 (t),p2(t)),, A) € maximizado em ug (2) :

max {H (t, 50 (t), (p1 (£),p2 () ,w, \) : w € U (£)} = H (¢, 50 (t) , (1 (t) , 2 (£)) ,uo () , A) as em [0, 7]
L= )
—7(t)gl13§--y(t)H (t’ t, (pl (t) y b2 (t)) » W, ’\) =H (t, t, (Pl (t) » P2 (t)) 0, ’\) qs em [O, T]
=

—ﬂt)ﬁ%—y(t) {pl () 1+w)+p2(t) 0 (J—f—ﬁ%l) 14+w)—-AL (t,z(t) , f—l_é%) l+w)y—Aré (%) 1+ w)}

=p (@) +p2(t) (12 O)) =X L(t,2(t),2" (£) = Ar 6(12' (£)]) as em [0,T].
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(Parte 17 da demonstracgio do teorema 2.1 : aplicagdo do ponto (III) do teorema 2.3)

(IIT) Valem as seguintes condigdes de transversalidade :

(pl (0) 1 P2 (0)) € NCO (30 (O) » Yo (0)) ;

—A(¢1:62) = (p1(T),p2 (T)) € No, (50 (T) 30 (T)), para algum ¢ = ({1,¢5) € 8% (50 (), 50 (1)) -

Determinemos Ng, (s0(0),%0(0)). Co = {(0,0)} é convexo, pois para quaisquer (s1,1) = (0,0) e
(s2,y2) =(0,0) € Ch e 0 < A <1, temos

A (s1,91) (1= A) (s2,52) =X (0,0) + (1-A) (0,0)=(0,0) € Co.

Ent&o, pela proposicao 22.18, com C = Cp, = = (50 (0) , yo (0)), resulta que N¢, (o (0),¥o (0)) coincide com o
cone normal no sentido da anélise convexa, logo

N, (50(0),%0(0)) = Ne, (0,0)
= {(&,¥) eR*: {(s,9) = (0,0),(s",9)) <0, V¥ (s5,9) € Co}
= {(s,%) e R*:((0,0)— (0,0), (s',%")) < O}
= {("y) eR?:{(0,0),(s",¥)) <0}

= RZ

Determinemos agora, N¢, (so (T),y0 (T)). C1 = {T} x R & convexo, pois para quaisquer (s1,31) = (T,k1) e
(s2,y2) = (T, k2) € C1 com ky, ks € Re 0 < X <1, temos

A GLy)+ Q=X (s2,m2) =A (T k1) +(1=X) (T,k2) = (T, A k1 + (1= A) kg) € Ch.

Logo, pela proposicio 22.18, com C = C1, = = (so (T) , yo (T')), resulta que Ng¢, (so (T), 4o (T)) coincide com o
cone normal no sentido da anélise convexa, entéo

Ne, (0 (T), 90 (T)) = Ne, (T, (2()))

= {(S,a y’) € R2 : ((37?!) - (T, AO (Z ())) ’ (s,ayl)) < O) v (s,y) € Cl}

{(#,¢) €R?: ((T,¢) = (T, Mg (2 (1)), (s',¢)) <O,V c€ R}

{(',9) €eR?: {(0,c— Mg (2(-))),(s",4')) <0,V ce R}

{(+.¥) € B2y (e~ Ao (:()) <O,V cER}

= Rx {0} .
Determinemos 84 (so (T) , yo (T))! Mostremos que a fungdo 3 : R — R dada por
Y (s,y) =¥ @) =0 |y— A (z()I
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é continuamente diferencigvel. Para tal, vamos usar a definicdo 17.2. Fixemos (s,y) € R2. Entio

2uen) =0, Sl =20 - A GO

Além disso, a fungdo Z—f : R? — R dada por
0
a?l) (8, Z/) =0

é continua, pois é uma funcdo constante igual a zero, e a funcdo % : R? — R dada por

%Ms,y):zo v — Ag (= ()]

é continua, pois é o produto de uma constante pela funcdo médulo. E portanto, 1 (-) é continuamente
diferencidvel em (s,y). Logo, ¥ (-) € estritamente diferencidvel em (s,y), pelo coroldrio 22.11, com X = R?,
Y =R, F(-) =% (), z = (s,y). Entéo, pela proposicdo 22.12, com f (-) =¥ (), = (s,y), resulta que

Il

o) = (Vs ={ (vt g ) | = (020 y=As )

{0} x {20 ly— A (2 (NI}
E portanto,

8% (s0(T),y0(T)) = OY(T,Ae(2())) = {0} x {20 |Ag(2(:)) — Mg (2 ()} = {0} x {0}

= {(0,0)}-

Entdo

¢ = (¢1,¢2) €0 (s0(T),30(T)) ={(0,0)} & (= (0,0).

Assim, reescrevendo as condigdes de transversalidade, temos :

(1 (0),p2(0)) € R?

= (p1 (T),p2(T)) € R x {0}.
Logo, p1 (0) = ki1, p2 (0) = ko, p1 (T') = —ks, k1, k2, k3 € R e p2 (T') = 0. No entanto, ja sabiamos que

pa(t)=¢, Vte(0,T],
e como ps (T') =0 e p2 (0) = ky, k2 € R, vem
pa(t)=0,Vte(0,T].

Ou seja, temos
p1(0) = k1, p1 (T) = k4, k1, ks € R (kg = —k3)

po(t) =0,V t€0,T].
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(Parte 18 da demonstragao do teorema 2.1 : aplicagdo do ponto (IV) do teorema 2.3)

(1v)
t t .
Jmax |(p1(8),p2 (£)] + 2 >0
Notemos que, de facto, tn}gu;] |(p1 (t) ,p2 (t))] existe, pois 5 (-) = (p1 (-),p2 () € AC, em particular é contfnua e
€0,

est4 definida no intervalo fechado e limitado [0, T]. Como p. (t) = 0 para qualquer t € [0,T] vem

trerf%] [(p1(®),0)]+A>0 & tlelfél,};‘] (Jp1 (t)| +[0]) + A > 0 (aplicando a norma da soma)

t A .
=3 tg%&)qgllpl()l+ >0

(Parte 19 da demonstracao do teorema 2.1 : final da demonstragao)

Vamos supor que A = 0, entéo
t
max [P ( )1 >0,
logo ndo podemos ter p; (t) = 0 para qualquer ¢ € [0, T]. Contudo, de considerarmos A = 0 em
pi(t) € XNOL(t2(t),2 (t)) gsem [0,T],

temos
pi(t)=0gsem [0,T] =p1(t)=cgsem [0,T],ceR.

E como p; (-) é AC, em particular é continua, donde
m(t)=¢Vtel0,T],ceR.
Voltando & condigdo de méximo (II) e substituindo p2 (£) =0 e A =0 vem

= T
S S {P () A +w)} =p1(¢t) gsem [0, 77,

entao
p1 () (1 +w) <pi(t) gsem [0,T],V we[-y(t),y(@),

e juntando a condigio
p(t)=¢c Vte[0,T], ceR,

temos
p1(t) =0gsem [0,T].

E como pp (-) é AC, em particular é continua, vem
h (t) =Oa Vie [OaT]a

o que ndo pode acontecer por (V). Portanto, ndo podemos ter A = 0, mas sim A = 1.
Se considerarmos A = 1 em

Py (t) € A &L (t,z(t),2 (¢)) qs em [0,T],

fica
p1 (t) € 8L (t,z(t),7 (t)) gsem [0,T].
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Como p; (-) € AC, entdo p} (-) € L' ([0, T],R™), pelo teorema 18.4, com (a,b) = (0,T), u(-) = p1 (+)- E portanto,
P (+) é uma selecgdo integrével de 8:L (¢, z (t) , 2’ (t)). Pelo enunciado do teorema (que estamos a demonstrar),
existe uma funcéo integravel £ (-) tal que £ (t) € 8L (¢, 2 (t),2' (t)) gs em [0,T], e vamos definir £ : [0,7] — R
por

£() = (t) as em [0,T].

Logo, pelo teorema 18.4, com (a,b) = 0,7),u(-)=p1(:), z=t, y=0,t =, temos
p1(t) —p1(0) = fy ph (r)dr, V £ € [0,T]
& p(t) =p (0)+ fotp’l (r)dr,Vtel0,T]

Sp(t)=p(0)+ fy&(r)dr,Vte[0,T].
Voltando novamente & condicdo de mdximo (IT) e substituindo ps (t) =0e A =1 vem

)H (t,t, (p1 (t),0),w,1) = H (¢,¢,(p1 (¢),0),0,1) gs em [0,T)

max
—y(t)Sw<—7(t
—L(t Z'(t) _ 2'(t)
=4 _7(1:)213)5(—7(0 {pl (t) (1 + w) ( y R (t) s 1+w) (1 + w) r o ( o (1 + ,w)

=p1(t) = L(t,2(t),2 (t)) =7 6(|2' ()]) qs em [0,T].

Definamos a funcéo g : U () — (0, +00) por
q(w):=1+w.

Por hipétese,
Lt s,v) >1(s),

para alguma funcéo [ (-) localmente limitada inferiormente. Dizer que [(-) é localmente limitada inferiormente,
significa que para qualquer 5 € 2,

JacR:I(s)>a,Vses+nB =4,
para algum 1 > 0. Desta maneira,
JaeR:L(ts,v)>a, Vte0,T),VsecA VveR"

Isto é,
JaeR:L(t,s,v)—a>0,Vt€[0,T],Vs€A VveR"

Em particular, para quase todo ¢ € [0, T, substituindo s por z (%),
JdaeR:L(t,z(t),v)—a>0,VveR"
Seja H! : [0,T] x R™ — [0, +-o0] dada por
H' (t,a) == L(t,2(t),a) —a.

Por hipé6tese L (-) é propria e pela hipStese bdsica (iv), a fungdo (s,v) = L(t,s,v) é sci, entdo pela nota
2.11, a fungdo v — L (t,s,v) é prépria e sci (onde f (-) serd a fungdo (s,v) — L(t,s,v) e hy () serd a fungéo
v L(t,5,v), z =3,y =v). Pela hipétese basica (v), para cada (t, s) € [0,T] x Q, a fungéo L (¢, s,) é convexa
e o domfnio dom L (t,s,-) é um conjunto aberto, convexo e ndo-vazio. Também, por hipétese, z (-) € T'(Z N,
logo z(t) € Q para qualquer ¢ € [0,T]. Entdo para cada t € [0,T] fixado, H t(t,-) é prépria, convexa, sci, o
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seu domfnio é um conjunto aberto ndo-vazio e seja qualquer & € int (dom H' (t,-)) = dom H (t,-). Fixemos
t € [0,T) e definemos H{ : R* — [0, +00] dada por

H} (a) = H' (t,0),

a qual, pelo que acabdmos de referir, é prépria, convexa, sci, o seu dominio é um conjunto aberto nio-vazio e
a € int (dom H}) = dom H}. Logo, a fungdo Hy, : (0,+00) — R dada por

Htl’a(ﬁ) :=L(t,z(t),%)6—a,@

é prépria, convexa, sci e 1 € int (dom H},) e
OH, (1) ={L(t,2(t),a) —a} — (a0, (L(t,2(t), @) —a)),

pelo lema 2.15, com f (-) = H} (), w = &, ¢, () = H{, (-). Em particular, para ¢ € [0,T]\N, substituindo o

por 2’ (t), temos que a fungdo H; ., : (0,+00) — R dada por

2 (t
Htl,z’(t)(ﬁ) :=L<t’z(t)v ,B())’B_aﬂ
é prépria, convexa, sci e 1 € int (dom Htl’ » (t)) e
0Hg .y (1) = {L(t,2(t),% () —a} — (' (), 00 (L (£, 2 (1), 2 (2)) — a)). (2.12)
(De facto, isso acontece, pois, por hipétese, z(-) € I'(Z(:)), entdo fOT L(t,z(t),2' () dt = A(z()) <
< A(Z (")) € R, para alguma funcdo lipschitziana Z (-). Donde, pela nota 11.10, L(t,z(t),2'(t)) € R gs
(onde f (-) é a fun¢do ¢t — L(t,z(t),2 (t)), D = [0,T]). O que significa que 2’ (-) € dom L (t,2(t),) gs. Desta

maneira, como dom H} = dom H'(t,-) = dom L(t,z(t),) é aberto, isto &, dom H} = int (dom H}), entéo,
para cada t € [0,T]\N, 2’ (t) € dom H} = int (dom H})). E observamos que, para qualquer w € U (t) vem

(Ho 0q) (@) = Hl iy (a) = Hly (A +w) = L (t, 2 (t), 1z+(?u) (1+w) —a(l+w).

Assim vamos definir uma nova fungéo : th,z’(t) = Htl, 2 °a:U (t) — R dada por

Z (t)

7H_—w) 1+w)—a(l+w).

th,z’(t) (w) = L (t, z (t)

Utilizemos um raciocinio anslogo para 8 (-). Por hipétese, 8 (-) € C! ([0, +00),R) é estritamente convexa e
estritamente crescente, entao é limitada inferiormente, isto &,

JkeR:0() >k, Vs €0,+0) & TFkeR: (1) —k >0,V oy € [0, +00).
Definemos H? : [0,T] x R™ — [0, +00) dada por
H?(t,a):=0(a|) — k.

Para cada t € [0,7] fixado, H?(t,-) é propria, convexa, sci e seja qualquer a € dom H2(t,") =
= int (domH 2(t, )) = R" (isto &, o seu dominio é um conjunto aberto ndo-vazio), pois é a soma entre uma
constante —c¢ e a composicdo das funcdes o +— |a| e a; +— 8(a1). Fixemos t € [0,T] e definemos
H? :R™ — [0, +00] por

H{ (o) := H?(t,0),
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a qual, pelo que acabdmos de referir, é prépria, convexa, sci, o seu domfnio é um conjunto aberto nao-vazio e
a € int (dom HZ) = R™. Logo, a funcdo H7, : (0,4+00) — R dada por

(0%

#2.0)=0 (|3

)B—kﬁ

é prépria, convexa, sci e 1 € int (dom th, a) e

0H?, (1) = {8 (lo]) — k} — (@, 0(8 (o) — K))
pelo lema 2.15, com f(-) = H?(-), w = o, ¢, (-) = H}, (-). Em particular, para t € [0,T]\N, substituindo o
por 2’ (¢), temos que a fungdo sz,(l) : (0, +00) — R dada por

fﬁﬂﬂww=eqigﬂ)ﬁ—kﬂ

& prépria, convexa, scie 1 € int (d,om HZZ,(t)) e
OH? s (1) = {8(1z' ®))) —k} = (¢ (2),0(0 (" ()]} — k) - (2.13)

De facto, isso acontece, pois, por hipétese, z (-) € ACs([0,T],R™), entdo fOTG(]z' (t)]) dt < +o0. Donde,
pela nota 11.10, 6 (|2’ (t)|) € R gs (onde f(-) é a fungdo ¢t — 0 (|2’ (t)]), D = [0,T]). O que significa que
2 (t) € dom 6(||) gs. Desta maneira, como dom H? = dom H?(t,-) = dom 6(|-|) = R™ & aberto, isto &,
dom H? = int (dom H?), entdo, para cada t € [0, T]\N, 2 (t) € dom H? = int (dom HZ). E observamos que,
para qualquer w € U (t) vem

%)(1+w)—k(1+w).

(Hf.z'(t) ° q) (w) = H oy (9 (w)) = H iy (1 +w) = 6 ( 1

Assim vamos definir uma nova fungio : W} o) = sz,( y©4:U () — R dada por

ilﬁ)—’) 14+w)—k(Q+w).

Wtz,z'(t) (w):=0 ( 1rw

Mostremos agora que a funcao H:U (t) — R dada por

H(w):= —m(t)(l-l—w)-f—L(t,z(t),{%) l+w)—a(l4+w)+r [6 (l—lz;_(—tzj) 14+w) —k(Q+w)|,

é convexa. Comecemos por mostrar que a fungdo W3 : U (¢) — (0, +oo) dada por
W2 (w) := —pi (t) q(w)

é convexa. Como ¢ (-) é uma fungao linear e —p; (t) é constante em relacio a w, entdo a fungéo W3 (.) é linear.
Em particular, pela definicdo 19.58, W3 (-) é convexa e prépria. Agora vamos mostrar que a fungdo th,z’(t) )
é convexa. J4 sabemos que Htl’ 2(t) (-) é prépria, convexa e sci e que g (-) é uma funcdo afim. Além disso,

Im gNdom Htl,z'(t) # a.

De facto, se § = 1, entdo
Hg,z’(t) (1) =L (t? z (t) ’ 2’ (t)) —a <00,

pois 2 (t) € dom L(t,z(t),"), donde
1€ dom Htl,z,(t)
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e se w = 0, entao
g(0)=1€Im gq.

Logo,
3,61=1:ﬁ161m qeﬂl EdOmHtlyz/(t),

e portanto
Im gNdom Htl,z,(t) # 3.

Consequentemente, a fungdo W} ,(t) ( ) = (Htl,z,(t) oq) (-) é prépria, convexa, sci, pela proposicdo 19.66, com
m=n=1,A() = q(), f(:) = H ., ® (-)s (foA)() = W, (). Finalmente, mostremos que a fungéo

sz,(t) (-) é convexa. J4 sabemos que H? £ 2(2) (-) é prépria, convexa e sci e que ¢ () é uma func¢do afim. Além

disso,
Im q Ndom sz/“) 7é .

De facto, se 8 =1, entéo
H .y (1) =06(2' (0)]) — k < o0,
pois 2’ (t) € dom 6(|]), donde
1€ dom Ht2,z’(t)

e se w = 0, entdo
g(0)=1€Im gq.

Logo,
38, =1:8,€lm ge B, €dom sz,(t),
e portanto
Im gNdom ng,(t) # Q.
Consequentemente, a funcio W, ,(t ( } = ( to(t) © q) ) é prépna. convexa, sci, pela proposicdo 19.66, com

m=n=1A()=gq(), f() = H? ey (), (foA)() = w2 ¢ (). E como sz (t) (") & propria, convexa e
r > 0, entdo a fungdo W* : U (t) — R dada por

W (w) :=r Wt%z,(t) (w)
¢ uma funcio prépria e convexa, pela definicdo 19.67, com f () = ,(t) (), A=r, @a=0. Logo,

H(E) =W () + W O+ WH().

E portanto, como W3 (.), W, z ) () e W4 () sdo préprias e convexas, entéo H (-) é propria e convexa pelo
teorema 19.68 (aplicado duas vezes) comn=1, fi(:)=W3(), fo (") = ,(t) (+), na 1® aplicagdo do teorema
ecomn =1, fy = W3 () + W}, (), f2=W*(), na 2* aplicagio do teorema.

E como

up (t) == 0 € int (dom H (-)) = int [ (t),7(®)],

logo H(-) ¢ localmente lipschitziana em wug(t) := 0, pelo teorema 19.71, com f(:) = H(), n = 1,

= {ug (¢)}. Consequentemente, como H (-) atinge um minimo local em w = 0, vem

0 € OH (0) gs em [0, 7],
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pela proposi¢do 22.20, com f (:) = H (), z = 0. Logo,
OH(0) =

B [—pl(t)(1+w)+L(tz(t) 1+w)(1+w)—a(1+w)+r60%[)(1+'w) k(1+w)| lwmo

Bu [~P1 (1) 9 @) + Wik, () +7 Wiy ()] fumo -
Temos também que g (-), W} oy )s Wtz, 2(t) (+) sdo convexas, proprias e
0 €int (dom q) = int (dom th,z’(t)) =int (dom sz'(z)) =int [~y (t),v(t)],

entdo ¢ (-), W, 2 (8) (), W, ,(t) () sdo lipschitzianas no ponto w = 0, pela proposi¢do 19.71, com n = 1,

S = int (dom q) = int (dom W) ~,(t)) int (dom Weoo)s £ () =a() £ = Wi O £ = Wi ()
Em particular, ¢ (-), W, t (1) ), ) (-) sdo localmente lipschitzianas no ponto w = 0. E como ¢(-) € uma
fungdo linear, entao é contmuamente cilferencuivel em particular é continuamente diferencidvel no ponto w = 0.
Logo, ¢ (-) é estritamente diferencidvel em w = 0, pelo coroldrio 22.11, com X = U (¢), Y = (0, +00), F (- ) =q(-),
z = 0. Além disso, como W? fe () (-) é a soma entre uma funcdo linear e a composicio de fungdes C!, entdo

é continuamente dlferen(:lavel em particular é continuamente diferencidvel no ponto w = 0. Logo, W, t ) ()

é estritamente diferencidvel no ponto w = 0, pelo coroldrio 22.11, com X = U (t), Y =R, F(:) = t 2(t) ),
z = 0. E portanto,

BRO) = Bu[-p1(t) a(w)+ Wiy (@) +7 Wl @)] umo

= —p1 () B0 [9(0)] lu=0 +0u [Wiy (@)] humo +7 0 [Wiigy (w)] oy

pelo corolério 22.22, coszU(t),YzR, fl()_Q() f2()_ tzf(t)() f3() '(t ()5 slz_pl(t)a
so=1,83=r,z=0.

Tendo em atencdo, novamente, que a fungéo g (-) é linear, temos que g (-) ¢ continuamente diferencidvel, em
particular é continuamente diferencidvel em qualquer ponto w € U (t). Logo, g(-) é estritamente diferencidvel
em qualquer ponto w € U (t), pelo coroldrio 22.11, com X = U (¢), ¥ = (0,+00), F(-) = q(-), c = w. E

portanto,
O (g (w)] |w=0= {d (W)} lw=0= {1} |w=0= {1},

pela proposicao 22.12, com f (-) =¢q(-), ¢ = w.
Além disso,

O [th,z'(o (w)] om0 = Bu [Htl,z'(t)"qm)] = 10uH, ) (@(0) = GuH; ¢ (1)

= {L{t,z(8),2' () —a} — (¢ (¥),0, (L (%2 (1), 2 () — a)),

(por aplicago do teorema 19.85, comn=m =1, A(-) =q(-), Ao =1,b=1,9() = H} oy () A =1,2=0,
e por (2.12)). Determinemos 9, (L (t, 2 (t), 2’ (t)) a).

By (L(t,2(t),7 (t)) —a) =8,L (¢, 2(t),2 (1)),
por definicdo de subdiferencial no sentido da andlise convexa. Logo,

Bu [ Wl )] lumo= (L (t,2(8),2/ (8) — a} = (£ (6), 0L (6. 2(0), & (1)) -
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Por fim,
B [W2oiy @) lomo = 0w [HE,(509(0)] = 10uHZ,()(@(0) = GuHZ, (1)

= {0(1Z (@®)) -k} — (' (8),0(6(1z" () = k),

(por aplicagdo do teorema 19.85, comn=m =1, A() =q(), do=1,b=1,9() = HZ ., (), A =1,z =0,
e por (2.13)). Determinemos 9 (8 (|2’ (t)|) — k).

a6 (|2 () — k) =00 (=" (1)),

por defini¢io de subdiferencial no sentido da anilise convexa. Como 6(-) € C*([0,+00)) e é convexa, para
a € dom 6(|-|) temos

08 (o) = {(6 (le)'} ,

pelo teorema 19.84, com f (1) = 6(]|), ¢ = a. E como
o
@ () =" (lal) [of" = 6" (o) o Para a #0
(considerando a norma euclidiana), entdo

6euan-{¢(|| =}

Em particular, para t € [0, T] \N, substituindo & por 2’ (¢) (j4 vimos que 2’ (t) € dom 0(|-|)), temos

auw@m={wu<m> “}

)]
Logo,
B [Waty @) lumo = {802/ 0D =k} =2 (&) {¢ (= ®) 2}
= {802 ) —k—= @ & 0 (= O}
— {oaz@n-s- g 0z e
= {802 B~ k=1 ®)] ¢ (O}
Assim,

8H (0) =

=-p1(t) {1} +{L(t2(),7 (®) —a} = (< (®),8L(t,2(t), 2" &) +r {602 B)) —k—|' &) & (12" )}

Logo, _
0€ dH (0) gsem (0,7

@ 0€-pi(t) {1} +{L(2(),7 () —a} —(z(#),0.LEz(),7 )+

+r {0(12 ())) =k — ' @) (12" ®))} as em [0, T].
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Como por hipé6tese do enunciado, existe uma funcio p () mensurédvel com p(t) € 8, L (t, 2 (t),2' (t)) gs em
[0,T] temos que

0=—p1(t)+ L(t,=(t),2 () —a (& (®),p(®) +7 012" ) —r k=7 ()] (| (¢)]) gs em [0,7]
PEN
pr(t) =L(t,z(t),7 (1) —a— (< @), p@) +7 0(1Z O) —r k=1 [ (&) 6 (2 (¢)]) asem [0,T].

E portanto, como

t
pl<t)=p1<0)+/0 £(r) dr,vVte0,T],

vem

pr(0)+ fo€(r) dr=L(t,2(t),2 (t)) —a— (' (t),p(t)) + 7 O(12' (®)]) — 7 k+
—r | ()] ¢ (|2 (£)]) gs em [0,7]
& L(t,z(t),7 )= (& ®),p®) +r (12O —r &' )] ¢ (' ®)) = e+

+f0t.f(7') dr gsem [0,T],

parac=p1(0)+a+r1k.
.. Provamos que : existe £ () : [0,T] — R dada por

£(t) :==pi(t) gsem [0,7]

integrdvel tal que

E(t) € QL (¢, 2(t),2 (1)) gsem [0,T7;
existe p (-) : [0,T] — R dada por
p1 () :=p1 (0) +/(; &(r) dr

com p(t) € &L (t,2(t),2 (t)) gs em [0,T); e existe c = p1 (0) +a +r k € R tais que

L(t,z(t),2 (1)) — (&' (1),p (@) +r8 (1’ @®)) =7 2" (1)]6" (1" (B)]) =0+/0 £(r)dr gsem [0,7]. B
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2.2. Continuidade da derivada no caso especial n =1

Coroldrio 2.2. Suponhamos, além das hipéteses do teorema 2.1, que n = 1 e valem as seguintes hipdteses
extra :

(A) z(t) €int QV t € [0,T) para qualquer z (-) em I' (Z (-));

(B) L(-) é localmente lipschitziana em (t, s, v) e, existem constantes kg e co tais que

|0sL (¢, s,0)| < ko |L(t,s,v)| +co, V (2,5,0) €[0,T] x @ x RY;

( para algum k > kg := sup{J%l : (:121,122)60}, vale
linc}° sup {L(t,s,v)— (v,0, L s, o)} +{AAEZ())+7n T} <
- SEQ,
(HEy)" 4 » uetle(,[gi%ﬁ,
*) <
< inf {L(ts,v)— (v,0,L (¢t s,v))}.
s€Q,
vEK,e|v[<k,
te(0,T)

Entéo, além das conclusées do teorema 2.1 em particular (2.2), z () é C*.

Demonstragao :

No contexto descrito na demonstracao do teorema 2.1, vamos agora procurar aplicar as condigOes necessdrias
do teorema 2.3 directamente ao problema, sem o reduzir a um problema de dimenséo 1, através da transformagao
de Erdmann. Comecemos por mostrar que 2’ (-) é essencialmente limitada (com a presenca de (*)'), isto &, que

IR>0:12(t)] <Rgsem [0,T].
Pelo teorema 2.1, a equacdo (2.2) é vilida para qualquer n, em particular vale para n = 1. Como
L(t,z(t),2 (t)) — &' (t) - 0oL (t,2(t), 2’ (t)) < L(¢,2(t),0),

vem, para quase todo o t € [0, T,

c+/0 §(r) dr = L(t,z(t),7 (1)) =2 (t) - 0L (t,z(t),2' () +7 [0 (12" (B)) — | (&)] &' (1" (®)])]

INA

L(t,2(8),0)+r [0(1 ®)) -1/ )] & (1’ )] -

Entao .
4Mwmn4xwwwammzc54aam=Lmdmmza (2.14)

Como L (t, 2 (t),0) é limitada superiormente, logo

Je eR:L(t2(t),0) < cr.

Com
q(r)=0(r)—r & (r),
a desigualdade (2.14) é equivalente a

o @)1 o+ [€t) ar-a] ¢>0
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Entdo, usando a inversa p(-) de g (-), isto &

s=q(r)er=p(g)),

|2’ (t)] Sp(% [c+/0t§(fr) dT—cl])

(Nota : troca o sinal das desigualdades porque g (-), logo p(-), édecrescente)
e como o lado direito estd em L* ([0,7],R), também o lado esquerdo, isto ¢, 2’ (-) € L*° ([0,T],R).

verm

Consideremos o problema de controlo 6ptimo, cujo estado é z () € R e cuja dinamica é

dx
=8 @D

O controlo v esta sujeito a |v ()] < R gs (R é a constante escolhida para 2’ (-) essencialmente limitada), e a
condicdo de fronteira é z (0) = 0. Consideremos entéo o problema :

p— T— -
(P;) minimizar ¢ (z (T)) +/0 Lt,z(t),v(t)) dd=:7(z(-),v())

com as restrigoes
v(t) e U(t) gqsem [0,7T],
' (t) = ¢ (t,z(t),v(t)) gs em [0,7],
z(0)€Cy, z(T)eCh,
onde :
(a1) z:[0,7] —» R & AC;
(by) v:[0,7] — R é mensuravel;
(c1) U : [0, T) — 2R é a multifuncao tal que v (t) € K N[—R, RJ;
(d;) ¥ : R — R é dada por E(x):_z olz—Ag(z ())|2,
(e1) L:[0,T] x RxR — R com L (¢,z,v) = L(t,v) é dada por

( t€[0,T]\N
L{t,z(t),v)+r0(v]) se ¢ veEdom L(t,z(t),-)
L(t,z,v):= ,
| <R
0 caso contrdrio,

(relembremos que
N :={t €[0,T]: 2 (t) ndo existe ou 2’ (t) ¢ dom L (t,2(t),")}) ;

(f1) ¢:[0,7] x R x R — R com ¢ (¢,z,v) = ¢ (v) é dada por

te [0, T]\N
v se
(b(ta U) = |U| <R
0 caso contrario;

(g1) Co:= {0} e Cy:=R.
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Consideremos as fung¢des T, T : [0,T] — R dadas por

T(t) =2 (1),

t
2= [ 002 () o
respectivamente, pelo que Z (-) é o estado correspondente ao controlo T (-).
Vamos ver que as fun¢des 7 (), Z () sdo admissiveis. Notemos que as solugdes da equagdo diferencial

dz
E=0(v )

sao da forma :

¢ t
x(t):x(0)+/0 0 (lv{7)|) dT=/O 8 (jv (7)) dr.

Verifica-se a condicdo de fronteira : T (0) = 0.
Também, temos as restrigdes :

v(t)=2(t)e KN|-R,R] gsem [0,T];
T (1) =007 ) =3 (LF(),7() =3 (T () as em [0,T];
T
5(0)=0cCo, F(T)= / 6(12' (7)) dr €.

Verifiquemos que o controlo ¥ (-) e o seu correspondente estado T (-) resolvem o problema (P;). Sejam
v (t) € KN[—R, R] gs em [0, 7] um qualquer controlo e o seu estado correspondente z (-). Entdo temos que z (-)
¢ AC, [v(¢)] < Rgsem [0,T], z(t) = fot 0 (jv(7)]) dr, z(0) =0 e (z(-),v(-)) verifica as restrigdes do problema
(Py). Logo,

iE&E(),7()) = d)(T(T))-i-/O LtT(t),v()) dt

= g +

T T 2
/0 6(12 (r)]) dr — /0 6(12 (7)) dr

T j— —
+/O [L(tz@),o@)+ro([o@)|)] dt
T _ T _
= / L(t,z(t),v () dt+r/ 0 (|())) at
0 0
T T _
- /0 Lt 2(2),7 () dt+r/0 0(|2 (1)) dt (pois B () = #' (t))
= A(2())+7 Ao (2())
= f(z())

e por hipé6tese

f()2fE=()) V() el (@),
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donde
iE@O),v0) = fEE)<fE(0)

= A()+rAs(@()+0 [Ae(z() —Ag (2 ()
T T

_ / Lt (), (1)) dt-l—r/ 8 (2 (8)]) dt +
0 0

T T 2
+o | [Co0e @) de- [ 002 @) ar

T T
/ L(t,z(t),v(t) dt+r/ o (jv ®)]) dt+
0 0

+o | (T) — Ag (z())I
v (t), o que ndo é o caso)

i@ (),v()-

(isto era verdade se z’ (t)

Outra possibilidade era considerar o problema :

(P1) minimizar @(ﬂf(T))+/0 Ltz (t),v(t) dt=7(z(),v()=7((1(),22()),v())

com as restrigoes
v(t) eU(t) gsem [0,T],
(27 (t),25(t)) = ¢ (t,z(¢),v(¢t)) gs em [0,T],
(z1 (0),z2 (0)) = z (0) € Co, (z1(T),z2(T)) =z (T) € Cq,

onde :

(a1) z:[0,T] — R? ¢ AC;

(by) v: [0,T] — R é mensursvel,

(c1) U : [0,T) — 2% € a multifungio tal que v (t) € K N[—R, R];

(dq) @ : R — R é dada por Zb_(m)_z E(zl,xg)_s Y (z2) =0 |2 —As (2 ())|2,

(e) L:[0,T] x R2 x R — R com L (t,z,v) = L (¢, (z1,22),v) = L(t,21,v) € dada por

( te[0,T)\N
_ L(t,z1,v)+70(v]) se ¢ vedom Lt z1,-)
L(t, .’131,’0) =
lv] <R
0 caso contrario,

(relembremos que
N :={t € [0,T]: 2 (t) nao existe ou 2’ (t) ¢ dom L(t,z(t),-)});

(f1) ¢:[0,T) x RZ x R — R? com ¢ (¢,z,v) = ¢ (v) ¢ dada por
te [0, T|\N
(v, 0 ([v])) se {

¢ (t,v) = lv| <R

(0,0) caso contrério;
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(€1) Co:={(0,0)} e C; == {T} x R.
Assim, o funcional a minimizar é :

i(@()v() = §(=1(),22()),v())

— T—
T (21 (T) 22 (T))) + /0 L(t, (o2 ()22 ()0 (1)) db

—_— T_
= F(e(T)+ /0 Lt (1),0(t) dt

= o |oa(T) —Ag (2 () +

+ / L (1 (8),0 (8) + 7 8 (o ()] d,
0

com as restricoes :
() =v(t), 2@)=0(v@®));
z1 (0) = z (0) = zo, z;(T) = z(T) = zr, z2(0) =0.
Consideremos as fungdes 7, T, Z2 : [0,7] — R dadas por
() =2"(2),
T (t) ==z (1),

% (t) = /O 6(2 (7)) dr,

respectivamente, pelo que Z (-) = (71 (-) ,F2 ()) ¢ o estado correspondente ao controlo  (-).

<l

Vamos ver que (Z(-),7(-)) = ((Z1(-),%2(-)),7(-)) é solugdo para (P;). Notemos que as solugdes das
equagdes diferenciais z} (t) = v (¢t) e z5 () = 6 (Jv (¢)|) sdo da forma :

a:l(t)=:1:1(0)+‘/[; zi (1) dT:z(0)+[) v(T) dr,

z2 (t) = z2 (0)+/(; xh (7) dT:/O 6 (jv(t)]) dr,

respectivamente.
Também, temos as restrigdes :

v(t)=2(t)e KN|-R,R] gsem [0,T];

7@ = (0,%0) = 0,602 0N =G0, (7))
= $(t, (Z1(t),Z2(t),7(t)) =6 ((t)) gsem [0,T).

Verifiquemos que o controlo T (-) e o seu correspondente estado Z(-) = (fl ¢),T2 ()) resolvem o
problema (P;). Sejam v(t) € K N[—R,R] gs em [0,T] um qualquer controlo e o seu estado correspondente

z() = (z1(-),22(-)). Entdo temos que z(-) é AC, [v(t)] < R gs em [0,7], z1(t) = z(0) + fot'v(r) dr,
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o t) = fff 8 (Jv(1)]) dr, z1 (0) = 2(0), =1 (T) = 2(T), z2 (0) = 0. No entanto, com as restri¢ées do funcional
i(@(),v()) vem

F@()00) )—UI/e(m(r ) dr— Ao (2 () / (L (6,1 (£),0 (£) +7 6 (jo (®)])] d

e portanto, depende apenas da funcdo coordenada z; (-). Quando verificamos as restricdes do problema (P),
temos :

zi(t) =v(t) € K gs (pois v (t) € KN |—R,R]);

(z1(0),21(T)) = (zo,z1) € C.

O nosso objectivo é aplicar as condigbes necessdrias do teorema 2.3, cujas hipéteses temos de verificar. E
consequentemente podemos deduzir a existéncia de uma fungéo p (-) tal que para t gs, 0 maximo

max {p () -v— Ao L(t,2(t),v) — o7 O (|o])}

ocorre em v = 2’ (t), onde Ag € {0,1}, e onde p néo é zero se Ap = 0. A funcdo p(-) também satisfaz a equagio
adjunta

p (t) € Ao 8L (t,2(t),2 (t)) gs.
Mostremos que, de facto, isso acontece. Para tal definimos o Hamiltoniano H : [0,7] x R x R x R x R — R por
H(t,z,p,v, ) :=p-v— Ao [L(t,2(t),v)+r 0(v])].

Entéo, pelo teorema 2.3, existe um escalar Ay € {0,1}, uma funcdo p : [0,7] — R AC taisque H (¢,Z (t),p(t),-, do)
é maximizado em v = 2’ (t), isto &,

ma (H (L7(1),p(1),0,00) 10 €U M) = HEF),p(), (0),)0) a5 em 0,7] (2.15)
=4
max {p(t)-v—do L(t,2(t),v) = r O(W)} = p(t)-2" (1) = Ao L(t,2(#),2 (1)) = Ao (1" ()])
gsem [0,7].

Se Ao =0 vem
max {p (t) - v} =p(t)-2'(t) gsem [0,T],
entao
p(t)-v<p(t)-2'(t) gsem [0,T],VveK. (2.16)

Também, pelo teorema 2.3, vem :

) + Ao > 0.
tIéﬂgJ;HP()H 0

Notemos que, de facto, n[l(?.);] |p ()| existe, pois p(-) € AC, em particular é continua e esté definida num intervalo
telo,

fechado e limitado [0,T7]. Se Ag = 0, entdo

t)| >0,
s [P (2)

logo nio podemos ter p(t) = 0 para qualquer ¢ € [0,7]. Além disso, pelo teorema 2.3, temos que p () satisfaz
a equacgao adjunta

—p (t) € 0:H (£, (t),p(t), 2" (t), Xo) qs em [0,T]

o —p'(t) € =X 8L (t,2(t),2 (t)) gsem [0,T]

o p(t) € A O L(tz(t),2 (t) gsem [0,T].
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Entao
M=0=p(t)=0gsem [0,7] = p(t) =cqgsem [0,T],c€R.

E como p (-) é AC, em particular é contfnua, donde
p(t)=c,Vte[0,T],ceR. (2.17)

Logo, juntando (2.16) e (2.17) temos
p(t)=0qgsem [0,7].

E como p(-) € AC, em particular ¢ continua, entdo
p(t)=0,Vtel0,T],

0 que ndo pode acontecer, pois j4 vimos que ndo podemos ter p (t) = 0 para qualquer ¢ € [0, T].

Suponhamos primeiro que Ag = 0. Entao segue do que estd acima que p(t) = po # 0, po € R. Atendendo
a condigdo de médximo, podemos agora assegurar que 2’ (t) = 0 gs, dado que o tinico ponto num cone K em R
que admite um vector normal ndo-nulo ¢é a origem. De facto, notando que

max {p(t) -v} = p(t) - 2 (¢) gs em [0, 7] ¢ max{po-v} = po-# () gs em [0,7],

logo,
po-v<po-2(t) gsem [0,T],VveK,py#0,

isto &,
(v—=2'(t)) po<0qgsem [0,T],VveK, pp#0. (2.18)

Como K é convexo, o cone normal de Clarke de K num ponto coincide com o cone normal no sentido da andlise
convexa, pela proposi¢ao 22.18, com C = K. Além disso, o tinico ponto num cone K em R que admite vector
normal ndo-nulo é a origem, entdo de (2.18) temos que

#'(t)=0gsem [0,7].

Logo,
z2(t)=cqgsem [0,T],ceR.

E como z(-) € AC, em particular é continua, vem

z2(t)=¢,Vte[0,T], ceR.

Consequentemente,
Z(t)=0,vtel0,T].

Entdo, 2’ (-) é contfnua. E portanto, z (-) é CL.
Vamos agora examinar o caso Ag = 1. Seja g: [0,7] x R —(—o0, +00] a fun¢do dada por
L(t,z(t),v) +r 6(jv]) seve K
g(t,v) =
+00 sevé¢ K.

Comecemos por mostrar que g (t,-) é estritamente convexa. Por hip6tese, para cada s € Q, a fungio L (%,s,-) é
convexa, V t € [0,T]. Entéo, para cada z(t) € Q,

L(t,z@), v+ (1 =X vo) SAL(#z2(t),v1)+(1—=A) Lt z(t),v2),Vv,v2€ K,VA€(0,1), (2.19)
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para qualquer t € [0,7]. Também, por hipétese, 8 (-) é estritamente convexa, logo
B +(1 =X 1) <AB8(n)+(1-X) 8(v2),Vuv, e K,V Ae(0,1). (2.20)
E como [|-| é a norma em R, verifica a propriedade de homogeneidade e a desigualdade triangular, entéo
Avi+ (1 =2A) vo] <A Jor|+ (1 =) |vo|, V1,2 € K,VAe(0,1). (2.21)
Sejam vy, v2 € K e A € (0,1) quaisquer, entdo

gt A v +1 =) v2) = L{t,z(@t), v +(1—X) va)+70(Avi+(1—N) vz
< AL(tz(t),v1)+ (1 —=A) Lt 2(t),v2) +
+7 (A Jor| + (L= A) [vz]) (por (2.19)) e por (2.21)
< AL(tz(t),m)+(1—X) Lt z(t),v2) +
+r (A0 (fva]) + (1= 2) 0 (Joe])) (por (2.20))
= A[L(tz(),v)+70(ju))]+ (1 =A) [L(E2(2),v2) +7 0 (Joo])]

= Ag(,v)+ (1 =X) g(t,ve).
E portanto,
gt v+ (1 =X v)<Ag(uv)+(1=2A) g(t,v2), Vv, e K,¥Ae(0,1),

como pretendido.
Se substituirmos A9 = 1 na condigdo de méximo (2.15) temos

max {p(t) v = L(t,2(t),0) =1 0(0)} = p(6)-2"() = L(2(2),2 () —r 6 ()= (t)]) gs em [0,T]
i=4
mex (p(t) v —g(60)} = p(O)-7(©)—9(t,7 () @ em O.T).
Entao,

p(t)-v—g(t,v) <p(t)-2'(t)—g(t7 () qsem [0,T] Vv €K,
isto &,
g(t,v) > g(t, 2" (t) +p(t)-(v—2(t)) gsem [0,T] VveE K,

logo
p(t) € 0vg (8,7 (t)) asem [0,T], (2:22)

uma, vez que g (t,-) é estritamente convexa. Finalmente, a convexidade estrita de g (¢, -) implica a continuidade
de 2/ (-); o argumento é dado em [[14], p. 86]. Mostremos que, de facto, isso acontece. De (2.22) e por aplicacio
do teorema 19.83, com z* = p(t), f(-) = g(¢,-), z = 2/ (t), 2 = v, resulta que para cada v € K, a funcio

v—p(t)-v—g(tv)

atinge o seu supremo em v = 2’ (¢) qs. Mais ainda, como a fun¢do v — —p(t) - v é afim, entéo é convexa, e
como g (t,-) é estritamente convexa resulta que a fungao

vi— —p(t)-v+g(t,v)
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é estritamente convexa, pela proposicgo 2.18, com g (-) = g(¢,-) e f igual a fun¢do v — —p(t) - v. E portanto,
a funcéo
v p(t)-v—g(t,v)

é estritamente concava, pela nota 19.57. Consequentemente,
max {p(t)-v—g(tv)} =p(t) -2 (t) -9 (2 (t)) gsem [0,].

Suponhamos que 2’ (-) tem outro tipo de descontinuidades removiveis, entdo, tendo em conta a proposicio
16.5, com f (-) = 2’ (), podemos encontrar duas sucessdes (c;), (d;) em [0, T] tais que :

Lm ¢; =7 = lim d;;
j—o0 j—o0

p(c;) € Bug (cj, 2 (¢;)) qs em [0,T7;
p(d;) € 8yg(d;, 7' (d;)) qs em [0, T];

lim 2’ (¢j) =t a# B:= lim 2’ (d;). (2.23)
J—)w J—Pw
Seja v um qualquer ponto tal que v € K. Entdo escrevemos
plcj) -v—g(c;,v) <plc) -2 (¢c;) — g(c;,2 (¢j)), Vv €K, com 2’ (¢;) € K (2.24)
e
p(d;) -v—g(d;,v) < p(d;) -2’ (d;) — 9(d;,2' (d;)), Vv e K, com 2’ (d;) € K. (2.25)

Mostremos que a sucesséo g (c;, 2’ (¢;)) tem o mesmo limite que a sucessdo g (c;, &) denominado por g (7, ).
Primeiro vamos mostrar que
. jgxglog(cj,a)zg(?,a),
isto é,
Ve>0,3IM>0,VjeN:j>M=|g(cj,a)—g(T,a)| <e.

Pela hipétese extra (B), L(-) é localmente lipschitziana em (¢, s,v), entdo L () é localmente lipschitziana em
(t, s), pela proposicio 2.19, com h(-) = L(-}, g(-) = L(-,-,v), z1 =&, 3 = s, 3 = v. Logo, existem § > 0,
k > 0 tais que

|L (t1,81,'U) —-L (t2a 32)”)' < k I(thsl) - (tZ) SQ)I 3

para quaisquer (tq,s1), (t2,s2) € (¢, 8) + 6B. E portanto,

36>0,3k>0: |L(Cj,z(cj)1a) —L(Fyz(F)’a)l Sk'(cj’z(cj)) _(F’Z(F))Ia

(2.26)
Vv (¢,2(¢c;)), (F,2(7)) € (¢, 2 (t) + 6B.
Além disso,
lim ¢; =7,
j—oo
isto &,
Vs>0,3M1>0,Vj€N:j>M1:|cj-—F|<§E. (2.27)
Entéo, como z (-) € AC, em particular é continua e temos
lim z(c;) = 2z (7),
J]—00
ou seja,
Va>0,aMz>o,VjeN:j>M2=>|z(c,~)—z(r)|<§%. (2.28)
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Assim, fixado € > 0, existe M = min {M;, M2} tais que para quaisquer (c;, z(c;)), (7,2 (F)) € (¢,2(t)) + 6B,
para § > 0, temos :

lg(cjye) —g(F, )l = |[L(cj2(c),0)+r0(a)]—[L{F2(F),a)+r 6(al)]]
= |L(ijz(cj)7a)—L(F’z(F),a”
< k(e 2(c5)) — (7,2 (F))| (por (2.26))

= kle; —F|+ k|z(c;) — z(T)| (pela norma da soma)

IA

€ €
kﬁ + kﬂ = ¢ (por (2.27) e (2.28)).
E temos o pretendido. Agora vamos mostrar que
Jim g (cj, 2 (¢5)) =9 (), (2:29)

isto &,

Ve>0,3N>0,VjeN:j>N=|g(cj,z (¢c;)) —g(F,v)| <e.
Sabemos que

jlilgog(cj»a) = g(Fva) ’

isto &,

Ve>0,3N >0,YieN: > Ni=|g(c;,a) — g(F, )| < % (2.30)

Por hipétese, 8 (-) € C* ([0, +00),R) e |-| é continua, logo 8 (|-]) & continua, pois é a composi¢ao de duas fungdes
contfnuas. E como lim 2’ (¢;) = o, entdo
j—o0

lim 6(|2' (¢;)) =0 (lal),

j—oo
isto é,

. . €
Ve>0, 3N >0,V 5eN:j>No=10(]2 (¢)]) — 0 (le])] < 3 (2.31)

Também, por hipétese, para cada s € €2, a fungdo L (¢, s, ) é convexa e o domfnio dom L (t,s,-) é um conjunto
aberto, convexo e ndo-vazio, para qualquer ¢ € [0,7]. Entdo, para cada z(t) € €, a funcio L(t,2(t),-) &
convexa e o dominio dom L (t,2(t),-) é um conjunto aberto, convexo e nio-vazio, para qualquer ¢ € [0, 7). E

como K C dom L(t,z(t),-), entdo a funcdo L (t,z(t),-) é continua em K, pelo teorema 19.70, com n = 1,
f()=L(tz2(t),), C =K. Temos também lim 2’ (c;) = , entdo
j—00

jlilgoL(cj’z(c]‘) 7Z' (Cj)) = L(Cj,Z(Cj) ’a)’

isto &,
Ve>0aN;>0,VjeN:j>Na=|L(cj2(c;),2 (¢;)) — L(cj2(¢5), @) < ;i; (2.32)

Assim, fixemos ¢ > 0, para o qual existe N = min { N7, N2, N3} > 0. Entéo, para qualquer j € N tal que j > N,
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temos :
|g(cj,z' (C.‘i)) _g(?s a)l < Ig (cj,z' (Cj)) —g(cj!a” + |g (Cj’a) "Q(Fa Ot)|
< |[L(egr2(cs) 2/ (e5)) + 7 012" (ci)D] — [L(cj 2 (¢5) @) +7 8 (|al)]| +
+1g(cjr ) — g (7, @)
< |L(ejy2(c5), 2 (¢5)) = L(cjr 2(c5), @) +7[0(|2" (¢5)]) — 8 (lel)] +
+1g(cj, @) — g (7, o)
< % +r3ir + % = ¢ (por (2.30), (2.31) e (2.32)).

E temos o pretendido. Analogamente,
Jim g (cj,v) =g(7,v). (2.33)

Considerando o limite em (2.24) vem

Jim [p(e;) v =g (e;,0)) < lim [p(e) - # () ~ 9 (e, (e))], Vv € K

epF - v-gFv)<pF)-a—g{Fa),VveK,
(esta equivaléncia acontece por (2.29), (2.33), (2.23) e porque
lim ¢; =7 = lim p(c;) =p(7),
j—o00 J—o00

pois p(-) é AC, em particular é continua). E como v é qualquer, entdo o maximiza a fungdo estritamente
concava '

v p(T)-v—g(Tv).
Como 2’ (¢;) € K e K é fechado, entdo o := lim 2/ (¢;) € K. E portanto,

j—o0

E)nea}.)(({p(F)-v—g(T,v)} =p(F)-a—g(T,a) gsem [0,7T].

Fazendo um raciocfnio andlogo ao anterior, conclui-se que
Jim g (dj,8) =g (7, 5),
Jim 9(d;,# () = 9 (7. ),
j]i{{)log(dj’v) = g(F,'U)
[Jim [p(d;) v —g(dj,0)] < lim [p(ds) - 2 (d;) — 9(dj, 2" (d;))], Vv €K

@pF)-v—gFv)<p()-b—-gT.f),VvekK
(considerando o limite em (2.25)). E como v é qualquer, entdo 3 maximiza a funcio estritamente concava

v p(F)-v—g(F,v).
Como 2’ (d;) € K e K é fechado, entdo § := lim 2’ (d;) € K. E portanto,
j—o0

L%H}%({p(?) -’U-—g(F,’U)} :p(i‘-) 'ﬂ—g(F7,B) gs em [OvT]
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Deste modo, conclui-se que a e 3 sdo méaximos globais para a fungio

v p(F)-v—g(Fv).

Mas como o # 3 e ndo podemos ter dois méximos globais para a mesma func¢do, obtemos uma contradigéo.
Entdo 2’ () s6 tem descontinuidades removiveis. Ou seja, até agora 2’ (-) é essencialmente continua em [0, 7.
Mostremos, em seguida, que 2’ (-) é continua em [0, 7]. Por hipétese, z(-) € AC([0,T],R), entdo

z(t):z(O)+/0 2/ () dr,

pelo teorema 18.2, com f(-) = z(), [a,b] = [0,T], = = t. 2'(-) é essencialmente continua em [0, T, isto &,
2’ (-) € continua gs em [0, 7] e s6 tem pontos de descontinuidade removiveis. Entao o conjunto dos pontos de
descontinuidade de 2z’ (-) é enumerdvel, pelo teorema 16.4, com f(-) = 2’ (-), X = (0,7]. Logo, o conjunto dos
pontos de descontinuidade tem medida nula, pelo lema 10.14. Assim, 2’ (-) é igual gs a alguma funcdo v (-)
continua. Usando a proposicio 16.5, com f (-) = 2’ (+), vamos definir a fun¢do continua v : [0,7] — R por

( z' (t), nos pontos de continuidade de 2’ (-)

v(0) = P{I(l]z' (t)

v(t;) = tli_{g/ (t)

\ v(T) = lime' (©),

onde t; sdo os pontos de descontinuidade de 2’ (-). Além disso, verificam-se as seguintes condigées :

c1) v (t) existe gs em [0, T, pois v (-) = 2’ (-) gs.

c2) v (+) é Lebesgue mensurdvel e Lebesgue integravel, pois v (-) é continua e estd definida num compacto,
pelo teorema 11.16 e pelo teorema 11.17.

c3) Z(t) = z(0) + fgv (7) dr, pois v (-) é Lebesgue mensursvel, pelo lema 11.19.

Consequentemente, pelo teorema 18.2, Z(-) é AC e tem derivada continua (pois v (-) é a derivada de Z(-) e
v () é contfnua). Mostremos que z (-) = z(-). Como v (t) = %’ (t) qs em [0,T] e v (-) & integrével, entdo, para

cada t € [0, 7] fixado temos
t t
/ o (r) dr =/ v(r) dr,
0 0

pelo lema 11.13. Logo, Z(-) = z (). Consequentemente, como a fun¢ao continua v (-) é a derivada de Z (-), entdo
v (-) também é a derivada de z(-). E como a derivada de uma funcéo ¢é tnica, temos que

() =v(t),Vtel0T].

Logo, 2 (-) é continua. E portanto, z(-) ¢ C*. B
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2.3. Alguns resultados auxiliares

Teorema 2.3 (Principio do maximo). Consideremos o problema :

(P)  minimizar  f(z (b)) + / Flo(),u) d
com as restrigoes

u(t) e U(t) gsem [a,b], z'(t)=¢(t,z(t),u(t)) gsem [a,b], z (a) € Cy, z(b) € Cy,

onde :

(a) z: [a,b] = R™ é AC;

(b) u: [a,b] — R™ é mensurdvel ;

(c) U : [a,b] = R™ é uma multifungdo ;

(d) f:R" = R;

(e) F:la,b] x R* x R™ —» R;

(f) ¢:[a,b] x R®* x R™ — R"*;

(g) Co, C1 CR™.

Suponhamos que (Z, %) resolve (P) e admitamos ainda que :

(i) existem fungdes continuas w (-) e € (-) > 0 tais que qualquer fun¢do AC z (-) satisfazendo as restrigées do
problema (P) verifica também

z(t) € Q:=B(w(t),e(t)),Vteab];

() U (+) tem valores ndo-vazios e o seu gréfico,
Graf (U) := {(t,u) € [a,b] x R™ : t € [a,b],u € U (t)}

é L ® B,,-mensurdvel ;
(#1%) f (-) é localmente lipschitziana;
() ¢ (-) verifica :
(iv1) para cada z € R™, a fungdo ¢ (-, z,-) é L ® B,,-mensurdvel;
(ivg) existe uma fungdo real £ ® By,-mensurdvel k() > 0 definida no Graf (U) tal que para cada
(t,u) € Graf (U), a fungdo ¢ (t,-,u) é lipschitziana em §; com constante de Lipschitz k (t,v);
(tvs) a fungéo t — k (t, T (t)) é integrdvel;
(v) F(-) verifica as mesmas hipéteses que ¢ (-), isto &, (iv);
(vi) Co, C1 C R™ sdo fechados.
Consideremos o Hamiltoniano H : [a,b] x R™ x R*” x R™ x R — R definido por

H(,z,p,u,A) = (p,¢ (¢, z,u)) — X F(t,z,u).

Entio, existe um escalar A € {0,1}, uma func¢do p : [a,b] — R™ AC tais que :
(I) p(-) satisfaz a equagéo adjunta

—p' (t) € & H (4, (t),p(t),u(t),A) gs em [a,B];
(IT) H (t,z(t),p(t),-, A) é maximizado em U (t) :
max {H (£, 7 (£),p(t),w,)) :w € U (8)} = H(t,(2),p(2),7(t),A) gs em [a,1];
(III) para algum £ € 8f (Z (b)) valem as seguintes condigbes de transversalidade :
p(a) € Ng, (Z(a)),  —A—p(b) € N, (T(B));
Iv) trerl{g.?g] lp ()| + A > 0.

(Ver teorema e respectiva demonstragdo em (12], p. 211.)
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Definicao 2.4. Sejam S, ¥, os conjuntos definidos por

S:={t: (¢, z) € T para algum z € R"}

Si={z:(¢z)eXL}.

¥ diz-se um tubo, desde que S seja um intervalo (por exemplo [a,b]) e existam uma fungdo continua w (-) e
uma funcdo continua positiva € (-) em [a, b] tais que

Yt =B(w(t),e(t),Vte]|ab].

Um tal tubo ¥ diz-se um tubo em |a, b].
(Ver [12], p. 113.)

Nota 2.5. Daqui em diante, convencionamos que
(=00} x 0 =0 X (—o0) =0 x (+00) = (+00) x 0 =0.

Lema 2.6. Sejam (X, M) um espago mensurdvel, D € M e f : D — [—o0,+0c] uma fungdo mensurdvel.
Entéo, para cada Dy C D tal que Dy € M, a fungdo g : D — [—00, +00| dada por

g(t):=f)xp, (t)
é mensurdvel em D.

Demonstracao :

Sejam (X, M) um espago mensurdvel, D um conjunto mensurdvel e f : D — [—o00,+00] uma funcdo
mensurdvel. Consideremos um qualquer conjunto Dy C D tal que é mensurdvel. Logo, pelo lema 10.19 (alinea
(a)), f |p, () é mensurdvel em Dg. O conjunto D\Dg é mensurdvel, pelo lema 10.2 (alinea (e)), com A= D e
B = Dy. Entéo, pela nota 10.20, a funcgio

D\Dy3t—0
¢ mensurédvel em D\ Dy, com A = D\Dg e a = 0. Logo, pelo lema 10.19 (alinea (b)), com D = Dy U (D\Dy),
temos que a fungdo g : D — [—o0, +0oo] dada por

flp, @) set € Dy

g@®) =
0 se t ¢ Dy (isto é, se t € D\Dy)

= f{)xp, ()
é mensurdvelem D. B

Proposigio 2.7. Sejam f: Q x R® — (—o00, +00] um integrando normal convexo, sci e u € W1 (Q; R"™), onde
2 C R é um qualquer conjunto mensurdvel ndo-vazio. Assumimos que

u' (t) € int (dom f (t,-)) gs em Q.

Sejam Q™ o conjunto dos x € R™ com coordenadas racionais, k € N qualquer, e my : Q@ — [0,+00| a funcgéo
dada por

ol

my (¢) := sup{[f(t,z) —ftd @) :z€Qe |z - (t)] <

Entéo, para cada k € N, a fungdo my, (-) é mensurdvel.
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Demonstragao :
Para cada z € Q™ fixado, seja f! : @ — (—o00, +00] a fun¢io dada por

fi () =f(t2).

Como f(-) é um integrando normal, entdo pelo teorema 21.3, com S = Q ,z =2, s =te f() = f(:) é
£ ® B-mensurédvel. Logo, pela proposi¢io 10.28, com X = Q, Y =R", f(-) = f(-), x = ¢, y = z, resulta que
fY(t) := f(t,2) é L-mensurédvel em Q.

Seja f1 : @ — (—o0,+00] a fun¢do dada por

() = f@d @).

Como u € Wb (Q,R"), entdo a funcio u' : @ — R™ & mensurédvel e como f (-) é um integrando normal, pelo
coroldrio 21.4, com S = Q, f(:) = f (-), z = v/, s = t, temos que a funcdo

Qote f(t,u (t) = f1(t) € (—o0, +00]

é mensuravel. Isto é, f; (-) & L-mensurdvel em .
Consideremos o conjunto

N :={t € Q: 4/ (t) ndo existe ou v’ (t) & dom f(¢,-)},

o qual tem medida nula e é mensurdvel, pela nota 10.23, com f (-} = f (*)-
Note-se que se Dp := Q\N entdo

f1(t):=f(t,u' (t)) €eR,Vt e Do.
Entdo, pelo lema 2.6, com f(-) = f1 (), D =Q, Do = Q\N e g = f(-), temos que a fungdo f3 : 2 — R é dada

- fi(t) sete Dy { F,W () seteQ\N

f2(t) == f1(t) xp, (t) = { =

0 seté¢ Dy 0 caso contrario

é L-mensursvel em ).
Seja f3 : @ — R a fungédo dada por
—f ¢, (¢) set € Q\N
f3(t):=—f2(t) =

0 caso contrario.

f3(-) é L-mensurével em €, pelo teorema 10.21, onde c = —1 € R, f(-) = f2(-), D = Q e o dominio de definigéo
é o conjunto €.
Seja f2:Q — (—o00,+00| a fungio dada por

Fb2) — fw' ()  sete N
PO=0+h0)=

f (& 2) caso contrario.

f2(-) & L-mensuravel em €2, pelo teorema 10.22, onde f (-) = f1 (-), 9 = f3(-), D = Q e o domfnio de defini¢io
é o conjunto ). E portanto,
fz2 (t) =Ff (tv Z) - f(ta o' (t)) gs em Q.

Seja f3:Q — [0,+00] a fungdo dada por

@)= {lf(t’z)_f(t’”'(t))l se t € Q\N

|f (t,2)| caso contrério.
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£3(-) é L-mensurével em €, pela proposigdo 10.26, com f (-) = f2(-), |f| () = 2 (-) e D = . E portanto,

) =ft2) - f(t,0' ()| as em Q.
Seja f1:Q — [0,+00] a funcdo dada por

sup |f(t,2) = f (&0 ()] sete N

zeQm

FE@) = sup f2(t) =

z€Qr sué) |f (¢, 2)] caso contrario.
zeQn

f4(-) é L-mensurdvel em §2, pelo teorema 10.25 (alinea (a)), com gy, (-)
temos uma funcio f3 (-)) e D = Q. Note-se que

f2(-) (pois para cada z € Q" fixado,

i) = seu(; |f (¢,2) — f (¢, (t))| qs em Q.

Note-se também que o conjunto

A, = {teQ\N: 2= (t)] < %}

6 L-mensurével (pois u () € Wb (;R") = v’ (-) é L-mensurével). Logo, pelo lema 2.6, com f (-) = f3(),
D=9, Dy=A,eg=f2(), temos que a fungdo f3 : 2 — [0, +oc] dada por

£

f2(t) sete A,
2 xa, &) =
0 set¢A,

{ |f(t,2) = F(t,w' ()] sete A,

0 set ¢ A,

te Q\N
_ lfmn—f@m%mlse{|

OES:
0

caso contrario

¢ L-mensurdvel em ). Repare-se que, para cada z € Q™ tal que |z — ' ()| < ,—lc,

fE@)=\f(tz2) — f(tu ()| gsem Q.

Consequentemente, a funcdo f8: Q — [0, +o0] dada por

te O\N
sup |f (t,2) — f(t, v/ (t))] se
fE@) = sup,eqnf2(t) = i |z — ' (8)] < %
0 caso contrario
fra, @ setec A,
- 0

caso contrario
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é L-mensurédvel em 2, pelo teorema 10.25 (alinea (a)), com g, (-) = f2 (-) (pois para cada z € Q" fixado, temos
uma func¢éo f2 (-)) e D = Q. E portanto,

8@ = sup{|ft,2)—f(t,w ()| :2€Q e |2~/ (¢)| < }}
=: my(t) gs em Q.

Logo, pela nota 10.24, com f (-) = f8(-), g(-) = mx (-) e D = Q, temos que my (-) é mensursvel em €.
.. Para cada k € N, a func¢io my (-) é mensurdvel em 2. B

Definicao 2.8. Seja C C R™ um conjunto convexo ndo vazio. O conjunto de todos os vectores y € R™ que
satisfazem a condigdo

z+AyeC, VA>0, VzeC(C,

chama-se cone recessao de C e é denotado por O% (C).

(Ver [30], p. 61.)

Definicao 2.9. Seja f é uma qualquer fungdo convexa definida em R™ nao identicamente +oo. Chamamos
funcgao recessao de f a fungdo fa' cujo epigréfico é igual ao cone de recessao do epigréfico de f, isto é

epi (fo) = OF (epi f).
(Ver [30], p. 65, 66.)

Proposicao 2.10. Seja f : R® — (—o00,+00] uma fungdo convexa, prdpria, sci. Entdo a fungido
g:R x R™ — (—o00,400] dada por

f(5
g(/\,:c) = (f(;’-)

400 seA<0

JA seA>0
(

z) seA=0

é convexa, propria, sci, onde f(;" é a funcao recessdo de f. Além disso, para cada = € dom f tem-se

F(B)A  ser>0

g\ z):= P\H})f(f)/\ seA=0

400 seA<0

(Ver [30], p. 67, 35.)
Portanto, fixado z € dom f, a fungdo f, : R — (—o0, +00] dada por

F(3)A  sex>0

fe ) i=ga)={ lm F(5)) seA=0

+o00 se A< 0

é uma fungao convexa, propria, sci.



68

Nota 2.11. Seja f : R® x R™ — (—o0,+00] uma fung¢do convexa, prépria, sci, entdo para cada x € R" fixado
a fungao hg : R™ — (—o0, +00] dada por
he (y) == f (:1:, y)

é convexa, propria, sci.

De facto :

(2) hg (+) é convexa :

Fixemos x € R*. Como f (-), enquanto funcio de duas varigveis, é convexa, em particular, para z € R,
f(=,-) é convexa. Isto é, sejam y1, y2 € R™ quaisquer e o € (0,1) qualquer, entdo

he(leyi+(1—a)ya) = flz,ayr+(1-a)ye)

< « f(mvyl) +(1—a)f(:c,y2)

o hg (1) + (1 — a) by (y2) -

Logo, h; () é convexa.

(44) hy (-) é prépria :

Fixemos © € R”. Como f (-), enquanto fungdo de duas varidveis, é propria, em particular, para z € R",
f (z,-) é prépria. Como 3y € R™ tal que

he (y) = f (z,y) < +oo

e como para qualquer y € R™ temos

he (y) = f (z,y) # —oo,
entdo, h; (-) é prépria.
(i3t) hy (-) ésci:
Fixemos x € R*. Como f (-), enquanto fungo de duas varidveis, é sci, em particular, para x € R", f (z,-)
é sci (ou seja, para§ € R™ temos

VA< f(2,9),36>0,Vy:ly—7gl<d=>Ar<f(z,9)),

e portanto, h; (-) é sci (para o mesmo § que para f (z,-)). Isto é, sejay € R™ e para qualquer A < h; (¥), para
algum 6 > 0 (o mesmo para f (z,-)) e y qualquer tal que |y — 3| < 6 vem

he (y) = f(2,y) > A

Logo, hy (-) é sci.
. hz (-) é convexa, propria, sci, para cada x € R” fixado. B

Nas mesmas condicdes da proposigio 2.10, temos a seguinte proposi¢ao :

Proposicdo 2.12. Seja f : R® — (—o00,+00] uma fungéo convexa, propria, sci. Entéo, para cada z € dom f
fixado, a funcéo f, : R — (—o0, +o0] dada por

f(HLu)(leu) seu > —1
fo (w) == ul{IEI f (—l—f_—u) 1+u) seu=-1

+o00 seu < —1

é convexa, propria, sci.
Além disso, se z € int (dom f), entdo 0 € int (dom fx).
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Demonstragao :
Fixemos z € dom f. E consideremos a fungao afim A : R — R dada por

Aw):=1+u
e a funcao f; : R — (—o0, +oo] dada por
F(3)A se A>0

fo ) =4 lm f(3)X sed=0

+o00 se A <0,
a qual, pela proposi¢io 2.10, é convexa, prépria, sci para cada = € dom f.

Além disso, Im AN dom f, # @. De facto, se A = 1, entdo f (1) = f (¥) 1 = f (z) < oo (pois z € dom f)
donde 1 € dom f,,ese u=0, entdo A(0) =1+0=1 € Im A. Logo,

Ja=1:a€lm Aeacdom f,,
e portanto Im ANdom f; # @.
Consequentemente, a funcio que resulta da composicao de f(-) com A(-), para cada z € dom f, é
fzoA: R — (—00,+00] dada por

(f:EOA) (u) = f(A(W)=/fs (1+u) =

( f(H_Lu)(l—{-u) seu+1>0
i x_ =
(wl-]gl\of(“r") (1+u) seutl=0

L +o00 seu+1<0

f(li—u)(l—i-u) seu>—1

= i _Z_ = —
ul{,n—l1f(1+“) 14+u) sewu 1

L +00 seu < —1.

E portanto, (fz0 4) () = fa (). _
Logo, a fungdo (fz o A)(-) = fz(-) é convexa, prépria, sci, pela proposicdo 19.66, com m = n = 1,

ACY=AC), FC)=Ff (), (fo A) () = fz (). ~ _
Mostremos agora que se = € int (dom f), entdo 0 € int (dom f,). Como f, (0) = f(z) e, por hipétese,

z € int (dom f), entdo f (z) < +00, donde fm (0) < 400, logo 0 € dom f; Se 0 = z € int (dom f), entéo

FO)(1+w) seu > —1
fow:={ Jm fO(1+w) seu=-1

“+00 seu < —1,
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logo dom fo= [~1,400), e portanto, 0 € int (dom %) Suponhamos que 0 # z € int (dom f). Esejae >0
tal que

Vo, eR™: |23 —zf <e= f(z1) < F00. (2.34)
Seja 6 = 2|TE|+‘E Entéo

£ £
lul <d < —srre << 3miTe
€ £
= 1_—2|Z|+E<1+u<1+2|$|+€

2z 2|x|+2e
= 2|z|+e <l+u< 2|z|+e

2|x|+e 1 2)z|+e
= 2[z][+2e < 1+u < 2|z|

& 1 _E
& 1= g < <1ltgg

£ 1 £
& oy <1 1<

Como
2|:c[>|x|:>—1-<—1—@i<f—
20| " lz[ - 2]a] 2|
e
2|z + 2 > |z| = <1¢n>—‘E <feo-S o
3 — < e =< - )
2)|z| +2 " |z| C 2|x[+2e |z || 2|z| + 2e
temos
€ 1 € 1 €
<l = e | — -1 <=
lz| ~1+4u || 14+u |z|
Provamos que
1 €
lul < é = |—— — —_,
1+u ||
para § = Qﬁ;—e Donde
T 1 €
—z|=lz|{— 1| < |z} = =e.
| =l | - < el

Logo, por (2.34), f (Lf_—u) < 00, entdo

f;(u):f( )(1+u)<+oo,

T
14+u

para qualquer u tal que |u| < 4. O que mostra que 0 € int (dom f;) Se considerarmos § = TE_IE*-—E também
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temos o pretendido, pois
€
lul <6 & —pir<u<pgm

< 1 £ <1+u<1+|7|€;-€-

~ Talte
T z|+2¢
=4 Tel+e <l4+u< ‘|_::I'|+_5
|z|4e 1 lz|+e
= |z} 4+-2¢ < 1+u < [

€ 1 €
A4 l—m<m<l+m

® e <ww o<
Como
1 1 1 €

1 €
2 SRS BN S SN R . .
el + 2> 1ol = g < TR S e e S ez

vem
I3 1 €

1 €
< —1< — & ——1‘<—,
lz] " 14w || 1+u ||

como ja tinhamos visto. -E da mesma forma concluimos que 0 € int (dom f;) ]

Lema 2.13. Seja L: [0,T] x @ x R™ — (—o00, +00] uma fungdo verificando o seguinte :
(¢) @ C R™ (ver (1.2)) é fechado;
(i) para cada s € Q :
(41) a fungdo L (t,s,-) é convexa ¥V t € [0,T];

(%2) o dominio dom L (t,s,-) é um conjunto aberto, convexo e nio-vazio, independente de t, designado

por dom L (s,-);
(#4) para cada s € Q ev € dom L (s,-), a funcdo
t — L(t,s,v) é lipschitziana;
(iv) existem constantes ndo-negativas A e 7 tais que :

|L¢ (t,8,v)] <A L(ts,v)+ngsem [0,T) Vsef! VwvedomL(s,).

Entéo, existem constantes ndo-negativas co e c1 tais que, para quaisquer (to,s) € [0,T] xQ ev € dom L (to, s,-),

|L(71,8,v) — L(72,5,v)] < (co |L(t,8,v)| +c1) |71 —7T2|, V¢ 71, T2 € [0,T].

Em particular, se z(-) € Wb ([0,T],R"™) e se a fungdo t — L(t,z(t),2 (t)) pertence a L! ([0,T],R"), entdo

existe ko (-) > 0, ko (-) € L* ([0, T],R™) tal que, para qualquer t com 2’ (t) € dom L(t,z(t),"),

|L (71,2 (t),2' (¢)) — L(72,2(t),2" (t))| < ko (t) |71 — 72|,V 71, T2 €[0,T].
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Demonstragao :

Fixemos (tg,s) € [0,T] x Q e v € dom L (to,s,-). Fixemos também t; € [0,T], (t2,s) € [0,T] x Q e
v € dom L (ta,s,-) e definemos a funcdo 3 : [0, 1] — [0, +00) por

B(p) == |L (t2 +pd,s,v) — L(tg,s,v)l ,Vpelo,1],
onde d = t; — t. (Além disso, L (t2 + p d,s, v) € R, pois para cada tp + p de0,T) [ti, t2 € 10,T), p € [0,1],
t2+pE:t2+p (tl —tg) :pt1+(1 —p) tg € [O,TH,

s€Q, temos v € dom L (t2+pd,s,-).)

Comecemos por mostrar que §(-) é AC. Como, por hipétese, a funcéo t — % (t) := L(t,s,v) Vt € [0,T}, é
lipschitziana, entdo 3 ¢ (to, 5,v) > 0 tal que

|L (71, 8,v) — L(72,5,v)|] <c(to,s,v) |11 — 72|,V 71, T2 €[0,T].

E como ty + p d € [0,T) para qualquer p € [0, 1], entéo t3 + p, d, to + p, d € [0, T], para quaisquer p;, p, € [0,1]
e vem

C(to,S,’U) I(t2+p2 E)—(t2+p1 a)l
c (tOv S, ’U) I(‘_i (p2 - p1)|
¢ (tOv 57’”) |E| ’p2 - pl] ’ v P1, P2 € [Oa 1] .

|L (t2 + po d,s,v) — L (t2 +p, d,s,v)]|

i IA

Entao, temos que

I|L (t2 + py d, 5,v) = L(t2,5,v)| — |L (ta + py d,3,v) — L(t2, s,v)||

1B (p2) — B (p1)]

< |(L (t2 + pa d,s,v) — L(t,5,v)) — (L(t2+p d,s,v) — L (&2, s,v))l
(pois ||z| — |yl| < |z —y|, para z, y elementos arbitrédrios de um corpo ordenado K)

= |L(t2+pza,s,v)—L(tg—l—p1 E,s,v)|

< c(to,s,v) |d| lpa—pl, Y p1, p2 €10,1].

Logo, as funcoes
pra(p)=L(t +pE,s,v),‘v’p€ [0,1]

pr B(p):=|L(t2+pd,s,v) — L(tz,5,9)|, ¥ pc0,1]

sdo lipschitzianas com a mesma constante de Lipschitz ¢ = ¢ (o, 5,v) |c_i| > 0. Em particular, as fungdes i (-),
a(-) e B(-) sdo AC, pelo coroldrio 18.5 e pela nota 18.6 (com (a,b) = (0,T) e (0,1), u igual a i (-), a (), B("))-
E portanto, existem #' (-) qs em [0,7), & (-) e 8’ () em [0,1]. Entéo, para gt p € [0,1] temos

d —
B (p) = 2 |L (ta+ p d,5,v) — L(tz,5,)|

d . - .
= d—p|z(t2+pd)—z(t2)|

= [d] |7 (t2+p d)]
= |d||L¢ (t2 + p d,5,v)],
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logo
Be) < |8 ()] =ld]|Lt(t2 +p d,5,0)]|
[ |Le (62 + p 3,5,1)]
< |d||XL(t2+p d,s,v) +n| (pela hipétese (iv))
< |d| [} |L(t2+p d,s,v)| + 7] (pois A, 7> 0)
= |d|[A |L(ta +p d,s,v) — L(ta,8,v) + L(t2,3,v)| + ]
< [d|[A |L(t2+pd,s,v) — L(t2,5,0)| + A |L(t2,s,v)| +1n]
= |d|[r B(p) + X |L(t2,5,v)| +7] pat p € [0,1].
Como 3(-) & AC, entdo pelo teorema 18.4, com (a,b) = (0,1), u =8(:), y =0, z = p, t = 7, resulta que
P
8) =8O = [ Bn)dr,vpep1l.
Entdo, tendo em atencdo que
/3(0) = IL (t2 +0 E; 8, U) - L(t21 S,'U)I = |L(t2’ S’U) - L(t273$ U)l = O’
vem, para cada p € [0, 1],
P
B() = Bl)-pO)= [ Br)ar
P _
< / |d| (A B(p) + X |L(tz,5,v)| +nldr
()}
P _ o _
= / |d| A B(p) d’T+/ |dl (A |L (t2,s,v)| +n]dr
(i 0
P _ L _
< / |d| A B{(p)dr +/ Idl [A {L (22, s,v)| + 0} dr (pois Id] [A |L (t2,5,v)| + 7] = 0)
0 0
P _ -
_ /0 (@)X B(p)dr + || [\ [L(t2,5,0)] +71],
e portanto,
_ P
Bp) < |d| [X |L (b2, 8,v)| +7] +/0 |d| A B(p)dr, ¥ p€10,1].
Aplicamos o lema 18.13 (isto ¢, a desigualdade de Gronwall) & fungdo AC B() > 0, com
F(@&) =1d|[X L (2,s,v)|+n], g(t) =|d| X e [a,] = [0,1], e obtemos
B(p) < [d|[\ |L(t2,s,v)| +n] el v peo,1]
= [@X IL(t2,5,0) +m el v pe 0,1
< [a@] A |L(t2, 5,v)] +n] el (pois p € [0,1])
e fazendo p=1ed=1t; —t vem
|L (t1,s,v) — L(t2,5,v)] = B(1) <
< ‘tl - t2| e/\ It —t2] [A IL (t27 S,'U)I + T’]
< tr —ta| T [M L (t2,5,0)] +1].
Isto &,
L (t1,5,v) — L (t2,5,v)| < [t1 — ta| T [A |L (t2,,v)| +n]. (2.35)
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Esta desigualdade, com t; = 74 e tp =1, fica
|L (T2,S,’U) -L (ts S,'U)l S ‘TZ - t' e/\T [)‘ |L (tv S,’U)l + T’] 3 (236)
o que implica que

|L (12, 8,v)] |L(r2,s,v) — L(t,s,v) + L(t,s,v)|

|L (79,5,v) — L(t,s,v)| +|L (¢t s,v)]

72— £ [\ |L (2,5,0)] + 7] + 1L (t,5,0)] (por (2.36))
TeT A (L (5,9)] + 1] + L (t,5,9)

(1+ )\Te’\T) |L(t,s,v)| +nTe*T,

IA A A

logo,

L (19,8,v)| < (1 + AT T) [L (¢, 5,v)| + nTe*. (2.37)
Por (2.35) com t; = 71 e tg = T2, € por (2.37) vem

< |ry = 7ol T A L (T2, 8,0)| + 7]
< =1l A (14 ATeM) L (2, 5,0)| + nTerT) + 1)
= |1 — 72| MrT (1 + AT ) |L(t, 5,v)| +ne’T (14 ATe)].

|L(71,8,v) — L(T2,5,v)]

Ou seja,
|L(71,8,v) — L(72,8,v)| < (co|L(t, s,v)| +c1)|T1— 72|,V 71, T2 € [0, 77,

onde
co:= AT (1 +2Te*) e ¢y :=ne*T (1+ATe ).

Finalmente, como a funcéo t — L (¢, 2(t), 2 (t)) pertence a L' ([0,T],R™), por hipétese, entdo a funcdo

ko : [0,T] — (0, +00) dada por
ko (t) =00 !L (t: z (t) ’ 4 (t))l +c1,
para algumas constantes n#do-negativas cp, c3, pertence a L'([0,T],R™). Além disso, como a fungdo
t — L(t,z(t),s (t)) pertence a L' ([0,T],R"), temos também que L (t,2(t),2' (t}) € R gs, pela nota 11.10,
com D =[0,T] e f a funcdo t — L (¢,z(t), 2 (t)). Logo, para qualquer ¢ com 2’ () € dom L (t,2(t),-), resulta
que
|L(T1,2(t),2 (£)) = L(12,2(t),2 (&) < ko (t) |71 — 72|,V 71, T2 € [0, 7). 1

Proposigio 2.14. Seja h : R® — R uma fungdo localmente lipschitziana e defina-se uma nova fungio
g:R" xR™ — R por
g(z1,22) = h(z1)

(ou seja zo +— g (z1,22) é constante). Entdo g (-) é localmente lipschitziana, e tem-se
Oay w2)9 (21, 22) = Oh (z1) x {0},

para quaisquer z, zg € R™.
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Demonstracgao :
Por hipétese, h (-} € uma fungio localmente lipschitziana, entdo h (-) é localmente lipschitziana em qualquer
z; € R?, isto &, pela definicdo 22.1, existem £ > 0 e k > 0 tais que

|k (@) = h(Z1)| < k|51 -ill,

para quaisquer %, z; € T, + £B.
Fixemos ¢ > 0e k > 0.
Comecemos por mostrar que g(-) é localmente lipschitziana em (z;,z2) € R?® para qualquer z5 € R”, isto

é, que existem € > 0 e k > 0 tais que
lg(Z1,%2) — g (1,72)| < El(fh?fz) - (Z1,%2)|,

para quaisquer (Z1,%2), (Z1,Z2) € (z1,22) +EB. Sendo (T1,T2), (T1,72) € (z1,22) + &B entdo

lg @1,%2) — g (T2, T2)| |B (1) — h (T1)]

< klfl_ﬁll

B
= kl(fl—il,f2—§2)|

< k|@,T2) - (71, %)

Logoexistem'é'=5>0e%=k>0 tais que
g (@1,%2) — g (Z1,72)| < k|(Z1,%2) — (1,T2)],

para quaisquer (Z1,Tz), (T1,Z2) € (z1,22) +€B. Isto ¢, g (-) & localmente lipschitziana, para qualquer z2 € R™.

Como g (-) e h(-) sdo localmente lipschitzianas em (x1,z2) e =, respectivamente, vamos usar a defini¢do de
subdiferencial generalizado de Clarke, isto é&,

9g(z) = {p € R*" : g° (z;v) > {p,v), Vv E R},
onde z = (z1,%2), ¥ = (P1,%2), ¥ = (v1,v2), €
Oh(z1) = {p; € R™ : h® (z1;v1) > (¢, v1), V v1 € R"}.

De g (z1,z2) := h(z1) resulta que

g° ((z1,22) ; (v1,2)) = lim sup 9((y1,y2) +1¢ ('ult, v2)) — g (y1,%2)

(y1,y2)—(z1,22)
t™NO

9{(y1 +tvr,y2 +tvg) — g (y1,%2)
t

= lim sup
(y1,92)—(1,22)
N0

_ ]jmsup h(y1 +t1)1) - h(yl)

Y1) t

t™NO
= ho (.’L‘]; '1)1) :

para quaisquer (vq,v2) € R?®, (z1,%2), (y1,y2) € R*™.
Mostremos agora que
Oz, 22)9 (%1, 22) = Oh (z1) % {0}.
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Para isso, temos de mostrar duas inclusoes :
(4) O(z,,2)9 (%1, %2) C Oh(z1) x {0};
(i) Ok (21) X {0} C Bz, )9 (31, 72).
Demonstremos primeiro :
(7,) a(zl,m)g ($1,$2) _C_ oh (:121) X {0} .
Queremos mostrar que :
V (¢1,02) s (#1:92) € Oz, ,m0)9 (X1, 22) = (1, 92) € Fh(21) X {0} & 1 € Oh(z1) e pp = 0.
Seja (1, #2) € Oz, )9 (21, 2) qualquer, entdo (¢y,¢,) € R2" tal que

R (z1;01) = ¢° ((z1,22); (v1,v2)) (2.38)
> {(p1,92) 5 (v1,v2))
= (py,v1) + {2, v2), ¥V (v1,v2) € R,

Se v = 0 = h°(z;v1) > (p1,v1) Vv1 € R® = ¢, € Oh(z1). Além disso, queremos mostrar que @, = 0.
Suponhamos ¢, # 0. Entdo 3 j € {1,...,n} tal que ¢} # 0. Suponhamos primeiro ¢3 > 0. E sejam vj = 0
Vie{l,.,n}\{j}ev)= —<¥’w”1>;f (21%1) 4 1. Entéo, substituindo em (2.38) vem

2

R (z15v1) > (1, v1) + (g, v2)
<‘Pl’v1) + 5012 v%
- wmm+%(—wwmim@mm+0
P2 -
= (py,v1) — (1, v1) + h° (z1301) + 4
> h°(z1;v1) (pois go% > 0).

O que é absurdo. Logo, ndo podemos ter go% > 0. Suponhamos agora <p; < 0. Esejam vy =0Vi € {1,...,n}\ {5}

ev) = iﬂ%M — 1. Entéo, substituindo em (2.38) vem
2

he (z1;v1) 2 <<P1,U1>+(<Rz,?2>
= (QOI,'U1>+Q0§'U%

= (901,7]1) + Lpg (— (<P1,U1> +.h° (ﬂ:l;vl) 3 1)

¢4
= (p1,v1) — (@1, v1) + B° (21;01) — &
> h°(z1;v1) (pois ¢} < 0= —p} > 0).

O que ¢ absurdo. Logo, nao podemos ter (,a*; < 0. E portanto, ndo podemos ter ¢, # 0. Donde ¢, = 0.
" O0(z1,2)9 (T1,72) C Oh(z1) x {0}

Agora demonstremos :

(7‘7’) oh (ml) X {0} - 8(:1:1,1:2)9(:1:1,372) .

Queremos mostrar que :

V (p1,92), (p1,02) € Oh(z1) X {0} & ¢y € Oh(z1) € o =0 = (1,0) € O(z,,2,)9 (71, 22) -
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Seja (@4, pa) € Oh(z1) % {0} qualquer. Entio ¢, € 0h(z;) e v, = 0. Logo,
h° (z1;v1) = {p1,v1), VoL ER ey =0.
E consequentemente,

R (z1;11) = ¢° ((x1,22) ;5 (v1,v2))
(@1)”1) + <0a 7)2)
((‘Plvo) ) (U11v2)> , Vv ('Ul,’Uz) < R2n.

v

Isto é,
9° ((z1,22) ; (v1,%2)) 2 ((01,0), (v1,92)), ¥ (v1,v2) € R?™.
Donde,
((101!0) € a(zx,zg)g (mla m?) -

- Oh(@1) X {0} C O(z,,2,)9 (x1, Z2)-
. Por (i) e (44), Oz, 2,)9 (%1, 22) = Oh (x;) x {0}. B

Lema 2.15. Seja f : R™ — [0, +o0] uma fungdo convexa, propria, sci e seja w € int (dom f). Defina-se
f ( %) t set>0

@, (t) = lirtr{‘iélff(%)t set=0

+00 set < 0.
Entdo ¢, () é uma fungdo convexa, propria, sci com 1 € int (dom ¢,) e
9p, (1) ={f (W)} — (w,8f (w)) -

Demonstracao :
Como, por hipétese, f () é convexa, prépria, sci e w € int (dom f), entdo a fungdo ¢, : R — (—00, 400}
dada por

F(2)t set>0

o, () = }i\r‘r(l)f(%)t set=0

+00 set<0

¢ uma funcdo convexa, prépria, sci, pela proposi¢ao 2.10, com f(-) = f(), z =w, fz(-) = ¢,(:), A=t. Em
particular, por defini¢do de limite, a fungio ¢, : R — (—o0, +00] dada por

F(9)t set>0
0., (t) == hrtx{‘itx)]ff(%)t set=0

400 set<0

é convexa, prépria, sci.
Mostremos agora que se w € int (dom f), entdo 1 € int (dom ¢ ). Como ¢, (1) = f(w) e, por hip6tese,
w € int (dom f), entdo f(w) < +o0, donde ¢, (1) < +00, logo 1 € dom ¢,,. Se 0 = w € int (dom f), entdo

F(0)t set>0

@ (t) :== l.igr{‘%]ff(O)t set=0

+o00 set <0,
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logo dom gy = [0, +00), e portanto, 1 € int (dom @,). Suponhamos que 0 # w € int (dom f). E seja e > 0 tal
que

Vuw €R": |luy —w| <e= f(wy) < +oo. (2.39)
Seja & = le - Entéo
|t—1|<6 <~ |w|+e<t 1<|~‘:’—|€+_5
=4 I_Mﬁ<t<1+|zl€+—€
jw|4-2¢
=4 lw'+€<t< e
|wl+e 1 wlte
= lelr2e TS Tl
& 1- |W|+2E< <1+|w|
1
& —|w|‘j_25<;——1<!—j-|.
Como
|w|+2s>[w|=>—1——<i@—i<——l-——© £ < i
w12 STl & Tl S Tl 2e T el T el 2
vem
€ 1 € 1 £
< - —l< =& |- -1 <.
| 2 lw| |2 el
Provamos que
1
-1 <d=>|-—-1 <i,
t |}

para § = Tw—f_i—_; Donde
w 1 €
Y _ul= 1 = =
|t wl |w|‘t ‘<|w| o=
Logo, por (2.39), f (%) < oo, entdo
w
o, (&) =f (?)t < +00,

para qualquer t tal que |t — 1| < 8. O que mostra que 1 € int (dom @o)-
Finalmente, vamos mostrar que

para qualquer w € int (dom f). Para tal, seja w € int (dom f) e consideremos as fungdes f : (0,+00) > R™ e
f2 : (0,400) — R dadas por

AO=% e RO=1

respectivamente. Como

fl(t)_ tzs

entdo f! (-) é uma fungéio continua em (0,+00). Isto &, fi (-) é continuamente diferencidvel em (0, +00). Isto &,
f1 () é continuamente diferencidvel em ¢, para qualquer ¢y > 0. Ent#o, fi (-) é estritamente diferencidvel em
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to, para qualquer ty > 0, pelo coroldrio 22.11, com X = (0,4+00), Y = R”, F(-}) = f1(:), £ = tg- Tendo em
conta a defini¢do 22.10, sendo D, f; (to) a derivada estrita de f; (-) em &g, para qualquer tp € (0, +00), temos

. N1 (t + /\U) - fi (t) . tf}' - % . —wv wv

D to), im = lim =¥ ° — = ==

(Defr (to) ) t—to A it A tlE% t(t+ ) t3
ANO AN0 AN\0

- (&)
2’/

w
D, fi (to) = @ Yty € (0, +00),
0

Entao

logo,
0fi (6) = {Dufs O} = {F (O} = {55}, ¥ t € (0, +00),

pela proposicao 22.12, com X = (0,+00), f(-) = fi(-), z =, e pela nota 22.7, com f () = f1 (-). Entéo, como
f1 () é estritamente diferencidvel para qualquer ¢ € (0, +00), em particular f; (-) é estritamente diferencidvel
emt=1e

Dsfl (1) = —Ww.

Além disso, por hipétese, f () estd definida em R™ e é convexa, entdo f (-) é lipschitziana numa vizinhanca de
f1 (1) = w € int (dom f), pelo teorema 19.72, com f (-) = f (-), zo = f1 (1) = w. E como f (-) & convexa, temos
também que é regular em f; (1), pela proposigdo 22.17 (alinea (b)), com X = R", f(:) = f(:) ez = f1 (1).
Logo, a fungao F : (0, +00) — [0, +00] dada por

FO) =(Fo )0 = F(r®) =1 ()

é lipschitziana numa vizinhanga de ¢ = 1, temos

8F (1)

(0f (f1(1)), Ds f1 (1))

(Of (), (-w))

- (af (w) ’w)

e F é regular em t = 1, pelo teorema 22.23, com X = (0,+00), Y =R™, F(:) = f1(-), 9(:)=f(),z =t =1,
f = F (), e pela nota 22.25, com X =R", f(-) = F(-), z = f1 (1) = w. Por outro lado, como f; (t) = 1, entao
f5(-) é uma fungdo continua, logo f2 (-) é continuamente diferencidvel em t = 1, entdo fa(-) é estritamente

diferencigvel em t = 1 e lipschitziana numa vizinhanca de £ = 1, pelo coroldrio 22.11, com X = (0, +00), Y =R,
F()=f2(-), z =t =1. Logo, como f;(t) =1, temos que

0f2(1) = {f(1)} = {1},

pela proposicao 22.12, com X = (0,+00), f(-) = f2(-), z =t = 1. Por outro lado, como f5 () é estritamente
diferencidvel em ¢ = 1 e localmente lipschitziana numa vizinhancga de t = 1, entéo f5 (-) é regular em ¢ = 1, pela
proposicao 22.17 (alfnea (a)), com X = (0, +o00), f(-) = f2(:), z =t = 1. Além disso,

Fl)=fof)()=F(/1(1))=f(w) >0
(pois f (-) toma valores em [0, +0o0]) e

i

f2)=12>0.
Logo, pela proposicio 22.24, com X = (0,+0), f1() = F (), 2 () = f2 (), 2 =1, e como 9, () = F () fa (),
resulta que
dp,(1) = O(F f2)(1)=f2(1) OF (1) + F(1) 0f2(1)
1 [—(0f (w),w)] + f (w) {1}
= {f(W)}—-(w0f(w)). B

]
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Proposicao 2.16. Sejam 6 : [0,+00) — R uma fun¢do de Nagumo e L : [0,T] x @ x R® — (—o0,+00| uma
funcdo satisfazendo o seguinte :
(1) @ C R™ (ver (1.2)) é fechado;
(#) a funcao (s,v) — L(t,s,v) é sci (semicontinua inferiormente);
(4i¢) para cada s € 2 :
(#441) a fungdo L(t,s,-) é convexa V t € [0,T);
(#4i2) o dominio dom L (t,s, ) é um conjunto aberto, convexo e ndo-vazio, independente de t, designado
por dom L (s,-);
(tv) para cada s € 2 ev € dom L(s,-) a fungao
t —— L (t,s,v) é lipschitziana;
(v) existem constantes ndo-negativas A e 7 tais que :

|Le (¢, 8,v)| <A L(t,s,v)+ngsem [0,T] VseQ Vwvedom L(s,-).

Sejam também z (-) € ACy ([0,T},R") tal que A(2(-)) € R, e w: [0,T] — [—&o, €0 uma fungédo mensurdvel,
com fOTu (t) dt =0, sendo 0 < g9 < 1. Entéo, para qualquer € > 0,
(a) existe uma fungdo mensurdvel v, (-) : [0,T] — (0,+00) tal que

2'(r)
1+u(T)

@l <n @ = [6(|F]) a+um) -0z @] < £ gs em [0,77;

(b) existe uma funcao mensurdvel v, (-) : [0,T] — (0, +o0) tal que
() <7 () = L(e(n),2(r), 755h) €Rgsem (0,7,
onde ¢ : [0,T] — [0,T] é dada por

(1) ::7’—}—/0111(8) ds.

Demonstracao :
Sejam ¢ > 0 e consideremos o conjunto de medida nula

N :={t€[0,T]: 2’ (t) ndo existe ou 2’ (t) ¢ dom L (t,z(t),-)}.
(a) Comecemos por mostrar que

dado & > 0 existe uma fungdo mensuravel v, (-) : [0,T] — (0, +oc0) tal que

ZI!T!

THu(r) ) (1 +u(r)—6( (T)I)’ < £ gsem [0,T].

@l <@ = o

Seja g : [0,T] x R — (—o00, +00] a fungio dada por

( ) Te€[0,TI\N
3( Z4n) )(1 tw) se

w € [—50,60]

g(r) =4 ren

0 se

w e [—60, Eo]

L 400 caso contrario.
Como g(-) = h2() quando r = 1, t = 7, v = w e h2(-) é um integrando normal, convexo, sci e

int (dom h?(t,-)) # @ (onde hZ (-) & um integrando que ¢ definido na demonstragao do teorema 2.1), entdo g ()
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é um integrando normal, convexo, sci e int (dom g (7,-)) # @. Além disso, como dom g (r,-) = [—€o, €0}, entdo
0 € int (dom g(7,-)) = (—£o0, €0)-
Sejam também o conjunto Q, k € N qualquer e my : [0,T] — [0, +00] a fun¢io dada por

mg (T) = Sup{lg(f,w) —9(1,0)]:weQe || < %}

Para cada k € N, a fungio my (-) é mensurdvel, pela proposi¢do 2.7, com f(-) = g(-), @ = [0,T], ¥’ (¢) = 0,
t=71,z=w.
Fixemos 7 € [0, T} \N e w € [—¢o, &o). Entéo

g(r,w):=46 <|fl+ilz|) (1+w) gsem [0,T].

Para w = 0 temos
g(r,0):=0(2" ()]).
Como, por hipétese, 6 () é continua (e |2’ ()| é constante em relagio & varidvel w) entdo g (7,-) é continua em
w =0, pat 7 € [0,T]. Ou seja,
Ve>0,I A (1) >0, VweR: Jw| <A (1) = |g(7,w) — g (7,0)| < e gs em [0,T].

Mostremos que, para cada k € N, (my (-)) decresce para zero, quase sempre em [0, T'. Isto é, vamos mostrar

que, para cada k € N, e para quase todo 7 € [0,T], (m (-)) é decrescente e klilf my (1) = 0. Para (my (-)) ser
——+00

decrescente, devera ser
k) < ko = myg, (1) 2 mg, (1),

para quase todo 7 € [0, 7], e para cada k € N. Mas temos

ki<ke = ,%2<k—11'
= {weQ:lwlgklz}g{o.)EQ:IwISkll
> swp{lg(r,w)—9(r0:weQe Wl < £} <sup{lo(r,w) ~g(r,0) :w e Qe ] < &}

& my, (1) <mg, (7).

Além disso, para ser
klir—bl—l my (7) =0 gs em (0,7

devemos ter
Ve>0,3 M (1) >0, VkeN: k> M (1) = |mp (7)| <k,
para quase todo 7 € [0, T]. Seja
1
M, (1)i=—=2>0
=5
(para o )¢ (1) > 0 referido na defini¢do de continuidade de g (7,-) em w =0, para quase todo 7 € [0, T tal que

k > M, (1)). Entao,
1 1
k>M€(T):>E < J—M-E'(T—)'—AE(T),

logo

{weQ:Ms%}g{weQ:IwISAE(T)}-
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E portanto, se w € {w € Q: |w| < 4}, entdo w € {w € Q: |w| < A: (1)}. Logo,
VkeN:k>M. (7),VweQ: |jw < % = |g(r,w) —g(7,0)] <,
pela definigdo de continuidade de g (7,-) em w = 0 para quase todo 7 € [0, T]. Em particular,
sup {lg (r,) =9 (. 0)] s Qe fol < £} <

V k € N tal que k > M, (7). Logo,

sup {lo (rw) ~9 (0w e Qe ol < 1l <e

V k € N tal que k > M, (7). Provdmos entdo que, para quase todo 7 € [0, 7],

1
V€>0,3ME(T)::A—(T)>0,Vk€N:k‘>ME(T)=>lmk(T)[<E.
154

Isto é,
lim mg(7) =0qgsem [0,77].
k—+o0

Para ¢ > 0 fixado, consideremos os conjuntos
E = {T €0,T]:my (1) < %},

By = {T € [0,T] : mi (1) < % < g1 (T)},

para k = 2, 3, ... . E vamos mostrar que esses conjuntos sdo mensurdveis. Como m; (-) é mensuravel, entdo
pela defini¢do 10.15, com f () =m; (-), D = [0,T] e @ = %, temos que o conjunto E; ¢ mensurdvel. Notemos
que

B = {rel0,T]ime() < § < maos (1)}
= {r€l0,T):mi(r) < &£} {r€[0,T):mp_y (1) > %}

= E',i N E,%.

Como my, (-) é mensurdvel para k = 1, 2, 3, ..., entdo pela definicdo 10.15, com f(-) = mx(-), k = 2, 3, ...,
D =[0,T] e @ = %, temos que o conjunto E} é mensurdvel. E como mg_; (-) é mensuravel para k = 2, 3, ...,
ent&o pela defini¢io 10.15 e pelo lema 10.17, com f (-) = mg_1 (-), k=2, 3, ..., D = [0,T] e a = %, temos que
o conjunto E2 é mensurdvel. Logo, pelo lema 10.2 (alinea (c)), com A = E} e B = EZ, vem que o conjunto
Ejy := E} N EZ é mensurdvel, para k =2, 3, ... .

Seja

n () =37 X5, (1),
k=1

1 seT€Eg
XEk(T):

0 sert¢ Ey,

onde

para qualquer k£ € N.
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Mostremos que vy, (7) > 0 quase sempre em [0, T']. Isto &, que quase todo o 7 € [0, T] pertence a pelo menos
um dos conjuntos Ej, para algum k& € N. Suponhamos que isso ndo acontece, isto &, que existe um conjunto
P C [0,T] com medida positiva e tal que para cada 7 € P, temos T ¢ Ej, para qualquer k € N. Ou seja, 7 ¢ E;

e 7 ¢ Ey, para qualquer k = 2, 3, ... . Entdo, por definicdo de E; e Ey, para k = 2, 3, ..., temos que
mi(T)>% A [mk(‘r)>%mG_1(7')§%], Vk=23, ..
& [mm)>& Ame(n)>&] V [m(m)>& Ampi(1)<%], Vk=23,..
& mg(r)>%VkeN \Y mg_1 (1) < % <my (1), Vk=23, ...

Se mk (1) > % > 0, para qualquer k£ € N, temos um absurdo, porque j& provdmos que klir_P my (1) = 0. Se
—100
my_1 (1) < &% < my (1), para k = 2, 3, ..., entdo quando k = 2 temos m; (1) < & < my (7), o que é absurdo.
Logo, v, (1) > 0 gs em [0, 7.
Provemos agora
v () €eRgsem [0,7].

J4 mostrdamos que 7, (7) > 0 gs em [0, T]. Isto &, quase todo 7 € [0,7] pertence a pelo menos um dos conjuntos
E, para algum k € N. Mas pertencerd quase todo 7 € [0, 7] a mais do que um conjunto Ey, para algum k € N?
Suponhamos que quase todo 7 € [0, T] pertence a Ej, e a Ey,, para alguns ki, k2 € N, com k; # ko. Isto ¢,

Jky, kn €N, ky £ ko: 7€ Eg, e € Ey,.

Sek; =1eky > 2, temos

m (1) < e my, (1)< % < mgy_1 (7).

Nlo

Como ky >2& ky—12>1=k e (mi(-)

~

é decrescente, entdo my,_1 (1) < my (7). Logo,

€ €
My (T) < 75 < Mpgy—1 (1) S (7) < 5,4
o que é absurdo. Se k;, k2 > 2, vem

€
myg, (1) < T < mp,—1(7) e Mk, (T) < = < Mpy—1 (7).

£
T
Suponhamos que k; < kg, entao temos

ki =ky—1 ou ky < kg —1.

Se ky = k3 — 1, entdo

M1 (1) < 7 <M1 (1) @ iy (1) < 5 < (1),

£
T
logo
3 13
Mk, (T) < T < Mpgy—1 (T) < 7
o que é absurdo. Se k; < kg — 1, entao
M, (T) 2> Mg, -1 (T) )

pois (my (-)) é decrescente, e consequentemente,

€ €
M, (T) S T < Mpy—1 (T) s Mg, (T) S 'T_y
o que é absurdo. Provdmos entdo que quase todo 7 € [0, T] pertence a um tnico Ej, com k € N. Isto ¢,

pat 7€ [0,7] 3 ke N:7 € Es.
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Logo, 7, (1) = + e Rgs em [0, 7.

.7 () €eRT gs em [0,T].

Agora vamos provar que v, (-) é mensurdvel. Como, para cada k € N, o conjunto Ey € mensurdvel, entao
pela nota 10.16, com E = Ek, temos que xg, () € mensurdvel, para cada k € N. Logo, pelo teorema 1() 21, com
c=1 €R, f() = xg, (*); D = [0,T] e o dominio de definicio de cf é igual a (0,7}, sabemos que + xp, (1) &
mensurdvel, para cada k& € N. Note-se que

2.1 |
T (7)== ZE xg, (1) = Iljglo ZE xg, (1),
k=1 k=1

para qualquer ¢ € N fixado. Entdo, pelo teorema 10.22 (aplicado i — 1 vezes), com f(-) = % xg, (),

g(-) = k+1 XEyy, () D =1[0,T] e o dominio de defini¢do de f +g & igual a [0, T, sabemos que i% Xg, () &
k=1
mensuravel, para cada k € N. Logo, pelo teorema 10.25 (alinea (b)), com g, (-) = Z x5, (), D=1[0,T)e

[0,7T]: lim 3" % xpg, (1) € R}, temos que 7, (-) € mensurdvel. Como para quase todo 7 € [0, T, existe
T O0kR=]
um tnico k£ € N tal que 7 € Ef, temos
1
T)=—.
’71( ) k
Além disso, my (1) < %, para cada k € N.
Fixemos w € Q tal que

lwl < == (7), (2.40)

ol B

entao
lg(r,w) —g(7,0)] < sup{|g(*r,w)—g(r,0)|:w€@e{wlﬁ%}

£
<_
mk(T)_T,

por definicio de E; e de Ey, para k=2, 3, ... . Logo,

lg(r,w) — g (7,0 < .

SYweQ: |w <y, (1) = |g(r,w) —g(7,0)] <  gsem [0,7T]. (2.41)

Sie

Fixemos w € R\Q tal que

1
ol < 7 =m ().

Como Q é denso em R, entdo existe uma sucessdo (w;) C Q tal que (w;) — w, com w € R. Assim, de (2.40),
temos

AN EN: >N = |wj| < T =7 (7).

x| =

Logo, de (2.41), vem
€
lg (T,w;) —g (T, O)| T j > Ny, para algum N; € N.
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Por hipétese, g(7,-) é continua em int (dom g (7,-)), para quase todo 7 € [0,T]. Entédo, passando ao limite
vem, pqt 7 € (0,7, .

lim |g(7,w;) = g(r,0)| < £,V j > Ny, para algum N; € N
J—V

hmg(r w;)—g(7,0)] < &,V j > Ni, para algum N; € N

& lg(r,w) —g(7,0)| < %.

LV weRQ: ] <7 (1) > |9 (r,w) — 9(r,0)] < 7 as em [0,7]. (2.42)
E portanto, de (2.41) e de (2.42), temos
PV wER: ] S 7 (1) = |g(r,w) — g (r,0)| < 7 as em [0.7].
..V € > 0 existe uma fungdo mensuravel v, (-) : [0,7] — (0, +00) tal que

!g(T)w) _g(T’O)I < '{% gs em [OaT]
<

w € [~e0,€0] A |l <mi(T) =
) @ +w) =602 ()] < £ as em [0,7].

o (|52

1+w
E portanto, provdmos a alinea (a).

(b) Mostremos primeiro que
dado & > 0 existe uma fun¢do mensurdvel v, (-) : [0,T] — (0, +o0) tal que
) (2.43)
I <7@) = |L(ne@), ) A+uE) - Lnz(1),7 ()] <c gsem [0,7].

Seja h: [0,T] x R — (—o00,+00] a funcéo dada por

4

L(T (1), 1+w)(1+w) se { e DINN

w E [—EQ,EQ]

h(r,w) =< TEN
0 se
wE [—Eo,&'o]
+o00 caso contrario.

\

Como h(-) = f2(-) quando s = 7 (€ [0,T]), t = 7, v = w e f2(-) é um integrando normal, convexo, sci e
int (dom f%(t,-)) # @ (onde fZ (-) é um integrando que é definido na demonstragao do teorema 2.1), entdo h (-)
é um integrando normal, convexo, sci e int (dom h(r,-)) # @. Além disso, como dom h(t,-) = [—€p, 0|, entdo
0 € int (dom h(7,-)) = (—€0, €0)-

Sejam também o conjunto @, k € N qualquer e 7 : [0, T] — [0, +oo] a funcéio dada por
1
m (1) 1= sup{|h(7',w) —h(1,0):weQe jw| < E} .

Para cada k € N, a fungdo 7 (-) ¢ mensurdvel, pela proposigao 2.7, com my (-) =ik (-), £ () = h(-), 2 ={0,T),
W (@t)=0,t=7,z2=w.
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Fixemos 7 € [0,T]\N e w € [—¢o, o). Entdo

h(r,w):=L (7’ z(7) ZI(T)) (14 w) gsem [0,T]

’ ’ 14w T
Como, por hipé6tese, h(-) é um integrando convexo, entdo, pela definicdo 21.1, com S = [0,T], s = t e
f() = h(), temos que h(7,-) é convexa para cada 7 € [0,T]. Além disso, como int(dom h(7,-)) # 2,
dom h(r,-) C R e dom h(r,-) é convexo, pois h(7,-) é convexa, entdo aff (dom h(r,-)) = R, pela nota
19.44, com C = dom h(r,-). Consequentemente, i (dom h(r,-)) = int(dom h(r,-)), pela nota 19.45, com
C = dom h(r,-). Logo, por aplicaciio do teorema 19.70, com f (-) = h(7,-) e ri(dom f) = int(dom h(7,)),
temos que a funciio h(r,-) é continua no interior do seu dominio. Em particular, h(r,-) é continua em
0 € int (dom h(r,-)). Ou seja,

Ve>0,3A(1)>0,VweR: |jw| <A (7) = |h(r,w) — h(7,0)| <egsem [0,T].
Mostremos que, para cada k € N, (7, (-)) decresce para zero, quase sempre em [0, T7]. Isto &, vamos mostrar
que, para cada k € N, e para quase todo 7 € (0,7, (7 (-)) é decrescente e klir_'r_l M (1) = 0. Para termos
— 400

(M () decrescente deverd ser
ki < ko = Ty, (T) > M, (T),

para quase todo 7 € [0, 7], e para cada k € N. De facto,

ki <k = kl_2<%
= {wEQ:|w|§T}2—}§{w€Q:IwISk%}
= sup{]h(r,w)—h(r,O)|:w€Qe lw] < %} Ssup{]h(*r,w)—h(r,@)l rweQe |w < kll}

& M, (T) < Mk, (T) .

Além disso, para ser

kglfmmk (1) =0gsem [0,T]

€ 0 mesmo que provar que
Ve>0,3M.(r)>0,VkeN:k>M. (1) = [mp ()] <,

para quase todo 7 € [0,T]. Seja

ME(T):=-X—1(—T)>0

(para o Ae (7) > 0 referido na defini¢do de continuidade de h (7,-) em w = 0, para quase todo 7 € [0, T tal que
k > M. (r)). Entdo

k>M5(T)=> < :—XE(T)>

x|

M (r)
logo
1 -
{we@: |w|§E} ClweQ:|w <A (1)}

E portanto, se w € {w € Q: |w| < £}, entfio w € {w € Q: |w| < A (7)}. Logo,

VkeN:k>HE(T),VwEQ:|w|S%z)lh(f,w)—h('r,ﬂ)|<s,
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pela definicdo de continuidade de h (7,-) em w = 0, para quase todo 7 € [0,T]. Em particular,
sup{lh(r,w) —h(r,0)]:weQe |w < %} <g,

V k € N tal que k > M, (7). Logo,

sup{lh(T,w) —h(r,0):weQe |w| < —,1;}‘ <e,

V k € N tal que k£ > M, (7). Provamos entéo que, para quase todo 7 € [0, 7],

1
Ae (1)

Ve>0,3 M, (1):= >0,VkeN:k>M, (1) = m (1) <e.
Isto &,
lim 7 (7) =0gsem [0,7].

k——+o0

Para ¢ > 0 fixado, consideremos 0s conjuntos
E,:= {T €10,T]: 7, (1) < g},

Bei={re0T):m(r) < 5 <1 ()},
para k = 2, 3, ... . E vamos mostrar que esses conjuntos sdo mensurdveis. Como 7, (-) é mensurdvel, entdo
pela defini¢do 10.15, com f (-) = (-), D = [0,7] e a = §, temos que o conjunto E; é mensurdvel. Notemos
que

E, = {r€0,T]:m (7)< § <Mk_1(7)}

{re0,T:mu(r) < 5} n{re0T]: s (7) > 5}

= E’i N _E_i

Como Tk (-) € mensurdvel para k = 1, 2, 3, ..., entéo pela defini¢do 10.15, com f (-) = mx (), k = 2, 3,
= [0,T] e a = §, temos que o conjunto Ek é mensurdvel. E como g1 (-) é mensuravel para k = 2, 3
entao pela definicdo 10.15 e pelo lema 10.17, com f(-) =Mg-1(-), k=2, 3, . =[0,T} e a = §, temos que

o conjunto E. é mensurével. Logo, pelo lema 10.2 (alinea (c)), com A = E’,lc eB= EZ, vem que o conjunto
Ei = F,lc ﬂﬁi é mensuravel, para k=2, 3, ... .

Seja
21
7 (r) = 3% x5, (1),
k=1
onde —
1 seTeEy;
xg, (1) = .
0 set ¢ Ey,

para qualquer k£ € N.
Mostremos que 7, (7) > 0 quase sempre em [0, T]. Isto é, que quase todo o 7 € [0, T'] pertence a pelo menos
um dos conjuntos Ey, para algum k& € N. Suponhamos que isso nio acontece, isto é, que existe um conjunto
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P C [0, T] com medida positiva e tal que para cada 7 € P, temos 7 ¢ Ej, para qualquer k € N. Ou seja, 7 ¢ E,
e 7 ¢ Fy, para qualquer k = 2, 3, .... Entéo, por definicdo de Ey e E}, para k =2, 3, ..., temos que

mi(r)>5§ A [?n‘k(r)>%Vﬁk_1(T)§%], Vk=23, ..
& [ﬁ1(7)>§/\n_1,k(r)>§] \Y; [ﬁl(r)> A g1 (1) < %] Vk=23, ..

& mgR(r)>§VkeN Y -1 (1) < § <™y (1), Vk=23, ...

Se M (1) > § > 0, para qualquer k € N, temos um absurdo, porque jd provdmos que kh]-li-l g (1) = 0. Se
— 100

Tg—1(7) < § <7 (1), para k = 2, 3, ..., entdo quando k = 2 temos ™M (1) £ § <™ (1), 0 que é absurdo.
Logo, y9 (1) > 0 gs em [0,T).
Provemos agora que
Yo (7) € Rgsem [0,T].

J& mostramos que 75 (7) > 0 gqs em [0,7]. Isto &, que quase todo 7 € [0,T] pertence a pelo menos um dos
conjuntos Ey, para algum k € N. Mas ser4 que quase todo 7 € [0, 7] pertence a mais do que um conjunto Ey,
para algum k € N? Suponhamos que quase todo 7 € [0, 7] pertence a Ej, e a Ey,, para alguns k;, kp € N, com
ky # ko. Isto &,

Jky,kp €N, ky #ky:TEEy, e 7€ Ep,.
Se k1 =1 e ke > 2, temos .

my (1) < 5 e T, (1) < g < Mgy—1 (7) -
)¢

Como kg > 2> kg — 1> 1= k; e (T (-)) é decrescente, entdo Mik,—1 (7) < 7 (7). Logo,

Tk, (7) < < Mky—1 (T) <73 (7) <

N
l\Dlm

o que é absurdo. Se k;, ko2 > 2, vem

M, (1) S 5 <Foi (1) e T (1) S 5 <y (7).

[ SV

Suponhamos que k; < kg, entdo temos
ki =ky—1 ou ki < kg — 1.

Se k1 = k2 — 1, entao

< Mky-1)-1(T) € Tk, (1) < 2<mk2 (1),

N ™

Tk, —1 (T) <

logo

mk2(7)< < Mg, — 1(T)S

Mlm

2

o que é absurdo. Se k; < k2 — 1, entao
my, (T) k2 ~1 (T) )

pois (7 (-)) é decrescente, e consequentemente,

< Mipy—1 (T) < g, (T ( ) <

— €
M, (T) < '2'

o qué é absurdo. Provdmos entdo que quase todo 7 € [0,7] pertence a um tnico EL, com k € N. Isto &,

pat T €[0,7] F keN:7 € E}.



2.3 Alguns resultados auxiliares 89

Logo, 7, (1) = € Rgs em [0, 7.

"2 (1) € RY gs em [0,T].

Agora vamos provar que 7, (-) é mensurével. Como, para cada k € N, o conjunto Ey é mensurdvel, entdo
pela nota 10.16, com E = Ey, temos que XE, () € mensurével, para cada k € N. Logo, pelo teorema 10.21, com

c=%€R, () =xg, (), D=[0,T] e o dominio de defini¢do de cf ¢ igual a [0, T}, sabemos que :xg ()é
mensurdvel, para cada k € N. Note-se que

‘1 |
72(7) =) 3 XE, (1) = tim 3 = x5, (),
k=1 k=1

para qualquer i € N fixado. Entdo, pelo teorema 10.22 (aplicado i — 1 vezes), com f(-) = } Xz, (),

9() =1 XE,,, (); D = [0,T] e o domfnio de definicdo de f + g & igual a [0, 7], sabemos que > % xg, )
k=1

é mensurével, para cada k € N. Logo, pelo teorema 10.25 (alinea (b)), com g, () = Y.} xg, (), D=1[0,T] e
k=1

i
D, = {[O, T): lim ) 4 xg, (1) € R}, temos que v, (-) € mensurdvel. Como para quase todo 7 € [0, T}, existe
im0y
um tnico k € N tal que 7 € Ey, temos
1
Y2 (T) = %

Além disso, 7 (7) < §, para cada k € N.
Fixemos w € Q tal que

Wl < 7 =7 (), (2.44)

entéo

lh(1,w) = h(7,0)]

INA

sup{ih(ﬂw) —h(nO)iweQe jul < %}

= m()<g<e

por definicdo de E, e de Ey, para k =2, 3, ... . Logo,
|h(T,w) — h(7,0)] <e.

S VYweQ: |w €vy(7) = |h(T,w) — h(1,0)| < e gs em [0,T]. (2.45)
Fixemos w € R\Q tal que
1
ol < 7 =72 (7).
Como Q é denso em R, entfio existe uma sucessdo (@;) C Q tal que (w;) — w, com w € R. Assim, de (2.44),
temos

AN, eN:j> Ny =@ <+ =7(7).

Ed e

Logo, de (2.45), vem - -
|h(7,w;) — h(7,0)| <&,V j> Ny, para algum N; € N.
Como h(r,-) é continua em int(dom h(7,-)) para quase todo 7 € [0,T], entdo, passando ao limite vem,
pat 7 € (0,7, . .
lim |h(7,@;) —h(7,0)| <e,V j> Ny, para algum N; €N

Jj—+oo

< | lim h(r,w;) — h(7,0) <eg,V j> Ny, paraalgum N; € N

J—+oo

< |h(T,w) — h(1,0)| <e.
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SVweR\Q: lw| <y (r) = |h(7,w) —h(7,0)] < e gsem [0,T]. (2.46)
E portanto, de (2.45) e de (2.46), temos

S YweR: |w| <yy(r) = |h(r,w) — h(7,0)] <egsem [0,T].
.V & > 0 existe uma funcio mensurdvel v, (-) : [0,7] — (0, +00) tal que

|h(T,w) —h(7,0)| <egsem [0,T)
54

w € [~€0,€0] A |w| <y () = :
’ }L(T,Z(T),%%) (14+w)—=L(7,2(7),2' (7)) <e gsem [0,T].

E portanto temos (2.43), como pretendiamos.
Seguidamente, vamos provar que

w70 = L (0(),20), Tl ) e Rasem 7]

Por hipétese, z(-) € ACq ([0,T],R™) tal que A (z(-)) € R. Entéo, a fungdo 7 — L(7,2(t),2’ (7)) é Lebesgue
integravel, pela definicio 11.8 (com D = [0,T] e f é a fungéo 7 — L(7,z(t),2'(7))). Donde, pela nota
11.10 (com D = [0,T) e f é a funcdo 7 — L(7,2(t),2' (7)), L(7,2(t),%' (7)) € R gs. O que significa que
2 (1) € dom L(r,2(7),-) gs. Também, por hipétese, para cada (t, s) € [0, T x 2 fixado, dom L (¢, s, ) & aberto.
Ent3o, fixando 7 € [0, T]\N temos 2’ (1) € dom L(7,2(7),-) = int(dom L(7,2(7),")), logo

L(r,z(7),7 (1)) €R. (2.47)

Assim (2.43) e (2.47) implicam que

L(T,z(T),Ii(TT()Tj) (1+u(r)) €R.

E como u (1) € [—&0,€0], entdo 1 +u (1) € R. Logo,

L (r, z(1), l—f-:ﬁ)-)) 33 (2.48)

(T
, l—fr%% € dom L(r,z(7),-). Além disso, por hipétese, para cada s € Q e v € dom L(s,"), a
funcéo t — L (t,s,v) é lipschitziana. Entao, a fungdo 79 +— L (7‘1, z(7), ﬁ%) ¢ lipschitziana, para cada

7€ [0, TI\N, z(1) €Qe 2 e dom L(r,2(r),-). Logo, existe C > 0 tal que
,
(T+/ u(s) ds) -7
0

14u(T)
T T
C/ Ju (s)| dsSC/ |u(s)] ds
0 0

E portanto

2 (oo 2 ) (e il )| 5 Cletn—ri=c

IA

AN

T
C/ gods=Ceo T,
0
pois |u ()| > 0 e u(s) € [—eo, €0] para qualquer s € [0,77]. Ou seja,

lL (%(T),Z(T),Iz?lg();-j)—L(T,Z(T),l—i-,%({_—))‘SCEO T. (2.49)
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Assim, de (2.48) e (2.49) resulta que

L(go(r),z(r),iii—rgﬂ) €R.

..V € > 0 existe uma fungio mensuravel v, (-) : [0,7] — (0, +00) tal que

lw(r)| <7v(r) = L (go(r),z(r),%%) €Rgsem [0,T].
E portanto provamos a alinea (b). B
Proposigao 2.17. Sejam a, b € [—o00, +0] tais que a + b existe em [—oo, +00]. Entdo
min {a,0} + min {b,0} < min {a + b,0}.

Demonstracao :
Sea <0eb<0, entdo
min {a,0} + min {b,0} = a + b = min {a + b,0} .

Se apenas um entre a e b & negativo, por exemplo, a < 0 e b > 0, entdo
min {a, 0} + min {b,0} = min {a,0} + 0 = min {a,0} < min {a + b,0}.
Sea>0eb>0, entdo
min {a,0} 4+ min {b,0} =0+ 0 =0 = min {a + ,0}.
.. Em qualquer dos casos temos
min {a,0} + min {b,0} < min{a+5,0}. W

Proposi¢ao 2.18. Sejam C C R™ um conjunto convexo, f : C — (—o0,+00] uma fungdo convexa e
g : C — (—oo,+00] uma fungdo estritamente convexa. Entdo f +g : C — (—o00,+00] é uma fungio
estritamente convexa.

Demonstragao :
Por hip6tese, f (-) é convexa, entdo,

FOz+(1=2) 22) A f(ar)+(1-A) f(@2),V a1, 72 €C, ¥ A€ (0,1). (2:50)
Também, por hipé6tese, g () é estritamente convexa, logo
gAzi+ (1 =X) z2) <Ag(z1)+ (1 =X g(z),Vz1,22€ C,V A€ (0,1). (2.51)

E queremos mostrar que
F+a Az +(1-X) 22) <A (f+9)(m)+(1-A) (f+9)(22),V21,22€C,VAE(0,1).
Sejam 1, 2 € C e A € (0,1) quaisquer, entdo

F+9) Oz +(Q-XNz2) = fFAzi+1-X) z2)+gAzi+(1—-A) z2)
< Af(m)+(1-2) f(z2)+9(A 21+ (1-X) x2) (por (2.50))
< Af()+A=2) fz2)+Ag(z1)+(1-2A) g(=z2) (por (2.51))
= A (f(z) +9(z))+ (A=) (f(z2) +9(22))

= A(f+g9(@)+1=X) (f+9)(z2).
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E portanto,
(F+g) Qe+ (1=2) z2) <A (f+9) (@) +(1-A) (f+g)(x2), Va1, 22€C, VA€ (0,1),

como pretendido. W

Proposicao 2.19. Seja h: R? x R™ x R® — R uma funcio localmente lipschitziana. Entio, para cada 3 € R"
fixado, a funcdo g : R™ x R® — R dada por

g (z1,2) == h(z1,22,23)

é localmente lipschitziana.

Demonstracao :
Por hip6tese, h () é uma fungdo localmente lipschitziana, entdo h (-) é localmente lipschitziana em qualquer
(z1, z2,73) € R3", isto &, pela defini¢do 22.1, existem £ > 0 e k > 0 tais que

|h(flafzvf3) - h (§19§21§3)| S k I(EI’§2)§3) - (§1a§2)§3)| ]

para quaisquer (%1, T2,Z3), (%1, T2,%3) € (z1,%2,73) +€B.
Fixemos ¢ > 0e k£ > 0.
Mostremos que g (-} é localmente lipschitziana em (z1,z2) € R%?, isto &, que existem € > 0 e k > 0 tais que

l9 (Z1,%2) — g (Z1,72)| < 7<7'|(51,§2) — (71, 72)|,

para quaisquer (Zy,T2), (Z1,%2) € (21,2) +EB.
Fixemos também z3 € R™. Sendo (Z1,%2), (T1,T2) € (21, 2) + B, entdo

l9(@1,%2) — 9 (B, Z2)| = |h(T1,Z2,23) — b (F1,%2,23)|
< k|(Z1,%2,23) — (T1, T2, 23)|
< k|(@ —%1,%2 — T, 23 — 33))|
< k(|7 —F| + |72 — T2 +0])
= k|(Z1 — 71, %2 — T2)|
< k|@1,T2) - (T1,72)) -

Logo, existem e =e¢ >0e k =k > 0 tais que

g (F1,72) — 9 (F1,T2)| < k|(F1,T2) — (T1,T2)]

para quaisquer (Zi1,Z2), (T1,Z2) € (€1,%2) +¢B. Isto é, g (-) & localmente lipschitziana, para qualquer z3 € R™
fixado. @
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3. Um resultado de andlise proximal

3.1. Constancia das fungoes com subgradiente proximal contendo zero

O seguinte resultado de andlise ndo-suave serd usado a seguir.

Proposicao 3.1. Seja U um subconjunto aberto de R", e seja f : U — (—o0, 00] uma fungéo sci. Suponhamos
que sempre que { é um subgradiente proximal de f (-), em qualquer ponto = de U, tem de ser { = 0. Entéo
f (-) é localmente constante em U.

Demonstragao:

Seja xp um ponto em U no qual f (-) é finita, isto é, 2y € dom f. (Nao hd nada a provar se néo existir nenhum
ponto no dominio de f (), ou seja, se f = 400, temos que f (-) é constante em U. Além disso, os subgradientes
proximais de uma funcdo existem apenas para pontos do seu dominio, logo néo faz sentido considerar pontos
fora dele.)

E escolhemos £ > 0 tal que a bola centrada em z de raio ¢ estd contida em U e tal que f(-) é limitada
inferiormente no conjunto z + £B. Mostremos que, de facto, existe £ > 0 tal que :

-zog+eB CU;

- f () é limitada inferiormente em zo + B, isto &,

IMeR:f(y)>M,Vyeczxy+eB.
Por hipétese, U C R™ é aberto, ou seja,
VyeU,3€>0:y+EBCU,

entdo, como zg € U,
Fe1>0:z9+1BCU. (3.1)

Também, por hip6tese, f (-) é sci, logo f () é sci em =y, isto &,
VA< f(zg),3e2>0,Vy:|ly—zol <ea=> A< f(y). (3.2)
Fixemos € = min {€1,£2} > 0. Entéo, de (3.1), temos
zg+eB CU.
Fixemos também M = X\ € R, e seja y € zg + B qualquer, logo
fw>r=M

(esta desigualdade deve-se a (3.2)). E portanto, escolhendo & = min {¢1, 2}, temos o pretendido.

Seja z um qualquer ponto em xg + £B.

Comecemos por mostrar que f (z) > f (z). Assumimos primeiro que f (z) = 400, e como f (zp) € R, vem
f(z) > f(zo). Entdo podemos assumir que f (x) € R. Suponhamos que tinhamos f(z) < f(zo), e vamos
deduzir uma contradicio. Para tal, consideremos a funcdo g : g + €¢B — R dada por

]

S T
para algum
(f (@o) — £ (@))% (&2 — jw —al”)
6:= 5 > 0.
2|z — zo|

e que verifica o seguinte :
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(Z) é continuamente diferencidvel em zg 4 €B;
(22) tem um tdnico minimo global no ponto g, isto &,

g(zo) < gWw),Vwe€ g +eb;
(#41) a sua derivada anula-se apenas no ponto zo, isto &,
Vg(ze) =0 e Vgw)#0,VwéeEzs+eB; (3.3)

(i) g (w) — +o0 e |[Vg (w)| — +oo quando w se aproxima da fronteira de zo+¢eB, isto é, quando |w — zo| — €

(v) g (z) — g(20) < S (z0) — f(2).
Mostremos que, de facto, isso acontece. Considerando a norma euclidiana em R?, w = (wi,...,wn),
zo = (2}, ..., z7), temos :

n
lw — @of2 = (w — z0,w — B0) = (w1 — )" + oo + (wn — zf)” = > (wi - z$)?;

i=1
dg dg
\Y =z vy ——
§6) = (F @)1 @),
onde, para cadai = 1,...,n, g“% : U — R & uma funcdo dada por

dg

- 26 (w,; - :Ea)

(62 — |w— z0|2)

5, VieEN;

2
n 2 n L i 2
Wowi= > (2 w) = |3 A | gy | sl
i=1 ¢ i=1 (52 —w— x0|2> ) [52 — |w— m0|2]
E verifiquemos os pontos (3), (i%), (i), (iv), (v).

(i) g (+) é continuamente diferenciavel em zg + eB. De facto, para cada i = 1,...,n, existe aa—i (-) e € uma
funcio continua, porque :

- W+ |w — zp| € uma fungdo continua, pois a norma euclidiana em R™ é uma funcao continua;

-w e w— z0|2 é uma funcdo continua, pela proposicdo 17.3, pois é o produto da funcdo continua
w +— |w — zp| por ela prépria;

~w —w—- $0I2 ¢ uma funcdo contfnua, pela proposi¢io 17.3, pois é o produto das fung¢des continuas
w =1 ewr |w—zol%;

cw g2 - |w— $0l2 & uma funcdo continua, pela proposigio 17.3, pois é a soma das funcgdes continuas

w2 e w i —|w—zof;

2
-w {62 — |w— :zo[z] é uma funciio continua, pela proposigdo 17.3, pois é o produto da fun¢do continua

Wi g2 — |w— :c()|2 por ela por ela prépria;
W ﬁ é uma funcdo continua, pela proposigao 17.3, pois é o quociente das fungdes continuas
g€ —|w—xTg

2
2 - ..
w—lewr [52 — |w — zo| ] , e a ltima nunca se anula nos pontos do seu dominio;

- w > w; — Tj ¢ uma fungédo contfnua para cada i € N, pois € uma funcéo afim em R para cada i € N;
- w + 26 (w; —x}) é uma fungdo continua para cada i € N, pela proposicdo 17.3, pois & o produto das
funcoes continuas w — 2§ e w — w; — xf para cada i € N;
24 w,-—mé
[52—|w~m0|2]

~ ” L ’lo
funcbes continuas w — 26 (w; — zh) € w EEp——L

- W é uma funcdo continua para cada i € N, pela proposi¢do 17.3, pois é o quociente das
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() g (-) tem um dnico minimo global no ponto zy, isto &,
9(z0) < g(w),Vw€ zo+eB.

De facto, para qualquer w € zg + ¢B temos

0 )
g(Ww) = ———= > = =g (=),
@)= g > = 9(E)
dado que
2 2 2 1 1 6 5
E-lw-ml <l —— > e —————— > —.
g2 —jw—zo|” € e —|w—=zo|” €

(#44) A derivada de g (-) anula-se apenas no ponto o, dado que

Vg (zo) =(0,...,0) =0

T Vezes

Og

26 (w;
Vg (w) #0, VY w € z¢ + €B, pois Fod (w) = G

—_mi .
3————Q§¢QVzeN
€2 — |w — x|

(tv) g (w) — +ooe [Vg (w)| — 400 quando w se aproxima da fronteira de zo+zB, isto é, quando |w — zg| — ¢,
uma vez que

)

lim w)= lm ————5=+4x
|w—:to|-—>5g( ) |w—zo|—e £2 — Iw _ 1‘0|2
e
|w — :z:o|2
~lm |Vg(w)|= Lm 2 7 = +oo.
fomzol=e o=zol—e [&‘2 —Jw— mo|2]
()
é é
) — e = - =
(f(mo)—f(x))e (2 —|w—z0|?)  (f(z0)—Ff())e?(e*—[w—m0|?)
— 2|z—zol* _ 2|z—zo|?
€2 — |w—zo)? €2
(f (w0) = f (@) (¢ = (¢ ~ lw ~ 20" )
B 2|z — :z:0|2
_ (@) - £ (=)
2

< f(zo) = f(2).

Seja z algum ponto em zg + £B.

Vamos mostrar que a fungdo (f + g) (-) tem um minimo global no ponto z em zg + ¢B. Por hip6tese, f (-)
é sci, entdo f(-) é sci em z € g + eB. Além disso, g(-) é continua em zo + B, em particular é continua no
ponto z, logo é sci em z € xy + €B, pela nota 6.27. Consequentemente, (f + g) (-) é sci em z € zg + B, pela
proposicao 6.22. Consideremos agora o conjunto

E={yezo+eB:(f+9)(y) <(f+9)(z0)}-
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Mostremos que E é fechado. Seja (y,) C E uma qualquer sucessao tal que (y,) — y. Entéo (y,) Czo+eB é

tal que
(f +9) (¥n) < (f +9) (20)- (3.4)
(f+4g)(-) ésciem zg + B e como y € zg + B, temos que (f + g) (-) é sci em y € 2o + £B. Entdo

(f +9) () = iminf (£ +9) (yn)

pela proposi¢io 6.21. Logo, de (3.4) vem

gz:l)i_xji(f +9)(yn) < gril)igg(f+g) (zo) & (f+9)(¥) < (f +9)(20),

donde y € E. E portanto, E é fechado. Agora vamos mostrar que E é limitado. Seja y € E qualquer, entdo
y € zo +eB tal que (f +g) (y) < (f + g) (z0). Logo, [y — zo| <e. E vem

y€ E =yl <|y—zo| + |zo| < &€+ |zo].

Desta maneira, como E & um subconjunto de R™ fechado e limitado, entdo é compacto. E portanto, pelo
teorema 6.25, existe o ponto z € E tal que z é ponto de minimo global para (f + g) (-) em E, isto &,

F+9R)<(f+9y),YyekE (3.5)

Fixemos agora algum &; > 0 tal que z + §; B C E e qualquer R; > 0. Seja y € z + 0, B qualquer, entdo, de
(3.5), vem
F+9 ()< +9) @) +Rily—=".

Isto &,
0<(f+9) () —(f+9)(2)+Rily—2>, Yy €z+6B.

Ecomo |y —z| < 6 = y—2#0, vem
Oy—2<(f+9) @) —(F+9) () +Rily—2*,Vyez+8B.

Logo, pela proposicio 23.11, £ = 0 é um subgradiente proximal de (f + g) (-) em =.
Como f : U — (—00,4+0] e g : o + eB — R sdo sci finitas em z e £ = 0 € 9" (f + g) (2), entdo, pela
proposicao 23.14, resulta que

VE>O0,3u,veEz+EB:0€ (& +&)+EB,

onde £* é um subgradiente proximal de f(-) em u e £ é um subgradiente proximal de g(-) em v (isto &,
E* € 0" f(u) e £ € 8"g (v)). Logo, para cada i € N, existem os pontos u; e v; com

1
1ui — z( < -
)
¢ 1
|lv; — 2| < = (3.6)
e tais que )
e +Er <3, (37)

onde ¢ é um subgradiente proximal de f(-) em u; e £;* é um subgradiente proximal de g(-) em v;. Como
£F € 8™ f (u;), entdo, por hip6tese,
& =0. (3.8)

E como £* € 8"g (v;), g(-) é diferencidvel e sci em zg + ¢B, entéo

:* = Vg (vi) ’ (39)
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pelo corolério 23.13. Notemos que (3.6) é o mesmo que dizer que
v; — z quando i — +oo0. (3.10)
Além disso, juntando, para cada i € N, (3.7), (3.8) e (3.9) resulta que
6 €71 < 3 610+ Vo (u) < 7 & Vgl < 5,
isto &,
Vg (v;) — 0 quando 7 — +co. (3.11)
Associando (3.10) e o facto de Vg (-) ser continua (por aplicagio da nota 17.4) vem
Vg (v;) = Vg (z) quando i — +o0. (3-12)
Como temos (3.11) e (3.12), e o limite é tnico, entdo
Vg (z) =0.

Juntando (3.3), concluimos que z = xy. Isto é, o minimizante z é igual a xo.
Finalmente, como z = zp, z € E ¢

(f+9) () >(f+g)(z0), VY EE,

entao
(f +9) (@) > (f +9) (z0) & f(z) +9(2) > f(20) + g (z0) & g(z) — g(z0) = f(z0) — f ().

O que contradiz a afirmagdo (v) acerca de g (-).
Logo, ndo podemos ter f (z) < f (z¢). E portanto, f (x) > f (xo), para = € zg + B fixado.

Agora vamos mostrar que f(-) tem um valor constante fy em todos os pontos da bola zo + €B, nos quais
f () é finita. Para que f (-) seja finita na bola zo +¢B, ndo podemos ter f (z) > f (zo), para = € zo+¢eB fixado.
Seja f (zo) = fo- Analogamente ao que foi feito anteriormente, vamos supor que f (z) > f (2¢), e deduzir uma
contradigao.

Assim, consideremos a funcéo g : zo + eB — R dada por

~ 0
w)i=——73,
A
para algum
L 2@~ f(20)e® (2 — |w - 2ol’)
0:= 5 >0
IIL‘ - .’1?0|
e que verifica o seguinte :
(i') é continuamente diferencidvel em zg + £B;
(i) tem um tnico méximo global no ponto zg, isto &,
g(z0) >g(w),Vw e zo+eB;
(i4é") a sua derivada anula-se apenas no ponto g, isto é,
Vg (zo) =0 e Vg(w) #0,V w € zo +eB; (3.13)

| (e )| g(w) — —oo e |Vg(w)] — +oo quando w se aproxima da fronteira de zo + €B, isto é, quando
w— zp| — &
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(v') §(z0) — G () > f () — £ (z0)-
Mostremos que, de facto, isso acontece. Considerando a norma euclidiana em R*, w = (wi,...,wn),
zo = (2, ..., 23), temos :

n

lw = 2of? = (w — 20,0 — 7o) = (w1 — 28)” + o + (wn —25) =Y (wi —25)°;
i=1

onde, para cada i =1,...,n, 5‘95: : U — R é uma funcdo dada por

09 25 w; —l’i .
&f' (w):_(2 (| Ol)2>2,Vz€N;
¢ E° — |W— X9
2
a = 9g 2 = 25 wi—-:l:i ~ _ 2
Vg (w)| = Z(a—j(w)) = 13- ( 0)2 | =% |w — 2o .
= = (52 = o = ol ) [52 — |w — ol ]

E verifiquemos os pontos (i'), (i), (z%’), (iv'), (v').

(¢") g(-) é continuamente diferencidvel em g + eB. De facto, para cada ¢ = 1,...,n, existe 53‘;.'2; () e é uma
fungao continua, porque :

- W+ |w — zp| & uma fungdo continua, pois a norma euclidiana em R™ € uma fungéo continua;

-w e |w —ac0|2 ¢ uma funcio contfnua, pela proposicio 17.3, pois é o produto da funcdo contfnua
w + |w — zg| por ela prépria;

mwe —|w— :1c()|2 ¢ uma funcio continua, pela proposigéo 17.3, pois é o produto das fungGes continuas
wi —1ew |w—zo|%;

cw e - |w— :c0|2 é uma funcdo contfnua, pela proposi¢ao 17.3, pois é a soma das fungdes continuas

w2 e w i —|w— zo)%;

2
-w [52 - |w— z0]2] & uma funcdo continua, pela proposigdo 17.3, pois é o produto da fun¢io continua

Wi g2 — |w— :c0|2 por ela por ela prépria;

-we é uma funcéo contfnua, pela proposi¢do 17.3, pois é o quociente das funcdes continuas

T o 1. 212
[52—|w—:n0|2]
2
w—lewr [52 - w — a:0|2] , e a 1iltima nunca se anula nos pontos do seu dominio;
- w > w; — T} € uma fungdo continua para cada i € N, pois ¢ uma fungéo afim em R para cada ¢ € N;
- w > —28 (w; — z}) ¢ uma fungio continua para cada i € N, pela proposigdo 17.3, pois é o produto das

funcoes continuas w +— —24 e w — w; — :cf) para cada ¢ € N;
23 wi—a:f,
[e"’—-lw-—xolz]

fungdes continuas w — —26 (w; — z§) e w

-W - é uma funcéo continua para cada ¢ € N, pela proposi¢do 17.3, pois é o quociente das

[52 -—lw-—w0|2]' ’

(¢¢') g (-) tem um tnico méximo global no ponto zy, isto &,
g(zo) >g(w),VweExp+eB.
De facto, para qualquer w € xo + £B temos
5

3 3
w)=———"-"—">5<—— = g(zo),
P =g < 9@
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dado que _ 5
E-lw-—z|' <> —— s >5 0 -—— 5 < —=.
| o €2 — |w— zo|> ~ €2 €2 — |w — x| €?
(¢4¢') A derivada de g (-) anula-se apenas no ponto zgy, dado que
Vg (zo) = (0,...,0) =0
N ot
e ~ .
- . 0F 26 (w; — =
V9 (w) #0, VY w € zg + €B, pois J (w) = ———(E’————EO—L #0,VieN.
Ow; €2 — |w — zo)

(i) g(w) — —o0 e |[Vg(w)] — +oo quando w se aproxima da fronteira de z¢ + B, isto ¢, quando

|w — zo| — €, uma vez que

R . 5
oI = L e T e T
€
2
lim |V§(w) = Lm 2§ lw = 2ol L = +oo.
lw=zol—e lw—zol—e [52 — |w — x0|2]

()
5 5
? +

g (z0) — 3 () R p——

2(f(2)—f(@0))e* (e —|w—zol|®)  2(f(z)—f(z0))e?(e? —|w—wol?)

|:l:—£t()|g

|a:—:m[2

= - 82 +

2(f (z) — f (z0)) (—52 + |w — zo? + 52)
|z — :::0|2

= 2(f(2) - f(20))

> f(z)— f(=o)-

Seja 2 algum ponto em zp + €B.

€2 — |w - :L'0I2

Vamos mostrar que a funcio (f + §) (-) tem um minimo global no ponto Z em zo + ¢B. Por hip6tese, f(-)
é sci, entdo f(-) é sci em Z € zp + ¢B. Além disso, g(-) é continua em zo + £B, em particular é contfnua no
ponto Z, logo é sci em %z € zp + B, pela nota 6.27. Consequentemente, (f 4-9)(-) é sci em Z € o + €B, pela

proposicio 6.22. Consideremos agora o conjunto

E:= {y€zo+eB: (f+9)(y) <(f+7)(z0)}.

Mostremos que E é fechado. Seja (ys) C E uma qualquer sucessio tal que (yn) — y. Entdo (y,) C zo +¢B é

tal que

(f +9) (yn) < (f +7) (20).-

(f +9) (-) & sci em g + B e como y € xg + B, temos que (f + g) (-) é sci em y € z¢ + eB. Entdo

(f+9) () =g%gli(f+§)(yn),

(3.14)
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pela proposi¢do 6.21. Logo, de (3.14) vem

liminf (£ +3) () < liminf (/+3) (w0) & (/ +3) () < (f +) (0.,

donde y € E. E portanto, E é fechado. Agora vamos mostrar que E & limitado. Sejay € E qualquer, entdo
y € Tg +eB tal que (f +9) (y) < (f + ) (zo). Logo, |y — x| <&. E vem
y € E = |y| < |y — zo| + |zo| < € + |o] -

Desta maneira, como E 6 um subconjunto de R™ fechado e limitado, entdo é compacto. E portanto, pelo
teorema 6.25, existe o ponto Z € E tal que z é ponto de minimo global para (f + g) (-) em E, isto &,

F+DE<(U+9 ), VyeE. (3.15)
& "ixemnos agora algum 6o > 0 tal que Z+ d2B C Ee qualquer Ry > 0. Seja y € zZ+ d2B qualquer, entdo, de
.15), vem
F+DE < (F+9) @) + Raly— 7.
Isto é,

0<U+PD W -+ E) +Rely—7°, Vy €5+ 62B.
E como |y — 2| < 62 = y —Z#0, vem

0y-2<F+9) @)~ +DE) +Rely—2°,VyeZ+6B

Logo, pela proposi¢ao 23.11, E = 0 é um subgradiente proximal de (f + g) (~) em Z.

Como f : U — (—o00,+00| € § : o + eB — R sdo sci finitas em Z e £ = 0 € " (f +9) (%), entdo, pela
proposi¢io 23.14, resulta que

VE>0,3U, €5 +eB:0¢€ (Z*+E***) +2B,

onde Z* é um subgradiente proximal de f(-) em u e Z** é um subgradiente proximal de g(-) em ¥ (isto &,
Eedf(ue € € 07§ (¥)). Logo, para cada j € N, existem os pontos &; e ¥; com

~ 1
u; — 2| < =
; — 2 3
© 1
[v; -2 < -, (3.16)
J
e tais que
~ o~k 1
'@+g < (3.17)

onde Z; é um subgradiente proximal de f(-) em %; e Z;* é um subgradiente proximal de g(-) em v;. Como
E; € 0" f (u;), entdo, por hipétese,

& =0 (3.18)
E como E;* € 87§ (v;), g (-) é diferencidvel e sci em o + €B, entdo
& =v§@,), (3.19)

pelo corolério 23.13. Notemos que (3.16) é o mesmo que dizer que

¥; — Z quando j — +-00. (3.20)
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Além disso, juntando, para cada j € N, (3.17), (3.18) e (3.19) resulta que
6487 <3 @10+ V5@ < 3 V@) <
isto é,
Vg (v;) — 0 quando j — +o00. (3.21)

Associando (3.20) e o facto de Vg (-) ser continua (por aplicacio da nota 17.4) vem

Vg (v;) — Vg (Z) quando j — +o00. (3.22)
Como temos (3.21) e (3.22), e o limite é wnico, entao

Vg(z) =0.

Juntando (3.13), concluimos que z = zo. Isto €, 0 minimizante 2 ¢ igual a xo.
Finalmente, como Z = xg, z € F e

(f+9) @) > (f+9) (z0), Yy €EE,
entao /
(f+9) (@) > (f +3) (x0) & f(2) +7(z) > f(z0) + 7 (z0) & g(z0) — g () < f(z) — S (=0)-

O que contradiz a afirmacdo (v') acerca de g (-).
Logo, nao podemos ter f(z) > f(zo). E portanto, f (z) = f (zo) = fo, para x € zo + B fixado e tal que
f{z) € R. Mas como z € zp + eB é um qualquer tal que f (z) € R, mostrdmos que

f)=f(zo)=fo,Vy€exo+eB: f(y) eR. (3.23)

No entanto, nés queremos que f (-) seja constante em todos os pontos de uma vizinhanga de algum ponto
em U (no caso desta demonstragio, em todos os pontos de uma vizinhanca de zg), e néo em alguns pontos
dessa vizinhanca. Por isso, basta mostrar que ’

f(y)ER,Vy€x0+iB,

pois assim, temos que
€
fy)=fo,Vy€zot B

Suponhamos que néo temos sempre f(-) finita em toda a bola zo + £B. Entdo f(2) = +oo para algum
z € To + §B. Fixemos § > 0 com 4 < %, e consideremos o ponto (2, fo — 6) em R™ X R, o qual nao pertence ao
epi f. (Suponhamos (z, fo — 0) € epi f, isto &, fo — 6 > f(2) = 400, contradizendo o facto de que fo —d € R.
Logo, f (2) > fo—9, isto &, (2, fo — 8) ¢ epi f). Note-se que epi f é fechado, pois f é sci. Entdo, pela proposi¢ao
3.4, existe pelo menos o ponto (w,7) € epi f, que é o ponto mais préximo de (z, fo — J), isto &,

[(zva —6) - (w,r)[ < |(z7f0 _6) - ('T’y)lvv (wsy) € epi f

Em particular, para (zo, fo) € epi f,

|(z,f0—5)‘(w:7')| < |(Z,f0—6)—($0,f0)|:l(z—il:(), _—6)|
= |z —=zo| +[-6] = |2 —@o| + 6
L E,E_c
4 4 2
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Desta, maneira,
€
ok

E se a soma de dois niimeros positivos ¢ menor que £, entdo cada um deles é menor que £, logo,

Kmh—&—{uﬂy<%@Kz—%ﬁrﬁ—rﬂ<§¢Hz—wHﬂh—6—ﬂ<

|z —w| < :
5
Assim,
Wz < Jw—z|+|z—z0| < S+ 5 =Se<e
ol = I
Isto &,
w € zo+eB. (3.24)
Consequentemente, por (3.24), (3.23) e por f (w) € R (pois (w,r) € epi f), deduzimos que
f(w) = fo-
&jéem disso, (w,7) é o ponto do epi f que estd mais préximo de (z, fo — §), entdo est4 na fronteira do epi f, logo
fw)=r.
E portanto,
r=f(w)=fo.

Mostramos entdo que (w, f (w)) = (w, fo) é um ponto do epi f que estd mais préximo do ponto (z, fo — d).
Em termos geométricos, isto significa que

§= (zafO _6) - (wva) = (z—w, _6)
é uma normal proximal ao epi f em (w, f (w)) = (w, fo). Isto &,

Z:(z—w,-—é)eN;;,if(w,f(w)).

E como
(z —w,—9) =6(z_—w,—1) ,
)
entao
= z—w
E=6 (352 1) € NG S @)
O que é equivalente a dizer que o vector ndo-nulo E = £¥ & um subgradiente proximal de f(-) em w. O que

contradiz a hipétese que diz que se existir subgradiente proximal de f (-) num ponto de U, esse subgradiente é
dnico e igual a zero. Logo, .
f(y) eR,Vy€m0+ZB.

E portanto, .
f®) =f07Vy€‘130+ZB-
O que significa que f (-} é localmente constante em U. W

Nota 3.2. A conclusio da proposiciao anterior ndo acontece se sé assumirmos que 0 € 0™ f (z), em vez de
0" f (z) = {0}, em todos os pontos onde O™ f (x) existe. Para ilustrarmos este facto vamos considerar o exemplo

que se segue.
Exemplo 3.3. Seja f : R — R satisfazendo
1 sex<0

flz) =

0 sex>0.

Entao f é sci e 8" f (z) = {0} em todos os pontos excepto x = 0. Além disso, 0 € " f (0). No entanto, f néo é
constante.
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3.2. Um resultado auxiliar

Demonstremos a seguinte proposicao que foi usada na demonstracao da proposigao 3.1.

Proposicao 3.4. Sejam C C R™ um conjunto fechado nao-vazio e x um ponto de R™ que ndo estd em C. Entao
existe pelo menos um ponto ¢ € C, que é o ponto em C, mais préximo de z, isto é, tal que

do (z) := ilrelgla:—c’|=|x—c|Slm—c’|,\7’c’6C’.

Demonstragao:

Como o infimo de um conjunto de niimeros reais é limite de uma sucessdo de elementos desse conjunto,
temos

de (z) = k&l—tl:loo |:L' — cx|

onde (c¢x) é uma sucessdo conveniente de pontos de C.

Da desigualdade

lex| < lex — 2| + ||,

resulta que a sucessio (cx) é limitada, pois (|z — ck|) € limitada, por ser convergente, e |z| & um mimero real,
por ser uma norma em R™.

Como a sucessio (cx) é limitada, entdo possui uma subsucessio convergente. Chamemos (ck) a essa
subsucessdo. Podemos assim assumir que

(k) — ¢ quando k — +o0.

E como C é fechado, resulta que ¢ € C.

Além disso, pelo facto de a norma em R" ser uma fungao continua, vem

do(z) = lm |z —c|=|z—d),

o que completa a demonstracdo. Bl
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4. O problema auténomo

Considerando o problema (P) sob as condi¢des (1.1) e (1.2), com lagrangiano L : @ x R® — (—o00, +0o0]
satisfazendo as seguintes hipGteses bésicas (as mesmas da secgéo 2.1) e hipSteses extra :

4.1. Hipéteses bdsicas

(z) @ C R™ (ver (1.2)) é fechado;
(i1) C C R™ x R™ é fechado e é um conjunto compacto pelo menos uma das projecgdes

Cy:={z € R": (z,y) € C para algum y € R"},

Cy :={y € R": (z,y) € C para algum = € R"};

(t41) K C R™ é um cone convexo fechado;
(v) a fungo (s,v) — L (s,v) é sci;
(v) para cada s € 2 :
(v1) a fungdo L (s,-) é convexa;
(v2) o dominio dom L (s,-) é um conjunto aberto, convexo e nao-vazio;
(vi) existe uma fungéo [ (-) localmente limitada inferiormente tal que

L(s,v) > 1(s) Vse Y v;
(vii) existe uma fungdo lipschitziana Z (-) € X para a qual A (Z (-)) é finito (ver (P)).

No que segue consideraremos o conjunto de subnivel
@) ={z()eX:A=() <AE())}
e 0 seu subconjunto

Te(z () =T (@ () NAC, ([0,T],R"™)

(os mesmos da seccdo 2.1).

4.2. Hipéteses extra
A primeira hipétese extra é :

existe k > 0 tal que qualquer funcéo z (-) de I'(Z (-)) satisfaz

(HE) i
inf ess|z’ (¢)| < k.
0<t<T

A segunda hipétese extra é :

para algum k satisfazendo (HE1), vale

lim sup {L(s,v) — {(v,0,L(s,0))} <
B—too 3EN
(HE») ¢ veK, |v|>B
(*)
< inf {L(S,'U) - <'U’6’UL(S7U)>}'
\ vels(e,lszkk

(Aqui 8, L (s,v) é o subgradiente da fungdo convexa L (s,); {-,-) é o produto interno em R™.)
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4.3. O problema (P)

Consideremos o seguinte problema, :

(Pg) min{A(z(:)):z(-) € ACy([0,T],R™), (z(0),z(T)) €C,z(t) e QVte[0,T], «'(¢t) € K gs},
onde
T
M) = [ LE®.a @) &
Introduzindo um pardmetro o € R em (Py) através da adigdo de uma nova restricdo :
Ag(z()) <o, Va€R,
onde
T
ho(a ()= [ 00 @) et

temos uma nova classe de fungoes :

ACy ([0,T),R™) := {z(-) € AC(]0,T},R™) : Ap (z () € o, V @ € R},

e um novo problema :

(P (@)) min{A(z(-)):z(-) € ACg ([0,T],R"), (z(0),z(T)) €C,z(t) e QVte[0,T], ' (t) € K gs}.

Denotemos ainda o valor de (Py (c)) por Vp (a), isto &,

Vo (a) :=inf {A(z(-)): z(-) € AC§ ([0,T],R"™), (z(0),z(T)) e C,z(t) e QVte[0,T],z'(t) € K gs}.

4.4. Lemas auxiliares

Lema 4.1. (i) Para qualquer o suficientemente grande, Vo (a) é finito.

(#) Sempre que Vy (o) é finito, o infimo definindo Vp (a) é atingido.

(ii7) A fungdo Vp (-) é sci.

Demonstragao:

(?) Para qualquer « suficientemente grande, Vj (o) & finito.

Sabemos, pela hipétese bésica (viz), que existe pelo uma fungéo lipschitziana % (-) € X para a qual A (Z (+))
é finito. Entdo Z(-) é admissivel para o problema (P) e A(Z(:)) € R. E como Z(:) é lipschitziana, logo
%' () € L* (|0, T],R™), pelo corolério 18.5. Consequentemente, pela proposi¢do 13.28,

7' ()] < &' () poo (0,77, = SUP ess[Z ()| gs em [0,T].
0<t<T
Como 6 (-) é uma funcio estritamente crescente, vem

6 (1 (1)) < 6 (sgg;;s 7 (t)|) g5 em [0,7].

Além disso, existem os integrais fOTG (sup ess|T (t)l) dt e f0T9(|E' (t)]) dt (o primeiro existe pois
0<t<T

0 (sup ess|T’ (t)l) ¢ uma constante e o segundo existe pela demonstracio do teorema 2.1). Entéo, pelo lema
0<t<T
11.12,

Ae (Z()) = /OTe(l?f’ t)]) dt < /OTG (supt e;s E4 (t)|) a=T2~6 (S}fé’éis |z’ (t)|) < +o00.

0<i<
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Logo, vamos fixar qualquer « suficientemente grande tal que
Ag (T () < e
E portanto, Z (-) é admissivel para o problema (Pp (). Desta maneira, podemos dizer que (P ()) tem funges

admissiveis.

Vamos aplicar o método directo. Para isso, definimos o conjunto das fun¢des em competi¢ao da seguinte
maneira :

To(@()) = L (@())NACe([0,T],R")
= {ze AC([0,T],R") : (z(0),z(T)) € C, z(t) c AVt €[0,T], 2’ (t) € K gs,
Aoz () = fy 812" (t)]) dt < e,

T L(z(),2 () dt=A(z() <AE@()) € ]R} .

Agora vamos definir uma nogdo de convergéncia em [y (Z(-)). Para tal, mostraremos que T'g(Z('))
enquanto subconjunto de W1 ([0,T],R™) é sequencialmente fracamente relativamente compacto, ou seja,
qualquer sucessdo de [ (Z (-)) tem uma subsucessdo fracamente convergente em W'! ([0,T],R"), pela defini¢ao
13.37. Desta maneira, consideremos uma qualquer sucessdo minimizante (zx (-)) em T (Z(-)), entdo para

qualquer k € N, temos
(= (1)) € AC([0,T],R™),

(@ (0),2zx (M) CC,  (@@®)CQVEe[0,T], () CK as,

T
Ao ok () = /0 6(z, (1)) dt <o,

T
[0 Lok (8),2} (1) dt = Aae () <AE() €R.

Como 6 (-) é uma fun¢éo de Nagumo e

T
Ao (zx () = /0 0(I (1)) dt < a,

entdo, pela proposicio 13.39 o conjunto {z} (-)} C L' ([0,T],R") é sequencialmente fracamente relativamente
compacto em L! ([0,7],R™). Isto &, pela definicio 13.37, a nossa sucessdio (zj (-)) possui uma subsucessao,
ainda designada por (z} (-)), fracamente convergente para v (-) € L' ([0,T],R") (este v (-) néo tem de estar em
{a, ()})-

Pela hip6tese bsica (ii), pelo menos uma das projecgdes C; ou Cy & um conjunto compacto. Como (z (-))
é AC, em particular é continua, entdo, pela proposicéo 17.1, (zk (-)) é limitada em C, ou Cy. Logo, pelo menos
uma das sucessdes (z (0)) ou (2 (T)) & limitada (em C ou C, respectivamente). Considerando um dos casos,
suponhamos a limitagio em C, da sucessao (zx (0)) (isto &,

IM>0:|z(0)| <M,VEEN),
entdo ela possui uma subsucessdo, ainda designada por (zy (0)), convergente para um ponto zo. Isto &,

(@ (0) 2 Zo- (4.1)
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Notemos que por (z (-)) ser AC, pode-se definir da seguinte forma :
t
zi (1) ::xk(0)+/ zi (1) dr,Vt€[0,T],Vk€EN,
0

pelo teorema 18.4.
Mostremos que {zf (-)) é equicontinua, isto é, pela definicdo 13.35,

Ve>0,386=06()>0:Vty,ta€([0,T]:[t1 —ta] <6:l|ax(t1) —zx(te) <e,VEkeEN.
Como o conjunto {z} (-)} < L!'([0,T],R™) é sequencialmente fracamente relativamente compacto em

L' ([0,T],R™), entdo, pela proposicio 13.39, a sucessio (z} (-)) é equiabsolutamente integrével em [0, 7). Isto
é, pela definicdo 13.38, para qualquer ¢ > 0, existe algum § = 6 (¢) > 0 tal que

/ |z} (8)] dt <e,
E

para qualquer k € N e para qualquer subconjunto mensurdvel E de [0,7] com u(E) < 8. Sejam agora 1,
ty € [0,T) quaisquer tais que [t; — t2] < & (para o é acima), entao, para qualquer k € N, vem

(xk 0) + /0 " (7) d'r) - (xk ) + fo () dr)

0 t2 t2
I—/ G dr—/ z} (7) dr / 2} (7) dr
ty 0 t

123
/ |z} (7)| dr <e.
t

1

|z (£1) — 2k (t2)]

IN

E portanto, a sucessdo (zx (-)) é equicontinua.
Agora vamos mostrar que (zx (-)) é equilimitada, isto é, pela definicio 13.34,

AM>0: |z (t) <M,Vte[0,T],VkeN.

Desta maneira, para qualquer t € [0, 7] e para qualquer k € N, temos

/Ot z) (1) dr

|z (8)] = <z (0)] +

T (0)—i—‘/0 z} (1) dr

t
< O+ [ ) ar
T
< M +/ |z, (7)| dr (pois (z (0)) é limitada e |zx (7)] > 0)
0
< M4z Ol gomre) -

Vamos majorar |z}, (-)| L1([0,TLR™)" Como 6 (-) é uma fun¢do de Nagumo, temos que

?

lim -e—snL):+oo

r—400

isto &,
o(r)

Vm>0,3Mm>O:'r>Mm=>T>m
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Entdo, para qualquer m > 0 fixado, para o qual M,, > 0, temos

a—gl, Vr>Mp,. (4.2)

Consideremos os subconjuntos E;, Eq de [0,T] : ‘
E;:={t€0,T]: |z} (t)] > Mm, V k € N}; (4.3)
Ey:=[0,T|\E; = {t € [0,T] : |z} (t)| < M, V k € N}. (4.4)

Assim, para qualquer k£ € N, vem

T
12 Ol orymny = / I (7)] dr = / 12l ()] dr + / 2l ()] dr
0 E, Ey

< / 002D 4 4 [ M dr (por (4.2), (43) o (4.4))
E, m E;
T ’ T T /
< /0 G—(I%ﬂdT—I—/O Mde(poiSWZOeMm>0)

Il

1 [T 1
— [ 6(|= m < — e
m/O (I (1)) dr +T My < o+ T M

Logo,
1
lzx (@) <M+ — a+T My,

Entao ]
3]\7=M+Ea+TMm>O:|xk(t)|SM,Vte[O,T],VkeN.

E portanto, a sucessao (zx (-)) é equilimitada. Consequentemente, pelo teorema 13.36, existem uma subsucessao
de (zx (*)), ainda designada por (zx (-)), e uma funcio continua z (-) tais que (zx (-)) converge uniformemente
em [0, T] para z (-), quando k — +o00. Ou seja,

(tés[%%] |zk (£) — (t)|) r e 0. (4.5)

Logo
(zx () e e ® (t),vtel0,T],

isto &, (zx (+)) converge pontualmente para x (-). O que significa que
¢
_ . T !
z(t) = kEI-QI-loo zk (1) = kE]—:{r-loo [zk 0) +/O zy (7) dT}
¢
= I li f d
Jim 0 0)+ Jim [ () ar
¢
= 2o+ lim / z) (1) dr (por (4.1))
k—+co Jo

¢
= x0+/ v(t) dr,Vte[0,T],VkeN
0
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(esta tltima desigualdade deve-se ao facto de (z} (-)) — v (-) em L! ([0, T],R"™), isto &,

T T
(/ (al (1), (0) dt) = (/ (0(2),% () dt),vw(-)eLm([o,Tl,Rn) (4.6)
0 co 0

(/Otxk('r) dT) e (/Otv(r) dr),\/te 0,7].)

x(t)=x0+/0tv(’r) dr,Vte|0,T],

implica que
Temos portanto

onde v (-) € L' ([0,T],R™). Seja z1 : [0,7] — R a fun¢do dada por
z1 (t) :== zo.

Como z; (-) é lipschitziana, entdo z1 (-) é AC, pela nota 18.6. Seja 2 : [0,T] — R a fun¢éo dada por

22 () = /Otv('r) dr.

Como v (-) € L' ([0,T],R™), entdo pela proposi¢do 18.7, 2 (-) € absolutamente contfnua e zj (t) = v (t) gs em
[0,T]. Logo z (+) := z1 () + 22 (-) & AC pela proposicio 18.8 e

z'(t) =v(t) gsem [0,T]. (4.7)

E portanto, a sucessdo das fungoes AC (zx (-)), para qualquer k € N, converge uniformente para uma fungio
AC z (+) definida por

z(t) :::L'o+/0 v(7) dr.

Vamos mostrar que (zk (-)) — z (-) em Wh! ([0,T],R™), ou seja, pela nota 15.9,

T T
(0 (/ (2 (6), 9 (6)) dt) . / (2 (&), () db, V% () € L® ([0,T], R,

k—+4o00 0

T T
() (/ (@ (1), 9 (0) dt) oo [ @O0 VB0 €L (0T R,
Como

T T
/0 (zk () —z(t), % (1) di S/O [(zx () —z (2), % ()] dt

IA

[z () = = (o, ryrmy ¥ ()l Loo(po,77,mm) (Pelo teorema 13.21)

[) ok (&) — £ @] @t 1% ()] pee go.17.00)

IA

T
1 ()] e 0.8 / sup |z (t) — = (8)] dt

0 t€f0,7]

T % ()l poo(o,77,87) Sup |2k (8) =2 ()], = O (por (4.5)),
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isto &,

lim = 07
k—+00

T
/0 (2 (£) — () (1)) dt

verificando-se (7). Além disso, juntando (4.6) e (4.7) temos

T T
(/0 (@l (1), (1) dt) T [ @8 d vy e LT R,

ou seja, verifica-se (7).
Até aqui mostrdmos que g (Z (-)) é sequencialmente fracamente relativamente compacto.
Seguidamente mostra-se

i:=inf{A(z()):z()eTe(Z())} €R
(isto &, i # —o0, +00). Existird necessariamente pelo menos uma sucessdo minimizante (z (-)) em Lo (Z(-)),

ou seja, com A (2 (-)) — i. Relembremos que o integral A : W1 ([0,T],R") — [—o00, +00] & definido por

T
Az() = / L(z(t),o () dt.
0
Comecemos por mostrar que A (-) é limitado inferiormente em I'y (Z (-)). Pela hipétese basica (vi), L (s,v) > L(s)
para alguma funcéo [ () localmente limitada inferiormente. Ou seja, para cadas € ), 3a€R,3In>0:
I(s) >a,Vse A:=35+10B.

Assim,
JaeR:L(s,v) >a,VseA VvelR™

Em particular, para quase todo t € [0, T, substituindo s por z (t), v por z’ (t),

JaeR:L(z(t),z (¢)) > a, gsem [0,7T].

Além disso, existem os integrais fOTL (z(t),z' () dt e fOTa, dt (o primeiro existe pois a & uma constante e o
segundo existe pela demonstragdo do teorema 2.1, para o caso nio-auténomo). Entdo, pelo lema 11.12,

T T
Az () ::/0 L(z(t),z (t)) dtz/o adt=aT > —o0.

O que significa que A (-) ¢ limitado inferiormente em [y (Z (-)). Logo
1 > —00.

Como A(Z(-)) € R, vem
i <A@ () < +oo.
E portanto,
teR
Seja agora uma qualquer sucessdo minimizante (zx (-)) C [o (Z (+)) para A (-), isto &, tal que
Jim Ae () =i=inf{A(@()):2() €T (Z())}-

J4 provamos que ['g (Z (-)) é sequencialmente fracamente relativamente compacto, desta maneira para qualquer
sucessiio (zx (-)) C T (Z (-)) existe uma funcdo z (-) € WhH! ([0, 7],R™) e tal que, se necessério passando a uma
subsucessdo, temos (zx (-)) — = (-) em W1 ([0,T],R").

Mostremos que z (-) € T (Z (+))-
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Como (z (t)) oo ® (t), para qualquer t € [0,T], C e 2 séo fechados e (zx (0) ,zx (T')) C C, (z (t)) C R
Vte[0,T},V k €N, entdo

(z(0),z(T) €C, z@)eQVtel0,T].

Além disso, como (zk (-)) = z(-) em Wb ([0,T],R"), entdo, pelo teorema 15.7, passando a uma subsucessdo
se necessdrio, (zx (-)) — z (-) em L ([0,7],R™). Logo, pelo teorema 13.41, (zx (-)) — z (-) em medida em [0, T.
Tendo em atencio a convergéncia fraca (z}, (-)) = ' () em L! ([0, T],R™) e o facto de K ser um cone convexo
fechado, entéo, pelo teorema 13.42,

z'(t) € K gsem [0,7].

Como a sucessio (zx()) C L'([0,T],R™) converge fortemente para z(-) € L'([0,T],R™) (pois
(zx (1) e (-) uniformente),entdo pelo teorema 13.29, existe uma subsucessdo de (z (-)), ainda denotada

por (zx (-)), tal que

(2 (), = _2() asem [0,7].

Tendo em conta a funcio de Nagumo 6 (-), seja I : L! ([0,T],R™) — [—00, +00] a funcéo dada por

T
I(@()) = /0 6 (1z (1)) dt.

Pretendemos agora aplicar o lema de Fatou & funcdo I (-). Por hipétese, 8 (-) € C* ([0,+00),R) é estritamente
crescente entdo

0(y) >0(0) =:¢, Vve[0,+00).
Seja 8 : [0, +00) — [0,+00) dada por

6(7):=6(7)—c

Substituindo « por |z (t)| para qualquer t € [0, T] vem

O(lz@)) =0 (= @®)]) —c.

Como (zx (-)) € L' ([0,7],R"™), entdo a sucessido (z (-)) é mensurdvel. Além disso, 0 (|-|) é continua (pois é a
composi¢ao das fungdes continuas £ — €| e &, — 8(£,)), logo, para cada k € N a funcdo 6 (|zx (-)|) é mensurdvel
em [0, T], pela proposigio 10.27. Como a fungio constante t — —c é mensurdvel entdo a funcio 8 (|zx (-)]) &
mensuravel pelo teorema 10.22 e toma valores em [0, +00). Por outro lado, 6 (|-|) & continua (pois ¢ a soma das
funcdes continuas & — 6 (|€]) e t — —c), em particular 6 (|-]) & sci, logo

9(jz ®))) < lim inf 8 (jox (¢)]) gs em [0,7],

isto &,

01z (®)) — ¢ < limjaf (8 (o () ~ ) as em [0,7]-
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Além disso, como 6 (|z (+)]) e lgminf 0 (Jzx (-)]) sdo mensuréveis e > 0, pelo lema 11.11,vem

T T T
/Oeux(t)l) dt—cT /0 8 (= @) — dt=/0 3 (12 (1)) dt

IN

| tming 3o () @t

T
l’gm_}_nf 8 (|zx (t)]) dt (pelo lema 11.18 (de Fatou))
— 00 0

IA

~ timinf [ 10 (Jow () — o]

T
= limjnf (/ 0l () dt—cT)

T
— liminf [ 0(jzx (®)]) dt —cT.
k—+o00 Jg

Donde

I@E) = [ 602D & <lmint [ 6(m©)) bt =limint 1 (2 (),

o que significa que I (-) & sci na topologia forte de L ([0, T],R").
Consideremos agora a funcdo A : Wb ([0, 7] ,R™) — L! ([0,T],R"™) dada por

Ay) ="

Mostremos que a funcio A (-) ¢ linear. Sejam z1 (-), z2 (-) € Wh' ([0,T],R") quaisquer, entdo para qualquer
90() € Cgo ([O,T] aRn)a

T T
vy () € L (0,T],R") : / (2 (8),¢ () dt = / (o1 (1), 0 (8)) dt,

T T
vy (-) € L' (0,7, R™) t/o (@2 (1), (1) dt=—A (v2 (1), ¢ (1)) dt,

logo
v1() =21 () =41 (), (4.8)

v2 (1) =25 () = Az ())- (4.9)

Temos também

T

T
3 w3 () € L1 (0, 7], R") /0 (@1 +22) (8) o () db = /0 (va (1), 0 (1)) dt,

logo
vs () = (21 +22) () =A@ +22) (). (4.10)



4.4 Lemas auxiliares 113

Desta maneira,

T T
/0 ((z1+22) (1), ¢/ () dt = /0 (z1(t) + 22 (t), ¢ (1)) dt
T T
= / (z1 (t), ¢ (t)) dt+ / (z2(t), ¢ (t)) dt
0 0
T T
= _/ (v (), 0 (2)) dt——/ (va (t),9(t)) dt
0 0

T
- - /0 (@ +v2) (8) 0 (0)) d,

donde (por (4.10))
(01 +02) () =3 () = (&1 +22)' () = A (1 +22) () (811)

e (por (4.8), (4.9), (4.11))
A1 +22) () = 1 +02) () =1 () 42 () = A1 () + Ao () (812)

Analogamente, sejam a € R e z () € Wb ([0,T],R™) quaisquer, entdo para qualquer ¢ (-) € C° ([0,T],R™),
10 () e L OTLE): [ 0,6 ©) de=- [ (@)

logo

w()=a'()=A(). (4.13)
Temos também
LT T
Ba () € L (OTLRY: [ (@) @),¢/ @) db=— [ (20,00 &
logo
() = (@) ()= Al ) (). (4.14)
Donde

T T
/ (@) (@), (&) dt = / (o z(t),¢ (1)) di
0 0

T
_ a/o (@ (), () dt
T

- a(— / (o1 (£), 9 (8)) dt)
0

= - ]O (@) (6), 0 @) dt,
logo (por (4.14))
(@) () = () = (@) () = A(a ) () (4.15)

e (por (4.13), (4.15))
A(laz)() =(avn)()=av()=ad(z()). (4.16)
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E portanto por (4.12) e (4.16), a fungéo A (-) é linear.
Agora vamos mostrar que a fungio A (-) é limitada, isto &,

JkeR:|A(z (‘))|Ll([o,T],Rn) <klz (‘)lwm([o,T],mn) )
usando a defini¢do 9.8. Desta maneira,
|A(x(‘))|L1([0,T},Rn) = |2’ (')|Lx([o,T],mn) <l|a’ (')'Ll([O,T],IR") + Iw(')lLl([o,T],mn) = lx(')th.l([o,ﬂ,mn)-

E portanto,
Jk=1eR:|A @)l qonry <FklEClwio,rr

o0 que significa que a funcao linear A () é limitada.
Como a fungéo A (-) é linear e limitada, entdo é continua, pela proposicao 9.9.
Note-se que
Ag(-) =T oA)().

J4 provamos que I (+) é sci na topologia forte de L ([0, 7],R™), entdo pela proposi¢o 6.23, o conjunto
{z() e L' ([0, T],R™) : I (z () < A} = I7 (o003 A])
é fechado, para qualquer A € R. Como A (-) é continua, logo o conjunto

AT (I (mo0A])) = (AN oI ) ((—oosA)) = (T 0 A) 7 ((~003 A))
= {2() e WP ((0,7],R"): (Jo A) (z () < A}

= {z()eW" ([0,T],R"): Ag(z(-)) < A}
é fechado, pela proposicio 6.19. Logo, a fungiio Ag (-) é sci na topologia forte de Wh! ([0, T] ,R"), pela proposigéo

6.23.
Mostremos que Ag (-) é convexa. Sejam z; (+), z2 () € Wh ([0,T],R™) e 0 < A < 1 quaisquer, entao

T
Ae(rm () +(1— N2 () = /0 O(N =, (1) + (1 - Nz ()]) dt

IN

A 6 (X |zy ()] + (1 — X) |z5 (¢)]) dt (pois |-| é uma norma em R™)

IN

T
/0 A0z} @) + (1= X) 8 (|z5 (t)])] dt (pois (-) é convexa)

T T
A / 6(1z, (1)) dt + (1— ) / 61z () dt

o que significa que a funcdo Ag (-) é convexa.

Finalmente, como W ([0,T],R™) é um espago localmente convexo pela proposicio 9.6 e Ag(-) € sci na
topologia forte de W ([0,T],R™), entdo ¢ sci na topologia fraca de W' ([0,7],R™), pela proposicdo 14.1.
Assim

Ao (2() < liminf Ao (o ()) = liminf [ 6(1e}, () ab <o

pois (zx () C T'e (T ())-
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Como z (-) é admissivel para o problema (Pg (c)), resulta, pela proposigéo 14.2,

T T
A(HJ('))=/0 Ltz (), (t) dtﬁggjg.f/() L (8,2 (), 7} (t)) dt = Liminf A (zx ().

Logo
~c0 <i < Afe() < liminf Awe () =, lim A(ex()) =i < +oo.

E portanto,
—00 < Az (")) =t=Vy(a) < +oo,

isto é, z (-) é solugdo para o problema (P ()). Juntando o facto de (Pg () ter fungbes admissfveis para a
suficientemente grande (j4 provdmos), podemos afirmar que

Vo(a) =A(z () =1
¢ finito para a suficientemente grande.

(i2) Sempre que Vy (a) é finito, o infimo definindo Vj (o) é atingido.
Seja a € R tal que

i=Ve(a)=inf{A(z(")):z€ AC§([0,T],R™): (z(0),z(T)) € C,z () e 2Vt € [0,T), 2/ (t) € K gs em [0,T]}
é finito.

Queremos mostrar que V (@) € atingido, isto é, que existe uma funcgdo z (-) que verifique
Vo () =A(z()) =1

Aplicando novamente o método directo, de forma ansloga & demonstracdo do ponto (i) deste lema, vamos definir
o conjunto

Ji = {ze€AC([0,T],R*): (z(0),z(T)) € C,z(t) e QVte|0,T], ' (t) € K gs,
Ao(z() = fy 0’ @))) dt <o,

[ Le®),o' @) dt=A@() <i}.
Analogamente 4 demonstragéo do ponto (i), garantimos a existéncia de uma fungéo 2 (-) € J; verificando
Az () = Vo (a) =1,
o que significa que Vp (a) é atingido.
(%z) A fungdo Vp () é sci.
Queremos mostrar que

Vo (o) < liminf Vg (ax),
k—++-00

para qualquer sucessdo () C R tal que (o) — «, para qualquer k € N.
Seja (k) C R uma qualquer sucesséo tal que

(ak)—>a,Vk€N.

Se Vi (ag) = +00, para qualquer k € N bastante grande, ndo hd nada a provar. De facto isso é verdade pois
se Vp (o) = +00 entdo
lim Vy (Ozk) = +00
k— o0
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Ve (a) < Liminf Vs (o),

para qualquer k € N bastante grande.

Suponhamos agora que Vj () é finito, para qualquer k € N bastante grande. Entéo, pelo ponto (i) deste
lema, o infimo definindo Vj (ax) é atingido, o que significa que para qualquer £ € N, o problema (Ps (ax))
admite uma solucdo (zx (-)). Logo (por defini¢do de (Pp (a)) e Vo ()

(zx (-)) € ACg* ([0,T],R™), (zx (0),2x (1)) CC, (zx(t)) CQVE€[0,T], (z} (£)) C K gs em [0,7]

Vo (o) = A(zx (), (4.17)

para qualquer k € N.
Como (a4) é uma sucessdo convergente, para qualquer k € N, entao é limitada, o que significa que

AB>0:|a| <B,VkeN
Logo, pelo facto de (z (-)) € ACg* ([0,T],R"),

Ao (ax () = /0 6 (12, (t)) dt < ax < B. (4.18)

Seguidamente, vamos aplicar o método. Desta maneira, definimos o conjunto das fungdes competidoras :

Jo = {zeAC([0,T),R™):(z(0),z(T)) € C,z(t)eVte[0,T], 2 (t) € K gs,
Ao (z () = Jf 8()e’ (t)]) dt < B,

JTL(e@®),o (1) dt=A(@() <AE() €R}.

E analogamente & demonstracio do ponto (i) deste lema, concluimos que (zx(-)) tem uma subsucessdo
fracamente convergente para uma funcio z (-) € Wh1 ([0, T],R™) verificando o seguinte :

((0),z(T))eC, =z(t)eQVtel0,T], 2'(t)cK gs.
J4 provamos no ponto () deste lema, que Ag (-) € sci na topologia fraca de wtt([0,T],R"). Logo
) < Limi ) o _
Ao (2() < liminf Ag (s () < liminf oz =
(por (4.18) e porque i HT ax = a), donde a funcdo z (-) é admissivel para o problema (P (@)).
— 400

Finalmente, e de forma andloga & demonstracdo do ponto (i) deste lema, conclui-se que
A(z () < liminf A (2 ().
k—+4o00

E portanto,
Vo (@) < Az (-)) < liminf A (zk (-)) = liminf Vp (o),
k—+o0 k—+o0

(pois = (-) é admissivel para o problema (P (a)) e por (4.17)), isto &, Vg (-) é sci. B
Definicao 4.2. Dizemos que Vg (-) é finalmente constante se

JogeR: Vy(a)=Vo(a),V a>ap.

(Ver [10], p. 664.)



4.4 Lemas auxiliares 117

Lema 4.3. (Py) tem solugdo se e s6 se Vj (-) é finalmente constante (4.19).

Demonstracao:
(i) Se Vp (-) é finalmente constante, entdo (Py) tem solucio.

Suponhamos primeiro que Vp (-) é finalmente constante, isto &,
Jag: Vo(a) =Ve(m),V a> ap. (4.19)
Pelo lema 4.1, Vp (-) é finalmente finito (ou seja, para qualquer « suficientemente grande, Vj («) é finito). Assim,
Jog>0:Ve(a) <400, e Vg(a) =Vy(ag), ¥V a>ap. (4.20)

Como Vp (ap) < 400, entdo, pelo lema 4.1, o infimo definindo Vg (ap) € atingido nalgum ponto zg (). Logo
zo (-) é soluglio para (Pg (ap)). Isto é,

Vo (a0) = A(zo (1)) - (4.21)
Agora vamos mostrar que zg (-) é solugdo para (Pp). Suponhamos, com vista a um absurdo, que isto néo
acontece; entdo existe z (-) € ACy ([0, T] ,R™) admissivel para (Py) e tal que

Az () <A(zo("))- (4.22)
Escolhemos agora qualquer « > o tal que
Ag (z () <a,
pois Ag (z (-)) < +oo (pelo facto de z (-) € ACy ([0, T],R™)). Consequentemente, por defini¢do de Vj (a), vem
Vo (o) <Az (). (4.23)

Entéo, juntando (4.21), (4.22) e (4.23), resulta
Vo (@) <Az () <Az (1)) = Vo (ao).

Logo,
Vo (o) < Vg (o),

o que contradiz (4.20). E portanto zo(-) é solugdo para (Pp). Isto é, (Py) tem solugdo, como querfamos
demonstrar.

(ii) Se (Ps) tem solugdo, entdo Vj (-) é finalmente constante.

Suponhamos que (Pp) tem solugdo. Seja zg (-) uma solugdo para (Py). Isto &, zo(-) € ACy ([0,T],R™) &
admissivel para (Pg) e tal que

Ao (:)) <A(z(),Vz()e ACy ([0,T),R™) admissivel para (Pg). (4.24)
Seja ap suficientemente grande tal que

Vo (a0) € R

Ao (:L‘() ()) S Q-

Entédo, pelo lema 4.1, o infimo definindo Vp (ag) é atingido nalgum ponto Z (+), isto &,
Vo (a0) = A(Z (), (4.25)
com T (-) € ACy® ([0, T],R™) admissivel para (Ps (ag)) e tal que
A@()) <A(z()),Vz()e ACy° ([0,T],R™) admissivel para (Pg (ap)). (4.26)
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Como xq (-) é admissivel para (Py (ag)), entdo, por (4.26),
AE () < Alzo (). (4.27)
E como Z (-) é admissivel para (Py), de (4.24), resulta
Azo (1) <AEZ (). (4.28)
Logo, juntando {4.25), (4.27) e (4.28), vem :
Vo (a0) =A@ () = Alzo (1)) (4.29)
Seja agora o > g qualquer. Como Vp (-) é decrescente temos
Vo () < Vo (a0)

(com Vp (ap) € R). Donde

Vo (@) € R.
Entdo, (analogamente ao que foi feito para ap) pelo lema 4.1, o infimo definindo Vj (@) ¢ atingido nalgum ponto
T (-), isto &,
Vo (a) = A (), (4.30)

com Z (-) € ACZ ([0, T],R™) admisstvel para (Pp (a)) e tal que
AE() <A(z(), Y z() € ACg (|0, T],R™) admissivel para (Po (a) - (4.31)
Como zq (-) é admissivel para (Pp (a)) (pois
Ag (20 (")) < @0 < @),

entdo, por (4.31),

AT () <Az () (4-32)
E como Z (-) é admissivel para (Pg), de (4.24), resulta
A(zo () SAE())- (4.33)
Logo, juntando (4.30), (4.32) e (4.33), vem
Vo (a) =A(Z()) =Azo () (4.34)

Finalmente, por (4.29) e (4.34), temos
= Qg Vé (a) = A(—T-()) = A(.’L‘()()) = A(T()) = Vg(a[)), Va Z Qp-

E portanto, Vp (-) € finalmente constante. B

Lema 4.4. Vj (-) é finalmente constante.

Demonstragao:

Queremos mostrar que Vp (-) é finalmente constante, isto é, que Vo (-) € constante a partir de certa altura.
Entéo pela proposicio 3.1, basta mostrar que, para a suficientemente grande, sempre que ¢ é um subgradiente
proximal de Vp (-) em « € R, temos ¢ = 0. Suponhamos, com vista a um absurdo, que ¢ # 0 é um subgradiente
proximal de Vj (-) em a € R suficientemente grande.

Comecemos por mostrar que Vg (-) & decrescente. Isto é, sejam o, az € R tais que ay < aa. Entao,
Ag(z () € a1 < ag, logo ACE* ([0,7],R™) C ACE* ([0,T],R™). E portanto, Vg (o) > Vo (ag).
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Como ¢ # 0 é um subgradiente proximal de Vp : R — (—o00, +00] em a € R, pela proposicédo 23.11, existem
o >0ed >0 tais que
(B-2)<Vo(B)~Vo(@) +olB—of,VfEatdB. (4.35)

Suponhamos, com vista a um absurdo, que { > 0 e 8 < «, entdo da desigualdade (4.35) temos

Vo (B) = Vo(a) 18—l

¢ = B—a 8-« -
_ V(B -Ve(a) _
= T 5 +o|B8—al.
Desta maneira
0<CSM+0W_Q|_
B—«a
Entao
0 < limsup(M+o|ﬁ—a[>
B—a B—a
< ﬁmsupw+ﬁm5upa|ﬂ—al.
B—a ﬁ_a B—a
Donde
0 < limsup 2 B) — Vo (@)

B—a 6 -
Isto &, existe 8 > « suficientemente préximo de « tal que

Vo (8) — Vo (@)
B—

> 0.

Logo, como § — a > 0, temos que
Vo (B) — Vo(a) >0 & Vo (B) > Vo(a).

Obtemos assim uma contradicao, pois Vp () é decrescente. Entdo, ¢ < 0. E portanto, { < 0 (pois suposemos
¢ #0). Seja entdo { = —r, onde r > 0.

Seja agora z(-) uma solugio de (Py(a)) (a qual existe pelo lema 4.1, pois Vp(a) é finito), entdo
Vo(a) = A(2(") e Ag(2(+) < o, pois z(-) € AC§ ([0,T],R™). Vamos exigir que a igualdade aconteca nesta
ultima desigualdade. (Para termos a igualdade, também, temos de ter Ag (2(-)) > @.) Suponhamos que néo.
Entdo Ag (2 () < a, e para qualquer o/ : Ag (2 (-)) < & < @ vem

Vo () SA(2()) = Vo (o) < Vo (o), (4.36)

porque :
o <a= Vy(a') > Vy(a), pois Vo (-) é decrescente;

Ao (2()) <o = 2() € ACF (0,T],R") = Vp () < A(2() = Vo (),
pois z (-) € admissivel para (Py (¢')).
De (4.36), temos
Vo(o) =A(2() = Ve (),
e segue que Vp(-) & constante em (Ag(z(:)),q]. Pela desigualdade (4.35), para cada
o e(Mg(z(:)), e N(a+déB)el=—-r,7>0,temos &/ < x e

(@ —a) < Vop(&)-Ve(@)+ole —af e -—r@-a)<old —al

jof —of*
P

& r< =old —al.

a— o
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Logo,
0<r<0,

o que é absurdo, pois assim viria r = 0 = ¢, contrariando o facto de { = —r, onde r > 0. Desta maneira, temos
de ter Ag (2(-)) > a, e consequentemente, Ag (2 (-)) = a.

A desigualdade do subgradiente proximal (4.35), com { = —r, r > 0, 8 = o' diz que para algum ¢ > 0, para
algum § > 0, e para qualquer o’ tal que &/ — ] < §, temos

Vo(o!) = Va(a)+olo —a> > —r(a —a).
Como Vy (@) = A (2(+)), Ag (2(-)) = o, a desigualdade anterior fica
Vo (o) = A(z () +ola’ = Ao (z(NI 2 =7 (¢ — Ag (2(-))), V o : o’ = 8o ()] < 5,

para algum o > 0 e algum § > 0. Seja z (-) uma fungdo admissivel para (Pp) tal que {Ag (z (-)) — Ao (2(-))] < 6.
Entéo, fazendo o' = Ag (z (-)) na desigualdade anterior vem

Vo (Mg (z()) = Az () + 08 (@ () = Ae (2 (DI* 2 —r (A (2 (1)) = A (=), (4.37)

para algum o > 0, para algum § > 0. Como Vj (o) < A(z(:)), pois z(-) admissivel para o problema
(Po (Ag (z (+)))), de (4.37) temos, para algum o > 0,

—r(Ag(z() = Ao (z()) £ VoAa(@()) = A(z() +0lha(z() = Ao (= ()

IN

A@()) = A(z() +olhe (@ () = Ao (z ().

Logo,
Az () +rhs (x () +0]Ag (2 () — Ao (2 (D > Az () +7he (2 (), (4.38)

para algum o > 0.

Vejamos agora se estamos em condi¢des de aplicar o teorema 2.1. Por hipétese, L : @ x R* — (—o0,400] é
um lagrangiano que satisfaz o seguinte :
(¢) Q C R™ (ver (1.2)) é fechado;

(i1) C C R™ x R™ & fechado e é um conjunto compacto pelo menos uma das projecgoes
C, = {z € R": (z,y) € C para algum y € R"},

Cy :={y € R": (z,y) € C para algum z € R"};

(47) K C R™ é um cone convexo fechado;
(4v) a fungdo (s,v) — L (s,v) é sci;
(v) para cada s € 2 :
(v1) a funcéo L (s,-) é convexa;
(v2) o dominio dom L (s,-) é um conjunto aberto, convexo e nao-vazio;
(vi) existe uma fungdo ! (-) localmente limitada inferiormente tal que

L(s,v) >1(s) VseQ Vu

(vii) existe uma fungdo lipschitziana T (-) € X para a qual A (Z (-)) é finito (ver (P)).
Pela hipétese bésica (vii) hd-de existir uma funcfo lipschitziana Z (-) € X para a qual A (Z (-)) < a. Logo,
Z (-) é admissfvel para (Pg (@)). E como z (-) é solugdo de (Pp (a)), entéo

A(z()) <A(w(-)),Vy(-) admissivel para (Pg(a)),e z(-) € ACF ([0, T],R™). (4.39)
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Em particular,
Az() SA@()).

Logo, z(-) € To (Z(+)) :==T (2 (-)) N ACy ([0, T],R™). Além disso, como z (-) é admissivel para (Pg (Ag (z (-)))),
entdo x (-) é admissivel para o problema (P). Assim, por (4.38), vem

flz() = f(=()),
para z (-) € [y (Z (-)), e para qualquer fungéo z (-) € ACy ([0,T],R™) admissivel para (P) tal que Ag (z (-)) estd
suficientemente préximo de Ag (2 (-)).
Estamos entéo em condicdes de aplicar o teorema 2.1, o qual garante a existéncia de uma fungio integrével

£ (") tal que
£(t) € 0 L(2(t),7 (t)) qs em [0,T],

e a existéncia de uma constante ¢ e uma funcio mensurdvel p (-) com
p(t) €0, L(2(t),2'(t)) asem [0,T7,

tais que

L(z(8),2' (1) — (' (t),p(1)) +7 0(Iz' () —7 | ()] 6" (12" ®)]) = C+A £(r) dr gsem [0, T].
Como L (-) ndo depende explicitamente de ¢, vem
L(z(t),2' () = (< (&), p@) +r (2" @&)) —r 1 @) ¢ (|2 (¢)]) =c gs em [0, T], (4.40)
para alguma constante c¢ e alguma funcéo mensurével p(-) com
p(t) € 3,L(z(t),2 (t)) gs em [0,T].
Mostremos agora que
sup ess|? (t)] > B,
0<t<T

onde A é qualquer nimero menor que 8~ (a/T).
Note-se que também temos (de (4.39))

A(z() £A(z (), V¥ z(-) admissivel para (Py).

E como z (-) & solugdo para (Py (a)), entdo z (-) é admissivel para (Pg). Logo, z(-) é solugio para (Py). Assim
(analogamente 4 demonstracao da parte 2 do teorema 4.5)

2 () e L* ([0, T] ,R™).
Consequentemente, pela proposicio 13.28,
sup ess |2 (¢)] = 2/ (-)l poo(jo,71,0n) 2 |2 ()] g8 em [0, T].
0<t<T

Como 4 () é uma funcéo estritamente crescente, vem

6 (sup ess |2 (t)|> >0 (|2’ (t)]) gsem [0,T).
o<tLT
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Além disso, existem os integrais fOTG (sup ess |z (t)l) dt e fOTO(lz’ (t)]) dt (o primeiro existe pois
0<t<T

7 (sup ess |z (t)l) é uma constante e o segundo existe pela demonstragio do teorema 2.1). Entdo, pelo lema

0<t<T
11.12,
T T
T6 (sup ess |z’ (t)|) = / 6 (sup ess |2’ (t)|) dt > / 6(|2' (t)]) dt = Ap (2(-)) = a.
0<t<T 0 0<t<T 0
Donde,

6 (sup ess |2 (t)|) > 2.
0<t<T T

E como, por hipétese, 6 (-) € C' ([0, +00), R) e é estritamente crescente, segue do teorema 16.8 que
sup ess|z' (t)| > 07! (E‘_) .
0<t<T T

Logo,
sup ess|z' (t)| >B,VB:B< 67! (2) .

0<t<T T

Note-se que devido a 87! (a/T) tender para +0o quando a tende para +oco, podemos tomar 3 arbitrariamente
grande fazendo « suficientemente grande.

Como
sup ess |z (t)] > B,
0<t<T
isto &,
inf{ce R: |2/ (t)] <cqgsem [0,T]} > B,
entdo

310 C[0,T) comp(l)>0:]2'(t)] >B,Vtel.
Logo, de (4.40) para algum s; € {2, para algum v; € K com |v| > 3, e para algum p; € 8, L (51,v1), vem

L(sy,v1) = (o,p1) + 7 [0 (ja]) = Joa] & (jua])] = .

Desta igualdade temos

¢ = L(s1,v1)— (vi,p1) +7 [B(|va]) = [va] & (Jon])] (4.41)
< sup  {L(s,v) = (v,0,L(s,v))} +7 sup { O([v]) —[v| & (|v])}-
sEQ, s€ER,
veK,|v|>B vEK,|v|>pB

Como z(-) € I'(Z(-)) e vale a hipStese extra (HE,), temos que existe k > 0 tal que
inf ess|?' (t)] <k,
0<t<T
isto &,
sup{ceR: |’ (t)] >cgsem [0,T]} <k.

Desta maneira,
31, C[0,T) com p(lz) >0:1]2"(t)] <k,Vtel.

Logo, de (4.40) para algum sz € §, para algum vy € K com |vp| < k, e para algum ps € &, L (s2,v2), vem

L (sg,v2) — (vg,p2) + T [0(|v2|) — |vg| ¢ (|U2|)} =c
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Desta igualdade temos

¢ = L(s2,v2) — (vz,p2) +7 [0(|val) — |va] 6 (Jua])] (4.42)

>t (L)~ AL+ it {9(s])— bl @ (wD)
sS€Ef, SEN,
veK,|v|<k UEK€,|v|<k

Juntando (4.41) e (4.42) resulta que

r| o {0(v) = lv] ()}~ sup  {8(Jv]) —[v] & (jo])} (4.43)
vEK,Ivi<k vEIs{G,|S|’>ﬁ

< sup {L(s,v) — (v,0,L(s,v))} ~ inf {L(s,v)— (v,8,L(s,v))}.
SEN, s€,
veK,|v|>8 veK,|v|<k

Para «, e consequentemente (3, suficientemente grandes, o lado direito da desigualdade (4.43) é negativo. De
facto, como vale a hipétese (HE3) e fazendo 8 — 400, no lado direito da desigualdade (4.43), vem

lim sup {L (31 ’U) - (’U, a'vL (33 ’U))} - inf {L (Sa 'U) - <U, a‘uL (31 'U))} (4'44)
B—rtoo s€Q, seQ,
vEK,[v|>8 veK,|v|<k

< inf  {L(s,v) — (v,0,L(s,v))} — inf {L(s,v)— (v,8,L(s,v))}=0.
seQ, scil,
'UEKE,lv|<k vEK%l%I(k

Por outro lado, para a, e consequentemente 3, suficientemente grandes, o termo dentro do paréntesis do lado
esquerdo é positivo. De facto, fazendo 8 — +o00, e como k > 0, entdo pelo lema 4.7 (aplicado a 4 (-))

Glm inf  {O(]) — o] ¢ (o)}~ sup  {8(]) - |v] & (Io])} (4.45)
— 400 SER, €N,
veEK,jv|<k vEK,|v|>8

> if  {0(u)—[v] '(w])} - inf {O(lv]) - o] € (v} =0.
eQ €N

s ) s )
veK,|v|<k veEK,|v|<k

De (4.43), (4.44) e (4.45), segue que 7 é negativo, o que contradiz o facto de termos suposto r > 0. Logo, nao
podemos ter ¢ # 0, mas sim { = 0. E portanto, Vj (-) é finalmente constante. B
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4.5. O teorema 2 do artigo: enunciado e demonstragao

Teorema 4.5. Suponhamos a validade das hipdteses bésicas e as hipdteses extra (HE;) e (HE3). Entdo o
problema (P) tem solugéo e, além disso, qualquer solugdo x () é lipschitziana e satisfaz

L(z(t),z' (t))— (' (t),p(t)) =cqgsem [0,T], (4.46)
onde ¢ é uma constante e p (-) é uma funcdo mensurdvel tal que
p(t) € 8,L(z(t),z' (t)) gsem [0,T).
Demonstragao:

(Parte 1 da demonstragéo do teorema 4.5 : como Vj (-) é finalmente constante, entao o problema
(Pg) admite uma solucio z (-) que satisfaz a equagio do enunciado do teorema 4.5)

Vi (-) é finalmente constante, pelo lema 4.4, e que para « suficientemente grande, Vy (o) € finito, pelo lema
4.1 (i). Desta maneira, existe o € R suficientemente grande para o qual

Vo (@) éfinitoe Vy (@) = Vy (o), VE > . (4.47)
Seja z (-) uma solugio de (Pp (e)) (a qual existe pelo lema 4.1 (i)). Entéo,
A(2(-)) £ A(z (), V =(-) admissivel para (Pp(a)),
Vo(a) =A(2()) e Ao (2() < (4.48)

Vamos mostrar que
Vo (@) = A(z (1)) =Va (Ao (2()))- (4.49)

Se Ag(2(-)) = a, temos (4.49). Suponhamos agora que Ag(z(-)) < a. A funco z(-) é admissivel para
(Po (Mg (2 (-))))- Seja z (-) uma qualquer outra fungio admissivel para (Pg (Ag (2 ()))). Logo,

Ag(z1 () S Ao (2()) <

e portanto, z; (-) também é admissivel para o problema (Pg (@)). Entao

A(z() A= ()
Logo, z(-) é solucao de (Pg (Ag (2(+)))). E resulta
Vo (Mo (2())) = A(z()- (4.50)

Juntando (4.48) e (4.50), obtemos (4.49).
De (4.47), (4.48) e (4.49), temos

0="Vy (@~ Vo(a)=Vo(@ Vo (Ao (z())),Va=24s(2()),

isto é

Vo (@) — Va(As(2(:)) >0, V= Ag(2())-
Quando @ < Ag (2 (-)) e pelo facto de Vj (-) ser decrescente vem Vp (@) > Vp (Ag (2 (+))), ou seja
Vo (@) — Vo (Ao (2(:))) 20, Va<Ag(z())-

Em particular, temos
Vo (@) — Vo (Ao (2(-))) 20, Va € Ag (2()) + 6B,
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para algum § > 0. Entéo
Ve (@) = Vo (Ao (2 (-))) + o l@—Ap (2())|* >0, V@ € Ag (2(-)) + 6B, (4.51)

para algum o > 0, para o 6 > 0 referido.
Por (4.49), Vu (Ag (2 (}))) = A (2 (*)), entéo substituindo em (4.51), vem

Vo @) —A(z())+ol@—Ag(2(-)]” >0, Vae Ag(2() + 8B, (4.52)

para algum o > 0, para algum § > 0.
Seja z (-) uma fungio admissivel para (Pp) tal que Ag (z(-)) € Ag (z(-)) + 0B, para algum é > 0. Logo, por
(4.52), temos
Vo (Ao (2 () = A(2()) + 0 Ao (& () = Ao (2 (-))|* > 0, com Ag (z (")) € Ae (2(-)) + 3B, (4.53)

para algum o > 0, para algum § > 0. Como Vy(Ag(z(-))) < A(z(-)) (porque z(-) é admissivel para
(Po (Aa (2 ())))), de (4.53), resulta

Az () = A(z()) + o |Ag (z () = Ag (2 (-))I* 2 0, com Ag (z(-)) € Ao (2()) + 6B,
para algum o > 0, para algum § > 0. Ou seja,
Az () + oA (z () = Ag (2())]* = A(2(-)), com Ag (z(-)) € Ag (2(-)) + 8B,

para algum o > 0, para algum § > 0.
Assim,

f(2()) =z f(2()), quando r =0,

para qualquer funcdo z (-) admissfvel para (Py) e tal que Ay (z (-)) estd suficientemente préximo de Ag (z (-)).
Pela hip6tese bésica (vii) existe pelo menos uma fung¢do lipschitziana Z (-) € X para a qual A(Z(-)) é finito,
entdo, também, hé-de existir uma funcdo lipschitziana Z(-) € X para a qual A(T(-)) < a. Logo, T(-) &
admissivel para (Pp (a)). E como z (-) é solugdo de (Py (), entéo

A(z(:)) <A(z(’)),V z(-) admissivel para (Pg(a)), e 2(-) € ACg ({0,T],R").

Em particular,

A(z()) <A(=())-
Logo, 2(:) € T (T (+)) :=T'(T(-)) N ACy. Além disso, como z (-) € admissfvel para (Pg), entéo z (-) é admissfvel
para o problema (P). E portanto, para z () € Ty (T (),

f(&() 2 f(2()), quando r =0,

para qualquer fungdo z () admissivel para (P) e tal que Ag (z (-)) estd suficientemente préximo de Ag (z(-)).
Note-se que também acontece

A(z(-)) <A(z ("), V z(-) admissivel para (Ps).
E como z (-) é solugio para (Py (a)), entdo z () é admissivel para (Py). Logo, z (-) & solucdo para (Pp).

Tenhamos em atencio que todas as outras hipéteses basicas do teorema 2.1 sdo satisfeitas. Logo, o teorema
2.1 garante a existéncia de uma fungdo integrédvel £ (-) tal que

£(t) €0 L(2(t),2 (t) qs em [0,T7,
¢ a existéncia de uma constante ¢ ¢ uma func¢io mensursvel p(-) com

p(t) € 0,L(z(t),7 (t)) gsem [0,7],
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tais que
Lz@#),2 @) ®).p})=c+ /Otg(f) dr gsem [0,7].
Como L (-) ndo depende explicitamente de ¢, vem
L(:(t),% () = (&' (8),p(®) = c as em [0,7]. (4.5
para alguma constante ¢ e alguma fun¢io mensurével p (-) com
p(t) € 8,L(2(t),2 (t)) gsem [0,T].
O que significa que z (-) satisfaz a equacdo (4.46).
(Parte 2 da demonstragio do teorema 4.5 : z(-) é lipschitziana)
A equacdo (4.54), na presenca de (HEz), implica que 2’ (-) é essencialmente limitada, isto &,
AB>0:[2' (t)] <B,gsem [0,T].
Suponhamos, com vista a um absurdo, que 2’ (-) ¢ L* ([0,7],R"). Entdo para qualquer 8 > 0,
30 C[0,T) com p(f) >0:|2'(¢)| > B, Vtel.
Logo, de (4.54) para algum s; € 2, para algum v; € K com |v;| > f3, e para algum p; € 0, L (s1,v1), temos
L(s1,v1) — (v1,;) =c.
Desta igualdade resulta
c= L(s1,v1) = (v1,p1) < sup {L(s,v) — (v,0,L(s,v))}. (4.55)

SEQN,
vEK,|v|<f
Além disso, como z(-) € I'(Z (+)), é vélida a hipétese extra (HE;). Entdo existe k > 0 tal que
inf ess |2’ (t)| <k,
0<t<T
isto &,
sup{ce R: |2 (t)] > cqgsem [0,T]} <k.

Desta maneira,
31, C[0,T] com p(lz) >0:|2 (t)| <k, Vtel.

Logo, de (4.54) para algum sy € €2, para algum v; € K com |va] < k, e para algum pg € 8,L (s2,v2), vem
L(s2,v2) — (v2,p2) = c.
Desta igualdade temos

c= L(s1,v1) — (v1,m) > siénfg {L(s,v) — (v,0,L (s,v))}. (4.56)

veEK,|v|>k
Juntando (4.55) e (4.56) resulta

inf  {L(s,v) — (v,8,L(s,v))} < sup {L(s,v) —(v,0,L (s,v))},
s€Q, s
veK,|v|>k v€K€,|S'3|’<ﬁ
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isto &,
0< sup {L(s,v)—(v,0,L(s,v))}— inf {L(s,v)~— (v,8,L(s,v))}. (4.57)
s seQ,
vekilui<s veK [v|>k

Assim sendo, para 3 suficientemente grande, o lado direito da desigualdade (4.57) é negativo. De facto, como
vale a hip6tese (HEy) e fazendo 8 — +00, no lado direito da desigualdade (4.57), vem

lim | sup {L(s,v) = (v,0,L(s,v)})} — inf {L(s,v)—(v,0,L(s,v))}
B—+o0 s€EQUEK SENVEK
lv|>B lv|<k

< inf {L(s,v) — (v,0,L(s,v))} — inf {L(s,v)—(v,8,L(s,v))}=0.
o <

O que contradiz (4.57). E portanto, 2’ (-) é essencialmente limitada. Logo,
2 () e L®([0,T],R"). (4.58)

Mostremos agora que
z(-) € L*=([0,T],R™), (4.59)

isto &, _ _
3B>0:(2(t)] < B, gs em [0,T].

Como z (-) é solugio do problema (Py), entdo é AC. Logo, pelo teorema 18.4,
t
z(t) = 2(0) +/ 2 (r) dr,Vt€[0,T].
0
Donde,

E10]

IN

t t T
|z(o>1+} [ 2@ arl <1+ [0 ar <121+ | ar

IA

T ~
!z(0>1+/0 Bdr=|2(0)|+8T =5,

pela proposicdo 11.15 (podemos aplicar esta proposicio porque 3 8 > 0: |2/ (t)| < 8, gs em [0, 7], e porque os
integrais

T T T T
/0 17 (2)] dt=/0 max {| (2)],0} dt~/0 _min{|# ()| ,0} dt:/o 2/ (t)] dt+0 € [0, 00]

/OTﬁ dt:/(;Tma.x{ﬁ,O} dt—/OTvmin{ﬁ,O} dt=BT+0=8T€R
existem, tendo em conta a defini¢do 11.8). Desta maneira,
3B>0:[2(t)| <B,Vte[0,T].
Em particular, z (-) € L*° ([0, T],R"™). E portanto, de (4.58) e (4.59),
z(-) e Wt ([0, T],R™).

Consequentemente, z (-) é lipschitziana, pela nota 15.3.
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(Parte 3 da demonstragio do teorema 4.5 : z(-) é solucéo de (P))

Queremos agora mostrar que z () é solugdo do problema (P).
Tudo o que foi realizado acima foi feito para uma fungéo de Nagumo 6 (-) fixada. Seja ¢ (-) uma qualquer
outra fun¢do de Nagumo. Vamos agora mostrar que z (-) também é solugdo do problema (Py) dado por

(Py) min{A(z(-)):z(-) € ACy([0,T],R™), (z(0),z(T)) € C,z(t) €QVte[0,T], 2 (t) € K gs},
Seja y (-) uma solugio lipschitziana de (Py), a qual existe pela demonstragio anterior (onde se mostrou que

z(-) & soluco lipschitziana de (Pg)) substituindo 6 (-) por % (-). Mostremos que y (-) & admissivel para (Pg).
Suponhamos que y (-) ndo é admissivel para (Py), isto &, vamos supor que

T
M) = [ 00 0) de= 4.
Tal como 2’ (+), ¥’ (-) € L* ([0, T],R™), entdo, pela proposi¢ao 13.28,
ly" O] < 1y (oo (o,7y,rm) = SUP €ssly’ ()] gs em [0,7].
0<t<T

E como 6 (-) é uma fungéo estritamente crescente, vem

6y (t)]) <6 (sup ess|y (t)|) gsem [0,7].
0<t<T

Além disso, existem os integrais fOTG (sup essly (t)l) dt e fOTH(ly’ (t)]) dt (o primeiro existe pois
0<t<T

0 (sup ess |y’ (t)[) é uma constante e o segundo existe pela demonstragéo do teorema 2.1). Entdo, pelo lema
0<t<T
11.12,
T T
+00 :/ 8(ly' (8)]) dt < / 6 (sup essly’ (t)|) dt=T2§8 (sup ess |y’ (t)|> .
0 0 0<t<T

0<t<T

O que é absurdo. E portanto, y(-) é admissivel para (Ps). Analogamente, mostramos que z (-) é admissivel
para (Py). Suponhamos que z (-) nao é admissivel para (Py), isto é, vamos supor que

T
MO = [ 07 O di= oo
Como 2’ (-) € L* ([0,T] ,R™), entdo, pela proposigéo 13.28,
1/ (8)] < |2’ () oo o, 17,8y = SUP ess |y’ (t)] qs em [0,T].
0<t<T
E como 1 (-) é uma fungao estritamente crescente, pois ¢ uma fun¢éo de Nagumo, vem

¥ (|2 @) <o (sup ess |y’ (t)|> gs em [0,7].
0<t<T

Além disso, existem os integrais fOTd) (Sup essly (t)|) dt e fOT ¥ (|2’ (t)]) dt (o primeiro existe pois
0<t<T

P (sup essly (t)l) é uma constante e o segundo existe pela demonstragio do teorema 2.1). Entdo, pelo lema
0<t<T
11.12,
T T
+00 :/ Y (|2 (8)]) dt < / Y (sup ess |y’ (t)l) dt=T+ (sup ess |y (t)[) .
0 0

0<t<T 0<t<T
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O que é absurdo. E portanto, z (-) é admissivel para (P,). Logo,

A () <AE() SA@(E)

(as desigualdades anteriores devem-se ao facto de A(y(-)) < A(z(-)), pois y(-) é solucio de (Py) e 2() &
admissfvel para (Py), e de A(2(-)) < A(y(+)), pois z(-) é solugdo de (Py) e y(-) & admissivel para (Py)). E
portanto,

A(z() =Ay (),
0 que nos permite afirmar que z () é solugdo de (Py).

Seja agora z (-) uma qualquer func¢do admissivel para o problema original (P). Entdo, z (-) € AC ([0, T],R"),
logo 2/ (-) € L' ([0,T],R"™), pelo teorema 18.4. Consequentemente, {z’(-)} é um conjunto equiabsolutamente
integrével pela definicdo 13.38. Logo, pela proposicao 13.39, existe uma funcdo de Nagumo % (-) tal que
z(-) € ACy ([0,T],R™). Consequentemente, x (-) é admissivel para (Py). Mas, dado que z(-) é solugdo de
(Py), temos

Az () <A (=2())-
Logo, 2 (-) & solugio de (P).

(Parte 4 da demonstragio do teorema 4.5 : qualquer outra solugio z (-) do problema (P) &, tal
como z(-), lipschitziana e satisfaz a equagdo do teorema 4.5)

Seja Z (-) uma qualquer outra solugéo de (P), e mostremos que z () também é solugéo de (Py) para alguma
funcdo de Nagumo 9 (-) tal que Z(-) € ACy ([0,T],R"). Como Z(-) € ACy ([0,T],R"™) e & solucdo de (P), entdo
¢é admissivel para (Py) (analogamente ao que foi feito na parte 3 desta demonstragdo). Além disso, se y(-) é
uma solugdo de (Py), a qual é admissivel para (P), temos que

A () <AE() <AW()-

Logo,
A () =AE().

O que significa que Z (-) € solucdo de (Py). Entdo, analogamente ao que vimos para z (-), concluimos que % (-)
é lipschitziana e satisfaz a equacéo (4.46).

Mostramos entdo que qualquer outra solugéo Z (-) do problema (P), tal como z (-), & lipschitziana e satisfaz
a equagdo (4.46). &

4.6. Um caso particular: o crescimento coercivo

Consideremos o problema de minimizar o integral

T
Ae()= [ L), @)
0
na classe das funcdes z (-) € AC (|0, T], R"™) satisfazendo as condigbes de fronteira :
z(0) = 2o, z(T) = 27

e a restrigao :
z(t)eQ Ve 0,T].
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Proposicao 4.6. Seja h: R" xR™ — R uma fungdo continua. Entdo, paraz, € R™ fixado, a funcdo g : R — R
dada por
g (z2) := h(z1,22)

é continua.

Demonstracao :
Por hipétese, h () é uma funcfio continua, entdo h (-) é continua em qualquer (z;,z2) € R”, isto &,

Ve>0,368. >0,V (y1,92) € R?™: |(y1,y2) — (%1, 72)| < 8 = |h(y1,92) — h(z1,22)| <e.

Fixemos & > 0 para o qual existe §, > 0.
Mostremos que g () € continua em zp € R", isto &,

VE>0,30:.>0,Vy2 €R": |yp — 2| < e = |g(y2) — g (z2)] <&
Fixemos também z; € R™. Seja y» € R™ qualquer e tal que |y2 — z2| < §,, entdo
g (y2) — g (22)| = |h(y1,y2) — h(21,22)| <&,
(isto deve-se ao facto de
ly2 — 22| < |y1 — 21|+ ly2 — za| = (1 — 21,92 — x2)| = [(¥1,92) — (1, 22)| < be).
Logo, para qualquer € = ¢ > 0, para algum 35 = §. > 0 e para qualquer yo € R™ tal que |y2 — 22| < 55, temos
|9 (y2) — g (z2)| <e.
Isto é, g(-) é continua, para qualquer z;, € R™ fixado. B

Lema 4.7. Suponhamos : L : R>® — R é continua, convexa na varidvel v e coerciva; K = R"; existe pelo
menos uma funcéo lipschitziana % (-) € X para a qual A (Z (-)) é finito. Consideremos o conjunto de subnivel

P@()={z()eX:A=()) <AE()}-
Entéo, para qualquer k > 0 vale a desigualdade

lim  sup {L(s,v) = (v,0,L(s,0)}} <
B—+o0 s€Q,
veK,Jo|>B
(%)
< inf {L(s,v) —{v,8,L(s,v))}.
v€f§|§fi<k

Demonstragao:

Fixemos k > 0.
Mostremos primeiro que o lado direito da desigualdade em (x) ¢ finito, e depois que o lado esquerdo é —oo.

Suponhamos que o lado direito é ilimitado inferiormente. Entéo existe uma sucesséo (si,v:) C Q x kB tal
que, para algum p; € 8,L (s;,v;),
L (si,vi) — (vi,pi) _ — —oo. (4.60)
1—+00
Como a sucessio (s;,v;) é convergente, entdo é limitada, logo possui uma subsucessao convergente. Assim,
passando a uma subsucessdo se necessério, podemos supor

(si,v;) — (s,v),Vi€EN,
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com (s,v) € Q x kB (pois Q x kB & fechado). Por hipétese, L (-) toma apenas valores reais e é continua, entdo

—00 < .liin L (s;,v;) = L (s,v) < +o00. (4.61)
Segue de (4.60) e (4.61)
(virpi) | = oo (4.62)

Seja g9 > 0 tal que L (s,v + gov) é finito. Por hipétese, L (s, -) é convexa, para qualquer s € 2. Além disso,
para cada i € N, L(s;,v;) é finito e existe p; € 8, L (s;,v;). Logo, pelo teorema 19.84, para cada 7 € N temos

L (8i,v; + €0v;) — L (si,v5) > (vi + €ovs — vi, 0i) = €0 (vi, Pi) - (4.63)

Como L (-) é continua e
(8i,v; + €ov;) — (s,v+¢€ov),ViEN,

(pois para cada i € N, (s;,v;) — (s,v), isto &, (s;) — s e (v;) — v), entdo

Lm L (s;,v; +eovi) = L(s,v+¢&ov),VieN. (4.64)

i—400
Logo, passando ao limite a desigualdade (4.63), resulta que

lim [L (s;,v; + €ovi) — L(s:,v5)] > €o. li? (Vi pi) »

i——+oo
isto é, por (4.61), (4.62) e (4.64), temos
L (S,’U + 50”) -L (s,v) > €0 (+OO) )

donde
L (s,v + ggv) = +00,

contradizendo o facto de termos suposto L (s,v + gov) finito. E portanto, o lado direito da desigualdade (x) é
finito.
Agora vamos mostrar que o lado esquerdo da desigualdade em (x) é —oco. Sejam (s,v) € Q x kB,
p € 8,L(s,v), € € (0,|v]) quaisquer. Por hipStese, L : R?" — R é continua. Entdo L(s,-) é contfnua,
pela proposicio 4.6. Logo L(s,-) é sci, pela proposi¢io 6.27. Pela demonstracdo do teorema 4.8, isto é de
(4.69), vem
L (s,v) > cp, para algum cp € R.

(uma vez que as hipéteses deste lema e do teorema 4.8 séo as mesmas). Desta maneira, vamos definir a funcao
L :R™ — [0, +00) por _
L(v):=L(s,v) - co,

para s € () fixado. Também por hipétese, para cada s € Q, L (s,-) é convexa, logo L (-) é sci pela proposicéo
6.22 e convexa pela definicio 19.67. Além disso, L (-) é coerciva, isto é, existe uma fungéo 6 : {0, +00) — R que
satisfaz :

(a) L(s,0) > 0(]), V s €9, Vv € RY;

o(r)

(b rlni)oo = too. (4.65)
Entdo existe uma funcéo 8 : [0, +0o0) — R dada por
B(r) ==0(r) - co,

que satisfaz - _
L(v)>0(v]),VveR"
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Fixemos v € int (dom L) = int(dom L(s,-)) e v # 0. Pelo lema 24.1, para quaisquer ¢ € (0,[v])} e
p € L (v) = 0,L (s,v), temos

'U—_'U v ﬂ—
o) -T2 8 ) T (5)

Ou seja,
vy — [L{s,v) — — S 10(]) - col - s ) ¢ ﬂ
(pyv) = [L(50) = ol 2 1 6 (lo]) - col [L(,h,,) 0] ol —e
Isto é,
o) — (oo A
L)~ o < 2 (5,55 ) ol - 20 (o). (4.66)

Como L (-) toma valores em R, pela proposicdo 17.1, resulta que L (-) é limitada nos subconjuntos compactos
de Q x R™. Entéo, existe ¢; > 0 tal que

[L(s,v)| <ep, V (s,v) € Q2 xR™
Em particular, existe ¢; > 0 tal que
L s,2 <e¢,Vse
vl
Logo, a desigualdade (4.66) transforma-se em

|l €

L (s,v) — (p,v) gclw -

—e |v|-¢

0 ([v])- (4.67)

Passando ao limite a desigualdade (4.67) quando |v| — +o00 (com vista a aplicar a propriedade de crescimento

de 8 (-)) temos
| o b
o o) = o)l < Lvlli+oo[1|vl— G D]

B uvll—i»“ioo[ (Hivl—s)} om0 ()
lo]_6(v))

lo]>+oo || — & |v]

= ¢;—¢ lm M
lv|—=+4co I’UI

= ¢ —e(+00) = —oo (por (4.65)).

Isto é,
lim [L (S,’U) - <pa U)] = —0.

[v] =+

Logo, para qualquer co > 0 existe §., > 0 tal que
lv| > 8c, = L(s,v) — (p,v) < —c2, Vp € B L(s,v),Vs5€Q,

donde,
lvl >0c, =  sup {L(s,v) — {p, ’U)} < —cg, Vsef
PES, L(s,v)

Consequentemente, para f3 > d., temos

sup {L(s,v) = (p,v)} < —co, Vv ER", |v| >3,Vse
pED, L(s,v)
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Entao,
sup sup {L(s,v)—{(p,v)} < —cg,VsEN
vEK, PEOyL(s,v)
fv[>8
Logo,
sup sup sup {L(s,v)— (p,v)} < —ca.
s€Q veK, PEI,L(s,v)
lv|>B8
Donde,

lim sup sup sup {L(s,v)—{(p,v)}=—
B—+00 se veK, PEIL(sv)
[v|>8

E portanto, o lado esquerdo da desigualdade em (%) € —oo como é exigido. B

Teorema 4.8. Suponhamos : L : R?™ — R é continua, convexa na varidvel v e coerciva; K = R™; existe pelo
menos uma funcao lipschitziana T (-) € X para a qual A (Z (-)) é finito. Consideremos o conjunto de subnivel

r@()={z()eX:A(=()) <AE()},
e suponhamos 2 fechado. Entio existe um minimizante do problema (P).

Demonstragao :
Iremos mostrar que o teorema 4.8 pode ser visto como um caso especial do teorema 4.5.

Como o teorema 4.8 é um caso particular do teorema 4.5, vamos demonstré-lo através da verificagao das
hip6teses do teorema 4.5. '

Por hip6tese, K = R” e  é um conjunto fechado, entdo o teorema 4.8 verifica as hip6teses basicas (i) e
(#i%) do teorema 4.5.

Notemos que os z (-) em competi¢do, para serem solugdo para o problema (P), verificam as condigoes de
fronteira z (0) = zo e z (T') = z7. Defina-se o conjunto

C:= {(:l:(),:CT)} .

E portanto, verifica-se a hip6tese bésica (i¢) do teorema 4.5, porque C é fechado (pois é formado por um s6
ponto) e porque as projecgdes

C; = {z € R": (z,y) € {(z0,z7)} para algum y € R"} = {zo},

Cy:={y € R": (z,y) € {(z0,27)} para algum z € R"} = {7}

s&0 conjuntos compactos (pois sdo conjuntos formados por um sé ponto, e portanto, enquanto subconjuntos de
R™, sdo fechados e limitados).

Também por hipétese, L (-) é continua, logo é sci, pela proposigio 6.27. Isto é, L (-) verifica a hip6tese bésica
(iv) do teorema 4.5.

Além disso, por hipétese, para cada s € @ C R™ fixado, a fun¢io L, : R® — R dada por

Ly (v) := L(s,v)
é convexa. Entdo, para cada s € Q C R™ fixado, o dominio
dom Ly =dom L(s,-) ={v€R": L, (v) = L(s,v) < +o0} =R"
é um conjunto aberto, convexo e nio-vazio. Ou seja, L (-) verifica a hipétese bésica (v) do teorema 4.5.

Além disso, por hip6tese, existe pelo menos uma funcao lipschitziana % (-) € X para a qual A (Z (-)) é finito.
O que significa que o teorema 4.8 verifica a hip6tese bésica (viz) do teorema 4.5.
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Por hipétese, L (-) é coerciva, isto &, existe uma funcéo 6 : [0, +00) — R que satisfaz :

(a) L(s,v) >6(v]),VseQ, VveRY

() lim é?—Q—):%—oo

r—+4oc0 T
De (b) temos
o (r)
VM>O,E!6M>O:|1~|>5M=>—T——>M,
para qualquer 7 € [0, +00). Desta maneira, fixemos qualquer M > 0 para o qual existe dps > 0 tais que
r>0y=>0(r)>Mr.

Logo
VM>0,36pm>0,3vy €R:0(r)>Mr+y, Vrel0+00). (4.68)

Assim, juntando (a) e (4.68), vem
Je;>0,FceeR: Ls,v) >c1|v|+c2,V (s,v) €2 xR (4.69)
Fixemos v € R™ e consideremos a fun¢do [ : 2 — R dada por
1(s) :==c1 |v]|+ ca-

Entdo, em particular, [ (-) é localmente limitada inferiormente e podemos dizer que L (-) verifica a hipétese
bdsica (vi) do teorema 4.5.
Temos também que qualquer fungdo AC z (-) € I'(Z (-)) satisfaz

T

T
AE() = A@()= /0 L(z(t),a (1)) dt > /0 [e1 | (8)] + c2] dt (por (469)  (4.70)

T ¢
= 01/ |z’ (t)] dt+co T > 01/ |z’ (t)] dt + ca T (pois |z’ (t)| > 0)
0 0

th' (1) dr

cille )] = |z )] +c2 T, ¥V £ € [0,T].

v

+02T:CI|:E(t)—$(O)I+CQT

C1

v

Como, por hipétese, existe uma funcdo lipschitziana Z(-) € X para a qual A(Z()) € R, entdo
Z(-) € AC ([0,T],R™) e satisfaz o seguinte :

(Z(0),z(T)) e C, z(t)eQVte[0,T], 7T (t)e€Kqgs;
)

Logo, de (4.70) vem

AE(E) 2 alz@l-lz0l+eT
= clz@)—cilrol+c2 T,Vte(0,T].
Donde Az e
|z (t)] < i(—)é)_ll + |zo|, Vt €0, T]. (4.71)

€[0,+00)
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(A desigualdade (4.71) faz sentido porque
A@()) z erlz(t) — 2 (0)] + 2T (por (4.70))
implica
AE@ () — 2T 2 crfz(t) —z(0)] > 0.)
Em particular,

w + [zo| = 5. (4.72)

= ()| oo (f0,7),rn) = SUP ess|z (t)] <
0<t<T

Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir 2 compacto.
Para aplicar o teorema 4.5 se aplica temos de verificar as hipéGteses (HE1) e (HEs).
Vejamos agora se se verifica a hipotese extra (HE) ), isto &

existe k > 0 tal que qualquer funcdo = (-) de T'(Z (-)) satisfaz

inf ess|z’ (¢)| < k.
0<e<T

Seja z(-) € I'(Z(-)) qualquer, entdao z(-) € X tal que A(z(-)) < A(Z(-)), para alguma funcio lipschitziana
Z(-) € X para a qual A (Z (-)) é finito. Desta maneira,

T
AE() > AaO)= [ Leo.2 o) b
T
> / le1 |2’ (8)] + c2] dt (por (4.69))
0
T
- 01/ | (¢)] dt +co T
0

T
> inf "(t)] dt T
> C1/0 inf ess|o’ (t)] dt + 2
> : /
> Tlg£t§§§|z ®)|+cT.

Logo,

AE()-aT
g el Ve 0T,

€[0,+00)

. 7 <
1}%)@}3 |z ()] <

Entdo, (HE,) é satisfeita para algum k > QE%?}C—ZT

A hip6tese extra (H E3) verifica-se pelo lema 4.7.

Assim sendo, verificam-se todas as hip6teses do teorema 4.5, donde podemos concluir que o problema (P)
tem solugdo, isto é, admite um minimizante. Ml

Mostramos que o teorema 4.8 pode ser visto como um caso especial do teorema 4.5. As hip6teses implicam,
como é sabido, que os conjuntos de subnivel como I' (Z (-)) sfio compactos num sentido conveniente. Em contraste
com isto, o teorema 4.5 aplica-se em situagdes onde I' (Z (-)) apenas tem de ser fechado, néo precisando de ser
compacto. (Ver exemplo 4.11).
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4.7. Exemplos do caso auténomo
4.7.1. Crescimento linear

Observamos na discussao do caso coercivo que a condi¢io de crescimento linear
L(s,v)>c1|vf+ec,VseQ Vv EK,

para algum ¢; > 0 e algum c; € R implica (HE;) para um certo valor k. Contudo, a condi¢do de crescimento,
sem (HE»), ndo garante a existéncia de solugéo para o problema (P), como vamos ver no seguinte exemplo :

Exemplo 4.9 (crescimento linear). Sejamn =1,T=1,C={(0,1)}, 2=ReK =R, L:RxR—-Ré
uma funcao dada por

L(s,v):=s*+f(v),
onde f () é uma funcdo convexa suave definida por

v 4+v sev<0
f @) :=v[l+min(v,0)] =
v sev > 0.

Assim L : R x R — R é dada por

s2+vi+v sev<0

L(s,v):=

s+wv se v > 0.

A fungio L (-) satisfaz a condigdo de crescimento linear com ¢; =1, c = —1. De facto, fixando s € R, se
v < 0 entao
L(s,v) =g+l +v>vi4o>|u -1

e sev > ( logo
L(s,v)=s?+v>v=|v|>v] -1
Todas as hipdteses bésicas sdo verificadas :
(1) Q :=R é fechado;
(i) C := {(0,1)} é fechado e as projec¢ées C; = {0} e Cy = {1} sdo conjuntos compactos;
(¢ig) K := R é um cone convexo fechado;
(tv) L(-) é continua em R2, em particular é sci;
(v) para cada s € Q0 :
(v1) a fungdo L (s,-) é convexa, pois f (-) é convexa;
(v2) o dominio dom L (s,-) =R é um conjunto aberto, convexo e nao-vazio;
(vi) como L(s,v) > |v| — 1, entdo temos L(s,v) > l(s), para alguma funcdo 1 () localmente limitada
inferiormente, basta definir | : R — R por

[(s):=|v| -1, VveR;
(vii) considerando a fungdo lipschitziana  : [0,1] — R definida por

T(t) =

temos
1

1 1
AE()) = /0 L(z(t),Z (t) dt:/o [Z° (t) + f (& ()] dt:/0 [+ f(1)] dt

o, t3 4
= = | — t = - R.
A[t+1] dt {3+]0 36
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Pela demonstragao do teorema 4.8 (caso coercivo) a condigao de crescimento linear faz com que (HE}) seja
satisfeita para algum k > 2EQ=(CU1 — T,
Mostremos que (HE3) néo se verifica. Fixemos s € R, entdo

2v4+1 sewv<0
L, (s,v) :=

1 sewv > 0.

Desta maneira, se v < 0, vem

L(s,v) —v-Ly(s,9) =8 + v +v—v(2v+1)=s*—0v?

esev > (, logo

L(s,0) —v- Ly (8,0) =% +v—v (1) =52

Donde
inf  {L(s,9) ~v-Ly(s,0)} = inf {s?—2?}=—k?
s€ER, sER,
vER,|v|<k veR,|v|<k
e
lim su L(s,v)—v-L,(s,v)} = lim su 2} =400
pim s {L(w) v Lu(s vl = lim s {57} = oo,
vER,|v|>8 vER,|v|>B
isto é,

lim sup {L(s,v)—v-Ly(s,v)} > inf {L(s,v)—v Ly(s,v)},
B—+co sER, s€R,
vER,|v|>B vER,|vi<k

o que significa que (*) ndo acontece para qualquer k > 0, logo falha (HE;).
Qualquer fungdo admissivel z () satisfaz

1 1
A@O)=.4Lw@wﬁnﬁ=4[ﬁm+ﬂdwﬂﬁ

\%

1
/f@@ﬁ
0

IV

/ z' (t) dt (dado que f (v) >v,VveER)
0

= z(l)—z(0)=1.

Entao o infimo em (P) nao é menor que 1, e A(z (-)) nunca atinge este valor. O infimo é, de facto, igual a 1,
como é evidenciado pela sucessao de fungées admissiveis z; : [0,T] — R definidas por

{ 0 set e [0,1—1]

1+i(t—1) sete[1—1,1], VieN

T, (t) =
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Temos A (z; (1)) — 1 quando ¢ — 4o00. De facto, para qualquer i € N, vem

A () = /O L(zs (1), 2 (1)) dt = / [22 (8) + / (<} ()] dt

1-1

i

:/0 [O+f(0)}dt+/ll_%[(1+i(t1))2+f(i)] dt

z

- /lll[(1+i(t41))2+i] dt
1
+ift_s

1-1

7

. 3 ; 1_ 1))
_ +ia-1)°® (ri(t-1-1) +i(1—1+%)

1{a+i¢-1)°
i 3

31 31
1
= —+1
3i
logo

1
Mo =g3+1 2.1

mostrando que (P) ndo admite solugcdo.

No préximo exemplo nédo sdo aplicdveis as teorias de existéncia conhecidas, mas pode aplicar-se o teorema
4.5.

Exemplo 4.10 (crescimento linear). Seja L : R” x R” — R a fung¢ao dada por

L(s,0) =g (s)\/1+ o,

onde g (-) é uma qualquer fungéo sci localmente limitada definida em R™ com mgl g(s) >0.
s€

Afirmamos que para qualquer escolha de C, Q, K satisfazendo as hipdteses basicas (i), (it), (iii), o problema
(P) tem solugdo (e todas as solugdes sdo lipschitzianas). Para provar isto, notemos que qualquer z (-) € I' (Z (-))
admite uma limitacdo 4 priori de |z (-)|,,, uma vez que L () tem crescimento linear (analogamente & obtencéo
de (4.72) na demonstragdo do teorema 4.8 (caso coercivo)). Consequentemente podemos supor, sem perda de
generalidade, que §} é compacto.

Queremos mostrar a validade hipdtese bdsica (iv), isto é, (s,v) — L (s,v) é sci.

Consideremos a fungao Li : R™ x R® — R dada por

Ly (s,v):=g(s).
Como g (-) é sci, entdo g (-) é sci nalgum ponto 3 € R", isto 6,
VA<g(3),36>0,Vs:|s—3<dh =A<g(s).

Assim, seja (3,) € R*™ e para qualquer A < L, (3,7}, para algum é; >0 (o mesmo para g(-)) e (s,v) qualquer
tal que |(s,v) — (3,7)| < §; vem
Li(s,v)=g(s) > A
Logo, L; (-) é sci.
Seja agora a fungao Ly : R™ x R® — R dada por

Lo (8,0) = \/1+ [v]2.
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Como a funcao f : R™ — R dada por
f @)= 1+
é continua, em particular é sci. Entdo f (-) é sci nalgum ponto v € R™, ou seja,

VA<f®),362>0,Vu:fv—7] <= A< f(v).

Desta maneira, seja (3,7) € R?" e para qualquer \ < Ly (3,7), para algum 62 > 0 (o mesmo para f (-)) e (s,v)
qualquer tal que |(s,v) — (3,7)| < 2 vem

Ly (s,0) = 1+ [v)° > A
Logo, Lo (-) é sci.

Por outro lado, como ¥ é compacto e L (-,v) = g(-) para qualquer v € R™ é sci, entdo pelo teorema 6.25,
existe pelo menos um ponto sg € §) tal que

Ly (s0,v) = go =min g (s) = inf g(s) >0,V v €R"

Logo, Ly (s,v) >0,V (s,v) € 2 x R"™.

Além disso, Ls (s,v) > 0, V (s,v) € R?®, em particular, Ly (s,v) >0, V (s,v) € @ x R® (Ly(-) ndo depende
de s).

Consequentemente, a fungdo L (-) := Ly () Lo (-) é sci pela proposicdo 6.24.

Por outro lado, vamos fixar s € 2 e mostrar que L (s, -) é convexa em R"™. Consideremos a fungdo f : R® — R

dada por
F o) := 1+ o

V- Iv'p

Como a fungéo

definida em R™ é convexa para p > 1 (|| é a norma euclidiana) (ver [30], p. 32), em particular a funcido
f:R® — R dada por

e 2

f @) :=1v|

é convexa. Desta maneira para quaisquer v, w € R™ e A € (0,1) temos

FOv+1-Nw) = 1+Pv+1-Nwf

< VAR + - N l?

- \/A (14l + (1 =2 (14 fwf?)
< P ERE) +yfa-n (1 p)
< WP+ (-0 Y1+ wf?

= A F@) (1N f(w)

(as duas 1iltimas desigualdades acontecem porque

VA+B<VA+vB, AB>0
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VA<A, A>0).

Entdo f é convexa em R". Logo, L (s,-) é convexa em R", pois

L Avr(@-Nw) = g(s)y1+Ro+1-Nwf

A1+ o + (1= A) 1+ |w)?

= ML(s,v)+(1—-A)L(s,w),

IA

para quaisquer v, w € R e A € (0,1). E como, para cada s € Q, dom L(s,-) = R™ é um conjunto aberto,
convexo e ndo-vazio, entao a hipdtese bésica (v) é verificada.
A hipétese bésica (vi) também se verifica, pois

L(s,v):=g(s) /1 + v 29(3)21;{‘1215111 g(s)>0

(dado que W?>0e1+ > >1=4/1+ |v]* > 1), entdo temos L (s,v) > I(s), paral(-) = g(-) localmente
limitada inferiormente.

Notemos que a hipdtese bdsica (vii) é verificada pois estamos a considerar z(-) € T (z(-)), logo
Az (-)) < A(Z (), para alguma fungdo lipschitziana Z (-) € X para a qual A (Z (")) é finito.

Para além disso, L (+) satisfaz a condi¢do de crescimento linear, porque

L(s,v) :=g(s)\/1+|v|2ZEJEiSI21g(s) lv| = go [v|,V (s,0) € QxR"

(dado que /1 + jv2 > |v|, pois
e i
1+ + ol V14 + ol

Pela demonstragdo do teorema 4.8 (caso coercivo) a condi¢ao de crescimento linear faz com que (HE,) seja
satisfeita para algum k > ﬂﬂE?Tcz——T- logo para aplicar o teorema 4.5 é suficiente verificar que (*) acontece

>0).

para qualquer k > 0.

Temos
L(s,v) — (v,VyL(s,v)) = g(s) 1+|v|2—<v,ﬂv—>:g(s) 1+|v|2——&(v,v)
A1+ v)? 1+ o
Y v I 9(s) (1+0f) —g(s) I’
\/I-H'u 1+
9(s)

1+ v

Entao, se g1 é uma limitacdo superior para g (-) em (, isto é,

g1 :=sup g(s),
seN
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vem
lim sup {L(s,v)— (v,VoL(s,v)})}= lim sup _9() = m —Z_ —o.
B—too ocq, Botoo eq, 1+ |v|2 B—otoo /148
veK,|v|>p8 vEK,|v|>8
Por outro lado,
. . 9(s) g0
inf {L(s,v)—(v,Vy,L(s,v))} = inf = )
SEQ, sEQ, 2 vV 1 + k2
veK,|v|<k vEK€,|u[<k V 1+ |U}
Donde
lim  sup  {L(s,0) = (0 VoL(s,0))} < inf {L(s,v) = (v, VoL (s,0))}
B—+o0 seq, SENQ,
veEK,|v|>8 veK,|v<k

E portanto, () é satisfeita para k > 0, verificando-se (HEz).
Finalmente, pelo teorema 4.5 concluimos que o problema (P) tem solucdo e qualquer solugio é
lipschitziana. B

Neste exemplo () é satisfeita para qualquer k& > 0. Vamos agora ver um caso em que acontece o contrario;
isto é (*) vale apenas para alguns valores de k.

Exemplo 4.11 (crescimento linear). Sejam K = Q:=R", C:= {(0,0)}, T =1, L: R* x R® — R a funcdo

definida por
L(s,v):=1/1+ > =r sin |s|,

onde r é uma constante positiva e as condi¢des de fronteira sao z (0) = z (1) = 0. Consideremos o problema de

minimizar o integral .
Az () :=/0 {\/1+|:c’(t)|2—'r‘ sinlx(t)|} dt.

Pela forma como os conjuntos K, 2 e C' estdo definidos, as hipéteses bdsicas (i), (it) e (ii¢) sdo verificadas.
L(-) é contfnua em R?, em particular é sci, verificando-se a hipdtese bésica (iv).
Por outro lado, a fungao Ls : R™ x R™ — R dada por

La(s,v) := /14 o

é convexa (ver exemplo 4.10) e prépria. Entdo a fungdo L (s,-) é convexa, para cada s € R™, pelo teorema
19.68. Além disso, para cada s € R", o dominio dom L (s,-) = R é um conjunto aberto, convexo e ndo-vazio,
donde a hipdtese bésica (v) é satisfeita.

Mostremos que a hipotese basica (vi) também acontece. Temos

L(s,v):= \/1-{-]'0]2—7' sinfs| >1—r

(dado que 1/1+ w:>1e-1<— sin|s| < 1), entdo L(s,v) > l(s), para alguma fungdo [ (-) localmente
Iimitada inferiormente, basta definir [ : R* — R por

I(s)i=1-r.

Verifiquemos a hipdtese bdsica (vii). Para tal consideremos a funcao lipschitziana, em X, T : [0,1] —» R"
dada por
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" A(z(.))zﬁL(f(t),z'(t)) dt:/ol{\/l-klOlz—r sin|0|} dtz/olldtzle]R.

Seja (s,v) € R?® qualquer, entdo

Lis,0) = @ VLis0) = 1+ —r sm|s|-<v,—.ﬁ>
Y1+
L 1
= 14 [ =7 sin|s| — ———— (v,v) = \/1+ |v|* — 7 sin|s| - ——— |v|*
2 2
Y P |

1+ |v| 1+
1 .
= ———— —r sin|s|.
14+ Jvf?
Donde
. . 1 .
lim sup {L(s,v)—(v,V,L(s,v)})} = lim sup ———— — 7 sin|s]
B—+o00 seQ, B—+oo SER™, /1+|v|2
vEK,|v|>8 vER™,|v|>B
= lim —~1— +r)=r
B—too \ /14 ,32
e
inf  {L(s,v)— (v V L(s,v)}} inf 1 r sin|s| 1
- oL (s, = e —r sinls| p = —=—= —T.
3 ) /—1 +k2

seN, SER™, 2
veK,|v|<k veR™ o<k LV 1+ [vf

Logo, desigualdade () reduz-se 4 condigao

1
< — 7T & 271+ k2 <1, 4.73
r< gt o2 VITR (4.73)

entdo para aplicarmos o teorema 4.5, temos de mostrar que (HE;) é vélida para k verificando (4.73).
A condicdo de crescimento linear é satisfeita com ¢; =1, co = —r. De facto,

L{s,v):=4/1+ w2 =7 sin|s| > |v| =7, V (s,0) € R*™.

Pela demonstracéo do teorema 4.8 (caso coercivo) a condigdo de crescimento linear faz com que (HE) seja

satisfeita para algum k > Mﬂ(—}}# Desta maneira, (HE,) acontece para qualquer

1—(—r) 1
11

Deduzimos consequentemente, pelo teorema 4.5, que (P) admite solugdo sempre que

2r\/1+(1+7")2<1,

isto é, quando r é suficientemente pequeno.
Vamos mostrar que ndo existe solugdo quando r é suficientemente grande. Quando x (-) é solugdo para (P),

pelo teorema 4.5, temos

k> 147,

Lz (), (&) — (2 (8), VoL (z (), 2 (1)) =c & —1—2 _r sinfe(t) =casem [0,1].
1+ |2'(t)]
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Como z (0) = 0, entdo ¢ > 0. Mostremos que isso de facto acontece. Pelo teorema 4.5, qualquer solugdo para
(P) é lipschitziana, entdo z (-) é lipschitziana. Logo

IM>0:|z' (t)) <M gsem [0,1]

1
= ———=——r1 sin|z(t)| > !

——— —r sin|z(t)| gsem [0,1]
1+ [2()* 14 M*

(esta iultima desigualdade acontece porque

|2/ ()] < M gsem [0,1] = /1+|z(¢))* <V1+ M2gsem [0,1]

1 1
V1+(2(8)? 2 Vit 9sem [0,1] ).
Entao existe um conjunto
1

N;:{te[o,l]:W

—r sin|z (t)| > c}
com medida nula.

Seja (t;) C [0,1]\N, para qualquer i € N, uma qualquer sucessdo tal que (t;) — 0. Como z(-) é AC,
em particular é contfnua, entdo |z (-)| é contfnua por ser a composicdo de fungdes continuas. Logo sin |z (-)| é
continua também por ser a composi¢do de fungdes continuas. E portanto, passando ao limite temos

1 1
lim ———— — 7 sin|z (¢ < ¢ ——-—-rsinjz(0)| <c
Jim, (g 7 e @) < co Jmm v k)
1 .
———— —r sinj0| <e
1+ M?
= c2> ! >0
“VI+EMZT
isto é, ¢ é uma constante positiva. Consequentemente temos
. 1
—r sinlz(t) =c— ———==>c—1>—-1¢gsem [0,1].
1+ )z(t))?

Mas como sin |z (-)| é uma fungdo continua vem
—r sin|z ()] > -1,V t € [0,1}.

O que implica que A (z (-)) é positivo, pois

A() = Al{\/1+|x’(t)|2—rsin|m(t)}} dt
/01{\/1—I—]x’(t)|2—1} dt

/01(1—1) dt = 0.

\%

v
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Por outro lado, quando r > 1 + « definimos uma sucessao de fun¢des admissiveis z; : [0,1] — R™ por
iyt sete [0,1]

z; (t) = Yy sete (3,1-1)

—iy(t—1) sete[l1-1{,1], VieN,

onde y é um vector constante de norma %. Entao para cada i € N, vem

A = [ R OF - ) o

/j {m—r sinliyt{} dt+/;" {M—r smlyl} dt +

o (Vi - e a

_ 1\/1_+—|z—y|- |;1[ cos|y|+cos[0|]+(1—1'sm|y|)(1—%)+
+y/1 iyl - g [ 08101+ coslu]

= 2ienl+ (1-2) @ sinl)

= ol (5)+ (1-3) (1-r n(3)) @ois =3

1 =2 2
= 2 i—2+1+(1—;)(1——7‘),

logo

1—+co i— o0

lim A(z;(-)) = lim [2 -12—+z2— <1—§)(1—r)}=7r+1—r<0(poisr>1+1r),

entdo ndo pode existir nenhuma solugdo z (-) com A (z (-)) > 0. Notemos que para qualquer valor der, A(-) é
limitado ao longo da sucesséo (z; (-)) (acima definida). De facto,

1 n2 1442 (%) 2
. — - -z - < N2/ —2in-
|A (z: ()] 2 i2+4+<1 )(1 <2 12 +l1 z!ll "l
2
1+ &i 1
< 2 (4;221) _}_‘1__'”_,,.1_Q(L.)__{_’]__%ll]_—rl
< 21+ I) (142 t-ri<2(1+5)+3]1-r,VieN
= i 2 i = 2) e

Tenhamos também em atencdo que nenhuma subsucessao de (z; (-)) converge para uma funcao AC, pois
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para a sucessao (z; (-}) temos

0 set=0

im z;(¢()=¢ y sete(0,1)

i—+400

0 set=1, VieN,

{com .lir+n z; (t) = z(t)) onde z(-) ndo é uma funcdo continua em [0,1] (logo ndo é AC). Desta maneira,
11— 100

I'(Z(-)) ndo é um conjunto compacto. Isto mostra que mesmo quando se aplica o teorema 4.5, o conjunto
['(Z (-)) ndo precisa de ser compacto como no caso coercivo.

A questdo mantém-se mesmo para uma melhor estimativa para k (isto é, para um valor mais pequeno).
Recordemos que k é algum nimero superior a 0 ért{ r |z’ (t)|, onde z (-) é um elemento arbitrario de ' (Z(-)), e

que a nossa escolha de k resulta da condigao de crescimento linear. Podemos melhorar em k (e portanto deduzir
a existéncia de um maior conjunto de valores para r) melhorando em T (-) : isto é, encontrando outra fungao
lipschitziana admissivel que dé um valor mais pequeno a A (-). Mas o melhor resultado serd obtido tomando
k arbitrariamente préximo de zero, e isto é possivel quando n = 1, através de uma aproximagao alternativa
prépria do caso n = 1 (ver subsecgdo 5.5 para uma continuagéo desta discussio). B

4.7.2. Exemplos sem crescimento linear

Nos exemplos acima, a partir da condicio de crescimento linear obtivémos a condigdo (HE;). Vamos agora
ver alguns exemplos nos quais L (-) ndo possui esse crescimento e onde (HE1) resulta da estrutura do cone e
das condigdes de fronteira.

Exemplo 4.12 (sem crescimento linear). Seja n = 1 e consideremos o problema de minimizar o integral

Ae) = [ {0 trsen} @

onde :
-2’ (t) > 0gsem|[0,1];
~z(0)=0,z(1)=6>0;
- g(-) é uma fungéo sci e localmente limitada;
- 7 é um real ndo-negativo;
- K :=[0,00) e C:= {(0,6)}.
Seja L : R x R — R a fungdo dada por

Ls,v):=e""+r g(s).

Notemos que qualquer fungdo admissivel z () toma necessariamente valores em [0,68]. De facto, como
z:[0,1] >R éACe ' (t) > 0 gs em [0,1], entdo z(-) é uma fungio crescente (ver inicio da demonstragio
do teorema 2.1). E como z(0) =0, z(1) = & > 0, temos que z(t) € Q := [0,4], V t € [0,1], verificando-se a
hipétese basica (z).

Além disso, verificam-se as hipdteses bdsicas (it) e (iit), pelas definiges dos conjuntos C e K.

Queremos agora ver se (s,v) — L (s,v) é sci, isto é, se a hipdtese bdsica (iv) é satifeita.

Consideremos a fung¢do L; : R x R — R dada por

Ly (s,v) :==e7".

Como a fungdo E : R — R dada por
E(w):=e"
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é continua, em particular é sci. Entdo E (-) é sci nalgum ponto 7 € R, isto &,
VA<E®),36>0,Vv:|jv—0<d =A< E((v).

Assim, seja (3,7) € R? e para qualquer A\ < L, (3,7), para algum 6; > 0 (0 mesmo para E (-)) e (s,v) qualquer
tal que |(s,v) — (3,7)| < 0; vem
Li(s,v) =€ " =E(v) > A
Logo, L (-) é sci.
Seja La : R x R — R dada por
Ly (s,v) :=g(s).

Como g () é sci, entdo g (-) é sci nalgum ponto 3 € R, isto é,
VA<g(3),302>0,Vs:|s—3<db=>A<g(s).
Assim, seja (3,7) € R? e para qualquer A\ < Ly (3,7), para algum 62 > 0 (0 mesmo para g (-)) e (s,v) qualquer

tal que |(s,v) — (3,7)| < 02 vem
Ly (s,v)=g(s) > A

Logo, Ly () é sci. Donde rLy (-) é sci, pela proposicao 6.28.
E portanto, L (-) é sci, pela proposi¢ao 6.22. Verificando-se a hipdtese bésica (iv).
Por outro lado, fixemos s € 2. Como
L, (s,v)=—e"

Lyy (s,v) =77 >0,

logo L(s,-) é convexa em R, pela proposi¢do 19.53. E como, para cada s € Q, dom L (s,-) = R é um conjunto
aberto, convexo e ndo-vazio, entdo a hipdtese bdsica (v) é verificada.
Como Q é compacto e g (-) = L (-,v) é sci, entdo pelo teorema 6.25, existe pelo menos um ponto sg € (2 tal

que
L(SO,v)=g(80)=go=gggg(3) :;ggg(S),VvelR-

Desta maneira, para qualquer (s,v) € & x R vem
L(s,v)=e " +rg(s)>rg(s)>r go,
entdo temos L (s,v) > l(s), onde ! : R — R é dada por
1(s) :=r go,
a qual é limitada (por ser constante), em particular é localmente limitada inferiormente, verificando-se a hipdtese
bdsica (vi).
Vejamos se a hipétese basica (vii) é verificada. Consideremos a fungdo lipschitziana admissivel para (P),

7 : [0,1] — R definida por
Z(t):=4t,

entao 1 1 1
A(Z () :/ L(z(t),T (t)) dt:/ {e??+rg(st)} dt=e?+r / g(dt) dt.
0 0 0
Como Q é compacto e g (-) = L(-,v) é localmente limitada,entdo existe pelo menos um ponto s € (! tal que
L(s1,v)=g(s1) =g1 =max g(s) =sup g(s), VveR.
SEQ s€Q

Desta maneira, ) )
rgO:O+7‘/godtSA(E(-))§1+r/gldt:1+rgl,
0 0
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isto é, A (Z (-)) € R, verificando-se a hipdtese basica (vii).
Além disso, para qualquer k > 6, qualquer fun¢do admissivel z (-) tem de verificar

|z’ (t)| < k
para t num conjunto de medida positiva. Suponhamos que isso nao é verdade, entao
|2’ ()] > &

para t em qualquer conjunto de medida positiva e
1 1 1
k=/ kdtg/ ] dt:/ ' (t) dt=z(1)—z(0) =4
0 0 0
(pois 2’ (t) > 0 gs em [0, 1]), contradizendo o facto de termos suposto que k > §. Logo,
inf ess |z’ (t)| < k,
0<t<1

e portanto a hipdtese extra (HE,) verifica-se para qualquer k > §.
Falta verificar a hipétese extra (HE5). Calculamos

L(s,v) —v-L,(s,v) =7 g(s) +e ¥ [1+].

Entao
lim sup {L(s,v)—v-L,(s,v)} = lim sup {rg(s)+e ™ [1+]}
Botoo seq, Foteo epo,a),
veK,|v|>p v€[0,400),v>8
= lim (rgi+eP1+8)=rg
B+oo

e

inf {L(s,v) —v-L,(s,v)} = inf {rg(s)+e[1+v]}=rgo+e*[1+4k].

sEQ, €[0,4],

veK,|v|<k ue[o,j-oL),O]<v<k

Consequentemente, se () acontece para qualquer k > 8, temos de ter
rgi<rgote Fl+kl<rgo+ed[1+4],

para r suficientemente pequeno. (Em alternativa, para um certor, isto acontece para ¢ suficientemente pequeno.)
Para tal r, pode-se aplicar o teorema 4.5 e conclui-se que existe uma solucao lipschitziana. B

Vamos agora ver um exemplo no qual o dominio de L (s,-) ndo é todo o R™ :

Exemplo 4.13 (sem crescimento linear). Sejan = 1, T = 1 e consideremos o problema de minimizar o
integral

AeO) = [ {0y - o)

onde :
-z’ (t) > 0 gs em [0,1];
-z(0)=0,z2z(1)=4 >0;
-Q:=[0,6];
-K:= [0,00),‘
-C:={(0,6)}.
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Podemos adicionar a restricao = (t) € § := [0,4], para qualquer t € [0,1], sem modificar a natureza do
problema.
Consideremos a fung¢do L : R x R —(—o00, +00] dada por

v2—5? se (s,v) € 2 x(0,+0)
L(s,v):=
+o0 caso contrario.

Notemos que o dominio de L (s,-) é (0,+00) para cada s € .
Verifiquemos as hipéteses bdsicas.
Pelas defini¢cées dos conjuntos 2, C e K, verificam-se as hipdteses basicas (i), (i) e (iii).
Queremos agora verificar a hipdtese bdsica (iv), isto é, ver se (s,v) — L (s,v) é sci.
Como a fungao L (-) é continua em 2 x (0, +00), em particular é sci em  x (0, +00).
Por outro lado, fixemos s € Q. Como
Ly (s,0) = 2073

Ly (5,0) =6v74>0
(pois v € (0,+00)), entdo L(s,-) é convexa em (0,+00), pela proposicdo 19.53. E como, para cada s € Q,
dom L(s,-) = (0,+00) é um conjunto aberto, convexo e ndo-vazio, temos que L (s, -) é convexa em R, pela
proposi¢ao 19.54. Verificando-se a hipdtese basica (v).
Seja (s,v) € Q x R qualquer entdo

L{s,0)>v 2 s> 5> -6,

logo temos L (s,v) > l(s), ondel: R — R é dada por
L(s) :=—6%,

a qual é limitada (por ser constante), em particular é localmente limitada inferiormente, verificando-se a hipétese
bdsica (vi).
Vejamos se a hipdtese bdsica (vii) é verificada. Consideremos a fungdo lipschitziana admissivel para (P),
T : [0,1] — R definida por
z(t):=4dt,

entao

A(T(-)):/OIL(f(t),'f'(t)) dt=/01 [5-2—(5 t)z} dt:(s—z—%ene,

como pretendido.
E claro, tal como no exemplo anterior, que (HE,) é satisfeita para qualquer k > §.
Vejamos agora (HEy). Calculemos

L(s,v) —v- Ly (8,0) =3 v 2 -2

Entao
lim sup {L(s,v)—v-Ly(s,v)} = lim sup {3 w2 32}
koo sea, Botoo oeo,),
VEK|v|>8 v€[0,+00),v>8
== 1‘ 3 -2 = 0
e
inf  {L(s,0) —v-Lo(s0)} = inf (Bv 2} =3k2- 06"
s€8, s€[0,6],

vEK,|v|<k v€[0,+00),0<v<k
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Por forma a termos (%) para algum k > §, vamos exigir que
0<3k2-62<36%2-4%

isto &,

, 6% <3672
o0 que acontece para § suficientemente pequeno. Para tal §, pode-se aplicar o teorema 4.5 e conclui-se que existe
uma solugdo lipschitziana. B

Vejamos um exemplo sem crescimento linear a duas dimensdes :

Exemplo 4.14 (sem crescimento linear). Seja n = 2, T = 1 e consideremos o problema de minimizar o
integral

Aee)= [ e 4 (@0 4ol 0) @)} a

onde :
-zi(t)>0gsem [0,1] ¢ =1, 2);
-z(0) = (0,0), z (1) = (81,02), com §; >0 (i =1, 2);
- 9(-) é continua;
-Q:= [O, 61] X [0,62],‘
- K := [0, 4+00) x [0, +00);
-C= {(0’ 0) ’ (61’62)}'
Consideremos a fungéo L : R?xR?—(—o0, +00] dada por

e +v3 +v; g(s1,52) se (s,v) € Q x ((0,+00) x (0, +00))
L(s,v):=
400 caso contrdrio.

Verifiquemos as hipdteses bdsicas.

Pelas definicbes dos conjuntos 2, C e K, verificam-se as hipdteses bdsicas (i), (%) e (#ii).

Queremos agora verificar a hipdtese basica (iv), isto é, ver se (s,v) — L (s,v) é sci.

Como a fungdo L (-) é continua em Q2 x ((0, +00) x (0, +00)), em particular é sci em Q x ((0, +00) x (0, +00)).
Fixemos s € §. Seja Ly 5 : (0, +00) x (0,4+00) — R a fun¢do dada por

Lis(v):=e".
Como a fungdo v — e~V definida em R™ é convexa (ver [30], p. 32) temos
Lis(Av+ (1 -Nw) = Lis (A (v1,v2) + (1= A) (wr, w2))

— e—(z\ v1+(1—A)w1)

IN

Ae+(1-Ne™

= A Ll,s (’U) + (1 - /\) Ll,s (’lU) ’

para quaisquer v, w € (0,+00) x (0,+00) e A € (0,1). Logo L, ,(-) é convexa e propria. Analogamente, as
fungées Lg s : (0, +00) X (0,+00) — R dada por

Ly s (v):= 'U%
e L s : (0,4+0c) x (0,400) — R dada por

L3¢ (v) :=v1 g(s1,52)
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sdo convexas e proprias. Logo a funcdo
L (51 ) = Ll,s + L2,s + L3,s

é convexa em (0, +00) x (0, +00), pelo teorema 19.68. Como para cada s € Q, dom L (s,-) = (0, +00) x (0, +00)
é um conjunto aberto, convexo e ndo-vazio, temos que L (s,-) é convexa em R, pela proposi¢io 19.54. Assim
verifica-se a hipétese bésica (v).

Como g (-) é continua no compacto 2, entdo g(-) é limitada em ) e vamos notar por go 0 minimo de g ()
em §) e por g; o mdximo de g (-) em ). Logo

L(s,v) > e ™ +v3 +v1 g(s1,52) > v1 go,
para qualquer (s,v) € 2 x R2. Desta maneira, temos L (s,v) > [(s), onde!: R — R é dada por
l(S) = 1 do,
a qual é Iimitada (por ser constante), em particular é localmente limitada inferiormente, verificando-se a hipétese
bdsica (vi).
Vejamos se a hipétese bésica (vii) é verificada. Consideremos a funcdo lipschitziana admissivel para (P),

7 : [0,1] — R? definida por
F(t) = (61 ¢, 62 £),

entao
1 1
AE() = / LE®),Z (1) dt:/ % + 62461 g (81 ¢, 62 1)] dt
0 0
1
= e B4 / 9(81 1, 85 8) dt,
1]
logo
1
A ze w8+ [ mdi=e 4G40
0
e

1
AE@() <e ™ +65+6 / g1 dt=e " +8+681 g1,
0

isto &, A (Z(+)) € R, verificando-se a hipdtese bdsica (vit).
Mostremos que (HE)) é satisfeita para qualquer k > §; + 02. Seja = (-) uma fungdo admissivel. Como

((1’1) ,’U) ={(1,1), (vth» =v; + U2 = ivll + l’U2| = I(vl"l)?)l = IUI ’

entao
[v| L v1 + ve

para qualquer v € [0, +00) x [0, +-00), temos
/ |2’ (8)] dt < / [z () + 5 (t)] dt = 21 (1) — 21 (0) + @2 (1) — 22 (0) = b1 + b2
0 0

Logo,
1 1
- ’ — . ' < , <
inf ess [ (0] = [ inf ess Jo' ()] o < [ 1ol <o +6a

pois i%£ ess |z’ ()] < |2’ ()| gs em [0,1]. Desta maneira, (HE1) verifica-se para qualquer k > 6 + d3.
<t<
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Vejamos agora (HFE3). Calculemos

L(s,9) = (v, VoL (s,0)) = €™ +v5+v; g(s1,52) — ((v1,v2), (e~ +g(s1,52),2 v2))

= e [l+v]—vi.

Entao

lim sup {L(s,v)—{(v,V,L(s,v))} = lim sup {e7" [1 +v1) — v3}

Botoo yeq B0 $€[0,81]%[0,52],
vEK,|v|>B v€ K=[0,+00) x[0,400),|v|>8
= lm (e?[1 -0)=0
Gim (e77[1+6]-0)

(=]

inf  {L(s,v) ~ (v,V,L(s,v))} = inf {e [14+vu]—v3} =eF1+k -k

sEN, SG[Os51]X[0762]1

vEK,|v|<k vEK=[0,+00)%[0,+00),|v|<k

Segue que (*) se verifica para qualquer k > 6, + 82 suficientemente pequeno tal que
0<e ®[1+k —k?%

e portanto para 8; + 82 suficientemente pequeno. Aplicando o teorema 4.5 concluimos que existe uma solugdo
lipschitziana. R

4.7.3. K tem de ser um cone

Pode-se pensar que, no teorema 4.5, a restricao de K ser um cone ¢ apenas uma exigéncia técnica para a
demonstracdo. No entanto, o seguinte exemplo mostra que quando K é um conjunto convexo fechado contendo
a origem, mesmo que se verifiquem todas as outras hipéteses do teorema, a existéncia de solugado pode falhar.

Exemplo 4.15 (K tem de ser cone). Segjan =2, T = 1, e consideremos o problema de minimizar o integral

A= [ {VIr @ P - @sinle @1} a,

onde :
-z’ (t) > 0gsem[0,1];
-:L‘(O) = (an)’ .’L‘(l) = (17% ;
- r é uma constante positiva;
-Q:=1(0,1] x [0, £];
-K :={(v1,v2) : 0 < v <1, w3 >0} = 0,1} x [0, +00);
-C:={(0,0),(1,%)}-
Note-se que K ndo é um cone, porque (1,0) € K, mas 4(1,0) = (4,0) ¢ K.
Consideremos a fungio L : R? xR?*—(—o0, +00] dada por

V1+v2 71 v sin|sy| se (s,v) € Q x ((0,1) x (0, +00))
L(s,v):=
+00 caso contrario.

Verifiquemos as hipdéteses bdsicas.

Pelas definigées dos conjuntos 2 e C, verificam-se as hipdteses bdsicas (i) e (iz).

Queremos agora verificar a hipdtese bdsica (iv), isto é, ver se (s,v) — L (s,v) é sci.

Como a fungao L (-) é continua em Q x ((0,1) x (0,+00)), em particular é sci em  x ((0,1) x (0,400)).
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Fixemos s € Q. Seja Ly 5 : (0,1) x (0,400) — R a fun¢ao dada por

Lis (v) := /1 + 2.

Como a funcao £ — /1 + £° é convexa (ver exemplo 4.10) temos

Ll,s (A v+ (1 - /\) w) = Ll,s (/\ (’Ul,’Uz) + (1 — /\) (wl,wz))

I

\/1+(,\ ve + (1 — A) wy)?

IN

Ay/14+024+ (1 —N)y/1+ w3

= ALis()+(1=X) Ly, (w),

para quaisquer v, w € (0,1) x (0,400) e A € (0,1). Logo L1 (-) é convexa e prdpria. Analogamente, a func¢ao
Lss:(0,1) x (0, +0c) — R dada por
Ly s (v) := —r vy sin|sy]

é convexa e propria. Logo a funcgdo
L (8, ) = Ll,s + L2,s

é convexa em (0,1) x (0, +00), pelo teorema 19.68. E como, para cada s € 2, dom L (s, ) = (0,1) x (0, +00) é um
conjunto aberto, convexo e ndo-vazio, temos que L (s, -} é convexa em R, pela proposicio 19.54. Verificando-se
a hipdtese bésica (v).

Como

L(s,v)z\/lﬂ—v%—r vy sin|sg] >1—rv; >1—r,

para qualquer (s,v) € 2 x R?. Desta maneira, temos L (s,v) > l(s), onde l: R — R é dada por
I(s):==1-r,

a qual é limitada (por ser constante), em particular é localmente limitada inferiormente, verificando-se a hipdtese
bdsica (vi).

Vejamos se a hipétese bdsica (vii) é verificada. Consideremos a fungao lipschitziana admissivel para P),
z : [0,1] — R2? definida por

T(t) = (t, g t),

/OIL("x‘(t),z'(t)) dt:/ol

2 2 s 2 2
= \ll—l—I—r; —cos(§)+cos|0|] —\/1—}-?—1*;6]1{.

verificando-se a hipdtese bésica (vii).
Mostremos que (HE) se verifica. Seja z(-) € T’ (Z(-)) entdo

entao

I

Az ()

1+ (g)z —r1 sin‘g t’] dt

A ()

v

Me) = [ L. ) az | [ L+ @ () -7 o] @sinfea 0]

v

1 1 1
[) [ ()] — 7 ) (8)] dt > /0 (12 (8)] — 7] dt = [] @ (8)] dt—r



4.7 Exemplos do caso auténomo 153

(pois 0 < z7 (t) < 1), logo
/O 2 ()] dt < AZ () +7
Donde

1
inf ess [z} (1)] = / inf ess |25 (£)] dt < A 2y (1)] dt < A () +7

pois igfsé.ﬁs |z5 (£)| < |z5 (t)| gs em [0,1]. Além disso,
|z ()] = 1 (¢) < 1 gs em [0,1],
porque 0 < zf (t) < 1. Entéo
|2 (®)] = (] (8) , 22 ()] = |} ()] + |23 ()] < 1+ |25 (2)] gs em [0,1],

donde
. , , ,
uaf;é.sis ' (2)] < |2’ ()] < 1+ |25 (2)].

POI‘ OutI‘O ladO,
+ t > v : + ! > .

— /
Logo para ¢ = 1%2 &5 |z ()| temos
H / < H / — : / < (. .
inf ess |2' ()] <inf ess [1+ a5 ()} =1+inf ess op ()| <1+ A@()) +7

Consequentemente, (HE,) acontece para qualquer k > 1+ A(Z(-)) +r
Vejamos agora (HE,). Calculemos

L(s,v) = (v,V,L(s,v)) = 41/1+v5—7 v sin|ss|— <(v1,v2), (—7' sin |sg], \/%)>

1
V1+ud

Entao

1 1
lim  sup {L(s,v) —(v,V,L(s,v))} = lim sup {——} = lim (—) =0
prkee seq, oo s€[0,1]x[0,], V1+43 B—too \ /1 + 2

veK,|v|>8 2€[0,1]x[0,+00),|v|>B

1 1
inf  {L{s,v)—{(v,V,L(s,v))} = inf = .
s€Q, s€0,11x[0,], V1+vs V1+k

vekilvl<k ve[0,1]x[0,+00), vl <k
Assim () acontece para qualquer k > 1+ A(Z (-)) + r tal que
0< L
V1I+kZ

E portanto, (*) tem lugar para qualquer k > 0. Logo a hipétese extra (H E3) é verificada.
Entéo verificam-se todas as hipéteses do teorema 4.5 excepto K ser cone.
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Vamos agora mostrar que o problema ndo admite solucdo para r suficientemente grande. Para isso,
observemos que as restricoes implicam que qualquer funcdo admissivel z(-) tem de ter z; (t) = t. Assim, o
problema dado é equivalente ao problema de minimizar

/01 { 1+ (¥ (1) -Tsin|y(t)[} dt,

na classe das func¢ées y (-) € AC ([0,1],R) satisfazendo y (0) = 0, y (1) = 5. Mostremos (como no exemplo 4.11)
que ndo existe solucdo quando r excede 1+ . Sejar > 1+ 5. Analogamente, ao exemplo 4.11, quando y () é
solugdo para (P) temos A (y (-)) > 0. Vamos entdo definir uma sucessdo de funcées admisstveis y; : [0,1] — R
por

izt set € [O, %]

yi(t)::
z sete(},1], VieN,

onde z é um vector constante de norma 5. Entdo para cada i € N, vem

/ol{m—f Sinlyi(t)l} dt
/0% {m—r sin|izt|} dt+/;{m—r Sin|z|} it

1
= %\/lﬁ—lizz — é [—cos|z| + cos|0]] + (1 — r sin|z]|) (1— ;)

= il?—'— (g)z - J%‘j [— cos (g) + 1] + (1 — %) (1 — 7 sin (g)) (pois |z| = -;E)

tl

Ay ()

I

logo

+1——r<0(pois'r>1+g),

I

. . 1 =2 2r 1
lim A(yi (")) = lim { i—2+z*i—+(1—r)<1—;)}=

i—-+00 i—+00

entdo nao pode existir nenhuma solugdo y (-) com A(y(-)) > 0. E portanto, o problema (P) nédo tem solugdo
quando k>1+ 7. A
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5. O problema nao-auténomo

Consideremos agora o problema (P), sob as condigdes (1.1) e (1.2), com lagrangiano
L : [0,T] x 2 x R* — [0,4+00] satisfazendo as seguintes hipGteses bésicas e hipGteses extra. Estas
hipéteses sdo as mesmas consideradas no caso auténomo (ver seccio 4), excepto que o lagrangiano terd agora
de ser > 0. Ou seja :

5.1. Hipé6teses bisicas

() 2 C R™ (ver (1.2)) é fechado;
(i1) C C R™ x R™ ¢ fechado e é um conjunto compacto pelo menos uma das projeccoes
C,:={z € R": (z,y) € C para algum y € R"},
Cy:={y € R": (z,y) € C para algum z € R"};
(¢it) K C R™ é um cone convexo fechado;
(4v) a funcdo (s,v) — L (t,s,v) é sci (semicontinua inferiormente) V ¢t € [0, T;
(v) para cada s € 2 :
(v1) a fungdo L (t,s,-) é convexa V t € [0,T];
(v2) o dominio dom L (¢, s,-) é um conjunto aberto, convexo e nio-vazio, independente de t designado
por dom L (s,-);
(vi) para cada s € R e v € dom L(s,-), a funcio
t — L(t,s,v) é lipschitziana;
(vii) existem constantes ndo-negativas A e 7 tais que :
|L¢ (£, 8,v)] < A L(t,s,v) +n gsem [0,T] Vse Vovedom L(s,-);
(vii?) existe uma funcgdo lipschitziana Z (-) € X para a qual A (Z (+)) ¢ finito (ver (P)).

No que segue consideraremos o conjunto de subnivel
FE()={z()eX:A(z()) <AE())}
e o seu subconjunto
Ly () =T (£(-)) N ACo (0,T), ™).
5.2. Hipé6teses extra
A primeira hipdtese extra, é :

existe k > 0 tal que qualquer func¢éo z () de I' (Z (-)) satisfaz

(HEy) _
ess inf |z’ (t)| < k.
0<t<T
A segunda hipétese extra é :
( para algum k satisfazendo (HE)), vale
(Jim s (D(50)~ (0 0L( 500} + D AGO) +aT) <
—o SES,
(HE) { "o
(%)<
< inf {L(¢s,v)— (v,8,L(¢,s,v))}.
uels(ﬁfxzkk,
{ { t€0,T)

(Aqui 8,L (t,s,v) é o subgradiente da fungao convexa L (t,s,"); {-,-) é o produto interno em R"; e A, 7 sdo as
constantes do ponto (vii) das hipéteses basicas.)
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5.3. O teorema 3 do artigo: enunciado e demonstragao

Nesta seccao os problemas (Ps) e (Pg (), e o valor Vp () sio idénticos aos do caso auténomo, exceptuando
o integral a minimizar, que passa a ser o seguinte

T
Az (")) :=/0 L(t,z(t),z' (t)) dt.

Teorema 5.1. Suponhamos a validade das hipdteses bésicas e as hipcteses extra (HE;) e (HEs)'. Entio o
problema (P) tem solugao e, além disso, qualquer solugdo z (-) é lipschitziana e satisfaz

Litz(t),7 () — (& ¢),p () =c+/0 ¢(r) dr gsem [0,T), (5.1)

onde ¢ é uma constante e p (-) e £ (-) sdo fungées mensuraveis tais que

p(t) € 8,L(t,z(t),z' (t)) gsem [0,T],

E() € 8 L(t,z(t),2' (t)) gsem [0,7].

Demonstracao:
A demonstracido do teorema no caso auténomo necessita de algumas modificagbes que vamos indicar.

(Parte 1 da demonstragio do teorema 5.1 : V5 (-) é finalmente constante)

Primeiro vamos mostrar que Vp (-} é finalmente constante. Demonstrar esta afirmacéio é andlogo a demonstrar
o lema 4.4. Desta maneira, a demonstracio é idéntica 4 do lema 4.4 até a altura em que obtemos (4.38).

Confirmemos agora se estamos em condigdes de aplicar o teorema 2.1. Por hipétese,
L:[0,T} x  x R* — [0, +00] é um lagrangiano que satisfaz o seguinte :

(i) @ c R™ (ver (1.2)) é fechado;

(i3) C C R™ x R™ é fechado e é um conjunto compacto pelo menos uma das projecgoes

Cy:={z € R": (z,y) € C para algum y € R"},

Cy:={y € R": (z,y) € C para algum z € R"};

(44t) K C R™ é um cone convexo fechado;
(iv) a fungdo (s,v) — L (t,s,v) é sci (semicontinua inferiormente) ¥ ¢ € [0, T;
(v) para cada s € 2 :
(v1) a fungdo L (¢, s,-) € convexa V t € [0,T7;
(v2) o dominio dom L (t,s,-) é um conjunto aberto, convexo e nao-vazio, independente de ¢ designado
por dom L (s,-);
(vi) para cada s € Q e v € dom L (s,-), a funcdo
t — L (¢, s,v) ¢é lipschitziana;
(vii) existem constantes ndo-negativas A e i tais que :

|L¢ (t,5,v)] <X L(¢,s,0)+nqsem (0,7 VseQ Vwvedom L(s,');
(viii) existe uma funcéo lipschitziana Z (-) € X para a qual A (Z (-)) ¢ finito (ver (P)).
No que segue consideraremos o conjunto de subnivel
F@()={z()eX:A=() <AE()}

¢ o seu subconjunto

Ty (F(-)) =T (2(-)) N ACo ([0, T],R").
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Pela hip6tese basica (viii) hi-de existir uma fungéo lipschitziana Z (-) € X para a qual A (Z (-)) < . Logo,
Z (-) é admissivel para (Pg (a)). E como z (-) é solugio de (Py («)), entdo

A(z(:)) £A(y()),Vy() admissivel para (Ps(a)), e z(-) € AC§ ([0,T],R™). (5.2)

Em particular,
A(z() <AE()).

Logo, 2(-) € T (Z(-)) :=T(Z(-)) N ACy ([0, T],R™). Além disso, como z (-) é admissfvel para (Pg (Ag (z (})))),
entdo z (-) é admissivel para o problema (P). Assim, por (4.38), vem

f@() 2 F(=0),

para z (-) € I'g (% (-)), e para qualquer funcéo z (-) € ACy ([0, T] ,R™) admissivel para (P) tal que Ag (z (-)) estd
suficientemente proximo de Ag (2 (-)).

Isto confirma que de facto estamos em condi¢des de aplicar o teorema 2.1, o qual garante a existéncia de
uma funcéo integravel £ (-) tal que

§(t) € 8L (¢t 2(t),2 (t) gs em [0,T],
e a existéncia de uma constante ¢ e uma funcdo mensurdvel p (-) com
p(t) € 8L (t,z(t),2 (t)) qsem [0,T),

tais que

L(t,z(8),2' (1) = 2" (1) -p(t) +7 0 (1 @®)]) - |’ ()] & (12" (®))) =C+/0 £(r) dr gsem [0,T].  (5.3)

Mostremos agora que
sup ess |2’ (t)| > B,
0<t<T

onde 3 & qualquer nimero menor que 8~ (a/T).
Note-se que também acontece

A(z(-)) £A(z()),V z(-) admissivel para (Py).

E como 2 (-) é solugdo para (Py (), entdo z (-) é admissivel para (Py). Logo, z (-) é solugdo para (Ps). Assim
(analogamente a parte 2 da demonstragio do teorema 4.5)

2 () € L™ ([07 T] an) .
Consequentemente, pela proposigiao 13.28,
sup ess|z’ ()| = |2 ()|} o > |2 ()] gs em [0,7].
ogtsT Iz @) =12 (), ([0,T],R )—| @) @ [0, T}

Como 6 (-) é uma funcéo estritamente crescente, vem

6 (sup ess |2’ (t)|) > 6|2 (t)]) gs em [0,T].

0<t<T
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Além disso, existem os integrais fOTG (sup ess|z (t)l) dt e fOTQ(lz' (t)]) dt (o primeiro existe pois
0<t<T

9 (sup ess |z’ (t){) é uma constante e o segundo existe pela demonstragio do teorema 2.1). Entdo, pelo lema

0<t<T
1112,
T T
T <sup ess |2’ (t)l) :/ 9 (sup ess|2’ (t)|) dt 2/ 8(17 )]) dt = Ao (2()) =
0<t<T 0 0<t<T 0
Donde,

6 (sup ess |2’ (t)l) > 2.
0<t<T T

E como, por hipétese, 6 (-) € C* ({0, +00), R) e & estritamente crescente, segue do teorema 16.8 que
sup ess|z' (t)] > 67" (2) .
0<t<T T

Logo,
@) >B,VB:8<6t ay.
sup ess|2/ (8] > B,V 5: 5 (%)

Note-se que devido a 8~ (a/T) tender para +oo quando a tende para +oo, podemos tomar § arbitrariamente
grande fazendo « suficientemente grande.

Como
esssup |2’ (t)] > B,
0<t<T
isto &,
inf{ceR: |2 (t)] <cgsem [0,T]} > B,
entao

31, C[0,T) com p(l) >0: 12" ()] > B, Vte .

Logo, de (5.3) para algum s; € (2, para algum v; € K com |vi] > 3, e para algum p1 € 6, L (t1, 81,v1), vem

L(t1,s1,01) — (v, p1) +7 [0 (jur]) — |va] &' (Joa )] =C+/] §(r) dr.

Isto &,

c=L(t1,s1,v1) — {vi,p1) +7 [9(]v1|)—|v1| 9'(11}1])] —/.5 £(7) dr.

- Desta igualdade temos

t
¢ = L(t,s1,m)— (v,m)+r [#(vi]) = |vi] 9'(|01|)]-A £(r) dr (5.4)
< sup {L(ts,0)— (0,8,L(tso)}+r sup  {8(v]) vl & ()} +
sES, s€Q2,
’UEK,"U|>(3 ’UGK,I’U|>,B
te[0,7T) tel0,77]

+ sup /0 (& (7)] dr.

te[0,T)
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Como 2 (-) € I'(Z (-)) e vale a hipétese extra (HE}), temos que existe k > 0 tal que
inf ess|2’ (t)| <k,
0<t<T
isto é,
sup{c € R: [ (t)] >cqgsem [0,T]} < k.

Desta maneira,
31, C[0,T) com p(la)>0:|2' ()| <k, Vtel.

Logo, de (5.3) para algum s; € 2, para algum vz € K com |vg| < k, e para algum p2 € 8, L (t2, s2,v2), vem

L (t2, 2,v2) — (v2,p2) + 7 [0 (jva]) — |va| 6" (Jva])] :C+/U §(r) dr.

Isto &,

¢ = L (tg, 52,v2) — (v2,p2) +7 [0 (Jva|) — |v2| 6 ([va])] —/O &(r) dr.

Desta igualdade temos

t
¢ = Lt s2,v2) — (va,p2) +7 [0(|v2]) —[val| &' (Jva])] —/0 £(r) dr (5.5)
> inf {L(t,5v)—(v,0,L(tsv)}+r inf {0(v])—|v] &(v)}+
S Q, 8 )
vEK€,|v|<k veKE,[S3|<k
te(0,T) te[0,T)

+ inf i [—&(7)] dr.

tefo, T Jo

Juntando (5.4) e (5.5) resulta

r lég {0(v) ~ vl (o)} — sup  {6([v]) - |v] € ([v])} (56)
SEL, €,
veK,|v|<k veK,|v
t€l0, 1] o’

< sup {L(t,s,v) — (v,0,L(t,s,v))} — inf {L(¢,s,v)— (v,0,L(t,s,0))}+

SEQ, se,
vEK,|v|>8 vEK,|v|<k
t€(0,T) t€[0,T)

+ sup /0 £ ()] dr— inf [ [~£(7)] dr.

tef0,T) t€[0,T] JO

Mostremos agora que

swp [ ar— it [-£@) ar<an@ Q)+

tefo,T]
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Atendendo a

[ eenar=— [ et an

consideremos a fungéo hy : [0,7] — R dada por

hy (t) ::/0 £(r) dr.

Como £ (-) € L*([0,T],R"), entdo hy (-) &€ AC, pela proposicdo 18.7. Consequentemente, —h; (-) é AC pela
proposicao 18.8. E portanto, a funcdo ho : [0,7] — R dada por

t
ha (2) = /O [€(r) dr

é AC. Logo existem tg, t; € [0,T], com %o # t; tais que

sup. /0 e dr= [ 1-e ) dr

te[0, T
€ t to
it [ ) ar= /0 (£ (r)] dr.
Entéao,
t t t to
s e ar- e [it@nar = [colar- [Treoie 60

- ‘/tlf(r) ar+ [ () ar.
0 0

Se to < t1, vem

i 0 ty
(5.7 = — £(r) dr —/ E(r) dr =— &(7) dr.
0 to

to

Por outro lado, se

s [-em) = | “ e dr

te({0,7T)
e t .
if [ [-€(r)] dr= [ [-€£(7)] dr,
te0,71 Jo 0
entao,
¢ t to t
LES[‘;E‘]_/O £ ()] df_zel[%,fn/(; [—¢(r)] dr = A ¢ (7)] dT — A [—£(7)] dr (5.8)
= - Og(r) dr + lg(r) dr.
0 0

Se ty < t1, vem

0 151 t
(5.8) = £(r) dr + E(r) dr = £(r) dr.
to 0 to

Assim,

sup /0 e ) dr— inf /O [£(7)] dr =+ /t ‘¢ (r) dr, (5.9)

te(0, )
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onde ty e t; sdo pontos no intervalo (0,7, com ¢y < ¢;. Como
E(t) € B L(t,2(t),2' (t)) gsem [0,77],
temos, pela hipétese (viz)

€@ <ALt 2(t),2' () +n s em [0,T], (5.10)

para algumas constantes nido-negativas A e 5. E como £(-) € L!([0,T},R™), entdo |£(-)| é integrdvel, pela
proposicao 18.9. Donde,

t1
+ E(r) dr <

to

141
£(r) dr

to

<[k@iar (5.11)
< / A L(r,2(r),# (7)) + ] dr (por (5.10))

= A lL(’r,z(’r),z'(’r)) d‘r+7)/l dr

to tO
T T

< /\/ L(r,z(1),2 (7)) d7'+n/ dr
0 0

(pois L(-) > O0e z(-) é admissivel para o problema (P))

= AA(z(5) +nT

IA

A A () +nT (pois T (-) é admissivel para o problema resolvido por z (-) ).

E portanto, de (5.6), (5.9) e (5.11), resulta

r| o {0(v) — vl &' (W)} = sup  {O(l) = |v] 6 (lv])}

EISIN s€ql,
veK,|v|<k vEK,|v|>B
te(0,7) t€{0,T)

< sup {L(t,s,v) — (v,0,L (¢, s,v))} — iné' {L(t,s,v)— (v,8,L(t,5,v))} +
sE

s€N, s
vEK,|v|>8 veEK,|v|<k
te[0,T) te(o,T]

+{AA@())+nT}.



162

Isto é,

T g {8(jv) v & (v} — sup  {O(v]) —Iv| & (o))} (5.12)
sedd, SEQ
veK,|v|<k v {
2el0,1] pr Y i

< sup {L(ts,0)— (0,8,L(tsv)}+{NAGE())+qT}+
vek o]
te(0,T)

— inf  {L(t,s,v) — (v,0,L(t,s,v))}.
s€ER,
veEK,|v|<k
te(0,T]

Para a, e consequentemente 3, suficientemente grandes, o lado direito da desigualdade (5.12) é negativo. De
facto, como vale a hipétese (H E5)’ e fazendo 8 — +00, no lado direito da desigualdade (5.12), vem

ﬁh‘}} sup {L(t,s,v) — (v,0,L(t,s,v))} +{AA@E())+0T}+ (5.13)
— 400 Q,
veR Jo}>B
te[0,T)

— inf  {L(t s,v) — (v,8,L(t,5,0))}
s€Q,

veK, |v|<k
t€[0,T]
< inf  {L(t,s,v)— (,8,L(ts,v)}— inf {L(tsv)— (v,0,L(¢s, v))} =0.
sEQN, s€Q,
v€K€,|v|<k v€K€,|v|<k
tel0,T] te(0,7

Por outro lado, para o, e consequentemente (3, suficientemente grandes, o termo dentro do paréntesis do
Jado esquerdo é positivo. De facto, fazendo 8 — +00, e como k > 0, entdo pelo lema 4.7 (aplicado a 6 (-))

Jim it (8D —lel & (b} s {8(w)~ 1ol & (D) (5.14)
— 400 s€N, s€Q,
vEK,jv|<k veEK,|v
te[0,T] etle{[é,lﬁﬁ

> inf  {O()) =0 & (W)} - if  {8(])—[v] & (o)} =0.

se, s€Q,

veK,|v|<k vEK,|v|<k
t€[0,T) t€{0,7]

De (5.12), (5.13) e (5.14), segue que 7 & negativo, o que contradiz o facto de termos suposto r > 0. Logo, nao
podemos ter ¢ # 0, mas sim ¢ = 0. E portanto, V5 (-) ¢ finalmente constante.
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(Parte 2 da demonstragao do teorema 5.1 : como Vp (-) é finalmente constante, entio o problema
(Ps) admite uma solucio z (-) que satisfaz a equagio do enunciado do teorema 5.1)

Para o suficientemente grande, Vy (o) é finito, pelo lema 4.1 (7). Desta maneira, existe & € R suficientemente
grande tal que
Vo () éfinitoe Vp (@) = Vo (), Va > a.

Seja z () uma solu¢do de (Py ()) (a qual existe pelo lema 4.1 (ii)).
A demonstracdo segue como na parte 1 da demonstracio do teorema 4.5 até a aplicagio do teorema 2.1,
para r = 0. Desta maneira, o teorema 2.1 garante a existéncia de uma funcdo integravel £ (-) tal que
£(t) € B L(t,2(t),2 (t) asem [0,T],
e a existéncia de uma constante ¢ e uma fun¢io mensurével p (-) com
p(t) € 8uL(t,2(t),7 (t)) asem [0,T],
tais que
Lt,z(),2 @) —{(Z#),pt))=c+ /Otﬁ (r) dr qsem [0,T. (5.15)
O que significa que z (-) satisfaz a equagdo (5.1).
(Parte 3 da demonstragio do teorema 5.1 : z(-) é lipschitziana)
A equagio (5.15), na presenca de (HEs)’, implica que 2’ (-) é essencialmente limitada, isto &,
38>0:|2'(t)] < B, qgsem [0,T].
Suponhamos, com vista a um absurdo, que 2’ (-) ¢ L*° ([0, 7],R"). Entdo para qualquer 8 > 0,
3L C[0,T] comu(lL)>0:12' @) >B,Vtel.

Logo, de (5.15) para algum s; € Q, para algum v; € K com |v1} > 8, e para algum p; € 8,L (t1,s1,v1), vem

t
Lt s1,00) = n,p) =+ [ () dr.
0
Isto &,
t
¢ = L(t1,s1,v1) — (v1,p1) —/ §(r) dr.
0
Desta igualdade resulta

c=L(t1,sl,vl)#(v1,p1)—/0. E(r) dr < sup {L(t,s,v) — (v,8,L{t,s,v))}+ sup /0 [—£(7)] dr. (5.16)

s€Q, t€[0,T]
vEK,|v|>8
tef0, 7]

Como z(-) € I'(Z(-)) e vale a hip6tese extra (HE;), entdo existe & > 0 tal que
. ]
1g£tg%s|z (t)] < k,
isto &,
sup{c€R: |2 ()] >cqgsem [0,T]} <k.

Desta maneira,
3L C[0,T] com p(ly) >0: |2 (t)| <k, Vitel.
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Logo, de (5.15) para algum sg € 2, para algum v € K com lva| < k, e para algum po € 9, L (t2, $2,v2), vem
¢
L (ta,52,v2) — {v2,p2) = ¢ +/ £(r) dr.
0

Isto é,

¢
¢ = L (t3,52,v2) — (v2,p2) — / £(7) dr.
: 0
Desta, igualdade temos

t i
c=1L (t2s 32"02)*(”2?172)—/ f(’l’) dr > mé {L (t’ Sy ’l)) - (’l), Oy L (t, S ’U))}+ il'lf‘ / [—f (T)] dr. (5'17)
0 vei(e,lvidc cem Jo
tel0,T]

Juntando (5.16) e (5.17) resulta

0 < sup {L(t s,v)— (v,0,L(t,5,v))} — sienfﬂ {L(¢,s,v)—{(v,0,L(t,5v))}+ (5.18)

SEQ, )
veK,|v{>B vEK,|vi<k
te[0,T] tel0,T]

+ sup /0 (—¢(r)] dr— inf [ [-€(r)] dr.

€0, tefo, 71 Jo

Ja vimos que

sup [[1-e @) ar— e [ @) ar<an@o) -+t

te[0,7)

Entdo, de (5.18) vem

0 < sup {L(ts,v) — (v,0,L(t,s,v))} — inf {L (¢, s,v) — (v,0,L (L, 5v))} +

ool Klui<k
v v ve K, |v|<
P ielo,7]
+{AAE () +nT}.
Isto &,
0 < sup  {L(t sv)— (v,0,L({Et s, o))} +{NAEZ () +0T}t+ (5.19)
3€Q,
vGKfl'U|>5
te[0,T]
— inf  {L(¢t,8v)— (v,0,L (2, s5,v))}-
s€EN,
v€K€,|v[<k

tef0,T})
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Para 3 suficientemente grande, o lado direito da desigualdade (5.19) é negativo. De facto, como vale a
hipé6tese (HEy)' e fazendo 8 — 400, no lado direito da desigualdade (5.19), vem

Gim | sup {L(t,s,0) = (0,8,L (¢, 5,0))} +{AAE () +nT}+
s€SY,

vEK,|v|>B8
te[0,7]

— inf {L(%s,v) — (v,8,L(t,s,v))}
sef,
vEKe::Iv|<k
tel0,7T)

< inf  {L(¢,8,v)— (v,0,L(ts,v))}— inf {L(s,v)— (v,0,L(¢,s,v))}=0.

SEQ, sEQ,
veK,|v|<k veEK,|v|<k
te[0,T) te(0,77]

O que contradiz (5.19). E portanto, 2’ (-) é essencialmente limitada. Logo,
2'(-) e L™ ([0,T],R™).

Além disso, pela parte 2 da demonstragio do teorema, 4.5,
z(-) € L7 ([0, T],R"),

logo
z(-) € Wt ([0, T],R"™).

Consequentemente, z (-) é lipschitziana, pela nota 15.3.
(Parte 4 da demonstragao do teorema 5.1 : 2(-) é solugédo de (P))
E idéntica a parte 3 da demonstracéo do teorema 4.5.

(Parte 5 da demonstragdo do teorema 5.1 : qualquer outra solugio zZ(-) do problema (P) &, tal
como z(-), lipschitziana e satisfaz a equacao do teorema 5.1)

Seja Z (-) uma qualquer outra solugdo de (P), e mostremos que z (-) também é solucio de (P,) para alguma
fungéo de Nagumo 9 (-) tal que Z(-) € ACy ([0,T],R™). Como Z(-) € ACy ([0, T],R"™) e é solugdo de (P), entdo
¢ admissivel para (Py) (analogamente ao que foi feito na parte 3 da demonstragéo do teorema 4.5). Além disso,
se y () & uma solucdo de (P,), a qual é admisstvel para (P), temos que

Ay() <AGEO) <A().

Logo,
A () =A(z())-

O que significa que Z (-) é solu¢do de (Py). Entdo, analogamente ao que vimos para z (), concluimos que % ()
é lipschitziana e satisfaz a equagio (5.1).

Mostrdamos entéo que qualquer outra solugio Z (-) do problema (P), tal como z (-), & lipschitziana e satisfaz
a equacdo (5.1).

O que completa a demonstracdo do teorema 5.1 do artigo. B



166

5.4. Exemplo do caso nao-auténomo

Exemplo 5.2. Sejamn=1,T =1, e L:(0,1] x RxR —[0, +00) dada por

L(t,s,v) =¢(t) V1+02

onde ¢ : [0,1] — (0,+0c) é uma funcio continuamente diferencidvel e tal que

m:= min @(t) > 0.

Consideremos o problema (P) de minimizar

Me()= [ Lo @).o ©) &

sujeito a :
-z(0)=0,z(1)=¢c>0;
-C:={(0,9)};
-K:=R.
Além disso, como L(-) satisfaz a condi¢do de crescimento linear

L(t,s,v) >m [v],V (t,s,v) € [0,1] x RxR,

entdo podemos adicionar a restricdo
z(t)eN,Vtel0,1],

onde Q é algum conjunto compacto (como no caso coercivo) sem alterarmos a natureza do problema.

Pelo facto de termos suposto que §} é compacto e pelas defini¢ées dos conjuntos C e K, podemos afirmar
que as hipéteses bdsicas (i), (it) e (iit) sdo satisfeitas.

Como a funcao L (-) é continua em [0, 1] x RxR, entdo é continua em R? pela proposi¢io 4.6 e em particular
é sci em R?, verificando-se a hipétese bdsica (iv).

Fixemos (t,s) € [0,1] x Q. Entdo a fun¢do L (t,s,-) é convexa (ver exemplo 4.10) e dom L t,s,-) =R éum
conjunto aberto, convexo e nao-vazio verificando-se a hipdtese béasica (v).

Vejamos agora se se verifica a hipdtese bdsica (vi), isto é, para cada s € Q e v € dom L(s,") a fungdo
t — L(t,s,v) é lipschitziana.

Fixemos s € Q ev € dom L(s,-).

Seja também

— ’
pi= max o' ()]

(o qual existe por [0, 1] ser compacto e ¢’ (-) continua), entdo

le" (@) < max, o’ () =2, VT € [0,1].

E como ¢ : [0,1] — R é uma funcio continuamente diferencidvel temos
l‘P(tl) - ¢ (t2)| S H Itl - t’2| 3 v tly t2 S [0’ 1] 7

pela proposicdo 16.7. Sejam t1, ta € [0, 1] quaisquer, entdo

IL(tlvs’v) - L(t2137v)| = .‘p(tl) va! +v? - (p(tz) \/1 +v2| = \/1 +v? I(,D(tl) - ‘P(t2)|
V142 plty —te] =F |t — t2| (fazendom = V1 +v2 p).

Isto 6, a funcao t — L (t, s,v) é lipschitziana, para cada s € Q ev € dom L (s,-).

IA
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Segue que
W O < £ o), vee,,

logo L (') satisfaz a hipdtese bésica (vii) com A = £, 1 =0. De facto, para cada s € Q ev € dom L (s,-) vem

Le(ts,0)l = [VIFO? ¢ ()] = VITO o' @ < VT2 < VIT 2 o) &

(pois p (t) > m = i‘—’}nﬂ > 1), o que significa que para A = £ e 71 = 0 a hipdtese bdsica (vii) é verificada.
Vejamos se a hipétese basica (viii) se verifica. Seja a funcéo lipschitziana admissivel para (P), Z : [0,1] — R
dada por

Z(t):=ct,
entao
A(E(-)):/O LE®),7 (t) dtz/olcp(t) N dt=\/1+c2/0 o(t) dt =7 V1t &,
onde

7= [ o)

Logo, verifica-se a hipdtese bdsica (viit).
Vejamos se (HE,) é satisfeita. Pela demonstragdo do teorema 4.8 (caso coercivo) a condigdo de
crescimento linear faz com que (HE,) seja satisfeita para qualquer

b AGO) -l _PVIFS

011 m

Resta-nos verificar (HE,)' para algum k arbitrariamente proximo de £X2*< . Calculemos

v ()
Vit Vito?

L(t,s,v) —v-Ly (¢, s,v)=¢(1) v 1+v2—v P (t)

Entao, se

M = t
max e (t)

(o qual existe por [0, 1] ser compacto e ¢ () continua), temos

. ) p(t) } . M
lim L(t,s,v) —v- L, (t,s, = lim s = lim |——|]=0
o {L(bew) (hoo)} = lim - sup {rﬂz e\ is B

vEK,|v|>8 vER,|v|>6
t€[0,1] tel0,1]
’ 0
. ) ® m
inf L(t,s,v) —v-Ly,(ts,v)} = inf = .
s€Q, (Lt a0) ( )} s€Q, {\/1+v2} V1 + k2
vEK,|v|<k vER,|vi<k
t€[0,1] tef0,1]
Além disso,

AA(E(-))+1}1:%¢ Vite+o) =Lz V/1+e

3=

Entdo, para k > 21X (i) reduz-se a

0+%¢\/1+c2< n e

VITE  /m2+32 (1 +c2)

2
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donde

up \/1+62\/;2+¢2(1+02) <m3.

Queremos agora mostrar que
p<m+p.

1 1 1 t
b= [wde= [ mwe oo dez [ 101 dez [0

> |[ v dt'le(t)—cP(S){ZIso(t)l—lw(S)l=90(t)—¢’(3),Vt,3€[0,1]

(pois ¢ (t) > 0,V t € [0,1]), entdo
p) <p(s)+up, Vit s€(0,1].

Em particular, a desigualdade anterior também acontece para o min ¢ (t) =: m, isto &,
¢

€[0,1)
pt)<m+p Vtel01].
Logo
1 1
¢:/ @ (t) dtg/ [m+pu dt=m+p.
0 0

Entdo uma condicao suficiente para que (H Ez), se verifique é :

p(m+ p) \/1+c2\/m2+(m+u)2(1+c2)<m3. n

Portanto, deduzimos :

Proposicio 5.3. O problema (P), no caso particular descrito no exemplo 5.2, tem solucdo desde que p seja
suficientemente pequeno (isto é que ¢ (-) seja quase constante), para cada par m, c fixado.

Na anélise anterior, vimos apenas condigdes suficientes para garantir a existéncia de solugdo. No entanto,
a existéncia de solucdo falha a ndo ser que alguma restrigio seja estabelecida em ¢ (-). Uma vez que A(:) é
convexo, podemos estabelecer uma caracterizacdo exacta das condigdes em ¢ (-) para garantir a existéncia de
solucdo. Desta maneira consideremos o seguinte resultado :

Proposicdo 5.4. Sejam n =1, t;, ts € R comt; <ty e ¢ : [t1,t2] — (0, +00) uma fungdo continuamente

diferencidvel. Entdo o integral ,
2
A= [ e Vi+@ 0 @
1

tem um minimo absoluto das funcées z : [t1,t2] — R AC (absolutamente contfnuas) com z (t1) = t1, = (t2) = to,

t1, to fixados, se e s6 se
t2 m
]$2—$1|S/ —— dt
by e )" —m?

m:= @(t) .
t€(t1,ta]

onde

(Ver [9], p.440.)

Assim o problema (P) (do exemplo 5.2) tem solugdo se e s6 se

|z (1) — =(0)| _<_/0 ——((‘OT‘"\/——;—';;_—;

dt.
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5.5.0cason=1

No caso especial n = 1, o teorema do valor médio (teorema 16.6) permite simplificar as hip6teses extra,
fornecendo o valor k de (HE;) e (HE>), desde que se tenha a informagio extra :

(A) z(t) € int @V t € [0,T] para qualquer z (-) em I' (Z(-));
(B) L(-) é localmente lipschitziana em (¢, s,v) e, para as constantes kg e cg, satisfaz
|0s L (t,8,v)| < ko |L (2, s,v)] + co,V (¢,8,v) € [0,T] x 2 x R™.

Assim, se n =1 e valem (A) e (B) (por exemplo se 2 = R™ e L (-) é lipschitziana), em lugar de (H E)) mais
(HE3), supe-se que vale

( para algum k > kg ::sup{@l:(xl,xz)eC’},vale

4

131320 sup {L (t7 8, v) - (v7 O,L (ta 3)”))} + {’\ A (T ()) +7 T} <

" Kul>8
veK,|[v|>5,
(HEZ) { ( )1 4 tE[O,T]
*
< inf  {L(ts,v)— (v,0,L (¢, s,v))}.
ve!ﬁ?kk,
te[0,T)

Note-se que permanecem as hipéteses bésicas do problema néo-auténomo (ver subseccgdes 5.1 e 5.2).

Teorema 5.5. Suponhamos que n = 1 e valem as hipéteses basicas e as hipdteses extra (A), (B) e (HE3)".
Entéo o problema (P) tem solugio e, além disso, qualquer solugdo z (-) é lipschitziana e satisfaz

Ltz (t),7 () - (& (), p(®) = c+ / £(r) dr gsem [0,T],

onde ¢ é uma constante e p(-) e £ (-) sdo fungGes mensurdveis tais que

p(t) € O,L(t,xz(t),2'(t)) gsem [0,T],

£E(t) € GL(t,xz(t),z’ (t)) gsem [0,T].

Demonstragao:

A demonstracio é muito parecida 4 do teorema 5.1, a tinica diferenca é a forma como se obtém o conjunto
I3, com p (I3) > 0, o qual nos dé4 a limitagao inferior de c. De facto, a segunda parte do teorema 2.1 afirma que
z(-) é continuamente diferencidvel. Logo, pelo teorema do valor médio (teorema 16.6) existe t* € (0,T) para o
qual
2(T) —z(0)
—
Como z(-) é admissivel para (Pg («)) (pela demonstragdo do teorema 5.1), entdo (z(0),z(T)) € C. E, pela
hip6tese (HEz)",

Z(T);Z(O) < IZ(T);Z(O)! < sup{lz(T); Z(O)I :(Z(O),Z(T)) e C} =: ko < k.

2 () =
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Donde

DOy,

12" (¢7)] =

lI]f ESs |z t < ]io ]i
0<t<T ( ) — < ?
Ollde L] € deﬁ-lndo como acima. Assim

sup{ceR: |2 (t)] > cgsem [0,T]} < ko <k,

31, C[0,T) com p(I2) >0: |2/ (¢)| < k,Vtel.

O resto da demonstracio é idéntica 4 do teorema 5.1. i

5.6. Exemplo do caso n =1

Exemplo 5.6. Voltemos ao exemplo 4.11, no caso particular n = 1. Consideremos a fungdo
L:[0,T] xR x R — R a fungdo definida por

L(t,s,v):=14/1+ lv]?> =7 sin|s|

(é a mesma funcgdo do exemplo 4.11 considerando n = 1 e adaptada ao problema nao-auténomo).

Jé vimos no exemplo 4.11 (caso auténomo) que as hipdteses bésicas (i), (ii), (é4), (iv), (v) e (vii) sdo
verificadas.

Falta verificar as hipéteses bésicas (vi) e (vii). Como a fungdo L (-) ndo depende explicitamente de ¢, ento
A =n = 0, verificando-se (vii).

A hipétese extra (A) verifica-se pois para qualquer z (-) €T (Z(-)), z(t) € int R =Q =R.

Vejamos agora se a hipdtese extra (B) é verificada. Isto é, L(-) é localmente lipschitziana. Isto é, L(-) é
localmente lipschitziana em (¢, s,v) e, para as constantes kg e cg, satisfaz

|Ls (t,8,v)| < ko |L(t,s,v)| +co,V (t,8,v) € [0,1] x 2 xR.
Vamos mostrar que para cada (t*,s*,v*) € R3, existem € > 0 e H > 0 tais que
|L(t17317v1) - L(t2,32av2)l S H'(t],S],Ul) - (tz’ 82,1)2)| ’

para quaisquer (t1,51,v1), (t2, 82,v2) € B((t*,s*,v*),¢). De facto, para qualquere >0 e H := Hy +r Hy tais
que para quaisquer (t1, 51,v1), (t2, s2,v2) € B((t*,s*,v%),¢), temos :

|L (t1,81,v1) — L (t2, 52,v2)] = l\/l + o 2_r sin|sy| - (\/1—!— ]'02|2 —r sinlszi)
‘\/1+|’l)1|2—\/;+ "02|2

(5.20)

IA

+ 7 |sin |s1| — sin sz
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Como a fungdo L, : R — R dada por

Ly (v) = \/1+ [v]?

é convexa, entdo pelo teorema 19.72, L, (-) é localmente lipschitziana no int (dom L) = dom L; = R. Logo
Ly (') é lipschitziana em B (v*,¢), isto &, é localmente lipschitziana em v*. Consequentemente, pela proposicio
2.14, a fungdo Ly : [0,1] x R x R — R dada por

Ly (t,8,v) := Ly (v)

é localmente lipschitziana em (t*, s*,v*). Ou seja,

‘\/1+|v1|2—\/l+|v2|2

para quaisquer (ty, s1,v1), (t2, s2,v2) € B((t*, s*,v*),¢), para algum Hy, > 0 e para o ¢ j4 referido. Por outro
lado, para a funcao Ly : R — R dada por

= ‘L (t1,81,01) — Ly (ta, s2,02)| < Hy|(t1, 51,01) — (t2, s2,v2)|, (5.21)

Ly (s) :=sin|s]

temos
|L5 (8)] = |cos|s|| <1,V s€R,
logo pela proposicao 16.7, a fungao Lo (-) é lipschitziana em R. Em particular, Ly (-) é localmente lipschiziana

em s*, ou seja, é lipschitziana em B (s*,€). Logo, pela proposicio 2.14, a funcdo Lo : [0,1] x R x R — R dada
por

Lo (t,8,v) := Ly (v)
é localmente lipschitziana em (t*, s*,v*). Isto é,
|sin [s;] — sin|[sa|| = |E2 (t1,81,v1) — Lo (tz,sz,vz)l < Ha [(t1, 81,v1) — (2, 82, 22)], (5.22)

para quaisquer (t1,$1,v1), (t2,s2,v2) € B((t*, s*,v*),¢), para algum Hy > 0 e para o € ji referido. Desta
maneira, juntando (5.20), (5.21), (5.22), resulta

|L(t1,81,v1) — L (t2,82,v2)] < Hy|(t1,81,v1) — (t2, 82, v2)| +r Haz |(t1, 51,v1) — (2, 82, v2)]
= Hl{(t1,s1,v1) — (t2, 52,v2)| .

O que significa que L (-) é localmente lipschitziana em (¢, s,v).
Por outro lado,

2 cos|s|| =rlcos|sl} <7,V (¢5,v) €[0,1]] x Rx R,

Is|

ILS (t’ S, ’U)’ =

verificando-se a hipdteses extra (B) para ko =0ecy =r7.
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Como ko = 0 (pois
|z2 — 21

ko := SUP{—l— :(z1,22) €C = {(0»0)}} =0),

entdo (*)' acontece para algum k > ko desde que 2 r < 1. Mostremos que isso acontece, comegando por calcular

o valor de
AAEZ() -nl

Seja T : [0,1] — R™ uma fungéo lipschitziana, em X, dada por

E(t) :=0,

A(T(-)):/OIL(T(t),E'(t)) dt:AI{\/l—HOlz—r sin|0l} dt:/olldtzlelk.

Como A =1 =0, vem

entao

AAEZ())—n1=0.

Consideremos também (t, s,v) € [0,1] x R x R qualquer, logo

1

L (t,s,v) — (v, Ly (t,8,v)) = ——=—= —7 sin|s|,
y1+hl®
lim sup {L(s,v)—(v,L,(s,v))} = lim sup 1 7 sin|s
B—+00 s€Q, B—+o0 sER, [1 + |’U|2
veK,|v|>B vER,|v|>8
= lim L +re=r
B—+oo | +/1 + ,82
e

. . 1 .

inf {L(s,v) = (v,Ly(s,v))} = inf ————— —r sin|s|

€, seR A1+ v 2
veK,|v|<k vE]R,|vf<k I I

1
ik

Desta maneira, a desigualdade ()’ reduz-se a condigao

1
r< ———r&2r 1+ k2 <1,

1+ k2

E portanto, como ko = 0, entdo (¥)' acontece para algum k > ko desde que 2 v < 1. Uma vez que todas as
hipéteses do teorema 5.5 sdo satisfeitas, conclui-se que existe solugao para r desta maneira. Isto é melhor do
que obtivémos aplicando o teorema 4.5. B
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Capitulo II1
Apéndice: conceitos e resultados basicos

6. Espacgos topolégicos

6.1. Definicoes e propriedades elementares

Definicao 6.1. Seja X um conjunto qualquer. Uma topologia T em X é um conjunto 7 C P (X), que tem de
verificar certas condigées :

(WPer, Xer;

@) Vi, . Va€r=>ViN..NVy €T

(#4) (Va)qeq € uma familia arbitrria (finita, contdvel ou incontdvel) de elementos de T = ( LGJAVQ) ET.
[+3
(Ver [33], p. 8.)

Definigao 6.2. Um conjunto X munido de uma topologia 7 em X, cuja notagao é (X, 7), denomina-se espago
topoldgico.
(Ver [33], p. 8.)

Nota 6.3. Os conjuntos de T denominam-se abertos. E os seus complementares chamam-se fechados.

(Ver [33], p. 8.)

Definicao 6.4. Sejam X um conjunto, T uma topologia em X e A C X. Entéo :

(2) Uma vizinhanca de um ponto p é um conjunto aberto contendo p.

(b) Uma vizinhanca de um conjunto A é um conjunto aberto contendo A.

(¢) O interior de A é a unido de todos os seus subconjuntos abertos e é denotado por int (A); um ponto
p € int (A) diz-se ponto interior de A.

(d) O fecho de A é a intersecgdo de todos os conjuntos fechados contendo A e é denotado por A.

(e) O conjunto dos pontos que estido em A e que nio estdo em int (A) diz-se a fronteira de A e é denotado
por fr(A).

(Ver [20], p. 10.)

Definigdo 6.5. (a) Uma familia 8 de subconjuntos de X diz-se uma base para a topologia 7 se § C T e se
qualquer conjunto em T é a unido de alguma subfamilia de .

(b) A famlia 8 diz-se uma subbase para uma topologia T se T é a mais pequena topologia contendo (.

(c) Se B & uma colecgdo de vizinhangas de um conjunto A C X e qualquer vizinhanga de A contém um
conjunto em f3, entdo B diz-se uma familia fundamental de vizinhancas para A.

(Ver [20], p. 10.)

Nota 6.6. Dar um espago topolégico é o mesmo que tomar um certo conjunto X e definir uma certa topologia
T nele. No fundo, caracterizamos as partes de X que se consideram abertas.
(Ver [24], p. 81.)

Definicao 6.7. A topologia T4 denomina-se topologia induzida por (X,7) em A, com A C X.
(Ver [24], p. 83.)

Nota 6.8. Um conjunto X pode admitir topologias distintas gerando espagos topolégicos diferentes.
(Ver [24], p. 81.)

Definicao 6.9. Sejam 7, e 75 duas topologias quaisquer distintas num conjunto X, isto é, sejam dois espagos
topoldgicos (X, 71) e (X, T2). Entdo sdo equivalentes as seguintes afirmagées:

(?) a topologia 7, diz-se mais forte (ou mais fina) que a topologia T2, se T2 C T1, Isto é, se T1 contém
mais abertos que Tg;
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(i) a topologia T2 diz-se mais fraca (ou menos fina) que a topologia 71, se T2 C 71, isto , se T1 contém
mais abertos que 7.
(Ver [24], p. 82.)

Proposigao 6.10. Um conjunto num espago topoldgico é aberto se e s6 se contém uma vizinhanga de cada um
dos seus pontos.

(Ver [20], p. 10.)

Proposigao 6.11. (a) A interseccdo de qualquer familia de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
(b) A unido de qualquer familia finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
(c) @ e X sdo fechados.
(Ver [20], p. 10.)

Definigao 6.12. Sgjam X um conjunto, T uma topologia em X e A C X. Se A C X, entdo um ponto p é um
ponto limite, ou um ponto de acumulagio, de A desde qualquer vizinhanga de p contém pelo menos um
ponto q # p, com g € A.

(Ver [20], p. 10.)

Defini¢io 6.13. Sejam X um espago topoldgico e A C X. Entdo A diz-se densose A = X.
(Ver [20], p. 21.)

Definigdo 6.14. Uma cobertura de um conjunto A num espago topoldgico X é uma familia de abertos, cuja
unigo contém A.
(Ver [20], p. 17.)

Definicdo 6.15. Um espaco X diz-se compacto se qualquer cobertura de X contém uma subcobertura finita
(isto é, uma subfamilia finita que também cobre X ).
(Ver [20], p. 17.)

Definicao 6.16. Um espago topoldgico X diz-se localmente compacto se qualquer ponto tem uma vizinhanca

cujo fecho é compacto.
(Ver [20], p. 17.)

Definicdo 6.17. Um conjunto diz-se relativamente compacto se o seu fecho é compacto.
(Ver [20], p. 17.)

Nota 6.18. R™ é um espago topoldgico.

6.2. Continuidade e sci nos espagos topolégicos

Proposicao 6.19. Sejam X, Y dois espagos topoldgicos. Entao as seguintes afirmacose sdo equivalentes :
(a) a aplicagdo f : X — Y é continua;
(b) f~! (B) é um subconjunto fechado de X, para qualquer subconjunto fechado B de Y;
(c) f~' (A) é um aberto de X, sempre que A é um aberto de Y.
(Ver [15], p. 19 e [33], p- 9.)

Definigio 6.20. Sejam E um espago topoldgico e f : E — [—o0,+00] uma fungdo. Dizemos que f é sci
(semicontinua inferiormente) num ponto a € E se, para cada A < f (a), existe uma vizinhanga V de a tal
que A < f(V).

(Ver [15], p. 137.)

Proposicao 6.21. Dizer que f é sci em a é equivalente a dizer que
f(a) =liminff (z).
r—a

(Ver [15], p. 137.)
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Proposicao 6.22. Sejam E um espago topoldgico, V, U vizinhangas contidas em E, f : V — (—o0,+00),
g : U — (—o00, +o0] fungbes sci num ponto a € UNV. Entaq a fungdo f +g: UNV — (—o0,+00] é sci no
ponto a.

(Ver [15], p. 138.)

Proposicao 6.23. Segja E um espaco topoldgico. As seguintes afirmacées sao equivalentes :
(¢) uma aplicagdo f : E — R é sci em E;
(i3) para qualquer X € R, o conjunto {z € E : f (z) < A} é fechado;
(i1) para qualquer A € R, o conjunto {z € E : f (z) > A} é aberto.
(Ver [15], p. 138.)

Proposicao 6.24. Seja E um espago topoldgico. Se f e g sdo > 0 e sci em E, entao fg é sci.
(Ver [15], p. 140.)

Teorema 6.25. Sejam E um conjunto compacto e f : E — [—o00,+o0] uma fungdo sci. Entdo existe pelo
menos um ponto a € E tal que

fla)= inf f(a).
(Ver [15], p. 141.)

Teorema 6.26. Sejam E um conjunto compacto e f : E — [—o0,+00] uma fungdo scs. Entdo existe pelo
menos um ponto a € E tal que

fla)= sup f(z).
(Ver [15], p. 141.)

Proposigio 6.27. Sejam E um espago topoldgico, D C E e f : D — [—00,+00] uma fun¢éo. Dizemos que f
é continua num ponto a € D se e s6 se f é sci e scs em a.

(Ver [35], p. 274.)

Proposigao 6.28. Sejam E um espago topoldgico, D C E e f: D — [—00, +00] uma fungdo sci num ponto
a € D ec>0. Entao a fungao cf : D — R é sci no ponto a.
(Ver [35], p. 274.)

7. Espagos métricos

Definigao 7.1. Sejam X um conjunto qualquer # 0. e p: X x X — R uma fungédo satisfazendo as seguintes
propriedades :

(@) p(z,y) 2 0;

(i) p(z,y) =0 se e s6 se x = y;

(iit) p (z,y) = p(¥,2);

(i) p(z,y) < p(2,2) + p(2,9).

Entéao p diz-se uma métrica, ou uma fungdo métrica (ou distancia) em X.

(Ver [20], p. 18.)

Definigao 7.2. Sejam X wm conjunto qualquer # @, p uma métrica em X, z € X e ¢ > 0. Entdo a bola
aberta de centro em x e raio ¢ é o conjunto

Bz,e)={ye X:p(z,y) <e).
(Ver [20], p. 19.)

Defini¢ao 7.3. Seja X um conjunto qualquer # (. A topologia da métrica em X é topologia mais pequena
que contém as bolas abertas B (z,e), comz € X ee > 0.
(Ver [20], p. 19.)
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Definicio 7.4. Sejam X um conjunto qualquer # () e p uma métrica em X. Diz-se entdo que (X,d) é um
espaco métrico.
(Ver [20], p. 19.)

Definigdo 7.5. Se X é um espago topoldgico tal que existe uma fungao métrica cuja topologia é a mesma que
a topologia original, dizemos que X é metrizdvel.
(Ver [20], p. 19.)

8. Espacos vectoriais

Definicéo 8.1. Chamamos espago vectorial a um conjunto E # 0, no qual estao definidas as aplicagoes :

(i) EXE > (z,y) — z+ye€ E (denotada adicdo de vectores);
(i) KxE 3 (\z)— Az € E (denotada multiplicagdo por um escalar).

onde K = C ou K = R. De tal maneira que se verificam as seguintes propriedades: ¥V z,y, z € E,V o, €K :
1) z +y = y + z (comutatividade);
2) z + (y + 2) = (z +y) + 2 (associatividade);
3)Fye E:z+y=2z,V € E (existéncia do elemento neutro) (este y usualmente é designado por y = 0);
4YvzeE, Fy=—z € E:z+y=0 (existéncia do elemento simétrico);
5) a(B2) = (af) z;
6)1-z=ux;
7) (a+B)z = az + fz;
8) a(z+y)=oazr+ay.
(Ver [20], p. 36.)

Definicdo 8.2. Um conjunto E diz-se um espaco vectorial topoldgico se se verificarem as condigdes :
1) E é um espago vectorial;
2) E é um espaco topoldgico;
3) as aplicagles

(3) ExE > (z,y) — z+y € E (denotada adicdo de vectores),
(i) KxE > (\z)— A € E (denotada multiplicagdo por um escalar),

onde K = C ou K = R, sdo contfnuas relativamente 4 topologia de E, isto é

(a) se forem dados zp = Zo + Yo € uma qualquer vizinhanca U do ponto z, existe uma vizinhanca V' de xo
e uma vizinhanga W de yo taisquex+y €U,sexeVeyeW,

(b) se forem dados yo = apxo € uma qualquer vizinhanca U do ponto yy, existe uma vizinhanca V de xp e
um numero € > 0 taisque az € U se | —ap| <ecez €V.

(Ver [24], p. 160.)

Definicdo 8.3. Um espago vectorial topoldgico diz-se espago localmente convexo se a origem possui um

sistema de vizinhangas convexo.
(Ver [24], p. 160.)

9. Espagos normados

Definigao 9.1. Seja E espago vectorial. Uma norma em E é uma funcgdo |-| : E — R que verifica as seguintes
propriedades :

(&) |x| >0, VzeE;

(b) |z} =0 z=0;

() |\z| = |\ |z|, Yz € E,¥ A €K (comK=RouK=C) (homogeneidade);

(d) |z +y| <|z|+ |yl, V =, y € E (desigualdade triangular).

(Ver [16], p. 90.)
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Definicao 9.2. Chamamos espago normado a um espaco vectorial com uma norma nele definida.
(Ver [20], p. 59.)

Nota 9.3. Um espago normado é um espago métrico (logo um espago topoldgico) : a disténcia define-se por
p(z,y) = |z —y|. A convergéncia definida pela norma e a convergéncia definida pela métrica (=distancia)
coincidem, obviamente.

(Ver [20], p. 59.)

Definigdo 9.4. Seja X um espago normado. Um conjunto E C X diz-se limitado se existe K > 0 tal que
| lz| <K,V z€E.
(Ver [20], p. 51, 59.)

Proposicao 9.5. Qualquer subconjunto de R™ é compacto se e s6 se é limitado e fechado.
(Ver [26], p. 43.)

Proposigao 9.6. Qualquer espago normado é um espago vectorial topoldgico localmente convexo.
(Ver [24], p. 163.)

Definicao 9.7. Sejam E, F' dois espagos normados. Uma aplicacao T : E — F diz-se linear se
@)T(x+y)=T(x)+T(y),Vz,yckE;
b)T(az)=aT(x),VzeE,VaeK (comK=RouK=C).
(Ver [20], p. 37, 59.)
Defini¢ao 9.8. Sejam E, F dois espagos normados. Uma aplicacdo linear T : E — F é limitada se
IMeR: |T(x)|<M|z|,V =
(Ver [20], p. 59, 60.)

Proposigao 9.9. Sejam E, F dois espagos normados. Uma aplicacdo linear T : E — F é continua se e s6 se
for limitada.
(Ver [20], p. 59.)

Proposigao 9.10. Um subconjunto S de um espago normado E diz-se denso em E se qualquer elemento de
E pode ser aproximado por uma sucessdo de elementos de S , isto é,

VzxeE,3 (zn) CS: (zn) — z, quando n — +o0.
(Ver [20], p. 20, 59.)
Definicdo 9.11. Uma sucessdo (z,) num espago normado E diz-se sucessao de Cauchy se
Ve>0,IM eR:m, n> M = |z, — 2| <e.
(Ver [20], p. 20, 59.)

Defini¢ao 9.12. Um espago normado E diz-se completo se qualquer sucessdo de Cauchy em E converge (para
um elemento de F). Chama-se espago de Banach a qualquer espago normado completo.

(Ver [20], p. 59.)
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Definicdo 9.13. Um espaco vectorial E diz-se um espago de Hilbert se a funcéo (-,-) : E x E — K (onde
K = C ou K = R) verifica as seguintes propriedades :

(a) (z,z2) =0 z=0;

(b) (z,x) >0,V z € E;

(c)(z+y,2) = (z,2) + (y,2),V z,y, z € E;

(d) (e z,y) =alz,y), Ve, ye E,VaeK;

(e) (z,y) = (y,2),V =,y € E;

(f) Se (xn) C E ese

lim Ty, — Topy T;, — Ty = 0
n,m—>+oo(n myn m> ’

entao existe um = € E com

nm&i_r,n+oo (Tn —z,Zn —x) = 0.

A funcéo (-,-) diz-se o produto interno (ou escalar) de z ey. A norma em E é

ol = v/(z,2).

(Ver [20], p. 242, 243.)

10. Espagos mensuraveis

10.1. Definicoes e propriedades elementares

Definicdo 10.1. Seja X um conjunto qualquer. Uma coleccdo M C P (X) (isto é uma colecgao de
subconjuntos de X ) diz-se uma algebra de subconjuntos de X se verificar as seguintes condigoes :

() X e M;

() Ae M= A°e M, com A°=X\{z € X :z ¢ A};

(¢11) A, Be M= AUBec M.

(Ver [35], p. 3.)

Lema 10.2. Se M é uma algebra de subconjuntos de um conjunto X, entéo :
(2) @ e M;
(b) A1,..., Ap € M = k(_JIAk € M;
(¢c)A,BEM=>ANBeM;
(d) Ar,..., A € M = kﬁlAk e M;
(e) A, Be M= A\Be M.
(Ver [35], p- 3.)

Defini¢do 10.3. Seja X um conjunto qualquer. Uma algebra M de subconjuntos de X diz-se uma o-dlgebra
se verificar as condigdes (i), (ii), (i) da defini¢do 10.1 e a condicio adicional :
(iv) (An),en € uma familia enumerdvel de elementos de M = LeJNA" € M.
k¢4

(Ver [35], p. 3.)

Definicdo 10.4. Seja M uma o-algebra de subconjuntos de um conjunto X. Os conjuntos E € M chamam-se
conjuntos mensurdveis.

(Ver [33], p. 8.)

Definicéo 10.5. Seja X um conjunto qualquer e seja M uma o-dlgebra em X. Entéo (X, M) diz-se um espago
mensurdvel.

(Ver [33], p. 8.)
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Definicao 10.6. Seja T uma colecgdo de todos os conjuntos abertos num espago topolégico X. Chamamos &
o-dlgebra o (1) o-dlgebra de Borel de subconjuntos de um espago topolégico X e denotamo-la por B(X). Os
conjuntos E € B (X) denominam-se conjuntos borelianos do espago topoldgico.

(Ver [35], p. 9.)

Nota 10.7. A o-dlgebra de Borel num espago topolégico é a o-dlgebra generalizada por subconjuntos
fechados. Por outras palavras, os subconjuntos borelianos sio os conjuntos obtidos a partir de subconjuntos
abertos e fechados pela unido numerdvel, pela interseccdo numerdvel, pela complementacdo, e por qualquer
combinacao numerdvel destas operagoes.

(Ver [21], p. 231.)

Definicao 10.8. Seja C; uma coleccao de subconjuntos de um conjunto nao-vazio X; para i = 1,..., n.
Escrevemos Ci®...Q C,, para o(Cy X ... xC,), isto é a o-algebra de subconjuntos X; x .. x X,
generalizados por Cy x ... x Cy,.

(Ver [35], p. 385.)

Definicao 10.9. Chamamos medida (positiva) a uma fungéo u : M — [0, +00], onde M é uma o-4lgebra que
verifica as seguintes condigies:
(2) se (An),cn é uma colecgdo de mensurdveis disjuntos dois a dois, entdo

" (ngNAn) — 3k (4n)

neN

(esta propriedade tem o nome de aditividade contédvel);
(1) JIA e M : p(A) < +oo.
(Ver [33], p. 16.)

Definigao 10.10. Segja X um conjunto qualquer, M uma o-dlgebra ey uma medida. Entdo, (X, M, u) diz-se

um espaco de medida.
(Ver [33], p. 16.)

Definicao 10.11. Seja p uma medida numa o-4dlgebra M de subconjuntos de um conjunto X. Um conjunto
E C X diz-se um conjunto nulo com respeito 4 medida y se E € M e p(E) = 0. Neste caso dizemos também
que E é um conjunto nulo no espago de medida (X, M, p1).

(Ver [35], p. 16.)

Exemplo 10.12. O conjunto @ é um conjunto nulo em qualquer espaco de medida, mas néo é o unico nessas
condicoes.
(Ver [35], p. 16.)

Definigao 10.13. Sejam 7, a colecgdo de @ e todos os intervalos abertos em R, T,. a colecgdo de & e todos
os intervalos do tipo (a,b] em R, Z., a colec¢do de @ e todos os intervalos do tipo [a,b) em R, e I, a colec¢do
de & e todos os intervalos fechados em R, sabendo que (a,o0] = (a,00) e [—00,b) = (—00,b). Seja também
I =T1,NZoe NI, NI, isto 6, a colecgdo de I e todos os intervalos em R. Para um intervalo I = (a,b) ou
I =[a,b) em R com a < b, definimos [ (I) = b — a. Para um intervalo infinito I em R definimos | (I) = co. E
estabelecemos que | (@) = 0.

Definimos a fungao p* : E — [0, +o0] por

p*(E) = inf{Zl (In): (In)pen©Zoy U LD E} ,

neN neN

onde E é um qualquer elemento da colecgdo de todos os subconjuntos de R el : I, — [0, +00] é uma fungéo. A

funcédo p* dé-se o nome de medida exterior de Lebesgue.
(Ver [35], p. 35.)
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Lema 10.14. (a) Para cada z € R, temos que {z} é Lebesgue M-mensurdvel e u* ({z}) = 0.
(b) Qualquer subconjunto numerdvel de R é um conjunto nulo em (R, M, p1).
(Ver [35], p- 36.)

10.2. Funcgoes mensuraveis

Definigdo 10.15. Sejam (X, M) um qualquer espago de medida, D € M e f : D — [—00,+00] uma fungéo.
f diz-se M-mensurdvel em D se {z € D: f (z) < a} € M, isto é, f~! ([—00,a]) € M, para qualquer @ € R.
(Ver [35], p. 61.)

Nota 10.16. Sejam (X, M) um espaco mensurdvel, E C X e E C R. Entdo xg é uma fungdo M-mensurdvel
em X se e s6 se E é mensurdvel.
(Ver [35], p. 61.)

Lema 10.17. Sejam (X, M) um espago mensurdvel, D € M e f : D — [~00,+00] uma funcdo. Entdo as
seguintes condigbes sdo equivalentes :

() {zeD: f(z) <a}€M,istoé f~! ([~oo,a]) € M, para qualquer o € R;

(i) {x € D: f(z) > a} € M, isto &, f~' ((o,00]) € M, para qualquer o € R;

(i55) {z € D: f(z) > a} € M, isto é, f~! ([a,00]) € M, para qualquer & € R;

(i) {z € D: f (z) < a} € M, isto 1 ([~o0,)) € M, para qualquer o: € R.

(Ver [35], p. 62.)

Coroldrio 10.18. Sejam (X, M) um espago mensurdvel, D € Mef:D — [~00, +00] uma funcdo mensurdvel
em D. Entao :

(a) {z € D: f(z) = o} € M, para qualquer & € [—00, +00|;

(b) {xreD: f(z) e R} e M.

(Ver [35], p. 62.)

Lema 10.19. Seja (X, M) um espago mensurgvel.

(a) Sejam D € M e f : D — [—00, +00] uma fun¢do M-mensurdvel em D, entdo para qualquer Do C D tal
que Dy € M, a restricdo de f a Dy é uma fungio M-mensuravel em Dy.

(b) Sejam (D5), n € N, uma sucessdo de conjuntos em M, D = nLéINDn e f: D — [—o0,+00] uma funcéo.
Se a restricdo de f a D,, é M-mensurdvel em D,, para cadan € N, entdo f é M-mensurével em D.

(Ver [35], p. 64.)

Nota 10.20. Sejam (X, M) um espago mensurdvel e A € M. Entdo qualquer fungdo constante definida em
A é M-mensurdvel em A, isto é, se f : A — [—00,+00] é dada por f (z) = a, para qualquer z € A e algum
a € [—00,+00], entdo f é M-mensurdvel em A.

(Ver (35], p. 64.)

Teorema 10.21. Sejam (X, M) um espago mensurdvel, D € M e f : D — [—00,+00] uma funcéo
M-mensurdvel em D. Entdo para qualquer ¢ € R, o dominio de definicdo de cf é M-mensurdvel e cf é
uma func¢ido M-mensurdvel no mesmo dominio.

(Ver [35], p. 65.)

Teorema 10.22. Sejam (X, M) um espago mensurdvel, D € M e f, g : D — [—00,4+00] duas funcoes
M-mensurdveis em D. Entdo o domifnio de definicio de f + g é M-mensurdvel e f + g é uma fungéo
M-mensurdvel no mesmo dominio.

(Ver [35], p. 65.)

Nota 10.23. Seja (X, M, u) um espago de medida completo. Seja f : N C X — [—00, +00] uma qualquer
fungdo. Se N tem medida nula, entao é M-mensurdvel em N.
(Ver [35], p. 68.)
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Nota 10.24. Seja (X, M, ) um espago de medida completo, D € M e f, g: D — [—o0, +00]| tais que f = g
gsem D. Se f é M-mensurdvel em D, entdo g também é.
(Ver [35], p. 68.)

Teorema 10.25. Sejam (X, M) um espaco mensurdvel, D € M, (g,), n € N, uma sucessdo de fungées
gn : D — [—00,4+00] M-mensurédveis em D.
(a) min g, max g,, inf g,, sup g, liminf g,, limsup g, sdo M-mensurdveis em D.
n=1,...,N n=1,...,N neN neN neN neN

(b) Seja D, = {D : hng0 gn € [—00, +oo]}. Entao D, € M e lim g, é M-mensurdvel em D,.
n— n—oco
(Ver [35], p. 70.)

Proposicao 10.26. Sejam (X, M) um espago mensurdvel, D € M e f : D — [—00,+00] uma funcio
M-mensurdvel em D. Entio f*, f~ e |f| sdo fungbes M-mensursveis em D, onde para cada z € D,

fH(z) = max{f(z),0},
f7(z) = -—min{f(z),0},
Ifl(z) = [|f(=)l.

(Ver [35], p. 72.)

Proposigao 10.27. Sejam f, g : D — [—00, +00] duas fungdes. Se f é M-mensurdvel em R e g é continua
em R, entdo a fungao composta g o f é M-mensurdvel em R.
(Ver [35], p. 73.)

Proposicao 10.28. Seja (X x Y,0 (M x B)) o espago produto mensurdvel de dois espagos mensurdveis (X, M)
e (Y,B). Sef: X xY — [~o0,+00] é uma fungdo o (M x B)-mensurédvel, entdo f(x,-) é uma funcdo
B-mensurdvel em Y para cada z € X e f(-,y) é uma fungao M-mensurdvel em X paracaday €Y.

(Ver [35], p. 389.)

Definicao 10.29. Uma func¢éo f com valores em [—o0,+00] diz-se uma funcao boreliana se f~! (F) é um
subconjunto boreliano para qualquer conjunto fechado F.
(Ver [21], p. 231.)

Nota 10.30. As fungées contfnuas sao borelianas.
(Ver [21], p. 231.)

11. O integral de Lebesgue

Definigao 11.1. Dado um espago de medida (X, M, p). Uma funcao ¢ diz-se uma funcgao simples se satisfaz
as seguintes condigoes :

(¢) o dominio de definicdo de ¢ é M-mensurdvel;

(%) ¢ é M-mensurdvel no seu dominio de defini¢do;

(##t) ¢ tem um ndmero finito de valores em R, isto é, o conjunto de chegada de y é um subconjunto finito
de R.

(Ver [35], p. 113.)

Nota 11.2. Para uma funcgao simples ¢, a medida do seu dominio de defini¢do pode ser co, mas 0o e —00 nao

podem ser seus valores.
(Ver [35], p. 113.)

Nota 11.3. Relembremos que a fungdo caracteristica x 4 é definida do seguinte modo :

1 sexz €A,
Xa ()=

0 sex¢ A,
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onde A é um conjunto mensurdvel.
(Ver [33], p. 11.)

Definigdo 11.4. Uma funcio s definida num espago mensuravel (X, M) diz-se simples se for M-mensursvel
e o conjunto de todos os seus valores for finito. Assim, se aj, ..., &y, S0 valores distintos de uma funcao simples

n
s e se tomarmos A; = {z : 5(z) = a;}, entdo s = Y a; x4,, onde x4, € a funcéo caracteristica do conjunto A;.
=1
(Ver [33], p. 15.)

Proposigao 11.5. A funcio s 6 M-mensurével se e s6 se cada conjunto A;, i =1, ..., n, for M-mensurdvel.
(Ver [33], p. 15.)

Definicdo 11.6. Seja M uma o-dlgebra num conjunto X qualquer e p uma medida positiva em M.
(a) O integral de Lebesgue para fungbes M-mensurdveis simples s em E, com respeito 4 medida p,
sempre que E é um subconjunto M-mensurdvel de X, é definido por

n
/ sdu= Zai u(A;NE),
E i=1
comA;={ze€X:s(x)=04},i=1, ..., n.
(b) O integral de Lebesgue para fungées M-mensurdveis f em E, com respeito 4 medida p, sempre
que E é um subconjunto M-mensurédvel de X, é definido por

fdu= sup /sdu,
E 0<s<f JE
ou seja, é o supremo dos integrais das fungoes M-mensurdveis simples s tais que 0 < s < f.
(Ver [33], p. 19.)

Nota 11.7. Sejam (X, M, u) um espago de medida, D € M e f : D — [—o00,+00] uma fungao, entdo
f=ft—f" onde ft e f~ sdo as partes positiva e negativa de f, isto &, ft =max{f,0} e f~ = —min {f,0}.
Como

f*, f~: D — [0,00], entdo [, f* dp e [, f~ du existem em [0,00], mas [, f* du — [, f~ dp pode ndo
existir em [—o0, +00].

(Ver [35], p. 147.)

Definicdo 11.8. Sejam (X, M, ) um espago de medida, D € M e f : D — [—00,+00| uma fungéo. Se
Jp FTdp— [p f~ du existe em [—00, +00], dizemos que f é Lebesgue semi-integrdvel em D com respeito a
4, ou simplesmente p-semi-integrdvel em D, e definimos

‘Lfdu=Lj+mr1Lf*mu

Dizemos que f é Lebesgue integrdvel em D com respeito a y, ou simplesmente p-integrdvel em D, se

/fweR
D

/Dfdu‘<oo.

isto é,

(Ver [35], p. 147.)

Nota 11.9. Sejam D € M num espago de medida (X, M, p) e f: D — [—00, +00] uma fungdo M-mensurdvel
em D. f é p-integravel em D se e s6 se um dos integrais [, f* du e Jp f~ dp é finito.
(Ver [35], p. 147, 148.)
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Nota 11.10. Sejam D € M num espago de medida (X, M, p) e f : D — [—o0, +00| uma fungdo M-mensurdvel
em D. Se f é p-integrdvel em D, entdo |f| < oo gs em D, isto &, f toma valores reais gs em D.
(Ver [35], p. 147, 148.)

Lema 11.11. Sejam (X, M,p) um espago de medida, D € M e f, g : D — [0,+00] duas funcdes
M-mensurdveis em D. Se f < g em D, entao

/DfduS/ngu-

(Ver [35], p. 135.)

Lema 11.12. Sejam (X, M, u) um espago de medida, D € M e f, g : D — [—o0,+00] duas fungdes
M-mensurdveis em D. Se f e g sdo ambas u-semi-integraveis em D e se f < g em D, entdo

/DfduS/ng#-

Lema 11.13. Dado um espago de medida (X, M,p), sejam D € M, f, g : D — [—o00,+00] fungdes
M-mensurdveis em D. Se f =g qsem D e se f é u-semi-integrdvel em D, entdo g também é e

/Dfdu=/ngu-

Proposicao 11.14. Sejam a, b € [—00, +00] tais que a + b existe em [—o0, +00]. Entdo

(Ver [35], p. 149.)

(Ver [35], p. 149.)

max {a + b,0} < max {a,0} + max {b,0}.
(Ver [35], p. 151.)

Proposigao 11.15. Sejam A C R™ um conjunto Lebesgue mensurdvel e f, g : A — R duas funcées Lebesgue
M -mensuréveis em A. Se f e g sdo ambas p-integrdveis em A e se f (z) < g(z) gs em A, entdo

fAf(z) d:cS/Ag(x) dzx.
(Ver [2], p. 16.)

Teorema 11.16. Sejam I = [a,b] e f : [a,b] — R uma funcédo continua, entdo S (f) = S (f) e consequentemente
f é Riemann integrdvel em I.
(Ver [35], p. 128.)

Teorema 11.17. Sejam I = [a,b] e f : [a,b] — R limitada. Se f é Riemann integrdvel em I, entdo f é Lebesgue
M-mensurdvel e Lebesgue p-integrdvel em I e

[f(ﬂc) dx:/{fduu

(Ver [35], p. 131.)
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Lema 11.18 (Lema de Fatou). Seja (X, M,p) um espaco de medida. Entdo para qualquer sucessido
(fn : » € N) de fungdes M-mensuréveis definidas num conjunto D € M, e com valores em [0, +00], temos

/ liminff, du < liminf [ f, du.
D n—-+00 n—+o0 Jp

Em particular, se f = hrf fn existe gs em D, entdo
n—-+oco

/ f dp < liminf | f, dp.
D n—+oo /p
(Ver [35], p. 141.)

Lema 11.19. Dada f : [a,b] — R Lebesgue mensurdvel existe F : [a,b] — R derivédvel, tal que F° ' = f. Basta
tomar

F(z) :/mf(t) dt.
(Ver [35], p. 256.)

12. Topologias fracas

12.1. Defini¢oes e propriedades fundamentais

Definigdo 12.1. Sejam X um espago vectorial e X' o espago de todos os funcionais lineares definidos em X.
Um subespaco vectorial ' de X' diz-se total se

f)=0,Vfel=z=0.

O espago ' também é chamado um espago total de funcionais definidos em X.
(Ver [20], p. 418.)

Definicao 12.2. Sejam X um espago vectorial e I' um subespaco total de X'. Entdo aI'-topologiade X éa
topologia obtida tomando como base todos os subconjuntos da forma

N(p;Ae)={q:1f(p) - f(@I <& feA},
onde p € X, A é um subconjunto finito de " e e > 0.
(Ver [20], p. 419.)
Lema 12.3. Seja X um espago vectorial. Se I' é um subespago vectorial total de funcionais lineares definidos
em X de X', entdo X é um espago vectorial topoldgico localmente convexo com a I'-topologia.
(Ver [20], p. 419.)

Lema 12.4. A topologia de um espago localmente convexo X é mais forte que a X'-topologia de X.
(Ver [20], p. 420.)

Lema 12.5. Sejam X um espago vectorial, e 'y e I'y dois subespacos totais de X’. Se I'y C TI'z, entdo a
T';-topologia de X é mais fraca que a I'y-topologia de X.

(Ver [20], p. 420.)
Lema 12.6. Sejam X um espacgo vectorial e I' um subespago total de X /. Entdo a I'-topologia de X é a
topologia mais fraca na qual qualquer funcional em I' é continuo.

(Ver [20], p. 420.)
Teorema 12.7. Sejam X um espago vectorial e I' um subespago total de X !, Entdo os funcionais lineares
definidos em X que séo continuos na I'-topologia sdo precisamente os funcionais que estdo em I'.

(Ver [20], p. 421.)
Teorema 12.8. Um subconjunto convexo de um espago vectorial topologico localmente convexo é X'-fechado

se e s6 se é fechado.
(Ver [20], p. 422.)
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12.2. A topologia fraca o (E, E’)

Nota 12.9. Sejam E um espago de Banach, E' o espago de todos os funcionais lineares definidosem E e f € E'.
Designa-se por ¢y : E — R a aplicagio dada por ¢; (z) = (f, ). Quando f percorre E’' obtemos uma famflia
(‘pf)feE' de aplicagbes ¢; : E — R.

(Ver [6], p. 35.)

Definicao 12.10. Sejam E um espago de Banach e E' o seu dual. A topologia fraca o (E,E') de E é a
topologia mais fraca (isto é com menos abertos) de E que torna continuas todas as aplicagées (¢y) femr

(Ver [6], p. 35.)

Nota 12.11. Sejam E um espago de Banach, E’ o seu dual e (z,,) C E uma qualquer sucessio. Designamos
por
(z,) =z

a convergéncia fraca de (x,) para = na topologia fraca o (E, E’). Para evitar confusoes, por vezes dizemos que
(zn) — z fracamente em o (E,E’).
Pelo mesmo motivo, também se diz que

(zn) — z fortemente quando |z, — z|; — 0.
(Ver [6], p. 35.)

Proposicao 12.12. Sejam E um espago de Banach, E' o seu dual e (z,) C E uma qualquer sucessdo. Entéo :
(1) (zn) = z em o (B, E') & (f,20) = (f,2) V f € E';
(i) Se (zn) — x fortemente, entéo (z,) — = fracamente em o (E, E');
(i4i) Se (zn) — z fracamente em o (E, E'), entio existe K > 0 tal que |z,|5 < K e |z|g < Liminf |z,|g;
n—oo
(iv) Se (zn) — z fracamente em o (E,E’) e (f,) — f fortemente em E’ (isto é |fn, — f|z — 0), entdo

(fn, zn) — (f, 2).
(Ver [6], p. 35.)

Proposicio 12.13. Sejam E um espago de Banach, E’ o seu dual e (z,) C E uma qualquer sucessido. Se
E tem dimens3o finita, entdo a topologia fraca o (E,E') e a topologia forte coincidem. Em particular, uma
sucessao (z,) converge fracamente se e s6 se converge fortemente.

(Ver [6], p. 36.)

Nota 12.14. Sgjam E um espago de Banach e E’ o seu dual. Os abertos (respectivamente os fechados) da
topologia fraca o (F, E') sdo também abertos (respectivamente fechados) na topologia forte. Quando E tem
dimensdo infinita a topologia fraca o (E, E') é estritamente mais fraca que a topologia forte, isto é, existem
abertos (respectivamente fechados) na topologia forte que ndo sdo abertos (respectivamente os fechados) na

topologia fraca.
(Ver [6], p. 36.)

Teorema 12.15. Sejam E wm espago de Banach e E' o seu dual. Um subconjunto convexo C C E é fracamente
fechado na topologia fraca o (E, E’) se e s6 se é fechado.
(Ver [6], p. 36.)

12.3. A topologia fraca * o (E', E)
Nota 12.16. Sejam E um espago de Banach e E’ o seu dual. Entao podemos definir o dual de E' por
EII — (EI)’ .
(Ver [4], p. 15.)
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Defini¢do 12.17. Sejam E um espaco de Banach e E’ o seu dual. A norma em E’ é dada por
|flg = sup [{f, )]
z€EE
jz|<1
e a norma do bidual E", isto é o dual de E’ é dada por
€| g = sup (€, )]
fEE!
[FI<1
(Ver [6], p. 39.)

Definicdo 12.18. Sejam E um espago de Banach, E’ o seu dual e E”o seu bidual. Chamamos injecgao
candnica a funcio J : E — E" definida como se segue :
Para cada z € E fixado, definimos a aplicacdo J, : E' — R por

Jo (f) = (f,z),
a qual é linear continua, isto é um elemento de E". Assim
J(z) = Jz.
A aplicacdo J é linear e é uma isometria (isto é |Jz| g = || para qualquer z € E). Além disso, J pode néo

ser sobrejectiva.

(Ver [6], p. 39.)

Nota 12.19. Denotemos por J (E) C E” a imagem de E pela fungdo candnica J.
(Ver [4], p. 15.)

Definicao 12.20. Sejam E um espago de Banach e E’ o seu dual. A topologia fraca *, designada também
por o (E',E) de E' é a topologia mais fraca (isto é com menos abertos) de E' que torna continuas todas as
aplicages (¢;) e

(Ver [6], p. 40.)

Nota 12.21. Sejam E um espaco de Banach, E' o seu dual e E” o seu bidual. Como E C E”, entdo a topologia
fraca x o (E', E) é mais fraca que a topologia fraca o (E', E"). Por outras palavras, a topologia fraca x o (E', E)
tem menos abertos (respectivamente fechados) que a topologia fraca o (E',E"), que por sua vez tem menos
abertos (respectivamente fechados) que a topologia forte.

(Ver [6], p. 40.)

Nota 12.22. Sejam E um espago de Banach, E' o seu dual, E" o seu bidual e (f,) C E' uma qualquer sucessao.

Designamos por
(fa) > f

a convergéncia fraca  de (f») para f na topologia fraca x o (E', E). Para evitar confusées, por vezes dizemos

que
(fn) = f fracamente em o (E', E) .

Pelo mesmo motivo, também se diz que

(fn) — f fracamente em o (E', E")

(fr) — f fortemente quando |frn — flE' — 0.
(Ver [6], p. 40.)
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Proposicao 12.23. Sejam E um espago de Banach, E' o seu dual, E" o seu bidual e (f,) C E' uma qualquer
sucessdo. Entao :

(1') (fn) = fem U(E’,E) g <fna$> - (f,l') VzeE;

(i¢) Se (fn) — f fortemente, entdo (f,) — f fracamente em o (E', E")

e se (fn) — f fracamente em o (E', E"), entéo (f,) - f fracamente * em o (E', E).

(é3) Se (fn) = f fracamente x em o (E', E), entéo existe K > 0 tal que |folgr S K el|flg < hrfx_l,{,%f | falgrs

(iv) Se (fn) = f fracamente * em o (E',E) e (z,) — z fortemente em E (isto é |z, ~ zly — 0), entdo

{fn>Zn) = (f, 2)-
(Ver [6], p. 41.)

Nota 12.24. Quando E tem dimensao finita, as trés topologias (forte, fraca o (E',E") e fraca * o (E',E))
coincidem. Desta maneira, J é sobrejectiva, isto é J(E) = E” (uma vez que dim E = dim E' = dim E”).
Consequentemente o (E', E) = o (E', E"").

(Ver [6], p. 41.)

Teorema 12.25 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). O conjunto
Bo = {f€E':|fly, <1}

é compacto na topologia fraca » o (E', E).
(Ver [6], p. 42.)

12.4. Espacos reflexivos

Definicao 12.26. Sejam E um espago de Banach e J : E — E” a injec¢ao canonica. Entdo E diz-se reflexivo
se J é sobrejectiva, ou seja, se
J(E)=E".

(Ver [6], p. 43.)

Nota 12.27. Quando E é reflexivo, FE e E" identificam-se um com o outro.

(Ver [6], p. 43.)
Teorema 12.28. Seja E um espago de Banach. Entdo E é reflexivo se e s6 se
Bp={z€E:|z|y <1}

é compacto na topologia fraca o (E, E').
(Ver [6], p. 44.)

Proposicao 12.29. Sejam E um espago de Banach e M C E um subespago vectorial fechado. Entdao M (com
a topologia induzida por E) é reflexivo.
(Ver [6], p. 45.)

Coroldrio 12.30. Seja E' um espago de Banach. Entdo E é reflexivo se e s6 se E' é reflexivo.
(Ver [6], p. 45.)

Corolério 12.31. Sejam E um espago de Banach reflexivo e K C E um subconjunto convexo, fechado e
limitado. Entdo K é compacto na topologia fraca o (E, E’).
(Ver [6], p. 46.)

Teorema 12.32. Sejam E um espaco de Banach reflexivo e (z,) uma sucessdo limitada em E. Entdo existe
uma subsucessio (zn, ) convergente na topologia fraca o (E, E’).
(Ver [6], p. 50.)
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12.5. Espagos separdveis

Definigio 12.33. Um espaco métrico E diz-se separdvel se existe um subconjunto numerdvel D C E, que é

denso em E.
(Ver [6], p. 47.)

Proposigio 12.34. Sejam E um espago métrico separdvel e F C E. Entdo F é separdvel.
(Ver [6], p. 47.)

Teorema 12.35. Seja E um espaco de Banach tal que E’ é separdvel. Entdo E é separdvel.
(Ver [6], p. 47.)

Corol4rio 12.36. Seja E um espago de Banach separdvel. Entdo E é reflexivo e separdvel se e s6 se E' ¢

reflexivo e separdvel.
(Ver [6], p. 48.)

Proposicao 12.37. Sejam E um espago de Banach separdvel e (f,) uma sucessdo limitada em E'. Entéo existe
uma subsucessio (f,,) convergente na topologia fraca * o (E', E).
(Ver [6], p. 50.)

13. Os espagos L?

13.1. Conceitos preliminares

Seja X um conjunto qualquer e seja ~ C X 2 qualquer.

Definig¢ao 13.1. Uma relagao definida num conjunto X é uma propriedade que é vélida para alguns (ou todos
ou nenhuns) pares ordenados em X x X.

(Ver [16], p. 331.)

Exemplo 13.2. = e < sao relagdes definidas em R.
(Ver [16], p. 332.)

Nota 13.3. Se ~ é uma relacdo em X, escrevemos = ~ y para indicar que ~ é vélida para o par (z,9).
(Ver [16], p. 332.)

Definigdo 13.4. ~ diz-se uma relagdo de equivaléncia definida em X se for:
(a) reflexiva: © ~x,V z,y € X;
(b) simétrica: x ~y >y ~z,Vz,y€X;
(c) transitiva: s~y Ay~z=>z~2Vz,y, z€X.
(Ver [16], p. 332.)

Definicdo 13.5. Se z € X, chamamos classe de equivaléncia de x segundo ~ a0 conjunto
[z ={ye X :z ~y}.
(Ver [16], p. 332.)
Nota 13.6. (a) Se z € X, entdo « € [z].
(b) Sex,y € X, entdo [z] e [y] sdo iguais ou disjuntos. Entdo a classe de equivaléncia segundo ~ forma uma

partigio de X (isto é, uma colecgdo de conjuntos disjuntos cuja unido é X).
(Ver [16], p. 332.)
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13.2. Notagoes importantes

Definicao 13.7. Seja 1 < p < 0o. Designamos por q o expoente conjungado de p, isto é, verifica a relacdo

1 % = 1. Desta maneira, se p = 1 entdo q = oo e reciprocamente.

(Ver [6], p. 56.)

Nota 13.8. (i) Se f : 2 C R™ — R, denotamos o espago LP por LP (Q,R), se 1 < p < oo.

(4i) Se f : @ C R™ — R™, denotamos o espago LP por LP (2,R™), se 1 < p < oo.

(i41) Se 1 < p < oo, o espago dual de L? (2, R) é L? (R, R) (analogamente o espago dual de LP (2, R") é
L1(Q,R")).

(Ver [17], p. 17.)

13.3. O espago L!

Aqui vamos fazer a construgdo do espago L' (2, R™).

Defini¢ao 13.9. Seja Q um subconjunto aberto de R™. Chamamos L (Q,R")=L! (Q,R") ao conjunto das
fungbées com valores em R", mensurdveis e integrdveis em (), ou conjunto das fungdes
Lebesgue-integrdveis. Isto é,

L’,(Q,R"):LII(Q,R“)={f:Q—>R":fémensuréve]e/ﬂ[f(x)| dz < 0o}

(Ver [16], p. 98.)

Nota 13.10. Se nao exigirmos (b) na definicdo 9.1(isto é, se E é um espago vectorial e se a fun¢éo |-| : E —» R
verifica as seguintes propriedades :

(@) |z} >0,V z € E;

(@) |Az| = |A||z|,Vz € E,V A € K (com K =R ou K = C) (homogeneidade);

(#4) |z +y| < |z| + |y|, V z, y € E (desigualdade triangular).),

entdo |-| diz-se uma seminorma.

(Ver [16], p. 91.)

Definigao 13.11. Chamamos seminorma no espago L' (2, R™) a fungdo p : L (2, R™) — R definida por
(= [ 1f @I do

(Ver [16], p. 91.)

Nota 13.12. Em geral, p ndo é uma norma em L' (Q,R™?).
(Ver [16], p. 91.)

Definicao 13.13. Escrevemos f ~ g se f (z) = g (), pq todo z € Q. Isto é, se
AINeM,comNCQ, pu(N)=0:f(z)=g(z),Vz € N°. -
(Ver [16], p. 103.)

Definicao 13.14. Chamamos L (2, R™) ao conjunto de todas as classes de equivaléncia de fun¢ées pertencentes
a L' (2, R™), definidas pela relagio de equivaléncia ~ (ver definicdo 13.4). Por outras palavras, L' (Q,R") é o
conjunto das classes de equivaléncia de fungées integrdveis em .

(Ver [16], p. 103.)

Definicao 13.15. A norma em L! (,R") é a funcio definida por

Floscrmmy = /Q 1 (@)] de,

para qualquer f € L' (Q,R").
(Ver [16], p. 103.)
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13.4. O espago L? (1 <p < o)

Facamos agora a construgao do espago L? (2, R™).

Definigio 13.16. Seja Q um conjunto aberto de R™. E seja p € R, com 1 < p < co. Chamamos L (, R™)
ao conjunto das fungdes com valores em R", mensurdveis e p-integrédveis em (). Isto é,

U’(Q,R"):{f:QaRn:fémensurévele/|f(x)|p dx < oo}.
Q

(Ver [16], p. 98.)

Definigio 13.17. Chamamos seminorma no espacgo L (Q,R™) a fungéo g : LP (2, R™) — R definida por
py
o= ([ 1@ i)

Nota 13.18. A funcio q, em geral, ndo é uma norma em LP (2, R").
(Ver [16], p. 103.)

(Ver [16], p. 99.)

Defini¢do 13.19. Chamamos LP (22, R™) ao conjunto de todas as classes de equivaléncia de funcgées pertencentes
a L (Q,R™), definidas pela relagio de equivaléncia ~ (ver defini¢do 13.4). Por outras palavras, LP (2,R*) éo
conjunto das classes de equivaléncia de fungGes p-integréveis em ).

(Ver [16], p. 103.)

Definigao 13.20. Sejap € R, com 1 < p < co. Entéo, a norma em L? (Q,R™) é a fungao definida por

i@ = ( [ir@r dw)" ,

para qualquer f € LP (Q,R"™).
(Ver [16], p. 103.)

Teorema 13.21 (Desigualdade de Holder). Sejam f € L? (Q,R"*) eg € L7 (,R™) com 1 < p < oo. Entdo
foe L} (Q,R™) e

/|f9| < flirare) 19lLa@re) -

13.5. O espago L™

Finalmente, vamos construir o espago L™ (2, R™).

Definicao 13.22. Seja Q um conjunto aberto de R™. Chamamos L (§,R") ao conjunto de todas as
fungées mensurdveis definidas quase sempre em ) e tal que existe uma constante k>0 e um
conjunto E C  (ambos dependentes de f), com u(E) = 0, verificando a propriedade:

If ()| <k, ¥ = € Q\E.

Isto é,
£ (Q,R?) = {f: Q@ — R™: f é mensurdvel e 3 k > 0 tal que |f (z)| <k, pqt € 0}

(Ver [16], p. 103.)
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Definicao 13.23. Chamamos seminorma no espago L£> (Q,R™) a funcio N : L™ (2,R") — R definida
por
Noo (f) =inf {c: |f (z)] < c gs em Q}.

(Ver [16], p. 99.)

Nota 13.24. A funcdo No,, em geral, ndo é uma norma em L (2, R™).
(Ver [16], p. 103.)

Definicao 13.25. Chamamos L™ (Q,R") ao conjunto de todas as classes de equivaléncia de fungdes
pertencentes a L= (2, R™), definidas pela relagio de equivaléncia ~ (ver defini¢do 13.4). Por outras palavras,
L* (22,R") é o conjunto das classes de equivaléncia de fungées limitadas q.s. em Q. Desta maneira,

L= (Q,R")={f:Q2 — R": f é mensurdvel e 3 ¢ > 0 tal que |f (z)| < c, gs em Q}.
(Ver [16], p. 103 e [6], p. 56.)
Definigao 13.26. Definimos a norma no espago da seguinte forma :
iy = Noo (f) = inf {c: | ()] < ¢ g em 9}
(Ver [6], p. 56.)

Nota 13.27. Seja () um subconjunto nao-vazio, aberto e limitado de R™. Entao, o conjunto de todas as fungées
contfnuas em §} é um subespago fechado de L™ (Q,R™), e

lflLoo(Q) :Te{% |f ()],
para qualquer f € C (Q, R™).
(Ver [16], p. 91.)
Proposigao 13.28. Se f € L* (Q,R"), entdo
If (@)] < [flpoo(rn) g5 em Q.

(Ver [6], p. 56.)

13.6. Convergéncia nos espagos L? (1 < p < )

Teorema 13.29. Sejam 1 < p < oo, & C R™ aberto, (f,,) uma sucessdo em L? (Q,R"™) e f € L? (Q,R") tais
que

(Ifm - fl[,p(n,]kn)) — 0.

Entao existe uma subsucessdo (f,,) tal que
(@) (fms (z)) = f (2) g5 em R,
(%) | fme (@) < h(z) gsem Q, V k € N, com h € L? (,R?).
(Ver [6], p. 58.)

Definicao 13.30. Seja 1 < p < oo, sgja @ C R™ um conjunto aberto. Dizemos que uma sucessio
(fx) € L? (2, R™) converge fracamente em L? (§2,R™), e denota-se por (fi) — f em L? (Q,R™), se

[5@s@ o [ 1@ dz,

para qualquer g € L (2, R"), quando k =1, ..., co.
(Ver [17], p. 17.)



192

Definigio 13.31. Sejap = 0o, seja Q C R™ um conjunto aberto. Dizemos que uma sucesséo (fr) C L* (£, R™)
converge fracamente x em L™ (Q,R™), e denota-se por (f) A f em L (Q,R™), se

/ka(x)g@:) do— [ f()o() ds,

para qualquer g € L' (,R™), quando k =1, ..., co.
(Ver [17], p. 18.)

Teorema 13.32. Seja Q C R™ um conjunto aberto.
(a) Sep=1ese
(fa) = f em L' (Q,R™),

entao
3K >0: lfn|L,(Q,Rn) <K.

(b) Seja 1 < p < oo.
() Seja
(fn) = f em L? (O, R"),

entao
IK>0: lfnlL,,(QyR,.) <K.

(i5) Reciprocamente, se |fn|pp(qrn) < K, entdo existe f € L? (2, R™) e uma subsucessdo (fn;) de (fn)

tal que
(Fn;) = f em I (1,R"),

comn, j € N.
(c) Seja p = oo.
() Seja
(fa) = f em L= (Q,R™),

entio
3K >0: | falpeo@prey < K-

(i) Reciprocamente, se |fn|p gy < K, entdo existe f € L (€, R™) e uma subsucessdo (f»,;) de

(fn) tal que
(fn;) = f em L= (Q,R"),

comn, j € N.

(Ver [17], p. 18.)

Lema 13.33. Seja Q C R™ um conjunto aberto e limitado. Entao
(a) Sejap =1,
(fn) = f em L' (Q,R")

sse
(@) |fnlp@mmy < K
(i) lim Jp fa(x) — f(z)] dze =0,V cubo D C &;
(431) (fn) é equi-integrdvel, isto é, para qualquer e > 0, existe A = A (g) > 0, tal que se E é um conjunto
mensurével de Q com u (E) < A(g), entdo [ |fn ()| dx < ¢, para qualquer n € N.
(b) Seja1 < p < oo,
(fn) = f em L* (Q,R")

sse
(@) |falLrommy < K
(i) lim_ [p [fn(z) — f(2)] dz =0,V cubo D C Q.
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(c) Seja p = oo,
(fa) = f em L™ (2,R™)

sse
(7‘) |fn|Lm(Q,Rn) <K;
(¢9) nango fD [fa(z)— f(z)] dz =0, ¥V cubo D C Q.
(Ver [17], p. 19.)

13.7. Compacidade fraca em L!

Definicao 13.34. Uma sucessio (zi), de fungdes zy, : [a,b] — R™ com [a,b] C R, diz-se equilimitada se existe
N > 0 tal que |z (t)] < N, para qualquer t € [a,b] e para qualquer k € N.
(Ver [9], p. 309.)

Definicao 13.35. Uma sucessdo (xx), de fungoes zy, : [a,b] — R™ com [a,b] C R, diz-se equicontinua se
dado € > 0 existe § = 6(g) > 0 tal que, quaisquer que sejam t', t” € [a,b] tais que |t' —t"| < § temos
|zk (t') — zx (t")| < €, para qualquer k € N.

(Ver [9], p. 309.)

Teorema 13.36 (Teorema de Ascoli-Arzeld). Seja (z) uma sucessao, de fungées zi : [a,b] — R™ com
[a,b] C R, equilimitada e equicontfnua. Entdo existem uma subsucessio (zx,) de (zx) e uma fungéo continua
z : [a,b] — R™ tais que (zy,) — = uniformemente em [a, b] quando s — +oo0.

(Ver [9], p. 309.)

Definicao 13.37. Uma familia {h(-)} € L' ([a,b],R") diz-se sequencialmente fracamente relativamente
compacta em L!([a,b],R"), se qualquer sucessdo (hy(-)) de elementos de {h(-)} tem uma subsucessio
fracamente convergente em L! ([a,b],R™) (para um elemento h € L!([a,b],R™), o qual ndo tem de estar
em {h()})-

(Ver [9], p. 326.)

Definicao 13.38. Uma familia {h(-)} € L!([a,}],R") diz-se equiabsolutamente integrdvel em [a,b] se
dado € > 0, existe algum & = & (¢) > 0 tal que [, |h ()| dt < ¢, para qualquer h(-) pertencente 4 familia e para
qualquer subconjunto mensurgvel E de [a,b], com u(E) < 8.

(Ver [9], p. 327.)

Proposigao 13.39. As seguintes afirmac¢des sdo equivalentes :
(a) Uma famiflia {h(-)} € L!([a,b],R™) é sequencialmente fracamente relativamente compacta em
L' ([a,b] ,R™).
(b) Uma familia {h(-)} € L' ([a,b],R") é equiabsolutamente integrdvel em |[a, b].
(c) Existem uma constante M e uma fungéo 6 : [0,4+o00) — R limitada inferiormente (que se pode supor de
classe C, estritamente crescente e estritamente convexa ) tais que
00) _ 4

r—+o00 T

[ onen ar<m

para qualquer funcdo h € {h(-)}.
(Ver [9], p. 329.)
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Definicdo 13.40. Seja [a,b] C R ndo-vazio, e f, fx : [a,b] — R™, k € N duas fungdes. Dizemos que a sucessao
(fx) converge em medida em [a,b] para f se

Jim p* ({z € [a,0] : |k (2) = f(2)] 2 €}) =0,

onde p* é a medida exterior de Lebesgue.
(Ver , p. .)

Teorema 13.41. Seja (f,) uma sucessio fracamente convergente para f em L' ([a, ] ,R™). Entdo (f») converge
fortemente para f se e s6 se (f,) converge em medida para f em qualquer conjunto mensurdvel com medida
finita.

(Ver [20], p. 295.)

Teorema 13.42. Seja G C R*, h > 1, um conjunto mensurdvel. Suponhamos que, para quase todot € G, o
conjunto A (f) C R™ é fechado, e, para cada z € A (t), os conjuntos Q (£,z) C R™ sédo fechados e convexos, e
verificam a propriedade :

QEzT)=nNc U Q(t,z).

§>0  (t,2)e(t)+oB

Sejam &, £, : G — R™ ez, 2 : G — R™ fungdes mensurdveis para cada k € N, com &, & € L' (G,R™),
(k@) CA@®), (@) CQtzc(t) aemG,VEEN,

onde (£,) — & em L' (G,R™) e (zx (t)) e (t) em medida em G. Entdo
—4-00

z(t) e A(t), E(t) € Q(t,z(t)) gsemG.

(Ver [9], p. 340.)

14. Outros resultados de sci

Proposigao 14.1. Sejam E um espago vectorial real topoldgico localmente convexo e f: E — [—00,+00] uma
funcéo convexa. Entdo f é sci na topologia forte de E se e s6 se é sci na topologia fraca de E.
(Ver [18].)

Proposigdo 14.2. Consideremos o integral A : [0, T] — (—o0, +00] dado por
A@®,6@)= [ L2060 &

onde :
(i) G C R*, h > 1, um conjunto limitado;
(i7) L : R x R* x R™ — [—00, +00] é uma fungéo que verifica o seguinte :
(#4:) para qualquer € > 0 existe um conjunto compacto K C G tal que w(G\K) < € e L |gxrntr é
Borel-mensursvel;
(4i2) para quase todo t € G, a fungao (s,v) — L (%,s,v) toma valores em (—00,+00] e é sci em R+,
(#43) para quase todo t € G, o conjunto

A@) = {5€R": L(},3,0) #+00} # ;

(i34) para quase todo t € G e para qualquer 3 € A (t), a fungdo v — L (,3,v) é convexa .
Consideremos o conjunto

QE3)={veR":L (t,3,v) # 400},
para cada (£,3) € G x R™.
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Consideremos também as fungées mensurdveis &, £, : G - R" ez, z : G — R™, k € N, verificando o
seguinte :

(a) 6’ gk € Ll (G, Rr)y'

(b) (&) — € em L' (G,R") quando k — +oo;

(c) (= (1)) oo (t) em medida em G;

@) (@ () CA®), () CQUzx(®) asemG,VkeN;

(€) —o < i:= lgm_inf Jo L(t,zk (2), & (2)) dt.

Entao

z(t) e A(t), £(t) e Qt, () gsem G

freeoce) a<imn [ Leo0.60) @
(Ver [9], p. 342, 350, 352.)

15. Os espagos de Sobolev

15.1. O espago W'? (1 < p < 00)
Definigao 15.1. (a) Seja Q C R™ aberto, s € N, 1 < p < co. Entao
WP ={u:ue L?(Q,R),V*u e LP(R),a=1,2, .., s},
onde V®u representa a matriz das derivadas de ordem c, no sentido das distribuicoes, da funcao u.

(b) Para o espago W*? (2, R) é associada a norma

1
g P
[ulpen = (Z IV“u[’zp) ,sel1<p< oo,
a=0

[ulwee = max {|Vuljo}, sep = oco.

(c) Wy'? (4, R) é o fecho de C§° (2, R) em W=7 (Q, R).
(d) W=7 (Q,R) é o dual de Wy (,R), com % + % =1.
(Ver [17], p. 25.)

Nota 15.2. (1) Seu: Q C R™ — R™, representamos o espago de Sobolev por W*5? (2, R™).
(&) WP (Q,R) é um espago de Banach, separdvel se 1 < p < oo e reflexivo se 1 < p < oo.
(#4i) Se 1 < p < oo, as fungées C* (2, R) sdo densas em W*P (2, R), relativamente & norma deste espago.
(Ver [17], p. 25.)

Nota 15.3. Se ) é limitado, entdo Wb (Q,R™) é o espaco das funcdes lipschitzianas.
(Ver [17], p. 25.)

Definicao 15.4. Sejam Q@ C R™ e ¢ : @ — R™ uma funcdo. Entdo o suporte da funciao f é definido pelo
conjunto

supp ¢ = {t € Q: p(t) #0}.
(Ver [6], p. 68.)
Proposigao 15.5. Seja I C R. O espago de Sobolev WP (I,R™) é definido por

Whe (I,R™) = {uGL”(I,R"):E!gEL”(I,R") tal que /u <p':/g w,chECfo(I,R")},
I I

onde C (I,R™) é o conjunto das fungées de classe C™ definidas em I com valores em R™, com suporte

compacto.
(Ver [6], p. 120.)
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Nota 15.6. Na proposicdo 15.5, a fungéo g diz-se a derivada no sentido das distribui¢ées (ou fraca) de u. Além

disso, g é tnica.
(Ver [6], p. 120.)

15.2. Compacidade nos espagos de Sobolev

Teorema 15.7. Seja I = (a,b) C R. Existe uma constante ¢ (que depende apenas de p(I) < co) tal que
|u|L°°(I,IR") S c |u]W1,P(I,]R") ’ Vue Wl’p (I, Rn)) V1 S p < 00,

por outras palavras W (I,R™) C L*° (I,R™) com injec¢do continua para qualquer 1 < p < oo. Além disso,
quando I é limitado :

(i) a injeccio WHP (I,R™) C C (I,R™) é compacta para 1 < p < oo;

(#4) a injecgao W' (I,R™) C L?(I,R™) é compacta para 1 < g < co.

(Ver (6], p. 129.)

Nota 15.8. A injecdo compacta pode ser compreendida da seguinte maneira. Seja (un) — u em Wbe (I,R™).

(z) Sel < p < m, entdo
mp

m—p

(up) »uem LT(I,R"),1<g<
(#%) Se p =m, entao
(un) — uwem LI(I,R"),1 < g < oo.

(z3t) Se p > m, entdo
(un) — v em L (I,R").

(Ver [17], p. 26.)

Nota 15.9. Seja I um intervalo limitado (a,b) C R. Sejal < p < co. A sucesséo (un) C W'? (I,R™) converge
fracamente para a funcdo u € WP (I,R™) ((u,) — u) se e s6 se

@ ([wowoa), - [wo.weaevver or),
@) ([onowo a), 2 [wovo) e ).

16. Continuidade em R

Definicao 16.1. Dizemos que um ponto a é aderente a um conjunto X C R se a for limite de uma sucessao
de pontos (z,) € X.
(Ver [25], p. 133.)

Definicéo 16.2. Seja X C R. Uma fungao f : X — R é continua se for continua em todos os pontos de X.
(Ver [25], p. 174.)

Definigdo 16.3. Seja X C R. Dizemos que uma fungdo f : X — R possui um ponto de descontinuidade
de primeira espécie a € X se f é descontinua no ponto a e, além disso, existem os limites laterais lim+ f(z)

e lim f(z). (Caso a seja ponto de acumulacdo de X somente de um lado, exigimos apenas que o limite lateral
T—a

correspondente exista.)
(Ver [25], p. 181.)

Teorema 16.4. Sejam X C R e f : X — R uma fungéo cujas descontinuidades sdo todas de primeira espécie.
Entéo o conjunto dos pontos de descontinuidade de f é numerdvel.
(Ver [25], p. 182.)
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Proposicao 16.5. Sejam X C Re f : X — R uma funcdo contfnua. Para que f se estenda continuamente a
uma fungdo ¢ : X — R é necessdrio e suficiente que exista lim f (z) para qualquer a € X', onde X é o conjunto
r—a

dos pontos aderentes e X’ é o conjunto dos pontos de acumulacio.
(Ver [25], p. 197.)

Teorema 16.6 (Teorema do valor médio). Seja f : [a,b] — R uma fung¢do contfnua. Se f é derivdvel em
(a,b), existe c € (a,b), tal que

' _ f (b) - f (a)

f (C) - b—a .
Um enunciado equivalente seria : Seja f : [a,a + h] — R uma func¢do continua, derivdvel em (a,a + h). Existe
t,com 0 <t <1, tal que

fla+h)=f(a)+ f'(a+th)-h.
(Ver [25], p. 213.)

Proposigao 16.7. Sejam I C R aberto e f : I — R uma funcgao derivivel em I. Se existe k € R tal que

If ()| <k, Vzel,

entao
lf(@)— fF@)|<klz—y|,YVz,yel
(Ver [25], p. 214.)

Teorema 16.8. Seja f uma fun¢do definida num intervalo I e suponha-se que f é estritamente mondtona e
contfnua (em I). Entdo a fungéo inversa f~!, é também continua (em I).
(Ver [8], p. 318.)

17. Continuidade em R"

Proposigao 17.1. Qualquer funcdo continua f : K — R™, definida num compacto K C R™, é limitada e
atinge os seus extremos (isto é, existem 1, xo € K tais que f (z1) < f (z) < f (z2) para qualquer = € K ).
(Ver [26], p. 44.)

Definicao 17.2. Uma funcdo real f : U — R, definida no aberto U C R", diz-se de classe C! quando
existem, em cada ponto x € U, as derivadas parciais gfé (z), ..., 3%2— (z) e as n fungdes gfﬁ :U — R, assim
definidas, sdo continuas. Mais geralmente, diremos que uma funcao f : U — R é de classe C* quando ela
possuir derivadas parciais em todos os pontos de U e as fungdes %, e :%L : U — R forem de classe C*~!,
Aqui, k é um inteiro > 0. Para completar a defini¢ao indutiva, diremos que uma funcao f : U — R é de classe
C? quando ela for contfnua. Usaremos a notagio f € C*. Escreveremos também f € C*, e diremos que f é
de classe C*, quando f € C* para qualquer k > 0. Evidentemente C® > C* > ... > C* > ... D C®, sendo
todas estas inclusées estritas.

(Ver [26], p. 131, 132.)
Proposicao 17.3. A soma f + g, o produto f - g e o quociente 45 (se g (z) # 0 para todos os pontos no dominio
de g) de fungées f, g: U — R, definidas no aberto U C R", de classe C*, sdo ainda fungées de classe C*.

(Ver [26], p. 133.)

Nota 17.4. Quando f : U — R, definida no aberto U C R™, é diferencidvel em qualquer ponto de U, obtemos
uma aplicacdo Vf : U — (R™)" = L (R™;R), que associa a cada ponto z € U o funcional V f (z), cuja matriz é

9F .. %8 ).
(5 @5

A aplicacdo Vf é continua se, e somente se, cada uma das suas fun¢ées coordenadas g{— : U — R € continua,

isto é, se, e somente se, f é de classe C1. '
(Ver [26], p. 135.)
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18. Fungoes absolutamente continuas

Definigdo 18.1. Uma funcgdo z (t), a < t < b, diz-se AC ou absolutamente continua se, dado € > 0, existe
algum & = 6 (z,€) > 0 tal que, para todos os intervalos finitos ndo sobrepostos (e, B;), i =1, ..., N, em [a, 8],

N N
com Y (a; — B3;) <6, temos Y. |z (i) — = (B;)] < e. Isto &,
1=1 i=1

N N
Ve>0,38>0:) (ei—B)<8=>) |e(e)—2(8)l <e
: =1

i=1

sempre que (a1, ), -, (@n,By) sdo subintervalos disjuntos de [a,b]. Intuitivamente: a variagao total em z
tende para zero quando a variagdo total em t tende para zero.

(Ver [7], p. 81.)

Teorema 18.2. Uma fungio f : [a,b] — R é absolutamente continua em [a,b] se e s6 se satisfaz as seguintes
condigées :

(a) f' existe gs em [a, b].

(b) f'é Lebesgue mensurdvel e Lebesgue integrdvel (isto &, p -integrdvel).

(©) I f' duy, — f () - f (a) para cada @ € [o,B].

(Ver [35], p. 231.)

#

Nota 18.3. Qualquer funcio u € AC ((a,b),R™) é uniformente continua em (a,b); entdo podemos sempre
estendé-la, como uma fungdo contfnua, ao fecho de (a,b).

(Ver [7], p. 83.)

Teorema 18.4. Tem-se
AC ((a,b) ,R™) = W"! ((a,b) ,R").

Mais precisamente, qualquer u € AC ((a,b) ,R™) tem derivada cléssica gs [u'], a qual pertence a L' ((a,b),R™),
e, vista como um elemento de L' ((a,b),R"), [u/] é a derivada fraca de u. Reciprocamente, qualquer u €
Wbl ((a,b),R™), é a menos duma alteracao de u num conjunto de medida nula, uma funcdo AC. Finalmente,
u € AC ((a,b),R™) se e s6 se u é diferencidvel gs no sentido cldssico, [u'] pertence a L' ((a,b),R") e vale o

teorema fundamentel do célculo, isto é,V z, y € (a,b) tem -se
w@-ul) = [ WO
y
Podemos, portanto, dizer que as funcdes de W* ((a,b) ,R™) sdo as primitivas de fungoes de L? ((a,b),R™).

(Ver [7], p. 84.)

Corol4rio 18.5. Qualquer fungdo lipschitziana u € (a,b) tem derivada cldssica [u'] gs em (a,b) e derivada
distribucional v, e ambas as derivadas sdo iguais, vistas como fungdes em L* ((a,b),R"). Em particular, u
pertence a todos os espagos de Sobolev WP ((a,b) ,R™).

(Ver [7], p- 88.)

Nota 18.6. Qualquer funcao lipschitziana é AC.
(Ver [7], p. 88.)

Proposigio 18.7. Se g € L' ((a,b),R™) e se, para z € (a,b),

f () == /zg(t) d,

entdo f é absolutamente contfnua, e [f' (z)] = g(z) gs em (a,b).
(Ver [7], p. 97, 98.)
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Proposigao 18.8. Sejam X um espago vectorial normado e A C R um intervalo fechado. Se as fungées
z;(-) : A — X, i = 1, 2, sdo absolutamente continuas e c; € R, entdo a fungdo c; z; (-)+cz 2 (-) é absolutamente
continua.

(Ver [3], p. 128.)

Proposigao 18.9. Seja A um intervalo fechado de R. Uma fungdo z (-) : A — R™ é integrdvel se e s6 se |z (-)|

é integrdvel. Nesse caso, temos
’/ z(2) dtlg/ e (8)] dt.
a A

Proposigao 18.10. Se 5(-) é uma funcdo AC, crescente definida em [a,b], com s(a) = ¢, s(b) = d, entdo a
fungdo inversa s~! (t) = 7 de t = s (7) existe, é continua e AC em [c,d] se e s6 se s’ (T) > 0 gs em [a, b].
(Ver [9], p. 438.)

(Ver [3], p. 129.)

Proposicao 18.11. Se v é mondtona em |a, b] e se u é absolutamente contfnua em [c, d] entdo uov tem derivada
finita quase sempre em [a, b] e verifica-se a regra da cadeia

(uov) (t) =u' (v (t)) v'(t) gs em [a,b].
(Ver [34], p. 517.)

Proposicao 18.12. Sejam v : [a,b] — R e u : [¢,d] — R fungbes absolutamente continuas. Se v é mondtona e
se v ([a,b]) C [c,d] entdo uowv : [a,b] — R é uma funcdo absolutamente continua.
(Ver [19], p. 462.)

Lema 18.13 (Desigualdade de Gronwall). Sejam f : [a,b] — R e g : [a,b] — Rt duas funcées continuas.
Seja y : [a,b] — R uma funcio continua que satisfaz a inequacéo diferencial, para qualquer t € [a,b] :

¢
y(t)Sf(t)-l—/ g(s)y(s) ds.

Entéo, para qualquer t € [a,b] tem-se :

VO <FO+ [ 76)9(6)ek 5 % as
Em particular, se f (t) =k, é constante, entdo
| y () < kb o) ds.
(Ver [22], p. 108.)
Lema 18.14. Seja ¢ : [a,b] — R AC, seja ¢ : ¢([a,b]) — [—o0,+00] uma funcido mensurdvel, e seja

S C ¢([a,b]) um conjunto mensurdvel, tais que a fungdo ¥ (¢ (-)) ¢’ (*) xg (¢ (-)) é mensurdvel. Entdo os
integrais

p(b)
/ (1) xs (t) dt (18.1)
(a)
b b
/ b ()¢ (1) xs (0 (7)) dr = / ¥ (0 (1) @ (1) X1 (s) (7) dr (182)

existem e sao iguais desde que se tenha :

ou (a) Y (-) € L>(S);
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ou (b) ¥ (-) € L' (S) e ¥ (¢ (-)) tem variacdo limitada, com
¥ () := o o ;
@)= [ $@xs©) do

ou (c) o integral (18.2) existe;
ou (d) ¢ (-) é mondtona e o integral (18.1) existe
(isto é, ¥~ (), ou ¢+ () estd em L' (S); e se isso acontece para S = ¢ (E), com E C [a,b] mensurdvel,
entdo podemos escrever (18.1)=(18.2) como

B(t) dt = /E (e (r) ¢ (r) dn).

o(E)

Em particular, (c) implica que, para qualquer fungdo ¢ : R — [—00, +00], qualquer funcdo AC
¢ : [a,b] = R e qualquer ¢ (-) € L' (a,b),

PP (<) as = 3 [Le(e() @ (1) dr= [0 v () dt

@ =) ep(@()¢ () <b() a5 = [Lv(p(n)¢ (r) dr =0.

(Ver [28], p. 4.)

19. Andlise convexa

19.1. Conjuntos afins

Definigdo 19.1. Se x e y sdo pontos diferentes em R™, o conjunto dos pontos da forma
A-Nz+dy=z+A(y—z), AeR,

é chamado a recta passando por z e y.
(Ver [30], p. 3.)

Definigdo 19.2. Se z e y sdo pontos diferentes em R™, o conjunto dos pontos da forma
A-Nz+dy=z+A(y—z),0<Ar<],

é chamado o segmento de recta passando por T e y.

(Ver [30], p. 10.)
Defini¢ao 19.3. Um subconjunto M de R™ é chamado conjunto afim se
1-XN)z+IyeM,Ve,yc M,VAeR.
(Ver [30], p. 3.)
Definicao 19.4. ParaM CR" eb e R", 0 resultado da translacao de M por b é o conjunto
M+b={z+b:ze M}.
(Ver [30], p. 4.)

Nota 19.5. O resultado de uma translacio de um conjunto afim é outro conjunto afim.
(Ver [30], p. 4.)
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Definicao 19.6. Um subconjunto afim em R™, de dimenséo (n — 1), é chamado hiperplano.
(Ver [30], p. 4.)

Definigao 19.7. Os conjuntos afins de dimensio 0, 1 e 2 sdo chamados pontos, rectas e planos,
respectivamente.

(Ver [30], p. 4.)

Nota 19.8. Os hiperplanos e outros conjuntos afins podem ser representados por equagdes lineares, ou seja,
equacoes envolvendo fungGes lineares.
(Ver [30], p. 4.)

Teorema 19.9. Dados 8 € R e b# 0 € R, o conjunto
H={z:zcR" e (z,b) = 8}

é um hiperplano em R™, com dimensdo (n — 1). Chama-se a b a normal ao hiperplano H.
(Ver [30], p. 5.)

Definicao 19.10. Dado qualquer C C R", existe um tnico conjunto afim minimal (o mais pequeno conjunto
afim) contendo C (C é a intersecg¢do de uma colecgdo de conjuntos afins M tais que M D C). Este conjunto é
chamado invélucro afim de S e é denotado por aff C.

(Ver [30], p. 6.)

19.2. Conjuntos convexos e cones

Defini¢ao 19.11. Um subconjunto C de R™ diz-se convexo se
(1-XNz+X el quandoz,ycCel<A<1.
(Ver [30], p. 10.)

Nota 19.12. Todos os conjuntos afins sao convexos. O contrdrio ji ndo é verdade. Isto porque os conjuntos
convexos sdo relativos a segmentos de recta entre dois pontos e com 0 < X < 1, e os conjuntos afins sao relativos
a rectas passando por dois pontos e com A € R. Em suma, os conjuntos convexos sio mais gerais que os
conjuntos afins, na medida em que apenas tém de conter, ao longo de quaisquer pontos x e y distintos, uma
certa porcdo do segmento de recta entre z e y.

(Ver [30], p. 10.)

Exemplo 19.13. Os elipséides (em R3?) séo conjuntos convexos, mas nido sio conjuntos afins (achatados).
(Ver [30], p. 10.)

Exemplo 19.14. 0 e R™ sdo conjuntos afins e conjuntos convexos.
(Ver [30], p. 10.)

Definigao 19.15. Para quaisquer b # 0 € R™ e 8 € R, os conjuntos
{x:zeR™e (z,b) < B}, {z:z€R"” e (z,b) > B}

sdo chamados semi-espacos fechados.

(Ver [30], p. 10.)
Definicao 19.16. Para quaisquer b # 0 € R™ e 8 € R, os conjuntos
{r:zeR™ e (z,b) < B}, {z:zeR" e (z,b) > B}

sao chamados semi-espacos abertos.
(Ver [30], p. 10.)
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Nota 19.17. Os semi-espagos sa0 nao-vazios e convexos.
(Ver [30], p. 10.)

Teorema 19.18. A interseccdo de uma colecg¢do arbitrdria de conjuntos convexos é convexa.

(Ver [30], p. 10.)

Definicéo 19.19. Um conjunto que pode ser expresso como a intersec¢do de um mimero finito de semi-espagos
fechados de R™ é chamado um conjunto convexo poliedral.
(Ver [30], p. 11.)

Nota 19.20. Os conjuntos convexos poliedrais, em geral, comportam-se melhor que os outros, devido 4 sua
falta de curvatura.
(Ver [30], p. 11.)

Definigdo 19.21. A intersecgdo de todos os conjuntos convexos que contém C C R™ diz-se o invdlucro

convexo de C, e é denotado por co (S).
(Ver [30], p. 12.)

Nota 19.22. O co(S) é um conjunto convexo, e é o mais pequeno conjunto convexo que contém S.
(Ver [30], p. 12.)

Definicao 19.23. A intersecgio de todos os conjuntos convexos fechados que contém S (subconjunto de R™)
diz-se o invélucro convexo fechado de S, e é denotado por ©o (S).
(Ver [21], p. 4.)

Definicio 19.24. Um conjunto D C R™ é chamado cone se é fechado para a multiplicagdo escalar positiva,

isto é, A\x € D sempre que x € D e A > 0.
(Ver [30], p. 13.)

Nota 19.25. Um cone é uma unido de semirectas que partem da origem.
(Ver [30], p. 13.)

Definicao 19.26. Um cone convexo é um cone que é um conjunto convexo.
(Ver [30], p. 13.)

Teorema 19.27. Um subconjunto de R™ é um cone convexo se e s6 se é fechado para a adi¢do e para a
multiplica¢do escalar positiva.
(Ver [30], p. 14.)

Definigdo 19.28. Um vector z* diz-se normal a um conjunto convexo C C R™ num ponto a € C se z* nao
faz um angulo agudo com qualquer segmento de recta em C (comec¢ando ou acabando em a), isto &,

(z—a,z*) <0 Vzel.

Em particular, se C é um semi-espago

{ze€C:(x,b) <B}
e a satisfaz
(a" b) =B,
entao b é normal a C em a.
(Ver [30], p- 15.)

Definigdo 19.29. Sejam C C R™ um conjunto convexo e a € C um ponto. Chamamos cone normal a C em
a ao conjunto de todos os vectores z* normais a C' em a, isto &,

N(a)={z*: {(z —a,z") <0,Vz€C}.
(Ver [30], p. 15.)
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Proposigao 19.30. Sejam C C R™ um conjunto convexo e a € C um ponto. Entédo o cone normal a C em a é
sempre um conjunto convexo.

(Ver [30], p. 15.)

Definigao 19.31. Um cone fronteira de um conjunto convexo C é o conjunto de todos os vectores n, tais
que
(z,n) <B,VzeC,

para algum B € R.
(Ver [30], p. 15.)

19.3. Hiperplanos e Separacao de Conjuntos Convexos

Definigao 19.32. Sejam C; e C; conjuntos nao-vazios de R*. Um hiperplano H diz-se separador de C, e
Cs se Cy estd contido num dos semi-espacos fechados associados a H e Co estd contido no semi-espago fechado
oposto.

(Ver [30], p. 95.)

Definigao 19.33. Sejam C; e Cy conjuntos nao-vazios de R™. Diz-se que um hiperplano H separa C; e C;
propriamente se C e C2 nao estao ambos apenas contidos em H.
(Ver [30], p- 95.)

Teorema 19.34. Sejam C; e Cy conjuntos ndo-vazios de R*®. Entao existe um hiperplano separando C; e Co
se e sO se existe um vector b tal que

(¢) inf {{z,b) : z € C1} > sup{(z,b) : z € C},

(43) sup {(z,b) : z € C1} > inf {(z,b) : z € Ca}.

(Ver [30], p. 95.)

Definigao 19.35. Seja C um conjunto convexo em R". Um semi-espaco suporte de C é um semi-espago
fechado que contém C e tem um ponto de C na sua fronteira.
(Ver [30], p. 99.)

Definicao 19.36. Seja C um conjunto convexo em R™. Um hiperplano suporte de C é um hiperplano que
estd na fronteira de um semi-espaco suporte de C . Os hiperplanos suporte tém a seguinte representagao:

H={z:(z,b) =B},

b#0, onde (z,b) < B,Vz €C eIz eC tal que (z,b) = .
(Ver [30], p. 100.)

Nota 19.37. Os hiperplanos suporte de C que passam por um ponto a € C correspondem a vectores b normais
aCema.

(Ver [30], p. 100.)
19.4. Interior relativo e fronteira relativa de conjuntos convexos

O conceito de interior ndo é muito importante nos conjuntos convexos, sendo mais conveniente o conceito
de interior relativo. Isto porque, por exemplo, um segmento de recta em R3 tem interior vazio no sentido da
métrica do espago R3. Como tal, o conceito de interior relativo & mais itil no trato de conjuntos convexos.

Nota 19.38. B é a bola unitdria em R™. Isto é
B={z:|z| <1} ={z:d(z,0) <1},

com d(z,0) a representar a distdncia de = ao ponto 0.
(Ver [30], p. 43.)
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Definigiio 19.39. O interior relativo de um conjunto C' em R™, denotado por ri(C), é definido como o
interior que resulta quando C é encarado como um subconjunto do seu af f C (isto é, invélucro afim de C).
Deste modo, ri (C) consiste nos pontos z € af f C) para os quais existe ¢ > 0 tal quey € C quandoy € aff C
e d(z,y) < e. Por outras palavras,

ri(C)={z€affC:3e>0,(x+eB)Naff CCC}.
(Ver [30], p. 44.)
Convém também dar outra nogdo de fecho.
Definicio 19.40. Seja C um conjunto em R™. O fecho de C, denotado por cl(C), é o conjunto
c (C) =n{C +¢eB, € > 0}.
(Ver [30], p. 44.)

Nota 19.41. ri(C) C C C cl(C).
(Ver [30], p. 44.)

Definicio 19.42. Seja C um conjunto convexo em R™. A fronteira relativa, denotada por frr ©), éo
conjunto diferenca :

frr(C) = (C)\ri(C).
(Ver [30], p. 44.)

Exemplo 19.43. Seja P um circulo em R3. A fronteira de P é o préprio P. Contudo, a fronteira relativa de
P é a circunferéncia, ou seja, a fronteira de P relativamente ao plano que contém P.

Nota 19.44. Seja C' um conjunto convexo nao-vazio em R". Se int C # J, entdo a ff C=R".
(Ver [23], p. 33.)

Nota 19.45. Para um conjunto convexo C em R™ (af f C = R™ por defini¢do), temos ri C'=int C.
(Ver [30], p. 44.)

19.5. Fungoes convexas

Definigdo 19.46. Uma fungdo f : R® — (—o0, +00], ndo identicamente +oo, diz-se convexa se
flaz+(1-a)e)<af(@)+(1-a)f(),

para quaisquer ¢, ' € R™ e qualquer o € (0,1). O conjunto formado por estas fungdes é denotado por conv (R™).
(Ver [23], p. 144.)

Definigdo 19.47. Seja C um subconjunto convexo de R*. Uma funcao f : C — R, diz-se estritamente
convexa se
flez+(l-a)z)<af(@)+1-a)f(=),
para quaisquer z, ¥’ € R™ e qualquer a € (0,1).
(Ver [21], p. 9.)

-

Definicao 19.48. O epigréfico de uma fungdo convexa em C C R®, o qual denotamos por epi f em R™, é

definido por
epi f={(z,p):x€C, peR, f(z) < p}.

(Ver [30], p- 23.)
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Definigao 19.49. O dominio efectivo de uma fungio convexa em C C R™, o qual denotamos por dom f, é
a projecgao do epi f em R™. Ou seja,

dom f={xe€C:3y, (z,n) €epif} = {z: f(z) < +o0}.
(Ver [30], p. 23.)

Definigao 19.50. Uma funcao convexa diz-se prépria se o seu epigréfico é nado-vazio e nio contém nenhuma
recta vertical. Por outras palavras, uma fungdo convexa é propria se f (z) < +oco, para pelo menos um z e se
f{(x) > —oo, para todos os z. Isto é, f é prdpria se o conjunto convexo C = dom f é nio-vazio e a restricio de
f a C é finita.

(Ver [30], p. 24.)

Definicao 19.51. Uma funcdo convexa diz-se imprdpria se nio é prépria.
(Ver [30], p. 24.)

Teorema 19.52 (Desigualdade de Jensen). Seja f : R* — (—co, +00| uma funcgdo. Entdo, f é convexa se
e so se

f(’\l xy+...+ An IEn) S /\lf(xl) + ...+ /\nf(a:n),

sempreque Ay >0, ..., Ay >0, Ay + ...+ A = 1.
(Ver [30], p. 25.)

Proposigao 19.53. Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma fungao C?. Entdo f é convexa em I se
esése f"(z) >0,Vzel
(Ver [30], p. 26.)

Proposigao 19.54. Sejam C um subconjunto convexo de R™ nao-vazio e f : C — R uma funcdo convexa.
Entao a fungao
f(z) sexeC
f(z)+5($00)={
+oo sex ¢ C

é convexa, onde 6 (- | C) é a fungdo indicatriz de C.
(Ver [30], p. 33.)

Definigao 19.55. Uma funcdo f diz-se concava se satisfaz a desigualdade contrdria i definicio de funcdo
convexa.

(Ver [30], p. 25.)

Nota 19.56. As fungées concavas satisfazem as desigualdades opostas (iquelas referidas nos resultados
anteriores) com hipdteses andlogas.

(Ver [30], p. 25.)

Nota 19.57. Seja f uma funcdo convexa, entdo —f é uma funcédo céncava.
(Ver [30], p. 32.)

Definicao 19.58. Uma fungdo definida em C C R™ diz-se afim se for finita, convexa e céncava.
(Ver [30], p. 23.)

Definicao 19.59. Uma fungdo f : R® — (—o00, +00], ndo identicamente +oo (isto é prépria) diz-se fechada se
é sci, ou se o seu epigrafico é fechado, ou se os seus conjuntos de subnivel sdo fechados.
(Ver [23], p. 149.)
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Definicdo 19.60. Dada qualquer fungdo f definida em R™, existe uma funggo sci (nédo necessariamente finita)
majorada por f, denominada a fungdo cujo epigréfico é o fecho do epigrifico de f em R™*1. Em geral, esta
funcdo chama-se o invélucro sci de f.

(Ver [30], p. 52.)

Definigao 19.61. O fecho de uma fungio convexa f é o invdlucro sci de f se f nunca toma o valor —co,
ao passo que o fecho de f é a fungdo constante —oc se f é uma fungéo convexa imprépria tal que f () = —oo
para algum z. Em qualquer caso, o fecho de f é outra funcdo convexa; e denota-se por c f.

(Ver [30], p. 52.)

Proposigao 19.62. Uma funcdo convexa diz-se fechada se cl f = f.
(Ver [30], p. 52.)

Nota 19.63. Para uma funcéo convexa propria, o ser fechada é o mesmo que ser sci. Notemos também que as
tinicas funcdes convexas imprdprias que sdo fechadas sdo as fungées constantes —oo e +00.
(Ver [30], p. 52.)

Nota 19.64. O conjunto formado pelas fungdes convexas fechadas definidas em R™ é denotado por cono (R™).
(Ver [23], p. 150.)

Teorema 19.65. Sejam f : R™ — (—00, +00] uma funcdo convexa e ¢ : R — (~00, +00] uma funggo convexa
e crescente. Entao, h(z) = ¢ (f (z)) é convexa em R™ (onde estabelecemos que ¢ (+00) = +00 ).
(Ver [30], p- 32.)

Proposicio 19.66. Seja f € conv (R™) (respectivamente conw (R™)) e seja A : R™ — R™ uma funcdo afim tal
que Im A Ndom f # @. Entéo a fungio f o A : R™ — (—o0, +00] dada por

(fod)(z)=F(A(2))

estd em conv (R™) (respectivamente conw (R")).
(Ver [23], p. 159.)

Defini¢ao 19.67. A\ f + a é uma fungdo prépria e convexa quando f é uma fungao propria convexa e A e «
sdo nimeros reais com A > 0.

(Ver [30], p. 33.)

Teorema 19.68. Se fi e fy sdo prdprias e convexas em R™, entdo fy + fo é convexa.

(Ver [30], p. 33.)

19.6. Continuidade de fungoes convexas

Definicdo 19.69. Seja f um funcéo, definida em R™, convexa. Dizemos que f é continua relativamente a
um subconjunto C C R", se a restricao de f a C' é uma funcdo continua.

(Ver [30], p. 82.)

Teorema 19.70. Uma funcgdo convexa f definida em R™ é continua relativamente a qualquer conjunto aberto
convexo C que esteja no seu dominio efectivo, em particular relativamente a ri (dom f).

(Ver [30], p. 82.)

Teorema 19.71. Seja f uma funcgéo convexa, propria e seja S um qualquer subconjunto fechado limitado de
ri (dom f). Entdo f é lipschitziana em S. Mas se dom f ests em R™, S é o interior de dom f.

(Ver [30], p. 86.)

Teorema 19.72. Qualquer fungdo convexa f definida em R™ é localmente lipschitziana no interior do seu
dominio. Isto é, é localmente lipschitziana em cada ponto zg € int (dom f). Consequentemente, é lipschitziana

em qualquer subconjunto compacto de int (dom f).
(Ver [29], p. 1014.)
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19.7. Conjugadas de funcgées convexas

Teorema 19.73. Qualquer fungio convexa fechada f é o supremo pontual da colecgio de todas as fungées
afins h tais que h < f.
(Ver [30], p. 102.)

Definigao 19.74. Seja f um fungdo convexa sci definida em R™. Definimos F* como sendo o conjunto de todos
os pares (z*, u*) em R™"*!| tais que a fungio afim

h(z) = (a,a") — u*

é majorada por f. Temos que
hiz) < f(z),Vz

se e so se
w* > sup{(z,z") - f (z) : = € R"}.

Assim, F* é o epigrdfico da fungdo f* em R™ definida por
f* (@) = sup{(z,2”) ~ f (2)} = —inf{f (z) - (z,2")}.

Este f* diz-se a conjugada de f, ou polar de f.
(Ver [30], p. 103.)

Nota 19.75. Como f é o supremo pontual de fungdes afins
h(z) = (z,z%) — p",
tais que (z*, p*) € F* = epi f*, temos que
f(z) = sup{(z,2") — f* (2")} = ~inf{f" (") - (z,2")}.

O que mostra que a conjugada f** de f* é f, desde que f seja convexa s.c.i..
(Ver [30], p. 104.)

Nota 19.76. A conjugada f** da conjugada f* tem o nome de biconjugada, ou bipolar.
(Ver [30], p. 104.)

Teorema 19.77. Seja f uma funcdo convexa. A conjugada f* é uma fun¢do convexa fechada propria se e s6
se f é prépria. Além disso, (cl f)* = f* e f** = cl (f).

(Ver [30], p. 104.)
Coroldrio 19.78. Para qualquer fungao convexa f em R™, temos

f7(27) = sup{{z, 2”) — f (z) : @ € ri(dom f)}.

(Ver (30], p. 104.)

Nota 19.79. f1 < f2 = ff > fg.
(Ver [30], p. 104.)
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19.8. Subdiferenciabilidade

Definicdo 19.80. Seja f : R® — [—00,+o00] uma fungdo. Dizemos que o vector z* é um subgradiente de
uma fungao convexa f num ponto  se

fR)>2f@)+ (" z—z),Vz
(Ver [30], p. 214.)

Nota 19.81. A desigualdade na defini¢do de subgradiente a que se d4 o nome de desigualdade do subgradiente
tem um significado geométrico simples quando f é finita em z, isto é : o gréfico da funcdo afim

h(z) = f(z) + (=%, z — x)

6 um hiperplano néo-vertical tangente ao conjunto convexo epi f no ponto (z, f (z))-
(Ver [30], p. 214.)

Definigio 19.82. Seja f : R® — [—00, +00] uma funcdo. Dizemos que o conjunto de todos os subgradientes
de f em z é o subdiferencial de f em z e denota-se por Of (x). Isto &,

Af (z) ={z*: f(2) > f(z)+ (", 2—=x),V 2}.
(Ver [30], p. 215.)

Teorema 19.83. Para qualquer funcdo propia convexa f e qualquer vector z, as seguintes condigdes sio
equivalentes :

(a) z* € Of (z);

(b) (z,z*) — f () atinge o seu supremo em z = T;

() f () + f* (z*) < (z,2*);

@) f () + f* (=*) = (z, ")

Se (cl f) (x) = f (), podemos adicionar & lista anterior, as seguintes condi¢des :
(") z € Of" (z*);

(b*) {z,z*) — f* (z*) atinge o seu supremo em z* = z*;

(a**) z* € d(cl f)(x).

(Ver [30], p. 218.)

Teorema 19.84. Sejam f uma funcdo convexa e z um ponto onde f é finita. Se f é diferencidvel em x, entdo
Vf (z) é o tinico subgradiente de f em x. E portanto, em particular

f(2)2f(@)+(Vf(z),2—2),V 2

Reciprocamente, se f tem um tnico subgradiente em x, entao f é diferencidvel em .
(Ver [30], p- 242.)

Teorema 19.85. Sejam A : R® — R™ uma multifungdo afim dada por
A(z)=Ap z+b,
onde Ag : R® — R™ é uma transformagio linear eb € R™, g : R™ — R uma funcao convexa. Entao
8(go A)(z) = A; 99(A(z)),V z € R,

onde A§ é a adjunta de Ag.
(Ver [23], p. 203.)
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20. Multifungoes

Definicao 20.1. Sejam X e Y espagos métricos. Chamamos multifungio & correspondéncia F : X — Y, se
a cada ponto z € X associa um conjunto de valores F (z) C Y.
(Ver [5], p. 33.)

Nota 20.2. Sejam X e Y espagos métricos. Uma multifuncdo F : X — Y é caracterizada pelo seu grafico,
denotado por Graf (F), definido por

Graf (F):={(z,y) € X xY :y € F(z)}.
(Ver [5], p. 34.)

Nota 20.3. Chamamos valor de F em z ao conjunto F (z).
(Ver (5], p. 34.)

Definicao 20.4. Sejam X e Y espagos métricos. Uma multifuncdo F : X — Y diz-se ndo-trivial se o seu
gréfico é ndo-vazio, isto é, se existe pelo menos um elemento = € X tal que F (z) ndo é vagio.
(Ver [5], p. 34.)

Definigao 20.5. Sejam X e Y espagos métricos. Uma multifungdo F : X — Y diz-se estrita se todos os
valores F' (z) sdo ndo vazios.

(Ver [5], p. 34.)

Definicao 20.6. Sejam X eY espagos métricos, e seja F' : X — Y uma multifungdo. Chamamos domfnio de
F' ao subconjunto de elementos xz € X tais que F (z) é ndo-vazio, isto é,

Dom F:={z € X : F(z) # 0}.
(Ver [5], p. 34.)

Definicao 20.7. Sejam X eY espagos métricos, e seja F : X — Y uma multifuncdo. Chamamos imagem de
F 4 unido de todos os valores F (z), quando z € X, isto é,

ImF:= U F(z).
reX

(Ver [5], p. 34.)

Definicao 20.8. Sejam X e Y espagos métricos, e seja F : X — Y uma multifuncao. Chamamos inversa de
F, e denotamos por F~!, 4 multifuncdo F~! : Y — X definida por

€ Fl(y) & ye F(z)  (z,y) € Graf (F).
(Ver [5], p. 34.)

Nota 20.9. Dom F =Im F~! e coincide com a projec¢io do gréfico de F no espago X. ImF = Dom F~! e
coincide com a projec¢do do grdfico de F no espago Y.
(Ver [5], p. 34.)

Nota 20.10. Seja P uma propriedade geométrica. Diremos que uma multifuncio satisfaz a propriedade P se
o seu gréfico a satisfaz.

(Ver [5], p. 34.)

Nota 20.11. Uma multifuncdo diz-se fechada (ou convexa, convexa fechada, mensurdvel, mondtona) se o seu
gréfico é fechado (ou convexo, convexo fechado, mensurdvel, mondtono, respectivamente).
(Ver [5], p. 34.)
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Proposigao 20.12 (Teorema da selecgdo mensursvel ). Sejam S é um qualquer conjunto mensurdvel
nio-vazio e ' : § — R™ uma multifuncdo mensurdvel e com valores fechados. Entdo existe pelo menos uma
selecgdo mensurdvel, isto é, uma fungdo = : dom I’ — R™ tal que z (s) € I' (s) para qualquer s € dom I".

(Ver [31], p. 163.)

Teorema 20.13. Seja S um qualquer conjunto mensurédvel ndo-vazio. Seja T'; : § — R™ uma multifungio
mensurdvel e com valores fechados para cada i € I (conjunto de indices contdvel) e seja I' : § — R™ definida
por

L(s)= NT;(s).

i€l

Entio ' é mensursvel e tem valores fechados. Em particular, o conjunto
{SES: ﬂI‘i(s)#Q}zdomI‘
i€l

é mensurdvel.
(Ver [31], p. 170.)

21. Integrandos normais

Definigao 21.1. Seja S um qualquer conjunto mensurdvel ndo-vazio.
(a) Qualquer fungdo f : S x R*—R chama-se um integrando em S x R™.
(b) Chamamos multifungio epigréfica & multifuncdo Ey : § — R™*! dada por

Ef(s)=epi f(s,") = {(z,0) €R" xR: f(5,2) < e} .
(c) Chamamos multifungdo dominio 4 multifungdo Dy : S — R™ dada por
Dy (s) =dom f(s,-) ={z € R": f(s,2) < +o0}.

(d) Dizemos que f é um integrando sci se f(s,-) é sci para cada s € S, isto é, Ey tem valores fechados.

(e) Dizemos que f é um integrando normal se f é um integrando sci e Ey é uma multifuncdo mensurdvel.

(f) Dizemos que f é um integrando préprio se f(s,-) é prépria para cada s € S, isto é, se f (s,z) > —o0
para qualquer x € R™ e f (s,z) # 400 para algum z € R".

(g) Dizemos que f é um integrando convexo se f(s,-) é convexa para cada s € S, isto é, Ey tem valores
convexos.

(Ver [31], p. 173.)

Nota 21.2. Qualquer integrando da forma f (s,z) = ® (z) é normal, sendo ® : R™ — Rsci, f: SxR* =R
uma fungéo, e S um qualquer conjunto mensurdvel ndo-vazio.

(Ver [31], p. 173.)

Teorema 21.3. Sejam (S, A, 1) um espago de medida, S um qualquer conjunto néao-vazio com uma o-algebra
Aef:SxR*— R uma funcdo tal que f(s,-) é sci para z € R™. Se f é um integrando normal, entdo f é
A ® B-mensurdvel (onde B é a algebra de Borel em R™). O reciproco é verdade se o espago mensurével (5, A)
é completo.

(Ver (31], p. 174.)

Coroldrio 21.4. Seja S um qualquer conjunto mensurdvel ndo-vazio. Se f: S xR* — R um integrando
normal, e z : § — R™ é uma fung¢io mensurdvel, entdo a funcdo s — f (s, (s)) é mensurdvel.
(Ver [31], p. 174.)

Corolério 21.5. Seja S um qualquer conjunto mensurével ndo-vazio e f : S x R" — R uma funcdo. Se f (s,-)
é convexa, sci e int (dom f (s,-)) # @, para cada s € S ese f (-,x) é mensurdvel, para cada = € R", entdo f é

um integrando normal.
(Ver (31], p. 176.)
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Proposigao 21.6. Seja I' : S — R™ uma multifuncao dada por
I'(s) ={z: f(s,2) < a(s)},

onde S é um qualquer conjunto mensurdvel nao-vazio, f é um integrando normal definido em S x R™ (por
exemplo, um integrando caratheodory), e o : § — R é mensurdvel. Entdo I' é mensurdvel e tem valores
fechados.

(Ver [31], p. 177.)

Teorema 21.7. Seja T um qualquer conjunto mensurdvel ndo-vazio. Seja F : T — R™ uma multifun¢io com
valores fechados. Com respeito 4 o-algebra de Borel B (R™) verificam-se as implicagées (c)=>(a)=>(b) onde

(a) F é uma multifungdo mensurdvel;

(b) Graf (F) é um subconjunto A ® B (R™)-mensursvel de T x R®;

(c) F~1(D) € A qualquer que seja o D € B(R™).

Quando o espago (T, A) é completo para alguma medida y, estas condigées sio equivalentes. Entdo tem-se
(b)=(c)=(a) mesmo que F nio tenha valores fechados.

(Ver [32], p. 648.)

Proposicao 21.8. Seja T um qualquer conjunto mensurdvel ndo-vazio. Para j € J (sendo J um conjunto de
Indices), seja Sj : T — R™ mensurdvel. Entdo as seguintes multifuncées sdo mensurdveis :
(a) t— ,QJSj (t), se J é contdvel e S; tem valores fechados;
J

(b) t — ngSj (t), se J é contdvel;

(c)t— >°X; S; (t) para qualquer \; € R, se J é finito; e no caso de S; : T — R™ (em vez de S; : T — R")
temos o pr(js;t;o de conjuntos (isto é, t — j]é[J/\j S; (t) é mensurdvel);

(d) t— (S1(t),...,Sr(t)) quando J = {1, ..., 7}

(Ver [32], p. 651, 652.)

Definicao 21.9. Seja T' um qualquer conjunto mensurdvel nao-vazio. Uma funcao f : T x R® — R diz-se
caratheodory se f (t,z) é mensurdvel em t para cada z e continua em z para cada t (isto é :

(a) f (-, ) é mensurdvel para cada = € R";

(b) f (t,-) é continua para cadat € T).

(Ver [32], p. 662.)

Proposigao 21.10. Na categoria dos integrandos normais estio todas as fungoes caratheodory.
(Ver [32], p. 662.)

22. Andlise nao-suave

22.1. Definigoes e propriedades elementares

Definicao 22.1. Sejam X um espacgo de Banach, |-| a norma em X, Y um subconjunto de X e B a bola aberta
unitdria. Uma fungio f : Y — R diz-se localmente lipschitziana se, para algum e > 0, para algum escalar

nao-negativo k, temos
F@ - fWI<kly-y],

para quaisquer ¥, y' € ¢ +¢B.
(Ver [12], p. 25.)

Definicao 22.2. Sejam X um espago de Banach e f : X — R uma fun¢io localmente lipschitziana no ponto
z € X, ev € X um vector qualquer. A derivada direccional generalizada de f em x na direcgio v, denota-se
por f°(z;v) e é definida como se segue :

fo(.’I);’U) =h1;1_fllp f(y+t:)_f(y)’
£\,0
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onde y é um ponto em X et é um escalar positivo.
(Ver [12], p. 25.)

Definigio 22.3. Sejam X um espago de Banach, |-| a norma em X e X™ o espago dual de X. O gradiente
generalizado de f em = denota-se por 3f () e é o subconjunto de X* dado por

Af (x) = {€ € X*: fo(z;v) > (§,v),VveEX}.
(Ver [12], p. 27.)
Nota 22.4. Denotamos por | X|, a norma em X* e é definida como se segue :

ll,= sup (6,v),VEe€ X™
veX, |v|<1

Além disso, B, denota a bola aberta unitéria em X™.
(Ver [12], p. 27.)

Proposicio 22.5. Sejam X um espago de Banach e f : X — R uma funcdo localmente lipschitziana no ponto
z € X com constante de Lipschitz k. Entao :
(a) Of (z) é um subconjunto de X* nao-vazio, convexo, fracamente*-compacto e ||, < k para qualquer

£ € of (z).
(b) Para qualquer v € X, temos

fo(z;v) = max ({v),VEEXT

m
£€of(x)
(Ver [12], p. 27.)

Proposigao 22.6. Sejam X um espago de Banach e f: X — R uma fungao localmente lipschitziana no ponto
z € X com constante de Lipschitz k. Entéo :

(a) € € 8f (z) se e s6 se f° (z;v) > (§,v), VveEX.

(b) Sejam (z;) e (¢;) sucessbes em X e X* tais que {; € 0f (x;). Suponhamos que (z;) — =, e que § é um
ponto de acumulagdo de (;) na topologia fraca *. Entao ¢ € Of (z). (Isto é, a multifuncdo 8f é fechado na
topologia fraca.)

(c)

of (x)= 0 U, of ®)-
(d) Se X tem dimensio finita, entdo Of é scs em z.
(Ver [12], p. 29.)

Nota 22.7. 8f reduz-se 4 derivada de f, se f é CL.
(Ver [12], p. 30.)

Definicao 22.8. Sejam X e Y espagos de Banach e F: X — Y uma funcdo. Dizemos que F' admite derivada
direccional em z na direccdo v se

F’(w;v):gji% F($+t1;)—F(x),

quando este limite existe.
(Ver [12], p. 30.)
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Definicao 22.9. Sejam X eY espagos de Banach e F : X — Y uma funcio. Dizemos que F admite derivada
de Gateaux em x, um elemento do espaco L (X,Y') dos funcionais lineares continuos DF () : X — Y, sempre
que existe F' (z;v) (isto é a derivada direccional de F em z na direc¢io v) e verifica

F'(z;v) = (DF (z),v).
Notemos que isto é equivalente a termos :
F (2’ +tv) — F(2')

'z t

.0

= (D;F (z),v),VveX.

(Ver [12], p. 30.)

Definigao 22.10. Sejam X eY espagos de Banach e F : X — Y uma func¢do. Dizemos que F admite derivada
estrita em x, um elemento do espago L (X,Y’) dos funcionais lineares continuos D,F (-) : X — Y, sempre que
para qualquer v € X vale o seguinte :

lim F(z'+tv) — F(z)

' -z t

(AN

= (D F (z),v).

Esta convergéncia é uniforme para v em conjuntos compactos. (Esta iltima condigdo é automdtica se F é
localmente lipschitziana em x.)
(Ver [12], p. 30.)

Coroldrio 22.11. Sejam X e Y espacos de Banach e F uma func¢io definida numa vizinhanca de z € X com
valoresem Y. Se F' é continuamente diferencidvel em x, entao F é estritamente diferencidvel em z e localmente
lipschitziana em z.

(Ver [12], p. 32.)

Proposigao 22.12. Sejam X um espaco de Banach e f : X — R uma func¢do. Se f é estritamente diferencidvel
em z, entdo f é localmente lipschitziana em = e Of (x) = {Dsf (z)}. Reciprocamente, se f é localmente
lipschitziana em x e 8f (z) = {£}, entdo f é estritamente diferencidvel em = e D, f (x) = €.

(Ver [12], p. 33.)

Coroldrio 22.13. Sejam X um espaco de Banach e f : X — R uma funcdo. Se f é localmente lipschitziana
em z e X tem dimenséo finita, entdo Of (¢') reduz-se a um conjunto com um iinico elemento para qualquer
z' € z + €B se e s6 se f continuamente diferencidvel em = + ¢B.

Proposigao 22.14. Sejam X um espago de Banach, U C X um conjunto aberto convexo e f : U — R uma
funcdo. Se f é limitada superiormente nalgum ponto de U, entdo, para qualquer z € U, f é localmente
lipschitziana em z.

(Ver [12], p. 34.)

Proposigao 22.15. Sejam X um espago de Banach, U C X um conjunto aberto convexo e f : U — R uma
funcdo. Se f é convexa em U e localmente lipschitziana em z, entdo 8f (z) coincide com o subdiferencial em x
no sentido da anélise convexa, e f° (x;v) coincide com a derivada direcional f' (x;v) para cadav € X.

(Ver [12], p. 36.)

Definicao 22.16. Sejam X um espago de Banach e f : X — R uma fun¢do. Dizemos que f é regular se :
(a) para cada v € X, a derivada direccional f’ (z;v) existe;
(b) para cadav € X, f' (z;v) = f° (z;v).
(Ver [12], p. 39.)
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Proposicio 22.17. Sejam X um espaco de Banach e f : X — R uma fungio. Se f é lipschitziana numa
vizinhanca de z.
(a) Se f é estritamente diferencidvel em z, entdo f é regular em z.
(b) Se f é convexa, entdo f é regular em z.
(c) Uma combinacéo linear finita (por escalares ndo-negativos) de fungoes regulares em x, & regular em .
(Ver [12], p. 40.)

Proposicio 22.18. Se C é convexo, N¢ (z) coincide com o cone normal, no sentido da andlise convexa.
(Ver [12], p. 52.)

22.2. Céalculo basico

Proposigao 22.19. Sejam X um espago de Banach e f : X — R uma fungdo localmente lipschitziana em
z € X. Entao para qualquer escalar s, temos

9 (sf) (z) = s 8f (x).
(Ver [12], p. 38.)
Proposicao 22.20. Sejam X um espago de Banach e f : X — R uma fungdo. Se f é localmente lipschitziana

em z e f atinge um minimo ou méximo local em z, entdo 0 € 9f (x).
(Ver {12], p. 38.)

Proposicio 22.21. Sejam X um espago de Banach e {fi},_, , uma familia finita de fungoes f; : X — R
localmente lipschitzianas em x € X. Entao

8 (Zf,») (z) C Y _8fi(z).
i=1

(Ver [12], p. 38.)

Corolsrio 22.22. Sejam X um espago de Banach e {f;},_, , uma familia finita de fungées f; : X — R
localmente lipschitzianas em z € X. Entao para quaisquer escalares s;, temos

1) <Zsifi> (z) C Esi afi (z),

i=1 i=1
e a igualdade acontece se todas as fungbes, excepto uma no maximo, sao estritamente diferencidveis em .
(Ver [12], p. 39.)

Teorema 22.23. Sejam X e Y espacos de Banach, F : X — Y uma fungdo e g : Y — R uma funcao.
Suponhamos que F & estritamente diferencidvel em z e que g é localmente lipschitziana em F (z). Entéo
f = go F é localmente lipschitziana em z, e temos

Of (z) C 8g (F (z)) o Do F (x).

A igualdade é vilida se g (ou —g) é regular em F (), e neste caso f (ou —f) é também regular em z. A
igualdade também é vélida se a cada vizinhanga de z, F' faz corresponder um conjunto denso numa vizinhanga
de F (z) (por exemplo, se D,F (z) é sobrejectiva).

(Ver [12], p. 45.)

Proposicio 22.24. Sejam X um espago de Banach e fi, f2 : X — R duas funcdes. Se f e fa sdo localmente
lipschitzianas em z, entdo, fi1f2 é localmente lipschitziana em z, e temos
8 (f1f2) (z) C fa(z) Of1(z) + fi(z) 0f2(2)-

Se além disso, fi (z) >0, f2(z) > 0 e se fi, f2 sdo ambas regulares em x, entao a igualdade é vilida e f1f2 é

regular em x.
(Ver [12], p. 48.)
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Nota 22.25. Definimos Of (z) mesmo para fungées f : X — [—00,+00| desde que f seja finita em z. Para
isso, basta que f seja localmente lipschitziana em z.
(Ver (12], p. 61.)

23. Andlise proximal

Definigao 23.1. Sejam X um espago de Hilbert, C um subconjunto ndo-vazio de X e |-| a norma em X. A
fungao distéancia associada a C, dc : C — R é definida por

dc (z):=inf {|Jx —c|: c€ C}.
(Ver [27], p. 65.)

Definigado 23.2. Se ¢ € C é tal que |z — ¢| = d¢ (z), entdo o vector x — ¢ diz-se perpendicular ao conjunto
C no ponto c, e ¢ diz-se uma projeccéo de z em C.
(Ver [11], p. 3.)

Definicao 23.3. Sejam X um espacgo de Hilbert, C um subconjunto ndo-vazio de X e |-| a norma em X. A
projeccao métrica em C é a multifungéo, Il : C — R definida por

Mo (z):={ceC:|lz—c =dc(z)}.
(Ver [27], p. 65.)

Lema 23.4. Sejam X um espago de Hilbert, C um subconjunto fechado ndo-vazio de X, |-| a norma em X e
z ¢ C, entdo as seguintes afirmacgées acerca de um ponto ¢ € C sao equivalentes :

(a) ¢ € ¢ (z), isto é, ¢ é uma projeccao de z em C;

(b) (x—c,d —c) < 3| - c’,V ¢ €C,istoé & =z — c é quase um vector normal dirigido para fora
(funcional de suporte) do conjunto C no ponto c;

(c)celeg(c+t(z—c)),¥te|01].

(Ver [27], p. 66.)

Para visualizar o lema 23.4 pensemos numa bola fechada centrada em z e com raio d¢ (z) = |z — ¢|. As
afirmacoes (a) e (b) expressam o facto de que o interior desta bola ndo contém pontos de C. A afirmacdo (c)
diz-nos que se movermos o centro da bola ao longo da linha recta de = a ¢, e diminuirmos o seu raio
apropriadamente, esta propriedade continua védlida. Quando o conjunto C é convexo, é também possfvel mover
o centro da bola para fora de C ao longo da linha recta que liga ¢ a £ sem modificarmos a situagdo. Isto
permite-nos simplificar a desigualdade em (b). E temos o seguinte corolério :

Coroldrio 23.5. Sejam X um espago de Hilbert, C um subconjunto convexo, fechado, nio-vazio de X, entdo
para qualquer z ¢ C,
cellg(z) e {(z—c,d —c) <0,V eC.

(Ver [27], p. 66.)

Teorema 23.6. Sejam X um espago de Hilbert, C um subconjunto fechado nao-vazio de X. Entéao :
(a) o conjunto {z € X : Il (z) # @} é denso em X;
(b) o conjunto Il (X\C) = %(J Il (x) é um subconjunto denso da fronteira de C.

€(X\0)
(Ver [27], p. 66.)

Coroldrio 23.7. Seja X um espago de Hilbert. Para qualquer subconjunto convexo, fechado, nao-vazio de X,
o conjunto dos pontos de suporte é denso na fronteira de C.
(Ver [27], p. 67.)
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Definicdo 23.8. Sejam X um espago de Hilbert, C um subconjunto fechado de X, com ¢ € C. Um vector
¢ € X diz-se uma normal proximal a C em T se existe uma constante M > 0 tal que

(€, c—8) <Mlc—¢f*,VeceC. (23.1)

O conjunto de tais vectores ¢ diz-se o cone normal proximal e denota-se por N ().
(Ver [27], p. 74.)

Definicao 23.9. Sejam X um espago de Hilbert, f : X — (—00,+00] uma fungao sci e T € dom f. Um vector
¢ € X diz-se um subgradiente proximal de f em T se

(§,—1) € N, 5 (=, f (7)) - (23.2)

O conjunto de tais vectores ¢ diz-se o subdiferencial proximal de f em T e denota-se por O™ f (T).-
(Ver [27], p. 75.)

Nota 23.10. (a) A desigualdade (23.1) pode ser reescrita como
1 A\ 1 9
— — < Zle—¢
<2M§,c c>_2|c ¢, veeC,
o que é equivalente & afirmagédo
~ _ 1
celle <C+ mf) )

pelo lema 23.4. Por outras palavras, afirmar que { é uma normal proximal a C em ¢ é simplesmente estabelecer
que T é o ponto mais préximo em C de algum ponto da forma c +t§ , ¢ > 0. Em particular,

NZ(e) £ {0} @ cellc (X\O).
(b) Quando C é um conjunto convexo, o coroldrio 23.5 dd-nos
EENE(@@) e (€c—T)<0,VceC.

Isto ajuda-nos a compreender a defini¢io de subgradiente proximal : se f : X — (—o0,+00] é sci, convexa,
entao :

teof(@ o (§-1)eNL, ;@ (@)
A ((&,—1),(93,7’) - (Eaf(?f))) S 0: v (1:,1’) € epi f
o - <r—f@),V (z,r)€epi f

s {Ez-B<f(x)-f@),VzeX.
Ou seja, £ é um subgradiente de f em T no sentido da andlise convexa.
(c) No caso geral, onde a convexidade ndo nos pode ajudar, a afirmacdo £ € 0" f (T) é equivalente, através
de (23.1) e (23.2), & existéncia de uma constante M > 0 tal que
<§)x_f) ST’—f(:’f)+M {lil!-—'iL‘_!Q-l-(T—f(_.'lf))] v (.’L‘,'I‘) € epi f

(Ver [27], p. 75.)
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Proposicao 23.11 (Desigualdade do subgradiente proximal). Sejam X um espaco de Hilbert,
f X — (—00,+00] uma fungao sci e T € dom f. Entdo & € O"f (T) se e s6 se existem R > 0 e § > 0
tais que

(x-Z) < f(z)- f@)+R|z—Z°,Vz €T+ 6B.

(Ver [27], p. 75.)

Coroldrio 23.12. Sejam X um espago de Hilbert, f, g: X — (—o00, +00| fungdes sci e finitas em %. Entdo
If(@)+0"g(@) O™ (f+9)(@).

(Ver (27], p. 76.)

Coroldrio 23.13. Sejam X um espago de Hilbert, f : X — (—oo0, +00] uma funcio sci e Gateaux diferencidvel
em T. Entao

If@ < {Vf@)}.

(Ver [27], p. 76.)

Proposigao 23.14. Sejam f e g fungdes sci finitas em z* com valores em R, e seja & € 8" (f + g) (z*). Ento,
para qualquer € > 0, existem y*, z* € x* + B, tais que f (y*) € f(z*) + B, g(z*) € g(z*) + B, e tais que
£€df(y")+0"g(2") +eB.

(Ver [11], p. 12.)

24. Outros resultados

Lema 24.1. Sejam f : R™ — [0, +o0] uma funcgéo convexa, sci, w € int (dom f), w # 0. Seja ainda § : R —» R
uma funcao tal que

0(lz]) < f(2),V zeR".
Entao, para quaisquer € € (0, |w|) e p € Of (w) temos

|w]
lw| —€

)~ £ () > 0 ) - £ (72)

(Ver [1], p. 312.)



218

Capitulo IV
Bibliografia

[1] L. AMBROSIO, O. ASCENZI, G. BUTTAZZO, Lipschitz regularity for minimizers of integral functionals
with highly discontinuous integrands, J. Math. Anal. Appl., 142 (1989), 301-316.

[2] R. ADAMS, Sobolev spaces, Academic press, New York, 1975.
[3] V. ALEXEEV, V. TIKHOMIROV, S. FOMINE, Commande optimale, Mir, Moscou, 1982.

[4 K. ALOIS, J. OLDRICH, F. SVATOPLUK, Functions Spaces, Academia-Publishing House of the
Czechoslovak Academy of Sciences, Prague, 1977.

[5] J-P. AUBIN, H. FRANKOWSKA, Set-Valued Analysis, Birkhduser, Boston, 1990.
(6] H. BREZIS, Andlisis funcional - teoria y aplicaciones, Alianza Editorial, Madrid, 1984.

[7] G. BUTTAZZO, M. GIAQUINTA, S. HILDEBRANDT, One-dimensional variational problems - an
introduction, Oxford Science Publications, Oxford, 1998.

[8] J. CAMPOS FERREIRA, Introdugdo & andlise matemdtica, 6° edigdo, Fundagdo Calouste Gulbenkian,
Lisboa, 1995.

[9] L. CESARI, Optimization - theory and applications: problems with ordinary differential equations, Springer-
Verlag, New York, 1983.

[10] F. H. CLARKE, An indirect method in the calculus of variations, Trans. Amer. Math. Soc. 336 (1993),
655-673.

[11] F. CLARKE, Methods of dinamic and smooth optimization, CBMS-NSF Regional Conf.Ser.in Appl. Math.,
vol. 57, SIAM, Phiadelphia, 1989. '

[12] F. CLARKE, Optimization and nonsmooth analysis, Wiley-Interscience, New York, 1983.

(13] F. H. CLARKE, Yu. S. LEDYAEV, R. J. STERN, P. R. WOLENSKI, Nonsmooth analysis and control
theory, Springer-Verlag, New York, 1998.

[14] F. H. CLARKE, R. B. VINTER, Regularity properties of solutions to the basic problem in the calculus of
variations, Trans. Amer. Math. Soc. 289 (1985), 73-98.

[15] G. CHOQUET, Topology, Academic Press, New York, 1966.

[16] D. L. COHN, Measure theory, Birkh&user, Boston, 1980.

[17] B. DACOROGNA, Direct methods in the calculus of variations, Springer-Verlag, Berlin, 1989.

(18] G. DAL MASO, An introduction to I'-convergence, Birkh#user, Boston, 1993.

[19] C.DELA VALLEE POUSSIN, Sur lintegrale de Lebesgue, Trans. Americ. Math Soc., 16 (1915), 435-501.

[20] N. DUNFORD, J. T. SCHWARTZ, Linear operators, part I: general theory, Interscience Publishers, inc.,
New York, 1976.

[21] I. EKELAND, R. TEMAN, Convexz analysis and variational problems, North Holland, Amsterdam, 1976.

[22] M. GUZMAN, Ecuaciones diferenciales ordindrias - teoria de estabilidad y control, Alhambra, Madrid,
1975.



REFERENCES 219

(23] J.-B. HIRIART-URRUTY, C. LEMARECHAL, Convez analysis and minimization algorithms I, Springer-
-Verlag, Berlin, 1993.

[24] A. N. KOLMOGOROV, S. FOMIN, Elementos da teoria das funcgées e de andlise funcional, Editora Mir,
Moscou, 1982.

[25] E. L. LIMA, Curso de andlise, vol.1, Impa, Brasilia, 1995.
[26] E. L. LIMA, Curso de andlise, vol.2, Impa, Brasilia, 1995.

[27] P. LOEWEN, Optimal control via nonsmooth analysis, CRM Proceedings & Lecture Notes, 2, Amer. Math.
Soc., 1993.

[28] A. ORNELAS, Bi-monotonicity for scalar minimizers of autonomous simple integrals, preprint.

[29] A. ROBERTS, D. VARBERG, Another proof that convex functions are locally Lipschitz, Amer. Math.
Mon., 81 (1974), 1014-1016.

[30] R. T. ROCKAFELLAR, Convez analysis, Princeton University Press, New York, 1970.

[31] R. T. ROCKAFELLAR, Integral functionals, normal integrands and measurable selections, in Nonlinear
operators and the calculus of variations, Lectures notes in mathematics, vol. 543 (1976), 157-207.

[32] R. ROCKAFELLAR, R. WETS, Variational analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1998.
[33] W. RUDIN, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York, 1987.

[34] J. SERRIN, D. VARBERG, A general chain rule for derivatives and the change of variables formula for
the Lebesgue integral, Amer. Math. Mon., 76 (1969), 514-520.

[35] J. YEH, Lectures on real analysis, World Scientific, Singapore, 2000.






