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Resumo

Neste trabalho prova-se a existéncia de solucdes do tipo
Carathéodory de uma inclusao diferencial que pertencem a um
subconjunto K de um espaco de Banach, usando a técnica
baseada sobre selec¢des continuas e o teorema do ponto fixo de
Schauder . No lado direito da inclusdao considera-se um
multifuncdo semicontinua inferiormente (no sentido de Vietoris)
em relacao a segunda variavel cujos valores sao subconjuntos
fechados (ndo necessariamente convexos). Também é provado a
existéncia de solucdes de uma equacao de evolucao, onde o seu
lado direito é formado pela soma de um operador linear nao
limitado gerado por um semigrupo fortemente continuo de
operadores lineares continuos e um operador continuo entre
espacos funcionais. No trabalho considera-se solu¢des que
satisfazem as condigdes iniciais ndo locais, que podem ser
escritas na funcional. Os casos particulares deste tipo de
condi¢cOes sao condi¢cdes de Cauchy, condicdes de periodicidade
e outra condicao ilustrada num exemplo do campo da teoria das
Equacdes Diferenciais Parciais .



Viability Problems for a Differential Inclusion

Abstract

In the Thesis we prove the existence of Carathéodory type solutions of a differential
inclusion, using the continuous selections technique and Schauder fixed point theorem.
In the thesis we prove the existence of Carathéodory type solutions of a differential
inclusion, which belong to a closed subset K of a Banach space, by using a technique,
based an continuous selections and Schauder fixed point theorem. In the right-hand
side of the inclusion we consider a multifunction, which is lower semicontinuous (in the
sense of Vietoris) with respect to the second variable and taking closed subsets on a
Banach's space We prove also the existence of solutions to an evolution equation,
whose right-hand side is represented as the sum of a linear unbounded operator,
generated by a compact strongly continuous semigroup of linear continuous operators,
and as continuous operator between the functional spaces. In the Thesis we study
solutions satisfying the one local initial condition, which can be written in the functional
form. The particular cases of these conditions are the Cauchy condition, the periodical
one and another condition, which is illustrated by an example from the field of Theory of

Partial Differential Equations.
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Introducéo

Inclusbes Diferenciais s&o (generalizacbes de Equacdes
Diferenciais. Serdao consideradas neste trabalho inclusdes da forma

x(t) € T(¢,x(1)),

com respeito a alguma funcdo x(t),onde a multifuncdo I' assume
valores nao vazios, fechados ndo necessariamente convexos de um
espaco de Banach X.

Os problemas considerados para as equacOes diferenciais sao
considerados para as Inclusdes Diferenciais, tais como, a existéncia
de solugdes, nomeadamente a continuidade destas e a sua
dependéncia de determinadas condi¢des iniciais.

Sera abordado neste trabalho o problema da viabilidade em
Inclusbes Diferenciais, que consiste em encontrar solucdes
(trajectdrias) da forma

t = x(t),

com te€[0,1], que sao viaveis, no sentido de satisfazer
determinadas condicbes. Neste trabalho sera exigido que
pertencam a um determinado conjunto, previamente fixo, K, de X.

A teoria da viabilidade teve a sua origem com a resolucédo por parte
de Nagumo, em 1942, do problema da viabilidade para Equacdes
Diferenciais. Foi formulada uma condicdo necessaria e suficiente
para a solucao do problema de Cauchy no caso de um determinado
conjunto fechado.

Teorema (Nagumo, 1942) Seja K, um subconjunto fechado de R" e
seja f:K, —» R™ uma funcdo continua e limitada .E necessério e
suficiente para que uma equacéao diferencial, x = f(x), tenha uma
solucéo viavel para toda a condicao inicial x, € K,, que



f(x) € {W € R™: lim inf . + M = 0},

para todo x, € K.

O conjunto anterior foi introduzido em 1930 por Bouligand
atribuindo-lhe a notagéo Ty (x,), sendo actualmente denominado

por cone tangente de Bouligand.

A teoria da Viabilidade é utilizada em diversos ramos do
conhecimento, por exemplo, em economia, genética, medicina,
teoria dos jogos, sociologia, etc. Esta teoria foi desenvolvida por
diversos matematicos sendo de destacar os seguintes: Jean Pierre
Aubin, Helena Frankowska, Francis Clarke, Yu. S. Ledyaev, Nikolas
Papageorgiou, Shouchuan Hu e Peter Tallos.

Existem varias técnicas para a resolucdo de alguns problemas de
viabilidade. Em [1] sdo estabelecidas condicdes necessarias e
suficientes para a existéncia de trajectorias viaveis utilizando a
técnica das trajectérias monotonas. Neste trabalho seréo
estabelecidas a existéncia de tais trajectorias utilizando a técnica
das seleccbes continuas e o teorema do ponto fixo de Schauder.

Este trabalho tem por base os artigos [12] e [14], publicados
respectivamente em 1990 e 1999.

O texto esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 0, serdo apresentadas definicdes, alguns resultados de
topologia geral, o teorema de Ascoli e do ponto fixo de Schauder,
bem como algumas no¢des de mensurabilidade e integracdo em
espacos de Banach.

O capitulo 1 é dividido em trés seccdes. Na primeira serdo dadas
algumas nocodes preliminares de aplicagdes multivocas bem como
alguns resultados sobre seleccfes continuas e mensuraveis. Na
segunda €é estudado o caso do problema de Cauchy, para a
incluséo

x(t) € T(t, x(t))



estando a multifuncdo definida em [0,1] X K,onde K €& um
subconjunto compacto e convexo de um espaco de Banach X. Na
terceira seccdo, € tratado o mesmo problema que na segunda
seccdo mas com condicdes iniciais ndo locais da forma, x(0) =
@ (x), com ¢ definida num subconjunto de L*([0,1],X ) e assumindo
valores em X.

O capitulo 2 estd dividido em quatro seccdes. A primeira diz
respeito a algumas nocgdes e resultados preliminares,
nomeadamente algumas nocdes topoldgicas, definicbes e
resultados de semigrupos de operadores lineares limitados bem
como o estabelecimento de um lema fundamental para a resolucdo
do problema da seccéo seguinte. A segunda seccao estabelece a
existéncia de uma solucéao integral da equacéo de evolucéo

x(t) = Ax(t) + g(x) (D), (o)

onde A é um operador linear em geral ndo limitado em X, gerador
infinitesimal de um semigrupo, {S(t)};so, de operadores lineares
limitados em X, fortemente continuo (c,-semigrupo) e g € uma
funcéo definida de U < (L' [0,1],X) em L*([0,1],X). Sera utilizada
a técnica das seleccbes continuas e o teorema de Schauder, tal
como no capitulo 1, para a resolucédo da equacao (e), satisfazendo
a restricao

x(t) €K,

para todo t € [0,1] , onde K é um subconjunto de X, fechado,
convexo, limitado e invariante com respeito a {S(t)};so, € a seguinte
condicdo nao local

x(0) = p(x), (o)

Onde ¢ esta definida num subconjunto de (L'[0,1],X) e assume
valores em X. Serd estabelecida ainda a existéncia de solucdes
periddicas para a equacdo (e), do tipo x(0) =x(8), 6 €]0,1],
condicdo essa que € do tipo (ee).



No final desta seccado é apresentado um exemplo ilustrativo de um
problema de valores de fronteira, utilizando uma equacao do tipo (e)
com operador-diferencial parcial.

A terceira seccéo trata 0 mesmo problema da seccéo anterior, mas
No caso em que o conjunto K € ndo necessariamente limitado.

A quarta seccdo estabelece a existéncia de solucbes para a
incluséo

x(t) € Ax + T(t, x(D)) ,

com as mesmas condicdes de fronteira.
Sera visto que a resolucédo deste problema resume-se a resolucao
da equacéao (e), com g uma seleccdo de I .



Capitulo 0

Preliminares

Este capitulo destina-se a apresentar algumas nocdes utilizadas ao
longo do texto, que se inserem no contexto da presente dissertacao.
Os teoremas surgirdo sem a respectiva demonstracdo, sendo

sempre indicadas as referéncias bibliogréaficas.

0.1 NocOes e Resultados de Topologia Geral

Definicdo 0.1.1 Uma colecc¢ao t de subconjuntos de um conjunto X

chama-se topologia em X se t verifica as seguintes propriedades:

i) OerteXer;
(i) SeU;ertparai=1,..,n, entdo N, U; ;

(i) Se {U,} é uma coleccao arbitraria de elementos de 7 ,entdo

UgUg ET.

Definicao 0.1.2 Um conjunto X munido de uma topologia =,
denomina-se espaco topologico. Os conjuntos de T chamam-se

abertos.

Definicdo 0.1.3 Seja E c X. E € denominado conjunto fechado do

espaco topologico se é o complementar de algum aberto de .



Definicdo 0.1.4 Seja E c X. O fecho de E, (representa-se por E), é

a interseccao de todos os conjuntos fechados que contém E.

Definicao 0.1.5 Seja E c X. O interior de E, (representa-se por

int E), € a unido de todos os abertos que sao subconjuntos de E.

Definicao 0.1.6 Denomina-se vizinhangca de um ponto p € X a todo

0 conjunto aberto que contém p.

Definicdo 0.1.7 O espaco topoldgico (X,7) € um espaco de
Hausdorff se para quaiquer x,y € X,x # y, existem vizinhancas

disjuntas de x e y.

Definicdo 0.1.8 Seja E < X. Uma cobertura aberta de E € uma
familia de conjuntos abertos G;,i € I, de modo que E c U;¢ G;. Se
existe um subconjunto I c I, tal que E c U;¢;G;, entdo a familia
{G;,i € I}, chama-se uma subcobertura da cobertura inicial. Se I é

finito a cobertura diz-se finita.

Definicdo 0.1.9 Um conjunto K ¢ X é compacto, se de toda a sua

cobertura aberta € possivel extrair uma subcobertura finita.

Teorema 0.1.10 ([17], p.96) Todo o conjunto compacto é fechado

em qualquer espaco de Hausdorff que o contiver.
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Definicdo 0.1.11 Uma colecgao T c t diz-se base de t, se todo o

elemento de t se representa como a unido de elementos de T.

Observacao: Seja E c X. A coleccdo de todas as interseccbes

ENnV,ondeV € 1, € uma topologia em E.

Definicdo 0.1.12 A topologia definida na observacdo anterior

denomina-se topologia em E, induzida por .

Definicdo 0.1.13 Um conjunto X diz-se um espaco vectorial real se

em X estao definidas as operacdes:

1) de adicéo, que faz corresponder a cada par (x,y) € X x X um
elemento z =x +y € X,
2) de multiplicacdo por numeros a € R, que faz corresponder ao

par (x,a) € X X Rum elemento z = ax € X;
e estas operacgdes verificam os axiomas seguintes:

) x+y=y+x,Vx,y EX,
) (x+y)+z=x+y+2),Vx,y,z€ X,
3) existe zero, isto €, um elemento 0 € X tal que
x+0=x, Vx€LJX,
4) para todo x € X existe um elemento inverso, isto €, umy € X
tal que

x+y=0;

11



5 1.x=x,Vx€X;

6) a(yx) = (ay)x,Vx€EX e a,y € R;
7)(a+y)x=ax+yx,VxeEXeayER,
8 alx+y)=ax+ay,Vx,yeEXea€ER,

Definicdo 0.1.14 Seja X um espaco vectorial real. Uma norma em X
€ uma funcédo real |[|.||:X - R que associa a cada vector x € X o
namero real ||x||, de modo a serem cumpridas as condi¢cdes abaixo

para quaisquer x,y € X e 1 € R:
i) Se x # 0 entdo ||x]|| # 0;

i) l|Ax]l = [AlxI;

i) [l + yll < [lx[l + llyll.

O conjunto X munido com a norma ||. || chama-se espaco normado.

Observacao: Uma aplicacdo que verifica so as condicdes ii) e iii) €

denominada seminorma.

Definicdo 0.1.15 Uma métrica num conjunto X é uma funcgao
d:X XX - R, que associa a cada par ordenado de elementos
x,y € X, um numero real d(x,y), chamado a distancia de x a y, de
modo que sejam satisfeitas as seguintes condi¢cdes para quaisquer

xX,Y,Z€X:
) d(x,x) =0;

i) Se x # y entdo d(x,y) > 0;

12



i) d(x,y) = d(y, x);
v)d(x,z) < d(x,y) +d(y, 2).

Entdo X munido com a métrica d(.,.) chama-se espaco métrico.

Observacao: Todo o espa¢co normado torna-se um espago metrico

por meio da definicdo d(x,y) = [|lx — y|| .

Definicdo 0.1.16 Sejam X e Y espacos meétricos. Diz-se que uma
aplicacdo f: X - Y é continua no ponto a € X se para todo € > 0
existe § > 0 tal que d(x,a) < & implica d(f(x), f(a)) < e.

Diz-se que f: X - Y €& continua quando é continua em todos os

pontos a € X.

Definicdo 0.1.17 Uma sucessao (x,), hum espaco normado X
chama-se sucessao de Cauchy se para todo € > 0 existe n, € N tal

que n,m > n, implica ||x,, — x,|| < e.

Definicdo 0.1.18 Uma sucessdo (x,), num espaco normado X
converge para x se para todo ¢ > 0 existe n, € N tal n > n, implica

lx,, — x| < e.

Definicdo 0.1.19 O espago normado X diz-se completo se toda a

sucessédo de Cauchy em X converge.
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Definicao 0.1.20 Um espaco normado completo denomina-se um

espaco de Banach

Definicdo 0.1.21 Em qualquer espaco métrico, a bola aberta de

centro x e raio r é o0 conjunto

B(x,7v) ={y:d(x,y) <r}.

Definicdo 0.1.22 Seja X um espago métrico, aeX e EcX. A

distancia do ponto a ao conjunto E define-se como

dg(a) = infyep d(a, x) (0.1.2)

Proposicdo 0.1.23 ([19],p.44). A aplicacdo (0.1.1) definidaé

continua.

Definicdo 0.1.24 Seja X um espaco métrico. Diz-se que Ec X é

densoem X se E = X.

Observacao: Uma vez que um espaco meétrico € um caso particular
de um espaco topoldgico o fecho E de um conjunto E c X (X € um
espaco métrico ) pode ser definido como o conjunto dos pontos

x € X tais que

B(x,e)NE+@® Ve>0

14



Definicdo 0.1.25 Um espaco métrico € separavel se contém um

subconjunto numeravel denso.

Observacao: Todo o espaco métrico compacto € separavel.

Definicdo 0.1.26 Um subconjunto E c X chama-se relativamente

compacto se E é compacto.

Observacao: A definicdo anterior pode ser enunciada do seguinte
modo: Um subconjunto E de um espaco métrico X é relativamente
compacto, quando toda a sucesséo de pontos x, € E, possui uma
subsucessao convergente em X, (pode ocorrer que o limite dessa

subsucessao néo pertenca a E).

Definicdo 0.1.27 Seja X um espaco vectorial . Um subconjunto
E cX X chama-se convexo se Aa+ (1—A)b€E sempre que
a,beEe0<A<1.

Definicdo 0.1.28 Um subconjunto M c X diz-se subespaco vectorial
de X se

x+y €M ,paratodo x,y € M;

Ax € M, paratodo A € R e todo x € M.

15



Observacéao: Toda a interseccdo de subespacos vectoriais € um

subespaco vectorial.

Definicao 0.1.29 Seja X um espaco vectorial e E c X. O menor
subespaco de X que contém E chama-se subespaco vectorial
gerado por E . Este subespaco é igual a interseccdo de todos os

subespacos de X que contém E.

Definicdo 0.1.30 Sejam X e Y dois espacos topologicos e f: X - Y
uma funcdo. Diz que f é continua em x € X se para toda a
vizinhanca U de f(x), f~'(U) é uma vizinhanca de x. Se f é

continua para qualquer x € X chama-se continua em X.

Definicdo 0.1.31 Define-se espaco vectorial topolégico V como
sendo um espaco vectorial, munido de uma topologia para a qual as

operac0Oes adicao e produto por um namero real
(u,v) »u+vdeV xV sobreV;
(A4, u) » Aude R x V sobre V;

sao continuas em relacéo a topologia definida.

Teorema 0.1.32 ([23], p.11) Seja VV um espaco vectorial topologico.
Se C € um subconjunto convexo de V, entdo C e intC S&o

convexos.

16



0.2 Operadores lineares

Definicdo 0.2.1 Sejam X e Y dois espacos vectoriais . Denomina-se
operador linear definido sobre X com valores em Y a qualquer

aplicacéo A: X — Y tal que

A(ax + By) = aA(x) + BA(y) paratodos x,y e X eV a, € R.

Definicdo 0.2.2 Sejam X e Y dois espacos vectoriais topologicos.
Um operador linear A: X —» Y chama-se limitado se a imagem A(C) é

limitada em Y para qualquer limitado C c X .

Observacgoes:

i) Um conjunto € num espaco linear topologico X é limitado se

para toda a vizinhanca U da origem existe 1 > 0 tal que C c AU .

i) Se A:X - Y € um operador linear limitado e se X é um
espaco métrico, entdo A € continuo.( O operador A € encarado

como funcéo entre espagos méetricos.)

iii) Um operador linear A:X - Y € limitado sse existir uma

constante c tal que,
IAGOI < cllx]l,

para qualquer x € X.

17



Definicdo.0.2.3 O menor dos numeros c¢ que satisfaz a
desigualdade anterior chama-se norma do operador A e representa-

-se por ||A]|.

Teorema 0.2.4 ([17], p.213) Dado qualquer operador linear limitado

A:X - Y, tem-se

1AGO|
IAll = supjxpc1 1A = supsao ||x7|

Definicdo 0.2.5 Sejam A e B dois operadores lineares de X em Y.
Chama-se soma A + B o operador C que, a cada vector x € X, faz

corresponder o elemento

y=A(x)+ B(x) €Y.

Observacao: Se X e Y forem espacos normados e os operadores A
e B limitados, a sua soma A + B sera um operador limitado e tem--

se

1A+ Bl < lAll + 1IBI| -

Definicdo 0.2.6 Seja A: X = Y um operador linear 1 € R. Chama-se
produto de A por A representando-se por, 14, ao operador que, a

cada vector x € X, faz corresponder o elemento

y=A1A(x) €Y.

18



Definicdao 0.2.7 Sejam A:X - Y e B:Y - Z . Denomina-se BA a
composicdo dos operadores A e B, isto é, o operador C que faz

corresponder a x € X o elemento z = B(A(x)) de Z.

Observagoes:

i) O operador BA € linear, e serd continuo se, por exemplo,

ambos os operadores A e B forem continuos.

i) se A e B sdo operadores limitados em espacos normados

entdo o operador BA é limitado e tem-se ||BA || < ||B||||A]|-

Definicdo 0.2.8 Um operador A: X — Y chama-se compacto se levar
gualquer conjunto limitado em X num conjunto relativamente

compactoemY.

Definicdo 0.2.9 Sejam X e Y espacos vectoriais topolégicos. Um
operador A:X — Y chama-se fechado se o subconjunto graph A c

X x Y definido por
graph A:={(x,A(x)): x € X},

é fechadoem X x Y.
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0.3 Teoremas de Ascoli e do ponto fixo de Schauder

Designe-se por C(X,Y) o conjunto das fun¢des continuas f: X - Y.

O conjunto C(X,Y) torna-se um espaco de Banach se munido com a

norma ||f || = supyex [If COIl

Definicdo 0.3.1 Sejam X e Y espacos meétricos e A c C(X,Y). O
conjunto A diz-se equicontinuo no ponto x, € X se para todo € > 0
existe § > 0 tal que d(x,x,) <& em X implique d(f(x),f(x,)) <&
emY,V f €U O conjunto A diz-se equicontinuo em X se o for em

todos os pontos de X.

Observacdes: As métricas nos espacos X e Y sao designadas pela

mesma letra.

Teorema 0.3.2 (Teorema de Ascoli) ([18], p.244) Seja A* um
subconjunto de C(K,Y), onde K é compacto. Para que A* c C(K,Y)

seja relativamente compacto, € necessario e suficiente que:

(a) A* seja equicontinuo;
(b) Para cada x € K o conjunto UA*(x):={f(x):f € A"}, seja

relativamente compacto em'Y.

Definicdo 0.3.3 Um ponto fixo de uma aplicagdo f: X - Y € um

ponto x € X tal que f(x) = x.

20



Teorema 0.3.4 (Teorema de Schauder) ([3], p.219) Seja C # @ um
subconjunto convexo de um espaco normado X e seja f: C —» C uma
funcdo continua tal que o conjunto K := f(C) € compacto. Entdo f

tém um ponto fixo.

0.4 Mensurabilidade e Integracao em Espacos de Banach

Definicdo 0.4.1 Uma coleccédo A de subconjuntos de um conjunto
Q chama-se uma o-algebra se A verifica as seguintes

propriedades:

i) QeA;

(i) Se A€eA, entdo A° € A (0 simbolo A¢ representa o
complementar de A relativo a Q );

(i) SeA=U,-,4,esed, €A paran=12,..,entdio A€ A .

Definicdo 0.4.2 A par (2,A) chama-se espaco mensuravel e os

elementos de A chamam-se conjuntos mensuraveis.

Observacao: Dada uma coleccdo C de subconjuntos de Q a
interseccdo de todas as o-algebras que contém C é ainda uma o-
algebra.

Definicdo 0.4.3 A o-élgebra, definida na observacdo anterior

denomina-se o-algebra gerada por C.
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Definicdo 0.4.4. Seja Q um espagco topologico. A o-algebra gerada
por todos 0s conjuntos abertos de Q denomina-se o-algebra de

Borel, representando-se por S.
Observacao: Considere-se R* := (0, +0).

Definicdo 0.4.5 A funcao u: A » R* U {+0} é denominada medida
positiva, se para toda a sucessao de conjuntos disjuntos dois a dois
A, €A,

M(Un21An) = anl M(An) .

Definicdo 0.4.6 A medida positiva u chama-se o-finita se

u(Q) < +oo.

Definicdo 0.4.7 A o-algebra A diz-se completa (ou u-completa) se
para todo o conjunto A € A satisfazendo u(A4) = 0, qualquer que

seja 0 subconjunto B c A ainda é elemento de A.

Definicdo 0.4.8 Sejam M = (X,A,u) e N = (Y, B,v) dois espacos de
medida o-finitos completos.

Define-se a o-algebra A &® B de subconjuntos do produto
cartesiano X XY como sendo a o-algebra gerada pelos conjuntos
daformaAxB,A€ AeB€E B
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Observacao: Existe uma uUnica medida u ® v definida sobre

A ® B chamada medida produto, tal que

U®v)AXB)=u(A) x v(B)comAe AeBE B.

Definicdo 0.4.9 Ao espaco de medida (X XY, A ® B,u ® v) da-se

0 nome de espaco de medida produto.

Teorema.0.4.10 ([22], p.51) Existe uma medida positiva e completa

A definida numa o-algebra £ em R", tal que
) ACITzqdas bil ) = ITiea(by — @) ,a;, b € R;
i) A(E+x) =A(E) ,E€ L,x R
iii) A é regular, isto é,
AME) =inf{A(V):E c V,V aberto} = sup{A(K):K c E,K compacto}
paratodoo E € L.

Iv) L contém os borelianos de R™.

Observacdao: Considere-se E + x:={y + x:y € E}

Definicdo 0.4.11 A medida A definida anteriormente designa-se por

medida de Lebesgue.
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Definicdo 0.4.12. £ chama-se o-algebra de Lebesgue.

Observacao: Existem conjuntos mensuraveis de Lebesgue, que

nao sao borelianos (ver definicdo 0.4.4).

Definicdo 0.4.13 Seja (2, A, u) um espaco de medida. Diz-se que
uma propriedade se verifica quase sempre relativamente a medida
u, (abreviado por g.t.) se se verifica para todos os pontos de Q
excepto, eventualmente, para um conjunto de pontos de A de

medida nula.

Nas definicbes que se seguem considere-se um espaco (Q,A,u),

o-finito e um espaco de Banach X.

Definicdo 0.4.14 A funcdo f:Q — X chama-se funcédo simples se
existem conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois E;,E,,.., E, C
Qeaya,.., a, €X tais que

n

£t = 2 aixs, ),V t EQ (0.4.1)

i=1

onde

1,t €E;
1 ®={o/ g p -

é a funcao caracteristica de E;.
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Definicdo 0.4.15 ([10], p.41) A funcdo f:Q —X €& chama-se
mensuravel, (ou u-mensuravel), se existe uma sucessao de funcoes

simples (f,,), tal que

limp o [l £ (8) = F(OIl = 0,

parag.t. t € Q.

Definicao 0.4.16 Seja f:Q — X uma funcado simples (0.4.1). O

integral de f € definido por

Jo fF@® du =37, aiu(Ey).

Definicdo 0.4.17 ([10],p.44) A funcdo mensuravel f:Q — X chama-
se integravel no sentido de Bochner se existe uma sucessao de

funcdes simples (f,,),, tal que

limp e Jo 1fa(6) = fF(Olldp = 0. (0.4.2)

Observacdo: Considerando ¢:Q —» R* uma funcdo mensuravel

definimos

jﬂ @ (t) du:=sup {J Y()du:0 <yY(t) < p(t)paraq.tt

€ 2 e é uma funcao simples}.
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Tomando em conta isto podemos definir o integral da norma em
(0.4.2).

Em tudo o que se segue a integrabilidade de fun¢cdes com valores

em X é considerada no sentido de Bochner.

Teorema 0.4.18 ([26], p.5) Se f: Q — X € Bochner integravel e (f;,),
€ uma sucessao de funcdes simples verificando a definicdo anterior,

entao existe o limite

limp_e [, fndu, (0.4.3)
que ndo depende da escolha da escolha da sucessao (f,), que

converge para g.t.t € Q. O limite (0.4.3) chama-se o integral de f e

designa-se por [ f dpu.

Teorema 0.4.19 ([10], p.45) A funcdo mensuravel f:Q->X é

integravel se e somente se fﬂ If|l du < oo,

Teorema 0.4.20 ([10], p.46) Se a funcéo f: Q — X € Bochner entédo

) ||fE fdu” < J; Iflldu, paratodo E € A,

i) Se (E,,),, € uma sucessédo de elementos de A disjuntos dois

adoise E = U,-, E, entdo

Jp fdu=23J; fdu, (0.4.4)

onde a série em (0.4.4) € absolutamente convergente.
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Represente-se por LP(Q,u, X), 1 < p < oo, 0 conjunto das funcdes
f:Q — X mensuraveis em Q e [|f||? integravel com respeito a pu.

Defina-se

I 1lcp: £P (@, X) - R™ por

Wller = (J, NFIP i)

para cada f € LP(Q,u,X). Esta aplicacdo € uma semi-norma em
LPQ,u,X).

A relacdo "~ definida por
f~gsef(t)=gQ),
q.t.,t €1,

€ uma relacdo de equivaléncia em LP(Q,u,X). Seja LP(Q,u,X) o
espaco quociente LP(Q,u,X)/~. Se f ~g entdo ||fllz» = llgllcr.

Assim a funcao definida por

- llpe: LP(Q 0, X) - RT

1l = 1fllco

para cada f € LP(Q,u,X), estd bem definida e é uma norma em

LP(Q, u, X). Com esta norma LP(Q, u, X) € um espaco de Banach.

Definicdo 0.4.21 Um subconjunto F c LP(Q,u,X) € uniformente

integravel se para todo € > 0 existe § = §(¢) > 0 tal que
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S fldp <e

umavez que f € F e E € A satisfaz u(E) < 6.

Observacao:
Seja l: QO » R* uma funcgéao integravel. O conjunto

Fr={f e PQuX):]IfOl < 1(t),q.t.t €}

€ uniformemente integravel.

Teorema 0.4.22 Se uma sucessao (f,,), converge para f em

L'(Q, 1, X) entdo existe uma subsucessao (fnk)n tal que
k

f, (B) — f(t) parag.t. t € Q.

Observacgao: O teorema anterior estende para o caso do espaco de
Banach, o famoso teorema de Lebesgue inicialmente formulado em

dimensades finitas (ver [Brezis], p.58).

Teorema 0.4.23 (Teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue) ([10], p.45) Seja (Q,A,u) um espaco de medida finita e
(f,)n € uma sucessdo de fungbes Bochner integraveis em Q. Se

lim,_. f,(t) = f(t) parag.t. t € Q e se existe uma funcao
g: Q- R*

integravel a Lebesgue de modo que
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IOl < g(t),parag.t,t €Q,

entdo f é integravel e

lim, i fu(® dp= [ f(&)dp

paratodo E € A

Teorema 0.4.24 ([10], p.47) Seja T um operador linear fechado
onde X e Y sado espacos de Banach. Para qualquer funcédo
integravel f:Q - X tal que a fungdo t- T(f(t)) é também

integravel tem-se

T(f, £ du) = [, T(f(©)du

paratodoE € A .

Observacao: Os resultados estabelecidos nos capitulos 1 e 2
utilizam o espaco LP(Q,u,X) em que p=1, T=[0,1] com a o-
algebra £ dos conjuntos mensuraveis de Lebesgue e u(dt) a
medida de Lebesgue. O conjunto anterior neste caso €

representado por L(T, X).
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Capitulo 1

Problema de Cauchy para uma inclusao diferencial

num conjunto compacto.

Neste capitulo sera provada a existéncia de solugcdes do tipo

Carathédory da inclusao diferencial

x(t) € I'(t,x), (1.0.0)

onde I': T x K — 2% é uma multifungdo semicontinua inferiormente
em x € K, K € X & um subconjunto compacto e convexo do espaco
de Banach X.

Observacdo: o simbolo 2X representa a colec¢do de todos os
subconjuntos néo vazios, limitados e fechados de X .

Na demonstragédo serda utilizada a técnica das selec¢bes continuas

bem como o teorema do ponto fixo de Schauder.

Comecgcamos por apresentar alguns conceitos e proposi¢cdes que

sao Uteis para a demonstracéo do resultado principal deste capitulo.

1.1 Preliminares

Suponhamos que X e Y sdo espacos topologicos e F: X - Y € uma
multifuncao
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Definicao 1.1.1

i) Denomina-se gréafico de F, representando-se por Graph F, o
subconjunto de X x Y definido por

Graph F :={(x,y) e X xXY:y € F(x)}.

ii) Denomina-se dominio de F, representando-se por Dom F, 0o

subconjunto de X definido por

Dom(F) :={x € X:F(x) # 0}.

iii) A imagem de F , representa-se por Im(F), € unido dos

valores F(x), onde x € X, ou seja
Im(F) := Uyex F (x).
Definicdol.1.2 A multifuncédo inversa de F representando-se por
FlétalFl:vy->Xe
x€F1l(y)oye F(x) © (x,y) € Graph F
Definicdol.1.3 Seja F: X —» Y e considere-se 0s subconjuntos de X
representados por F~1(M) e F_, (M), definidos respectivamente por
FIM):={xeX:F(x)nM + @},

F..(M):={x€eX:F(x) c M}

com M subconjunto de Y.

Observacao: Para qualquer multifuncéo F: X — Y tém-se a seguinte
igualdade

FA(Y\M) =X \F_,(M)
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para qualquer subconjunto M de Y.

Definicdol1.1.4 A multifuncdo F:X->Y, €& semicontinua
inferiormente no sentido de Vietoris se para todo o conjunto aberto

U c Y o conjunto F~1(U) é aberto.

Observacao: Se F: X —» Y € semicontinua inferiormente no sentido
de Vietoris entdo o fecho, F, F(x):=F(x), é semicontinuo
inferiormente também. Pois, para qualquer conjunto aberto U c Y

tem-se

{x:aniQ)}:{x:F(x)nUiQ)}.

A definicdo anterior tem um caracter global, vejamo-la sob a forma

local.

Definicdol.1.5 A multifuncdo F:X—-Y, ¢é semicontinua
inferiormente no sentido de Vietoris em x, € X se para todo aberto

U cY tal que
Flx)nU + 0

existe uma vizinhanca V(x,) de x,, tal que F(x) N U # @ para todo
x € V(xg) .
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No caso de X e Y serem espacos métricos temos mais um conceito

de semicontinuidade.

Definicdol1l.1.6 Sendo X e Y espacos métricos a multifuncéo
F:X - Y é denominada semicontinua inferiormente, no sentido de

Hausdorff, em x,, se para todo € > 0, existe § > 0 de modo que,
V x € B(xg,6)
se tem,
F(xy) € B(F(x),¢).

onde

B(F(x),€) :={y:dpc(¥) < €}.

Observacéo: E bem conhecido que uma multifun¢édo semicontinua
inferormente no sentido de Hausdorff € semicontinua inferormente
no sentido de Vietoris mas o contrario € verdade quando os seus

valores estdo contidos num compacto.

Definicdol1.1.7 A multifungcédo F: X — Y é semicontinua inferiormente
no sentido de Vietoris em x,, se para toda a sucessao (x,),, € X de

modo que x, o) Yo e para todo o elemento y, € F(x,) existe
n—>0oo

uma sucessio y, o) Yo COM (Vdn € F(xp),n > 1.
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Definicdol1.1.8 Seja (,A) um espaco mensuravel. A multifuncéo
F:X - Y é denominada mensuravel se F~1(M) € A, para todo o

conjunto fechado M c X.

Observacao: Considerem-se um subconjunto K ¢ X, T = [0,1] com
a og-algebra L dos conjuntos mensuraveis de Lebesgue. A nocéo de
mensurabilidade de F: T X K — X diz respeito a g-algebra L ® f em
T X K gerada por conjuntos da forma E X U,onde EE L, Ue B e f

€ a g-algebra de Borel gerada por K.

Definicdo1l.1.9 Seja K c X fechado e convexo e x € K .O cone
tangente do conjunto K no ponto x € o conjunto representado por

Ty (x), definido pela formula

Ti(x) = Upso A7 (K = x).

Observacoes:
) vE Tx(x) © limy_ o+ 17 1dg (x + Av) = 0;

i) Considere-se um conjunto A c L,(T,X). O cone tangente de
Bouligand de A num ponto u(.), representa-se por Fy(u). Neste
caso considere-se a distancia de um ponto u de L,(T,X) ao

conjunto A, representada por Dy (u) em que

Dy(w) = infyex J; lu(@ —v(@l dr.
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Definicdo1.1.10 Seja X um espaco de Banach, [a, b] um segmento
da recta real. A funcdo x:[a,b] > X é chamada absolutamente
continua se para todo € > 0, existe § > 0 de modo que para toda a
coleccao enumeravel de subintervalos disjuntos dois a dois, [ay, by ]

de [a, b] tal que

Y h-a)< s
k

se tem,

D lx(b) — x(@ll <e.
k

Definicdol1l.1.11 A funcdo x:T — X chama-se solugéo da incluséo
(1.0.0) do tipo Carathéodory se x(.) é absolutamente continua,
diferenciavel em quase todos t € T e cuja derivada x(.) é integravel

no sentido de Bochner.

Definicdol1.1.12 Um conjunto A c L,(T,X) diz-se decomponivel se
para quaisquer funcdes u(.),v(.) € A e qualquer conjunto E € £, a

fungdo u yg + v xr\g pertence a A.

Definicdol1l.1.13 ([16]) Seja Q um espaco de medida o-finito
completo e X um espaco de Banach. A multifuncdo F:T - X é
mensuravel (resp. fracamente mensuravel, B-mensuravel, C-
mensuravel) se F_,(M) é mensuravel para todo o fechado (resp.

aberto, boreliano, compacto) M de X.
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Proposicédo 1.1.14 ([16], proposicao 2.2.) Se a multifuncao F: T —» X
€ mensuravel ou fracamente mensuravel entdo Dom(F) é

mensuravel.

Teorema 1.1.15 ([16], teorema 3.5.)Seja X um espaco métrico
separavel, T um espaco mensuravel e F:T - X uma multifuncdo

com valores fechados. Consideremos as seguintes afirmacdes:

a) F é p-mensuravel; b) F é mensuravel, c) F é fracamente
mensuravel; d) F é C-mensuravel; €) t — d(x, F(t)) é mensuravel

em t paratodo x € X; f) Graph F é L ® B-mensuravel.
Entao
Da)=b)=>c)oe) =d) e ¢)=1);

i) se X & o-compacto (i.e. , X = U, X,,, onde X,, € compacto),

logoa) > b) o c)o d) < e) =),

iii) se T € um espaco de medida completo, e X € um espaco

de Banach ,entdo a) © b) © ¢) & f) = d).

Definicdol1.1.16 Considere-se a multifuncdo F:X — Y. Denomina-
se seleccdo de F toda a funcédo univoca, f: X —» Y, de modo que
f(x) € F(x) paratodo x € X.
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Teorema 1.1.17 (Michael) ([2], p.355) Seja F:X—->Y uma
multifungdo semicontinua inferiormente com valores fechados e
convexos. Entdo F tem uma seleccao continua onde X € um espaco

métrico compacto e Y € um espaco de Banach.

Teorema 1.1.18 (Kuratowski, Ryll-Nardzewski) ([16], teorema 5.1)
Seja T um espaco de medida o-finito completo e X um espaco
métrico completo separavel. Se F:T —- X € uma multifuncéo
fracamente mensuravel com valores fechados, entdo F tem uma

seleccdo mensuravel.

Definicao 1.1.19 Seja T um espaco de medida o-finito completo, X
um espaco metrico separavel e Y um espaco métrico. Chama-se a
funcdo ¢ de T X X em Y do tipo Carathéodory, se para todo x € X,

¢@(.,x) € mensuravel e para quasetodot € T, ¢(t,.) € continua .

Teorema 1.1.20. ([16], teorema 6.4.) Seja Q um espaco de medida
o-finito completo, X um espaco de Banach separavel, Y espaco
métrico, f: QXX ->Y uma funcdo de Carathéodory e B um
subconjunto fechado de Y. Entdo a multifuncdo definida por
t > F(t)={x € X:f(t,x) € B} € mensuravel. Em particular se f &

uma funcgdao real, as multifungcbes
toF(t)={xeX:f(t,x)=A}, t>F({t)={xeX:f(t,x) < A}e
t->F({t)={xeX:f(tx) =1}

Sao mensuraveis para qualquer real A.
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Teorema 1.1.21 ([2], teorema 8.2.11) Seja (, A, ), um espaco de
medida ¢ —finito completo e, X um espaco métrico separavel.
Considere-se a multifungado F:Q — X, com valores ndo vazios e
fechados e uma funcéo do tipo Carathéodory f: Q x X - R. Entdo a

funcéo
v: Q> RU{—o0}
definida por
v(w) = infrerw)f(w,x) Yo € Q

€ mensuravel .

Teorema 1.1.22 ([5], teorema 3) Seja X um espaco de Banach
separavele F:X- LY(T,X) wuma multifuncdo semicontinua
inferiormente  no sentido de Vietoris assumindo valores

decomponiveis e fechados. Entdo F tem uma selecgéo continua.

Teorema 1.1.23 ([5], proposicéo 4.) Seja X um espaco de Banach, e
G:X - L}(T,X) uma multifuncdo semicontinua inferiormente no
sentido Vietoris assumindo valores fechados n&o vazios e

decomponiveis. Considere-se as fung¢des
@:X - L}(T,R),
g:X - LY(T, Z)

continuas tal que , para todo x € X, o conjunto
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L(x) ={u € Gx): lult) =g < ¢(x)(0),q,t.,t €T}

é ndo vazio para todo x € X. Entdo a multifuncdo L: X - LY(T,X) é
semicontinua inferiormente no sentido de Vietoris e assume valores

decomponiveis.

Proposicdo 1.1.24 ([20], proposicdo 2.3.) Seja X um espaco de
Banach, D um subconjunto de X e ¥: D — X um operador continuo.

Suponha-se que
/1lir(1)1+ dp(x+¥(x))/1=0
para todo x € D . Entdo para todo o subconjunto compacto K de D

/1lir(1)1+ dp(x+¥(x))/21=0

uniformemente em K.

Proposicdo 1.1.25 Seja X um espaco de Banach e K um
subconjunto, convexo, fechado e nédo vazio de X. Considere-se o
subconjunto X de L1(T, X)

K:={y()e L (T,X):y(t) €EK,q.t. t €T},

assim tem lugar a seguinte relacao

J; di (x(8)) dt = Dy (x()).
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Demonstracao:
)] Como
Dic(x()) = infyex J; Ix(®) = y(©)ll dt,

por definicdo de infimo, Ve >0 3 y.(.) € X tal que

Dic(x()) 2 [, 1x() = ye(Oll dt — & = [ infyexllx(®) — yll dt -
—e=7dAxt dt—e.

Fazendo ¢ — 0%, conclui-se que

Dy (x()) = [ di(x(®)) dt.

i) Considere-se ¢ > 0 e a multifuncao I,.:T — K definida

por

t > () :={y € K:infyexllx(®) = yll = Ix(©) = y(Oll — ¢, q.t. t €T}

Pelos teoremas 1.1.18 e 1.1.20. conclui-se que existe uma seleccao

mensuravel y.(.) de I.(.) ,isto é
infyexllx(®) — Il = () — 7u(Ol — £ q.t.t €T,
Logo
f Ao (x(6)) dt = j infyex 1x(0) — yllde > f UIx(®) - 7Ol - )dt >
T T T

> infygyex Jy 1) = y@©ll dt — en(T).
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Fazendo € —» 0", conclui-se

J. dg(x(®)) dt = Dy (x()).
De i) e i) resulta que
. dg(x(®)) dt = Dy (x()).

Ficando assim provado a proposicao.

Lema 1.1.26 Seja D um subconjunto fechado e convexo de um
espaco de Banach X, y:T - D uma funcdo Bochner-integravel,

Yo € D e 2 > 0l. Entdo a funcéo ¢(.) definida por

(1) = yoexp (=) + 71 [ y(@ exp (- ) dr, (1)
E absolutamente continua e satisfaz para todo t € T a igualdade
o) =271 (y(®) - 9(®)), (2)
e a incluséo

p(t)ED

Demonstracao:
Mostre-se que ¢(t) € D, paratodot € T.

Como y(.) € integravel, existe uma sucessdo de simples

y5(.),vs(t) € D,s = 1,2, ... tal que
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[ lys(®) = y(®lldt - 0, com s - c0.(3)
Toda a fungao da y, assume a forma
Ys() = X2, vs xgi (0,

onde o0s conjuntos mensuraveis E! (i = 1,2, ..., n,) séo disjuntos dois

ng

a dois, U;:

1Esi=T e xgp(.) representa a funcdo indicatriz do

conjunto E.

Para s = 1,2, ..., considere-se a funcao

@s(t) = yoexp (— %) +271 f (1) exp (— t_TT) dr =

0

t _1ns l. t—1
=yoexp(—i>+/1 Zys j exp(— 7 )dr=

=1 Eginfo,t]

= ady, + X215, al yi,
onde a® = exp (=), al = A1 [, exp ~Ndr (i=12,..,n).
S p 2 S ES 2

Tem-se que al >0parai=1.2,..,ne€

ng Ng
; t t—rt
5t en(+13 [ en(-5r-

- () + o (-, -1

Assim ¢ (t) € uma combinacdo convexa de elementos de D. Como

D é convexo conclui-se que ¢,(t) € D paratodot e Tes =1,2,....

Parat € T tem-se
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los(®) — Ol < A7 [ llys(@) —y(@lld .

Atendendo a (3) conclui-se que ¢.(t) —» ¢@(t), quando s » «© €
@(t) € D pois D € um conjunto fechado. A igualdade (2) resulta

directamente da diferenciacéo da expressao (1).

De facto

¢(t) = =2 ypexp (— %) +27 (y(t) -2 f y(©) exp (— : - T) dr) =
0

="t <—yoexp (— %) + y() -2t f y(1) exp (— ‘ ; T) dr) =
0

t

=271 y(®) - | yoexp (— %) + 271 f y(T) exp (— ' ; T) dt | | =
0

=27 (y(®) - p(©).

Estando assim provado o lema.

Observacao: Todos os resultados obtidos seguidamente utilizam
teoremas de seleccbes mensuraveis que sao validos sO para
espacos de Banach separaveis. Nas hipéteses o espaco X nédo se

supde separavel, atendendo ao lema anterior.
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Lema 1.1.27 Seja K um subconjunto compacto de X. Entdo existe
um espaco de Banach separavel Y, K cY c X, de modo que

Ty(x) c Y paratodo x € K.

Demonstracao:

Considere-se Y como o subespaco de X, gerado por K. Como K é
compacto e K c Y, atendendo a observacao ii) da definicdo 0.1.23,

conclui-se que Y é separavel.

Pela observacao ii) da definicdo 1.1.9, tem-se

Te() © Unanee (3 (K =) + B,

paratodox €K ,e>0ea > 0.
Como Y é subespaco vectorial de X, Tx(x) c Y + &B.
Conclui-se a seguinte incluséo
Tx(x) € Neso(Y + €B).
Assim
Ty(x) CY.

Ficando o lema provado.

Seja K um subconjunto compacto e convexo do espaco de Banach
separavel X e considere-se a multifungdo, I':T X K - 2% com as

seguintes propriedades
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(@) T é L ® B- mensuravel,

(b) Para quase todo t € T a multifuncdo I'(t,.) € semicontinua

inferiormente em K;

(c) T' é integravelmente limitada, isto &, existe uma funcao
mensuravel e integravel [(t) > 0, de modo que para quase
todo t € T, a desigualdade ||v|| < I(t) € verdadeira para

todo x € K e paratodo v € I'(t, x);

(d) Para quase todo t € T e para todo x € K tem-se a seguinte
inclusao
I'(t,x) c Tx(x).

Considere-se o conjunto A = {x(.) € L}(T,X):x(t) € K,q.t.t € T}
fechado em L1(T, X).

Defina-se a multifuncéo G: A - L'(T, X) por

G(x) ={u() € LM(T,X):u(t) € T(t,x(t)),q.t.t € T}, x(.) € A

Lema 1.1.28 Se a multifuncdo I':T x K — 2% satisfaz as condicdes

(a) e (c) consideradas anteriormente, entdo G(x) # @V x € A .

Demonstracao:

Provemos que para x(.) € A a multifuncdo F(.,x(.)) € mensuravel.

Pelo teorema 1.1.15 [ i) ] e pela condicéo (a), para todo o conjunto
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fechado Ac X o conjunto € =T"1(4)N gr(x(.)), onde se tem
gr(x()) ={(t,x(©)):t €T}, pertence a o-dlgebra L@ p.
Considerando o teorema 1.1.15 [ iii) ] tem-se que a multifuncéo F,
definida por F(t) = {x: (¢t,x(¢)) € C}, & L-mensuravel. Pelo teorema

1.1.14 o conjunto

{teT:F(t) # 0} = {t € T:T(t,x(t))NA # 0}
é L-mensuravel.
Assim ¢t - (¢, x(t)) é L-mensuravel.

O teorema 1.1.18 garante a existéncia de uma seleccao mensuravel
u(.). Atendendo a (c) conclui-se que u(.) € L}(T,X). Provando-se

que G(x) #= @. Como x(.) é qualquer, o lema esta provado.

Lema 1.1.29 Se a multifuncdo I': T x K — 2% satisfaz a propriedade
(c), entdo G assume subconjuntos fechados, limitados e

decomponiveis do espaco L(T, X).

Demonstracao:

Seja x(.) € A qualquer Provemos que G(x) € um subconjunto
fechado de L'(T,X). Para isso considere-se x,(.) € G(x) de modo
que x,(.) = x,(.) em L(T,X). Demonstremos que x,(.) € G(x).
Pelo teorema 0.4.23, conclui-se que existe uma subsucessao x,, (.)

de x,(.) de modo que x, (t) = x,(t),q.t.t €T, quando k — co.
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Atendendo a que x,, (t) € T(t,x(t)),q.t.t €T, e T(t,x(t)) é um

subconjunto fechado de X, conclui-se x,(t) € (¢, x(t)),q.t, t€T.

Da propriedade (c) conclui-se directamente que G(x) € limitado em

L(T, X), pois T é integravelmente limitada.

Provemos que G(x) € decomponivel. Considere-se a(.) e b(.)

elementos de G(x) e E € L. Sejau = ayg + byr\g -
Se t € E entdo u(t) = a(t) € I'(t,x(t)),q.t.t €T.
Set€eT\Eentdou(t) =b() € I'(t,x(t),q.t.t €T.

Logo u(.) € G(x).

O lema provado.

Lema 1.1.30 Se a multifuncdo TI:T x X — 2X¥ satisfaz as

propriedades (a)—(c), entdo G € semicontinua inferiormente em 2.

Demonstracao:

Suponha-se D c L(T, X) fechado.
Considere-se x, € ¥A,G(x,) €D, convergindo para x,€ .
Pretende-se provar que G(x,) € D. Seja uy € G(x,) e considere-se

a multifuncéo P, , definida por

Pa(t) = {u € T(£, 2, (0)): It = uo (O < g ey) (o (®) + 7).

Esta multifuncé&o toma valores ndo vazios e fechados.
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Escrevendo
P,(t) ={ueXa,(t,u) =0,B,(tu) <n1}
com
o (6, U) = dp(e,0) (W € Ba(t, 1) = llu — uo (Ol = dr(ex,07) (U0 (D))

Pelo teorema, 1.1.21 e pela proposicdo 0.1.21 conclui-se que as
funcdes o, e B, sé@o funcdes do tipo Carathéodory. Assim pelo

teorema 1.1.20 resulta que P, € L-mensuravel.

Pelo teorema 1.1.18, P,(.) admite uma seleccdo mensuravel u,(.)

tal que
1 (8) = uo (Ol < di(er,67) (U0 (®)) + 175 (1)

un(.) € G(xn) €. (2)

Como x,(.) = x,(.) em A, assim existe x, (.) tal que x, () -

- x,(.), para q.t.t €T.

Atendendo a que I'(t,.) € semicontinua inferiormente para q.t.t € T,

pela definicdo 1.1.7 conclui-se que dr( )(uo(t)) — 0 quando

t’xnk(t)
k — oo, g.t.t €T. (notar que x,, (.) > xo(.) , q.t.t ET e uy(t) €

I'(t, %0 (0))

Por (1) conclui-se que u,, (t) = uy(t), para q.t.t €T , quando

k — oo,

Pela propriedade (c) de I'(.,.) e aplicando o teorema 0.4.22 conclui-

-se que

Up, () = up(.) em LY(T, X).
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Pois atendendo a que
Up, (t) = up(t), paraq.t.t €T,
lun, O < Ut) g.t.teT
uma vez que u,,(t) €T (t, xnk(t)) e pela propriedade (c) de I'(.,.)
conclui-se a ultima desigualdade que por sua vez implica
[|un, (©) —uo(®)|| < 21(t) q.t.t €T.
Assim pelo teorema 0.4.23 tem-se também
I |[ttn, (®) = uo(8)|| dt = 0 quando ny, — oo.

Por (2) e atendendo a que D é fechado em L!(T, X) resulta que

Uy € D.

O lema est4, assim, provado.

Lema 1.1.31 Suponha-se a multifuncdo que satisfaz a propriedade
(d) . Entéo G(x) € Fy(x) paratoda x(.) € 2.

Demonstracao:

Considere-se x(.) e A e u(.) € G(x).

Atendendo a que u(t) € I'(¢, x(t)),q.t.t € T ,pela propriedade (d)
conclui-se que

lim, o+ A~ 1dg (x(t) + Au(t)) =0,q.t.t €T (1)
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Fixando uma sucesséao (1,), , de nimeros reais positivos de modo

que 4,, = 0.

Paran = 0,1, ... ,e pelos teoremas 1.1.18 e 1.1.20 existe uma funcao

mensuravel v, (.) € A de modo que
A M@ + Au) — v O < Ay T (x(@®) + Au(®)) +n7t <
<lu@®ll+ntqt.teT.
Pelo teorema 0.4.24 e (1), conclui-se que
At [ N1x(@) + Au(t) — vy (D]ldt - 0, n > o0.(2)
Pela proposicao 1.1.25, para cada x(.) € A e 4, > 0tem-se que
Dy (x + Aqu) = [ di(x(t) + A,u(t)) dt.
De (2) conclui-se que
At [ die(x(®) + A,u(D)) dt - 0,4, - 0*.
Assim
Ay Dy (x + Au) = 0,4, - 0%,
ou seja
limy_,q A7 1Dy (x + Au) = 0,
portanto u(.) € Fy(x).

O lema esta assim provado
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Pelos lemas 1.1.30 e 1.1.31 e o teorema 1.1.22, conclui-se que
existe uma seleccédo continua g: % — L(T,X) da multifuncdo G. Do
lema 1.1.31 e da proposicao 1.1.24, conclui-se que para todo o

subconjunto compacto UA* de A se tem
lim,_, o+ A~ 1Dy (x + /Lg(x)) =0, (o)
onde o limite € uniforme para todo x € A*.

Consideremos o0 subconjunto de 2 que consiste nas funcbes
absolutamente continuas x(t) € K, cujas derivadas satisfazem a

desigualdade

Xl < 2(1(t) + 1) (o).

Seja A o fecho do conjunto anterior no espaco C (T, X) das funcdes
continuas x:T — X, com norma ||.|l¢, llxllc = supterllx(t)]] Pelo
teorema 0.3.2, o conjunto A* é compacto em C(T,X), e portanto em
LA(T, X).

Atendendo a relacéo (e), construa-se uma sucessdo de numeros

reaisi, >0,n=1.2,.,taisque i, »0e
Ay Dy (x + A9 (x)) < n7t,

para cada x(.) € A",

Lema 1.1.32 Para cada n = 1, existe uma funcao continua
U A - A,
gue satisfaz a desigualdade

12(8) + Ang () (&) = v ()OI < di (X () + 2rg (D) () + 17 2y
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para qualquer x(.) € A", e paraq.t.t €T.

Demonstracao:

Para cada n > 1 ,considere-se a multifungdo, #,: A* — A, definida

por

Po() = {u() € W |lx(t) + 2,9 (x) () —u@®)ll <
< di(x(@®) + 2,9(X)(@®)) +n A, q.t.t €T}

com x(.) € A"

Pelos teoremas 1.1.18 e 1.1.20 conclui-se que 2,(x) # @, para cada
x(.) € A*. Considerando o teorema 1.1.23, conclui-se que P, toma
valores decomponiveis e é semicontinua inferiormente em A",
Usando o teorema 1.1.22, tem-se a garantia de uma seleccao
continua v,(.) de P, P,(x)=2P,(x), provando-se assim a

desigualdade. O lema esta provado.

Para n=1,2,.., considere-se o conjunto de todas as funcgdes
x(t) € K ,relativamente as quais as suas derivadas satisfazem, para

g.t.t € T a desigualdade ||x(t)|| < R,(t), onde
Ry () :=max{2(U(t) + 1), A, "M}, M := supy yexllx = yll < co.

Seja A, o fecho deste conjunto em C(T,X). Pelo teorema 0.3.2
conclui-se que A,, € um compacto de C(T,X) e portanto de L(T, X)

(da mesma maneira que A* € compacto). Pelo teorema 0.1.29 e por
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K ser convexo conclui-se que 2, € convexo. Por definicdo tem-se
A cA,.

Lema 1.1.33 Para cada n > 1, existe uma extencéo continua v,* da

funcao v, de A* para A,, de modo que v,*(x) € A e

Ix(®) = v, ()OIl < 22, (1) + 1),

para quaisquer x(.) € A, e paraq.t.t €T.

Demonstracao:

Define-se a multifuncao V,,, por
V() = {u() € W lx() —u@®)ll <22, +1),q.t.t €T},
x()eY, .

Pelo lema 1.1.32 e pela condicao (c) da multifuncdo I', conclui-se
que v,(x) € V,(x), para cada x(.) € «A*. De facto pelo lema 1.1.32,

para x(.) € A" tem-se

1x(6) + 2,9 () () = v ()OI < di(x(8) + 2, g (X)) +n 12, <
< Apllg) @I + 714, < 4,108 +n7 1A,

pois x(t) € K, paraq.t.t € T, e g(x)(¢t) € (¢, x(t)),q.t.t € T.

Assim,

x(8) = v ()OI < A,LE) + 07 A + Allg )OIl < 22,1(8) + 24, <
< 22, (L(t) + 1).

Conclui-se portanto que v, (x) € V,,(x),para x(.) € A".
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Pelo teorema 1.1.23, conclui-se que a multifuncéo V,, 7, (x) = V,(x)
€ semicontinua inferiormente, tomando valores decomponiveis.
Considerando a multifuncéo V;," definida por V,"(x) = {v,(x)} para
x €A, VS (x)=V,(x) para x€UA,\UY". Assim V,* sera
semicontinua inferiormente tomando valores decomponiveis. Pelo
teorema 1.1.22, estd garantida a existéncia de uma seleccédo
continua v,*(.) de V", sendo uma extensao continua de v, (.).

O lema esté provado.

1.2 O resultado principal

Teorema 1.2.1 Seja K um subconjunto convexo e
compacto de um espaco de Banach X, separavel e a
multifuncdo I': T x X — 2% satisfaz as propriedades (a)—(d)
do paragrafo anterior. Entdo para qualquer x, € K existe
uma solucdo do tipo Carathéodory x(.) da incluséo
diferencial x(t) € I'(t,x(t)), t € [0,1], tal que x(0) =x, €

x(t) EK,paratodot €T.

Demonstracao:
Fixe-se um ponto x, € K e a funcdo g definida em 2« e que toma
valores em L1(T, X), seleccdo continua da multifuncdo G definida no

paragrafo anterior.
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Considere-se o operador f: %A — C(T, X), definido da seguinte forma

fOO@®) =x + fotg(x)(r)dr ,x()EU,LET,
e a sucesséo de operadores f,: A,, = C(T,X) ,n = 1, definida por
FO@® = x0 + 4,7 [ (0" ()@ — x(0))dr,x() €Uy L ET.
Aqui a funcao continua v,*: U,, - A foi definida no lema 1.1.33.

As fungbes f e f,, n=>1, sédo continuas e satisfazem a

desigualdade

1fn(x) = fCOlle <2nhx() €A, n=1. (1)

Integrando a desigualdade do lema 1.1.32 e utilizando a proposicao
1.1.25, obtém-se

Jp (@) + 2,9 () (@) = v, (D) (@) dT < Dy (x + 2, 9(x)) +n"" 4. (2)

Como A, '‘Dy(x +A,9(x)) <n"L,n=0,1,.., para todo x(.) € A,

atendendo a (2) resulta

<A j lx(7) + 2ng () (1) — v, () (D)l dT < 2n7"

Para cada n =1,2,..,considere-se o operador a,:%, - C(T,X),
definido por
-1 ¢t -
g, (x)(t) = xq exp (— i) + 2,7 Jo vn" () (7) exp (— tl—r) dr,

n

comx(.) eV, , teT.
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Pelos lemas 1.1.26 e 1.1.33, conclui-se que og,(x) e A, é
absolutamente continua, e a sua derivada satisfaz para q.t.t €T, a

igualdade
G () (&) = A~ (V0" () (1) = 0, (X)(®)). (3)
Conclui-se assim que o, (x) € %U,,, de facto tem-se
G, ()OI <A, "M <R,(t),q.t.t €T

pois pela definicdo de R, (t) e atendendo a que v,,*(x)(t) e g, (x)(t)

sao elementos de K para q.t.t € T, tem-se 0 pretendido.

Pelo teorema 0.3.4 (teorema de Shauder) e atendendo a
convexidade e compacidade de ¥,,, conclui-se a existéncia de uma
funcdo x,(.) € ¥,, de modo que a,(x,) =x, , x,(0) = x,. Assim

por (3) conclui-se que
xn(t) = An_l(vn*(xn)(t) - xn(t))- (4)
Desta ultima igualdade e da definicao de f,, conclui-se que

fn(xn) = Xp. (5)

Pelo lema 1.1.34 e (4), conclui-se que x,(.) € A*. De facto

Ao () () — 2, (O] < 2(U(E) + 1),

portanto,

%, (O < 2(1(8) + 1).

Atendendo a definicdo de 2*,conclui-se que o pretendido.
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Pela compacidade de U* ,a sucessao x,(.) tem uma subsucessao
xn, (-) que converge em C(T,X), e portanto em L}(T,X), para uma

funcdo x(.) € UA".

Por (1) e (5) obtém-se

e = f Gl < [l = 2, [l + 1 (i) = FGem )l + 11 Gemy) =
JXC<x—ankC+fxnk—fxC+2nk—1.

Assim, fazendo k — oo, na desigualdade anterior e atendendo a

continuidade do operador f ,conclui-se que x = f(x). Portanto,

x() = FO)() =% + [, g)(Ddr, t € T.

Conclui-se que ,x(0) = x,, x(t) e Kparaqg.t. teT e

x(t) = g(x)(t) €T(t,x(t)), paraq.t. teT.

Estando provado o teorema.

1.3 Problema de Viabilidade com condic¢des iniciais nao locais .

Seja T = [0,1], um intervalo de R, com medida de Lebesgue u (dt),
X um espaco de Banach e a multifuncéo I' definida como na seccéo

1.1 com as mesmas propriedades, (a)-(d), enunciadas.

Nesta seccdo sera provada a existéncia de solucdes do tipo

Carathédory da inclusao diferencial
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x(t) €T(t,x),t €T,
satisfazendo a restricao

x(t) e K ,paratodot €T;

onde K é um subconjunto convexo e compacto de X e a condicao

nao local

x(0) = @ (x),

com a funcdo ¢ continua e definida num subconjunto de L1(T,X) e

assumindo valores em K.

Observacao: Se a funcdo ¢ é constante, ¢(x) = x, € X, caimos no

problema da seccéo 1.2.

Utilizar-se-4 para a resolucdo deste problema o teorema 1.2.1

estabelecido na secc¢ao anterior.

Para tal considere-se os conjuntos U, U, n = 1, definidos na secgéo
1.1 bem como as fun¢des continuas g e v,*(estabelecida no lema
1.1.30).

Assim, considere-se o operador, f: A X K — C(T,X), definido por
fH® =&+ [[g)@dr ,x() EAEEK LET,

e as sucessdes de operadores, g, f: U, XK = C(T,X), n=>1,
definidas, respectivamente por

ﬁ&fXﬂ=€+%”fOﬁ&Xﬂ—ﬂﬂﬂa

58



t

ou (0 () = £exp (- Ai) #07" [o @@ eap (- )
0

parax(.) €A, , €K ,teT.

Utilizando o operador, g,, n = 1, estabeleca-se um novo operador
d,: A, X K - A, XK, definido por

Pn(6,8) = (0268, 9(0n(x,9) ), 2() € Uy , € EK.

Como o conjunto 2A,, X K é convexo e compacto e o operador @,, €
continuo, pelo teorema 0.3.4 existe uma funcéo (x,,¢,) € A, X K de

modo que

o, (xru fn) = (xn: fn) .

Pela definicdo de &,,, conclui-se que

On (X &n) = % (00 (X0, §0)) = &
Portanto,
p(xn) = &n.
Como o conjunto A, x K & compacto em LY(T,X) x X, implica a

existéncia de um subsucesséao (xnk,fnk) € A, X K convergente em

LY(T,X) x X para uma funcéo (x, &) € U, X K.

Assim, ¢ (x) = & (pela continuidade do operador ¢(.)) .
Repetindo os passos realizados na demonstracdo do teorema 1.2.1

conclui-se,

x() = fO, M) =&+ [ g)([@dr ,x() EAEEK L ET.

59



Portanto, x(0) = &, ¢(x) = x(0), x(t) € K paratodot €T e
x(t) =gx)(t) el(t,x) paraqg.t. t€T.

Ficando estabelecido o pretendido.

Observacao: Pondo ¢(x) =x(0),0 € T, prova-se a existéncia de

solucdes periddicas do problema.
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Capitulo 2

Existéncia de solucdo de uma equacéo de evolucdo com
condicOes de fronteira funcionais

Seja X um espaco de Banach com norma ||-||.

Neste capitulo, sera abordada a questdo da existéncia de solucdo para uma

equacéao de evolucéo do tipo

u(t) = Au(t) + gw) (@) (o)

onde A é um operador linear (em geral ndo limitado) em X gerador
infinitesimal de um c,-semigrupo, S={(S(t))t>0}, g € um operador de

U c [XT,X) em LX(T, X).

Sera provada a existéncia de uma solucao integral u(:) de (o) satisfazendo a
restricdo u(t)e K, para todo t e T; onde K € um subconjunto fechado e fixo de
X e a seguinte condicdo de fronteira u(0) = @(u), onde ¢ € uma funcao

definida num subconjunto de L!(T, X) e assume valores em X.

2.1 Preliminares

Definicdo 2.1.1 Uma familia (S(t))t>0, de operadores lineares limitados de X

em X chama-se um semigrupo de operadores lineares limitados em X se
i) S(0) =1,
i) S(t+s)=S(t)S(s), para quaisquer t,s = 0.
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Observacéao: A letra I na definicao anterior representa o operador identidade.

Definicdo 2.1.2 Um semigrupo de operadores lineares limitados, (S(t))m,

diz-se uniformemente continuo se
lim, o+ |IS(t) = I1| = 0.

Definicédo 2.1.3 Seja (S(t))lt>0 um semigrupo de operadores lineares em X e

D(A) = {x € X:lim,_ o+ S(t)# existe}.

O operador A: D(A) — X definido por

S(t)x—x
t 1

Ax = lim,_ o+ para x € D(A),

€ chamado o gerador infinitesimal do semigrupo (S(t))m, D(A), € o dominio

de A.

Teorema 2.1.4 Sejam (T(t))t>0 e (S(t))t>0 semigrupos de operadores

T(t)-I

lineares limitados uniformemente continuos. Se lim,_y+ =A=

lim,_ o+ @ entdo T(t) = S(t) paratodo t = 0.

Definicdo 2.1.5 Um semigrupo de operadores lineares limitados (S(t))t>O em

X é um semigrupo fortemente continuo, ou um cy-Ssemigrupo, se para todo

xeX, lim,_,+ S(t) x = x.
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Teorema 2.1.6 Seja (S(t))t>0 um Co-semigrupo. Entdo existem constantes

w>0e M=>1 tais que ||S(t)|| < Me"t paratodo o t=>0. Quando M =1 e

w =0, (S()),_ € denominado contractivo.
t=0

Definicdo 2.1.7 Seja (S(t)),,, um co-semigrupo. Entéo (S(t)),_, é chamado
compacto para t>t, se para todo t>t, S(t) € um operador

compacto. (S(t))t>0 € chamado compacto se € compacto para

t > 0.

Definicdo 2.1.8 Seja (S(t))t>0 um Co-semigrupo num espago de Banach X.
Entdo o semigrupo (S(t))lt>0 é diferenciavel para t > t, se para todo o x € X,
a aplicacéo, t — S(t)x é diferenciavel para t > t,. (S(t))m é diferenciavel se

é diferenciavel paratodo ot > 0.

Observacédo: Resulta da definicdo que (S(t))mé diferenciavel sse

S(t)xeD(A) para quaisquer x € X, t > 0.
Definicdo 2.1.9 Seja (S(t))t>0 um Co-semigrupo com gerador infinitesimal A .

Entao (S(t))t>ochama—se analitico se € diferenciavel e existe um N > 0 tal

que |[AS(D)|| < % paratodoot € ]0,1].
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Definicdo 2.1.10 O conjunto K c X diz-se invariante relativamente ao

semigrupo (S(t))m se S(t)x € K paratodox € K et > 0.

Definicdo 2.1.11 Seja X um espaco de Banach e £ a familia de todos os
subconjuntos limitados de X. Entdo a medida de nao compacidade (de
Kuratowski) X: £L - R é definida por

X (B) = inf{r > 0: B admite uma cobertura finita de conjuntos de diametro < r}.

O proéximo lema contém varias propriedades da medida de ndo compacidade

utilizadas posteriormente. .

Lema 2.1.12 Seja X': L —» R, anteriormente definida. Entao
i) X(B) = 0 & B é compacto;
i) Se B, € B,, entdo X' (B;) € X(B,);
i) X (B) =X(B);
iv)  X(A+B)<X(A)+X(B).

Observacao: Consideremos o espaco C(T,X) das fungdes continuas em T,
u:T - X, com a topologia da convergéncia uniforme sobre subconjuntos
compactos de ]0,1]. Esta topologia designa-se por 7. e pode ser definida pela

familia enumeravel de seminormas

(Pn()m =123 pn() 1= sup, s @]l
Isto significa que uma sucessao (“n('))n converge para u(.) com respeito a

T¢ SS€ pr(un () —u()) > 0 paracadam = 1,2, ...
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Consideremos o0 semigrupo (S(t))t>0 e defina-se o operador Pg: X x L}(T, X) -
LY(T, X) por

Ps(&,v())(®) = SO +[ St —Dv(D)dz, £ €X, v(.) € L'(T,X), teT.

Definicdo 2.1.13. Uma funcdo g:[0,+o[ —» X é diz-se Holder continua no
intervalo I c [0, se existem niameros M >0 e 0 < B <1 tal que [|g(t) —
gs<Mt—s/ para todos zs€/.

A funcéo g é localmente Holder continua em [0, oo se g € Holder continua em
[0, b], para todo b > 0.

Definicdo 2.1.14 Seja U c L}(T,X), g:U - L}(T,X), e seja A o gerador
infinitesimal do cy-semigrupo (S(t))tzo de operadores lineares limitados. A
funcdo u(.) € U continua é chamada solucéo integral de (e) se para todo o
t €T setem

u(®) = SOu0) + [ St — 1) gw) (1)dr.
Se u(.) é continuamente diferenciavel em ]0,1], u(t) € D(A) e verifica a

equacao (e) paratodo 0 < t < 1, denomina-se solucéo classica de (e).

No lema que se segue consideremos a topologia (C(T,X) ,t¢).

Lema 2.1.15 Seja (S(t))m, um cy-semigrupo compacto de operadores

lineares compactos limitados em X.
Entdo para todo o conjunto limitado K ¢ X e todo o conjunto uniformemente
integravel Q c LY(T,X), o operador Ps transforma o conjunto K X Q num

subconjunto relativamente compacto de (C(T,X) ,t.).

Demonstracao:
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Tem-se que

1Ps (£, v() @] < Me (111l + f, llv(@lidz), (1)
paratodos¢eKev(.) € Q.

De facto pelo teorema 2.1.6

t

f S(t—1)v(r)dr

o

1Ps(&, v())® < IS®E |l +

<

< IS@s I +J ISt = Dv(@lldr <
0

< ISOIEN+[ISE = DI Ilv@lldr <
< Me"||€]| + Met [ v(v)dr .
Atendendo a que todo o conjunto de L'(T,X) uniformemente integravel é
limitado em L(T, X), por (1) conclui-se que
2:={Ps(&v())():é €K, v()EQtET]

é limitado em X.

Fixando t € T com t > 0, provemos que Ps(K X Q)(t) c X é relativamente
compacto em X. Escolha-se h > 0, suficientemente pequeno, de modo que

t —h > 0. Considere-se a desigualdade

Ps(£,v())(®) = SW(Ps(&,v())(E — h) + [, St~ Dv(D)dr. (2)

Esta desigualdade resulta das propriedades de (S(t))t>0 e do teorema 0.4.24.

De facto
t

Ps(f,v(.))(t) =S({t—h+h)(E)+ f St —1v(r)dr =
t—h t

= (S(MSEt—-h)(E) + J St —1tv(r)dr + f St —1v(r)dr =

0 t—h
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t—h t
= S(h) (S(t —h)(&) + f S((t —h) — T)U(T)d‘[) + f St —1v(r)dr =

0 -h
= S(WPs(&,v())(Et —h) + [, St — Dv(D)dr.
Desta desigualdade resulta a seguinte

X(Ps(K x Q1)) <

< X(S(WPs(K x )t — b)) + X ({f,_, St = Dw(D)dr:v() € Q}). (3)

Basta para tal fazer variar { e v(.) em K e Q respectivamente na desigualdade (2)
e aplicando o lema 2.1.12 (propriedade iv) .

Atendendo a que Ps(K x Q)(t —h) c X, conclui-se que o conjunto S(h)Ps(K X
Qr—/2 é relativamente compacto em X (o operador .Sz € compacto). Pelo lema
2.1.12, (i), conclui-se que. primeira parcela do lado direito da desigualdade (3) é
zero.

A segunda parcela do lado direito da desigualdade (3) pode ser estimada por

x ({f,, 5 = Dw@dr:v() € Q}) < 2 Me™ supyyeq [, IIv(Dlldz. (4)

De facto, para todo v(.) € Q, temos que, pelo teorema 2.1.6

t

j S(t—1t)v(r)dr

t—-h

<

< f 15(¢ = DIv(D)lldr <
t—h

t
< 2 Me™'supyyeo f,_, llv(@lldr.
Como Q@ é uniformemente integravel, para todo o € > 0 existe h, tal que,
X ({ftt_hS(t —tv(r)dtr:v(.) € Q}) < €, paratodo 0 < h < h,,.

Como o lado direita da desigualdade (3) é independente de h, assim
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X (Ps(K x Q)(t)) = 0.
Conclui-se que Pg(K x Q)(t) é relativamente compacto emX (lema 2.1.12,
propriedade i).
Escolha-se t, € ]0,1] e provemos a equicontinuidade do conjunto Ps(K X Q)(t,).
Demonstremos primeiro a equicontinuidade a direita de t,.
Como o conjunto P¢(K X Q)(t,) € relativamente compacto, para todo o € > 0,

existe um numero finito de pontos x; € X, i = 1, ...,n tal que

Ps(K X Q)(to) © ULy (i + 5575755 B) (6).

3(Me%+1)

O simbolo, B, representa a bola fechada unitaria de centro na origem.

Como (S(t))tzoé um c,-semigrupo e o conjunto Q € uniformente integravel existe

6 > 0 tal que

ISt — to)x; — x| < g ,i=1,..,n(6)

L lv@llde < = (),

3MeYW

paratodosov(.) EQeteT,demodoquet,<t<t,+d Paraé e Kev() €Q,

escolhe-se um ponto x; de modo que, atendendo a (5)

1Ps (&, v())(to) — x| < =

3(Mev+1)'

eparatodot €T, t, <t <t,+ 9, tem-se

1Ps (&, v()) () = Ps(£,v()) (to)|| <

< ||| S(t)é +.[S(t —tv(t)dr | —| S(ty)é + f Sty —v(t)dr ||| =

to

S(t)¢é+ j S(t—1tv(r)dr + JS(t —)v(t)dt — S(ty)é — j S(ty — v(r)dr
to 0

0

to

t

S(t)é —S(ty)é + f (S(t —1)v(r) — S(ty, — T)U(T))d’l.’ + f S(t—tv(r)dr
0

to

<

68



< st = to)g = &) + J,° (St — (St — DIv(x) — v(1)) ) dr ||+

+ I 1S(t = D@l ar =

= ||s ) (St = to) = (&) + J;° S(to = IS (E = ) — Dv(D)dr]|+

j 1S(t — D) dr =

to

= [[(S(t—ty) =D <S(t0)$€ + f S(to — Dv(r)dr _xi> + S(t —to)(x) — x;

0

SIS - vl dr <

< IS = to) = 1l||Ps (&, v (D) (to) — x| + 1St = to) () — xll +

+ Me% jllv(r)lldr <

< (Me"™ +1)

& 8 &
P 7
3evt 1 D) 131 3pgewe = & (Fr(9).(6)e (M)
Provando assim a equicontinuidade a direita de P;(K X Q)(t,).
Da mesma forma se prova a equicontinuidade a esquerda de
Ps(K X Q)(ty). Assim escolhe-se h > 0,t, — 2h = 0, suficientemente pequeno

de modo que

[ v@lldr < = (8)

para todos v(.) €Q e teT,t—h > 0. Da mesma maneira como na prova da
equicontinuidade a esquerda de Ps(K X Q), existem pontos x; € X,

i=1,..,n,eumnumero 0 < § < htal que

ISt = to) () = xll 5,0 =1,...,n(9)

S(h)E c UL, (xl- + ;E) (10)

4(MeY+1)
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£
4Me%W

Jolv@lidr <

paratodov(.) EQeteT,ty,— 5 <t <t,.

(11)

Sejaé eK,veQetE€|[t,— b, t,]. Escolha-se x; de modo que

IS(R)Ps(&,v())(t = h) — x7]| <

€
4(Mev+1)

Assim, pelas propriedades de (S(t))m,temos sucessivamente que

1Ps (£, v())(®) = Ps(&,v())to)|| =

(S(t)f + f(S(t — T)U(T))dl’) — (S(to)f + f (S(to — T)U(T))d‘[)
0 0

h t

t_
t—h
S(t)é + f St —1v(r)dr + f St —1tv(r)dt — S(ty)é — f S(ty —tv(r)dtr —
0
0

t—h

t to
— f S(ty — v(r)dr — f S(ty — tv(r)dr
t—h t

= ||st = (S = S(to =t + h) + f; " St — h = T)(S(h) = S(to — t + W)w(D)dT + + [, ((S(t -
r—=S(t0—rvrdr—tt08St0—rvrdr<
t—h

S(t—h)(Sth) —S(ty—t+h)é+ J S(t—h—1)(S(h) —S(ty —t+ h)v(r)dt

0

< +

t t
+j ||((S(t —17)—S(ty — T))U(T)d‘[” + Mewf lv(D)|l dt =
t—h 0

t—h
S(t — h)(S(h) — S(h)S(ty — h)E + f St —h—1)(S(h) — S(h)S(ty — £)v(x)dz|| +
0

t t
+j ||((S(t —17)—S(ty — T))U(T)d‘[” + Mewf lv(D)|| dT =
t—h 0

t—h

= HS(t — W)Sh)(I - S(t, — W)E + J St —h -SRI - Sty — O))v(@)de|| +
0

+j ||((S(t — 1) —S(ty — T))U(T)d‘[” + MeWJ lv(™D)|| dt <
t—h 0

t

+ 2Me" lv(D)|l dt +
t-h

<

t—-h

S(h)Y(I - S(ty — h)) <5(t—h)€+f S(t—h—‘[)v(‘[)d‘r>
0

to

+Me" | |lv(7)|ldT =
t
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= [|[S(RYU = S(to — ) (Ps(E, ()t —h) + x; — x;)|| + ZMeWJ llv()|l dr +

t-h
to

+MeY | |lv(D)|ldt <
t

< IS(to — ) = 1I[|S(R)Ps (&, v (D) (t — h) = x| + IS (o — O)x; — x;l +
+2Me" [ llv(@lldz + Me® [°llv(D)]l dt < e. (por (8), (9),(10) e (11))
Assim, provou-se que 0 conjunto Pg(K X Q) é equicontinuo para cada ponto
t, € 10,1]. Pelo teorema de Ascoli (teorema 0.3.2.) 0 conjunto é relativamente

compacto em (C(T, X), t¢).

Observacéao: Pelo lema anterior, 0 operador P transforma o conjunto K X Q num
conjunto relativamente compacto de L'(T,X). De facto, considere-se o nimero R
de modo que

[Ps(&,v() @) <R,
paratodos{ € K ,v(.) €eQet€eT.
Seja u,(.) € Ps(K x Q),convergindo para u(.) em (C(T,X),t.). Entdo para todo o
€ > 0,existe

m = 1,2, ..., suficientemente grande, de modo que para n > m,se tem

1

| i@ = u@lde < [ "lun(® = u@llde + [, lun(®) = u@)l de <
T 0 -

< [pllun (Ol de + [FIuOll e + po (1 (0) — u()) < €.

2.2 Existéncia de solucdes de (o) no caso de um conjunto limitado

Considere-se X um espac¢o de Banach separavel.
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Suponha-se X c L(T,X), g: K - L*(T,X) e A:D(A) »X um gerador infinitesimal
do c,-semigrupo (S(t))tzo de operadores lineares limitados.
Seja K ¢ X um conjunto e uma funcéo integravel I:T - R, I(t) = 0, para todo t €
T.
Defina-se os conjuntos

K:={u(.)eL,(T,X):u(t) EK,q.t.,t €T},

Q:={w(.) € L (T,X): lv(®)] < 2((t) + 1),q.t.t € T}

K*:=P(K x Q)NXK.

O fecho considerado atras é em (C(T, X), t¢).
Se K € limtado pelo lema 2.1.15 e respectiva observacdo, 0s espacos
(K", t.) e (K™ |.]l;) sdo compactos.

O simbolo, ||.||;, representa a norma emL! (T, X).

Teorema 2.2.1 Considere-se o conjunto K néo vazio fechado, limitado e convexo
invariante com respeito ao c¢y-Semigrupo compacto (S(t))t20 com gerador
infinitesimal A: D(A) — X. Suponha-se a funcdo continua g: (X%, ||.|l;) = L.(T,X)
satisfazendo as condicbes

g < 1), g@)(t) € Te(ut))
para quase todot € T e paratodau(.) € X".
Entdo para qualquer funcdo continua¢: (K" 1.) - K, existe uma solucao

integravel u(.) € KX* de (o) de modo que u(0) = ¢ (u)-

Demonstracao:
De forma semelhante ao demonstrado no lema 1.1.31 , conclui-se que para cada
funcédo u(.) € K.
lim; o+ s Dyc (u + Ag(w)) = 0 (1)
com o limite uniforme para cada subconjunto compacto de XK.
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Assim, construa-se a partir de (1) a sucessao de nameros reais
A, >0,n=12,.,demodoqueld, > 0" e
= DU+ Ang W) <7, (2)
paratodosu(.) e K*en=1,2,...
Pelos lemas 1.1.32 e 1.1.33, define-se as funcbes continuas q,: X - X, n =

1,2, ...,satisfazendo as desigualdades

1e(t) + g ) () = (WOl < di(u(®) + L, g W) () + 2 (3)
paratodo u(.) € X* e paraquasetodoot €T,
lu(t) — g, (WO < 24, (I(¢) + 1) (4)
para todo u(.) € X e paraquasetodooteT.
Defina-se

fEwW(E) == S®)E + [, St — g (D)dr (5)

para quaisquer { e K, u(.) e X", teT,

fEw(©) = SO +5- f; S = )4 (@) — u(®))dx (6)

oG u)(E) 1= IS + = [ i St~ ) (gn(w)(@)dr (7)
para quaisquer{ e K, u(l) e XK, teTen=12,...
Verifica-se, assim, que as funcdes
frEx (F5 ) = (C(T, X)), 7¢),
fni KX K - (C(T,X),tc),
on: K X K = (C(T, X), 7¢),
séo continuas.
Por (3) e (4)
If (€ w@® - LHEWOI <

para quaisqueré e K, u(.) eX*,teT en=12,....

Me%W
An

fot di(u() + 1,9 () )dr + %MeW < %Mew (8)

De facto

1f € w@) = fu(§ WOl =
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1 t
- 1 f {S(t — D) g(W) (@) =St —1) (qn(u) (1) — U(T))}d‘[ —
n |1/o
1 t
- Z jo {S(t - T)(Ang(u) () — qg,(W)(7) — U(T))}d‘[ <

1 t
< A—j IS¢ = D29 (W) () — g (W) (7)) —u(®)[dr <
nJo

1 t |
< T Mewjo d(u(@) + ,g(W)(7))dz +JO HA" <

An Me%

A—n‘l‘?tSZ

1
<= Me%
- A € n

n

Considere-se a seguinte relagao

FEW® = 026 w)(©) = - [; S = D(0p(&w) (D) ~ u(@®)dx, (9)
feEK,u()eX,teTen=12,...

Como K é invariante com respeito ao semigrupo (S(t))tzo, resulta que

o,(&,u)(t) €K, paratodoé € K, u(.) € X, t € T, atendendo ao lema 1.1.26.

Seja R > 0, escolhido de forma que K c RB e
Q, = {v(.) e LN(T, X): [v(@®)| < ; +20U() +1),q.t.t € T}.

Tem-se Q, € uniformente integravel e o operador o,, transforma K X X em

P; (K X Qy), com (Sn(t))t20 = <e;_1:S(t)>

t=0

O semigrupo anterior € um c,-semigrupo compacto de operadores limitados em X.

Tem-se que q,(w)(.) € Q,,. De facto parau(.) e X eq.tt €T, tem-se que

WO _ |2 (®) —u®) N u(t)
An B An n ||
Por (4) conclui-se que
qn(W)(t) 22,(1(t)+1) | R
|5 = =5

Assim,
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lgn GO < 7422, (D) + D).
Pelo lema 2.1.15. conclui-se que o conjunto g,,(K X K) € relativamente compacto
em (C(T,X),tc) e L}(T, X).
Seja ¢*: (C(T,X),t;) — K, uma funcao continua de modo que

@*(w) = p(u), para todo u(.) € X*. Para cada n = 1,2,..., 0 operador (§,u(.)) -
((p*(an(f, u)),an(f, u)) transforma o conjunto K X X num conjunto relativamente

compacto e é continuo.

Pelo teorema do ponto fixo de Schauder (teorema 0.3.4), existe um par (¢, u,) €
K x K de modo que &, = ¢*(0,(&n up)) € up = 0, (&n, up). Em particular, u,, (0) =
$n-

Por (9) e atendendo a que u,, = ¢,(&,,, u,,) conclui-se que

fa(Entn) = up, n = 1.

Atendendo a (4) e (6), resulta que u,(.) € X*,n = 1, pois como
fn(fn' un) = Up (),
fo(En ) () = SO + 5 fy S =) (4nun) (@) — un(D))d7 (00)

lun(t) = gn(u) (DIl < 22, (1(8) + 1), (000)
conclui-se que

fro (6, un) (E) = Ps (En,m) e também que q”(u;J € Q. Assim, de (0),(c0) e

An n

(ooco) resulta que u,(.) € Ps(K X Q)(x). Por outro lado como u, = ag,(&,,u,) €
tendo-se concluido que a,(¢,u)(t) € K, paratodo ¢ e K, u(.) eX et€e€T,u, € K
(*%).

De (%) e (xx) resulta u,(.) € K*, assim, &, = ¢(u,).

Considere-se a sucessao {u,(.)}. Escolha-se uma sua subsucessao convergindo
em (C(T,X),z.) e portanto em L}(T,X). Sem perda de generalidade considere-se
u,(.) = u(.), n » oo, Faca-se & =¢(u). Assim, &, - ¢&, e atendendo a (8) e a

continuidade da funcao
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f:K X (‘{]C*' ” ”1) - (C(T)X))TC)I
resulta que paracadam = 1,2, ....
pm(u -f u)) < pmu—uy) + pm(fn(fn' up) — fn un)) + pm(f(fnvun) -, u)) -0,

n — o,
Assim u(t) = f(&u)(t), para t € ]0,1]. A relacao verifica-se também para t =
0. Assim, u(0) = & = ¢(u) e afuncdo u(.) € K~ satisfaz

u(®) = S®u0) + [ St — 1) gw) ()dr.

O teorema esta provado.

Usando o teorema anterior e a proposicdo 4.3 de [20,p.298] resulta o seguinte

corolario.

Corolario: 2.2.2 Assumindo que as condi¢cdes do teorema 2.2.1 sao satisfeitas, o
semigrupo (S(t))mé analitico e o operador g é tal que para todo u(.) € X* a
funcdo g(u)(.) é Holderianaem T.

Entdo a equacéo (e) tem uma solucéo classica u(.) € X, verificando u(0) = ¢ (u).

Observacao: Se a funcéo ¢ é tal que ¢(u) = u(1), do teorema 2.2.1 resulta a

existéncia de uma solucao integral u(.), viavel no conjunto K e tal que u(0) =

u(1).(diz-se que u(.) € solucéao peridédica com periodo 1)

Analogamente pondo ¢(u) =Y, 4u(6;) com 6;€]0,1] eA; =0,i=12,..,n,
A =1 (resp. p(u) = folu(t)dt) obtemos a existéncia de uma solucéao integral

ou classica viavel em K, que satisfaz a condigdo suplementar u(0) = 7., A;u(6;)

paraf; €10,1]e; =20,i=1,2,..,n, 3%, 4, =1 (resp.u(0) = folu(t)dt).
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Vejamos como exemplo de aplicacdo do teorema 2.2.1, a resolucdo de um
problema de valores de fronteira utilizando uma equacdo com operador —

diferencial parcial

Considere-se entédo o problema ( ») :

2—1; = Au+ F(t,x,u, Ru),

u(t,x) =0 para todo x € 9Q, t € [0,1], u(0,x) = u(1,3(x)) para todo x € {1,
onde Q é um subconjunto limitado de R™ com fronteira suave 9Q (a fronteira
suave significa que para cada x € dQ existe um vector normal, Unico, 7(x),

com ||7i(x)]| = 1, em que a aplicacdo x — 7(x) é continua );

€ o0 operador de Laplace;
F:[0,1] xQ X [a,b] X[c,d] > R,—0o<a<0<b<+w,a<bh,
—o<c<d<+4oo;P:Q - Q,

Para toda a funcéo continua u, a < u(t,x) < b, a funcédo Ru de variaveis t,x €

continua e toma valores no intervalo [c, d] .

Seja X = C(Q1) o espaco das fungdes numéricas definidas em O munido com

anorma ||. ||, considerado no capitulo 1.

Considere-se as seguintes defini¢oes:
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DAy =fueX:AueX,u=0eAu=0emdQ};
(Acu)(x) := Au(x) paratodou € D(4;), x € Q).
Por ([Pazy], teorema 3.7, p.217), A, € o gerador infinitesimal do
co —Semigrupo S, := (S(t))tzo, analitico.
Seja
K := {u € X:a <u(x) < b,para todo x € 6};
W :={w() e C(0,1],X):c <w(t)(x) <d,paratodot € [01],x € Q};

e 0s conjuntos KX e KX * sd0 0S mesmos gque na Secgao 2.2.

Considere-se que

a) t - F(t,x,u,w) é mensuravel paratodo x € Q, (u,w) € [a, b] X [c,d];
b) (x,u,w) - F(t,x,u,w) é continua para todo t € [0,1];
c) Para alguma funcéo integravel I(t) = 0 tem-se:
|F(t,x,u,w)| < l(t),
paratodos x € Q , (u,w) € [a,b] X [c,d] € q.t.,t € [0,1];
d) O operador R: (K*, ||.ll1) = W, |I.|l,) € continuo.

Represente-se a fungdo ,x — F(t,x,u(t)(x), Ru(t)(x)) por gw)(t) para
quaisquer u € X*, t € [0,1], entdo g é uma funcdo de K* em L([0,1],X),

sendo continua com respeito a norma ||. ||, em K*.

A funcdo continua u de variaveis t,x denomina-se uma X-solucdo (resp.
X —solucéo integral) do problema (») se t - u(t,.) € uma solugao classica

(respectivamente, integral) da equacéo de evolucéo

u(t) = Acu(t) + g(w)(t)
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com a condicdo nao local u(0) = ¢(u), com @:KX* - K,

) (x) == u(D)(P(x)) (1)
para quaisquer u(.) € X*, x € ().
Além disto, identifique-se os elementos dos espacgos

c([0,1] x Q,R) e €([0,1],X).

Teorema 2.2.4 Suponha-se que sao verificadas as condicOes a)-d) e as

desigualdades
F(t,x,a,w) =0 ,F(t,x,b,w) <0 (2)

sdo validas para q.t. t € [0,1] e para quaisquer x € O e w € [c,d]. Entdo
para toda a funcdo continua y¥: Q — Q tal que ¥(9Q) c 09., o problema (»)

tem uma X —solucao integral u, em que
a<u(tx)<bh,

paratodo t € [0,1], x € ().

Demonstracao:

Por ([21], teoremas 1.2 e 3.1, p.212) segue-se que o operador (A, — A1 é
compacto e limitado. Pelo corolario 5.1 de ([Martin], p.303), resulta a
compacidade do semigrupo S.. Pela diferenciabilidade de S, para todo z € K

a funcao

u(t,x) = (Sc(t)z)(x),
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¢ continua no conjunto {(t,x):t>0,x € O} e duas vezes continuamente
diferenciavel no seu interior. Pelo principio do maximo ([Vladimirov], p.511),

paratodos t € [0,1], x € O, tem-se
a < min{0,min,c g z(x)} < u(t,x) < max{0,max,cqg zx)}<b.
Assim o conjunto K é invariante com respeito ao semigrupo S..

Considere-se u(.) € X*. Prove-se a inclusdo g(u)(t) € Tx(u(t)). Para tal
considere-se t € [0,1] tal que as condi¢des b) e (2) sdo satisfeitas. Usando
estas condicdes, a continuidade de u(t) e Ru(t) e a compacidade do

conjunto Q , para todo € > 0 escolha-se § > 0 de modo que
Py(x) :=[a,b] N (u(t)(x) + F(t,%,u(0)(x), Ru(t) (x)) + (-4, 5/1)) * 0,

para todos x € § e 0 <1 < §. Pelo teorema de Michael, (teorema 1.1.17), a
multifuncdo P,;:Q - R, P,;(x) = P,(x) ,tem uma seleccdo continua z; |,

a < z;(x) < b. Assim, obtém-se

1
7 dx(u(®) + g@W)(©) <
< %Supxeg [u(®) (x) + AF (¢, x, u(t) (x), Ru() (x)) — z(x)| < e

Tem-se que, ||g(w)(t)|] < I(t) para quase todo t € [0,1], e a funcdo continua
@:K* - K definida por (1), € continua com respeito a topologia 7.,
considerada na observacdo 2.1.20, em XK*. Aplicando o teorema 2.2.1

conclui-se o pretendido.

2.3 Existéncia de solucdes de (e) no caso de um conjunto ndao

necessariamente limitado

80



Teorema 2.3.1 Suponha-se um cy-Semigrupo (S(t))t20 compacto de
operadores lineares limitados contractivo, com gerador infinitesimal
A:D(A) -» X, e K um subconjunto de X néo vazio, fechado e convexo, néo
necessariamente limitado, invariante com respeito a (S(t))tzo. Suponha-se
o operador continuo g: (X*|.|l,) = L*(T,X) satisfazendo as mesmas
condicdes verificadas no teorema 2.2.1. A funcao continua ¢: (X*,7.) > K é
tal que, para algum 0 < 8 < 1 se tem

lo@) — (W) < Bllu—u|. paratodou(.), u'(.) € K*.(=)

Entdo a equacédo (e) tem uma solucao integral u(.) € X* de modo que
¢u) = u(0).

Demonstracao:

Atendendo a (*), o operador y: K — K,y (&) = ¢(5(.)¢),& € K é contractivo.
Verifique-se primeiro que S(.)¢ € KX*. Como K é invariante com respeito a
(S(t))t20 tem-se que S(.)§ € K, para todo t >0 e a aplicagéo t —» S(t)¢,
para todo ¢ € K é continua.

De facto

I(S(t+ h)x — S(t)x|| < Me"||S(h)x —x||. Como (S(t))tzo € um ¢,
semigrupo, conclui-se o pretendido. Assim S(.)¢é € L1(T, X), paratodo¢ € K,
portanto S(.)& € K*. Prove-se que S(.)¢ € Pgs(K X Q).

Basta verificar que existemé{ €K ev(.)eQ de modo que S()¢=
Ps(§,v()) ().

Na definicdo de Ps(f v(.))(.), basta considerar v(.) = 0. Assim, S(.)§ € K.
Provemos que y € contractivo. De facto atendendo a (*)

ly @ =y = [le SO = @(SOE) < BlISCIE = SOE |, < BM[Is = £ |-

Pelo principio das aplicagbes contractantes ([17], p.72), esta garantida a

existéncia de um unico ponto fixo de y. Designemo-lo por &,.
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Considere-se L > 0 e 0s conjuntos

K :={€EK:|§-&ll =L}, K'o:=P(K, XQ)NK

onde 0s conjuntos K e Q sdo os mesmos utilizados no teorema na secc¢ao
2. A aderéncia considerada é tomada em (C(T,X),t.). Pelo lema 2.1.16, o
conjunto KX*, é compacto em (C(T,X),t.) e em L(T,X). Reproduzindo a
demonstracdo do teorema 2.2.1, substituindo X* por X*,, encontra-se uma
sequéncia, 1,, » 0%, onde é valida a desigualdade (2), para todo u(.) € X*,
Encontram-se também funcbes continuas gq,:KX ->XK, n=12,..,
satisfazendo (3) parau(.) € X*, e (4) parau(.) € K do mesmo teorema.

Considere-se as fungdes continuas definidas por (5), (6) e (7) do teorema

2.2.1.
Seja
L:= %fr () + Ddr, r(t) =L +2 [ (U(x) + Ddr,

K, :={x() € K:||lx(t) = S(t)é,l| < r(t),q.t.t €T}
Para ¢ € K, eu(.) € K,., tem-se

-t —t=m
(5, 1)(©) = SO0l < eMlISE)E = SOl + A" e 2 1St = T)gn(W)(©) = SO llde

(©)

De facto

-t ol Gt}
e (S(E = SOE) + At fy e M (St =D (W(©) — S()&) dr=

—t —(t-1)

—emmS(0)E — emS(DE + 1y N e S(t — DD (Odr — 2,7 fye ()& dr=
20,6 W(®) — eSO~ SOA fie i fodr=
=0u(E0)(0) — RSO — SO (§ — ety )=

=0 (£, 1) (6) — S (D)Es — S(DEo + S (D)Ee=
=0, (6 0) () — S,
Por outro lado
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()< Le% +2,7" fot e%ﬂ 24,0@ + 1) +7(1))dr

(©0)
Repare-se que a desigualdade anterior resulta de

-t

) eS¢ — Sl < elnIIS(t)EIIIIE $oll < eAnL dado que ¢ € K, e (S(1)),_,
contractivo;
i) 11S(t = Dgn @) () = SO = [|St = (g @@ —u(@) +u(@) = St = SO || <
< IS¢ = DIUlgn @ (@) — u@l + llul) — SESID.
Como u(.) € X, llg, (W) () — u()|| < 22,(I(r) + 1) e ||IS(t — 7)|| < 1, resulta que
ISt = g (W) (®) = SOl < 22,(I(7) + 1) + (D).
Conclui-se que (00) = r(t).
De facto

—(t-1)

Lei—;.m - f e 7 (2/1 @+ 1) +7r())dr= Len +2f e ‘n (I(r) + Ddr +

)
+A,, f e  r(r)dr=

—(t T)

—Leﬂn+2f e m (I(7) + Ddr + 1, ‘1f e i (L+2f (I(s) + 1)) dz=

-(@t-0
= Leln + Zf e n (I(t)+Ddt+1 _1Lf eln dr+2 _lf eln drf 2(1(s) + 1)ds=

-t

=(t-1) n
—Leln + Zf e 7 (I(r)+ Ddr+ 2 _1Lf eln dr+2f (I(s) + Dds [, idT:

_(t 7) —tqt

“Lem 2t A (D) + Ddr + 2,7 L [ e dre2 [TU(s) + 1) [e’ln ds=

=(-1 s—t
= Le/'ln + Zf e m (I(r) + Ddr+L — Leln+2f (U(s)+1) (1 — eln) ds=

=(t-7) —(t-1)

—LeAn + zf e n (I(t)+dr+L— Le’ln + 2f (I(t) + 1) dr — zf e M (I(1) + dr=
=L+ 2 fo (I(v) + 1) d7 = r(¢).
Por definicdo de X,., conclui-se que a,,(¢,u) € K,.
Para todo u(.) € X, N X*, tem-se

lo) — &oll = llpw) — (SCIEI < Blu —S()élle) < Br(t)=
= (L +2 /() + 1) dr) < BL+2 23[ (1) + 1)dr =
=L+ (1—pB)L = L.
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Assim

llo(u) — &l| < L, para todo u(.) € K,.N K*. Portanto por definicdo de K;, conclui-
se que ¢(u) € K;.

Podemos considerar ¢, como uma extensdo da funcdo continua, ¢*: X, - K;.
Defina-se o operador ®,,: (§,u(.)) - (go*(an(f, u)), 0, (&, u)), continuo de K; x X,
em si mesmo. O conjunto &, (K, X K,) € relativamente compacto em X X
(C(T,X), 1), com justificacdo idéntica a do teorema 2.2.1.

Pelo teorema de Schauder (teorema 0.3.4) o operador @, tem um ponto fixo
(&, u,) € K, X K,.. Como no teorema 2.2.1 sem perda de generalidade pode-se
supor que a sucessdo u,(.) € X*,, n =1, converge para u(.) € X* que € uma
solucao integral de (o) satisfazendo a condi¢c&o de fronteira funcional

u(0) = ¢(u)
provando-se assim o teorema.

Do teorema anterior resulta o seguinte corolario

Corolario 2.3.2 Suponha-se um c,-semigrupo (S(t))tzo, K um subconjunto de X
nao vazio, e o operador continuo

g: (&, I 1ly) - LT, X)
definidos no teorema anterior. Entdo para todos 6 €]0,1],4 € [0,1], e u, € K,
existe uma solucdo integral u(.) € K*de (o) de modo que u(0) = Au(f) +
(1 —60)u,.

Demonstracao:

Basta considerar no teorema ¢ (u)=Au(8) + (1 — 0)u,.
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2.4 Existéncia de soluc&o de uma incluséo diferencial com condi¢des de

fronteira funcionais

Seja X um espaco de Banach separavel.

Nesta seccao, serd abordada a questdo da existéncia de solucdo para uma

inclusao diferencial do tipo
u(t) € Au(t) + I'(t,u(t)) (eo)

onde A é um operador linear néo limitado com dominio D, € X denso em X. A
multifuncédo I':T X K - X assume valores fechados nao vazios, com K um
subconjunto ndo vazio de X, limitado, convexo e invariante com respeito ao

c, — Semigrupo compacto (S(t))m, de operadores lineares limitados, cujo

gerador infinitesimal é A.
Considere-se que T, verifica as seguintes propriedades :

(@)I' € L ® B- mensuravel;
(b)Existe uma funcéo integravel [(t) = 0, tal que
I'(t,x) cl(t)Bparatodox€E K e q.t. tE€T;
(c)Para g.t.t € T a multifuncdo I'(t,.) é semicontinua inferiormente em K;
(d)Paraq.t.t € T e para todo x € K tem-se a seguinte condicao tangencial
I'(t,x) c Tg(x).

Denomina-se solucao integral de (ee) a uma funcéo continua
wu:T - X,

com u(t) € K, para a qual existe uma selecgéo mensuravel g(t) € (¢t u(t)),

tal que
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u(t) = SOu0) + f; St — g ()dr.

Sera provada a existéncia de uma solucéo integral u(:) de (ee) satisfazendo a
seguinte condicdo de fronteira u(0) = ¢(u), onde ¢ é uma funcédo definida
num subconjunto de L} (T, X) que assume valores em X.

Para tal, se for estabelecida a existéncia de uma seleccao continua g(.) da
multifuncdo G: A - L(T, X) definida por

Gw) ={v() € LMT, X):v(t) € T(t,u(®))q.t.t €T},

com
A={ul) e l}(T,X):u(t) EK,q.t.t € T},

o problema (ee) reduz-se a resolugao da equacgao de evolugado (e) da seccao
2.2.. Tal como na seccéo 1.1, pelos lemas 1.1.28, 1.1.29 e 1.1.30 conclui-se
gue G assume valores ndo vazios e decomponiveis em LY(T,X) e é
semicontinua inferiormente em 2. Assim pelo teorema 1.1.22 tem-se a
garantia da existéncia de uma seleccéo continua, g: «q - L(T, X), de G.

Consideremos 0s mesmos conjuntos KX ,Q e K* definidos na seccéo 2.2.

A funcdo g € continua em (X7 ||.ll;) (por construgao, K* < A ). Por outro
lado, para todo u(.) € X*, para q.t.t €T, glu)(t) € F(t,u(t)), assim, pelas

condices (b) e (d), conclui-se que [lg(w) (Ol < 1(t) e gw)(t) € Tx(u(®)).

Considere-se uma funcao continua, ¢: (X*,t.) - K. Pelo teorema 2.2.1 tem-
se a garantia de uma solucao integral u(.) € X* da equacéo de evolucao (e)
em que u(0) = ¢(u).

Estabelecendo-se assim uma solucdo integral u(.) de (ee) verificando a

seguinte condicdo nédo local u(0) = ¢(u).
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