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- Abstract

This thesis concerns aspects of the functional analysis from both the classical
and the nonstandard viewpoints.

Nowadays functional analysis plays an increasing role in the applied sciences
as well as in mathematics itself.

Besides deepening the study of the subject itself, from a classical point of
view, we took the opportunity to analyse some questions and try to make some
proofs by the methods of nonstandard analysis, by applying some notions and tech-
niques learned in the Master of Science in Applied Mathematics course on Non-
standard Analysis.

We begin by presenting the Nonstandard Analysis axiomatic foundations (Nel-
son’ s axiomatics), make some immediate applications to the real line and give non-
standard (or external) characterizations of several notions, namely the shadow of a
real number and the limit of a sequence of real numbers.

In order to study the spectral theory we also present some topological notions

needed in a nonstandard framework.
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Prefacio

O texto que segue pretende ser uma incursdo na Analise Funcional, ndo s6 através da
via cl4ssica mas também da via ndo-standard, tal como o titulo indica. A exposi¢ao classica
baseia-se essencialmente nas monografias de F. R. Dias Agudo [Agu], Haim Brezis [Bre],
Jean Dieudonné[Die], Lokenath Debnath, Piotr Mikusinski [DM], Nelson Dunford, Jacob
T. Schwartz [DS], Erwin Kreyszig [Kre], ¢ Walter Rudin [Rud] indicadas na Bibliografia.
A exposi¢io ndo-standard baseia-se essencialmente em Nigel J. Cutland, Vitor Neves, A.
J. Franco de Oliveira, José Sousa-Pinto (Editores) [CNO], F. Diener, G. Reeb [DR], E.
Nelson (cap. 5) [Nel], A. J. Franco de Oliveira [Oliz], A. J. Franco de Oliveira, Luis
Gonzaga Albuquerque Santos Jorge [OJ], A. Robert [Rob] e A. Robinson [Robi] também
referidas na Bibliografia.

Nos primeiros trés capitulos expomos os fundamentos axiomaticos da Analise Néo-
Standard (axiomatica de Nelson) e no quarto capitulo (Nimeros e regras de célculo) a sua
aplica¢do imediata a recta real e a caracteriza¢do nio-standard (ou externa) das nogdes de
sombra de um ntimero real e limite de uma sucesséo.

No quinto capitulo (Topologia e ANS) expomos as no¢des topoldgicas (numa forma
ndo-standard) que iremos utilizar nos restantes capitulos.

O capitulo seis (Operadores lineares em espagos normados) € constituido por resul-
tados classicos excepto a partir da Proposi¢do-definigio 1.6.18.

No capitulo sete as propriedades dos operadores (S-)compactos séo apresentadas se-

gundo uma via cléssica.



No oitavo capitulo (Teoria espectral em espagos normados de dimenséo finita) us-
amos a via classica excepto no exemplo que damos de uma matriz nio-standard com val-
ores proprios standard e com dois vectores proprios sendo um deles standard e o outro
ndo-standard.

Do nono capitulo ao décimo quarto expomos os resultados segundo a via cldssica e
os dois ultimos através da via ndo-standard.

No Apéndice incluimos alguns resultados classicos que poderiam ter sido omitidos.

As nossas incursdes pela andlise funcional pela via ndo-standard devem-se considerar
como tentativas parciais, uma vez que o assunto nfo estd muito explorado na literatura e o

ambito deste trabalho nfo permite voos muito mais altos.



TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL
(VIAS CLASSICA E NAO-STANDARD)

Introducio

No Mestrado surgiu uma disciplina totalmente desconhecida: Anélise Nao-Standard
leccionada pelo Prof. Doutor Franco de Oliveira. O primeiro embate foi chocante pois ¢
necessario aceitar que todos os conjuntos infinitos N, R, C(R, R), ... possuem concerteza
elementos standard e elementos ndo-standard.

Varias sdo as aplicagSes da Analise Ndo-Standard (abreviadamente ANS) e obtém-
se resultados novos, através de métodos ndo-standard, na Teoria das Probabilidades, nas
Equagdes Diferenciais, na Fisica, etc.

A Andlise Funcional ¢ um tema que muito apreciamos e como ¢é sabido é um instru-
mento essencial da andlise moderna e sua aplicagfio ao estudo das equagdes diferenciais,
teoria dos operadores,....

Quisemos aproveitar esta oportunidade para, além do aprofundamento do assunto em
si mesmo, do ponto de vista classico, analisarmos algumas questdes e tentarmos, fazer algu-
mas demonstragdes por via ndo-standard, aplicando algumas nogdes e técnicas aprendidas
na parte curricular do Mestrado.

Iniciamos estas aplicagdes nio sem antes referir os principios base da ANS: a trans-

feréncia, a idealizagfio e a standardizag#o.
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1.1 O principio de transferéncia

Dos objectos matematicos usuais (numeros, fungdes, ...) hé alguns que se chamam standard
e outros ndo-standard. Ha assim um termo novo, o termo “standard”. Para dizermos que z
é standard escrevemos st(z).

Outras notagdes:

vetzF(z) abrevia Vz[st(z) = F(z)]
Itz F(x) abrevia Jz[st(z) A F(z)].

Diz-se que uma formula interna (isto ¢, uma formula que se pode escrever sem uti-
lizar a palavra standard nem nenhuma das suas derivadas) é uma formula standard se todas
as constantes dessa formula forem standard, e ndo € uma formula standard se contém pelo
menos uma constante nio-standard. Assim, os axiomas de ZFC (Zermelo-Fraenkel + Ax-

joma da Escolha) sdo férmulas standard porque s@o internas € ndo tém constantes.

1.1.1  Principio de transferéncia (fraco)

Para toda a formula standard F'(z ) que nfo tenha mais nenhuma variavel livre @i. e. que
ndo est4 quantificada) sem ser z, tem-se que

VeitxF(z) = Ve F(z);

Equivalentemente (contrapondo a implicagdo)

3z F(z) = Iz F(z).

Este principio servird para mostrar que certos conjuntos sdo standard, tal como no

proximo:
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1.1.2 Teorema

O conjunto vazio é um conjunto standard.

Dem. O conjunto vazio define-se pelo primeiro axioma de ZFC que se escreve:

3z [Vy(y ¢ z)].

A formula entre paréntesis rectos é standard (interna, sem constante) e nfio contém
mais nenhuma varidvel livre do que = (y est4 quantificada). Portanto, por transferéncia
temos que 3%z, [Vy(y ¢ z,)]. Mas @ & tnico (em virtude do 2° axioma de ZFC, o axioma

de extensfo), donde z, = §.0]

1.1.3 Corolario

Os inteiros 0, 1, 2, 3 sdo standard.
Dem. Como por defini¢io 0=0 ¢ n+1=nU{n}, 1={0},
2 ={0,{0}}.3 = {0,{0},{0, {0}}}, estes inteiros sdo definidos através do con-

junto vazio e de alguns axiomas de ZFC que sio formulas standard, donde o corolério.[]

Analogamente, sdo standard os objectos: 10000,N, Z, Q, R, , log, exp, seno, R2,

R™ (com n standard), o espago das fungdes continuas C(R, R), etc.

1.14 Regra

Todo o objecto da matemaitica classica (ZFC) individualmente definivel por uma férmula

interna standard (possivelmente com parimetros standard) ¢ standard.
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Note-se que apesar de, por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais N, ser standard

ele contém elementos ndo-standard chamados “ilimitados”.

Muitas vezes é necessario utilizar um principio mais geral do que o principio 1.1.1:

1.1.5  Principio de transferéncia (geral)

Para toda a férmula standard F(z,t,,...,t,) que ndo tenha mais varidveis livres que z,
t1,..., ty, tem-se que:

Votty to, ot V2 F(Z, th, oy tn ) = VEF(2, 11, s ta) ];

Equivalentemente (contrapondo a implicaggo)

Vot by g, o tu[3E F(z, by, .y t) = F2F (2, by, ytn) |-

1.1.6 Exemplos

1°) Dois conjuntos standard sdo iguais sse tém os mesmos elementos standard.

Dem.

(=) Evidente.

(«<) Sejam z e y dois conjuntos standard (tal como em (ZFC) os conjuntos podem
designar-se por letras minusculas do nosso alfabeto e néio somente por maidsculas) com os
mesmos elementos standard.

Tem-seV*" z(z € £ < z € y), por hipotese. A formula entre paréntesis ¢ standard
porque, por hipétese z e y sdo standard. Portanto, por tranferéncia, temos V z (zez &

z € y), donde z = y.O0

2°) Uma fungio standard toma valores standard em argumentos standard.
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Dem
Seja f : A — B uma fungfo standard, com A e B standard. Tem-se que
Vize AJyeBly=f(z)]

A propriedade entre paréntesis rectos ¢ standard, logo por transferéncia
Vire AFtye Bly=f(z)]O

3°) Uma fungdo standard f : R — R & continua sse € continua em todo o ponto standard.

Dem.
Se f é continua em R, entfio é continua em todos os pontos standard e nfo-standard.
Reciprocamente, se V**z(z € R = f(z) é continua em z), como R e f sdo standard,

sai o resultado por transferéncia.[]

As aplicagSes usuais do principio de transferéncia sdo essencialmente de dois tipos:

% no primeiro (1° e 3° exemplos) faz-se uma relativizagio dos enunciados que pre-
tendemos mostrar com objectos standard (i. e., para mostrar que Vz..., é suficiente mostrar
que V¥'z...).

% no segundo (2°exemplo) utiliza-se o segundo enunciado de transferéncia para
assegurar que a existéncia dum objecto satisfazendo uma propriedade standard conduz a
existéncia dum objecto standard satisfazendo a propriedade, e se o objecto ¢ tnico deriva
ser standard.

Mais exemplos, da utilizagio do Principio de Transferéncia, podem ser encontrados

na ja extensa bibliografia sobre ANS.
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1.2 O principio de idealizacéo

Este principio permite provar que todo o conjunto infinito contém inevitavelmente, do sim-

ples facto de ser infinito, elementos ndo-standard.

1.2.1 O principio e os seus corolarios

Tal como na matematica cléssica o termo finito tem o mesmo significado: um conjunto A
é finito se toda a injecgdo de A em A é uma bijec¢do.

Notagdes:

fini(x) significa que o conjunto ¢ finito
Jfiniy F'(x) abrevia 3z [fini(z) A F(z)]
viinig F(x) abrevia Vz [fini(z) = F(z)]
Jet finig () abrevia 3z [st(z) e fini(z) A F(z)]
Vst fim'wF(m) abrevia Vz [3{;(.’1}) e fzm(x) = F(-’B)]

1.2.2  Principio de idealizagio

Para toda a formula interna B, contendo pelo menos duas variaveis livres = e ¥, tem-se:

Vet fini,30vy € z B(w,y) < 32¥"yB(z,y)-

1.23 Exemplo

Se B ¢ uma relagfio binaria tal como a relagdo >, a parte esquerda da equivaléncia indica
uma propriedade da relagio, chamada concorréncia, segundo a qual para toda a parte finita
da fonte existe um elemento do objectivo que esta em relagdo simultaneamente com todos
os elementos da parte finita considerada. Para a relagdo 2, isto quer dizer que existe um

majorante para cada parte finita.
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Sabemos que existe um majorante para todos os elementos standard através da parte

direita da equivaléncia.

1.24 Teorema

N contém naturais ilimitados.
Dem.

Aplicamos o principio de idealizagfo a relagdo interna e concorrente
B(z,y)=(zeNAyeNAz>y).O

Pode inferir-se que R contém igualmente niimeros ilimitados. Os inteiros ilimitados

sdo ndo-standard e a sua existéncia fica demonstrada pelo teorema supracitado.

1.2.5 Teorema

Um conjunto C' ¢ standard e finito se e s6 se todos os seus elementos sdo standard.

Dem.
Provar que Vz € C st(z) < 3% [ F(C C F). ¢))

Com efeito, tem-se

dr € CTst(z) @ Iz e CV%Y(z #£y) &
& VUIMEIr € CVy € F(z # y) © (por idealizagdo)

& VUMPIg e C(z ¢ F) & VEI™ME (C C F)

donde (1) por contraposi¢ao.
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Suponhamos que C ¢ standard e finito. Por (1) [tomando F' = C] vem que todo o
elemento de C ¢ standard.

Admitindo que todos os elementos de C sdo standard, novamente por (1) vem que
existe F standard e finito tal que C C F, logo C é finitoe C' € P(F), mas o conjunto das

partes de F, P(F), também é standard (pela Regra 1.1.4) e finito, logo C ¢ standard.[]

1.2.6 Corolario

Todo o inteiro majorado por um inteiro standard ¢ standard.
Dem.
Seja q um inteiro standard. O conjunto dos inteiros inferiores ou iguais a g ¢ standard

e finito, portanto todos os seus elementos s&o standard.[]

1.2.7 Teorema (Nelson)

Para todo o conjunto C, existe um conjunto finito F° contendo todos os elementos standard
de C.

Dem.

Este teorema decorre imediatamente do principio de idealizagio aplicado a relagdo

B(F,y) = (fini(F) A y € F) que é claramente interna concorrente.[]
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1.3 O principio de standardizacio e os seus corolirios

Este principio permite associar a todo o conjunto, quer seja interno ou externo, um nico
conjunto standard denominado o standardizado daquele. Existem vérias consequéncias

muito importantes tais como a da existéncia duma sombra para um elemento ou conjunto.

1.3.1 O principio de standardizacio

Para toda a formula standard F'(z) (interna ou externa), temos

Vix3tYtiz [z € y & 2 € T e F(2)]

Este principio diz-nos que existe um conjunto standard y que tem como elementos
standard os elementos standard z de = que verificam F(z).

Facilmente se verifica a unicidade deste conjunto pois dois tais conjuntos standard Yy
e ¢/, por defini¢do, tém os mesmos elementos standard. Como eles sio standard, entdo sdo

iguais.(]

1.3.2  Definicio

Seja  um conjunto e £ = {2z € z : F(z)} um subconjunto (interno ou externo) de E.
Chama-se standardizado de E, ¢ denota-se por °E, ao tinico conjunto standard tendo por

elementos standard, os elementos standard de E.
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1.3.3 Observacao

Assim se z ¢ standard, z € E & z € SE , ou seja, um conjunto € o seu standardizado
tém por definigio os mesmos elementos standard mas nada se sabe sobre os elementos

ndo-standard do standardizado (podem até ndo verificar F(z)).

1.3.4 Exemplos

1°) Seja v um natural ilimitado. Entéio

S{freN:z<v}=Ne’{fzeN:z>v}=0

poisNe {z € N: z < v} sdio ambos standard, e tém os mesmos elementos standard,
isto ¢, Vo*z(z € N=z € N Az < v), pois todo o numero natural standard €
menor do que qualquer niimero natural nio-standard, donde a primeira igualdade.

Analogamente para a segunda.

2°) Seja ¢ infinitesimal (néo nulo),

$B(0,¢) = {0}, e *B(Ve,e) =10

pois {0} e B(0,¢) [ver Definigdo 1.5.1 (bola aberta, bola fechada e esfera)] sdo
ambos standard, e tém o mesmo elemento 0 que é standard (Corolario 1.1.3), isto &,
viz(z € {0}z € RA |z — 0| <€), e B(V/E,¢) e 0 sdo ambos standard (Teorema

1.1.2) e ndio tém elementos standard.
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Os dois principios seguintes séio de versdes fracas do principio de standardizagdo,

uteis nas aplicagdes. AbreviagGes usadas:

VnF(n) abrevia Vn € NF(n)
InF(n) abrevia In € NF(n)
V*n F'(n) abrevia V**n € NF(n)
F**nF(n) abrevia 3*'n € NF(n)

1.3.5 Principio de inducio externa

Para toda a formula F'(n) interna ou externa, temos:
[F(0) e V'n(F(n) = F(n + 1))] = V*nF(n).

Dem.

O conjunto C =5{n € N : F(n)} é um conjunto standard contendo 0, tal que
V*n[n € C = (n+ 1) € C]. Pelo principio de indugio matematica em N, tem-se C' = N.
Como {n € N : F(n)} tem os mesmos elementos standard que C, ele contém todo n

standard.[]

1.3.6  Principio de extensdo funcional (saturagio fraca)

Sejam X e Y dois conjuntos standard, °X e °Y os subconjuntos (externos) constituidos
por elementos standard de X e de Y respectivamente. Se a todo z € ° X, podemos associar
um Unico y = f(z) € “X, entdo existe uma tnica aplicagdo standard f : X — Y que
prolonga f atodo X.

Podemos escrever formalmente este principio

Va3t (y = f(2)) & I (f(z) = (@)
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ou mais geralmente
Veig 3ty F(z,y) & F9veaF(z,§(z))-

Dem.
Consideremos o grifico G C “X x °Y de f (que € um conjunto interno ou externo)

e o seu standardizado 3G em X x Y. Por definigdo de standardizado, temos que:
vtz € X3y € Y yunico (z,y) € °G.
Donde, por transferéncia {aplicada duas vezes pois
[3*'y € Y y tnico (z,y) € 5G]
equivale a

FyeY ((z,y) € G ey ((z,y) € SG =y =y))] )

Ve € X3y € Y ytmico (z,y) € °G.0
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1.4 Numeros e regras de calculo

No que se segue ¢ importante referir que um nimero natural n diz-se ilimitado ou infini-
tamente grande sse n ¢ maior do que todo o niimero natural standard, bem como outras

defini¢Ges, a saber:

1.4.1 Definicdo

Um numero real z diz-se:

(i) ilimitado ou infinitamente grande (abreviadamente, ig) sse o seu valor absoluto é
superior a todo o natural standard, ou seja, V*n € N : |z| > n, e diz-se limitado (ou finito)
sse F*neN: |z| <n;

(ii) infinitesimal ou infinitamente pequeno (abreviadamente, ip) sse o seu valor abso-
luto ¢ inferior a todo o real estritamente positivo standard, ou seja, V*'r € R+ : |z] < 7, ou
equivalentemente, V*n > 0 : |z| < %;

(iii) aprecidvel sse x ¢é limitado e ndo € infinitesimal.

1.4.2 Lema

O unico infinitesimal standard é 0.

Dem.

E evidente que zero ¢ infinitesimal pois verifica [1.4.1 (ii)] como seria de esperar.
Seja € um infinitesimal standard; entdo pela defini¢do anterior V*'r € R* : |¢| < r logo

por transferéncia Vr € R* : |¢| < r donde £ = 0.7
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1.4.3  Definicio

Dois nimeros reais z, y dizem-se infinitamente proximos ou equivalentes (abreviadamente
T ~ y) sse a sua diferenga (z —y) é infinitesimal, ou seja, >y Vir>0:|z—y| <r.

Dizem-se assimptéticos (abreviadamente T ~ y) sse Ty #0e Te equivalente a 1.
Y
1.4.4 Outras notacdes empregues

e I < y para z é inferior e ndo equivalente a , ou seja, 3% > 0 (y — z) > 73

o |z| ~ oo (ou z ~ +o0) para z € ilimitado (ou z ¢ ilimitado positivo), ou seja,

Vétr > 0 |z| > 7 (ou V**r > 0z > r, respectivamente);

e |z| < o0 (ouz < +00) para z é limitado, ou seja, Ftr > 0lz] < r (ou

3Itr > 0z < r, respectivamente).

1.45 Corolario

Para quaisquer reais standard a, b, a <b=a < b.
Dem.
Como a e b sio standard, a sua diferenga @ — b também o €. Se fosse a ~ b entdo

a — b ~ 0 (pois pelo Lema 1.4.2 zero € o inico infinitesimal standard) e assim a 2 b.0)

146 Lema

A relacdio (externa) ~~ é reflexiva, simétrica e transitiva.
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Os niimeros ndo-standard verificam todas as regras de calculo esperadas. A saber:

1.47 Lema (regras de cilculo)

Para a € b reais limitados, a % 0, ¢ e 7 infinitesimais, w real ilimitado:
(i) £ + 7 =~ 0 (a soma de dois infinitesimais é um infinitesimal);
(ii) @ + £ ~ a (a soma de um real limitado com um infinitesimal ¢ o real limitado);
(iii) g ~ 0 (o quociente entre um real limitado e um real ilimitado ¢ infinitesimal);
(iv) € x 17 =~ 0 (o produto de dois infinitesimais ¢ infinitesimal);
(V) a + w =~ 0o (a soma de um real limitado com um real ilimitado ¢ um ilimitado);
(vi) |a + b] < oo (a soma de dois reais limitados é limitado);
(vii) a X £ ~ 0 (0 produto de um real limitado por um infinitesimal & infinitesimal);
(viii) @ X w =~ oo (o produto de um real limitado por um real ilimitado ¢ ilimitado);
(ix) |a x b] < oo (0 produto de dois reais limitados ¢ limitado).
Dem.

(i) Sejam € e 7 dois infinitesimais; seja r > 0 standard. Como g ¢ standard e positivo
r e
5=

(i) Seja € um infinitesimal, a um real limitado e r > 0 standard. Como |¢| < r vem

r
ele+n| <lel+n] < 3 + r logo € + 7 ¢ infinitesimal.[]

que ja + ¢ — a|] < r,ouseja, a+ ¢ ~ a.0

(iii) Seja a um real limitado e w um real ilimitado.Como a é um real limitado 3%n €

la| <n

le > m € assim

N |a|] < n e como w ¢ ilimitado vem que V*'m € N |w| > m logo {

la] n . la
— < —, ou seja, ’—I < r.[
lw| ~m w
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(iv) Sejam ¢ e 7 dois infinitesimais; seja r > 0 standard. Como r2 é standard e
positivo € |e x 1| = |e| x || < (v/r)? = 7 logo & x 7 ¢ infinitesimal.C]

(v) Seja a um real limitado e w um real ilimitado entdo 3*n € N [a| <ne V¥tm €
N |w| > m logo como |a +w| > |la] — |w|| vem de |a| — |w| < n —m <+ m que

——
=P

la +w| >plogoVipeN |a+w|>pe a+wooll

(vi) Sejam a e b reais limitados, ou sgja, I'ny € N [a| <y e F'ny € N |b] < na.
Como |a| + |b] < ny + ny e pela desigualdade triangular |a +b] < |a| + [b] vem que
la + b < nq+ny.0l

S —

(vii) Seja a um real limitado, ou seja, 3n € N : |a| < n e ¢ infinitesimal, ou seja,
votr € R* : |e| < 7. Mostremos que V*'s € R* : |a x g < s.

Por uma propriedade dos médulos |a X €] = |a| x |e] <n x r = s.l]

(viii) Seja a um real limitado, ou seja, 3**n € N: |ja| <n & I*n e N: —la| 2 —n

e w um real ilimitado, ou seja, V¥'m € N : |w| > m. Mostremos que V*r € R* : |a X w| <

Por uma propriedade dos médulos — |a X w| = — |a| X |w| < —n x m = —7 logo
la x w| < r.0

(ix) Sejam a e b reais limitados, ou seja, 3n € N : |a| <ne3*'m € N: [b| < m.

Assim |a x b| = |a| X |b] < n x mlogo 3*p € N: |a x b| < p.U

=p

1.4.8 Propriedades

Sejam n € N limitado, w € N eventualmente ilimitado, e para quase todoi =1,2,...,n 0u

w, b; > 0, &; dos reais.
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Propriedade 1: Se x e y sdo apreciaveis (i. €., limitados e nfo infinitesimais), entfo
z ~ y = z ~ y (mas € falso se = e y ndo forem apreciaveis).

Propriedade 2: Se > b; < oo entdo ) b;e; ~ 0.

i=0 i=0
Dem.
1. Imediato.[]
2. Parae = Maz {|e;| ,i = 1,2, ...,w} temos |>_ be;| <e ) b; ~ 0.0
i=0 i=0

Na ANS a nogéo de sombra ¢ fundamental e no caso mais simples a sombra de um

numero real:

1.49  Teorema (defini¢io de sombra de um numero real)

Para todo real limitado z, existe um tnico real standard °z tal que z =~ °z. Este real
chama-se a sombra de x ou a parte standard de x.

Dem.

Unicidade: supondo que z, real limitado, tem duas sombras zy e z; entdo zg ~
z ~ z1. Portanto o real zo— z; seria standard (pois por hipotese z, € z; sfo standard) e
infinitesimal. Donde zy = ;.

Existéncia: supomos x ndo-standard (note-se que se z € standard, °x = ) e comeg¢amos

por observar que, dado z limitado, o conjunto standard

C=%{teR:t<z}
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é ndo vazio e majorado. Com efeito, como ¢ limitado, existe r € R* standard tal
que -7 <z <1, logo —7 € C; e, por defini¢do de C, vit € C (y <r) logo por
transferéncia Vt € C (y <r).

Seja a = sup C, que é standard por C ser standard. Mostramos a terminar, que - ~ a,
isto &, que V*'r > 0 |z — a| < r. Note-se que z # a, pois estamos supondo que z ndo é
standard.

& Nio pode ser z — a > r para algum standard positivo 7, pois viiae < a+r <
com a + r standard, logo a +7 € C, 0 que ¢ absurdo (a ndo seria majorante de C).

& Mas também nfio pode ser a — = > 7 para algum standard positivo r, pois viria
z < a —r < a com a —  standard, logo vt € C (t < a— ), donde por transferéncia,

V¢t € C (t < a—r), 0 que é absurdo (a ndo seria 0 menor dos majorantes).[]

1.4.10 Regra

Paratodo z ey reais limitados, temos que:
(@) °(z+y) ="z %
(i) °(zy) = =%
(iii) Se °z # 0 entdo ° (%) = —
(iv) z <y="°T<°.
Dem. Do teorema resulta que todo o real limitado x € daformaz = a+€coma = °r
standard e ¢ infinitesimal.

(i) Assim pretende-se provar que se Z € y sd0 reais limitados: °(z + y) = °z + °y.
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Se °c = a ¢ °y = b, entlio por defini¢do de sombra de um niimero real (Teorema
149) £ ~a e y~b,logo z+y =~ a+beportanto °(z + y) = a + b. Analogamente

para °(x — y) = °z — °y.[]

(i) Se°z =a e °y=b entdopor (149) z~aey~blogozxy~axbe
portanto °(z X y) = a x b.[J

(iii) Sejay = z x y, com z # 0 logo por (i) %y =° (a; X %) =
z

=%rx° (g), ou seja, °y =°rx° (%) Fazendo y = 1 vem que
1 1 °1 1 1

°1 =%zx° (—) <° (—) =—<° (—) =—.0
x T °x x °x

(iv) Se z, y sdo reais limitados com z < y e supondo

z =a+¢€¢ coma = °z standard e € infinitesimal

y=b+ 6 com b= °y standard ¢ § infinitesimal
tem-se °z +e < °y+ 4, donde °z < °y+ (6§ —¢). Ora, paratodor € R, §—c < r,

donde °z < °y + r e, portanto, °z <°y.

Note-se que z <y = °z <°, isto &, as desigualdades estritas nfio siio preservadas
pela “operagdo” z — °z, pois se & & infinitesimal °(1 + ¢) = 1 ¢ assim se fosse z <
y+e=°c <°vinhacomzeystandarde fazendoy =1: z < 1+e=°z <°(1+¢),

ouseja, T < 1+ ¢ = %z < 1, logo devera ser °z <°.

1.4.11 Exemplos

1°) Determinar a sombra dos niimeros seguintes, sabendo que 1 # z ~ 1 e 0 #e~0:

1- 1 1
@ 3 —\f @ 3 —+5::2 () eg— ;3'

Resolugio:
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(@)

0(1—\/5) _ o |A=ve+vE) | .| (£2) ~
1-z (1 —z)(1+ /x) (1#+2)(1 + v/z)

- () =i vs

(i)

of 14z} 141 _9
1l—ex?2)  1-0x12

)

’ (811—_:3> =7 {%——_’;_3)] =’ [(1#x)€((1li?+ x2)] -

o, £ - 0 _0
N l+z+22) 1+1+12

2°) Mostrar que ° (v/5+¢) ~ /5, com 0 # £~ 0.
Resolugdo:
Usando a regra °(zy) = °z°y para £ = y vem que
(a) = °(a?) = °(5+2) =5
logo °z ~ v/5 e assim
P(v5¥e)] s e (VEre) = V5
Outro processo consiste em “adivinhar” a resposta e prova-la estimando a diferenca

\/5+6—\/5
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de uma forma mais classica (multiplicando e dividindo pelo conjugado):

B _(\/5+e~\/5)(\/5+s+\/5)_ 3+e—8 3
V5 te- 5= (ore+vh) T stetvs Vhrei s
donde
5+e—\/55~\%gszo
logo

Vi+e—vVE~0e vV5+e~V5.

1+24+.+n

3°) Determinar a sombra de — quando:

(i) 7 é um natural standard;

(ii) n € um natural ilimitado.

Resolugdo:
(1)
1+2+4..
° (—i—%—ﬂ> = (pois o numerador ¢ a soma de n termos de uma progressio
aritmética)
1 +n
o, 2 ™M) [A+n)xd] ,/1+n\ 1+4n
N n? - o o 2n ) 2n
(i)
1+2+..
° <L%—2—ﬂ) = (pela alinea anterior)

_ ofltmn) 1
- on ) 2
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n
>
i=1

4°) Sendo n um natural ilimitado, determinar °

n3
Resolugdo:
1)(2 1
Como12+224+32+...+n?= nn )6( nt D) logo
Zi2 ' n(n+1)(2n +1)
I et o 6 _ o nn+1)2n+1)\ 2 _1
n3 n3 6n3 —6 3

1.4.12 Teorema (limite de uma sucessfio)

Sejau = (uy), oy Uma sucessdo standard de numeros reais, a € R. Entfo sdo equivalentes:
(i) lim u, = ga;
n—o0
(i) a é standard e para todo o natural ilimitado v, u, ~ a;
(iiii) para todo o natural ilimitado v, u, € limitado e °(u,) = a.
Dem.

(i)=(ii): Se u, ¢ standard e converge para a, & ¢ standard pela Regra 1.1.4. Por

definigdo (classica):
Ve>03keNvneN@m >k = |u,—a| <e).

Em particular, para todo € > 0 standard,

JkeNVneNn>k = |un—al<e),

logo por transferéncia, existe k standard tal que
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VneNn>k = |u, —a| <e),

donde, em particular, para qualquer n = v ilimitado, v > k e, portanto, |u, — a] <

O antecedente € verdadeiro pois k é standard logo o consequente & verdadeiro. Assim,
|uy — a] < € para qualquer v ilimitado e qualquer ¢ > 0 standard, o que mostra que

u, =~ a para todo v ilimitado.

(ii)<=>(iii): por defini¢do de sombra (notando que se u, ~ a com a standard entfio

w, é limitado).

(ii)=>(i): suponhamos que a ¢ standard e para todo u, ilimitado u, ~ a, € seja
€ > 0 standard ao arbitrio. Com qualquer  ilimitado tem-se V n > k |u, —a| < ¢,
logo3 kV n >k |u, —a] < ¢, que é uma condigio interna com parimetros standard,
verdadeira qualquer que seja o real standard & > 0. Por transferéncia ela mantém-se valida

paratodoe > 0,ouseja, Ve > 03Ik Vn >k = lup, — a| < ¢, isto é, lim u, = a.0]

n—00

1.4.13 Lema do Transbordo de Robinson

Sejau = (un),y uma sucessdo de niimeros reais (ou complexos).

(i) Se V** n (u, = 0) entdo existe v ilimitado tal que Vn < v (un = 0);
(i) Se V** n (u, ~ 0) entfio existe v ilimitado tal que V n < v (u, >~ 0).
Dem.

(i) O conjunto A = {m € N : Vn < m(u, = 0)} contém todos os naturais standard,

isto ¢, N C A, mas, como 5N nfio é conjunto, a inclusdo & propria.
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(i) Ndo podemos construir o mesmo conjunto A, tal como acima, pois a relagio

u,, ~ 0 ndo é classica (construgdo ilegal de conjuntos) mas formando o conjunto
1
A={m e N:Vn<m(|u,] <E)}

este contém todos os naturais standard, logo, pela mesma razio que acima, existe v ilimitado

1 1
tal que |u,| < — paratodon < v, mas — ~0, donde a conclusdo. []
v v

1.4.14 Teorema (limite superior de uma sucessio)

Se (u,,) é uma sucess#o limitada standard, entfio para todo w ilimitado 0 limite superior (de

Weierstrass) ¢ dado por

im u, = °(sup{u, : n > w}).

n——+400

Em particular este nimero néo depende de w.
Dem.
Por defini¢dio (classica) o limite superior da sucesséo (un) € o maior dos seus sublim-
ites, ou seja, Lim u, = lim v, onde v, = sup{u, : p > n}.
n—-00 n—++4-00
Para uma sucesso (u, ) limitada, (v,) tem um limite e (v,.) € standard porque (un) é

standard. Temos, pelo Teorema 1.4.12 (limite de uma sucessdo) que para todo w =~ +00,

lim u, =°(v,).00
Lt =0
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1.4.15 Observacgdes

Com as mesmas hipéteses do teorema anterior € possivel estabelecer-se a caracteriza¢io

néo-standard para o limite inferior (de Weiestrass):

lim wu, = °(inf{u, : n > w}).

n—+00

Se a sucessdo (u,) for convergente tem-se lim w, = lm u, = lim u,.
n—-400 n—+00 n—-4+00

Se (u,,) ndo é limitada superiormente entio Lim u, = +o0o0 e se (u,) ndo ¢ limitada

-——+00

inferiormente entdo lim u, = —oo.
n—+00

1.4.16 Exemplos

1° Sendo u, = 1+ ( —1)";}—1 uma sucessdo limitada standard de ntimeros reais e w

ilimitado, °(sup{un, : n > w}) =2 e °(inf{u, : n > w}) = 0.

1
2° Sendo u,, = - uma sucessio limitada standard de nimeros reais e w ilimitado,
°(sup{un : n > w}) = °(inf{u, : n > w}) = °(u,) = 0. (Note-se que o limite

superior € menor, neste caso, do que cada um dos termos da sucessdo dada).

n, népar

3° Sendo u,, = n(-1" = 1 ., uma sucessio standard de nimeros reais
—, n é impar
n

ndo limitada superiormente e w ilimitado °(sup{u, : n > w}) = +o00 e °(inf{u, :

n>w}) =0.

4° Sendo u, = (—1)" x n uma sucessdo standard de nameros reais ndo limitada e w

ilimitado °(sup{u,, : n > w}) = +o00 e °(inf{u, : n > w}) = —oo.
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1.5 Topologia e ANS

Nesta seccdo consideramos espagos métricos (X, d) standard, logo o suporte' X e a fungdo

distancia d : X — R{ s@o ambos standard.

1.5.1 Defini¢édo (bola aberta, bola fechada e esfera)

Paraz € X e r > 0, definimos trés tipos de conjuntos:
() B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r} (Bola aberta de centro z ¢ raio )
(ii) B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r} (Bola fechada de centro z ¢ raio r)
(iii) S(z,7) = {y € X : d(z,y) = r} (Esfera de centro z e raio r)

Nota: Os conjuntos supracitados sdo standard sse z e 7 530 ambos standard.

1.5.2  Definicio (elemento limitado)

Um elemento z € X ¢ limitado sse existe y € X tal que d(z,y) ¢ limitado.

1.5.3 Definiciio (elementos infinitamente proximos)

Os elementos z, y € X dizem-se infinitamente proximos ou equivalentes, € escreve-se

z ~y,ssed(z,y) ~0.

1 Designamos, se ndo houver confusdo possivel, o espago métrico pelo respectivo suporte.
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1.5.4  Defini¢io (préoximo-standard)

Um elemento z € X diz-se proximo-standard (abreviadamente ps) sse existe y €
X standard tal que z ~ y , ou seja, d(z,y) ~ (*; um tal y, se existir, € Ginico, denota-
se °z e chama-se a parte standard ou sombra de x.

[ Verifica-se facilmente a unicidade poisse z ~ y e =z ~ ¢y com y, ¥ standard, tem-
se pela Defini¢do 1.5.3 d(z,y) ~ d(z,y’) ~ 0, mas d(z,y) = d(y,z) e pela desigualdade
triangular d(y,y’) < d(y,z) + d(z,y’), donde d(y,y’) ~ 0, logo d(y,y’) = 0, por

d(y,y') ser standard, e portanto y = ¥/'.]

1.5.5 Definicio (elemento proximo-standard num conjunto, conjunto
proximo-standard, conjunto de limitados)

Dado um conjunto A C X, um elemento z € X ¢ proximo-standard em A sse  é
proximo-standard de um elemento standard y € A (isto é, sse £ é ps € °z € A).

Um conjunto A C X ¢é proximo-standard sse todos os elementos de A sfo ps.

Um conjunto A ¢ um conjunto de limitados sse todos os elementos de A sdo limita-

dos, isto €, estdo a uma distincia limitada de um elemento standard.

1.5.6 Definicao (espaco métrico S-compacto)

Um espago métrico X é S-compacto se cada elemento =z € X ¢é proximo-standard.

2 Por outras palavras “qualquer bola aberta standard contendo y também contém x”.
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1.5.7 Teorema

Seja X um espago métrico standard. Entdo X é compacto® < X € S-compacto.

Dem.

(=) Provar que se X ndo ¢ S-compacto = X ndo € compacto:

Se um espago métrico X contém um ponto ndo proximo-standard z, nfio € S-compacto
(pela Definigdo 1.5.6) e portanto ndo ¢ compacto. De facto, para cada standard s, considere-
se uma bola aberta B = B, centrada em s e ndo contendo z. Por 1.3.6 [Principio de exten-
sfio funcional (saturagio fraca)], existe uma nica familia standard de bolas abertas y — B,
estendendo a construgio precedente. Como U, B, é um conjunto standard contendo todos
os pontos standard de X, (B,) é uma cobertura de X . Contudo, para todas as subcoberturas
finitas standard F, temos = ¢ Ur B, e, em particular, Up B, # X.

O principio de transferéncia pode ser aplicado a segunda desigualdade (classica): a
cobertura aberta (B,) de X néo tem subcobertura finita.

[Exemplo particular (para uma melhor compreenséo):

X = R, z ilimitado e para s standard escolha-se o intervalo aberto standard s —
1, s + 1[ que ndo contenha z; a unica extenséo standard é dada por y —]y — 1,y + 1] para
todo y e os intervalos abertos |y — 1,y + 1[ cobrem R, mas nenhuma subfamilia standard
finita contém z, nenhuma subfamilia cobre R inteiramente.].

(<=) Reciprocamente, se todos os elementos z € X sfo proximos-standard entdo X ¢

compacto.

3 Relembre-se a defini¢dio classica:”O espago métrico X é compacto se cada cobertura aberta de X contém

uma cobertura finita de X, isto €, uma subfamilia finita que é uma cobertura de X”.
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Seja (U;),; uma cobertura aberta standard de X. Considere-se um conjunto finito
S contendo todos os pontos standard de X e a correspondente parte finita J do conjunto
de indices I tal que U;e;U; 2 S. Se z é um elemento arbitrario, € proximo-standard
(por hipétese) e assim z ~ s. Como existe um U; standard contendo s, este U; contém z
por definigdo. Isto prova que U;c;U; é uma subcobertura finita (por transferéncia, existe

também uma subcobertura finita standard).[]

1.5.8 Proposicio

Seja X um espago métrico standard e A C X S-compacto. Defina-se
A’ =5{reX:3a€ Aa~z}

Entio ASé compacto.*
Dem.
E um resultado conhecido que A® é fechado pois o seu complementar em X ¢ aberto,

isto €, contém uma bola para cada um dos seus pontos
¢ 5\¢
vz € (A%)” Je > 0B(z,¢) C (A%).

E suficiente mostrar que cada sucessio standard de A° tem uma subsucessio convergente.
O Teorema 1.4.12 (limite de uma sucess3o) mostra que temos de encontrar um elemento
proximo-standard z,, (v ilimitado) numa tal sucessdo. Mas a sucessdo ¢, = d(z,,, A) é tal
que &, =~ 0 para todo o inteiro limitado n. Por 1.4.13 (Lema do Transbordo de Robinson)

tem que existir um inteiro ilimitado v tal que €, ~ 0 para todo n < v. Em particular,

4 Por outras palavras: ’Um conjunto standard A C X é compacto sse todo o ponto de A é préximo-standard
em A”.
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z, =~ a para algum a € A. Por hipétese, este ponto a ¢ proximo-standard portanto z, €

também proximo-standard. [

1.5.9 Definicio

Uma fungdio f entre dois espagos métricos diz-se S-continua quando z =~ y (em X)

= f(z) ~ f(y) (em Y). Por outras palavras, f ¢ S-continua quando d(z,y) ~ 0 =

d'(f(z), f(y)) = 0.

1.5.10 Observacio

Para fungdes ndo-standard, continuidade e S-continuidade so nogdes essencialmente dis-

tintas, pois nenhuma delas implica a outra.

1.5.11 Exemplos

Seja € um infinitesimal néo nulo.

e sex >0

¢ S-continua mas ndo
0 sex<0

1° A fungfo f : R — R definida por f(z) = {
¢ continua.

2° A fungfio g : R — R definida por g(z) = arc tg (g) ¢ continua mas nao ¢

S-continua.
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1.5.12 Definicao

Seja X um espago métrico standard, A C X. Definimos

PA={ze X :Fwe Az =~ w)}.

Por outras palavras, z € P*A sse z possui sombra °z € A. Obviamente SA C P*A,
mas P A, tal como A, é, em geral, uma classe externa. Para A standard, A é compacto<

A C P°A (pelo Teorema 1.5.7).

1.5.13 Lema

Seja f : X — Y uma funcgfo que s6 toma valores proximo-standard nos pontos standard.

Existe uma tnica fungio standard, denotada por  f, chamada a standardizada de f, tal que

vz € X(°f)(z) = °(f()).

Dem. Apliquemos o Principio 1.3.6 [de extens@o funcional (saturagfo fraca)] a fungio que

a cada elemento standard z € X associa o elemento standard °(f(z)) de Y.[0
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1.5.14 Exemplos

Seja e > 0, infinitesimal.
1°) f : C — C definida por f(z) = 2 tem por standardizada ° f (2) = 0.
2°) g : C — C definida por g(z) = (z + £)? tem por standardizada ®g(z) = 2.
3°) h : R — R definida por h(z) = arctg (—E) tem por standardizada

™
- <0
5 6%

1.5.15 Teorema (da sombra continua)

Sejam X e Y espagos métricos standard. Para toda a fun¢do f : X — Y proxima-standard
e S-continua para todo o standard z € X existe uma unica funcéo standard continua de X
em Y, equivalente a f em todos os pontos proximos-standard de X.

Dem. Como f ¢ S-continua e proxima-standard em Y para todo o standard = € X, a
standardizada de f existe e é equivalente a f em todos os pontos standard. Mostremos que
ela é continua.

Como ? f é uma fungfo standard, ¢ suficiente mostrar que:

Ve Ve > 03n > 0Vy d(z,y) <n=d5f(z),f @) <e

Por f ser S-continua e proxima-standard em Y para todo o standard z € X, temos,

em particular

Vetz Ve > 0 3tn > 0V%y d(z,y) <n=d(f(z), f (%) <&

Mas como z, y, e d’ sdo standard, temos

d(f(z), f @) = d(°f(z),°f (3)), logo
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Vez Ve > 03 > 0Vey d(z,y) <n=d(f(z),5f ) <,

donde a conclusdo por transferéncia (duas vezes).
Escrevemos °f = Sf. S6 falta assegurar que f e °f sdo equivalentes em todos
os pontos proximos-standard. Isto resulta imediatamente da continuidade de °f e da S-

continuidade de f. Com efeito, se z € X, e se °x existe e pertence a X, temos

f(@) = f(°x) = °f(°z) ~°f(2).0

1.5.16 Teorema [do grifico fechado (versio topologica)]

Se f : X — Y é uma aplicagdo entre espagos métricos, onde Y é compacto’, entdo
Graf(f)¢ é fechado em X X Y < f é continua.

Dem. (=) Sem perda de generalidade, suponha-se f standard (portanto X e Y sdo
espacos standard) e demonstremos que f é continua em todos os pontos standard z € X.
Temos que mostrar que ' ~ = = f(z') ~ f(z).

Tomemos 2’ ~ z. Como Y é compacto, f(2') é proximo-standard, digamos °f(z') =
y standard € Y

O ponto standard (z, y) tem as suas cordenadas infinitamente proximas de (2, f(z'))
que pertence ao grafico de f

(z,y) ~ (2, f(z')) € Graf(f) = (z,y) € fecho do Graf(f).

5 Relembremos a definigio de compacidade (cldssica):”Um espago métrico X diz-se compacto se cada

sucessfio em X tem uma subsucessdo convergente. Um subconjunto M de X diz-se compacto se M ¢é
compacto considerado como um subespago de X, isto &, se cada sucessdo em M tem uma subsucessdo cujo
limite € um elemento de M™.

6 O graificode f : X — Y, denotado por Graf(f) é o subconjunto do produto cartesiano X x Y definido
por Graf(f) = {(z,y) :z € X ey = f(z)}.



TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL (VIAS CLASSICA E NAO-STANDARD) 34

Como por hipétese, o grafico de f ¢ fechado, concluimos que (z,y) pertence a este

grafico, isto &, y = f(x), logo f(z') =~ f(=).

(«<=) Toda a aplicagdo continua tem um grafico fechado. [J

1.5.17 Contra-exemplo quando Y niio ¢ compacto

0 sez=0
Seja f : R — R definida por f(z) = 1 sez £ 0
T

Entiio o grafico de f é Graf(f) = {(0,0)} U {(z,y) e R? : y = é Az # 0} portanto

é fechado, mas f ndo ¢ continua.
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1.6 Operadores lineares em espacos normados

A importancia dos operadores lineares T : D(T) — Y, onde D(T) C X e X e Y sido
espagos normados deve-se sobretudo a sua utilizagfio na representagfio de quantidades fisi-
cas € assim sdo muito valorizados na Matematica Aplicada e na Fisica (embora muitos
considerem a Fisica como Matemadtica Aplicada).

Em vez de trabalharmos, por exemplo, com aplicagdes com dominio R (ou um sub-
conjunto de R) e valores em R, na Analise Funcional consideramos espagos mais gerais.
No caso dos espagos vectoriais e, em particular, dos espagos normados em vez da palavra
aplicag¢do usamos operador.

Nesta secgéo e nas proximas, como os operadores ndo lineares ndo vio ser consider-

ados, sempre que dissermos simplesmente “operador” significa “operador linear”.

1.6.1 Definiciio (operador linear)

Sejam X e Y espagos vectoriais sobre um mesmo corpo. Um operador T : X — Y diz-se

Tx+y)=Tz+Ty ,

linear sse para todo z,y € X e escalar a,{ T(az) = Tz

Nesta defini¢do em vez de X pode estar um subespago vectorial de X, como dominio

D(T') de um operador T'.

1.6.2 Notacdes

Escrevemos Tz em vez de T'(z).

7 Poderfamos ter escrito T'(ax + By) = oIz + BTy, com a, B escalares.
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N(T) denota o espago nulo® ou nucleo de T, isto &, o conjunto de todos os z € D(T')

tais que T'z = 0.

1.6.3 Exemplos

1.64  Operador identidade

O operador identidade I deixa qualquer elemento inalterado: Iz = z paratodo z € X.

1.6.5 Operador nulo

O operador nulo O atribui o vector zero a todos os elementos de X : Oz = 0 para todo

z e X.

1.6.6  Operador de derivacio

O operador de derivagdo® € muito importante € define-se por:

no espaco de todas as fungdes derivaveis no intervalo [a,b] C R, o qual ¢ um subespago

linear de L?([a, b])."

8  Muitos autores utilizam a palavra “kernel”.

9  Muitos autores utilizam o termo diferencial”.

10 Espaco das fungdes de quadrado integravel em [a, b].
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1.6.7  Operador integral

Outro operador importante € o operador integral 7' definido por:

b

(T'z)(s) :=/ k(s,t)z(t)dt,

a

onde a e b sdo finitos ou infinitos. A fungdo k é chamada o kernel ou niicleo do operador.

O dominio de um operador integral nfo depende de k.

1.6.8 Operador de multiplicacio

Seja z € C([a,b])."" Um operador A em L%([a,b]) definido por: (Az)(t) := z(t)z(t),é
linear.

A fungfio z é chamada o multiplicador.

1.6.9 Matrizes

Uma matriz real (complexa) A = (ajx) com m linhas e n colunas define um operador T :
R™ — R™ (C™ — C", respectivamente) por y = Az onde z = (£;) tem n componentes
e y = (n;) tem m componentes e ambos 0s vectores sdo0 escritos como vectores coluna

devido a convengéo usual do produto de matrizes, ou seja,

m Q11 Qg - Oy 51
Up) Qg1 Qo - Oy 52
Mm &m1 Qm2 -+ Onp fn

T é linear porque as matrizes sdo operadores lineares: (A + B)z = Ar + Bz e a(Az) =

(ad)z.

11 Espago das fungdes f : [a,b] — C de quadrado integravel, i. e., tais que | f (.)l2 é Lebesgue-integravel.
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1.6.10 Teorema (imagem e espaco nulo)

Seja T um operador linear. Entdo

(a) A imagem Im(7)"? é um espago vectorial.

(b) Se dimD(T') = n < 0o, entdo dim Im(T") < n.

(¢) O espago nulo N (T') é um espago vectorial.

Dem.

(a) Sejam 1,7, € Im(T) e mostremos que ay; + Py, € Im(T) para quaisquer
escalares a, 0.

Como ¥1,y2 € Im(T) , temos que y; = T'x1,y2 = Tz, para algum z1,2; € D(T), e

az; + Bzy € D(T) porque D(T) é um espago vectorial. Da linearidade de 7' vem que:

T(azy + Bxy) = aTxy + BTz = oy + Pye.

Portanto ay; + By» € Im(T).

Como 41,y2 € Im(T) eram arbitrarios e também os escalares, isto demonstra que
Im(T) é um espago vectorial.

(b) Escolhemo n + 1 elementos ¥y, ¥s, .., Yn+1 d¢  Im(7") de um modo arbitrério.
Entdo temos y1 = T,y = Txa, ..., Yny1 = T Tny1 para alguns i, Ty, ..., Tny1 €m D(T).

Como dim D(T) = n, o conjunto {Z1, T2, ..., Tns1 } tem que ser linearmente depen-
dente. Assim a1z + asZy + ... + @y 1Tny1 = 0 para alguns escalares ay,0a,...,00n 41, N0

todos nulos. Como T é linear € T0 = 0, aplicando 7" a ambos os membros vem:

12 H4 autores que preferem utilizar R(T) em vez de Im(T). Note-se que Im(T)=T(D(T)).
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T(alml + Qoo + ... + an+1a:n+1) =01 + (05X7)) + ... Oy 1lYny1 = 0.

Isto mostra que {y1,¥s, .-, Ynt1} € Uum conjunto linearmente dependente porque os
o’ ndio sio todos nulos. Relembrando que este subconjunto de Im(7") foi escolhido de uma
forma arbitraria, concluimos que Im(7") ndio tem subconjuntos linearmente independentes
com 7 + 1 ou mais elementos.

Por definig#o, isto significa que, dim Im(7") < n.

(¢) Consideremos z;, x5 € N(T) quaisquer. Entdo
Txy =Txy = 0.
Como T ¢ linear, para quaisquer escalares o e 8 temos:
T(az, + PBzy) = aTzy + T2 =0+0=0.

Isto mostra que auz; + Bzy € N(T'). Assim N (T') é um espago vectorial. [
O préximo teorema fornece-nos um critério muito util para a existéncia do operador

inverso que aplicaremos muitas vezes nas proximas secgoes.

1.6.11 Teorema (operador inverso)

Sejam X, Y espagos vectoriais, ambos reais ou ambos complexos. SejaT : D(T) — Y
um operador linear com dominio D(7") C X eimagem Im(T") CY. Entdo:
(a) O operador inverso T : Im(T") — D(T) existe see s6 se Tz =0 = = = 0.
(b) Se T ! existe, é um operador linear.
(¢) Se dim D(T') = n < oo e T! existe, entdo dim Im(T") = dim N (7).

Dem.
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(a) Suponha-se que Tz = 0 = = = 0. Seja T'x; = T'zy. Como T ¢€ linear,
T(z)—z2) =Tz — Tz =0

e assim z; — x5 = 0 por hipétese. Portanto T'z; = T'z, implica z; = x5, € T~ existe, por
defini¢do de injectividade.

Reciprocamente, se T~ existe, entdo verifica-se a defini¢do de injectividade
Txy =Tz = T1 = T2

Fazendo zo =0 vem que Tz, =T0=0= 2, =0.

(b) Supomos que T~! existe ¢ mostramos que T—1 & um operador linear.

O dominio de T~ ¢ Im(T') que é um espago vectorial pelo Teorema 1.6.10 (a).

Consideramos z1, 2o € D(T') quaisquer e as suas imagens y; = T'z; € y2 = T'2s.

Entio z; = T 'y, e xp =T ys.

O operador T ¢ linear (por hipotese), e assim para quaisquer escalares o € g temos
oy; + Bys = aT'zy + BTz, = T(oxy + Bxy).

Como z; = Ty, e zo = T 'y, isto implica T~ (ayy + By2) = az1 + Pz2 =
oT Yy, + BTy, e prova-se que T ¢ linear.

(¢) Temos dim Im(7) < dim N(T') pelo Teorema 1.6.10 (b) e dimD(T’) < dim

Im(T') pelo mesmo teorema aplicado ao operador T-1.0
Tal como no caso das matrizes quadradas existe uma formula muito Gtil para o inverso

da composigdo (ou produto)*de operadores lineares:

13 Recordamos que o produto de dois operadores A e B num espago vectorial X ¢ definido por (AB)x =
A(Bz).
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1.6.12 Lema (inverso do produto de operadores)

Sejam T : X — Y e S :Y — Z operadores lineares bijectivos, onde X, Y, Z sio espagos
vectoriais. Entfio o inverso (ST)~! : Z — X do produto ST existe, e (ST)™* =TS
Dem.
O operador ST : X — Z ébijectivo, e assim (ST')~! existe. Temos assim ST(ST)™* =
I onde I é o operador identidade em Z. Aplicando S~ e usando S~1S = Iy (o operador

identidade em Y), obtemos
S1ST(ST)™! = T(ST)™ = §~1I; = S~
Aplicando T ! e usando T'T = Ix , obtemos o resultado desejado

T-'T(ST) ' =(ST) ' =T7'S7'.0

1.6.13 Definicio (operador linear limitado)

Sejam X,Y espagos normados e 7' : D(T') — Y um operador linear, onde D(T) C X .
O operador T' diz-se limitado'*se existe um niimero real nfo negativo ¢, tal que para todo
x € D(T),

)] [Tz]| < cllz]].”

1.6.14 Defini¢io (norma de um operador)

Nas mesmas condig¢des da Defini¢fio 1.6.13 define-se norma do operador linear 7" como:

14O termo “limitado” deriva de um operador limitado “aplicar” conjuntos limitados de D(T") em conjuntos
limjtados de Y.

15 E claro que ndo se confundem as duas normas pois a norma 3 esquerda é anorma em Y e a norma a direita
¢ anorma em X. Por simplicidade denotdmos ambas as normas pelo mesmo simbolo ||.|| .
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Tl
) T||= sup .
Il cepr)

1.6.15 Observacio

Note-se que: se em (1) fizermos ¢ = ||T’|| obtemos a formula que vamos utilizar por diversas
vezes:

3) 1Tzl < T l=ll;

e se fizermos ||z|| = aey = (%) z onde z # 0 entdo ||ly|| = izﬂ =1.Como T é

linear, a formula (2) d4-nos

Tx 1 1
i = sup 22— qup Lyl = sup T(—m) \= sup Tyl
zeD(T) @ zeD(T) @ zeD(T) a yeD(T)
T#0 z#£0 z#0 lyll=1

e, substituindo y por z a direita, obtemos uma formula alternativa para a norma do operador
T:

C) IT)| = sup ||Tz].
zeD(T)
ll==1

Para operadores lineares limitados T : X — Y, Ty :Y — ZeT : X — X onde
X,Y, Z sdo espagos normados temos as férmulas:
) IV To|| < T3l 1 T2

(6) 1™ < |71 (n € N).

1.6.16 Exemplos

1° Obviamente, o operador identidade € o operador nulo séio ambos limitados ¢ tem-se

1|l =1e]O] = 0.
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2° O operador de derivagfio, definido em 1.6.6, ndo € limitado. De facto, considere-se a
sucessdo de fun¢des f,.(z) = sennz, n = 1,2,3, ..., definidas em [, 7] . Entdo

como

™ 2 ™
/ (sennz)idr = [; - seznnz] B =7

—r

vem que

| fall = \//_1r (sen nz)? do = /7

e como Df,(z) = (sen nz) =ncosnz,n = 1,2, 3,...vem que

IDfoll = \/ (ncosnx)idx = n\// (cos nz)? dr = n\/lg + sezsnay} =T

e assim || D fn|| = n || fa]].

3° O operador integral, definido em 1.6.7, ¢ limitado. De facto, para qualquer

z € L?([a, b]), temos (usando a desigualdade de Schwarz'®):

Tz = /ab /abk(s,t)z(t)dt

< [ woora [ o aas=
L7

nio depende de “s”

b b b
- / / Ik(s, £)|? dtds / lo(t)|? dt
a a a

=|l=}?

b b
1Tz < \/ / / Ik(s,8)|? dtds x || .

2
ds <

Assim

15 |z, )] < |ja]|ly]] [ejé agora, também temos: |1z + ]| < ||| + [ly] (desigualdade triangular)
elle—yl > [z - vl
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4° O operador de multiplicaggo, definido em 1.6.8, ¢ limitado pois

et = [ 1A at =
- / 2B dt =
- / |2(0) 2 2(t) 2 dt =
- / 2(0) (B dt <

a 3)

b
< /|w(t)|2 x Mdt ~

b b
- M / o) dt = max 2(0) / l2(t)|? dt.

Notas:

(1) Pela definigo dada (Az)(t) = z(t)z(2).

(2) Pois |a x b| = |a] x |b| logo |a x b|? = |af® x |b]*.

(3) Uma das propriedades dos integrais diz que: "Se f(z) > g(z) em [a, b] entio fab f(z)dz >
f: g(z)dz desde que os integrais existam.”.

(4) Sendo M > |z(t)|*, V¢ € [a,B]).

Assim || Az]| < I}lal;flz(t)l X ||2]|.

5° Uma matriz real (ou complexa) A = (i) com m linhas e n colunas, tal como em
1.6.9, define um operador y = Az que ¢ limitado.

n

Em termos de componentes fica y; = Z lajez;|, 5 = 1,2,...,m e relembrando
k=1

Z |zi|*> vem (pela desigualdade de Cauchy-

k=1

que a norma em C™ ¢ dada por ||z| =
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Schwarz'’para séries) que:

-n 2
2
|Az||® = Elajkﬂvkl <
| k=1

.
Il
-

M

M3

.
Il
A

i n n 2 m n k3
2 2
ol x (| Yl =3O lanl x Y lul) =
i k=1 =1 =1

i=1 k=1
—_——
ndo depende de §

3

n

m n m
2 2 2 2
= D Il x DD gl = llall* x YD Jesf.
1=1 3=1 k=1 j=1 k=1

Note-se que a dupla soma na 1ltima linha nfo depende de z. Podemos escrever o resultado

na forma || Az||* < ||z]|* x ¢2 onde ¢ = Z Z la;|* . Assim A ¢ limitado pois ||Az|| <

lz{l x [|A]| e também sabemos que ||A|| <

1.6.17 Teorema (continuidade e limitagio)

Seja T : D(T') — Y um operador linear'®, onde D(T) C X e X, Y sfo espagos normados.
Entéo:

(a) T ¢é continuo se e s6 se T' ¢é limitado.

(b) Se T' ¢ continuo num ponto de D(T'), é continuo.

Dem.

(a) Para T' = O a afirmag#o é trivial.

1757 Jagbe] < 21 |as)? x \/ > |b|? (desigualdade de Cauchy-Schwarz para séries). No nosso caso
k=1 = =1

particular, basta considerar n ~ oo.

18 Alguns autores referem-se aos “operadores lineares continuos” como “operadores lineares”, designagdo

que preferimos evitar de todo, pois ha operadores lineares de grande importincia pratica que nio s3o contin-
uos. Por exemplo, o operador de derivagio, definido em 1.6.6.
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Seja T # O. Suponhamos que T' ¢ limitado e considere-se o € D(T), qualquer.
Seja € > 0 dado. Entfo, como T ¢ linear, para cada z € D(T) tal que

llz — zol| < 6 onde 6 = obtemos
||T||

1Tz — Txoll < |T(z — o)l < [T ll& = zol < 1T 6=

Como zy € D(T'), era ao arbitrio, isto mostra que 1" ¢ continuo.

Reciprocamente, suponhamos que 1" é continuo num arbitrario zo € D(T). Entdo,
dado um ¢ > 0, existe um § > 0 tal que

) Tz — T'zo|| < € para todo x € D(T) satisfazendo ||z — zo|| < 6.

Tomemos agoraum y # 0 em D(T') e fagamos z = ——y.Entdo z—Tp =

0 ITPTE:A
T ol

Assim ||z — z¢|| = 6, logo podemos usar (7). Como T € linear, temos

1Tz — Taoll = T — a0l = HT(ﬁy)“ - oy Tl

e (7) implica:y— | Tyll <€, ouseja, [Tyl < 5 ||'yll-

lly H
£
Podemos escrever a tiltima desigualdade como || T'y|| < c||y|| , onde ¢ = 5°© mostra-
mos assim que T ¢ limitado.

(b) A continuidade de T’ num ponto implica a limitagéo de T pela segunda parte da

demonstragdo de (a), que por sua vez implica a continuidade de T" por (a)..d

1.6.18 Proposi¢io-defini¢io
O operador T ¢ S-continuo se qualquer das seguintes condi¢des equivalentes for satisfeita:
Dz~y=>Tr =Ty,

i)z ~0=Tzx ~0;
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(iii) = limitado => T’z limitado;
(iv) Existe um limitado M > 0 tal que ||Tz|| < M x ||z|[;

@) ||| = sup ||Tz|| é limitado.
=1

)

1.6.19 Observacio

Para os operadores standard, esta defini¢fo € igual & de continuidade, mas pode diferir dela

(no caso dos operadores néo-standard) mesmo em dimenséo finita.

1.6.20 Exemplo

Seja X = Y = R. O operador x —— y = vz onde v € ilimitado é continuo (porque ¢é a
equagéo de uma recta) mas néo € S-continuo. [Basta considerar um a real limitado % v xa

seja limitado, usando (iii) de 1.6.18].

1.6.21 Definicao

T é S-continuo e linear = T" é continuo.

1.6.22 Definiciio (forma linear)

Uma forma linear” ¢ é um operador linear com dominio num espago vectorial X e imagem

K de X; assim
¢:D(p) — K,

onde K = R se X éreal e K = C se X é complexo.

19 Alguns autores utilizam funcional linear”. A Andlise Funcional comegou inicialmente pelo estudo das
formas ou funcionais lineares.
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1.6.23 Observacgio

No caso de K = C, o conjunto das formas lineares ¢ com ||| < 1 € a bola unitaria do
dual® X’ de X.
Podemos estender a nogéio de ponto proximo-standard num espago métrico as formas

lineares:

1.6.24 Definicido

Uma forma linear ¢ ¢ proxima-standard quando existe uma forma linear standard 1) tal que

@(x) =~ (z) para todo o standard z € E. Abreviamos esta relagdo de proximidade fraca

por ¢ ~ ;1.

1.6.25 Lema

Cada forma linear linear limitada ¢ proxima-standard fracamente.
Dem.
Seja ¢ limitada em E’. Entfio « é standard = z ¢ limitado = ¢(z) é limitada em

C =>p(z) ¢ proxima-standard.

20 Sendo X um espago normado, o conjunto de todas as formas lineares limitadas em X constituem um

espago normado com norma definida por |j¢|| =  sup le@) = sup |¢(z)| chamado o espago
reX =l reX
z#0 Jall = 1

dual de X e denota-se por X'.

21 Embora a topologia fraca no espago X’ (dual de X)) ndo seja usualmente “metrizivel”, a sua restri¢éo a
bola unitaria normalmente é...
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Pelo Principio 1.3.6 [de extensdo funcional (satura¢fio fraca)] ha uma tnica 1) stan-

dard tal que

¥(z) = °p(z) para todo o standard z € X.

Esta fungéo 9 € linear. Além disso, se M ¢ um inteiro standard maior ou igual a ||¢]|,
temos |1)(z)| = ° |p(x)| < M para todo o standard z tal que ||z|| < 1.

Por transferéncia concluimos que |[¢|| < M, isto €, 1 ¢ limitada e continua.[]

1.6.26 Nota

O lema anterior mostra-nos que a bola unitaria no dual de um espago normado standard
¢ fracamente compacta. Como esta propriedade € classica, por transferéncia ¢ valida em

qualquer espago normado.

1.6.27 Definiciio

Uma aplicagdo linear T' entre dois espagos normados X e Y, é S-compacta quando uma
das seguintes condi¢Ges equivalentes for satisfeita:
(i) = é normado em X = T'z ¢ proximo-standard em Y;

(ii) z ¢ limitado em X => T’z é proximo-standardem Y.

1.6.28 Observacio

No caso particular de Y = C verifica-se que uma forma linear ¢ é S-compacta sempre

que for limitada (j4 usdmos esta observagdo na demonstragdo do Lema 1.6.25). Como os
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elementos proximos-standard sdo limitados, verifica-se também que

T S-compacto = T S-continuo

( = T continuo)

Se T, e T, sio operadores S-continuos (resp. S-compactos) € a, 3 sdo escalares limitados,
entiio oT} + BT, é S-continuo (resp. S-compacto). Mas a classe de operadores S-continuos
(respectivamente, S-compactos) ndo ¢ um conjunto (e, em particular, ndo ¢ um espago
vectorial). A soma de uma familia finita de operadores S-continuos néo ¢ necessariamente
S-continuo. Contudo, somas finitas standard (i. e., limitadas) de operadores S-continuos
(resp. S-compactos) sdo S-continuos (resp. S-compactos).

Todas as aplicagdes lineares continuas de ordem? finita sio compactas.”

1.6.29 Exemplos

1° Seja X um espago normado qualquer ¢ escolha-se 0 ~ € € R. Entdo el = ¢lx
¢é um operador S-compacto. Mas este operador €] s6 ¢ um operador compacto se

dimX < oocoue =0.

2° Seja X = I? o espago das sucessdes complexas (Z;)ien cOm Ialc,I2 < 00. Eum
espago de Hilbert** com base ortonormal e; = (0,...,1,0,0,0, ...) (o elemento ndo

nulo 1 esté situado na i-ésima posigo). Seleccionando um inteiro ilimitado v € Ne

22 Qu caracteristica. Em Inglés: “rank”. E a dimenséo da imagem da aplicagio linear T:X Y.

23 Relembramos que um operador linear 7' : X — Y é compacto (ou completamente continuo) se a imagem
da bola unitéria é um conjunto relativamente compacto de Y.

24 Relembramos que um espago de Hilbert € um espaco com produto interno completo (no sentido
da métrica definida pelo produto interno).
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para z € [2 defina-se
Tr=T(z;) =z, -1 = (2,,0,0,0,...) € I%.

Entéo 7' € um operador compacto (como Im(T") = C - e;, é um operador de ordem

finita) e S-compacto.

3° Seja (A, )nen uma sucessdo de escalares com (\,) — 0. Entfio o operador T’ em [2

definido por T'(e,) = A, - €, € um operador compacto.

Os seus valores proprios sdo os A, com vectores proprios correspondentes em e;,.

4° Tal como acima, seja T' o operador em [2, desta vez definido por
T(en) = M- €nt1

Entdo 7' compacto assim que a sucessdo (A,) — 0.

25

Mais 4 frente daremos as definigdes de valores proprios e vectores proprios.
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1.7 Propriedades dos operadores (S-) compactos

1.7.1  Proposic¢io

Seja K : X — Y uma aplicagdo linear S-compacta entre dois espagos normados X e Y. Se
T, : X; — X éS-continuwoe Ty : Y — Yo € standard continuo, entfio a seguinte composta

¢ uma aplicagfo linear S-compacta
T20K0T1:X1—>X—I§>Y—>Y2.

Dem.

Se z; ¢é limitado em X;, entdo x = Ti(z1) ¢ limitado em X (lembramos que pela
Proposigdo-defini¢do 1.6.18 (iv), anorma de T ¢ limitada). Por hipétese, K= ~ y standard
em Y. Como a norma de T, é também limitada Ty Kz ~ Tyy e o elemento Toy € standard
por hipdtese.

Isto prova que T3 o K o Tyz; ¢ proximo-standard.l]

1.7.2  Proposicido

%Seja K : X — Y uma aplicagdo linear S-compacta entre dois espagos normados X e
Y.Se T : X — Y é uma aplicagdo linear tal que ||K — T|| ~ 0, entdo T ¢ também uma
aplicagdo S-compacta.

Dem.

Se z é um vector normado (em X), Kz ¢é proximo-standard digamos, Kz =~ y (em

Y). Entdio Tz ~ Kz ~ y prova que T’z ¢ proximo-standard.[]

26 Fsta proposicio é uma generalizagio do 1°Exemplo de1.629com K =0eT =¢l.
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1.7.3  Propesicao

Seja K : X — Y uma aplicagdo linear compacta entre dois espagos normados X e Y.
Entdo a transposta®’ K’ : Y’ — X’ é também uma aplicagfo linear compacta.

Dem.

Seja ¢ uma forma linear continua em Y com |[|¢]| = 1. Se z € limitado em X,
y = Kz é limitado em Y e (K<) ¢ limitado em C. Para y standard em Y podemos definir
Y(y) = °p(y). Por standardizagfo, isto define uma forma linear 1) € Y’. Pretendemos
provar que ¢ o K ~ ¢ o K = K'(yp) mostrando assim que K’(¢) é pré6ximo-standard.

Seja x qualquer da bola unitaria de X. Por hipétese y = Kz é proximo-standard e

podemos escrever y = Kz ~ z standard em Y com, sucessivamente,

e(Kz) =~ ¢(z) visto que ||p|| <1 (porque ¢ é uma aplicagio contractiva)
o(z) =~ (z) visto que z é standard (por defini¢do de 1)

Y(z) =~ 9P(Kz) visto que ¢ é standard (1) é S-continua no ponto standard z).

Isto prova p(Kz) —(Kz) ~ 0 (||¢|| < 1) porestarazio ||po K —po K| ~0, po K =~

1 o K standard (isto é, ¢ o K ¢ proximo-standard).(]

1.74  Observacio

A primeira parte da demonstragéio, da Proposi¢éo 1.7.3, é uma formulagio da ANS do

resultado classico:

27 Esta aplicagfio é tinica e, para todo o vector z € X e para toda a forma linear ¢ sobre Y, (K'(y/), z) =
(v, Kz}, isto é, a todo o elemento 3’ de Y’ (dual de ") associa o elemento 3’ o K de X’ (dual de X).
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2 bola unitaria em Y" é fracamente compacta” e a construgdo da segunda parte ¢ por

passos do teorema de Ascoli.

1.7.5 Proposicio

Seja K : X — Y uma aplicac8o linear standard compacta entre dois espagos normados X
eY. Seja K . X — Y uma extenséo canénica de K para os espagos de Banach. Entdo

K ()? JCY e K : X — Y é uma aplicagfo linear compacta.

Dem.

Relembremos que X pode ser identificado com o subespago de X" (dual normado
de X"). Com esta identificagdo X é simplesmente o fecho de X em X". Pela Proposigéo
1.7.3 conclui-se que K’ ¢ K" : X" — Y" so aplicagdes lineares compactas.

Restringindo K" a X=fecho de X, obtém-se K ()? ) CY C Y". Seja agora  um
vector standard em X , € suponhamos z ~ y € X. Entdo y ¢ limitado ¢ como K ¢
compacto, Ky é proximo-standard, digamos Ky =~ z standard em Y. Temos que Kz ~
Ky~ z.

Como K ¢ standard, Kz é standard e temos que ter Kz = z € Y. Por transferéncia

deduz-se que K (X) C Y.O

1.7.6  Proposicio

Seja T : X — Y um operador S-compacto onde X ¢ Y séo espagos standard normados. O

operador standard K definido por

Kz =°(Tz) paratodoxz € X
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¢ um operador compacto.

Dem.

Para um standard z € X, T'z é proximo-standard e também °(T'z) (e unicamente
definido). Pelo Principio 1.3.6 [de extensdo funcional (satura¢fo fraca)] define-se o oper-
ador K.

Seja B a bola unitaria fechada em X [Def. 1.5.1 (ii) com r = 1]. Entdo T'(B) é um
subconjunto S-compacto de Y e K (B) esta contido no conjunto compacto 7'(B)%.20

A seguir apresentamos um importante:

1.7.7  Exemplo de um operador compacto

Seja k : I x J — C uma fungfo standard continua no produto de dois intervalos compactos

de R e defina-se
Ki(s) = [ Kws) ) du
E 6bvio que
IKf()] < Nkl - Il (F € £XD)).

% Falta provar que o operador K f é continuo (primeiro quando f € standard) e depois que

K ¢ uma aplicagéo linear standard continua

Y1) — C(J).

28 J4 demonstramos, na Proposigdo 1.5.8, que se trata de um conjunto compacto.

29 g1(I) é o espago das fungdes reais de varidvel real continuas no intervalo I, com norma definida por
Izl = f; lz()| dt. A norma do maximo é: ||z|| , = max |z;|.
7
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Vamos provar que é (S-) compacto (as duas nogdes coincidem visto que K ¢ standard).

Para || f||, < 1 e um standard s, vamos definir

h(s) = °g(s) = /Ik(u, s)f(u)du
[isto é possivel pois g(s) é limitada (de facto | g(s)| < ||K|\.., , pela Defini¢do 1.6.13 ) logo

°g(s) = g(s)]-
Por standardizagdo, ha uma unica fungéo standard h tomando os valores determina-

dos anteriormente nos pontos standard. Para s e ¢ standard
Ih(s) — h(t)] < lg(s) — g(t)] < Maz [k(u,s) — k(u, 1)
Para qualquer ¢ > 0, podemos usar a transferéncia em
|h(s) — h(t)| < J\/{fw \k(w, s) — k(u,t)| +¢

e deduz-se que isto é valido mesmo se s € t sdo ndo-standard.

Tomando em particular s =~ t entdo k(u, s) =~ k(u, t) paratodou ¢
Mazx |k(u,s) — k(u,t)| ~0.

Isto conduz a |h(s) — h(t)| < &, |h(s) — h(t)] < 2¢, e como € > 0 standard, ao arbitrio,
nés concluimos que h(s) ~ h(t) quando s ~ 1.
Agora se s ¢ arbitrario em J e °s a sua sombra nos podemos (pelos passos do teorema

de Ascoli) escrever sucessivamente
h(s) = h(°s) = g(°s) ~ g(s),

Ih—gll,, = Mag [h(s) — g(s)] 0.
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Isto prova que h € uma parte standard de g = K f, portanto K f é préximo-standard.(]
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1.8 Teoria espectral em espacos normados de dimensao finita

A teoria espectral é um dos ramos mais importantes da moderna analise funcional e suas
aplicagdes. De uma forma muito geral esta relacionada com certos operadores inversos,
as suas propriedades gerais e as suas relagdes com os operadores originais que advém do
problema da resolugdio de equagdes (sistemas de equagdes lineares algébricas, equagdes
diferenciais, equacdes integrais).

Supomos, salvo indicagdo contraria, que todos os espagos sdo complexos e excluimos
o trivial espago vectorial {0}.

Seja X um espago normado de dimensdo finita e 7 : X — X um operador linear.
A teoria espectral destes operadores ¢ mais simples do que a dos operadores definidos em
espagos de dimensdo infinita, como veremos.

Como podemos representar T' por matrizes® (as quais dependem da escolha da base

para X), a teoria espectral de T' ¢ essencialmente a teoria matricial dos valores proprios.

1.8.1 Definicio (valores préprios, vectores proprios, espacos proprios,
espectro e conjunto resolvente de uma matriz)

Um valor proprio®! de uma matriz quadrada n x n (real ou complexa) A = (ox) onde
4,k =1,2,...,n é um nimero X tal que a equagdo

1) AT =T

30 Ver a Secgio 1.6.9.

31 Alguns autores usam “valor caracteristico”.
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tem uma solugdo T # 0. A este T chama-se vector proprio® de A associado ao
valor proprio A.

Os vectores proprios associados ao valor proprio A e o vector nulo formam um sube-
spago vectorial de X chamado espago proprio de A associado ao valor proprio A, isto &,
EM)={7 : A7 =)27T}.

O conjunto o(A) de todos os valores préprios de A é chamado o espectro de A. O

seu complementar p(A) = C — g(A) no plano complexo é chamado o conjunto resolvente

de A.

1.8.2 Exemplo

2 5
e 3

5+ 3V1+20e ~ 3e) =2 — 3/T+20e = 2 e, os vectores proprios associados so,

Sejae ~ 0 (g # 0). A matriz no-standard A = [ } , tem como valores proprios A\; =

respectivamente,

SR - O 1}
e

xzz{[l_lo_% 1(1+20£-:) ”2{[”}
Observagio:

A equacdo (1) pode ser escrita na forma

%)) (A—XD)T =0

32 Alguns autores usam “vector caracteristico”.
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onde I é a matriz identidade n x m. Para que (2) tenha uma solugdo ndo nula, o
determinante dos coeficientes, det(A — M), do sistema homogéneo de n equagdes lineares

a n incognitas, tem que ser nulo. Obtém-se assim a equagco caracteristica de A

a1 — A Qe ce0 Ohqp
o Qoo — A+ Qop

) det (A-AD)=| " TETC T — 0.
Qn1 Qn1 a'n'n,_A

O det(A— ) é chamado o determinante caracteristico de A. Com o seu desenvolvi-

mento, obtemos um polinémio em A de graun : 0 polinémio caracteristico de A.

Um resultado clssico é que uma matriz quadrada n X n, A = (ajx) tem pelo menos
um valor préprio (¢ no méximo n valores proprios numericamente diferentes).** Os valores
préprios podem ser complexos mesmo que A seja real.

Em termos de ANS podemos ainda afirmar que uma matriz ndo-standard pode ter
valores proprios standard e vectores proprios néo-standard. Exemplo: Seja e ~ 0 (¢ # 0).
(2 0

A matriz ndo-standard A = [t 3 }, tem como valores proprios A; = 3 € Ay = 2 (¢

imediato pois trata-se de uma matriz triangular inferior) e, 0s vectores proprios associados
< . [ 0 1
sdo, respectivamente, 1 = 1 , € Tg = e .
i —

1.8.3 Teorema (valores préprios de um operador)

Todas as matrizes que representem um dado operador linear T' : X — X num espago
normado de dimensio finita, relativamente a varias bases para X t€m os mesmos valores
proprios.

Dem.

33 Justifica-se pelo teorema fundamental da lgebra e o teorema da factorizagfio, um polinémio de grau
positivo n e com coeficientes em C tem raizes em C (e no maximo n raizes numericamente diferentes).
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Sejam e = (e1,e3,...,n) € € = (&1,8&y,...,6,) bases quaisquer para X, escritas
como vectores linha. Vamos verificar o que acontece na transi¢do de uma base para outra.

Por defini¢do de base, cada e; ¢ uma combinago linear dos & s e reciprocamente. Ou seja,

€11 Ci2 -+ Cp
~ - - - €1 Cog *-- Cop
(4) e=eC & [61 €9 ... Cn] = [61 €y ... en] .
Chl1 Cn2 -+ Cpp
ou
€1 Cin Ca1 '+ Cm €1
. €2 Ciz2 €22 - Cpo €o
d =0T’ < | . = | .
€n Cin Con *** Cnn €n

onde C é uma matriz quadrada n x n regular.**

Cadaz € X tem uma Unica representago com respeito a cada uma das bases, seja,

n n
T =er; = E £;e; =€y = E ek
j=1 k=1

isto é,
3! §1
9 Y~ ~ &2

T =le; e ... en) : =[€1&2...65) | |

€n £,

Assim x = ex; = €z = eC'z,. Portanto:

por (4) pois é=e(C
5) x; = Cxy.

Similarmente, para Tx = y = ey, = éy, temos

6) y1 = Cys.

Consequentemente, se T; e 75 denotam as matrizes que representam T a respeito das

bases e e €, respectivamente, entdo

) y =Tz

34 TIsto é, tem inversa. Também se diz ndo-singular.
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e
®) Y2 = Tos,
¢ assim
y1 =Tz, por=(5) TiCzye y1 = Cys p:(s) Clrz,
ou s€ja,
9) CTyxe = Cyy = y1 = Thz; = T1Cz2 , ouainda,
(10) CTyzy = T1Cxsy.

Pré-multiplicando® (10) por C~* obtemos a lei de transformagao:

11) T, = C'TyC %, com C determinada pelas bases de acordo com
(4) (e independentemente de T'). Usando (11) e det(C™') x det(C) = 1, podemos agora
mostrar que os determinantes caracteristicos de 1z e T; sdo iguais:

12) det(To— M) = det(C~Y['C—-AC~1IC) =

por(11)e I=C-1IC colocando C 1 ¢ C em evidéncia

— det[C~N(T1 — A)C))] -

o determinante do produto é o produto dos determinantes
= det(C™?) x det(Ty — M) x det(C =
¢ ( ) ¢ ( ! ) ¢ ( )poisdet(C—l)xdet(C)=1

Pela observagio a seguir ao Exemplo 1.8.2 concluimos que os valores proprios sdo

iguais.l]

1.84  Observacgoes

35 O prefixo "pré” significa anteriormente.

36 Qe existe uma matriz regular C tal que (11) é vélida as matrizes nxn, Ty e T, sdo chamadas matrizes semelhantes
e tém 0s mesmos valores proprios.
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i) Um operador linear num espago normado complexo de dimensfo finita X # {0}

tem pelo menos um valor préprio.’’

ii) Sejam A1, Ag, ..., Ay, m valores proprios (distintos ou nfo) de uma matriz quadrada
nxn. O produto dos valores proprios € igual a det A, isto é, A1 X A9 X...X A, = det A

¢ a sua soma é igual ao trago™® de A, isto é, \; + Ay + ... + A\, = trago A.

iii) A matriz inversa A~! de uma matriz quadrada A existe se e s6 se todos os valores
proprios Ai, Ag, ..., A, de A sdo diferentes de zero. Se A~! existe, entfio os seus

valores proprios sio 1 —1— i
prop D NEESW

iv) As matrizes regulares 2 x 2 :

a1 a ) 1 a —a
A=|"1 ™2 tem inversa A”! = X 22 12
a2y Q2 det A —Qg91 011

Para a demonstragéo destes resultados e outros consulte-se um livro de 4lgebra linear.

37 Define-se a multiplicidade algébrica de um valor préprio A de uma matriz A como a multiplicidade
de A considerado como raiz do polinémio caracteristico, e a dimensdio do espago préprio de A
associada a A chama-se a multiplicidade geométrica de ).

38

Soma dos elementos da diagonal principal.
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1.9 Teoria espectral em espacos normados

Vamos agora considerar espagos normados de qualquer dimensdo, € veremos que nos es-

pagos de dimenso infinita, a teoria espectral torna-se mais complicada.

1.9.1 Definicio (operador resolvente)

Seja X # {0} um espago normado complexo e T': D(T) — X um operador linear com
dominio D(T') C X. A T associamos o operador

1) Ty=T— X

onde ) é um niimero complexo e I é o operador identidade em D(T). Se T tem um
operador inverso, denotamo-lo por Rx(T'), ou seja,

@ RA(T) =Ty" = (T =A™

e chama-se o operador resolvente de T ou, simplesmente, o resolvente® de T.

1.9.2  Observacio

O nome “resolvente” é apropriado, uma vez que R (T') ajudaa resolver a equagdo Tz =vy.
Assim, z = Ty 'y = R\(T)y desde que R\(T) exista.

O operador R (T) é um operador linear (pois o inverso de um operador linear ¢ um
operador linear).

Para a compreensio do operador T' € necessario investigarmos as propriedades de T
e R e, algumas, dependem de .

Para o estudo de T', T e R, necessitamos da seguinte:

39 Alguns autores definem o resolvente por (Al — T)~! e nas equagdes integrais € por vezes definido por
(I —2T)~1.
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1.9.3  Defini¢do (valor regular, conjunto resolvente, espectro)

Seja X # {0} um espago normado complexo e T' : D(T') — X um operador linear com
dominio D(T") € X. Um valor regular A de T’ é¢ um nimero complexo tal que:

(R)) RA\(T) existe™;

(Rs) Rx(T') é limitado;

(R3) RA(T') esta definido num conjunto que é denso em X.

O conjunto resolvente p(T") de T' € o conjunto de todos os valores regulares A de 7.

Chama-se espectro de T' ao complementar do conjunto resolvente, no plano com-
plexo, isto &, o(T) = C — p(T'). Um X € o(T') é chamado um valor espectral de 7.
O espectro o (T') é subdividido em trés conjuntos disjuntos dois a dois:

- O espectro pontual ou espectro discreto o,(1") € o conjunto tal que R (T") ndo

existe. Um A € 0,(T) é chamado um valor préprio de T'.

- O espectro continuo o.(T’) € o conjunto tal que R,(T) existe e satisfaz (R3) mas

ndo (Ry), ou seja, Ry (T") ndo ¢ limitado.

- O espectro residual o, (T") € o conjunto tal que R, (T) existe (e pode ser limitado

ou ndo) mas ndo satisfaz (R3), ou seja, o dominio de R)(T') ndo é denso em X, isto &,

DT} = Im(T3) # X.

1.9.4  Observacio

No caso da dimensio finita o.(T") = 0,(T) = 0.4

0 E também um resultado cléssico que Ry (T') : Im(Ty) — D(T') existe se e s6 se Thz = 0 implica z = 0,
ou seja, o espago nulo de T, € {0}. Ndo hé perigo de confusfio pois Im(7} ) denota a imagem de T, embora
muitos autores utilizem R(7") em vez de Im(7}).

41 Diz-se que o espectro & um espectro pontual puro.
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Podemos sintetizar tudo o que referimos na defini¢ao anterior através de uma tabela:

Satisfeita Nio satisfeita A pertence ao:
(Ry), (R2), (R3) p(T) (conjunto resolvente)
(Ry) o,(T') (espectro pontual ou discreto)
(Ry), (Rs) (R») o.(T) (espectro continuo)
(Ry) (R3) | o.(T) (espectro residual)

A unidio dos quatro conjuntos definidos & todo o plano complexo, isto &,
C = p(T)Ua(T) = p(T) U 6,(T) U oc(T) Uor(T).

Se 0 espago X tem dimensdo infinita, entio T' pode ter valores espectrais os quais ndo sdo

valores proprios, como veremos no importante:

1.9.5 Exemplo (operador com um valor espectral que ndo ¢ um valor
proprio)

No espago X = [? define-se o operador T" : [* — [* por

(&) (€1,62:€3, ) > (0,61, €9, &3, )y

onde z = (£;) € I2. O operador T € chamado o operador passo a direita.”

Trata-se de um operador limitado (¢ ||T|| = 1) porque || Tz = il |§j|2 = |l=|I?.

iz

O operador Ry(T) = T : T(X) — X existe; de facto, ¢ o operador passo a
esquerda® dado por

(€1,€5,E5,..) — (£2,&5, €45 -..), logo a condigdo (R;) da Definigo 1.9.3 ¢ verificada.

Mas Ry(T') ndio satisfaz (Rs), porque (3) mostra que T'(X) ndo ¢ denso em X; de
facto, T'(X) é o subespago Y consistindo em todos os y = (7;) com 7, = 0.

Pela Defini¢do 1.9.3, A = 0 é um valor espectral de 7'

42 Em Inglés: “right-shift operator”.
43 Em Inglés: “left-shift operator”.
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Sabemos que A = 0 ndo é um valor proprio pois Tz = 0 implica z = 0 e pela
Defini¢do 1.8.1 (valores proprios, vectores proprios, espagos proprios, espectro e conjunto

resolvente de uma matriz) o vector nulo nfio ¢ um vector proprio.
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1.10 Propriedades espectrais dos operadores lineares limitados

As propriedades do espectro de um operador dependem do tipo de espago no qual o oper-

ador esta definido e do tipo de operador considerado.

1.10.1 Teorema (inverso)

Seja T' um operador linear num espago de Banach X complexo. Se ||T}| < 1, entdo

(I — T~ existe como operador linear limitado em todo o espago Xe

I-T)'=) T=I1+T+T"+.... (1)
j=0

[onde a série da direita é convergente na norma em B(X, X)"].

Dem.

Temos ||[T7]| < ||T| por (6) da Secgdo 1.6.15. Como a série geométrica 3 |||/
converge para ||T|| < 1, a série em (1) € absolutamente convergente para IT| < 1.

Como X é completo, o espago B(X, X ) também € (resultado classico). A convergén-
cia absoluta implica assim a convergéncia.

Seja S a soma da série (1). Demonstremos que S = (I —T)~!. Para isso calculamos

I-TYI+T+..+T") = (I+T+..+THI-T)=

_ g+l

44 Denotamos por B(X, X) o espago de todos os operadores lineares limitados de um espago de Banach X
num espago de Banach X.
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Fazendo n ~ oo entfio T"*! ~ O porque ||T|| < 1. Obtemos assim (pois § = I + T +

T+ .. +T"+..)

(I-T)S=8SI-T)=1. 3)

Isto mostraque S = ({ — T)~1.0
O espectro de um operador linear limitado € um conjunto fechado no plano complexo,

coOmo veremos no:

1.10.2 Teorema (espectro fechado)

O conjunto resolvente p(T") de um operador linear limitado T num espago de Banach
complexo X € aberto; por isso o espectro o(T'") é fechado.
Dem.
Se p(T') = 0, é aberto logo o espectro é fechado.
Seja p(T') # 0. Para um fixo Ay € p(T') e qualquer A € C temos
T— X =T—XI—(A=X)I s I:(T—,\o:;)(T—AgI)—l

= (T = XoI) — (A= M NT = MI)T — NI)™! =

= (T = 2D)[I — (A= 2)(T = Xl)7"].

Denotando o operador entre paréntesis [...] por V, podemos escrever esta igualdade

na forma

T,\ = T)\OV ondeV =1 — (A - )\o)R,\O. (4)
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Como Ao € p(T) e T é limitado Ry, = Ty, € B(X, X). Além disso, o Teorema 1.10.1

mostra que V' tem inverso

V=Y I = M) Bal = Y (- M) B, (5a)
i=0 =0
em B(X, X) para todo X tal que ||(A — Ao)Rx[| < 1,istoé,
A= o < (5b)
" RII

Como T 1 = R,, € B(X,X), e por (4) sai que para cada ) satisfazendo (5b) o operador

T’ tem inverso
R, = T;l = (T)\OV)—1 = V_lR)\O. (6)

Por isso (5b) representa uma vizinhanga de Ao consistindo nos valores regulares A de T
Como Ag € p(T) foi arbitrério, o conjunto resolvente, p(T), é aberto, ¢ assim o seu com-
plementar, o espectro, o(T') = C — p(T) é fechado.[J

Obtivémos nesta demonstragio uma representagio do resolvente dada por uma série

de poténcias de A. Assim, de (5) € (6) obtemos o seguinte:

1.10.3 Teorema da Representacio (resolvente)

Para X e T tal como no Teorema anterior e cada Ay € p(T') o resolvente Ry\(T) tem a

representagdo

oo

Ra=Y_ (A— )Ry 7

=0

cuja série ¢ absolutamente convergente para cada ) no disco aberto dado por

1
A — X < o
ol < Rl
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no plano complexo. Este disco ¢ um subconjunto de p(T').
Do Teorema 1.10.2 também se conclui que para um operador linear limitado o espec-

tro € um conjunto limitado no plano complexo, tal como veremos no:

1.10.4 Teorema (espectro)

O espectro o(T") de um operador linear limitado 7' : X — X num espago de Banach

complexo X é compacto e situa-se no disco dado por
Al < (T ®)

Por este motivo o conjunto resolvente p(7T') de T € néo vazio.

Dem.

. 1
Sejad#0ek = % Pelo Teorema 1.10.1 obtemos a representacio

Ry(T) = (T— A7 =(-A+T)"' = [4\ (1 _ %\.T)]_l _

1,.\"" 1
— —y\1 - — ot . 1 _
a ( )\) (I AT) poiskz:l\- A (I kT) pelo Teorema 1.10.1
1< j 1w /1 J
- SX ey = 53 (57) ©®
J=0 pois = ]:0

¢ esta série, pelo Teorema 1.10.1, converge para todos os ) tais que

L
] - <
isto &, |[A| > ||IT||; e também X esta em p(T") logo o espectro o(T) = C — p(T) situa-se
no disco (8) e assim o(T) ¢ limitado. Pelo Teorema 1.10.2, o(T") é fechado. Assim o(T') ¢

compacto.[]
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1.10.5 Definicao (raio espectral)

O raio espectral 7,(T) de um operador T' € B(X, X) num espago de Banach complexo

X é oraio

re(T) = sup |Al
Ao (T)

do menor disco fechado centrado na origem do A-plano complexo e contendo o (T).
De (8) ¢ 6bvio que para o raio espectral de um operador linear limitado T num espago

de Banach complexo temos:

ro(T) < T, (10)

ro(T) =° (" ||T"||> com n =~ +00. (11)
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L.11 Outras propriedades do resolvente e do espectro

1.11.1  Teorema (equacio resolvente, comutatividade)

Seja X um espago de Banach complexo, T € B(X, X) e A\, . € p(T'). Entsio:

(a) O resolvente Ry de T satisfaz a relagdo de Hilbert ou equacéo resolvente
Ry—Bx=(p—MNR,Ry [\ e p(T)). (1)

(b) Ry comuta com qualquer S € B(X, X) que comute com 7.

(c) Temos:
R\R, = R,R) (A, p € p(T)]. 2)

Dem.
(a) Como a imagem de T) ¢ todo o espago X, I = TRy, onde I é o operador

identidade em X. Também se verifica I = R,T),. Portanto,

R, — Ry -
pois B,=R,, xI=Ry(Th\Ry)e R)\ZIXRA=(R”,T,‘)R)\

= R,(T\R)) - (R#T#)R'\ =

= R,(T»—T,)R, = R,[T =X — (T —ul)]Ry =

pois Ty =T'—AI ¢ Ty=T—pI
= (# - )\)R’UR,\.
(b) Por hipétese, ST = T'S. Portanto STy = T),S. Usando I = ARy, = Ry\T),

obtemos assim

R,\S R\ST\R, = GSR,.

pois Ry S=RySxI=RyST) R pois Ry Ty =1

(¢) R, comuta com T por (b). Portanto R, comuta com R, por (b).C]
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E um resultado classico que se A é um valor proprio de uma matriz quadrada A,
entdo A" é um valor préprio de A™ (n inteiro positivo), e mais geralmente o polinémio
p(A) = A + a1 A" + ... + ap é um valor proprio da matriz p(4) = a, A" +
0p 1 A" 4 .+ ol

Esta propriedade é extensivel aos espagos de Banach complexos de qualquer dimen-

sd0 e assim surge-nos o importante:

1.11.2 Teorema da aplicacio espectral para polindmios

Seja X um espago de Banach complexo, T € B(X, X) ep(A) = anA+n i X" ' +... +

aq (a, # 0).Entdo:

o(p(T)) = p(a(T)) )

“Sisto &, o espectro o(p(T)) do operador p(T) = @, T™ + 0puyT™ ! + ... + aol consiste
precisamente em todos os valores que o polinémio p tem no espectro o(T") de T

Dem.

Assumimos que o (T") # 0.

Sen =0,p(A) = ag e p(T) = aol logo p(a(T)) = {an} = o(p(T))-

Sejan > 0:

i) Provar o (p(T')) € p(o(T))-

Por uma questdo de simplificagdo da escrita escrevemos S = p(T) e S, = p(T) — pl

(neO).

45 p(o(T)) é o conjunto de todos os niumeros complexos p tais que p2 = p()) paraalgum A € o(T), ou seja,
p(o(T) ={peC: p=p(}), A€ o(T)}.
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Se 5! existir, é o operador resolvente de p(T). Seja p fixo. Como X é complexo
o polinémio dado por s,(A) = p(A) — p deve factorizar-se completamente em termos

lineares, digamos,

5u(A) =p(A) —p = (A = 7)) (A = 72)-. (A= 7,), “

onde 7;,vy, ..., ¥, s80 os zeros de s, (os quais dependem de ). Correspondendo a (4)

temos

Su(A) =p(T) — pI = an(T — Y I)T — v1)..(T — 7,1).

Se cada y; estd em p(T), entdo cada T — ;I tem um inverso limitado que estd definido em
todo 0 X, € 0 mesmo ¢ valido para S,,; de facto, pelo Lema 1.6.12 (inverso do produto de

operadores):
1
it = — (T =) (T = 1) NT = D)7

Por isso, neste caso, 12 € p(p(T')). Daqui concluimos que p € o(p(T')) = v, € o(T) para
algum j.

Agora substituindo A por v; em (4) vem:
su(7;) = p(v;) —p =0,
e assim
p=p(7;) € p(o(T)).

Como p € o(p(T)) era arbitrario, isto prova i).

ii) Provar p(o(T)) € o(p(T)).
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Seja k € p(o(T)). Por definigdo (ver nota 45), isto significa que k = p(f) para algum
g€ o(T).
Temos agora que considerar dois casos:
1°) T' — BI ndo tem inverso.
2°) T' — 31 tem inverso.
Vamos considera-los entdo:
1°) Se k = p(B) < p(B) — k = 0. Por isso B ¢ um zero do polinémio dado por
5:(3) =p(A) — k.
Assim usando (4) [pois p(A) — it = an(A—7,)(A—7¥g)---(A="7,) onde 1, Y2, -+ Vn

sio os zeros do polinémio mas nés sabemos que um deles € 3 logo fica

(A = B)an(X = 75)--(A = 7,)]
—g(%)

podemos escrever si()) = p(A) —k = (A—B)g(), onde g(}) denota o produto dos outros
n — 1 factores € a,,.

Correspondendo a esta representagéo temos

Sk = p(T) — kI = (T - BI)g(T) C)

Como todos os factores de g(T') comutam com T' — 31, temos também que

Sy = g(T)(T - BI) (6)

Se S tem inverso,
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I=(T-pBNg(T)S;' = S g(T)(T — BI), o que mostra que T' — 81 tem inverso,
—— N———

contrariando a nz:;a hipétese. Por isso parzasg nosso k o resolvente S; ! de p(T') ndio existe,
no caso de k € o(p(T')). Como k € p(o(T")) foi arbitrario, concluimos que

k € p(a(T)) = k € o(p(T)), sob a hipétese de T — 51 ndo ter inverso.

2°) Tal como no 1°caso considerado, seja £ = p(0) para algum 8 € o(T) mas

consideremos agora que o inverso (T' — 3I)™! existe. Entfo para a imagem de 7' — 8]

temos que ter
Im(T —BI) # X ()

porque caso contrario (T — 8I)~! seria limitado [pois pelo Teorema 1.6.11, do operador
inverso, seria limitado] desde que 8 € p(T), o que contradiz 3 € o(T). De (5) e (6)
obtemos Im(S;) # X.

Isto mostra que k € o(p(T')) porque k € p(o(T)) vai implicar que Im(S) = X
[pois se Sy, ¢ limitado S; ! est4 definido em todo o espago X e & limitado].

Isto provaque k € p(a(T")) = k € o(p(T)) sob a hipétese que T — 3I tem inverso.[]

1.11.3 Exemplo

Dado um operador T linear limitado num espaco de Banach, se T' é idempotente® e T'
O, # I entio o seu espectro é o(T") = {0,1} .
Este resultado pode ser demonstrado
(a) através de (9) do Teorema 1.10.4 (espectro)

(b) pelo Teorema anterior.

46 T éidempotente se T2 = T..
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() A formula (9) do Teorema 1.10.4 (espectro) diz-nos que se [A| > ||T'|| o operador

I /1Y
resolvente de T é dado por Ry\(T) = X (XT> . No nosso caso, para |A| > 1
=0

obtemos

wey = ()" )+ Gr) = Gr) ] -

= -\ (I FATIT A2 4 AT3T8 + ) =
como, por hipdtese T € idempotente:
T? =T eassimT" =T
= AT +NIT AT +AT + ) =

somando e subtraindo o operador T'

= AT -T)+ T+ AT+ A T+X7°T+..)] =

colocando T" evidéncia

= A -T)+TA+XT+A24+ 272+ 0)] =

pelos C.A.

C.A.
1,1, 1 = (1)
1+ A 4+ A2+ A3+ =14+ -+ S5+ 5+ = —
FATTEATT AT+ +tytetet ;/\
1
é uma série geométrica de 1°termo 1 e razio r = ~ ecomo |r| <1 |
1 A
logo é convergente € a sua soma € s = T=%_1"
L —
A

= A I -T)+T x

)\ — 1 :l propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo 4 adigdo, 4 esquerda

A I=T)— X" x T=-A'I-T)-(\-1)"'T,

I

A—-1
o que é valido para A # 0, 1 logo o espectro é o(T') = {0, 1}.
(b) Pelo teorema 1.11.2 vem que p(T") = T? — T' = O [pois T? = T (o operador T' ¢
idempotente)] e p(A) = A2—X = 0 donde A = 0V A = 1logo o espectro é o(T) = {0, 1}.00
A anélise complexa é extremamente importante na teoria espectral e € através das
séries de poténcias (ou integrais de linha complexos) que se estabelece uma ponte entre as

duas areas.
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Em seguida apresentamos um resultado estabelecido por Izrail M. Gelfand (1941):

1.11.4 Teorema (raio espectral)

Se T' ¢ um operador linear limitado num espago de Banach complexo, entfio para o raio

espectral*’ r,(T) de T temos
ry(T) = ° ( r ||Tn||) com 1 = +00. ®)

Dem.
Temos o(1T™) = [0(T")]" pelo Teorema 1.11.2 (aplicagio espectral para polinémios),

de modo que
o(T") = [ (T)]". 9

Por (10) da Sec. 1.10.5 sabemos que r,(T") < ||T'|| . Aplicando a T™ em vez de T', obtemos
que 7o (T™) < [T} .

Simultaneamente, r,(T) = {/7,(T™) < /||T"| para cada n. Por isso, com w
ilimitado

ro(T) < ° (inf (/[T : n > w}) < ° (sup{ /T : v > w})

Vamos mostrar que 7,(T") ¢ igual a Gltima expressdo e assim (10)=>(8). Da analise com-

lexa sabemos que uma série de poténcias 3 ¢, k™ converge absolutamente para |k| < r
p q p g p

com raio de convergéncia dado pela férmula de Hadamard:*

-71: =0 (sup{ YViea| :n> w}) com w ilimitado. an

47 Compare-se com a Definigdo 1.10.5 (raio espectral).
48 Hadamard (Jacques Salomon), matematico francés (Versathes 1865- Paris 1963).
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1 1= 7
Fazendo k = yen= j na série (9) R\(T) = -3 > (lT) (|A] > IT|l ) (ver Sec.
=0

1.10.4) e como ||T’|| > r vem que

RA(T) = —kiT"k” (k| < 7).

n=0

Entdo, escrevendo |c,| = ||T™"| , obtemos

n=0

<SR = D lenl
n=0 e n=0

A férmula de Hadamard (11) mostra que temos convergéncia absoluta para |k| < 7, por
este motivo

1
T

Al = ‘—I% >-=0 (sup{ YT :n > w}) com w ilimitado.

£ um resultado conhecido da anélise complexa que o raio de convergéncia r € 0 maior disco
circular aberto centrado em k = 0 (a série de poténcias tem centro em k = 0).
.1, . . , .
Assim - é o raio do mais pequeno circulo centrado em A = 0 no A — plano cujo
r
exterior situa-se inteiramente em p(7T').

s - 1 . .
Por definigo isto significa que — € o raio espectral de 7' Por isso, por (11),
r

1
ro(T) =~ =" (sup{ T i n > w}) com w ilimitado.

Daqui e de (10) obtemos (8).0]

1.11.5 Exemplo

Dado um operador linear 7' : X — X num espago de Banach complexo X # {0},seT ¢

nilpotente® entdo o seu espectro é o(T) = {0} .

49 T énilpotente se existe um inteiro positivo m tal que T™ = O.
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Este resultado pode ser demonstrado
(a) através de (9) do Teorema 1.10.4 (espectro)
(b) pelo Teorema anterior.
(a) A férmula (9) do Teorema 1.10.4 (espectro) diz-nos que se |A| > ||T|| o operador

resolvente de 7" € dado por

SGr)= o

0
() s (3) () o () (1) 2

= AN+ AT+ 2224 L Ty =

R\(T) =

>

= AT T+ AT AT 4 L+ AT

o que ¢é valido para A # 0, logo o espectro é o(T") = {0}.
Nota: (1) Pois, por hipétese T é nilpotente: 1™ = O para m > 0.

(b) Por (8) do Teorema 1.11.4 (raio espectral) vem que sendo m um natural ilimitado

ro(T) =° (VIT™]) = (¥0) =0

[pois T™ = O (o operador T é nilpotente) e assim ||7™|| = 0] logo o(T) = {0}.0
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1.12 Operadores lineares compactos em espacos normados

Os operadores lineares compactos desempenham um importante papel na teoria das equages

integrais e em diversos problemas da fisica matematica. Eles sdo definidos como se segue:

1.12.1 Definicdo (operador linear compacto)

Sejam X e Y espagos normados. Um operador T' : X — Y é chamado um operador
linear compacto (ou operador linear completamente continuo) se T é linear e se para
todo o subconjunto M limitado de X, a imagem T'(M) ¢ relativamente compacta, isto ¢,
o fecho T(M) é compacto.

O termo antigo “completamente continuo” deriva do lema seguinte, o qual mostra

que um operador linear compacto ¢ continuo, mas o reciproco néo ¢, em geral, verdade.

1.12.2 Lema (continuidade)

Sejam X e Y espagos normados. Entéo:

(a) Todo o operador linear compacto T : X — Y ¢ limitado, logo ¢ continuo.

(b) Se dim X = oo, o operador identidade I : X — X (o qual € continuo) néo €
compacto.

Dem.

(a) A esfera unitaria U = {z € X : ||z|| = 1} [ver Defini¢do 1.5.1 (iii)] ¢ limitada.
Como 7' é compacto, T—(_U_) ¢ compacto, ¢ ¢ limitado pois um subconjunto compacto de um
espago métrico ¢ fechado e limitado.

Assim sup ||Tz|| < oo.
lzli=1
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Portanto T € limitado e logo ¢ continuo pelo Teorema 1.6.17 (continuidade e limi-
tagfo).

(b) A bola fechada unitaria M = {z € X : ||z|]| < 1} [ver Defini¢io 1.5.1 (iii)] é
limitada. Se dim X = oo, entdo pelo reciproco do Teorema (dimensdo finita)*® M ndo é

compacto; assim Im(M) = M = M nio é relativamente compacto.[]

1.12.3 Defini¢ao (compacidade de um conjunto)

Um espago métrico X diz-se compacto se toda a sucessdio em X tem uma subsucessdo
convergente. Um subconjunto M de X diz-se compacto se M é compacto considerado
como um subespago de X, isto é, se toda a sucessdio em X tem uma subsucessdo cujo
limite ¢ um elemento de M.

A partir desta defini¢do obtemos facilmente um critério de compacidade muito util

para operadores:

1.12.4 Teorema (critério de compacidade para operadores)

Sejam X e Y espagos normados ¢ T : X — Y um operador linear. Entdio T" ¢ compacto se
e s6 se aplica cada sucessdo limitada (z,,) em X numa sucesséio (I'z,) em Y a qual tem
uma subsucess#o convergente.

Dem.

Se T é compacto ¢ (z,,) limitada, entdo o fecho de (T'z,) em Y é compacto e a Def.

1.12.3 mostra que (T'z,,) contém uma subsucessdo convergente.

50 Teorema (dimensdo finita)

Se um espago normado X tem a propriedade que a bola fechada unitéria M = {z : ||z|| < 1} é compacta,
entfio X tem dimens#o finita.
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Reciprocamente, suponha-se que toda a sucessdo limitada (z,) contém uma sub-
sucessdo (z,,) tal que (T'z,, ) converge em Y.

Considere-se um subconjunto, qualquer, limitado B C X, e seja (y,) uma sucessdo
qualquer em T'(B). Entdo y,, = Tz, para algum =, € B, ¢ (z,) € limitada pois B ¢ lim-
itado. Por hipétese, (Tx,) contém uma subsucessdo convergente. Por isso T(B) é com-

pacto pela Def. 1.12.3 porque (y,) em T(B) foi arbitraria. Por defini¢do, isto demonstra

que T' é compacto.[]

1.12.5 Observacio

Do Teorema anterior podemos verificar que se T e T sdo operadores lineares compactos
de um espago normado X num espago normado Y :
i) T1 + T, é um operador linear compacto.
ii) o1} é compacto, onde o é um escalar qualquer.
Assim podemos concluir que os operadores lineares compactos de X paraY’ formam

um espago vectorial.’! No caso de dimensgo finita do Teorema anterior sai o:

1.12.6 Teorema (dominio e imagem de dimensdes finitas)

Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador linear . Entdo:
(a) Se T é limitado e dim T'(X') < oo, o operador T ¢ compacto.
(b) Se dim X < o0, o operador T' € compacto.

Dem.

51 Designamos por C(X,Y") o espago dos operadores lineares compactos que por sua vez ¢ um subespago
de B(X,Y) [espago dos operadores lineares limitados].
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(a) Seja (z,) uma sucessdo limitada em X. Entdo a desigualdade [ver (3) da Obser-
vagdo 1.6.15] | Tz, || < ||T|| ||#«]| mostra que (T'z,) ¢ limitada.

Como dim T'(X) < oo, (T'z,) é relativamente compacto pois num espago normado
X de dimensdo finita, um subconjunto M C X é compacto se e s6 se M ¢ fechado e
limitado.

Daqui sai que (T'z,,) tem uma subsucessgo convergente. Como (z,,) era uma sucess@o
limitada, arbitraria, em X, o operador 1" ¢ compacto pelo Teorema 1.12.4 (critério de com-
pacidade para operadores).

(b) i) Dizer dim X < oo, implica a limitag&o de T' porque se um espago normado X
tem dimens3o finita entfo cada operador linear em X ¢ limitado.

ii) Como por hipétese dim X = n < oo, vem pelo Teorema 1.6.10 (b) (imagem e
espago nulo) que dim7'(X) < n < oo ouseja, dim7(X) < dim X =n < oo.

Concluimos, aplicando a alinea (a) que T" ¢ compacto.[]

1.12.7 Defini¢io (convergéncia de sucessoes de operadores)

Sejam X e Y espagos normados. Uma sucessdo (1},) de operadores T, € B(X,Y) diz-se:
(a) uniformemente convergente se (T,,) converge na norma em B(X,Y);
(b) fortemente convergente se (T,,x) converge fortemente em Y para cada z €

(¢) fracamente convergente se (T,x) converge fracamente em Y para cada = €

Isto significa que existe um operador 7" : X — Y tal que, respectivamente:
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(a) |T;, — T|| ~ 0 para todo o natural ilimitado v;
(b) |T,z — Tz|| ~ 0 paratodo € X e todo o natural ilimitado v;
(©) || f(T,z) — f(Tz)|| ~ 0 paratodo z € X e todo f € Y'(onde Y’ € o dual de

Y) e para todo o natural ilimitado v. Ao operador T chama-se operador limite uniforme,

operador limite forte e operador limite fraco de (T»), respectivamente.

1.12.8 Observacio

Na definigdio anterior (a) = (b) = (c) mas o reciproco néo ¢, em geral, valido, tal como

veremos nos seguintes:

1.12.9 Exemplos

1° No espago I? considere-se a sucessdo (7,), onde T, : [2 — [? é definida por T,z =

(07 07 oy 0’£n+175n+27€n+37 )7 Onde T = (Ela 627531 "'7&117 £n+1a £n+2a§n+37 ) €

( ™ zeros )

2.

" Pela Definicdio 1.6.1 (operador linear): T), ¢ linear se para todo z,y € 12 e escalar

i) T.(z+y) =Tz + Toy;
ii) T, (az) = oT,z.
Sejam T = (611 52’ §3a [Sas] £n’ §n+17 £n+27 €n+37 )7

Y = (M1, 2> M35 s s Tp 15 Mg Tt 3s -+-) € 2
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i)
Tn("z + y) = Tn[(gl) 527 63, '",gna €n+17 §n+2a£n+3, ) +
+ (M15 M2, M35 -3 Trs M1 M2 M3 -+

= Tn(§1 + 771?&2 + 7’2)63 + N3, "'7€n + nn7€n+1 + 77n+17£n+2 + 77n+2v£n+3 + 77n+37 ) =

= (0’07 ey 07€n+1 + T]n+11€n+2 + M2 €n+3 + Mn+3 ) =

(7t zeros)
= (01 07 ey O’ €n+17§n+27 €n+3a ) + (0) 01 sy 0) nn-!-l: 77n+27 7’n—|—37 ) =
(72 zeros) (1 zeros)
=T+ Thy.
ii)
T.(ax) = Th(af;,af,y,as,...,0€,, 0, 1,06, . 0,0€, 3,..) =
= (07 07 seey 0’ a€n+17 a§n+21 a§n+37 ) =
(n zeros)
= C!(O, 01 ey 0, €n+11§n+21 €n+3a ) =
(1 zeros)
= aol,x.
.. T, é linear.

*I¢ Pela Defini¢io 1.6.13 (operador linear limitado): 7;, é limitado se existe um

niimero real ndo negativo c tal que paratodo z € {2 : |T,.z|| < c||z]| .

“Tn$”2 = (Tn%Tnm} = <(O707 "'7Oa §n+17€n+27€n+37 )7 (0507 "'707 §n+1’§n+27§n+3’ )> =
= 040+ .0+ [ |* + ol + [Gpal* + - <

< e H 16l 1€l + o H 1+ |Ena]” F [Ense]” + [Enss]” + - = 2]

logo ¢ > 1.
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.. T, é limitado.
" A sucessdo (T},) converge fortemente para O pois T, ~ 0 = Oz, quando n =
+00.

*i Contudo, a sucessdo (75,) ndo ¢ uniformemente convergente pois
|7 — Ol = |Tnll =1 #£0.
Assim (b) % (a).

2° Considere-se a sucessdo (T3,), de operadores T,, : I* — [? definida por

Tnx = (01 07 "'70761,627537 '-'7€'m )? onde z = (51’62’53’ '"’6"" ) € l2'

( 1 zeros )

" Pela Definigdio 1.6.1 (operador linear): T, € linear se para todo z,y € 12 e escalar

i) T.(z + y) = Tz + Tpy;
ii) T,,(ax) = T,z
Sejam = = (&;,2, €5y, &y -); Y = (15 My T3y o0y s -+-) € 1

i)

T"(m+y) = Tn[(§17€2a€37""£n7"-)+("71,772,"73,---,7]n,...)]=
= Tn(€1+"71a§2+772,§3+7]3,---,§n+77n,...) =

= (0101 ---10761 + 7’1?62 + 772753 + M35 "'a&n + Mns ) =

(n zeros)
= (Oa 07 oty 07&1752’ 63, R gna ) + (07 01 ) 07 M1 M2 M3y -+ Mo ) =
(n zeros) (n zeros)

= Tux+T,y.
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To.(az) = Tu(aéy,a,y,als,...,0,,...)=

= (01 0,...,0, a£1,05§2, a€3a o0y a€n7 ) =

(n zeros)

= a(O, 07 ey 07 §17 62) 537 ey €n7 ) =

(n zeros)
= aol,z.

.. T, é linear.
I Pela Defini¢do 1.6.13 (operador linear limitado): 7, é limitado se existe um

numero real nad negativo c tal que paratodo z € 12 : || T,z|| < c||z]| .

”CFnCC”2 = <Tn$aTnx> = ((0’07 ) 0a§1a£2’§37 "'1§m )1 (ana "'701 511&27&3, '“7§n7 )) =

= 02402+ 0+, P+ I+ G+ + = |z

logo ||Tox|| < cljz|| come> 1.

.. T, é limitado.

"I Vamos mostrar que a sucessio (7),) converge fracamente para O mas nio ¢ forte-
mente convergente.

Cada funcional linear limitado f em /2 tem uma representacéo de Riesz*2 em termos

de produto interno

f@y=tmz = Sem,

def. de produto interno em 2 <
J

onde z = (791,79, Mgy -+, Ty -+-) € 12,

Usando a definig¢gio de 7T;, temos que:

52 Ver Teorema de Riesz (funcionais em espagos de Hilbert) no Apéndice.
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f(Tnm) = (Tnma z) =

= <(0’ Oa seey Oa §1a 52’ EB) “ey £n’ )’ (nla "]27 7737 ety 77m nn—l-l’ )> =

zgxﬁ1+oxﬁ2+--~+0xﬁ@+51Xﬁn+1+§2xﬁn+2+§3Xﬁn+3+---+§nxﬁ2n+---:

e o
(n parcelas)

= Z gk_ﬁn+k .
k=1

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para séries:*
o 2
f(T2) = (Tuz,2)]" = [Zskmk] <
Z|€| XZ|”n+m| =

Jj=1

et 1 Inml =l

VAN

}i‘ Efx S Inl?

m=n-+1
A tltima série é o resto de uma série convergente. Assim o 2°membro da desigualdade
tende para zero quando n ~ co. Portanto f(Thz) ~ 0 = f(Oz).

. (T,) converge fracamente para O.

" Contudo, a sucessdo (77, ndio é fortemente convergente porque paraz = (1,0,0,...) €

2
12 temos que, com m # n,

1 1

53 Da desigualdade de Holder para séries: Z |€,~77j| < <Z|§k|p> p (Z lnmlq) q ondep > le
k=1

j=1 m=1

= 1 resulta (fazendo p = 2, e logo ¢ = 2) a desigualdade de Cauchy-Schwarz para séries: Z |€5m;] <

1,1
P q

k=1

j=1
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T.z = (0,0,...,0,0,1,0,0,..) e T,z = (0,0,...,0,1,0,0,...). Para ser forte-

{m zeros) (n zeros)

mente convergente || T,z — Tnz|| — O e isso ndo se verifica pois

Tz — Tozl] = ||(0,0,...,0,0,1,0,0,...) — (0,0,...,0,1,0,0,...)| -

m>>n para simplificar

= (0-0,0-0,...,0—0,0—1,0—0,1—0,0—0,..)]| =

= |(0,0,...,0,—1,0,1,0,...)|| =

= /024024, 4024+ (124024 ... +02+124+024..=

V2.

I

Assim (c) # (b).

1.12.10 Teorema (sucessdo de operadores lineares compactos)

Seja (77,) uma sucessdo de operadores lineares compactos de um espago normado X para
um espago de Banach Y. Se (T},) é uniformemente convergente entfio o operador limite 7" é
compacto.

Dem.

Usando um “método diagonal” vamos mostrar que para qualquer sucessdo limitada
(z;m) em X, a imagem (T'z,,) tem uma subsucessdio convergente, ¢ entfio aplicamos o
Teorema 1.12.4 (critério de compacidade para operadores).

Como T; ¢ compacto, (z,,) tem uma subsucessio (z1,) tal que (Tizym) € de
Cauchy. Similarmente, (z1,,,) tem uma subsucessfo (z2.,) tal que (T2z2m) € de Cauchy.

Continuando com o processo verifica-se que a “sucessdio diagonal” (ym) = (Zm,m) é uma
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subsucesséo de (z,,) tal que para cada inteiro positivo fixo n, a sucessdo (TnYm)men € de
Cauchy.

(2,,) ¢ limitada, seja ||z, < c para todo m. Assim ||yn|| < ¢ para todo m.

Seja £ > 0 standard. Como T, — T, hd um n = p tal que ||T' — T5|| < 3% Como
(TpYm)men € uma sucessio de Cauchy, por definigéo:

Ve o Ineniken (k> N = || Tpy; — Toywll <e)

ou seja

Ve AvenViken (4,6 > N = ||Ty; — Tyell = 1Ty; — Toysll — 1 Tpue — Tye|l <
1Ty — Toyell <€)

ou ainda

Vet oInenjken (G k > N = | Ty; — Tyl = 1Ty — Tpysll — 1Ty — Tell <e)-

Como [Ty; — Tyl = T~ Tyll sl < =x € oy = Tuell = 1T, = Tl | <
3% X ¢ vem que

Ve o InenViken (4, k> N = ||Ty; — Tyl < €) e, por transferéncia

VesoInenVjken (4,6 > N = |Ty; — Tyl < €), ou seja, (Tym) ¢ de Cauchy
e converge pois Y é completo. Relembrando que (ym) € uma subsucessdo da sucesséo,
arbitraria, limitada (z,,), vemos que o Teorema 1.12.4 (critério de compacidade para oper-

adores) implica a compacidade do operador 7'.[]

1.12.11 Observacoes

1%) Se no teorema anterior substituirmos a convergéncia uniforme pela convergéncia forte

| Tz — Tx|| — 0, ele ja ndo ¢ vélido. Para vermos isso, basta, no espago [2, considerarmos
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a sucessdo (T5,), onde Ty, : 12 — [? ¢ definida por Tz = (§,€5,..-,¢,,0,0,...), onde
T = (€, &, 1 &nr&ngrs ) €1

Como T,, € linear e limitado (comparar com Exemplos 1.12.9) vem que 7, é com-
pacto pelo Teorema 1.12.6 (a) (dominio e imagem de dimensdes finitas).

Verificamos também que T,,x — = = Iz, mas I nfio é compacto pois dim 2 = oo
[ver Lema 1.12.2 (b) (continuidade)].

2%) Este teorema é uma ferramenta 1til para provar a compacidade de um dado op-
erador mostrando-o como operador 1inﬁt¢ uniforme de uma sucessfio de operadores com-

pactos, tal como veremos nos seguintes:

1.12.12 Exemplos (espaco ?)

1°) O operador T : 12 — [2 definido por y = (n;) = Tz onde 7; = % paraj=1,2,... é
compacto.
Verificagio:

Se z = (&,&5,&3, -y &py o) € 12 entio

y=Tzx= (771’77277737-"777m-") = (617 "2—¢ T)’_’ ey

Verifica-se facilmente que 7' ¢ linear.

Considere-se a sucessdo (T;,) de operadores T,, : > — [? definida por T,z =

62 63 gn
a2 0,0,.).

Também ¢ facil verificar que (7;,) ¢ linear e limitada e assim, pelo Teorema 1.12.6

(51)

(a) € compacta.
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Além disso, Tz = (773') = (111,M2, M3 > M» D11 g2 .)€

£ & &
T'n, = ,—,_,...’—2,070’“. = , y g eeey n,0,0,...
= (§ 93 n )poisnjzf.i (11572573 n )
€ assim
2
”(T - Tn) wllz = “(T’l - 7’17772 - n2;773 - 773, peey nn - nn’nn+1177n+2, )H =
= 2 b 1 2
= ZI"J’| = Z.‘glfjlﬁ
j=n+1 POiS"’j:E]"Z j=n+1 J (1)
1 > 2
< s el <
[l
(n+1)%

Notas:

() Pois i + Giap et <P T @ T T e e
(2)Sez = (£1,£2,€35 -+ Ens Ens ...) vem que “95”2 = z lfjlz 2> j:i::ﬂ ‘§j|2~
Tomando o supremo total z de norma 1, vemos que |7 — Ty,|| < e
Portanto T, ~ T, e T' & compacto pelo Teorema 1.12.10 (sucesséo de operadores
lineares compactos).
2°) O operador T : 1> — [? definido por Tz = y = (n;) onde n; = ;—’ para
j=1,2,... écompacto.

Verificagéo:

Sex = (€1a§2a€37£4a ~--,fn, ) € l2 entdo

y == TZU = (771,172,773,7’4, ...,nn, ...) = (_‘ Ty T e T Ay ey ...) e l2

Verifica-se facilmente que T € linear.
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Considere-se a sucessdo (7},) de operadores T, : I2 — [% definida por T,z =

€16 & & &
(2? 4’ 8116,---,2n, ,0,...).

Também ¢é facil verificar que (7;,) ¢ linear e limitada e assim, pelo Teorema 1.12.6
(a) € compacta.

Além diSSO, T.’L‘ = (77]) == (7’1, T]2,7’3, neey nn, 77"+1,T],n+2, ...) €

_ G &6 &8 & _
Tnl‘ - ( 2 ’ 4 ’ 8 ’ 167 i 2n’0’ 07) - I’y ("711"727"731"'777117070, )

poun; =5
e assim
1T =T 2l® = [[7 =707 = 105 = M35 s = Moo gt Mt ) || =
_ j;l In; |’ s ,-Z;LI (—2—%2— &, i
< g L I6F g
< 2!4!:1!21)

. . 1 1 1 1 1 1
Notas: (1) Pois 555 + 5500 T 2o + - < 55 T 32070 T 5700 T - -

AR
=n+1

(2) Se T = (51’52) 637 "'7£n7£n+11 ) vem que ”:C”2 = f:l lgj!2 2
J= J

Tomando o supremo total z de norma 1, vemos que || — T,,|| < ot

Portanto 7;, ~ T, e T' é compacto pelo Teorema 1.12.10 (sucessfio de operadores

lineares compactos).[]
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Os operadores lineares compactos transformam sucessoes fracamente convergentes

em sucessoes fortemente convergentes COmo VEremaos no:

1.12.13 Teorema (convergéncia fraca)

Sejam X ¢ Y espacos normadose T : X — Y um operador linear compacto. Suponhamos
que (z,,) em X é fracamente convergente, T, froe o,

Entio (T'z,,) é fortemente convergente em Y’ e tem limite y = T'z.

Dem.

Escrevemos y,, = T'z,, €y = T'z. Primeiro mostramos que

frac.
—_—

Un ey

Depois mostramos que

Yn Y- @
Seja g um funcional linear limitado em Y. Definimos um funcional f em X fazendo f(z) =
g(Tz) (z€X).

f é linear. f ¢ limitado porque T' é compacto, portanto limitado, e

£(2)] = 19(T2)] < g T2l < Nlgl T l=]] -

Por definicdo, =, Trae g implica f(z,) ~ f(z), e assim por defini¢do g(T'z,) ~ g(Tz),
isto &, g(¥n) =~ g(y). Como g foi arbitrario, isto demonstra (1).
Vamos demonstrar (2).

Suponhamos que (2) ndo é valida. Ento (y,) tem uma subsucessdo (Yn, ) tal que

llgm, — yll = 1 para algum n > 0. 3



TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL (VIAS CLASSICA E NAO-STANDARD) 97

Como (z,,) é fracamente convergente, (z,,) ¢ limitada pelo Lema (convergéncia fraca) (c)*,
e também 0 € (zy, ).

A compacidade de T implica agora pelo Teorema 1.12.4 (critério de compacidade
para operadores) que (T'z,,) tem uma subsucessdo convergente, digamos, (7;). Seja y; ~
y. Usando o raciocinio anterior ; Jrag. y. Assim 7 = y por (1) e pelo Lema (convergéncia
fraca) (b).

Consequentemente, ||g; — y|| ~ 0 mas ||g; — y|| > n > 0 por (3).

Obtemos assim uma contradi¢fo logo (2) € valida.[

1.12.14 Teorema (operador adjunto)

SejaT : X — Y um operador linear. Se T' € compacto, o seu operador adjunto > T :
Y’ — X’ também é, onde X eY sfo espacos normados e X’ e Y’ os espacos duais de X e
Y, respectivamente.

Dem.

Seja (z,,) uma sucessdio limitada, isto é, ||z,|| < M para todo n € N. Definimos
Yo = T*z,, n =1,2,.... Como T* ¢ limitado, a sucessio (y,) ¢ limitada e, contém uma
subsucessdo (yx, ) tal que a sucessdo (T'yx, ) converge em Y.

Vamos mostrar que ° (yx,,) = Yx,. Se ndo for este o caso, entdo existe um standard
e > 0tal que ||lyk,, —° (¥x,.)|| > €, ou seja, || Tz, — °(T™)zk, || > €. Entdo existe um

elemento z € {zx,, : ||zk,. || < 1} tal que (2, T*zy, — °(T*)zk,,) > g

54 Ver Apéndice.

35 Ver definigfio e propriedades no Apéndice.



TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL (VIAS CLASSICA E NAO-STANDARD) 98

Como °(T*) = (°T)* e T ¢é standard (logo °T = T) concluimos que
£
<OTZ,£Bkn - $km> > -2‘ > 0. C)

Como T' é compacto, °T'z é proximo-standard e assim pela defini¢do de zy,
(°Tz, Ty, — Thy,) >=0

contradizendo (4). Assim (y,) € uma sucessdo de Cauchy em Y, o que implica que (yx,,)

é convergente.

Portanto T* é um operador compacto.[]
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1.13 Propriedades espectrais dos operadores lineares
compactos em espacos normados

Nesta sec¢do vamos estudar algumas propriedades espectrais de um operador linear com-
pacto T' : X — X num espago normado X.

Na secgdo 1.9 estuddmos os conceitos basicos da teoria espectral em espagos norma-
dos.

A teoria espectral dos operadores lineares compactos € uma generalizagdo relativa-
mente simples da teoria dos valores proprios das matrizes finitas e é semelhante ao caso de

dimensdo finita em diversos aspectos.

1.13.1 Teorema (valores proprios)

O conjunto dos valores proprios de um operador linear compacto 7" : X — X num espago
normado X € contével (possivelmente finito ou mesmo vazio), e A = 0 é o tnico ponto de
acumulacg8o possivel.

Dem.

Vamos mostrar que para cada real ¥ > 0 o conjunto de todos os A € o,,(T) (espectro
pontual ou discreto) tais que |A| > & é finito.

Suponhamos, com vista a um absurdo, o contrério para algum ky > 0. Entfo ha uma
sucessdo () de infinitos valores proprios distintos tais que An] = ko e Tz, = Az,

para algum z,, # 0.
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O conjunto de todos os =/, s ¢ linearmente independente pelo Teorema (independén-
cia linear).*

Seja M,, = (1, %2, ..., Z,). > Entdo cada z € M,, tem uma representagdo tinica
T =oT1 + %y + ... + QpTp. e8]
Aplicamos T' — A\,I a (1) e usamos T'z; = A;z; e vem:
(T — M\ D)z = (T = M) oqzy + (T — M) apza + ... + (T = M) apz, &
ST -IDNz=ay (T =)+ 0y (T =MD 22+ ... +an (T — And) T &

S (T—MIz=0a1(Tz — MIzi) + op (Tzg — Anlza) + ... + an (TTn — Anlz,) &

& (T — M)z = oy (M1 — A1) + a2 (AeT2 — AnZ2) + oo + An(AnZn — AnTy) &
=0
S (T-MI)z=0a1(M—A)T1+ a2 (A2 — An) Zo + . + An-1(An1 — An)ZTn1.

Verificamos que ,, ja ndo aparece do lado direito. Assim
(T — \I)xz € M,_, paratodo x € M, 2

Os conjuntos M,,s sdo fechados porque sdo espagos de dimensao finita de um espago

normado logo fechados. Pelo Lema de Riesz*® existe uma sucessdo (y») tal que
1
Un € M, o]l =1, llyn — 2| = 5 bara todo z € M,,_;.
Mostramos que

1

5  Ver Apéndice.

57 Conjunto de todas as combinagdes lineares de vectores de {z1,Z2,...,Tn} ou subespago gerado por
{1, 2, ..., Tn } Ou expansio linear de {z1, 3, ..., z,,}. (Em Inglés: linear span).

58 Ver Apéndice.
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e assim (T'y,) ndo tem uma subsucessdo convergente porque ko > 0. Isto contradiz a
compacidade de T porque (y,,) é limitado.

Como

Ty —TYn = TYn—TYn

adicionando ¢ subraindo o termo AnYn

~ Tyn - Tym = /\nyn - ’\ny'n + Tyn - Tym <
- Ty'n, - Tym = A'n.y'rl, - ()\nyn - Tyn + Tym) =

S Ty —TYm =M — 2
onde
T=Mtn — TYn +T¥ym )

Seja m < n para simplificar. Mostremos que € M,,_;. Como m < n — 1, vemos que

Ym € My € M,y = (21, %2, ..., Tn—1). Assim Ty, € M,_, pois T'z; = A;x;. Por (2),
M¥Yn — Tyn = —(T — AnD)yn € My_y.
Tudo junto, T € M,,_;. Assim também z = \'T € M,,_;, portanto
Patin = = Dl llgn = 21 2 5 Pl 2 o, ®

porque |A,| > k.
Daqui e de (4) obtemos (3). Assim a hipdtese de que existe uma infinidade de valores
proprios satisfazendo |A,| > ko para algum ky > 0 tem que ser falsa e o teorema esta

demonstrado.[]
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1.13.2 Observacio

Podemos deduzir deste teorema que se um operador linear compacto num espago normado
tem uma infinidade de valores proprios, podemos arranja-los numa sucessao convergindo
para zero.

A composigio (ou produto) de operadores lineares € muito importante e, em partic-
ular, a composi¢do de operadores lineares compactos € operadores lineares limitados, que

da operadores lineares compactos como vamos verificar através do seguinte:

1.13.3 Lema (compacidade do produto)

Seja T : X — X um operador linear compacto e S : X — X um operador linear limitado
num espago normado X. Entéio T'S e ST’ s&o compactos.

Dem.

1°) Seja B um subconjunto limitado® de um espago normado X. Como S é um
operador limitado, S(B) ¢ um conjunto limitado, e o conjunto T’ (S(B)) = T'S(B) é rela-
tivamente compacto porque T' € compacto.

Assim T'S é um operador linear compacto.

2°) Vamos demonstrar que ST' também ¢ compacto:

seja (z,) uma sucessdo limitada em X. Entdo (T'z,) tem uma subsucessdo conver-

gente (T'z,, ) pelo Teorema 1.12.4 (critério de compacidade para operadores) e (ST'zn, )

59 Definigdo (conjunto limitado)
Um subconjunto B de um espago normado X ¢ limitado se € s6 se existe um niimero c tal que ||z|| < ¢
paratodo z € B.
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converge pelo Teorema (aplicagio continua).® Assim ST é compacto pelo Teorema 1.12.4

(critério de compacidade para operadores).[]

1.13.4 Teorema (espaco nulo)

SejaT' : X — X um operador linear compacto num espago normado X. Entfo para cada
A # 0 o espago nulo® N (Ty) de Ty = T' — AI tem dimensio finita.

Dem.

Mostramos que a bola unitaria fechada M em A (T)) é compacta e assim concluimos
que N (7)) tem dimensio finita pelo Teorema (dimenséo finita) - ver Nota (50).

Seja (z,) uma sucessdo em M. Entdo (z,) ¢ limitada (||z,|| < 1), e (Tz,) tem
uma subsucessdo convergente (T'z,, ) pelo Teorema 1.12.4 (critério de compacidade para
operadores).

Agoraz, € M C N(T)) implica T\, = Tz, — Az, = 0, e assim z, = A" Tz,
porque A # 0. Consequentemente, (z,,) = (\"'T'z,,) também converge. O limite estd
em M pois M ¢ fechado. Portanto M ¢ compacto pela Definigdo 1.12.3 (compacidade de
um conjunto), porque (x,,) era arbitraria em M.

Portanto dim N(T)) < oo pelo Teorema (dimensio finita) - ver Nota (50).00

1.13.5 Corolario (espacos nulos)

Com as mesmas condi¢des do teorema anterior:

dmN(T7) <o n=1,2,... (6)

60 Ver Apéndice.
81 Ver 1.6.2 Notagdes.
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e
{0} = N(T?) CN(T)) CN(TF) C .- Q)
Dem.
Como T} ¢ linear aplica 0 em 0. Assim T{z = 0 implica T3 "'z = 0, e (7) esta
demonstrado.

Vamos provar (6):

A por definigdo de T, binémio de Newton P k desenvolvendo o 1°termo

— (g)T"(—A)"“’ n g (Z)T’“(_ N

= (=N + Xn: (Z) 51 x T(-A)"* =

o1 prop. homogénea dos somatdrios

= (A" + Ti‘ (Z) T (A F

k=1

™ =  (T-AD)" n (")Tk(-—,\)"—k -

Fazendo p = —(=A)", S = z": (MYT*=1(=M\)"* e W = T'S = ST podemos escrever:
=W —ul. -

O operador T é compacto (por hipotese) e 5 € limitado pois T ¢ limitado pelo Lema

1.12.2 (a) (continuidade). Concluimos que W € compacto pelo Lema 1.13.3 (compacidade

do produto).

Finalmente, aplicando o Teorema 1.13.4 (espago nulo) a W — ul obtemos (6).L1

1.13.6 Exemplo

O operador T : 2 — [? definido por y = (n;) = Tz onde z = (£1,&5,-) € 12, nyy, =

o € Nop_q = 0, parak =1,2,... ndo € compacto.
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Verificaco:
T:12-12
(15625 €364, 55 66s ) — (0,€5,0,84, 0,8, ...

Por definigdo o espago nulo do operador linear T, isto é, A'(T'), é o conjunto de todos
os elementos do dominio, € D(T'), tais que Tz = 0. Vamos determinar o espago nulo
dos operadores Ty, n = 1,2, 3, ... , isto é, N (TP) :

— Para A = 0, N(Tg) =?

n=1:T§ =T~ AI=T
T01£L‘=0¢5‘> (0’62’0754’0756”") 2(0,0,0,0,0,0,..-)@62 =O/\€4 =O/\€6 =O/\...

n=2:T¢ = (T — AI)?> =T? = T (o operador T é idempotente)

Téz =04 (0,£,,0,£,,0,&,...) = (0,0,0,0,0,0,..) & &, =0AE, =0AE =0A...

logo N(T) ={z: & =0, k=1,2,3,...}.
— Para A = 1, N(T7) =2

n=1:T} =T~ A =T—1=(-§,0,-£,0,-&0,..)
Tiz =0 (—£;,0,—£5,0,—&;,0,...) = (0,0,0,0,0,0,...) & & =0AE =0AE =0A...

n=2:T=(£,0,&,0,£,0,.)logo T2z =06 & =0AE=0AE =0A ...

logo N(T7) ={z: €31 =0, k=1,2,3,..}.

— Para A #£ 0, 1; N(T}) =?
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n=1: T} =T — M = (=X, (1 = Ny, — Mg, (1 = Ny, =25, )
Tlz = 0& (A&, (1= N, =2, (1= Ny, =2, ) = (0,0,0,0,0,0, )&
& & =0AE=0AE=0AN..

n=2: T,% = ((_)‘)2517 (1 - )‘)252’ (_)‘)263’ (1 - )‘)2€4a (—’\)2557 )

Tz =06 =0NE=0AE=0A..

logo N (T}) = {0}.

Concluimos que o operador T’ ndio é compacto pois para A = 0, o espago nulo
N(T?) = {z: &y =0, k= 1,2,3,...} tem dimens&o infinita.[]

Relembramos que para um operador linear limitado o espago nulo € sempre fechado

mas a imagem pode ndo ser. O teorema seguinte diz-nos que se T for compacto entéo T)

tem uma imagem fechada para cada \ # 0 (e 0 mesmo ¢ valido para T%, T3,..):

1.13.7 Teorema (imagem)

Seja T : X — X um operador linear compacto num espago normado X. Entdo para cada
X # 0 a imagem de T, = T' — AI € fechada.

Dem.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que a imagem T (X) ndo ¢ fechada:

(a) Consideramos um y no fecho de T (X) mas n3o em T)(X) e uma sucessio con-
vergindo para y. Mostramos que z, ¢ N(Th) mas A/(T}) contém uma sucessio (zn) tal
que ||z, — zn|| < 26,, onde &, é a distincia de z,, aN(T)).

(b) Mostramos que a,, =~ 00, onde @, = ||Tn, — 2 -
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(¢) Obtemos a contradigdo considerando a sucessdo (w,) onde w, = a,;* (2, — 2y,) .
Os detalhes sfo os seguintes:
(a) Suponhamos que T(X) ndo é fechado. Entdo existe um y € T)(X), y ¢ Tr(X)

€ uma sucessdo (z,) em X tal que
Yn =Tozn > y. (8)

Como T (X) é um espago vectorial, 0 € T)(X ). Mas y ¢ T»(X), e assim y # 0. Isto im-
plica y, # 0 e z, ¢ N(T)) para um n suficientemente grande. Sem perda de generalidade
podemos supdr que isto ¢ vélido para todo nn. Como N(T}) é fechado, a distincia 6, de z.,
a N(T)) é positiva, isto &,
6, = iof ||z, —z|| > 0.
z GN (TA)

Pela definicfo de infimo existe uma sucessio (z,,) em N (T} ) tal que

an = ||Zn — 2nl| < 26,. 9
(b) Mostramos que

an = ||Zn, — 25|| — 00 (n ~ o0) (10)

Suponhamos que (10) nfio € valida. Entdio (z,, — 2,,) tem uma subsucessdo limitada. Como
T’ & compacto, sai do Teorema 1.12.4 (critério de compacidade para operadores) que (7' (z,, — 2))
tem uma subsucessdo convergente. Agora, de Tx = T — A e A # 0 temos que ] =

A"YT — Ty). Usando Tz, = O [relembre-se que z, € N (T\)], obtemos assim

1
z ——zn=§(T——T,\) (50— 2n) = 5 [T (& — 20) ~ D).
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(T (z, — z»)) tem uma subsucesséo convergente € (T\z,,) converge por (8). Assim (T, — zn)
tem uma subsucessio convergente, digamos, Z,, — 2n, = V.
Como T é compacto, T' é continuo ¢ também o € T. Assim, 0 Teorema (aplicagdo

continua)®* origina:
Ta(Tn, — Zn,,) = Thv.
Aqui Taz,, = 0 porque zn, € N(Th), logo por (8) temos também que
T5(Tn,, — 2n,) = TaZny, 2 Y,

portanto Thv = y. Assim y € TA(X), o que contradiz y ¢ Th\(X) (ver o inicio da parte
(a) da demonstragdo). Esta contradigfo resulta da nossa hipétese que (10) ndo era vélida, e
assim (10) esta agora demonstrada.

(¢) Usando novamente a,, tal como foi definida em (10) e fazendo
1
Wy = — (Tn — 2n) (11)

temos que ||w,|| = 1.

Como a,, ~ oo visto que Thz, =0 € (Thz,) converge

1
Thw, = — x Thx, — 0 (12)

(]
(pois o produto de um infinitésimo por uma sucessdo convergente ¢ um infinitésimo).

Usando novamente I = A~ (T — T)), obtemos

1
w, = h\ (Tw, — Thw,) (13)

62 Ver Apéndice.
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Como T' € compacto e (wy) ¢ limitada, (T'w,) tem uma subsucessdo convergente. Além
disso, (T\w,) converge por (12).

Portanto (13) mostra que (w,) tem uma subsucessdo convergente, digamos
Wy, ™ w. (14)

Uma comparagéo com (12) implica que Thw = 0. Assim w € N(T)), também u, =
Zn + anw € N(T)).
Portanto para a distancia de x,, a u,, temos que ter ||z, — uy,|| > &,.

Substituindo u,, e usando (11) e (9), obtemos assim

bn < |En — 20 — anul| L= lantwn — anwl| =
por(]l)wn=a—n-(zn-—zn)®mn—zn=anwn

= ay, ||w, — wl| < 26, fwn, — w|] .
por (9) an=||zn—2n|[<26,

. 1
Dividindo ambos os membros da desigualdade por 26, temos 3 < |lwy, — w}| . Isto con-

tradiz (14) e demonstra o teorema.(]

1.13.8 Corolario (imagens)

Sob as hipéteses do teorema anterior a imagem de T} ¢ fechada para cadan = 0,1,2, ... .
Além disso, X = TY(X) D Ta(X) D T3(X) D ...

Dem.

A primeira afirmagio sai do Teorema 1.13.7 (imagem) notando que W na demon-
stragdo do Corolério 1.13.5 (espagos nulos) € compacto.

A segunda afirmagdo sai por indugdo. De facto, temos que T(X) = I(X) = X D

Tx\(X), e aplicando T, a Ty *(X) D TP(X) da Tp(X) O TpHH(X).0
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1.13.9 Observacio

Ja vimos que dado um operador linear compacto 7' num espago normado X e A # 0, os
espagos nulos A(T}), n = 1,2, ... , tém dimens3o finita e satisfazem N(TP) CNTTHY);
e as imagens T7(X) sio fechadas e satisfazem T} (X) 2 TH(X).

A seguir vamos ver que a partir de uma ordem n = 7, €SS€S €Spagos nulos sdo iguais:

1.13.10 Lema (espacos nulos)

Seja T : X — X um operador linear compacto num espago normado X, e seja A # 0.
Entdio existe um inteiro r (dependendo de ) tal que a partir de n = r, os espagos nulos
N (T?) sdo todos iguais, e se 7 > 0, as inclusdes N (T3) € N(Th) € .. & N(TY) séo
todas proprias.

Dem.

O esquema da demonstragfo € o seguinte:

(a) Supomos que ndo existe nenhum m tal que N (") = N (T{**') e obtemos uma
contradicao.

(b) Mostramos que N'(T") = N (T7*!) implica N'(T}) = N(IX*) para todo
n>m.

Os detalhes sdo como se segue:

(a) Sabemos, pelo Corolério 1.13.5 (espacos nulos), que N(T™ C N(TT.
Suponha-se que ndo existe nenhum m tal que N(T}*) = N(T3**"). Entio N(TY) ¢

um subespago préprio de N(T' w+1) para cada n. Como esses espagos nulos sdo fechados,
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pelo Lema de Riesz® isto implica a existéncia de uma sucessdo (y,) tal que
1
Yo € N(TT), llynll =1, llgn — 2l 2 5 paratodo z € N(T77). (15)
Mostramos que
1
1Ty = Tymll 2 5 1Al (m <n) (16)

e assim (T'y,) ndo tem uma subsucessfo convergente porque |A| > 0. Isto contradiz a
compacidade de T visto que (y,,) é limitada.
DeT) =T — X temos T = T, + Al e assim TYn = Txyn + Mn e subtraindo
TYmn = TaYm + Aym

as duas igualdades membro a membro vem Ty, — T'ym = Totn + AYn — T2Ym — AYm, OU

de outra forma:
TYn — TYm = Ay — T onde T = Ty + Ay — ToYn.

Sejam < n. Mostramos que Z € N (T771).
Como m < n — 1 temos claramente Ay, € N(TT") C N(T7 ). Também g, €

N(T$*) implica

0 Tmym = Tl(n—l (TAym)a

- A
Def. de espago nulo pois T;"" 1 T :T)r‘n

isto é,

Trym € N(TP™Y) € N(TZ).

pois m<n
Similarmente, y,, € N(T}) implica Thy,, € N (T7).

Assim vem que T € N(T7 ).

63 Ver Apéndice.
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Também podemos dizer que z = AT e N(TE ), M #0, e assim:

T 1
pois T=Azx oo Gi5)
Poranto [Agn ~F 2 SN & | =Tunl 2 5 A
U — 2 por (17) Ty —Tym=Ayn —F Yn Ymll = 5 .

Concluimos que a nossa hipétese de que ndo existe nenhum m tal que N(TT) =
N(TT+1), é falsa e temos que ter N(T5") =N (Ty*') para algum m.
(b) Vamos demonstrar que ¥n > m, N(TF*) = N(T7") = N(T}) = N(TP).

Suponha-se, com vista a um absurdo, que isto ndo se verifica, ou seja,
In >m, N(IF) # NI = NI # NI,

Entiio M (T?) é um subespago proprio de V(T ') para algum n > m.
Consideremos um z € N (TF) — N (TF). Por definigio de espago nulo, Ttz =0
mas T2z # 0 (pois z & N (T})).

Como n > m, temos que n — m > 0. Fazemos z = T ™"z. Entéo

+1 _ +1 n—m . +14+n—m . __ +1 _
Iz = (T z) =T; z=T1"z =
pois z=T3' " "'z pois N (T777)
mas
_ n—m,\ _ mn
e = IY (IY ™x) = TRz 7 0.
pois z=T," " "'z pois c&N (TT)

Assim z € N(T7+) [pois Tf* 'z = 0] mas z ¢ N(T}") [pois TX"z # 0] logo N(TT) é
um subespago proprio de N (T7*1). Isto contradiz N (T}") = N (T3++).
O Lema est4 demonstrado, onde & o inteiro mais pequeno tal que N (T}) = (T3 )

e se r > 0 as inclusdes sdo proprias.[]
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1.13.11 Lema (imagens)

SejaT : X — X um operador linear compacto num espago normado X, € seja A # 0.
Ento existe um inteiro ¢ (dependendo de A) tal que de n = ¢ em diante, as imagens T7(X)
sio todas iguais; e se ¢ > 0, as inclusdes T3 (X) D Ty (X) 2 .... 2 T¥(X) sdo todas
proprias.

Dem.

Tal como na demonstragdo anterior vamos supor, com vista a um absurdo, que nio
existe nenhum s tal que T3(X) = Ty+'(X). Entdo T3 (X) é um subespago proprio de
T3 (X) para cada n [ver Corolario 1.13.8 (imagens)]. Como essas imagens sdo fechadas

pelo Corolério 1.13.8 (imagens), o lema de Riesz implica assim a existéncia de uma sucessio

(zn) tal que
Zn € THX), ol = 1, [|zn — 2] > % para todo = € TP (X). a18)
Sejam < n.Como T' = Ty + Al, podemos escrever { 7;;,; Z%‘r’;’: 1 ii;"’ e subtraindo
as duas igualdades membro a membro vem
TTm — Ty = Aom — (—12Zm + TaZn + AZy). 19)

No 2° membro de (19), Az, € T{H(X), zm € T7*(X), logo Trz, € T (X) e, como

n>mvemn > m-+ 1eassim

Tran + Az, € TP(X) C TPH(X). (20)

Portanto, em (19), fazendo Az = —Thzp, + Tz, + Az, vem que



TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL (VIAS CLASSICA E NAO-STANDARD)114

Tz, — TTp = Mem — A\ S T2 — Tz, =A(Tm —T), TE TV (X).
Consequentemente,

1
Tz — Tzl = A (m — =Mlzm—=z|| = =IA| > 0.
u =12 @n =) = N llzm =2l > 5N >

(z,,) é limitado e T' € compacto portanto (Tz,) tem uma subsucessdo convergente. Isto
contradiz (20) e prova que T3 (X) = T3 (X) para algum s.

Seja ¢ o mais pequeno s tal que T5(X) = T2t (X). Entdo, se ¢ > 0 as inclusdes
afirmadas no lema sdo proprias.

Além disso, TIH(X) = T¥(X) significa que T} aplica T5(X) em si proprio, isto
¢, Th(TH(X)) = TI(X) . Tg“(;—):Tg(x) TR(X). Assim aplicando repetidamente T’ da

TP(X) = TR(X) para cadan > q.l]

Dos dois lemas anteriores obtemos o importante:

1.13.12 Teorema (espacos nulos e imagens)

Seja T : X — X um operador linear compacto num espago normado X, € seja A # 0.

Entio existe um inteiro n = r (dependendo de A) tal que

N(TF) = NI = N(T5H) = .. @

(X)) =T{H(X) =T (X)) = 5 (22)
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e se r > 0, as seguintes inclusdes sfio proprias:

N(T) S N(T) CN(TR).... S N(T3) (23)
e
TY(X) D Ta(X) 2 T(X) D .... D T5(X). (24)
Dem.
O Lema 1.13.10 (espagos nulos) d4 (21) e (23) O Lema 1.13.11 (imagens) da (22) e
(24).

S6 falta demonstrar que ¢ = 7. Vamos provar que:

@qg=>r
() g<r
(a) Temos T{*(X) = T{(X) pelo Lema 1.13.11 (imagens), ou seja, T aplica THX)
em si proprio, isto &, T\(T¥(X)) = T{T(X) = T¥(X). Assim
y € TY(X) = y = Thz para algum z € TY(X). (25)
Mostramos que

Nz =0,zeT(X)=>z=0. (26)

Suponha-se que (26) néo € valida. Entéo Thz; = 0 para algum z; € TY(X) néo nulo.
Fazendo y = z; em (25) vem x; = Thxy para algum z, € TY(X). Similarmente,
%y = Thz3 para algum z3 € T} (X), etc. Para cada n obtemos assim, por substitui¢fio

0# 21 = Thzy = Th (Thas) = T} (Thza) = ... = T3 'y

=TA2:I}3 =T§ (T,\.’E4)
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mas sabemos que Thz; =0 e T}z, = T}"lw =0.

Portanto z,, ¢ Ty '(X) mas z, € TE?X ). Pelo Lema 1.13.10 (espagos nulos)
T71(X) C T(X) mas o nosso resultado presente mostra que esta inclusio é propria para
cada n, visto n ser arbitrario e obtemos assim uma contradi¢éio que prova (26).

Relembrando que T3 (X) = T}(X) [pelo Lema 1.13.10 (espagos nulos)] pretende-
mos demonstrar que N (TT') = N(TY). Isto implica entio ¢ > r pelo Lema 1.13.10
(espagos nulos) visto  ser o menor inteiro para o qual temos a igualdade.

Pelo Corolério 1.13.5 (espagos nulos) temos N (T') 2 N(T%). Vamos demonstrar
que N'(TI!) C N(T}), isto é, Tz = 0. Vamos supor que isto ¢ falso.

Entdo, para algum zo,

y=TYzo # 0mas Thy = Tz =0.

Portanto, y € T{(X),y # 0 e Thy = 0. Mas isto contradiz (26) com z = y ¢ prova
N(TF) C N(TY). Portanto, N(THY =N(TF),eq >

(b) Provamos que g < 7.

Se ¢ = 0, a desigualdade ¢ valida pois 7 > 0.

Seja ¢ > 1. Demonstramos que ¢ < 7 mostrando que N(TF') é um subespago
proprio de N (T{), pois isto implica, pelo Lema 1.13.10 (espagos nulos), ¢ < 7 visto r ser
o menor inteiro n tal que N (T7) = N(T}3*).

Pela defini¢do de ¢ no Lema 1.13.11 (imagens) a inclusdo T3(X) C T H(X) €

propria.
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Sejay € Ty ' (X) — TH(X). Entdo y € T{~'z para algum z. Sabe-se que Thy =
T (T{'z) = Tz e também Thy € TH(X) = TF(X) implica que Thy — Tz para
algum z.

Como Ty z € T(X) mas y ¢ TY(X), temos que
T (@~ The) = T o — TI(The) = y — Tz £
Assimz — Tz ¢ N(TY ). Mas @ — Taz € N(T7) porque
T3 (z — The) = Tix — T{(Thz) = Tay — Tz = Thy — Thy = 0.

Isto prova que N (T{™") # N (T¥), e assim M (T~) é um subespago préprio de N (T7}).
Portanto ¢ <, e ¢ = r visto ¢ > r ter sido mostrado na parte (a) da demonstragio.[]
Apresentamos, a seguir, uma caracterizagio do espectro de um operador linear num

espaco de Banach:

1.13.13 Teorema (valores préprios)

%Seja T : X — X um operador linear compacto num espago de Banach X. Entdo para
cada valor espectral A # 0 de T (se existir®) € um valor préprio de T'.

Dem.

Se N(T3) # {0}, entdo A é um valor préprio de 7.

Suponha-se que V(7)) = {0}, onde A # 0. Entlio Thz = 0 implicaque z = 0 e

Ty : Th(X) — X existe pelo Teorema 1.6.11 (operador inverso). Como {0} =N(I) =

64 Este teorema é valido mesmo para espagos normados gerais.

5 O operador T' pode no ter valores proprios (ver Exemplo 1.9.5) mas note-se que se o operador linear

compacto T for auto-adjunto, i. e., T = T*, num espago complexo de Hilbert H # {0} tem sempre pelo
menos um valor préprio.
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N(T?) = N(T), temos r = 0 pelo Teorema 1.13.12 (espagos nulos ¢ imagens) € também,
pelo mesmo teorema, X = TH(X) = Tx(X). Sai que T} é bijectivo, Ty ! ¢ limitado pelo
Teorema (inverso limitado®®) visto X ser completo, € A € p(T") pela Definigéo 1.9.3 (valor

regular, conjunto resolvente, espectro).L}

1.13.14 Observacio (o valor )\)

No caso de um operador linear compacto 7' : X — X num espago normado complexo X
podemos afirmar acerca do valor A = 0 que:

e se X tem dimensio finita, entdio T pode ser representado matricialmente e, € claro
que, 0 pode ou nio pertencer a o(T) = 0,(T); isto &, se dim X < oo, podemos ter
0 ¢ o(T); entfio 0 € p(T).

e se X tem dimens3o infinita, entfo temos que ter 0 € o(T) e assim 0 € 0,(7T') VO e

oo(T)V 0 € 0,.(T).

1.13.15 Exemplos

& & & &
1)2a 35--->n_1a°

1°) O operador T : I? — [? definido por Tz = ( ) onde z =
(£1,€5,€5,Eqy -y €y o) € 12, € compacto e o seu espectro é o, (T') = {0}
Verificaggo:

T é linear.

Considere-se a sucessdo de operadores T, : [2 — [? definida por

_ _&;2 £3 §i gn
T.x = (1, 5 3,...,n_l,O,O,... .

66 Ver Apéndice.
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E fécil verificar que (T%) é linear e limitada e, assim, pelo Teorema 1.12.6 (a) é compacta.

Além disso,

2

- 5 € 6 § £‘n. fn §'n _ é-n 2
o -yalt = (2284, b b G g e )

1 172 2’ "n+1
= i%zzillg. * <
ped IV el AR O
1 9
< mllnls
]|
= e

Notas:

(MPois b+ lim+ oo+ < e+ &+ &+

@) Poisse = (€1, €y s s ) vemave ol = 16" > S Jegual’

Tomando o supremo total z de norma 1, vemos que ||T — T, || < -71;

Portanto T, ~ T, e T' é compacto pelo Teorema 1.12.10 (sucessdo de operadores
lineares compactos).

Pela Observagdo 1.13.14 (o valor A = 0) conclui-se que, como dim 2 = o0, 0 €
o(T). Para ,,(T) = {0} na Definigéio 1.9.3 (valor regular, conjunto resolvente, espectro) a
condi¢do (R,;) ndo pode ser satisfeita, ou, por outras palavras, o operador R (T) ndo pode
existir.

Para A = 0 o operador T\ = T' — I fica T, = T, logo o operador resolvente de 7,
RA(T) =Ty = (T — M) ™" fica Ry(T') = Ty* = T~. Ser4 que este operador existe?

Como ja vimos, no Teorema 1.6.11 (operador inverso), o inverso de um operador

linear existe sse: Tz =0 = z = 0.
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Neste caso, como

0

62 €3 54 é-n _
< (17 9’ 37'-'7n_17'-- “‘(0,0,0,-.-,0,...)#}

Tz

2 (£1,85,85,600 - 8nr ) = (0,0,0,0,...0,...),

conclui-se que 371, que é como quem diz, ARy(T’), ou ainda AR\(T) para A = 0.

- acondi¢do (R, ) ndo se verifica logo A = 0 € ,(T).

2°) O operador T : 2 — [? definido por T'z = (O, %1, %, %?1, ey %", ) onde
z = (€,,&,83, -, &n, ---) € I%, & compacto, ndo tem valores proprios (isto €, 0p(T") = 0)
e o(T) =o.(T) ={0}.

Verificagéo:

T é linear.

Considere-se a sucessdo (T},) de operadores T, : > — I? definida por

. 61 62 63 §'n,
Thx = (O, 1093 n,0,0,... .

Também ¢ facil verificar que (T,) ¢ linear e limitada e, assim, pelo Teorema 1.12.6 (a) ¢

compacta. Além disso,

2

_ 2 _ (o0& 8 & _& & & fan bun —
I -Tyalt = [(0-0.8 -5 G bt Je S )]
— i §_J2=il|g|2<
j=nt11J j=n+1 AT
1 > 9
2k
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Notas:
: 1 1 1 1 1 1
(1) POlS ('n+l)2 + (n+2)2 + (n+3)2 + ens < (n+1)2 + (ﬂ+l)2 + (n+1)2 + CERTY
. il 2 x 2
(2) Pois se z = (51152’537 ""§n1§n+17 ) vem que Hxl|2 = Zl I{;I _>. . Z 1 Ile
i= 1=n+

1
Tomando o supremo total = de norma 1, vemos que ||T' — T,,|| < ——

n+1
Portanto 7,, ~ T, ¢ T é compacto pelo Teorema 1.12.10 (sucessdo de operadores
lineares compactos).
Pela Observagdo 1.13.14 (o valor A = 0) conclui-se que, como dim 12 = 00, 0 €
o(T). Para 0,(T) = 0 e 0(T) = 0.(T) = {0} na Definigo 1.9.3 (valor regular, conjunto
resolvente, espectro) o operador R (T) tem de existir mas ndo pode estar definido num

conjunto que é denso em 2.

Tn = T-M=
00 0 0 -7 A 000 -~ T\ [&]
1000 - 0 A0 O - £,
0300 - 00 XoO - &
= 00 30 --|7|0o00 X - LT
000 1 - 0000 - &
AR I A R VA

= (=M1 = Mo — My 5o~ Mgy oor o= M, )

Sera que o operador resolvente de T, Ry\(T") = T}, ' = (T — ) ™! existe?

O inverso de um operador linear T existe sse: Tz = 0 = = = 0.
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Neste caso, como

e = 0

& (M1 — Mg, o — Moy 363 — Mo

( —A§; =0
3 — A =0

1
56— Xs

1
SE A =0
n&n €n+1

\
logo Ry(T) = Ty = (T — M) ™" existe.

1
~En =M1, =(0,0,0,..,0,..) &

1
38~ Ma =0 = (6,665, ., 6,,-) = (0,0,0,..,,0,..)

Mostrar que o(T') = o,.(T) = {0}, ou seja, mostrar que a condi¢iio (R3), isto é, “o

operador R  (T)) esta definido num conjunto o qual é denso em [?” néo se verifica.
=0

Sabemos que Ty = T — 0 =T e Ro(T) = T7' = (&,,2¢;,38,,45, ..) pois

T-1: Im(T) — D(T)e
i)Vz € D(T) : T'Tx = =;
ii)Vy € Im(T): TT 'y =y.
i) Sejaz = (£, 60,3,y ) logo

& & &

T g =T"1 (0, 193" ) = (£1,62,63,84, ) = T

ii) Sejay = (07 61?52}637 ) 10g0

- 1 1 1
T 'z = T(€172£273‘£3a4€47 ) = (0’617 'é X 2&2’5 X 3&37 Z X 4547 ’ ) =

= (0, 51}62)&37 ) =Y.

O operador
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Ro(T): 2 — I?
(§1:€2:€3: 84> ) — (€2, 263,364, 455, )
estd definido num conjunto que ndo ¢ denso em [? pois, por definigdo, “um subcon-
junto M de um espago métrico X & denso em X se M = X, isto &, cada bola em X, nio
interessa o seu tamanho, contém pontos de M”, logo basta “arranjar” um x € [2 tal que

B(z, ) N M = 0. E facil verificar que M # 2.

3°) O espectro do operador T}, : R® — R™ definido por T,z = ( 61 & 53 ) En )

2737 "n-1
onde z = (§;,&,,&5, .-, &,) € R, é o(Ty,) = {0}.

Verificag#o:
T, :R*" - R"
- 1Tre 1 [0 7
0000 0 07T¢ :
1000 0 0 & ;11
0iLoo 0 0] |¢& 222
001210 0 0| |&|[=1] =2
000 ! 0 0f]eé &
SR o of|: :
|00 00 mr 01L& ] [ e
T, —AIl = 0<
-A 0 0 0 0 0
1 =2 0 0 0 0
o LI -x o0 0 0
1
o |0 0 1 = 0 0 | _go
o 0o o % 0 0
e L
0 0 0 0 - L —x
S (FA)"=0A=0vVA=0V..VA=0

(Nota: para cada n obtemos uma matriz triangular inferior logo os valores proprios s3o os

elementos da diagonal principal)
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Como estamos no caso de dimensio finita o.(1},) = 0.(T,.) = 0. O operador R (T3,)
=T5! = (T, — M\I) " nio existe porque

gn—l

n—1

1 1
Ty =T = AL = (=26, €1 = My 562 — My 565 — Mgy —X,)eTae =0z =0.

No exemplo anterior 0 € o,.(T). Se fizermos n ~ +oo vem que 7,, ~ T..
4°) O operador T : [? — [? definido por Tz = (1€, @€y, asls, ..., ank,, ...) onde

T = (£,&,&5,..,&,, ) €12 e (e ) é denso em [0, 1] ndo é compacto.

Verificag8o:
fa; 0 0 0 ---7T¢& ] [ 1€y T
0 @ 0 0 -- P a2y
0 0 a3 0O ~--- & | = | asés
0 0 0 o --- &4 s€y

Cada ; é um valor proprio de T pois RA(T) = Ty * = (T — M) ™" nfio existe:
Th=T— M= ((&1 — Ny, (@2 — M)y ooy (@n — A&y, ) e Thiz =04z =0.

Pelo Teorema 1.13.1 (valores proprios) e em virtude de (a;) ser denso em [0, 1] [logo néo
¢ contavel, i. e., ndo é finito nem podemos associar inteiros positivos aos elementos de
(aj) de modo a que cada elemento de (o) corresponda um inteiro positivo e vice-versa]
concluimos que 7" ndo é compacto.

5°) Seja T : 12 — I% o operador definido por z = (£;,&,,€5,...) — Tz =
(€9,€5,€4, ---)- Sejam m = mg e n = ny 0s nlmeros mais pequenos, se existirem, tais
que N(T™) = N(T™) e T (X) = T™(X). Vamos

i) Encontrar N (T™).

i) Ver se existe um my finito.
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iii) Determinar 7.
Resolugio:

i) Por defini¢do “o espago nulo do operador linear T', isto €, N'(T'), é o conjunto de

todos os elementos do dominio, z € D(T'), tais que Tz = 0”.

N(T®) =N(I)={z € & : Iz = 0} = {0}

N(T)={z € ?: Tz =0} = {(£,,0,0,..) : £, € C}

porque
& eC
§2=0
Tr =0 (£,6,€,,..) =(0,0,0,..) & gs = 8

N(T?*) ={z € ®: T’z =0} = {(§,,£5,0,0,...) : §,,§, € C}

porque
T?z = T(Tx) = T(£3,€3,845 ) = (3845850 ---)
(§€C
£, €C
) £3=10
T"z=0% (§3a§47£57"') = (070:(]’) < < §4 =0
£ =0

N(Tm) = {(517&27""6171707 Oa ) :é'j € C) .7 = 112) 7m}

ii) Como N (T™) = {(£1, 65, -2 €mr€ms1,0,0,...) 1 & € C, j = 1,2,...,m} vem que

N(T™+1) = N(T™) se €,,,1 =0, m € N logo ndo existe um my finito.
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iii) Por defini¢dio, “a imagem T'(M) de um subconjunto M C D(T’) é o conjunto de

todas as imagens T'x com x € M”.
(X)) = I(X)=X
T(X) - {y =Tz:z€ 12} - {(62753’647 ) : (él7€2a ) € l2}

T2(X) - {y = sz ‘T € l2} = {(§3a£47£5’ ) : (€1>§2? ) € l2}

Tn(X) = {y = Tnm 1T € l2} = {(£n+11§n+27£n+3a ) : (51752) ) € l2}
TH(X) = {y=T""z:2 €’} = {(¢ny2,6nt3 Enpar ) 1 (6162, -) €17}
™X) = T"(X) e

Aad (€n+1a§n+27 €n+37 ) = (§n+27§n+3’€'n+4’ ) <

§n+1 = ‘£n+2
£n+2 = €n+3
< En+3 = §n+4

< €n+1 = €n+2 = §n+3 = £n+4 = .

logo ng = 0 pois T(X) =T%X) desde que §; =&, =3 =&, = ...
6°) O operador T : C[0,1] — C]0, 1] definido por Tz = vz, onde v(t) = t ndo &
compacto.

Verificacéo:

T :C0,1] — C[0,1]
z(t) —Tz(t)= txz(t)
~ N e’

¢ continua em [0,1] ¢ continua em [0,1]

Thx(t) = Tz(t) — Mz(t) =t x z(t) — Ax(t) = (¢ — A) x z(t)
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logo fazendo (t — A) x z(t) = y(t) © z(t) = Zy% :

RA\(T) =T 'z(t) = —t?% com A ¢ [0,1].

Assim como R, (T) existe, ¢ limitado e est4 definido num conjunto que é denso em C/0, 1}
logo o espectro € o(T") = [0, 1]. Pelo Teorema 1.13.13 (valores proprios) cada valor espec-
tral A # 0 de T" € um valor proprio de 7" logo pelo Teorema 1.13.1 (valores préprios) o
conjunto dos valores proprios de um operador é contavel mas como ]0,1[ nfio € contavel T'
ndo ¢ compacto.[

O Teorema 1.13.12 (espagos nulos e imagens) permite-nos estabelecer uma represen-
tagdo de X como a soma directa®” de dois subespagos fechados, chamados, o espago nulo

e aimagem de 77 :

1.13.16 Teorema (soma directa)

Seja X, T, A e r tais como no Teorema 1.13.12 (espagos nulos e imagens). Entfio X pode

ser representado na forma

X = N(T3) & T3(X).

g

@7

Dem.

67 SeY éum subespaco fechado de um espago de Hilbert X, entio X =Y ® Z,onde Z =Y+ ={z € H :
2.1Y'} denota o complemento ortogonal de Y, isto €, o conjunto de todos os vectores ortogonais a Y.
Note-se que se X ¢é um espago normado (ou mesmo um espago de Banach) e Y C X € um subespago
fechado pode n#o existir um subespaco fechado Z C X talque X =Y & Z.
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Consideremos um qualquer z € X. Temos que mostrar que = tem uma Unica repre-

sentacdo na forma
z=y+z (y e N(T3), z € T{(X)).

Seja z = Tiz. Entdo z € TY(X). Pelo Teorema 1.13.12 (espagos nulos e imagens)
TI(X) = T#(X), e assim, z € T# (X), logo z = T¢"z; paraalgum z; € X.
Seja o = TTxy. Entdo zo € T(X), e Tizo = T{(Tiz1) = T¥ zy € como T3z, =

z e z =Tz vem que:
Tlzy =Tz, = 2 = Tz,
ou s¢ja,
Trze = Tiz & Tz — Tz = 0 & T3 (z — 20) = 0.
Assim z — zg € N(T%), e
z=(z—1x0)+xo (z— o € N(T3), 20 € T (X)) (28)

Isto demonstra (27) desde que a representagdo (28) seja tnica.
Mostremos a unicidade.

Além de (28), seja
IL‘=(£L'—1§0)+510 (.’E—:i‘oEN(H),i‘oGT;(X))

Sejavg = x —Fo. Entdio vy € T5(X) visto T} (X) ser um espago vectorial. Assim vo = T3v

para algum v € X. Também

Vo= To— Ty =2 — & + To — To = (. — Fo) + (= + 20) = (x — Zo) — (T — 0);
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assim v9 € N(T%), ¢ T{vy = 0. Tudo junto, Tv = T{vy = 0,ev € N(T?) =
N(T3). Isto implica que vy = Tyv = 0, isto &, vy = 7y — Ty = 0, ¢ = Fy, a representagdo

(28) ¢ tinica e a soma N (T}) + T5(X) é directa.[]

1.13.17 Exemplos

1 -1
-1 1

¢ possivel obter a representagio (27) R? = {a(—1,1): a € R} & {B(1,1): B € R}.

1°) Seja T : R? — IR? o operador linear representado pela matriz T = [ ] . Entfio

Verificagdo:

1 -1 1-x -1
Tz[_1 1] T,\—T—/\I—[ 1 I—AJ
Valores préprios de T

1-x -1
T — M| = O¢:>I 1 1_)\|=O<i)

& (1-)N)?-1=0e
s 1-2)-12=0¢e
& I-A-DN1-A+1)=0s
& (-N2-N)=0s

S A=0VA=2

Para A =2 #0:
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Objectivo: obter a representagio R? = N(T3) & T3 (R?).

[1-2 -1 -1 -1

I = | -1 1—2}‘[—1 —1]

s [ -1 —1 -1 -1]_[2 2]

=1 a1 -1]7 |22
[2 2 -1 -1 —4 4]

3 —_—

= |2 2]X[—1 —1]’[—4 —4 |

s [ -4 -4 -1 -1] _[8 8]
=4 —4]"[—1 —1]“[8 8 |

R B i b BT |

Vamos determinar os espagos nulos:

et

1
1],7121.

n=0:N(T3) = N(I) = {(0,0)}

n=1:NT})={(-a,a): a e R} ={a(-1,1): a € R}

e = 0a [ 2)[2]-[2]

—x1—29=0
=4 S I =Ty <& I=—Q
1 — Ty = 0 Seja T2«

n=2:N(T2) = {(-o,0): a € R} ={a(-1,1): a € R}

# - ee[31)[21-[3]-

200422, =0 2 o z=-a
2$1+2£L'2=0 1= 2Seja:z:2=a 1=

assim {(0,0)} = N(T9) C N(T}) = N(T}) = N(T3) = ... e portanto 7 = 1.

Vamos determinar as imagens:
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n=0:T9(R?) = {y=T0z : z € R?} = {(z1,2;) € R?} = R?

we=re=o 1[5 ]=[ 2]

n=1:TR) ={y=Tz:2 R} ={(4,8): e R} = {f(1,1): e R}

T21$= l: -1 _1} l:q;; ] = [ —wi—-l‘z ] Seja—-m1=—z2=ﬂ [IB]

n=2:T}R*) ={y=Tiz:z € R?} = {(8,8) : Be R} = {8(1,1) : B € R}
2 2 T 2z, + 2z Jo]
"'122“[2 2] [mi] B [2xi+2:cz} Seia 201 + 22 [ﬁ]

~RE={a(-1,1):c e R} ® {B(1,1) : B € R}.

2°) Seja T : R* — R? o operador linear representado pela matriz T = [

10
0 2|

Entdo ¢ possivel obter a representagio (27) R? = {a(1,0) : @ € R} @ {5(0,1) : 8 € R}.

Verificagdo:
10 1-X2 0
T~[02] TA-—-T—)\I:[ - 2_A]
Valores propriosde T : A = 1, A = 2 (a matriz 7' é uma matriz diagonal)
Para A = 1:
0 0]
n= o7,
2 _ [00]_[oo0o] _Joo]_
o= [0 1] 1o 1] |o 1J_Tl
06 0]_[oo [0 0
= [0 1] *lo 1] o 1]=T1’"21'

Vamos determinar os espagos nulos:
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n=0:N(T}) =N()={(0,0)}

n=1:N(T! = {(e,0): @ € R} = {a(1,0): @ € R}

re=oe [0 1] 0]=[0] = eI « {255
n=2:N(T?) T N(TH = {a(1,0) : a € R} logo

{(0,0)} = N(T®) c N(T}) = N(T?) = N(T?) = ...eassimr = 1.

Vamos determinar as imagens:

n=0:T°(R?) ={y=Tz:z € R?} = {(z1,z,) e R?} =R?

me-ro=[3 8] [2]-12]

n=1:T}R?) ={y=Tlz:zeR?*} = {(0,0) : 6 € R} = {6(0,1) : B € R}

L [0 o0][= 0 0
me-[o ] [5] =10 ] wm [5]

n=2:T{(R? = T} (R?) = {B(0,1): Be R}

pois T ¢ idempotente

logo R? = TO(R?) D T;(R?) = T2(R?) = T3(R?) = ...

~R2={a(1,0): a € R} ®{6(0,1) : B € R}.

Analogamente obteriamos para A = 2 : R? = {3(0,1) : 8 € R} ® {(1,0): a €

R}.

3°) Seja T' : R? — RR? o operador linear representado pela matriz T' = [

10
3 2

k

Entiio ¢é possivel obter a representagio (27) R = {a(1,-3) : o € R} & {8(0,1): B €

R}).

Verificagdo:
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10 1-x 0
T’“‘[s 2] T*=T_’\I=[ 3 2—)\]

Valores proprios de 7' : A = 1, A = 2 (a matriz T ¢ uma matriz triangular inferior)

Para A = 1:

00
n-[50)

- |

00 0 0 00
L = {3 1]X[3 1]2[3 1]:T1’”21'

Vamos determinar os espagos nulos:
n=0:N(T7) = N(I) ={(0,0)}

n=1:N(T}) = {(z,-3z;) : 1 € R} ={a(l,-3): a €R}

. 00 z1| |0 0x; 4+ 0z =0 z; € R
re-oe [§ V][] =[0] e { it = { 255,
n=2:N(T?) ={a(l,-3): a €R}

T2z =0 & Tlz = 0logo

pois T} éidempotente

{(0,0)} = N(T?) c N(T}) = N(T?) = N(T?) = ...eassimr = 1.

Vamos determinar as imagens:

n=0:TY(R?) ={y=T7z:2 € R’} = {(z1,22) : 21,72 ER} =R?

rte-ro- | V]| 2] =] 5]
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n=1:THR?) = {y =Tlz:z € R?} = {(0,3z; + x2) : 21,732 € R} = {B(0,1) : B €

R}

1. 00 T . 0
Tlx_[?b 1][$2:|—|:3$1+CL‘2:|

n=2:THR?) =  T}(R®)={A(0,1): B€R}

pois T ¢ idempotente

logo R? = T?(R?) D T3 (R?) = TZ(R?) = T3(R?) = ...

~R2={a(1,-3): aeR}®{B(0,1): B€R}.

Para A = 2:

-1 0]
L=13 0
, [-1o0]_[-10]_[1 0]
=13 0]* 3 0/7[-30]
s [ 1 0] -1 0] _[-10]
=303 073 0]
. _ [ -1 0] -1 0] _[1 0]
=13 0]/ 3 0]/7[-30]

(= 0

Ty = [ (—1)" x 3 0] = (=)™, n > 1.

Vamos determinar os espagos nulos:
n=0:N(13) = N(I) = {(0,0)}
n=1:N(T}) ={(0,z3) : zo € R} = {8(0,1) : Be R}

_ -1 0 I _ 0 —11)1=0 331:0
T2$_0<:>|:3 0]{3:2}_[0]@{3331:0 <:>{562€R
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n=2:N(T?) = {(0,z) : z» € R} = {B(0,1): B R}
1 0 T 0 z;=0 ;=0
T5$=O®[~3 0”5]:[0]@{—3;1:0 ‘i’{x;eR
logo {(0,0)} = N(T7) CN(T3) = N(T3) = N(T}) = ...e assim r = 1.
Vamos determinar as imagens:
n=0:TP(R?) = {y=Tz: z € R?} = R?
n=1:THR?) = {(—z1,3z1) : 7, €R} = {a(1,-3) : a € R}
-1 0 z ~T o’
ma=|3 o]0 )= e [ 5]

n=2:T;(R?) = {(z;, — 3z1): 7; €R} ={a(1,-3):a € R}
o= 0] n )= ] emn | 5]

logo R? = {8(0,1) : B € R} ® {a(1,-3): a € R}.
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1.14 Propriedades espectrais de operadores auto-adjuntos

1.14.1 Teorema (valores regulares)

Seja T : D(T') — H um operador linear auto-adjunto onde D(T') ¢ denso num espago
de Hilbert H. Entfio existe um X pertencente ao conjunto resolvente p(T') de T se e s6 se

existe uma constante ¢ > 0 tal que para cada x € D(T)

1 Txz|| = cll] M)

onde Ty, =T — Al

Dem.

(a) Seja A € p(T). Entéio pela Defini¢éio 1.9.3 (valor regular, conjunto resolvente,
espectro), o operador resolvente Ry = (T — AI)~! existe e ¢é limitado, seja, ||Ra|| = &k >
0, onde £ > 0 pois Ry, # O. Consequentemente, como R \Thz = 0 para z € D(T),
temos ||z|| = ||RaThz|| < ||Ball IThzll = k||Thz|| . Dividindo ambos os membros da
desigualdade por k vem que ||Thz|| > c||z||, com ¢ = %

(b) Reciprocamente, suponhamos que a desigualdade (1) € valida para algum ¢ > 0
e para todo z € D(T'). Consideremos o espago vectorial Y = {y : y = Tz, x € D(T)},
isto é, a imagem de T, € mostramos que

(@) Tx : D(T) — Y ¢ bijectivo;

(B)Y é denso em H;

(7)Y é fechado.
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Tudo junto isto vai implicar que o operador resolvente Ry = T esteja definido em
todo o H. A limitagdo de R, vai sair facilmente de (1), isto é, A € p(T'). Os detalhes sdo
0s seguintes:

(o) Consideremos 1, z; € D(T) tais que Thz; = Thxz. Como T, é linear, de (1) sai

que
0= ”T)‘iBl — T,\332” = ”T,\(.’II1 — JIQ)” 2 (4 “.’L‘1 — iL'z” .
T\ ¢ linear por (1)

Como ¢ > 0, isto implica ||y — z2|| = 0. Assim z; = x4, € 0 operador Ty : D(T) — Y é
bijectivo.
(B) Vamos demonstrar Y = H provando que z; 1 Y implica 2o = 0. Seja zo L Y.

Entdo paracaday =Thz €Y,

0 = (Thz, zo) = (T — M)z, z0) = (Tx — Mz,20) = (T'z, 70) — (T, 70)

por definigdo de T’y

Logo para todo z € D(T), (T, zo) = (x, Azp) .
Por defini¢do de operador auto-adjunto isto mostra que to € D(T*) e T*zy = Axy.
Como T ¢ auto-adjunto, D(T*) = D(T') e T* = T; assim Ty = Az,.
Ty # 0 implica que ) seja um valor préprio de T, e X = A tem que ser real. Portanto,

T'zyg = Axy, isto é, Thxg = 0. Mas, de (1) sai uma contradigiio
0 = [[Thaol| = ¢ ||zo|l = [lzoll = 0.

Segue Y = {0}, e assim ¥ = H -ver Nota (67).

() Vamos provar que Y ¢ fechado.
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Seja yo € Y . Entdo existe uma sucessdo (yn) em Y tal que yn = 0. Como y, € Y

temos y,, = Tz, para algum z,, € D(T)) = D(T). Por (1),
1 1
I~ Zall < - IT2(zn — 2m)ll = ¢ ltn = Ul

Como (y,) converge, isto mostra que (z,,) ¢ uma sucessio de Cauchy. Como H ¢ completo,
() converge, digamos, T, ~ 7¢. Como T ¢ auto-adjunto, ¢ fechado e assim x¢ € D(T')
e Thxo = Yo Isto mostra que yo € Y. Como yp € Y foi arbitrario, Y € fechado.

As partes (8) e () implicam que Y = H. Daqui e de () vemos que o operador

resolvente existe e esta definido em todo H:
RA:T;l:HHD(T).

R, é linear. A limitagio de Ry segue de (1), porque para cada y € H e correspondente
z = Ryytemos y = Tz e por (1):

IRyl = llz|l < %”T)\:L‘” = %Hy” , ou seja, ||Rall < % Por definigfo, isto prova
que X € p(T).0

O nosso proximo teorema serd utilizado na demonstragéo de uma das propriedades

dos quasi-valores proprios:

1.14.2 Teorema (espectro de um operador auto-adjunto)

Seja T' : D(T) — H um operador linear auto-adjunto onde H ¢ um espago de Hilbert
complexo ¢ D(T) é denso em H. Entfio o espectro o(T') € real ¢ fechado.
Dem.

(a) Vamos mostrar que o(T") ¢ real.
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Para cada z # 0 em D(T) temos

(Thz, ) = (T = XDz,z) = (Tz — Mz,z) = (Tz,2) — Az,) (2)

por defini¢sio de T
e como (z, z) e (T'z, z) sdo nimeros reais (porque T é auto-adjunto), vem que

(Thz,z) = (Tz,z) — X(z, ). 3

Seja A = a + i3 com a e § numeros reais. Entdo A = o — iB e de (2) e (3):

(Thz,z) — (Thz,z) = (Tzk)— X (z,z) — (Tzf) + Xz, 1) =

A=) (z,z) = (d+if — d+iB) ||* =

= 2iB||z|*. O]
Como
(Dz,x) = (Tz,2) = Agl|* = (Tz,2) — (o +iB) |a|* = (Tz,2) - a|jz|* - iB||z|® =

= (Tz,z) — a|z||* +i(— :c2,
{z,z) — elzll) +i(=l=I)
Re (Thz,x) Im (Tyz,x)

ouseja, — G ||z||* = Im (Thz,z) vem que (4) pode escrever-se
(Thz,z) — (Thz,z) = —2iIm (Thz,x) . 5)

Da anélise complexa sabemos que o valor absoluto da parte imaginaria de um nimero

complexo néo pode exceder o seu modulo, isto é, Vz € C, [Im (2)| < |2| e assim:

Bllzll* = Im (Be,z)| < |(Dhe,s)] < Tz [l (6)
Desigualdade de Schwarz

Dividindo ambos os membros da desigualdade (6) por ||z|| # 0 obtemos

Bl < || Tz (7
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Esta desigualdade é valida para todo = € D(T). Se A = a + i3 for um niimero complexo,
B # 0, logo A € p(T) pelo Teorema 1.14.1 (valores regulares).

Assim o (T') é real.

(b) Mostramos que o (T") é fechado provando que o conjunto resolvente p(T") & aberto.

Seja Ag € p(T'). Vamos mostrar que cada A suficientemente proximo de Ag também

pertence a p(T').
Pela desigualdade triangular:
1Te = 2ozl = [Te—Az+ QA= do)ell < [T~ Azl + A= Aol lj]
®
Podemos escrever esta desigualdade na forma:
Tz — Azl| 2 [Tz — Aozl — |A — Aol [|]] - 9)

Como Ay € p(T), pelo Teorema 1.14.1 (valores regulares) existe um ¢ > 0 tal que para
todo z € D(T),

1Tz — Aoz|| = cli=| - (10)
Suponhamos agora que A é proximo de Mg, seja |A — Ag| < % Entéo (9) e (10) implicam
que para todo =z € D(T"),

: 1
1Tz — Az|| = cllz|| - % lll = Sellz]- (11)

Assim A € p(T) pelo Teorema 1.14.1 (valores regulares). Como X verificava |A — Ag| < <

)

mas era arbitrario, isto mostra que ¢ tem uma vizinhanga pertencente inteiramente a p(T').
Como Ao € p(T) foi arbitrario, concluimos que p(T') é aberto. Portanto o(T") = C — p(T')

¢é fechado.J
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1.15 Propriedades espectrais de operadores-Quasi-vectores
proprios

No que se segue vamos trabalhar com operadores 7 : X — X onde X € um espago
normado complexo e podemos estar interessados nos operadores standard em X e nesse

caso supomos que X também ¢ standard.

1.15.1 Defini¢do (quasi-valor préoprio)

SejaT : D(T') — H um operador linear, onde H ¢ um espago de Hilbert. Um nimero com-

plexo A chama-se quasi-valor proprio de T' ®® se existe uma sucessdo de vectores (z,) em

D(T) tal que ||z»|| = 1 paratodon € N e || Tz, — Az,|| =~ 0 quando n ~ +oo.

1.15.2 Nota

Obviamente, cada valor proprio de 1" € um quasi-valor proprio de 7.

1.15.3 Exemplo

Osei#j

1sei=j ) completa (1. e.,

Seja (e,) uma sucessdo ortonormal (i. e., {e;,e;) = {
Vn € N (z,e,) = 0 = z = 0) num espago de Hilbert H. Seja (\,) uma sucessdo de

escalares estritamente decrescente convergente para algum A. Defina-se um operador em

H por

Tr = Z An (Z, €n) €n.
n=1

68 Qu valor préprio aproximado e usamos quasi-vector proprio em vez de vector proprio aproximado.
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Cada ), é um valor proprio de T' [se existe um vector z # 0 tal que T'z = A, N =

1,2, ... . Basta considerar T = e, € vem que
Ai{en, €1)er + Aafen, e2)en + ... + An{€n,€n)en + ... = Anenl.
=0 =0 =1

Mas, A ndo é um valor préprio de T [pois Tz # Az, isto €, A (z,e1) e+ Ag (z,e9) €9 +
o+ A (T, €n) € + . F D]

Por outro lado,

ITe, — Xenll =
= >‘1<en7 el>el + A2<en7 e2>€2 + ...+ /\n—-l (evn en—l>en—1 + )‘n(eny en>en +... = )‘en =
=0 =0 =0 =1

= {|Anen — Aeql| = | Anen — Aen|| = (A — )‘)en” =

= |An — A llexll = |Ax — A] ~ 0 quando n ~ +o0.
=1

Assim )\ é um quasi-valor préprio de T. Note-se que o mesmo € valido se supormos Ap

AeVneN, A, #A

1.15.4 Definic¢do (espectro aproximado)

Seja T' : D(T) — H um operador linear, onde H ¢ um espago de Hilbert. Ao conjunto

4p(T') dos quasi-valores proprios de T’ chama-se espectro aproximado.

1.15.5 Teorema

op(T) U ae(T) C 06p(T) S 0(T).
Dem.

(@) 04p(T) C o(T).



TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL (VIAS CLASSICA E NAO-STANDARD)143

Seja A um quasi-valor proprio de T Isto implica que exista uma sucessdo (z,,) de

1
vectores de norma 1 tal que ||(T" — A\)z,|| < - com n = 00, Fazendo y, = (T' — Al)z,

lzall _ [Tl _ 1
[ [y llgnll
1.9.3 (valor regular, conjunto resolvente, espectro) o operador Rx(T') = T; ' (se existir)

tem-se > n, ou seja, ||T5 ya|| > n||ynll, e pela Definigdo
ndo pode ser limitado.

Assim, todo o quasi-valor préprio de T pertence ao espectro do operador T'.

(b) 0,(T) U 0.(T) C 0,(T).

Se A pertence ao espectro pontual (ou discreto), i. e., A € o,(T’), € um valor préprio
de T logo é um quasi-valor proprio de 7.

Se A € 0.(T), o operador R\(T) = Ty = (T — AI)~! niio é limitado. Existem

||| _ [
lwall (T = AD)z.||

€ A continua a ser um quasi-valor préprio.[]

vectores z,, de norma 1 tais que

1
> n,ouseia, (T~ Aaall <

1.15.6 Exemplo (operador com um ponto do espectro residual que nio
pertence a0 espectro aproximado)

Sendo o operador T : > — [ definido por (£;,&,,&s,...) — (0,€,,&,,&5,...), onde z =
(§;) € I? javimos, no Exemplo 1.9.5, que 0 ndo é valor proprio de T (portanto T" ¢ invertivel
pois Ry(T) = Ty ' = T — 0I = T)). Podemos concluir que 0 também néo é um quasi-valor

proprio de T' pois Vz € 12 : | Tz|| = ||z]|.

Mas, como D(T1) = Im(T) # I? tem-se 0 € o,(T).

.~.Um ponto do espectro residual ndio tem de pertencer ao espectro aproximado.
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1.15.7 Teorema

O espectro o(T) de um operador linear auto-adjunto T' ¢ constituido apenas por quasi-
valores proprios, ou seja, o(T') = 04,(T).

Dem.

(@) 04p(T) C o(T) pelo Teorema 1.15.5.

(b) o(T) € 7p(T).

Se o operador T é auto-adjunto ndo tem espectro residual, i. €., o, (T) = 6. Como,
por defini¢dio de espectro, o(T') = o,(T) Uo(T)U o, (T) vem que 0(T) = 0,(T)Uo.(T)
e pelo Teorema 1.15.5 0,(T) U 0o(T) C 04p(T) donde o(T) C 045(T).

5 0(T) = 04(T).0

Das muitas que existem apresentamos em seguida algumas:

1.15.8 Propriedades (quasi-valores proprios)

1¢ Propriedade: Se ) ¢ um quasi-valor préprio de um operador 7, [A| < ||T)|.

Dem:

HIPOTESES: e (H1) ) é um quasi-valor proprio de um operador 7' se existe uma
sucessdo de vectores (z,,) em D(T) tal que ||z, || = 1 paratodon € Ne ||Tz, — Azn[| = 0
quando n ~ +00.

o (H2) ||z — yl| > |ll=l| — llyll| e, em particular, ||z — y| > [|z[|—[ly]

o (H3) ||Tz]| < [|T]| ]|
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TESE: o |\ < ||T].

0= [Tz = Azn|| = Az — Tzl 2 Azl = [Tzall > (A |zall ~ [T flzall = [A] = |IT]
(12) H3) (H1)

donde se conclui que
02 Al ~|IT| & |T1 = |Al & X < T} .O

2¢ Propriedade: Se o operador T' tem um quasi-valor proprio A tal que [A| = ||T)|,
entdo ||T|| = sup [(Tz,z)|.

flzli<1

Dem:

HIPOTESES: e A é um quasi-valor proprio do operador T, i. e., existe uma sucessio
de vectores (z,) em D(T) tal que ||z,[| = 1 paratodon € Ne ||Tz, — Az,|| =~ 0 quando
n =~ 4+00.

e A =T].

TESE: e ||T|| = sup |[{Tz,z)].

llzll<1

Com ||z|| < 1 vem

Tz, )| < IT=llli=ll < 1Tzl < [\T]flzl < _ ITIH=1Al

Desigualdade de Schwarz pois Jlz|| < pois ||z

logo sup [(Tz,z)| = ||T.00
llzll<1
3* Propriedade: Se A € um quasi-valor proprio de T', A+ p é um quasi-valor préprio

de T + pl e Ap é um quasi-valor préprio de uT.

Dem:
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HIPOTESE: )\ é um quasi-valor proprio do operador T, i. e., existe uma sucessdo de
vectores (z,,) em D(T) tal que ||z, = 1 paratodon € Ne || Tz, — Az, || ~ 0 quando
n >~ +00.

TESE: (a) A + ¢ ¢ um quasi-valor proprio de T' + pl, i. e., existe uma sucessdo de
vectores (z,,) em D(T) tal que ||z,|| = 1 paratodon € N e ||[(T' + pI) zn — (A + p)za|| ~
0 quando n =~ +oo0.

(b) Mz é um quasi-valor proprio de 4T, i. e., existe uma sucessao de vectores
(z,) em D(T) tal que ||z,)| = 1 para todo n € Ne ||(uT) zn — (A)z,|| ~ 0 quando
n >~ +00.

@) (T + pI) zn, — A+ p)2n|| = | TTn + pTn — AZn — pn| = [|Tzn — A2n|| =
0 quando n >~ +o00.

) |(4T) 20, — Mp)zall = [16(Tn) = pAza)|| = |(Tn — Azn)| = [l [T 20 = Aznl| =
0 quando n ~ +-o00.0]

4° Propriedade: Se \ é um quasi-valor proprio de um operador isométrico® T', entdio
Al = 1.

Dem:

HIPOTESES: e (H1) A é um quasi-valor préprio do operador T), i. e., existe uma
sucessdo de vectores (z,) em D(T') tal que ||z,|| = 1 paratodon € Ne [Tz, — AZ,|l >~ 0
quando n ~ +-00.

e (H2) T ¢ isométrico, i. e.,Vz € H : ||Tz| = ||z

o (H3) ||z +yll = lli=ll - flvlll

69 Definicio: Um operador limitado 7 num espago de Hilbert H ¢ isoméirico se Vz € H : | Tz|| = lj|j ou
se ||T|| = 1. Exemplo: Em 2 o operador T'(z1, 2, ...) = (0, 21, T2, ...) é isométrico.
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TESE: |A| = 1.
Como
02 ||T2n — Az || = || Tz + (—An)|| > N Tzn || — (| Azall] 11— [A]]

(H2) e (H1)

logo[1- M| <00 1-A/S0AL-|A>01<AAN<LLIe|N\=10

5* Propriedade: Cada quasi-valor proprio de um operador auto-adjunto & real.

Dem:

HIPOTESES: e ) é um quasi-valor préprio do operador T, i. e., existe uma sucessio
de vectores (z,,) em D(T) tal que ||z,|| = 1 paratodon € N e ||Tz, — Az,|| = 0 quando
n >~ +4-00.

e T' ¢ um operador auto-adjunto, i. e., T = T*, ou ainda, Vz,y €
H (Tz,y) = (z,Ty).

TESE: A é um nimero real.

Como
~ =) -
L, @) pois [Tz~ Az l0 A an) = A 2my2n) o = Ml o=t
€
( Tns .’En> pois T' ¢ auto-adjunto <xn, xn) pois "T:z:nN—/\:cnIle <$n, -'L"n,)
_ 2 T
- )‘ (mrumn) d o norma A ”IEn” ||a:;ﬁ=1 A

vem que A = ) porque o limite de uma sucess&o convergente € inico.[]
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6° Propriedade: Se )\ é um quasi-valor proprio de um operador normal™ T, entdo
X é um quasi-valor préprio de T*.

Dem:

HIPOTESES: e ) é um quasi-valor préprio do operador 7', i. e., existe uma sucessdo
de vectores (z,,) em D(T) tal que ||z,|| = 1 paratodo n € N e || Tz, — Az,|| ~ 0 quando
n ~ +00.

e T é um operador normal, i. e., TT* = T*T, ou ainda, Vz €
H, | Tzl = [T*<|.

TESE: A é um quasi-valor préprio do operador T*, i. e., existe uma sucessfio de

vectores (z,,) em D(T) tal que ||z,|| = 1 para todo n € Ne ||Tz, — Azn| ~ 0 quando

n ~ +00.

||T*zn - an”Q =
def. de norma
= <T*:1:n — A&, T 2, — an> =
1)
= @l = AT, ) = X, T) + Al =
= ||Tacn||2 — Mxn, Tz,) — MTz,,x,) + |)\|2 = ||Tz,, — )\xn“z = ||Tz, — )\xnnz ~ 0

Notas:
(1) Por .

(2) Pois T' é um operador normal; por defini¢io de operador adjunto e ||z,|| = 1.

70 Definicio: Um operador limitado 7' num espago de Hilbert H ¢ normal se comuta com o seu adjunto, i.
e, TT* =T*T ouaindaVz € H : ||Tz| = ||T™z| .

Exemplo: O operador T : H — H definido por Tz = iz ¢ normal pois T"z = —iz donde ||T'z| =
|T*z|| . E também um exemplo de um operador que nfo ¢ auto-adjunto pois T*x = —ix = —T'z, ou seja,
T #£T.

7' Das propriedades do produto interno obtém-se facilmente” (ax — By, ax — By) = llox))? — B (az, y) —

B (y,az) + 61" Iyll*
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donde ||T*xn —Xa:nnz ~ 0.0

1.15.9 Defini¢cio (quasi-vector proprio)

Um vector v € um quasi-vector proprio de um operador 7', relativamente a um quasi-valor

préprio A standard quando ||v]| 20 e Tv ~ Av.

1.15.10 Observacio

Se um vector normado™ v, i. e., ||v|| = 1, satisfaz T'v ~ pv para algum p € C, entdo v é

um quasi-vector proprio de 7', com respeito a A = °u.”

1.15.11 Lema

Seja T' um operador linear limitado standard num espago de Banach X. Se 1 € um valor
regular de T tal que R,(T) = T,;' = (T — pl)™" ¢ limitado entfio a sombra de , seja
A = °p, ¢ também um valor regular de T'.

Dem.

T — X = (T~ pI)+ (u— NI -
@D+ =N @

= (T —pI) + (g~ (T — pI)(T — pI)™* =

colocando {T'— 1) em evidéncia

= (T—pl)x [I—A—p)(T~pl)7].

72 Também se diz unitdrio ou normalizado.
73 Sombra de u ou parte standard de y [ver Teorema 1.4.9 (definigio de sombra de um niimero real)].
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Como X\ = °u =~ y, ou seja, A =~ p, ouainda, A — p ~ 0 e (T — pI)~! ¢ limitado,
(A — p)(T — pI)™* =~ 0 e pelo Teorema 1.10.1 (inverso), I — (A — p)(T' — pl)=t é
invertivel.
Portanto T — AI é o produto de dois operadores invertiveis e pelo Lema 1.6.12 (in-
verso do produto de operadores), T' — AI ¢ invertivel ¢ assim A é um valor regular de 7.1
Este lema (nomeadamente o seu reciproco) vai ser utilizado na demonstrag¢éo do

seguinte:

1.15.12 Teorema

Seja T' um operador linear limitado standard num espago de Banach X. Entdo T tem al-
guns quasi-vectores proprios. Mais precisamente, se A é um ponto standard qualquer da
fronteira™ do espectro o(T'), entdo A é um quasi-valor proprio de T'.

Dem.

Seja A um ponto standard da fronteira do espectro o(T'). Portanto existe um valor
regular 4 ~ )\ mas como X é standard, °A = X donde p+ =° ), ou seja, A =° A que ndo ¢
um valor regular = (T — wpI)~! é ilimitado.

reciproco do Lema 1.15.11

Nomeadamente, existe um vector normado y com

(T — uI) 'y = z ilimitado. 1)

74 Defini¢do: Um ponto fronteiro x de um conjunto A C (X, d), onde (X, d) denota um espago métrico, ¢
um ponto de X (que pode ou ndo pertencer a A) tal que toda a vizinhanga de z contém pontos de A e pontos
ndo pertencentes a A; e a fronteira de A é o conjunto de todos os pontos fronteiros a A.
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Dividindo ambos os membros pelo escalar ilimitado ||z|| fica

1 Y z
N PR

Fazendo z; = vem que

[E] lI

S R
e aplicando (7" — AI) a esquerda de cada membro
(T — AI)(T — pI)™ “ ==z
Como A ~ pvem que (T' — AI) ~ (T — ul) donde
“—Zﬂ ~ (T — M)z
Por ||z|| ser um escalar ilimitado —”——”— =~ ( e assim
(T — Az ~0

2

3)

@

S}

(6)

Provamos assim que T'z; ~ Az e pela Defini¢fo 1.15.9 (quasi-vector préprio), z;, é um

quasi-vector proprio de T relativamente ao quasi-valor proprio A.CJ

O préximo teorema mostra que para os operadores compactos, 0s quasi-vectores

proprios estdo proximos dos vectores proprios:

1.15.13 Teorema

Seja T um operador compacto standard num espago de Banach X. Se v é um quasi-vector

proprio de T relativamente a um quasi-valor proprio standard A # 0, entdo v é préximo-

standard e a parte standard de v € um vector proprio de T relativamente ao valor préprio

A.
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Dem.
HIPOTESES: e T é um operador compacto standard num espago de Banach X.
e v é um quasi-vector proprio de T' em relagio a A # 0 standard, i.

€., ||zl #0 e Tv = lv.

TESE: ® v é préximo-standard, i. e., Ju standard : v ~ u.

e w = °y é um vector proprio de T relativamente ao valor préprio A # 0 standard, i.
e., Tw = \w.

Como T é compacto e v limitado, pela Definigéo 1.6.27 ii), T'v ¢ préximo-standard,

seja,
Tv ~ w com w standard. @)

Por hipétese v é um quasi-vector proprio de T' em relagdio a A # 0 standard, i. e.,

Tv ~ M. 3
Combinando (7) e (8) vem que
w~Tv~ v, €)]
ou seja,
T/g ~ . (10)
Aplicando o operador T vem que
w
— ) ~Tv ~ o~ 11
T(,\) Upor(s) A por(9)w (n
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Em virtude de w e A serem ambos standard, os termos extremos de (11) sfo iguais:

w
T (X) = w. (12)
Dagqui sai, pois 7" € linear, que
Tw = \w. (13)

Obtivémos assim (10) e (13) provando o teorema.[]

1.15.14 Observacio

O caso A = 1 refere-se aos pontos fixos de um operador K (compacto standard num espago
de Banach X) na esfera unitaria. Assim escrevemos T' = I — K e estudamos o espaco nulo

N(T) [e como

N(T) = {€D(T): Tz =0} ={z € D(T): (I - K)z =0} =
= {2eDT):2-Ke=0}={ze€D(T): Kz =1z} =

= E(=1),

ou seja, se A = 1 for um valor préprio de T" o espago nulo NV (T') é o espago préprio de K
associado ao valor préprio A = 1], a sua invertibilidade, etc. .
Diz-se que T' = I — K é uma perturbaciio compacta da identidade.

Podemos ainda escrever T + K =T etambém K = I — T.



TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL (VIAS CLASSICA E NAO-STANDARD)154

1.15.15 Teorema

Seja T um operador standard num espago de Banach X. Defina-se o operador K =1 —-T
e N = N(T). Se existe um elemento a € X com dist(a, N') ilimitada e T'a limitado entdo
K ndo é um operador compacto.
Dem.
HIPOTESES: e T' é um operador standard num espago de Banach X.
e K=I-T.
o N =N(T)={z€D(T): Tz = 0}.
e Jda € X, dist(a,N) ¢ ilimitado.
e T'a ¢é limitado.

TESE: e K ndo é um operador compacto.

a
Seia ¢y = ———— entdo dist(a;,N) = 1. Podemos encontrar n € N com
18 & dist(a, N) (a1, N)
|la; — || ~ 1.
Além disso,
T (a; — n) Tay —Tn T T -
_ = —_ frmaced a = e p
1 pois T é linear 1 pois nEN 1 pois 1= Z7s7 7y dist(a, N ) /] pois T ¢lincar

- _____Ta ~ 0.
dist(a, N) pois Ta ¢limitado e dist(a,N') ¢ limitado

Por defini¢io K = I — T logo K (a; — n) = a; — n — T (a; — n) ~ a; — n.
pois T'(a1—n)~0
Isto mostra que o elemento limitado a; — n & um quasi-vector proprio para K (rela-

tivamente ao quasi-valor proprio A = 1) ainda que situado & disténcia 1 do correspondente

espago proprio N de K. Pelo reciproco do Teorema 1.15.13 concluimos que K néo ¢ um
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operador compacto, pois a; — n € limitado < a; —néstandard < °(a; —n) =a; —n ¢

° (a; — n) = a; — n ndo é um vector proprio de K relativamente ao valor proprio A = 1.00

1.15.16 Observacio

Este teorema diz-nos que uma perturbagéo compacta T' da identidade n#o contrai abrupta-
mente, isto €, preserva as ordens de magnitude. Assim se dist(a,N) % 0 e Ta ~ 0 entdio

T ndo € uma perturbagfio compacta da identidade.

1.15.17 Caso particular

Se o operador T for injectivo, i. e., 1 nfio € um valor proprio de K, temos que

N=N(T)=0

[pois se A = 1 nfo é um valor proprio de K:

Kz # _)\lxﬁKxaéij?_T(I—T)x#m@m—Tw#w@

& Tr#0sz¢ NT)

donde N = N(T) = O}, dist(a,N) = ||a — 0| = |la|| e o teorema prova as seguintes
implica¢des (em sequéncia):

i) ||a]| ilimitado e T'a limitado = K ndo é compacto;

ii) K compacto e T'a limitado = ||a|| é limitado;

iii) K compacto = T"~! é S-continuo em 0 € T(X).
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[ i) sai directamente do teorema e ii) por contra-reciproco. iii): K compacto ﬁl T
pois K =1—

(I — T é compacto = T é compacto => T~ é compacto => T~! & S-continuo

pois I nfo é compacto
o2 (z~0 =T 'z~0)< T éS-continuo em 0 € T(X). ].

Quando K é um operador compacto que ndo tem o valor préprio 1, T = [ — K :
D(T) — X éinjectivoe T~* : Im(T) — D(T) é continuo. 4 fortioriaimagem Im(T) ¢
um espago vectorial completo logo é fechado em X. (mais geralmente, para qualquer sub-
conjunto fechado A de X, T'(A)"™ é fechadoem Im(T) e em X). A continuidade de T

em Im(T) (fechado) segue do homomorfismo de Banach.Ul

A seguir vamos ver que quando o operador T nio € injectivo, Im(T") é fechado.

1.15.18 Teorema

Seja K um operador compacto num espago de Banach X, T = I — K. Entdo a imagem
Im(T') ¢ um subespago fechado de X.

Dem.

Seja T standard (a transferéncia trata da generalizagdio). Neste caso, ¢ suficiente
mostrar que um b standard préximo de um elemento de Im(T) pertence 4 imagem de
T. Mais concretamente, suponhamos b ~ Ta para algum a € X. Mostremos como pode-
mos modificar a para obter b ~ T's e s standard (isto dard imediatamente b = T's porque
ambos os membros sdo standard, i. e., b é standard, e T" e s séo standard).

Como b é standard, T'a ¢ limitado e pelo Teorema 1.15.12:

dist(a, ') & limitada WV = N(T)).

75 A imagem T'(A) de um subconjunto A C D(T’) é o conjunto de todas as imagens T'z com x € A. Note-se
que T(D(T)) = Im(T).
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Considere-se um elemento n € N com [|a — n|| limitado. Como K é compacto K (a—n) é

proximo-standard, digamos K (a — n) ~ v standard. Entdo temos que

b =~ Ta=T(a—n)=T[la—n)—T(a—n)+T(a~—n) pois K=I T

= T[K(a—n)+T(a—n)]

~J
pois K(a—n)~v standard e T(a—n)=Taxb

Portanto b = T'(v + b) € Im(7T).00

1.15.19 Observacio

Muitas vezes, em vez do espago X utiliza-se um subespago de dimensdo finita F' de X para
podermos trabalhar com meios informéticos. Assim pode usar-se uma aproximagio A em
F do operador T' em X. Esta aproximaco de dimensfo finita vai ter pelo menos um valor
proprio (em C) e os correspondentes vectores proprios -ver Nota (33).

Na pritica € suficiente trabalhar com um vector préprio normado v € F de A. Assim,
de Av = \v vem que T'v = Av e dependendo dos objectivos podemos utilizar os vectores
préprios aproximados em vez dos vectores proprios genuinos.

Na ANS consideramos muitas vezes um conjunto finito S contendo todos os elemen-
tos standard de X e define-se Y como o conjunto de todas as combinagdes lineares de

vectores de S.

1.15.20 Definicdo (esquema de aproximacdes finitas de Francois Tréves)

Sejam X e Y dois espagos de Banach (ou de Hilbert) ligados por um homomorfismo
standard J : D(T) € X — Y injectivo, continuo com imagem fechada (portanto J é um

isomorfismo topologico X — Im(J) C Y pelo teorema de Banach).

T (v+b) comw + b standard.



TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL (VIAS CLASSICA E NAO-STANDARD)158

O espago (nfo-standard) de dimensdo finita F' conjuntamente com duas aplicagdes

lineares
R : X — V (restri¢éo), T :V — Y (extensdo)

¢ uma aproximaggo (ou modelo numérico) de X e J desde que:
a) Jz = °T(Rz) paratodo o standard x € X
b) Se T'v ~ ,y standard € Y, entdio y = Jz para algum standard = € X.
Este esquema de aproximagdes é chamado estdvel se além disso:

¢) R e T forem S-continuos (i. e., || R|| e ||T’|| limitados).
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1.16 Teoremas de restri¢io para operadores compactos

Relembremos o Teorema (Nelson) 1.2.7: “Para todo o conjunto X, existe um conjunto

finito S contendo todos os elementos standard de X “, que vai ser muito util nesta sec¢#o.

1.16.1 Lema (de Riesz)

Seja Y um subespaco fechado de um espago de Banach X tal que Y # X. Ento dz € X
tal que ||z|| = 1 e dist(z,Y) ~ 1.
Dem.

Sejaze X,comz¢Y ey €Y logo

dist(z,Y)

~1 1
Iz — vl )

(de facto, como Y é fechado, podemos substituir z por um multiplo ndo nulo, seja 2/ = Az,
tal que dist(z’,Y) € limitada e nfio ~ 0, entdo escolba-se yj, € Y tal que dist(2,Y)
=~ ||2" — ).

Entdo

=Y
r=_—"" (2)
1z — yoll

responde & questio.

Com efeito, ||z|| = ZTW N 1ese y € Y temos que
Iz — woll
, z2 = Yo 2=y —llz—wlly
dist(z,Y) = |lz—9y|| = ||/— — Uz _
@) = =5 = wl e wl
2 = (30 + 11z — oll ) _ dist(zY) | |

Iz — woll Yo+Hlz—vollyEY pais Y éfechado ||2 — Yol| por()
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1.16.2 Observacio

Quando X ¢ um espaco de Hilbert, podemos escolher z L Y e neste caso, podemos en-

contrar um z normado com dist(z,Y) = 1.

1.16.3 Corolario 1

Seja X um espago de Banach tal que todo o elemento limitado de X é préximo-standard.
Entdo X tem dimensé&o finita.

Dem.

Seja S uma parte finita contendo todos os elementos standard de X e seja Y o sube-
spaco gerado por S. Entdo Y tem dimenséo finita, portanto ¢ fechado em X.

SeY # X, pelo Lema 1.16.1 (de Riesz) existe um z € X normado com dist(z,Y) ~
1 e em particular ||z — y|| % O para todos os elementos standard y [os elementos standard
em questdo estdo todos em Y. Isto prova que z ndo tem parte standard, pela Defini¢do
1.5.4 (elemento proximo-standard).

Assim pela Definigio 1.5.5 (elemento proximo-standard num conjunto, conjunto

préximo-standard, conjunto de limitados) concluimos que X tem dimens3o finita.[]

1.16.4 Corolario 2

Seja X um espago de Banach no qual o operador identidade I = idx ¢ um operador
S-compacto. Entéio X tem dimensio finita.

Dem.
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Suponhamos, com vista a um absurdo, que X tem dimensio infinita, ou seja, que
existe uma sucessdo (X,,) de subespagos de dimensdo finita tais que X,,_; g X,. Pelo
Lema 1.16.1 (de Riesz) podemos construir uma sucessio (z,) com z, € X,,, ||z.]| =1e
dist(zn, Xpn_1) > % Em particular ||z, — z,,|| > % para m < n. Portanto a sucessdo (z,)
ndo admite nenhuma subsucessdo convergente - isto contraria a hipotese de I = idx ser

S-compacto.[]

1.16.5 Observagio (de Riesz)

Com as notagdes acima, suponhamos (I — K)(X) C Y. Paracadaz € X, temos Kz =

z mod Y7 logo
dist(Kz,Y) = dist(z,Y). 3)
SejaT = I — K tal que T(X) C Y por hipétese. Entdo para qualquer y € Y

Ke—Ky = z-Tr—(y—Ty) = z-(y+Tz—-Ty)=z—1y =2zmodY
. associativa

=y'eY
e, em particular, se z ¢ normado, escolhido tal como no Lema 1.16.1 (de Riesz)

Kz — Ky|| > dist(Kz,Y) = dist(z,Y) s

por (3) peloLema 16.1 (de Riesz)

1.16.6 Aplicacgoes

6 Dois elementos z, y € X dizem-se congruentes médulo Y e escreve-sez =y mod Y sez —y € Y.
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1° Seja K um operador S-compacto num espago de Banach X, T =1~ K e
N = N(T).” Pelo Teorema 1.2.7 (Nelson) ha uma parte finita .S contendo todos os
elementos standard de \V. O espago Y de dimensfo finita gerado por S € fechado em

N. Além disso, T' = I — K aplica N em {0} € Y.

Seja x normado em A. Como A é S-compacto, Kz ¢ préximo-standard, logo

dist(z,Y) = dist(Kz,Y) ~ 0.

Pelo contra-reciproco do Lema 1.16.1 (de Riesz) ainclusio Y C N tem que ser uma igual-
dade. Em particular, o espago N tem dimensdo finita. Obtivémos um primeiro teorema
essencial de restricio relativamente a operadores compactos: qualquer valor proprio nio

nulo de um operador compacto tem uma multiplicidade geométrica finita.

2¢ O segundo resultado refere-se 4 restri¢io da codimensdo’™ da imagem de uma
perturbagdio compacta T = I — K da identidade (relembre-se que provdmos que a

imagem T'(Y') ¢ fechada).

Como o espago nulo do operador transposto de K consiste precisamente nas formas

lineares que se anulam em T(Y) [ou no fecho de T'(Y)] a restri¢do da codimensdo de

77 Se A = 1 for um valor préprio de K, ¢ igual ao espago dos vectores proprios de K associados a
A=1.

78 Defini¢fio (espago quociente, codimensfio): Seja Y um subespago de um espago vectorial X. O
»coset” de um elemento z € X com respeito a Y é denotado por x + Y e € definido como sendo
oconjuntoz +Y = {v:v=x+y, y € Y}, eestes »cosets” constituem os elementos de um
espago vectorial. A este espago chama-se espago quociente de X por Y e denota-se por X/Y. A sua
dimensdo chama-se codimensio de Y, ou seja, codimmY = dim(X/Y').
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T(Y) = T(Y) resulta da restrigdo da dimensdo do espago nulo de 7" = I — K’ (que €
também uma perturbagio compacta da identidade).

Alternativamente, podemos considerar novamente uma parte S contendo todos os
elementos standard de Y e seja X o espago vectorial gerado por S e (o fecho de) T(X).
Como S ¢ finito, Y ¢ fechado. Seja x € X limitado tal que Kz é proximo-standard,

digamos Kz ~ y standard (portanto em S C Y). Entio
0~ dist(Kz,Y) = dist(z,Y)

(relembremos que Kz = ¢ —~ Tz = z mod T(X) C Y). Istoprovaque Y = X e

T'(X)(=T(X)) tem codimensio finita em X.

3% Juntamente, os dois resultados de restrigio precedentes mostram que as perturbacdes
compactas da identidade sdo operadores indices. Para esses operadores, define-se o
indice

Ind T = codimT(X) — dimN(X) € Z.

Verifica-se que o indice de qualquer perturbagdo compacta da identidade
“desaparece”: os operadores que tém esta propriedade sdo usualmente chamados
operadores de Fredholm.” A este respeito as perturbagdes compactas da identidade

comportam-se como operadores em espagos de dimensdo finita.

™ Definigiio: Sejam X e Y dois espagos de Banach. Um operador T € £(X, Y') é de Fredholm (ou
operador indice) e denota-se T' € Fred (X,Y) se:
i) N (X)) tem dimensio finita.
if) T(X) é fechado e de codimensio finita.
Exemplo: O operador T = I — K (onde K ¢ um operador compacto) é um operador de Fredholm
de indice 0.
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1.16.7 Lema

Seja K um operador compacto num espago de Banach X. Entdo .L>JON (I - K) tem
iz
dimensdo finita.
Dem.

Para j > 1,

J
(I-Ky = > JIaI'-Ky"' =
bindmio de Newton pois I'=1I, 1>0

J
= > ‘G(-Ky™ =
1=0
= jCo(—K)j + jcl(—K)j_l +j02(—K)j_2 + ...+ jCj_.l(—K)O + jCj(—K)O =
=I

= (=1)K7 + (1)1 x j x K77 4 (=1) “23(32 D gi- 24 4+ (-DxjxK+I=

= I— [(=1Y"K7 4 (=1 x j x K371 4+ (=17 14U = 5 30 =1) ges- 24 +ixK|,

o

—

ou seja, (I — K} = I — K; onde K; ¢ um operador compacto. Isto mostra que cada
N(I — K)’ éum subespago de dimensgo finita de X.

O lema assegura, mais geralmente, que esses subespagos tém dimensio limitada.

SejaT = I — K (ouT + K = I) como anteriormente ¢ faga-se, para simplificar
a notagdo, N; = N(T¥) = N(I — K)’. Desde que N; contenha N;_; (inclus3o propria)
escolha-se um vector normado z; € N tal que dist(z;,Nj_1) = % Para j standard,
podemos escolher z; standard. Existe uma tinica (finita ou infinita) sucessdo standard (z;)
extendendo a construgdo. Continuamos a ter ||z;|| = 1, z; € Nj, dist(z;,N;_1) > % para

todos os indices j. Escreva-se agora z; = Kz; + Tz; = Kz; mod Nj_1. Paratodo i # j,
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sejat < j para fixar idéias,

”ij - szu 2 di'St(Km,M—l) = diSt(mh'/v..i—l) 2

DO |

Como todos os elementos do conjunto standard {Kz;} sdo préximos-standard, este con-
junto € finito (€ fechado, discreto e compacto). Isto prova a estacionaridade.
Podemos mostrar similarmente (pela dualidade) que a sucessdo de imagens iteradas

para de decrescer
XDOT(X)D>T*X)D...> T™(X) = T™"(X) (m minimo).

Se T' ¢ injectivo, a Gltima igualdade d4 X = T'(X) : este é o primeiro caso da propriedade
indice zero. Por outras palavras:

”se 1 nfio € um valor préprio de K, I — K ¢ simultaneamente um operador injectivo
e sobrejectivo e 1 nfo € um quasi-valor proprio de K “ ou:

”T' = I — K € um isomorfismo topoldgico, i. e., 1 ndo é um valor espectral de K.

Podemos substituir o ntimero 1 na afirmagfo precedente por qualquer standard A # 0
que ndo seja um valor préprio (substituir o operador K pelo operador —I)%) e obtemos:

”A standard, # 0, ndo um valor préprio = \ ¢ 7,”.

Por contraposta, deduzimos a primeira das propriedades espectrais essenciais dos

operadores compactos:

1.16.8 Teorema

Seja K um operador compacto standard num espago de Banach X. Entdo, se A é um valor

espectral de K, temos que
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ou X = 0, ou A é ndio-standard, ou A é um valor proprio.

Convém estudar melhor o caso dos valores proprios para analisar a estrutura do es-
pectro dos operadores compactos. Assim é necessario analisar a sucessdo de espagos nulos
iterados e imagens (€ uma analise muito algébrica).

Do facto das duas sucessoes
N; =N(I—K)ieYj =Im(I—-K)j

serem estacionarias, podemos deduzir através de argumentos puramente algébricos que elas
param de se mover na mesma ordem.

Seja n minimo com N, = Npy1 = Npj2 = ..., m minimo com Yy, = Yiny1 =
Yo = oo

(a) Observe-se que Y, NN, = {0}. Defactoz € N, =Tz =0ex €Y, =
Jy(z = Ty), logo Ty =0, y € Ngn = Npez =T"y =0.

(b) Também se prova Y;, = Y, (donde m < n). Certamente Yn, Y,, por minimali-
dade. Vamos demonstrar a inclusdo contraria.

Seja z € Y,. Para algum inteiro positivo k temos Ttz € Y,, = T*(Y,,) e existe
t €Y, CY, comTrz = T*t. Portanto T*(z —t) = 0, z—t € N S N,.Masz e
t pertencem a Yy, entdo z — t € Y, NN, = 0.

Isto prova z = t € Y, como se queria demonstrar.

¢) A decomposicio em soma directa sai agora do factode X =Y, + N,,. Na verdade

sez e X, Tz € Y, =Y,, =T"Y, ¢ existe um y € Y,, tal que

Tz = T?™y, donde T"(z — T"y) =0, z — T"y € Ny.
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z=(x-T'y)+T "y e N, +Y,.

Escreveremos N, = M, e Y, =Y, = Y,, = ImT*. Isto significa X = N, dY,, e
Im T ¢ isomorfo a X/N,. A estacionaridade da sucessio crescente de espagos nulos
iterados prova que T ¢ injectiva em X/ N, onde N, = UN(T™) = N(T") e nilpotente
em Ny,. Além disso In 7 = NIm7T™ = Im 7" é um complemento topolégico de N,
Os dois factores sdo estaveis sob T' o qual aparece como a soma de um operador nilpotente
T |, num espago de dimensao finita (K |, € um operador unipotente) e um isomorfismo
topologico T |y, . Restringindo Ka Y, simplesmente retira A = 1 do seu espectro.
Vamos ver agora (algebricamente) porque ¢ que as perturbagdes compactas da iden-

tidade s@o operadores Fredholm

N(T) € No = N(T) = N(T |v...),

ImT DY, = dimX/ImT = dimN,/T(N,)
implica

dimN(T) = dimN(T |v,,) = codim (T (N ), Neo) = codimT(X).

1.16.9 Teorema

Seja K um operador standard num espago de Banach X. O seu espectro o} é um conjunto
ndo vazio com as seguintes propriedades:

@lxA€ox=2>2=1;

(b) A € ok € A % 0 => ) é standard,;

(¢) para qualquer standard € > 0, oxN{A : || > £} apenas tem elementos standard;
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(d) para qualquer € > 0, ox N{\ : |A| > €} é um conjunto finito;

(€) qualquer sucessdo de elementos distintos de o x tende para 0.

Dem.

(a) Seja w um vector préprio normado associado ao valor préprio A ~ 1. Entdo w €
quasi-vector proprio com respeito a 1 e a sua parte standard v = °w existe ¢ € um vector

proprio correspondente ao valor proprio 1
v="weN(T)=N CN,.

Obviamente v é também normado. Considere-se a decomposigdo standard X = N, B Yo,.
Existe uma forma linear (continua) standard ¢ que se anulaem Y, e tal que p(v) = 1.

Portanto

p(w) ~ p(*w) = p(v) =1

(= p(w) # 0.
Como Y, =T"X (paraalgumn > 1), T"w € Y ¢
0=p(Trw) =p[l-=N"w]=(1-A)pw)=>(1-A)"=0=> =1

(b) Esta propriedade sai de (a) aplicada a K/°A (com °) denotando a parte standard
de X).

(¢) Esta propriedade deriva de (b).

(d) Sai de (c), primeiro quando € > 0 ¢é standard (recorde-se que pelo principio da
idealiza¢#o, todo o conjunto infinito contém elementos ndo-standard), e depois para e > 0

qualquer por transferéncia (que ¢ legitima por (d) ser uma propriedade classica).
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(e) Esta propriedade deriva de (d) = (e) ser uma implicacdo classica.

1.16.10 Comentarios

1° As propriedades (d) e (e) do Teorema 1.16.9 sdo classicas. Portanto elas séo ainda

validas, por transferéncia, para todos os operadores compactos.

A hipétese de K ser standard € necessaria apenas para as trés primeiras propriedades
(“facilmente” se constroem contra-exemplos para (a), (b) e (c) para operadores compactos

nio-standard).

2° Observe-se que 0 pertence ao espectro de todos os operadores compactos num

espago de dimensdo infinita. Por exemplo, os operadores

2 0)

€nt1
K e, + >
on = n+1 (n
em (cp), ou I2, ou l! ... tém espectro ox = {0} reduzido a este ponto singular. Estes
operadores podem ser vistos como operadores integrais
Kf(z)= / f(t)dt = primitiva de f anulando-se em z = 0
0

em espagos de Banach adequados (completamento do espago dos polinémios com

base e, = ™, n > 0).
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1.17 Apéndice

1.17.1 Teorema de Riesz (funcionais em espacos de Hilbert)

Um funcional linear limitado f num espaco de Hilbert H pode ser representado em termos

de produto interno, nomeadamente,
flz) = (z,2) e
onde z depende de f, e é unicamente determinado por f e tem norma
lzll = I f1l- )

Dem.
Vamos demonstar que
(a) f tem a representagdo (1),
(b) z em (1) é tinico,
(c) a férmula (2) € valida.
Os detalhes sdo os seguintes:
(a) Se f = 0, entio (1) e (2) sdo validas se considerarmos z = (. Seja f # 0. Para
que arepresentagio (1) exista z tem as seguintes propriedades:
1) z # 0 pois caso contrario f = 0.
2%) (z, z) = 0 para todo z tal que f(z) = 0, isto é, para todo z no espago nulo N (f)
de f. Assim z 1 N(f). Podemos agora considerar N'(f) e o seu complemento ortogonal

N(f)t. Ja vimos no Teorema 1.6.10 (imagem e espago nulo) que N(f) é um espago
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vectorial e é fechado.® Além disso, f # 0 implica N (f) # H, e assim N'(f)1 # {0} pelo
Teorema 1.13.16 (soma directa). Portanto N (f)* contém um 2, # 0. Seja
v = f(z)z0 — f(z0)x €))

onde x € H ¢ arbitrario. Aplicando f a ambos os membros de (3), obtemos

f(0) = flf(@)z0 — f(zo)a] = f(2)f(20) — f(20)f(z) =0 @

linear

Isto mostra que v € N(f). Como z L N(f), temos que

0 = (v,20) = (f(z)20 — f()z, %)

por (3) prop. do produto interno

= f(.'L') (ZO7 Zg) - f(zﬂ) <$7 ZO) (5)

Notando que (g, z0) = ||2o]|* # O (pois 2o # 0), podemos resolver (5) em ordem a f(z):

f(z
7(@) = 12 (@, ) ©)
|20l
Utilizando uma das propriedades do produto interno podemos escrever (6) na forma:
2
flz) = <w L(—OZZO> ™
[l 2ol
Obtivémos assim a representagéo (1) com
f(#) |
Z = 20 (8)
zoll®

Como z € H era arbitrario, (1) esta demonstrada.
(b) Vamos demonstrar que z em (1) ¢ nico.

Suponhamos que para todo = € H,

flz) = (mszl> = (.’13,22) 9

80 F um resultado classico.
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Entfio (z,2 — 22) = 0 para todo « € H. Escolhendo o caso particular z = z; — 2,, temos
<$, Zy — z2) = (21 — 29,21 — ZQ) = ”Zl — 22”2 =0 (10)

Portanto z; — 2o = 0, e assim 2, = 25.
(¢) Vamos demonstrar (2), isto é, que ||z|| = || f||-
Se f = 0, entdio z = 0 e (2) € valida.
Seja f # 0. Entio z # 0. De (1) com z = z e |f(2)] < ||fll ||| (ver (3) da

Observagdo 1.6.15) obtemos

I2l” = (2,2) = f(2) < |F(2)] < IF] Izl (11)

Dividindo ambos os membros de (11) por ||z|| 7# 0 vem que ||z|| < || f]]-
Falta mostrar que ||f]] < ||z||. De (1) e da desigualdade de Schwarz -ver Nota (16)

dos Exemplos 1.6.16)

[f (@) = (=, 2)| <l ||} - (12)

Isto implica

£l = sup |(z,2)] <|l=[|.00

flzfl=1

1.17.2 Lema (convergéncia fraca)

Seja (z,,) uma sucessdo standard fracamente convergente num espago normado X, ou seja,
frac. ~
z, ~— z. Entdo:

(a) O limite fraco z de (z,) é unico.

(b) Cada subsucessdo de (z,,) converge fracamente para .
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(¢) A sucessdo (||z,||) é limitada.

Dem.

frac. y. Entfo por defini¢do (de con-

(a) Suponhamos que z,, 7% 2 & também Ty
vergéncia fraca)® f(z,) ~ f(z) e também f(z,) ~ f(y) (com f standard) Como (f(z,))
¢ uma sucess@o numérica standard, o seu limite € tmico. Portanto f(z) = f(y), isto &, para

cada f € X’ (do espago dual de X)

f(@) = fly)=flz—y) =0.

Isto implica z — y = 0 pois X ¢ um espago normado (se f(zy) = 0 para todo f € X',
entdo ¢ = 0) e assim = = y.

(b) Sai do facto de (f(x,)) ser uma sucessdio numérica convergente, qualquer sub-
sucessdo de (f(z,)) converge e tem 0 mesmo limite.

(¢) Como (f(z,)) é uma sucessdo numérica standard convergente, é limitada, dig-

amos | f(z,)| < ¢y para todo n (onde ¢ é uma constante que depende de f mas ndo de n).

81 Defini¢iio (convergéncia fraca)

Uma sucesséo (z,) standard num espago normado X standard diz-se fracamente convergente se existe
um standard z € X tal que para toda a fung¢io standard f € X’

f(zn) = f(z) comn ~ +co

e escreve-se T, =" z. O elemento = é chamado o limite fraco de (), e diz-se que (z,) converge

fracamente para x.
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Usando a aplicagdo canonica® C : X — X" podemos definir g,, € X" por

9z (f) = f(2n) (f € X).

Entdo para todo 7,

192, ()] = [f(2n)]| < c5,

isto ¢, a sucessdo (|gz, (f)|) ¢ limitada para cada f € X’. Como X' é completo [pois o
dual X’ de um espago normado X ¢ um espaco de Banach (quer X seja finito ou ndo)], o
Teorema da Limitagdo Uniforme® ¢ aplicavel e implica que (||gz,, ||) seja limitada. Como

pela Definigio (aplicagdo canonica) ||g., || = ||z|| sai que (c) estad demonstrado.[]

1.17.3 Definicio (produto interno)

Seja E/ um espago vectorial complexo standard. Uma aplicagfo standard

(w)Y:ExE—-C

82 Defini¢do (aplicacio canénica)

Seja X um espago normado standard e X" o espago bidual de X. A cada standard x € X corresponde um
tinico funcional linear limitado standard g, € X” (com norma ||g. || = ||z||) dado por g.(f) = f(z) (com
z € X fixoe f € X' varidvel):

C:X—X"
T gy
A C chama-se aplicagfio canénica standard de X em X”. (Nota: ¢ também um resultado classico que

esta aplicagdio é linear, ¢ injectiva e preserva a norma.).

83 Teorema da Limitacio Uniforme

Seja (T;,) uma sucessfio de operadores lineares limitados standard T;, : X — Y de um espago de Banach
X para um espago normado Y tal que (||7,z||) é limitada para cada standard = € X, digamos,

”Tn"r“ <ecy n=1,2,..,
onde ¢, € um numero real. Entfio a sucessio das normas ||7;, || € limitada, isto &, existe um c tal que

ITn)l <c n=12 ..
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diz-se um produto interno em E se para todos os standard z, y, 2 € Fe o8 € Cas
seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
(i) (z,y) = (y, z); (a barra denota o conjugado de um nimero complexo)
(i) (ax + By, 2) = a(z, 2) + B (y, 2);
(iii) (z,z) > 0 e (z,z) = 0 implicaz = 0.
Um espago vectorial com um produto interno é designado por espaco com produto

interno ou um espaco pré-Hilbertiano.

1.17.4 Definiciao (operador adjunto)

Seja T um operador limitado standard num espacgo de Hilbert standard H. O operador

T* : H — H definido por
(Tz,y) = (x,T"y) paratodoz,y € H (13)

¢ chamado o operador adjunto de T'.

1.17.5 Propriedades dos operadores adjuntos

Sejam T e U operadores limitados standard num espago de Hilbert standard H e o um
escalar standard. Entdo:

OGT+U)=T*+U*

(i) (aT)* = aT*

(i) (T*)" =T

(iv)[*=1

™) (TU)* = U*T*
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(vi) O operador adjunto T* de um operador T" ¢ limitado. Além disso, ||T'|| =

IT*|| e | T = |TII"

Dem.

As primeiras cinco propriedades saem directamente da definigéio supracitada (basta

utilizar-se as propriedades do produto interno).
(vi) Para qualquer z,y € H temos
f. de operador adjunto Desigualdade de Schwarz
assim fazendo y = 7™z em (14) vem
|T*2|f* = (T*z, T*z) < ||T|| lz|| | Tl
Consequentemente,

17N < I -

Isto prova que o operador adjunto de um operador limitado ¢ limitado.

Da desigualdade (16) usando 7™ em vez de T' vem

)™ < Tl

logo por (iii)

I < 17| -

As desigualdades (16) e (18) conjuntamente provam

I = 1T -

KTzl = (=, Ty)| < izl I Tyl < 1T}l Hlyll
(3) da Observagio 1.6.15

(14)

(15)

(16)

17)

(18)

(19)
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Também temos que

1T < 1T =T (20)

por (5) da Observagio 1.6.15 por (19)

Por outro lado, para cada x € H temos

Tzl = (T2,Tz) = (["Tzz) <
def. de norma def. de operador adjunto prop. dos médulos
< ({ITz,z)l < T T ||| < 1T T fll|*. D)
Desigualdade de Schwarz por (3) da Observagdo 1.6.15
donde
|1 < 7T (22)

As desigualdades (20) e (22) conjuntamente provam

IT*T|| = T|*.0 (23)

1.17.6 Teorema (independéncia linear)

Os vectores proprios xy,Zs,...,L, correspondentes a valores proprios diferentes Ay, As,... A,
de um operador linear T' num espago vectorial X constituem um conjunto linearmente
independente.

Dem.

Supdmos que {z1, T3, ..., Tn} € linearmente dependente e obtemos uma contradiggo.
Seja xz,, o primeiro dos vectores que é uma combinagio linear dos seus antecessores, dig-

amos,

Tm = 121 + QT + ... + Qe 1Tm—1. (24)
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Entio {z1,Zs,...,Zm-1} ¢ linearmente independente. Aplicando T' — A1, a ambos os

membros da igualdade (10), obtemos

-1

(T - dApnD) 2, = o (T—Apnl)z; =

1 pois Tzj=Az;
-1

= Yo (= Am) 3 (25)
1

3

3 e

.
Il

Como z,, é um vector proprio correspondente ao valor proprio A, o lado esquerdo da
igualdade € zero. Como os vectores do lado direito da igualdade formam um conjunto

linearmente independente, temos que ter
a; ()‘J_)‘m) =0 donde Q; =0 (] = 1,2,...,m— 1)

pois Aj — A, # 0. Mas entfio z,, = 0 por (24). Isto contradiz o facto de que z,, # 0 visto

Z,, ser um vector proprio.[]

1.17.7 Lema de Riesz

Sejam Y e Z subespacos de um espago normado X (de qualquer dimensdo), € suponha-se
que Y € fechado e ¢ subconjunto proprio de Z. Entfio para cada niimero real 6 no intervalo

10, 1] existe um z € Z tal que
lz|| =1, ||z—y|| > 0 paratodoy €Y.

Dem.

Consideramos um z € Z — Y e denotamos a sua distdncia a Y por a,isto é,

= inf |lv — ||
a = inf vyl



TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL (VIAS CLASSICA E NAO-STANDARD)179

Como Y ¢é fechado, a > 0. Consideramos agora um 6 €]0,1]. Pela defini¢éo de

infimo existe um yo € Y tal que

a
a<fv-wll <y
(note-se que % > apois 0 < 6 < 1). Seja
z=c(v—1yo) onde c——l—
’ v — ol

Entdo ||z|| = 1, e mostramos que ||z — y|| > 6 paracaday € Y. Temos
Iz =yl = lle(w —30) =yl =¢|lv—yo—cy|| = clv—nll
onde
y1="% +c 'y
A forma de y; mostra que y; € Y. Assim
v —wll >,

pela definicdo de a. Assim usando (26) obtemos

a

A = CH{v — > 0 = ——
“ y” H yl“ (é?)) @7) ”’U— yo” (2_6)

(28)

S ESIES)

Como y € Y era arbitrario, isto completa a demonstrag¢do.[]

1.17.8 Teorema (aplicaciio continua)

(26)

27)

(28)

(29)

(30)

Uma aplicagio 7' : X — Y de um espago métrico (X, d;) num espago métrico (Y,ds) é

continua num ponto o € X se e so se

ZTn~To  implica Tr, ~Txy comn ~ +oo.
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Dem.
(=) Suponhamos que T é continua em z,. Entdo para um dado £ > 0 existe um

6 > 0 tal que
di(z,20) < 6 implica  dp(Tz,Txp) < €.
Seja z,, ~ zo. Entdo existe um N tal que para todo n > N temos
di (2, Zo) < 6.
Assim paratodon > N,
dy(Tzn, Tzo) < €.

Por definigio isto significa que T'z,, ~ T'z,.

(<) Suponhamos que
T, ~xo  implica Tz, ~ Tz,

e provemos que T' é continua em zo. Suponhamos que isto é falso. Entdo existe
um € > 0 tal que para cada § > 0 existe um z # zg satisfazendo di(z,zo) < 6 mas
dg(T(E,TQZ’o) > E.

. 1 . .
Em particular, para § = — existe um z,, satisfazendo
n
1
di(Z,, Zo) < - mas dy(T'z,,Tz¢) > €.

Assim z, ~ zg mas (T'z,) ndo converge para T'zy. Isto contradiz Tz, ~ T'zp e

prova o teorema.[|
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1.17.9 Teorema (aplicaciio aberta, inverso limitado)

Um operador linear limitado T de um espago de Banach X num espago de Banach Y ¢
uma aplicagdo aberta.®* Assim se T é bijectivo, T~! é continuo e limitado.

Dem.

Vamos provar que dado um conjunto aberto A C X a imagem 7T'(A) é abertaem Y.
Mostramos assim que para caday = Tx € T'(A) o conjunto T'(A) contém uma bola aberta
emvoltadey = T'x.

Sejay = Tz € T(A). Como A ¢ aberto, contém uma bola aberta com centro em
z. Assim A — z contém uma bola aberta com centro em 0; seja r o raio dabolae k = —:},
e assim r = % Entdo k(A — x) contém a bola aberta unitaria B(0,1) [ver Defini¢io
1.5.1 (bola aberta, bola fechada e esfera)]. Pelo Lema (bola aberta unitaria)®* vem que
T(k(A— x)) = k[T'(A) — Tx] contém uma bola aberta em volta de 0, e também para
T(A) — Tx. Portanto T'(A) contém uma aberta em volta de Tz = y. Como y € T(A) foi
arbitrario, T'(A) é aberto.

Finalmente se 77! : Y — X existe, pelo Teorema (aplicagio continua)® é um

operador continuo porque T ¢ aberto. Pelo Teorema 1.6.11 (operador inverso) 7'-! é linear

e ¢ limitado pelo Teorema 1.6.17 (continuidade e limitagdo).(]

84 Definicio (aplicagio aberta)
Sejam X e Y espagos métricos. Entdo T : D(T') — Y com dominio D(T) C X é uma aplicagdo aberta
se para cada conjunto aberto em D(7’) a imagem é um conjunto aberto em Y.

8 Lema (bola aberta unitria)
Um operador linear limitado T de um espago de Banach X para um espaco de Banach Y tem a pro-
priedade que a imagem T'(B(0, 1)) da bola aberta unitaria B(0,1) C X contenha uma bola aberta em volta
de0eY.

86 Teorema (aplicaciio continua)

Uma aplicacfio T' de um espago métrico X num espago métrico Y ¢ continua se e sO se a imagem inversa
de um subconjunto aberto de Y é um subconjunto aberto de X.
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