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Sistemas Dindmicos Discretos em Algebras

RESUMO

Neste trabalho é feito o estudo de sistemas dinamicos discretos em dlgebras de matrizes.
Este tema é explorado recorrendo a vérias ferramentas da dlgebra linear, com o objectivo
de tirar partido da estrutura algébrica do espaco.

E estudada a aplicacio quadratica matricial, tomando uma matriz como parametro,
aliando as propriedades algébricas & teoria das aplicacoes quadraticas escalares ja existente,
no caso real e complexo. Sao exploradas diversas caracteristicas da dinamica, tais como,
a existéncia de ciclos comutativos e nao-comutativos, a sua estabilidade, entre outras.
Sao estudadas possiveis generalizagoes para o caso matricial das nogoes de conjunto de
Mandelbrot e de conjunto de Julia.

Os resultados atingidos sao aplicados ao estudo da dindmica da aplicacdo quadréitica
em diferentes dlgebras hipercomplexas.

E explorada a iteracao quadrética no conjunto das matrizes estocdsticas simétricas; as
conclusoes ilustram o comportamento do sistema dindmico discreto definido no espago das

cadeias de Markov reversiveis.

PALAVRAS-CHAVE: Dinamica em dlgebras de matrizes, ciclos comutativos, ciclos
nao-comutativos, conjunto de Mandelbrot matricial, conjunto de Julia matricial, matrizes

estocdsticas, cadeias de Markov reversiveis
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Discrete Dynamical Systems in Algebras

ABSTRACT

In this work we study discrete dynamical systems in matrix algebras. This subject is
explored using different tools of linear algebra, in order to take advantage of the algebraic
structure of the space.

It is studied the iteration of a quadratic family in the algebra of real matrices, with a
parameter matrix, combining the properties of the algebraic theory with the theory of the
quadratic map in the real and complex cases. Several characteristics of the dynamics are
explored, such as, the existence of commutative and non-commutative cycles, its stability,
among others. Possible generalizations of the Mandelbrot set and Julia set are considered
and studied.

The results obtained are applied to the study of the quadratic dynamic in different
hypercomplex algebras.

Quadratic iteration is explored in the set of symmetric stochastic matrices; the findings
illustrate the behavior of the discrete dynamical system on the space of reversible Markov

chains.

KEYWORDS: Matrix dynamics, commutative cycles, non-commutative cycles, Man-
delbrot set in a matrix algebra, Julia set in a matrix algebra, stochastic matrices, reversible

Markov chains
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Capitulo 1

Introducao

1.1 A dinadmica da aplicacao quadratica

A aplicagao logistica yn+1 = pyn (1 — yn) , proposta em 1975 pelo bidlogo Robert May
como modelo para estudar o crescimento de populagoes, é uma versao discreta do modelo
demografico originalmente introduzido por Pierre Frangois Verhulst em [Ver45]. Este
sistema dindmico nao linear é amplamente citado na ilustragdo de fenémenos complexos,

ja que exibe diferentes comportamentos caracteristicos dos sistemas cadticos.

Apds a sua apresentacdo, algo que impressionou a comunidade cientifica foi o facto
de, apesar do sistema dindmico ser deterministico e definido por uma equacao nao linear
simples, existem valores do pardmetro p para os quais o comportamento do sistema é
bastante complexo. Um exemplo desta complexidade é o facto de estados tdo préximos
quanto se queira poderem sofrer evolugoes muito diferentes, o que condiciona o seu estudo

numérico, pois um erro de cdlculo pode produzir solucoes completamente alteradas.

Surge entao o conceito de caos deterministico, introduzido na ciéncia na década de
setenta por Li e Yorke, em [LY75]. No entanto, j& tinham sido desenvolvidos alguns

trabalhos que sao hoje pilares no desenvolvimento dos sistemas dindmicos caéticos, tais
1



2 Introducgao

como, [Sha95] de Alexander Sharkovsky. Durante as décadas de setenta e oitenta do
século XX, o interesse na din&mica cadtica explodiu e apareceram entao as primeiras
tentativas de formalizar matematicamente a nocao de caos, tais como, a definicao de
Devaney, apresentada em [Dev86] e neste trabalho.

A dependéncia das condi¢oes iniciais, conhecida como sensibilidade as condicées ini-
ciais, é uma das propriedades dos sistemas cadticos presente nas diferentes defini¢oes
matemadticas de caos apresentadas por vdrios autores. Esta é uma das caracteristicas da
dindmica da aplicacao logistica. Como iremos verificar, a riqueza de fenémenos observados
nesta aplicacio é comum & aplicagio quadrética x, 11 = 22 + ¢, ji que estas aplicacdes s3o

dinamicamente equivalentes, facto que se deve a existéncia de uma conjugacao topoldgica.
1.2 Conjuntos de Mandelbrot e de Julia

Gaston Julia e Pierre Fatou foram dos primeiros matematicos a estudar as propriedades
dos conjuntos de Julia, durante a segunda década do século XX, [Jull8] e [Fat17]. Intro-
duziram os métodos iterativos no estudo dos sistemas dindmicos sem recurso ao computa-
dor, que nos dias de hoje ¢ das ferramentas mais tteis na reproducao do comportamento
de funcoes iteradas.

Na década de 70, o estudo da dindmica da aplicacao quadratica f., definida no plano

complexo por

fe(2)=2*+¢, ceC,

foi amplamente aprofundado. Em [Man82], o matematico Mandelbrot foi um dos primeiros
autores a apresentar imagens de um novo objecto matematico, designado por conjunto de

Mandelbrot, definido através da iteragao do ponto critico sob a accao de f.. Este é um



1.8 Generalizacoes do estudo da dindmica da aplicacdo quadrdtica a outros espagos

dos mais belos objectos matemdticos, tanto do ponto de vista estético, como também pelo
imprevisivel salto da simplicidade da sua definicdo para a complexidade da sua imagem.
Combinando a computagao gréfica com a teoria de iteragao em C, ja estudada por Julia
e Fatou, foi explorada a aplicacdo quadrdtica neste plano, obtendo-se assim conjuntos
fractais de extrema complexidade, permitindo a classificacdo dos parametros de acordo
com a conexidade dos conjuntos de Julia. Apesar do recurso & computagao gréfica ter sido
um grande passo, uma parte considerdvel da teoria hoje conhecida sobre o extremamente
intrigante conjunto de Mandelbrot deve-se a Douady e Hubbard, [DH82] e [DHS85].

Até aos dias de hoje, as propriedades dos conjuntos de Mandelbrot e de Julia foram
exploradas profundamente, desde os aspectos geométricos, tais como, o detalhe infinito ou
a auto-semelhanca, aos aspectos mais analfticos, nomeadamente, a periodicidade, estabi-
lidade, espagos invariantes, entre muitos outros.

Coloca-se entao a questao: como serd a dindmica desta aplicacdo noutros espacos? E
os conjuntos andlogos, serao tao reveladores do comportamento da aplicagao ou poderao

nao caracterizar tantas propriedades como no caso complexo?

1.3 Generalizacoes do estudo da dindmica da aplicacao qua-
dratica a outros espacos

A observacao de caracteristicas inesperadas, vindas de uma aplicagdo cuja definicao é
tao simples, bem como a beleza e complexidade dos conjuntos obtidos, gerou um grande
interesse e entusiasmo por parte da comunidade cientifica nas possiveis generalizacGes deste
estudo.

Surgiram assim vérios trabalhos que abordam a generalizagao a outros conjuntos. Senn,

em [Sen90], demonstrou que todo o sistema numeérico de duas componentes é isomorfo,
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como anel, aos nimeros complexos C, perplexos P ou duais . Em [Fis05], Fishback
descreve o estudo da dindmica da aplicacao quadritica em subélgebras hipercomplexas de

duas componentes, também designadas por sistemas numéricos de duas componentes.

As generalizacoes dos conjuntos fractais a dimensées superiores foi essencialmente feita
usando a dlgebra dos quaternioes, como extensao natural dos nimeros complexos. Nor-
ton, em [Nor82] e [Nor89], apresentou pela primeira vez os conjuntos de Julia de fungoes
definidas na dlgebra dos quaternioes. Como os fractais quaterniénicos sao 4-dimensionais,
os graficos 3-dimensionais apresentados nos seus trabalhos ilustram o comportamento de
apenas trés das quatro componentes, ou seja, sao projecgoes destes conjuntos. Na mesma
altura, Holbrook apresenta em [Hol87] um algoritmo para gerar nuvens de pontos represen-
tativos dos conjuntos de Julia quaterniénicos. Em [HKS90], Hart et al. desenvolvem este
algoritmo, criando um outro alternativo, apresentado em [HSK89], mais satisfatério quanto
a observagao de detalhes dos conjuntos fractais. Os trabalhos que acabdmos de mencionar
foram mais orientados para a parte gréafica e computacional da aplicacao quadratica quater-
niénica, isto é, para a construgao de algoritmos que gerassem os respectivos fractais. Go-
matam et al. [GDSM95] orientaram o estudo para os aspectos analiticos deste problema,
analisando a estabilidade dos ciclos e caracterizando os conjuntos de Julia associados.
Embora Bedding e Briggs tenham defendido que nao existe uma dindmica interessante
resultante do estudo da aplicagdo quadratica quaterniénica, alegando em [BB95] que os
conjuntos fractais obtidos s@o localmente uma rotagdo dos fractais do plano complexo,
os trabalhos nesta drea continuaram. Em [GM99], Gomatam e McFarlane exploraram os
dominios de estabilidade dos k—ciclos do conjunto de Mandelbrot, para diferentes classes

de aplicacoes quaterniénicas, apresentando-os explicitamente. Usando a andlise de teoria
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de grupos, Bogush et al. [BAKS01] analisaram propriedades algébricas e geométricas dos
conjuntos de Julia na dlgebra dos quaternioes, mostrando que as simetrias intrinsecas a
estes nimeros dao origem a classes de conjuntos de Julia idénticos, situacao que nao se
verifica no conjunto dos nimeros complexos. Os autores acrescentam ainda que a parte
vectorial do conjunto de Julia pode ser obtida pela rotacao de um subconjunto de Julia
bidimensional arbitrério, em torno de um determinado eixo. Simultaneamente, a genera-
lizacao dos conjuntos fractais a dimensGes superiores tomou um outro rumo: iniciou-se o
estudo de outros tipos de dlgebras hipercomplexas 4-dimensionais. Em [Roc00], Rochon
provou que, na dlgebra dos niimeros bicomplexos, onde ¢é vdlida a propriedade comutativa,
os conjuntos de Mandelbrot 4-dimensionais sao conexos. Ainda na dlgebra dos quaternioes,
em [BGS02], Gomatam et al. analisaram as aplicagoes meromorfas. Rochon apresentou
em [Roc03] uma versdo do teorema de Fatou-Julia para a dlgebra dos nimeros bicom-
plexos e caracterizou topologicamente os conjuntos de Julia preenchidos, mostrando que a
dindmica na dlgebra dos nimeros bicomplexos é uma generalizacao interessante dos con-
juntos de Mandelbrot cldssicos. Nakane, em [Nak05], investigou a dindmica das aplicagoes
quadriticas quaterniénicas e a respectiva conectividade dos conjuntos fractais. Petek et
al. aplicaram a dindmica simbdlica ao estudo destas aplicagoes no conjunto dos quater-
nides, em [LSRP05]. Martineau e Rochon apresentaram em [MRO05] vérias férmulas para
estimar a distAncia nos conjuntos fractais bicomplexos no espago tridimensional. Além
dos trabalhos na élgebra dos nimeros bicomplexos, em [Gin02], Gintz introduziu a alge-
bra dos quaternides complexificada (CQUAT). Cheng apresentou em [CTO07] dois novos
métodos para gerar conjuntos fractais tridimensionais. Em [WS07], Wang et al. discutiu

as caracterfsticas dos conjuntos de Julia e Mandelbrot para as aplicagoes z — 2% + c,
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a € N, definidas na dlgebra dos quaternides, entre elas, a conectividade e os limites das
regices de estabilidade dos pontos fixos. Em [SW09a] e [SW09b], os mesmos autores ex-
ploraram a estrutura topolégica dos conjuntos de Mandelbrot quaterniénicos sob a acg¢ao
de determinada perturbagao e os conjuntos de Mandelbrot quaterniénicos associados a

pontos criticos nao nulos, respectivamente.

1.4 O estudo do caso matricial

A analise da dindmica da iteracdo da aplicagdo quadrética em &dlgebras de matrizes
é o grande objectivo deste trabalho; este tépico pode ser visto como a generalizacao do
estudo ja realizado em R ou C a estruturas algébricas mais abrangentes. A potencialidade
deste tema é especialmente evidenciada se tivermos em conta que a estrutura algébrica
deste espaco é bastante rica e que esta poderd trazer uma mais-valia ao estudo. Esta
estrutura poderd também permitir uma generalizagao a espagos de dimensao superior,
resultante da iteragao em matrizes de ordem superior ou da iteracdo em matrizes com
entradas complexas, quaterniénicas ou outras. As ferramentas existentes na dlgebra linear
sdo poderosas e a dinAmica que obtemos é muito diversificada, apresentando, por vezes,
fenémenos inesperados.

A pesquisa de artigos sobre este tépico especifico resultou num unico trabalho, [Ser02],
onde Amanda Serenevy analisa a iteragao em Ms (R) sob a ac¢ao do polinémio quadrético
z— 22 +c.

Na sequéncia de alguns dos factos analisados por Serenevy, no primeiro trabalho feito
sobre este tema, em [NBCRM10], aborddmos a existéncia de ciclos nao-comutativos, ca-

racterizando analiticamente um caso particular dos 2—ciclos deste tipo.



1.4 O estudo do caso matricial

A procura de aplicagdo de alguns dos resultados observados levou-nos ao estudo da
dinadmica da familia quadrética em certas subalgebras de M, (R), em particular, nas sub-
dlgebras das matrizes estocdsticas simétricas. O comportamento dindmico, j4 bem conhe-
cido, da familia quadrética no intervalo é reproduzido no espectro das matrizes estocds-
ticas e, para determinadas subclasses de matrizes estocdsticas, o referido comportamento
dindmico é também obtido nas entradas da matriz. Uma vez que uma matriz estocédstica
caracteriza uma cadeia de Markov, obtemos um sistema dindmico discreto no espaco das
cadeias de Markov reversiveis. Portanto, dependendo do pardmetro, existem condigoes
iniciais para as quais a correspondente cadeia de Markov reversivel serd atraida, sob a ite-
racio, para um ponto fixo, para um ponto periédico ou para um ponto aperiédico. Além
disso, verifica-se a sensibilidade as condig¢Ges iniciais e a coexisténcia de infinitas érbitas
periédicas repulsivas, duas das caraceristicas do caos. Este trabalho deu origem ao artigo
[CRMNB11].

No seguimento do trabalho [NBCRM10], o estudo dos ciclos nao-comutativos foi apro-
fundado, o que deu origem ao artigo [CRMNB12], onde foram estabelecidos resultados que
caracterizam os ciclos matriciais comutativos e ndo-comutativos. Além disso, foram apre-
sentados todos os tipos de 2—ciclos matriciais nao-comutativos em funcao do parametro

considerado e estudada a sua estabilidade.



Introducgao




Capitulo 2

Preliminares

Na primeira seccao sao introduzidos alguns conceitos e resultados fundamentais de
sistemas dindmicos discretos. Na segunda seccao é apresentada a iteracao quadratica nos
casos real e complexo. No caso complexo, o comportamento desta familia de funcoes é
ilustrado através dos conjuntos de Julia, Fatou e Mandelbrot, com defini¢oes e propriedades
bésicas sobre estes conjuntos. Para mais detalhes sobre as suas propriedades, poderao ser
consultadas as referéncias [Bea91], [Mil06], [CG93], [Rob99], entre outras.

Dada a natureza deste capitulo, as demonstragoes nao sao apresentadas ja que estes
resultados nao constituem, por si s, o objectivo deste trabalho, mas sim uma contextua-
lizagdo do estudo que se segue; no entanto, é indicada uma referéncia onde essa mesma

demonstracao pode ser encontrada.
2.1 Conceitos basicos de sistemas dinAmicos

Um sistema dindmico ¢ um modelo da evolugao de algo ao longo do tempo, durante
o qual essa entidade vai ocupando determinado estado. Dada a regra determinfstica que
define a evolugao dos estados e o conjunto de estados possiveis, o principal objectivo do

seu estudo é compreender o seu comportamento assimptético e a sua dindmica.

9
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Recordamos de seguida alguns resultados essenciais, bem como a defini¢ao de certos
tipos de pontos que tém um papel decisivo no estudo do comportamento dindmico de uma,

aplicacao, designadamente os pontos fixos, os pontos periddicos e os pontos criticos.

Definicao 2.1 Um sistema dindmico S é um triplo (E, T, ft), onde T é um conjunto
tempo com estrutura de grupo, o conjunto E é um espaco de estados e f': E — E é uma

lei de evolugdo parametrizada em t € T que satisfaz as propriedades:
o f0=idg;

o fiTs = flo SVt s € T, sempre que ambos os membros da igualdade estejam

definidos.

FE é um espago métrico completo, usualmente designado por espaco de fases. Quando
T C Z, o sistema dinamico S diz-se discreto; quando T' C R, este diz-se continuo. Ao
longo deste trabalho estudamos sistemas dindmicos discretos, cuja evolucao é determinada
pela iteracao de uma certa aplicacgao.

Sendo f : E — FE aregra deterministica que determina a evolugao dos estados no espago
de fases e z € E, denotamos por f* () a k—ésima iterada do ponto inicial x por f, ou seja,
¥ (x) = f*1(f (z)); assim, f* significa a composicdo de f consigo prépria k—1 vezes. A
iteracao de x sob a acgao de f gera a drbita de x, dada por O (z) = {:r, f (@), f?(x), } ,
onde x é o ponto inicial. Quando conveniente, poderemos considerar a notagdo x = xg
e Tnt1 = f(x,), n € N, indicando que f transforma cada estado x, no estado seguinte
Zn+1. Dado um ponto y, um ponto z tal que f (z) =y é chamado pré-imagem de y.

Os sistemas dindmicos estudados ao longo deste trabalho sdo nao lineares, ji que

as aplicacbes consideradas sdo nao lineares. A definicao destas aplicacbes envolve um
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parametro fixo; o dominio desse parametro é chamado espaco dos pardmetros.

Dado um sistema dindmico, o objectivo principal é conhecer e caracterizar as diferentes
dindmicas admitidas por f, tendo como ponto inicial um elemento de E. De seguida,
sao definidos alguns destes tipos de comportamento, comuns & generalidade dos sistemas

dindmicos.

Definigao 2.2 Seja f : E — FE a regra deterministica que determina a evolugdo dos
estados no espaco de fases e x, p, q € E.

e x diz-se um ponto periddico de periodo n de f se f"(x) = x, e f*(x) # x, para
1 < k < n — 1. Neste caso, f tem uma dJrbita periédica ou um ciclo de periodo n,
{x,f(m),...,f”fl (x)} Se n = 1, x diz-se um ponto firo de f. Um ponto periddico de
periodo n pode também designar-se por n—-ciclo.

e 1 diz-se um ponto pré-periddico (ou eventualmente periddico) se existe um inteiro
k>0 tal que f* (x) é um ponto periddico.

e x diz-se um ponto estritamente pré-periddico se é pré-periddico mas nao é periddico.

o x diz-se um ponto aperiddico se ndo existe um inteiro k tal que f* (x) é um ponto
periddico.

e a drbita de x diverge, sob a ac¢ao de f, se f™ (x) — o0, quando n tende para infinito.

Definicao 2.3 O conjunto dos pontos que sao fizos por f™ denota-se por Per(n, f), ou

seja, Per (n, f) ={xz: f"(z) = x}.

Definigcao 2.4 Seja d a métrica considerada em E e p um ponto periddico.

e Diz-se que um ponto q é assimptdtico a p no futuro se d (f’l‘C (q), f* (p)) converge para
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0 quando k — +o0o. O conjunto dos pontos assimptdticos a p no futuro, definido como

W (p) = {q €E:d (f'“ (@), f* (p)) — 0 quando k — +<>0},

diz-se o conjunto estdvel de p.
e Se a funcao f é invertivel, diz-se que um ponto q é assimptdtico a p no passado se
d ( F(q), f* (p)) converge para 0 quando k — —oo. O conjunto dos pontos assimptéticos

a p no passado, definido como

W) ={ac B:d(f"(@). /5 @) — 0 quando k — —oo},

diz-se o conjunto instdvel de p. Se f nao é invertivel, entio diz-se que um ponto q é
assimptdtico a p no passado se existirem Sequéncias p_j € q_j tais que pg = p, qo = ¢,

J(p—k) =p—kt1, f(q-k) = q-ry1 € d(p_k,q-k) converge para 0 quando k — +oo.

Os conjuntos estdvel e instdvel de um ponto periédico p verificam a relacao
fE(Wsv (p)) C W5 (p), para todo o k € T.
Dado um ponto periédico p, o conjunto estdvel W# (p) também se designa por bacia

de atraccdo do ponto p.

Defini¢ao 2.5 A bacia de atrac¢io de uma drbita periddica O = {po,p1,...,Pn—1} € 0

conjunto dos pontos x tais que d (f’l‘C (z), fetm (po)) — 0 gquando k — 400 para algum m.

Assim, a bacia de atracgado da dérbita O consiste nos pontos que sdo assimptéticos a

algum ponto p; da érbita, 0 <7 <n — 1.

Definicao 2.6 A bacia de atraccao imediata do ponto periddico py é a vizinhanca mdrima

I que contém pg tal que d (fk (z), f* (po)) — 0 quando k — 400 para qualquer x € 1. A
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bacia de atraccao imediata de uma orbita periddica é a unido das componentes conexas da

sua bacia de atraccdo que contém um ponto da sua orbita.

Definigao 2.7 Um subconjunto A do espaco de fases de um sistema dindmico (E,T, ft)

diz-se ft—invariante se ft(A) = A.

Como exemplo de um conjunto invariante podemos indicar uma qualquer 6rbita do
sistema dindmico. Alguns dos exemplos mais simples de conjuntos invariantes fechados
sao os pontos fixos e as drbitas periddicas.

Uma ligeira perturbagao numa 6rbita poderd ou nao ter impacto na sua evolucao
futura. As nogGes de estabilidade que definimos de seguida ilustram diferentes tipos de

comportamento.

Definicao 2.8 Seja d a métrica considerada em E. A drbita de um ponto x diz-se:
e Lyapunov estdvel se, para qualquer € > 0 existe § (¢) > 0 tal que d (fk (z), f* (q)) <e€
sempre que d(x,q) < d(e), Vk > 0.
o assimptoticamente estdvel se for Lyapunov estdvel e se existe um € > 0 tal que
lim d(f*(z), f¥(q)) = 0 sempre que d(z,q) < ¢, ou seja, se W*(z) contiver uma

k——+o0

vizinhanca de x.

Definicao 2.9 Um ponto p diz-se:
e atractivo se for periddico e assimptoticamente estdvel;

e repulsivo se WY (p) contém uma vizinhanga de p.

A estabilidade de um ponto fixo de uma determinada aplicagio néo linear

estuda-se usando o método de linearizacao, fazendo a andlise do sinal dos valores préprios
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da linearizagao do sistema em torno desse ponto, ou pelo método directo de Lyapunov,
fazendo a anédlise de uma funcao de Lyapunov apropriada. Em alguns casos, pode ser feito
o estudo quantitativo determinando os vectores préprios associados a cada valor préprio.

Se a matriz Jacobiana no ponto fixo x possuir valores préprios que se situam no interior

do circulo unitério do plano complexo, estabelecemos o resultado que se segue.

Proposicao 2.10 Seja (E, T, f) um sistema dindmico definido num aberto E C R™ por
um difeomorfismo f de classe C™ com r > 1. Se x é o 1nico ponto firo do sistema, entio
x € assimptoticamente estdvel se os wvalores prdprios de Df(x) se encontram todos no

interior do circulo unitdrio do plano complexo.

Dem. [ASY97]. m

Quando existir mais do que um ponto fixo, o que geralmente acontece quando traba-
lhamos com aplicagoes nao lineares, poderao existir varios pontos fixos assimptoticamente
estdveis; nesse caso, diz-se que o sistema exibe multi-estabilidade e nenhum dos pontos
fixos tem estabilidade assimptética global.

Quando falamos de estabilidade de aplicacGes lineares de R™ em R™, isto é, aplicacoes
do tipo

p— Ap,

onde A é uma matriz m x m tal que a aplicagdo A(p) ¢é linear para cada a,b € R, e
P,q € R™, tem-se

A(ap + bq) = aA(p) + bA(q).

Toda a aplicagao linear tem a origem 0 como ponto fixo. Se todos os pontos que estdao

numa vizinhanga do ponto fixo 0 se aproximam deste quando iterados pela aplicacao, con-
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sideramos o ponto fixo como sendo um atractor. Este comportamento pode ser explicado

recorrendo aos valores proprios da matriz A. O préximo teorema ilustra este facto.

Teorema 2.11 Seja A(p) : R — R™ wma aplicagio linear. Entao:

e a origem é atractiva se todos os valores proprios de A sdo menores do que 1, em
valor absoluto;

e q origem é repulsiva se todos os valores préprios de A sdo maiores do que 1, em valor

absoluto.

Dem. [ASY97]. m
Outro aspecto importante, que acontece em dimensdo superior a um, é o facto de se
poder considerar aplicagoes lineares para as quais numa direccao a origem ¢é atractiva e

noutra a origem é repulsiva, ou seja, a origem é um ponto de sela.

Definigcao 2.12 Seja A uma aplicacao linear definida em R™. Dizemos que A é hiper-
bolica se A nao tem valores préoprios de valor absoluto igual a 1. Se uma aplicacao linear
hiperbolica A tem pelo menos um wvalor préprio maior que 1, em valor absoluto, e pelo
menos um valor préprio menor que 1, em valor absoluto, entdo a origem é definida como

ponto de sela.

Assim, existem trés tipos de aplicages hiperbdlicas: um tipo para o qual a origem
¢ um ponto atractivo, outro onde a origem é um ponto repulsivo e um terceiro onde a
origem é um ponto de sela. As aplicagoes lineares hiperbdlicas sdo um importante objecto
de estudo, pois estas tém bem definidas as direc¢oes de contraccao e de expansao. Neste
sentido, podemos definir trés tipos de subespacos: o subespago préprio instdvel, E*, o

subespaco préprio estavel, E®, e o subespaco préprio centro, EC.
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Definigao 2.13 Seja A uma aplicacao linear definida em R™. Representamos por

E* = span{v : v é vector préprio associado ao valor proprio X de A, com || < 1}
EC = span{v : v é vector proprio associado ao valor proprio A de A, com |\ =1}

E" = span{v : v é vector proprio associado ao valor proprio A de A, com |\ > 1}

onde span{vi, ..., v, } representa o espago gerado pelos vectores vy, ..., vy.

Nas aplicacoes nao lineares, como podemos estudar a estabilidade dos pontos fixos ou
de pontos pertencentes a uma o6rbita periddica? A ideia usada tem presente o que é feito
no estudo da estabilidade de pontos fixos de aplicagdes nao lineares de dimensao um. Em
dimensao um, o processo que determina se um ponto fixo é repulsivo ou atractivo passa
pela linearizacao da aplicacdo em torno desse ponto, linearizacao essa que é feita usando

a nocao de derivada.

Teorema 2.14 Seja x um ponto periddico de periodo n e seja A\ o valor da derivada de
frema, (f7) () =\ O ponto = é:

e atractivo se |A| < 1.

e neutro se |A\| = 1.

e repulsivo se || > 1.

Dem. [Rob99] m

Em dimensao superior a um a situagao é similar, tendo em atenc¢dao que o estudo da
derivada da fung@o no ponto é agora substituido pelo estudo do valor absoluto dos valores
préprios da matriz Jacobiana nesse ponto.

Seja F' = (f1, f2,..., fm) uma aplicacdo em R™ e seja p € R™. Dado um ponto
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h = (hy, ..., hyn) onde h; toma valores suficientemente pequenos, tem-se

F(p+h) — F(p) =~ DF(p).h,

onde DF(p) é a matriz Jacobiana da aplicagao F' no ponto p, sendo o erro de aproximagao
proporcional ao quadrado da norma de p. Enquanto o erro de aproximacao permanecer
pequeno, a accao da aplicacao F' perto do ponto fixo p é essencialmente a mesma que a
accao da aplicagao linear

h — Ah,

onde A = DF(p) perto do ponto fixo 0 = (0, ...,0).

Teorema 2.15 Seja F' uma aplicagio em R™ e F(p) = p.
e Se o valor absoluto de cada valor préprio de DF(p) é menor do que 1, entdo p é um
ponto fixo atractivo.

e Se o valor absoluto de cada valor préprio de DF(p) é maior do que 1, entdo p é um

ponto fizo repulsivo.

Dem. [ASY97]. m

Defini¢ao 2.16 Seja F uma aplicagio em R™ e F(p) = p. Entido o ponto fixo p é
designado como hiperbdlico se nenhum dos valores proprios de DF(p) tem norma igual
a um. Se p é hiperbdlico e se existe pelo menos um valor préprio de DF(p) com norma
menor que um e pelo menos um valor préprio de DF(p) com norma maior que um, entao

p ¢é designado por ponto de sela.

Se, em vez de um ponto fixo, p for um ponto periédico de perfodo k, isto &, F*(p) = p,

basta tomar F* em vez de F.
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Se p se trata de um ponto periédico de periodo k interessa saber qual é o comporta-
mento dos valores préprios de DF* em cada um dos pontos da érbita periédica de periodo
k, {p1,...,Pr}. Vamos considerar uma aplicacdo F' definida em R™ tal que existe uma
6rbita periédica {p1, ..., px} de periodo k. E sabido que o conjunto dos valores préprios
do produto de védrias matrizes é inalterado quando se faz uma permutacao ciclica desse

produto. Por outro lado, usando a regra da derivada da fun¢do composta, temos
DF*(p1) = DF(p) DF(pj-1)..DF(p1). (2.1)

Assim, os valores préprios da matriz Jacobiana determinada no ponto p1, DF* (p1), vao
determinar a estabilidade no ponto F*(p;) mas também de toda a érbita de periodo k.
De facto, se examinarmos os valores préprios, por exemplo, de DEF*(p,) onde p, ¢ um dos

pontos da érbita periédica, verificamos que
DF*(p,) = DF(pr—1) DF(pr—2)...DF(p1) DF(py,)...DF(p,). (2:2)

Pelo que foi dito, concluimos que os valores préprios de 2.1 e 2.2 sdo idénticos. Assim,
temos a garantia que os valores préprios sao sempre os mesmos, qualquer que seja o ponto

da érbita periédica considerado.

Definicao 2.17 Seja F' uma aplicagio em R™ e p um ponto da érbita periddica {p1, ..., Pk}
de periodo k . Representamos por
E* = span{v : v é vector prop. associado ao valor prép. A de DF*(p), com |\ <1}
EC = span{v : v é vector prép. associado ao valor prép. X de DF*(p), com |\ = 1}
B = span{v : v é vector prop. associado ao valor prép. A de DF*(p), com |\ > 1}

onde span{vy, ..., v, } representa o espago gerado pelos vectores vy, ..., Uy.
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Assim, é possivel provar que um ponto fixo atractivo de uma aplicacdo nao linear
é topologicamente conjugado ao ponto fixo de uma aplicagdo linear, onde esta ultima
¢ induzida pela Jacobiana da aplicacdo nao linear. Consideremos entdao o teorema de

Hartman-Grobman.

Teorema 2.18 (Teorema de Hartman-Grobman) Seja F : R™ — R™ um difeomorfismo
de classe C" e p um ponto fizo hiperbdlico. Entdo, existem as vizinhancas U de p e V de

0 e um homeomorfismo h :V — U tal que

F(h(q)) = h(Aq),
para todo q € V, onde A = DF(p).

Dem. [ASY97]. m

Corolédrio 2.19 Seja F : R™ — R™ um difeomorfismo de classe C" e p um ponto fixo
hiperbdlico. Se p é um ponto repulsivo entdo nao é Lyapunov estdvel; se p é um ponto

atractivo entao é assimptoticamente estdvel.

Se a matriz Jacobiana possuir um valor préprio na circunferéncia unitdria, o estudo
da estabilidade é mais exigente.

Um dos aspectos mais relevantes da teoria dos sistemas dindmicos é exactamente a
distingao entre as regides de estabilidade e as regides onde o comportamento é cadtico.

Mas o que entendemos por cadtico?

Definigao 2.20 (Defini¢io de caos seqgundo Devaney) Sejam (E,T, ft) um sistema di-
ndmico, J C E um subconjunto invariante e f' uma aplicacio continua. Dizemos que o

sistema dindmico é cadtico em J se:
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o f! apresenta sensibilidade as condigdes iniciais em J;

o f! ¢ topologicamente transitiva em J;

e 0s pontos periddicos de f' sao densos em J.

Nesta definigdo de caos segundo Devaney, verificamos que o comportamento caético de
determinada aplicacao caracteriza-se pela sensibilidade as condigoes iniciais, isto é, existe
uma constante 8 > 0 tal que, por muito pequena que seja a vizinhanca de um ponto
p considerada, existe sempre um outro ponto nessa vizinhanca cuja 6rbita, a partir de
certa iterada, dista da orbita de p pelo menos 8. Outro dos requisitos é a transitividade
topoldgica, caracterizada pela transicao, através da iteracao, de pontos de uma vizinhan-
ca arbitrariamente pequena para outra, e pela impossibilidade de decompor o sistema
dindmico em dois conjuntos abertos disjuntos que sejam invariantes sob a accao de f'.
Finalmente, o 1ltimo requisito para o caos: os pontos periédicos sao densos em F, isto é,
para qualquer ponto periédico, existe um ponto de E arbitrariamente préximo do primeiro.

Outra questao que surge no estudo de sistemas dindmicos prende-se com a distingao
entre dois sistemas dindmicos. O estudo deste problema pode ser feito através de grandezas
numéricas, caracterfsticas qualitativas ou estruturas algébricas, estabelecendo relagoes de
equivaléncia ou outras entre os sistemas dindmicos.

A definicdo que apresentamos de seguida caracteriza a conjugagao topolégica, que
preserva o nimero de pontos periédicos das dindmicas dos sistemas envolvidos e também as
orbitas densas, ji que aplica homeomorficamente as érbitas de um dos sistemas dinamicos

nas do outro que lhe é conjugado.
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Definigao 2.21 Sejam f: 1 — I e g: J — J duas aplicagbes. Dizemos que f e g sao

topologicamente conjugadas se existe um homeomorfismo h: I — J tal que ho f = goh.

Neste caso, diz-se também que f é topologicamente equivalente a g e que h é uma

conjugacao topoldgica entre f e g.

2.2 A aplicacao quadrética nos casos real e complexo

Tal como referimos, a aplicagao logistica, yn+1 = pyn (1 — yn), € um sistema dindmico
nao linear muito citado quando se retratam as caracteristicas dos sistemas cadticos. No
entanto, apesar de bem conhecido, apresentamos algumas das caracterfsticas que serao

lteis na compreensao de certos fenémenos nos capitulos que se seguem.

Usualmente, a familia quadrética é definida na literatura usando uma das seguintes

formas:

Yn+1 = n (1 = yn) (2.3)

ou

Tpi1 =22 F e (2.4)

Assim, tendo presente a Definigao 2.21, podemos verificar que (2.3) e (2.4) sdo dinami-
camente equivalentes, ja que sao topologicamente conjugadas, considerando a conjugac¢ao
h(z) = —px+ 'L—ZL ec= 111 (2 — p?) . Ao longo deste estudo, é usada a forma (2.4), sendo
¢ um parametro real /complexo. Assim, ao estudar o sistema dindmico regido por (2.4),

serd possivel compreender o comportamento de qualquer outro sistema dindmico definido,

em R ou C, por qualquer outra aplicacao polinomial quadrética.
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2.2.1 A iteragao sob a acgao da familia quadratica real

Consideremos a familia quadrética f. definida em R por f. (2,) = 22 4 ¢, sendo ¢ € R
um parametro fixo. Ao resolver a condigao f. () = z, com o objectivo de determinar os
pontos fixos, obtemos as solugoes z4 = % (1 + M) exr_ = % (1 — M) (que sao
reais se e s6 se ¢ < %) e verificamos que A = f' (z+) = 1 £ /1 — 4c. Os pontos fixos, bem
como os outros pontos periédicos, sao essenciais na descricao do comportamento dindmico
de f.; usando o Teorema 2.14, o comportamento assimptoético desta familia é descrito ao

longo dos resultados que se seguem.

Definigao 2.22 Uma familia de fun¢des a um pardmetro Fy sofre uma bifurcacao do tipo
sela-né ou bifurcacao tangente em X\g se existir um intervalo aberto I e um valor € > 0 tal

que:

1. para Ao — e < X < Ao, F\ ndo tem pontos fixos em I;

2

2. para A = Ao, F)\ tem um ponto fizo no intervalo I e este ponto fixo ndo é atractivo

nem repulsivo;

3. para N\g < A < Ao+ ¢, F) tem dois pontos fizos no intervalo 1, um atractivo e outro

repulsivo.

Note-se que nao é relevante o facto da definicao anterior estar formulada para o caso
em que a bifurcag@o ocorre & medida que A cresce, ja que é sempre possivel encontrar uma
outra familia de fungoes F_y que terd o comportamento adequado quando A — Ag.

. 1 . . .

Como podemos observar na Figura 2.1, quando ¢ = —, ocorre a primeira bifurcacao,

4

do tipo bifurcagao de sela-né ou bifurcagao tangente, caracterizada pela criagdo (ou des-
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truicdo) de um par de pontos de equilibrio com estabilidades contrarias. Usando o que

vimos anteriormente, demonstra-se o seguinte resultado.
Proposigao 2.23 A aplicagdo f.(x,) = 22 + ¢, Tp,c € R, é tal que:
1 o .
® sec> T todas as orbitas divergem para oo;

. 1
e sec=—, f. tem um dnico ponto firo, x4+ =xr_ = 5 e este é neutro;

—_ =] =

® sec< T fe tem dois pontos fixos distintos, x4 e x_. O ponto fixo x4 é repulsivo

enquanto que:

1
— se 1 <c< T entao todas as orbitas de f. em |—2;2[ sdo assimptdticas ao

ponto fixo x_, ou seja, x— é um ponto fixo atractivo;
3 .
— sec= R 0 ponto fixo x_ é neutro;

— sec< ——

1 o ponto fixo x_ é repulsivo.

Ao resolver a condigao f? (z) = x, com o objectivo de determinar os pontos periédicos

1 1
de periodo 2, obtemos as solucoes ¢ = 5 (—1 ++/—4c — 3) eq. = 5 (—1 —/—4c — 3)
3
(que s@o reais se e s6 se ¢ < _Z> e verificamos que
/
A= (%) (q0) = F'(f(g2) [/ (g) =4 (c+1).
. . 3 . . ~
Como verificamos na Figura 2.1, para ¢ = —— surge um novo tipo de bifurcacao, de-

4

signada por bifurcacao de duplicacao de periodo, caracterizada pela perda de estabilidade

do ponto fixo e pelo aparecimento de uma nova érbita periédica de periodo 2.

Definigao 2.24 Uma familia de funcdes a um pardmetro F\ sofre uma bifurcacdo de

duplicacao de periodo em g se existir um intervalo aberto I e um valor € > 0 tal que:
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. se XN € [Xo—¢g; o+ €|, entao F)\ tem um unico ponto fixo px em I;

. se Ag— e < A< A, entdo I\ ndo tem 2—ciclos no intervalo I e o ponto fixo py é

atractivo;

. se X < A< X +¢g, entdo Fy\ tem um tnico 2—ciclo {qx,,qx, } no intervalo I, com

Fy (qx,) = qr,. Este 2—ciclo ¢ atractivo e o ponto fixo py é repulsivo.

Jr ~
. se X — Ay, entao qx;,qr, — Dxo-

Também nesta defini¢do, e por motivos analogos, nao é relevante o facto da formulagao

estar feita para o caso em que a bifurcacao ocorre & medida que A cresce.

Proposigao 2.25 A aplicagio f.(x,) = 22 + ¢, com T, c € R, é tal que:

3 1 . . .
se —— < c< E entao f. tem um 1nico ponto fixo atractivo x_;

4
3 N ,
se c= R entdao o ponto firo x_ = qy é neutro;
3 . . . L
se =7 <c< -7 entdo T+ sao pontos fixos repulsivos e todas as orbitas de f. e as

suas pré-imagens em |—2;2[ sao assimptdticas a um 2—ciclo {q+,q-} atractivo.

5 . N . . .
sec< T entdo x4 sao pontos fixos repulsivos e {qy,q-} é um 2—ciclo repulsivo.

5 . . . .
Em c = ~1 0 2—ciclo torna-se instavel e surge um 4—ciclo estdvel; & medida que o

valor de ¢ vai decrescendo, este tipo de bifurcagao vai-se repetindo, observando-se um fené-

meno designado por cascata de duplicagao de perfodo, que podemos observar na Figura

2.1. Ao contrério do que poderemos pensar, este fendmeno nao se estende ilimitadamente

até —oo. Com o crescimento do nimero de bifurcacées, o periodo do ciclo aumenta ex-

ponencialmente e as sucessivas bifurcagoes ocorrem cada vez mais rapidamente; devido a
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i

Bl

Figura 2.1: Diagrama de bifurcacdo da funcio quadrética f. () = 22 + ¢

escala de auto-semelhanga, o ponto de acumulagao ¢y = —1.401155, designado por ponto
de Myrberg-Feigenbaum, determina a paragem deste comportamento e a passagem ao
caos. Surgem algumas "janelas de regularidade" ou de dindmica periédica, como o caso
do perfodo 3 ou do perfodo 5, que podem ser observados na Figura 2.2.

Quando ¢ = —2, verificamos que f. aplica o intervalo [—2;2] em si préprio.

Teorema 2.26 Consideremos I = [—2;2] e ¢ = —2. Entdo a fungdo f. tem pelo menos

2™ pontos fixos de periodo n no intervalo I.

Dem. [Dev86]. m
Se ¢ < —2, existem pontos do intervalo I = [—2;2] cujas iteradas por f. nao per-
manecem contidas em I, escapando para infinito. Coloca-se a questao: qual é o conjunto

dos pontos cuja érbita permanece no intervalo 7

Definicao 2.27 Um conjunto de Cantor é um conjunto nao vazio % C R tal que:
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I
=176 -1.628

Figura 2.2: Ampliacdo do diagrama de bifurcacio da aplicacio f.

e X ¢é compacto (fechado e limitado);
e X ¢ totalmente desconero;

e todos os pontos de Y sao pontos de acumulagdo.

Proposigao 2.28 Sejam ¢ < =2, A, = A{ze[-2;2]: " (z) € [-2;2]}

A= ﬂ Ay ={x €[-2;2]: fI' (x) € [-2;2] para todo o n € N}. Entdo
n=1

e Para qualquer n, A, é formado pela unido de 2" intervalos fechados em I.

e

e Sendo J qualquer um dos 2™ intervalos fechados em A, temos que fI' : JJ — [—2;2]

é bijectiva.

e A é um conjunto de Cantor.

Dem. [Dev86]. m
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Recorrendo a resultados de dindmica simbélica, em [Dev86] prova-se que, para ¢ < —2,
a dindmica da aplicagdao quadrética f. no conjunto de Cantor A, ou seja, no conjunto dos

pontos cuja érbita se mantem no intervalo I, é caética.

Ao estudar o comportamento das drbitas & medida que o valor do parametro c cresce,
verificamos que existe uma determinada regularidade quanto a existéncia de pontos peri6-
dicos de diferentes periodos.

O resultado que se segue, publicado em 1975 por Li e Yorke, mostra que a existéncia
de um ponto periédico de periodo 3 implica a existéncia de pontos periddicos de todos os

outros periodos.

Teorema 2.29 Seja f: R — R uma func¢do continua num ponto a tal que

fPla)<a<fla)<f*(a) ou f(a)>a>f(a)> f*(a).
Entao f tem pontos periddicos de todos os periodos.

Dem. [LY75]. m

Sé6 mais tarde se verificou que o teorema de Li e Yorke era, na realidade, um corolario
do teorema de Sharkovsky, resultado que néo teve grande impacto quando foi publicado
em 1964, mas que hoje é reconhecido como um marco no estudo da familia de aplicacGes
unimodais. Antes de enunciarmos o teorema, consideremos a ordem de Sharkovsky, uma

nova ordenacao dos nimeros naturais definida da seguinte forma:
3pb>T7>9> 1l .. >2n+1>2n+1)4+1>...2-3>2-5>2-7T> ...
W>22.3>22.5p22. 7> .. > 2" 32" 52" T >

Lpontlogpontl s ontl 7y 9"y 222 1.
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Teorema 2.30 (Teorema de Sharkovsky) Suponhamos que f : R — R é uma fung¢do
continua num intervalo J, com f(J) C J. Se f tem um ponto periddico de periodo m

entdo f também tem pontos periddicos de periodo m, para todo o n tal que m > n.

Dem. [Sha95]. =m

E interessante observar que este padrao, no que concerne ao aparecimento de érbitas
periédicas, é independente da familia de func¢des continuas considerada.

No entanto, o teorema de Sharkovsky néao é garantidamente valido em sistemas dinami-
cos definidos em outros espagos topolégicos.

Uma outra caracteristica do comportamento de certas aplicacoes nao lineares é a pos-
sibilidade destas apresentarem mais do que um atractor. No caso da aplicagao quadratica
fe, para cada valor de ¢, constatamos a existéncia de um tunico atractor. De seguida,
iremos verificar que este comportamento se relaciona directamente com o facto de f. ter

um tnico ponto critico.

Definicao 2.31 Seja f uma funcio de classe C3. Define-se a derivada de Schwarz de f

como

-2

Sf(z)

Pela regra da cadeia,

S(go f)(z) = Sg(f(@)|f ()] +5f (z),

logo
n—1
SF" (@)= 307 (7 @) [(7) @)
=0

Assim, se uma aplicagdo f tiver derivada de Schwarz negativa, o mesmo se passa com

todas as suas iteradas f", para n > 1.
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Em [Sin78§], Singer provou um resultado que relaciona o nimero de pontos criticos com

o nimero de drbitas periddicas atractivas.

Teorema 2.32 (Teorema de Singer) Seja f : I — I uma aplicagio de classe C® com
derivada de Schwarz negativa em todos 0s pontos do intervalo compacto I; entdo a bacia
de atracgdo imediata de qualquer orbita periddica atractiva contém um ponto critico de f

ou um dos extremos de I.

Dem. [Dev86]. m

Assim, segundo este resultado, uma aplicagdo com n pontos criticos e com os extremos
repulsivos tem no méximo n orbitas periédicas atractivas. Concluimos entao que, no caso
da familia quadritica, como existe apenas um ponto critico, existe no maximo uma érbita

periddica atractiva.

2.2.2 A iteragao sob a acgao da familia quadratica complexa - Conjunto
de Julia e conjunto de Mandelbrot
Consideremos a familia quadrética f. definida em C por f. (z,) = 22 + ¢, sendo ¢ € C
um parametro fixo. Fixado o parametro complexo ¢, temos como objectivo definir o
conjunto de Julia de f.. O nome deste conjunto deriva do nome do matematico francés
Gaston Julia, que estudou a iteracao de funcoes racionais complexas em pormenor, a par

de Pierre Fatou.

As demonstracgoes dos resultados apresentados nesta seccdo podem ser consultadas em

bibliografia variada, como por exemplo [Dev86], [DH85], [CG93], [ASY97].

Para qualquer aplicacao polinomial, o infinito é sempre um ponto fixo atractivo, logo,
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para cada parametro fixo ¢, é sempre possivel definir o conjunto
Ac(0) = {zo e C: f¥(29) — oo quando k — oo} .

Existem sempre pontos zp cuja 6rbita f* (zy) ndo ¢é ilimitada, como os pontos periédicos,

logo definimos o seguinte:

Definicao 2.33 O conjunto de Julia preenchido IC. é composto pelos pontos cujas orbitas

permanecem limitadas sob a accdo de f., ou seja, o conjunto definido por
Ke= {20 € C: f¥(2) » 0o quando k — 0o} = C\ A, (c0).
O conjunto K. é um subconjunto compacto de C.

Definicao 2.34 O conjunto de Julia de f., que denotamos por J., é a fronteira do con-

junto de Julia preenchido, ou seja, J. = OK..

Definigao 2.35 O conjunto de Fatou F. é o conjunto complementar em C de J.,

Fo.=C\ T..

Por vezes, os conjuntos K. e J. sao ambos designados por conjuntos de Julia, embora
se deva distinguir que o primeiro é o conjunto de Julia preenchido, enquanto que o segundo
¢é a fronteira do conjunto de pontos cuja orbita é atraida para o infinito, que serd igual a
fronteira do conjunto de pontos cuja érbita permanece limitada sob a ac¢ao de fe.

Podemos observar na Figura 2.3 varios conjuntos de Julia preenchidos /C..

Estes conjuntos sao bastantes distintos, consoante o valor do pardmetro ¢ considerado.
Para a maior parte dos valores de ¢, o conjunto 7. é um fractal. Observamos que J.

delimita as 6rbitas que permancem limitadas e aquelas que sao atraidas para oo, sob a
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(a) (b) (c)

(d) (e) ()

Figura 2.3: Conjuntos de Julia preenchidos IC.: (a) ¢ = —0.25—0.5¢; (b) ¢ = 0.278+0.5251;
(c) ¢ = —0.2057 — 0.648079i; (d) ¢ = —0.0694 + 0.663; (¢) ¢ = —0.6 — 0.6i; () ¢ = i

acgao de f.. Assim, outra forma de caracterizar o conjunto de Julia 7. é dada pelo seguinte

resultado:
Teorema 2.36 J. é o fecho do conjunto de todos os pontos periédicos repulsivos de fe.
Proposigao 2.37 J. é um conjunto compacto, nao-vazio, e invariante sob a ac¢do de f..

Proposigdo 2.38 Seja ¢ = 0. Se |z| < 1 entdo f§(z) — 0, enquanto que se |z| > 1

entdo f¥(2) — oo, quando k — .

Assim, o conjunto {z € C: |z| < 1} é a bacia de atracgao do ponto fixo 0, representada

na Figura 2.4.
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Figura 2.4: Conjunto de Julia preenchido Ky

Os pontos pertencentes ao circulo unitario |z| = 1, que é a fronteira de Ky, formam o
conjunto de Julia Jy. Mas este caso particular é a excepcao, no sentido em que a maior
parte dos conjuntos de Julia 7. sao fractais.

Quanto ao espaco de parametros, este pode ser decomposto em diferentes regices,
consoante o comportamento do tnico ponto critico da aplicagao, z = 0, sob a accao de
fe- Esta decomposicao ¢é ilustrada no conjunto de Mandelbrot, um dos mais populares e
admirados objectos matematicos, dado a conhecer em 1980 por Benoit Mandelbrot, quando
o estudo analitico realizado por Gaston Julia e por Pierre Fatou pode ser complementado
com recurso ao computador, o que permitiu ilustar e reproduzir a iteracao de funcoes

racionais complexas.

Definigao 2.39 O conjunto de Mandelbrot M é o conjunto de todos os pontos c do espago
dos pardmetros, definido no plano complexo, tais que a érbita do ponto critico, z =0, é
himitada:

M:{CGC:ka(O)—Hooquandok—>oo}.

Mas este conjunto extremamente complexo, ilustrado na Figura 2.5, pode ser descrito
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Figura 2.5: Conjunto de Mandelbrot M

de outra forma equivalente, recorrendo & dicotomia existente no comportamento dindmico
de f., expressa pelo facto do conjunto de Julia preenchido ser conexo ou ser um conjunto

de Cantor,
M = {c € C: o conjunto de Julia preenchido K. é conexo},

visto que, pelos trabalhos de Fatou, Julia, Douady e Hubbard, se o ponto critico de f,
pertence a K., entao K. é conexo, sendo o reciproco vélido, ja que, se o conjunto de Julia
preenchido K. é conexo, entdo a érbita de 0, {O, f-(0), £2(0), }, é limitada, [Dev86].
Assim, a drbita do ponto critico 0 permite caracterizar a geometria dos conjuntos de Julia
Je:

e se as iteradas de 0 sdo atraidas para um ponto fixo atractivo, entdao J. é uma curva

fechada simples, nao diferencidvel, como por exemplo a fronteira do conjunto de Julia
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preenchido K_g25_0.5i, ilustrado na Figura 2.3 (a).

e se as iteradas de 0 sao atraidas para um ciclo atractivo de periodo n > 2, entao
Je € um conjunto conexo mais complexo: contém um ndmero infinito de curvas simples
fechadas, como por exemplo a fronteira do conjunto de Julia preenchido Kg.278-+0.525,
ilustrado na Figura 2.3 (b).

e se as iteradas de 0 sdo atraidas para oo, entao J. € um conjunto de Cantor, um con-
junto totalmente desconexo designado por Poeira de Fatou, como por exemplo a fronteira
do conjunto de Julia preenchido K_g 0.6, ilustrado na Figura 2.3 (e).

Observamos entao que a caracterizacao da dindmica de f. é dominada pelo comporta-

mento do ponto critico:

Teorema 2.40 (Teorema de Fatou) Todo o ciclo atractivo de uma fun¢ao polinomial ou

ractonal complexa atrai, pelo menos, um ponto critico.

Pelos resultados anteriores, caracterizando os pardmetros para os quais a érbita de 0
é limitada, iremos caracterizar as orbitas atractivas e também todos os pardmetros para
os quais o conjunto de Julia preenchido K. é conexo. Assim, o conjunto de Mandelbrot
M pode ser visto como um catdlogo dos conjuntos de Julia, como ilustra a Figura 2.6, ou
como algo andlogo ao diagrama de bifurcacao do caso real, representado anteriormente na

Figura 2.1, mas para o caso da aplicacdo quadritica definida em C.

As regides do conjunto de Mandelbrot indicam qual o perfodo da tnica érbita atractiva
de f., como ilustramos na Figura 2.7. Por exemplo, os valores de ¢ pertencentes ao cardiéide

principal de M sao tais que a aplicacao quadratica f. possui um unico ponto fixo atractivo.
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Figura 2.6: Conjunto de Mandelbrot como catdlogo dos conjuntos de Julia preenchidos

Quanto as propriedades do conjunto de Mandelbrot, podemos ainda afirmar:

=

Proposigao 2.41 M contém todos os pardametros c tais que |c| <

Proposicao 2.42 Se ¢ € M, entaio |c| < 2.

Proposicao 2.43 Se |c| <2 e |f?(0)| > 2 para algum n, entio f¥ (0) — oo.

Proposigao 2.44 O conjunto de Mandelbrot, M, é um conjunto compacto e conexo.
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Figura 2.7: Periodos da érbita atractiva de f., a 6rbita do ponto critico

No estudo do conjunto de Mandelbrot, existe um outro valor do parametro relevante:

Definigao 2.45 Um ponto de Misiurewicz é um ponto ¢ € M tal que f¥ (0) é estritamente

pré-periddico.

Exemplo 2.46 Se considerarmos:
e c =i, a orbita f¥(0) serd {0,i,—1 +1d,i,—1 +1,...}.

e c = —2, a drbita f¥(0) serd {0,-2,2,2,...}.

Os pontos de Misiurewicz pertencem & fronteira do conjunto de Mandelbrot, OM,
e formam um conjunto enumerdvel denso em OM. Além disso, se ¢ é um ponto de
Misiurewicz, o conjunto de Julia é igual ao conjunto de Julia preenchido, J. = K., como
podemos ver na Figura 2.3, caso (f), quando ¢ = . Neste caso, o conjunto de Julia
define-se como dendrite e todos os ciclos pertencentes a J. sdo repulsivos, inclusivamente

o ciclo onde cai a érbita do ponto critico, f¥ (0).



Capitulo 3

Iteracao em M, (R)

Sendo este um trabalho que tem como principal objectivo o estudo de sistemas dindmi-
cos discretos em dlgebras de matrizes, é essencial comecar por abordar as formas distin-
tas que poderemos considerar quando generalizamos uma aplicacao polinomial escalar f,
definida em R ou em C, a uma aplica¢do matricial, definida na dlgebra M, (R), das matrizes
reais do tipo n X n.

Tomemos, por exemplo, a aplicacao quadrética, definida por
fo(z)=224¢, zceR. (3.1)
Com base em 3.1, podemos considerar a aplicacdo matricial
F(Z)=2%+cl, Z¢c M,(R),ccR, (3.2)
ou podemos fazer uma generalizacdo mais ampla, dada por
Fo(2)=7°+C, Z <€ M,(R),C € M,(R). (3.3)

E importante clarificarmos que, ao longo deste estudo, trabalharemos com os dois
tipos de generalizagao. Iniciaremos este capitulo caracterizando a iteragao sob a acgao de

aplicacoes matriciais que resultam directamente de uma aplicacao escalar, na medida em
37
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que deixamos de ter um objecto real x € R e passamos a ter uma matriz X € M, (R), como
por exemplo a generalizacao 3.2. No capitulo 6 regressaremos a este tipo de generalizacao,
ao efectuarmos o estudo de sistemas dindmicos discretos no espaco das cadeias de Markov
reversiveis.

Generalizacoes de aplicagoes polinomiais que envolvam a passagem a parametros ma-
triciais, como por exemplo a generalizagao 3.3, serao abordadas de seguida.

Sao descritos neste capitulo os resultados apresentados nos artigos [NBCRM10] e

[CRMNB12], sendo que este tltimo ja foi aceite e estd em fase de publicagao.
3.1 Generalizacgoes do caso unidimensional ao caso matricial

A decomposigdo canénica de Jordan é uma das ferramentas algébricas que usamos na
caracterizacao que pretendemos fazer.
Segundo um dos resultados bésicos de élgebra linear, qualquer matriz A € M, (C)

pode ser expressa na forma canénica de Jordan
PYAP = J = diag (J1, Ja, ..., Jp)
com

e 1

Jp=Jp (M) =

onde P ¢ uma matriz invertivel, \; sao os valores préprios de A e mi +mg +... +m, = n.
A matriz de Jordan J é unica a menos da ordem dos blocos J;, mas a matriz P nao é
Unica. Se A1, Ag, ..., As forem os valores préprios distintos de A, & ordem n; do maior bloco

de Jordan em que \; aparece chamamos ndice de A;.
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Duas matrizes A, B € M, (C) dizem-se semelhantes se existir uma matriz invertivel
P € M,(C), tal que

B=P AP

Como a semelhanga de matrizes é uma relacao de equivaléncia, em cada classe de
equivaléncia é possivel considerar uma matriz que estd na forma canénica de Jordan.

Uma matriz quadrada A é diagonalizdvel se for semelhante a uma matriz diagonal
D, isto ¢, se A = PDP~! para alguma matriz invertivel P e alguma matriz diagonal D.
Usualmente a matriz D é chamada de matriz espectral de A.

Assim, se A ¢é diagonalizdvel, a sua forma canénica de Jordan reduz-se a uma decom-
posicao pelos valores préprios, com todos os blocos de Jordan tais que m; = 1. Neste caso,
A = PDP~! com D = diag (A1, A2, ..., \y) e as colunas de P sdo os vectores préprios de
A.

Se A € M, (R), a sua forma canénica de Jordan pode ou nao ser real; no entanto,
existe uma matriz real P invertivel tal que P~'AP = .J é uma matriz real diagonal por
blocos, sendo cada bloco um bloco de Jordan real. Um bloco de Jordan real é idéntico
a um bloco de Jordan complexo se o correspondente valor préprio A; é real; no caso do
valor préprio ser complexo da forma A\; = a; + b;i, o bloco de Jordan real serd composto

por blocos 2 x 2 da forma

Assim os blocos serao dados por
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sendo I a matriz identidade.

Desta forma, qualquer que seja a matriz quadrada A, com entradas reais ou complexas,
é possivel determinar a sua forma canénica de Jordan. Podemos entao considerar o con-
junto das matrizes de Jordan que sao semelhantes a alguma matriz A € M, (R) e tomé-las
como representantes das diferentes classes de equivaléncia; estas sdo uma mais-valia no
estudo da dindmica que se segue.

Dois tipos distintos de generalizagao

Como menciondmos anteriormente, o estudo da iteracdo de matrizes pode ser feito de
diferentes perspectivas.

Consideremos uma, aplicagao escalar f definida em R ou em C. Dizemos que f estd
definida mo espectro {\1, A, ..., \s} de Z € M,(R) se os valores fU) ()\;) existem, com
j € Ny, i =1,...s. Estes sao os chamados valores da aplicacao no espectro de Z.

Ao estudarmos um sistema dinamico matricial discreto (Mn (R), ﬁc) tal que ﬁc é uma

aplicacao matricial da forma
Fo(Z)=anZ" + an 12" 4 .4 aZ +cl, Ze My(R),aiceR, (3.4)
que resultou da generalizacao directa da aplicacao escalar f;, dada por
f; (2) =an2" +an 12" P+ ... farz+ec,  za;,c€ER, (3.5)

com ¢ um parametro real, definida no espectro de Z, a caracterizacao pode ser feita tendo
por base a dindmica das diferentes matrizes de Jordan que representam as diferentes
classes de equivaléncia referidas anteriormente, partindo da forma canénica de Jordan de
Z, P71zpP = J = diag (J1, J2, ..., Jp).

)

T L -1) .
Se f. é uma aplicacao escalar e fc(mk ¢ a sua derivada de ordem myj — 1, ambas
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definidas no espectro de Z, entao a aplicagdo matricial que resulta da generalizacgao directa

da aplicagao escalar f., no sentido de passarmos a ter como objecto uma matriz 7, é dada

por
F.(Z) = PE.(J) P~! = Pdiag (ﬁ (Jk)> p!
onde i " )
~ ~ AR ()
feQw) fo(w) f(mki_(l),k)
Fe (Jy) = feOuw) : :
o R Ow)
L fc ()‘k‘) J
ou, de forma geral,
F™(Z) = PE" (J) P! = Pdiag (ﬁc" (Jk)) Pt (3.6)

Assim, a 6rbita de uma matriz Z € M, (R) pode ser analisada pela iteracdo da matriz de
Jordan J, semelhante & matriz Z. De notar que, a cada matriz invertivel P, estd associado
o subespaco no qual ocorrem as iteragoes; por outro lado, para cada n, ﬁc" (J) representa
a classe de equivaléncia a que F (Z) pertence.

No caso em que Z é diagonalizavel, isto é, se Z = PDP~! com D = diag (A1, A2, ..., An) ,

entao
F.(Z) = F.(PDP™')=PF,(D)P~' =
— Pdlag (.]?:: ()‘1> 7}\/‘0 ()‘2) JARRS) .]?:Z ()\n>) P_l.

Para mais detalhes, consultar [HJ85] ou [Hig08].
Estas relagoes permitem-nos usar resultados bem conhecidos da iteracao em aplicacoes

definidas no intervalo, de forma a obtermos resultados quanto & dindmica matricial.
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Proposicao 3.1 A matriz diagonalizavel X € My, (R) é um ponto periédico de F. se e
s6 se o espectro de X, sp(X), é um conjunto de pontos periddicos de j?; Mais ainda:
o periodo de X € o minimo maltiplo comum dos periodos dos valores proprios de X,

relativamente a f..

Dem. Seja X € M, (R) uma matriz diagonalizdvel por uma certa matriz P tal que
P7L1X P = diag (sp(X)). Se sp(X) é um conjunto de pontos periédicos de f., entio existe
um inteiro positivo m (o minimo multiplo comum dos periodos de sp (X) relativamente a
fc) para o qual

diag (f;m (z1), ..., [ (scn)> = diag (z1, ..., Zn) ,
logo F™ (X) = Pdiag (f;m CO I (mn)> P! = Pdiag (21, ..., zn) P~' = X. Recipro-
camente, se existe uma matriz X € M, (R) tal que ﬁcm (X) = X, para algum inteiro
positivo m, estdo isto implica que diag (fcm (21) 5.0y [ (xn)) = diag (1, ...,x,) € ainda
que o espectro de X é composto por n pontos periédicos de ﬁ; ]

Pelo que vimos anteriormente, concluimos entao que o estudo de um sistema dindmico
matricial discreto (Mn (R) ,ﬁc> tal que F,. é uma aplicacdo matricial da forma (3.4) pode
ser feito recorrendo & iteragdo no conjunto de todas as formas canénicas de Jordan.

O estudo do sistema dinamico matricial discreto (Mn (R), ﬁc) é mais complexo, pois
neste caso a iteracdo de matrizes é feita sob a accdo de uma aplicacdo matricial 15(; da

forma

Fo(Z)=AnZ" + Ay 1 2" '+ .+ M Z+C,  Z,4;,C € My(R), (3.7)

com C' um pardmetro matricial; esta resultou de uma generalizagdo da aplicagdo escalar
fe distinta da que acabamos de expor, ja que os coeficientes e pardmetro sdo matriciais.

Esta complexidade, entre outras razoes, resulta da nao comutatividade da multiplicagao
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de matrizes. Devido a este facto, a descrigdo das aplicagdes tem de ser mais cuidada, ja
que, por exemplo, aplicacdes descritas pelos polinémios AX? + BX +C, X?A+ BX +C
ou X?A+ XB+C, com A, B,C, X € M, (R), ndo sdo equivalentes.

Nas préximas secgoes deste capitulo, iremos focar-nos no estudo do sistema dinamico

discreto (M (R), F¢) , em que a aplicagio Fe é do tipo (3.7), dada por F¢ (X) = X2+C.

3.2 Iteracao em M;5(R) - a aplicagao quadréatica matricial

Consideremos a aplicagao quadrética matricial definida em My (R) por

Fo: My (R) — M (R)
X—F(X)=X2+C
Temos como objectivo descrever algumas das propriedades do sistema dindmico discreto
(M3 (R), F), onde C é uma matriz parametro fixa.
A ¢rbita de uma matriz inicial Xy € M3(R) é o conjunto {Xo, X1, ..., Xp, ...}, onde
Xk+1 = Fo (X)) para a matriz parametro C fixada.
A partir deste ponto, ao longo do texto, denotaremos por f. o caso da aplicagao
quadrética unidimensional, ou seja, f.(2) = 22+ ¢, onde ¢ ¢ um parametro real/complexo,

consoante o contexto.

3.2.1 Forma candnica de Jordan e comutador

Tal como referimos anteriormente, existem ferramentas algébricas que serao fundamen-
tais na concretizacao do objectivo deste trabalho; exemplos disso sdo a forma candnica de
Jordan e o comutador.

Sendo X € Mj (R), denotaremos a forma canénica de Jordan da matriz X por Jx e
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distinguiremos os trés tipos de classificagao:

Tipo I: < g 2 ) - matriz com valores préprios reais distintos x e y

. 1 . . .
Tipo II : < S(; - ) - matriz com um tunico valor préprio real x

Tipo III : < _xy i ) - matriz com valores préprios complexos = + yi

Se X j4 se encontra numa destas formas, dizemos que X estd na forma canénica de Jordan.

Lema 3.2 Se P ¢é uwma matriz invertivel tal que P~"'CP = Jo entdo o sistema dindmico
discreto (M (R) , F¢) é equivalente, por um homeomorfismo/conjugagdo, ao sistema dindmico

(M2 (R), Eye)-

Dem. Usando o automorfismo definido em Mj (R) por

ap : My (R) — Ms (R)
X — ap(X)=P1XP

obtemos
CMI_Dl OFJC o ap(X) = FC (X)
ja que
P'Fo(X)P = P'X*P+P'CP=(P'XP)(P'XP)+ (P'CP) =

= Fp-igp (P7'XP) =Fy, (PT'XP).

Logo, sendo conveniente para o estudo, podemos assumir que a matriz parametro C
se encontra na forma canénica de Jordan, enquadrada num dos trés tipos apresentados.
Apesar da complexidade existente no caso em que a aplicacdo F é do tipo (3.7), se

restringirmos o estudo a certas subélgebras, é possivel usarmos argumentos semelhantes
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aos usados na caracterizacao do caso (3.4). Mas como podemos entdo distinguir estas
situagoes?

O comutador é o instrumento algébrico que usaremos nesta distinc¢ao, ja que permitira
escolher a abordagem a utilizar no estudo da dinédmica resultante da accao de Fz em X,
sendo Xy a matriz inicial e C' a matriz paraAmetro (que assumiremos ser nao escalar, ja
que esta situac@o se reduz ao caso particular (3.2) do caso (3.4), descrito anteriormente).

Consideremos o comutador

[Xo,C] == XoC — CX,. (3.8)

Se [Xo, C] = 0 entao existe uma base de R? na qual as matrizes X, e C estdo simultanea-

mente na mesma forma canénica de Jordan, ou seja, existe P € GLo(R), tal que
P1XoP = Jy, e PlcP = Je. (3.9)

Lema 3.3 Consideremos a matriz pardmetro C na forma candnica de Jordan. Uma ma-

triz X comuta com C, [X,C] =0, se e s6 se X estd na mesma forma canénica que C.

Dem. Estudando o caso particular de cada um dos diferentes tipos de matriz parametro
C, na forma canénica de Jordan, verificamos algebricamente que [X,C] = 0 se e s6 se X
estd na mesma forma canénica que C, j4 que assumimos que a matriz parametro C nao é

escalar. m

3.2.2 Conjuntos geradores

Consideremos X e C pertencentes a My(R), pressupondo que apenas C' estd na forma

canénica de Jordan. Em [Ser02], Serenevy demonstrou o resultado que se segue.
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Teorema 3.4 A dindmica de F¢o esta restrita ao subespago (I, Xo,C) de Ma(R), de di-

mensao 3.

Dem. [Ser02]. m
Este resultado é consequéncia do teorema de Cayley-Hamilton, [HJ85], que estabelece
que, se p = p(x) = det (zI — X) é o polinémio caracteristico associado & matriz X de

ordem n, entdo p(X) = 0. Isto implica que, se X € My(R), entao
X% =tr (X)X —det(X)I, (3.10)

sendo tr(X) e det (X) o trago e o determinante da matriz X, respectivamente, e I a matriz

identidade de ordem 2. Logo
F (X()) =tr (Xo) XO — det (Xo) I+ C

e todas as iteragGes posteriores irdo pertencer ao subespago gerado pelas matrizes I,C e
Xo. Assim, podemos escrever cada elemento de uma dada drbita como combinacao linear

de I,C e Xy, como definido em [CRMNB12].

Proposicao 3.5 As iteradas de uma dada matriz inicial Xg, sob a accao de Fo, podem

ser dadas por

ondeon[ y]eC’:[Z Z},cam
ap = 17 O‘n:tr(anl)anflv

60 = 0, /Bn =1+tr (Xn—l)ﬁn—h

Yo = 07 Tn = — det (Xn—l) +tr (Xn—1> Tn—1-
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para todo o n € N.

Dem. Por indugao, paran = 1, o resultado X1 = F¢ (Xg) = tr (Xo) Xo+C—det (Xo) I
é valido por (3.10), que é consequéncia do teorema de Cayley-Hamilton para matrizes de
ordem 2. Supondo, por hipétese, que o resultado é vélido para n = k, provamos por
célculos que este é vdlido para n = k + 1, ou seja, todas as iteradas de Xy por F¢ podem
ser escritas como combinagao linear das matrizes I, Xy e C' da forma indicada. m

Se Xy comuta com a matriz pardmetro C, pelo Lema 3.3, estard na mesma forma
canénica que C, logo a dindmica sob a acgdo de F¢ estd restrita ao subespaco (I, C) de

M>(R), de dimensao 2, como estabelece o resultado seguinte.

Coroldrio 3.6 Se Xy comuta com C, entao o subespago (I,C) de Ma(R) de dimensio 2
é invariante sob a accao de Fo. Neste caso, as iteradas de uma dada matriz inicial Xg
sdo dadas por

Xn = FC’ (anl) = 6710 + ’YnI7

com

/Bn = (6n—1)2tr (C) + 2/Bn—lfyn—l + 17

YTn — = (anl)2 det (C) + (’Ynfl)27

para todo o n € N. Os valores iniciais By e v dependem da forma candnica de Jordan de

—Tr+y .

a—>b

_Seon[x 0} eC:[g 2} sao do tipo I, com a # b, entao By = —
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—Seon[x i} eC:[g Z] sao do tipo II, entao By =1 e vy = —a + x;

0
_ T Yy _ a b . , . Y
- Se Xg = [—y x] e C = [—b a] sao do tipo III, entao B, = 2 e
—bx + ay
o=

Dem. A partir da Proposicao 3.5, recorrendo a cédlculo algébrico. m
3.2.3 Tipos distintos de 6rbitas matriciais

Pelas caracteristicas especificas de certos tipos de drbitas matriciais, é essencial esta-

belecer certas designacoes:

Definicao 3.7 Seja Xo € Ma(R). A drbita {Xo, X1, ..., Xn, ...} da matriz X diz-se:
e comutativa se X;C = CX;, para todo o i € Np.
o pré-comutativa se existe k € N tal que a orbita de X}, = Fé“l (Xo) é comutativa.
e nao-comutativa se X;C # CX; para todo o i € Ny.

e um n—ciclo se é periddica de periodo n, ou seja, se FZ (Xo) = Xo e F(Ij (Xo) # Xo,

para 1 <k <n-—1.

De acordo com as definicoes dadas, um n—ciclo comutativo serd uma Orbita
{Xo, X1, ..., X1} tal que FZ (Xo) = Xo e X;C = CX;, para todo o i € No; um n—ciclo
nao-comutativo serd uma orbita tal que F¢ (Xo) = Xo e X;C # CX;, para todo o i € No.

E relevante notar que faz sentido definir o conceito de 6rbita pré-comutativa, mas nio
faz qualquer sentido definir o conceito de 6rbita "pré-nao-comutativa", ja que é impossivel
que as iteradas iniciais Xg, X1, ..., X} de uma o6rbita comutem com a matriz pardmetro C

e depois se verifique que F7 (X}) C # C F{ (X}), para algum n > k + 1.
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-0.9 0.15

Exemplo 3.8 Consideremos a matriz parametro C = [ _015 —0.9

] do tipo I11. Fizando

este C', podemos exemplificar dois tipos de 2—ciclos, tomando diferentes matrizes iniciais:

um 2—ciclo comutativo {Xo, X1}, com

—0.0744815... ().176256...}
Xo =

x. _ [ —0:925519...  0.176256...
0.176256...  —0.0744815... L=

—0.176256... —0.925519...

totalmente determinado pelo isomorfismo candnico existente entre determinada subdlgebra
de M5(R) e o conjunto C dos niimeros complexos, e um 2— ciclo nao-comutativo, relatado

em [NBCRM10] e descrito mais adiante neste trabalho, tomando

—0.105507... 0.075

Yo — —0.894493... 0.075
0= —0.075 —0.894493... |~

—0.075  —0.105507... K= [

Os n-ciclos podem ainda ser caracterizados da seguinte forma:
Definicao 3.9 Um n—ciclo {Xo, X1, ..., Xn—1} diz-se:

e em fase se existe um k € N tal que F(IE (0) = Xo, isto é, se existe um k € N a partir

do qual a drbita da matriz nula coincide com o n— ciclo.

e fora de fase se nao existir tal valor k.

Como iremos ver na seccao 3.3, as entradas dos elementos da érbita de um ciclo ma-
tricial que esteja em fase obtém-se directamente dos elementos dos ciclos existentes no
caso unidimensional. Realcamos também que um n—ciclo nao-comutativo é sempre um
n—ciclo fora de fase, caso contrario entrariamos em contradicdo. No entanto o reciproco
nao se verifica: um n—ciclo fora de fase ndo é necessariamente um ciclo ndo-comutativo,

como ilustra o exemplo seguinte.
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-09 0

0 —11 } Verificamos a

Exemplo 3.10 Consideremos a matriz pardmetro C = [

existéncia de dois 2—ciclos comutativos, um em fase, dado por

—0.887298... 0 —0.112702... 0
{Xo, X1} = {[ 0 ~1.09161... } ’ [ 0 0.091608... ]}

para onde a drbita da matriz nula é atraida, e outro 2—ciclo comutativo, mas fora de fase,

dado por

—0.887298... 0 —0.112702... 0
{Xo, X1} = {[ 0 0.091608... ] ’ [ 0 ~1.09161... ]}

Ambos resultam directamente dos dois ciclos de periodo 2 existentes no caso unidimen-
sional f., {—0.887298...,—0.112702...} e {—1.09161...,0.091608...}, com ¢ = —0.9 e

c = —1.1, respectivamente.

3.2.4 A aplicagao quadrdtica em M, (R) vista como uma aplicagao de R*
em R*

Para que possamos posteriormente estudar outros aspectos da dindmica, é 1til, em

certos pontos, encarar a aplicacdo matricial como uma aplicacdo de R* em R%.

. b
ro Yo ] e a matriz parametro C' = [ ¢ } ,
20 0 c

Consideremos a matriz inicial Xy = [ d

que se encontra na forma candnica de Jordan, enquadrada num qualquer dos trés tipos
apresentados. A iteracio sob a accao de Fi pode ser vista como uma aplicacdo de R* em
R* dada por

Tyl = x% + Ynzn ta

Ynt1 = (Tn + Wn) Yn + b

Znt1 = (T + W) 20 + ¢

Wpt1 = w,% 4+ Ynzn +d
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para n > 0. Logo a matriz Jacobiana de Fr em X,,, denotada por D (X,,), é dada por

2T, Zn Un 0
_ Yn Tp + Wn 0 Yn
D(X,) = . 0 e twn s | (3.11)
com determinante igual a
det (D (X,)) = 4w731xn + Sw%sc% - 4ynznw721 + 4wnx% — 8Yn2nWn Ty — Zlyn,z*nzcgZ ( )
3.12
=4 (tr (X)) det (X,,).
Os valores préprios de D (X,,) sao
Wy + Ty, € Wp+T,E \/w,% — 2WnTn + T2 + 4ynzn, (3.13)

ou seja,

(X)) e tr(Xa)+/(tr (X)) — 4Det (X,)

com tr(X,)+ \/(tr (Xn))? — 4Det (X,)) = 2 (u £ vi), onde (u + vi) sdo os valores proprios

de X,,.

Teorema 3.11 Para cada n € N, seja D™ (Xy) a matriz Jacobiana de FAoem Xo. O
determinante da matriz Jacobiana, também designado por Jacobiano de Ffi em Xg, é

dado por

n—1

det (D<"> (Xo)> = T 4 (b (X)) det (X4) ,
k=0

sendo {Xo, X1,...} a drbita de Xj.

Dem. Pela regra da cadeia,

D™ (Xo) = D (F&'(Xo)) X ... x D(Fo(Xo)) x D (Xo) =
n—1
= D(Xp-1) X ... x D(X2) x D (X1) x D(Xo) = [[ D (Xx)-
k=0
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Logo, pelo que vimos em (3.12),

n—1 n—1
det (D(") (Xg)) - ;E) det (D (X)) = kUO 4 (tr (Xz))2 det (X .

As definigoes e resultados que acabamos de enunciar, presentes em [CRMNB12], carac-
terizam alguns dos aspectos gerais do sistema dinamico (M (R), F). No entanto, para
descrever algumas das caracteristicas e aspectos mais especificos, necessitamos de dividir o
estudo em duas situacoes distintas: o caso em que a matriz inicial Xy comuta com a matriz
parametro C, [Xp, C] = 0, em oposigdo ao caso em que tal nao acontece, [Xo, C] # 0. Tal
como ja referimos, o comutador definido em (3.8) é o instrumento algébrico que permite
diferenciar as duas situagoes. Nas secgOes que se seguem, estudaremos cada um destes

casos em particular.

3.3 Caracterizacao da dindmica no caso comutativo

Se Xg e C comutam, o estudo da dindmica pode fazer-se usando argumentos seme-
lhantes aos usados na caracterizagdo do caso em que a aplicagao é do tipo (3.4), jé que a
caracterizacao do sistema dinamico (Ma (R), Frr) nos trés subespacos canénicos de Jordan
distintos permite efectuar um paralelo com o caso real/complexo. De seguida descreve-
mos a dindmica nestes trés subespagos, resultados que foram apresentados em [Ser02] e

[NBCRM10].

3.3.1 Dinamica nos planos canénicos de Jordan

O plano candnico de Jordan do tipo I

Se as matrizes X( e C' tém ambas valores préprios reais distintos (sdo ambas do tipo I)

estaremos a estudar a iteragdo por Fr na subélgebra de Mj (R) composta pelas matrizes
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diagonais com entradas distintas.
Considerando
Zo 0 a 0
X = =
[T w8
o sistema dindmico Xy — F(Xp) € equivalente ao espago produto das dindmicas das

aplicagoes quadraticas reais f, e fp,

)

{ Tp+1 = fa(SUk)
Y1 = fo(yr)

sendo a e b pardmetros reais.

Notemos que as entradas diagonais sao totalmente independentes uma da outra.

O plano canénico de Jordan do tipo II

Se as matrizes Xy e C' tém ambas apenas um valor préprio real (sdo ambas do tipo 1),
estaremos a estudar a iteragdo por F na subdlgebra de Mj (R) composta pelas matrizes
triangulares superiores com entradas diagonais idénticas.

Considerando

Xo =

xo 1 a1
0 =z ] © ¢= [ 0 a }
o sistema dinamico Xo — F(Xp) é equivalente a

)

{ Tpg1 = falok)
Ykr1 = folor)yr + 1

sendo f, a aplicagao quadratica de parametro real a e f a sua derivada.

Também neste caso as entradas diagonais sao totalmente independentes; contudo, a

outra entrada nao nula depende do comportamento da entrada diagonal.
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O plano canénico de Jordan do tipo III

Se as matrizes Xy e C' tém ambas valores préprios complexos (sdo ambas do tipo IIT),
estaremos a estudar a iteragdo por F¢ na subélgebra de Mj (R) composta pelas matrizes
reais de valores préprios complexos.

Considerando

we[pa] o e[s]
—Y% <o

o sistema dindmico Xy — Fo (X)) é equivalente a

2pt1 = fe(zn)

sendo ¢ = a + bi um dos valores préprios complexos de C' e zg = xg + yot um dos valores

préprios complexos de Xy, considerando o isomorfismo

¢<xy i>:x+iy

definido entre os valores ¢ (X) € C e as matrizes X pertencentes a referida subdlgebra de

M (R). Esta correspondéncia respeita a adi¢ao e multiplicagdo de matrizes, verificando-se

¢ (Fo (Z)) = foc) (9(Z)).

3.3.2 Ciclos comutativos e sua caracterizagao

Em qualquer um dos planos candénicos que acabdmos de definir verificamos que os
n—ciclos existentes sdo sempre comutativos. Verifica-se que existe uma relagdo estreita
entre estes e a aplicagdo unidimensional que tem como pardmetro o(s) valor(es) proprio(s)

da matriz parametro C.
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Teorema 3.12 Seja A um valor préprio da matriz parametro C. A aplicagdo Fo tem um

n—-ciclo comutativo se e s6 se fy tem um n—ciclo.

Dem. Se F¢ tem um n—ciclo comutativo {Xo, ..., X,,—1} entao, pelo Corolério 3.6,

X, = Fo (Xp-1) =06,C+v,I, paratodoon €N,

e todo 0 X, estd no mesmo tipo de forma candnica de Jordan que a matriz paradmetro C,
considerando a matriz invertivel P a que nos referimos em (3.9), tal que P~'CP = J (C) e
PlX,P=J (Xi),0 < i< n-—1. Logo aiteragdo matricial é totalmente caracterizada pela
iteracao nos valores préprios, tendo em conta o que vimos quanto & dindmica nos planos
candnicos de Jordan. De salientar que, no caso particular do plano canénico de Jordan do
tipo II, a entrada nao nula da diagonal secunddria também serd regida por um n—ciclo,
caso as entradas da diagonal principal o sejam, como provou Serenevy em [Ser02]. A
implicagao contraria resulta directamente da existéncia dos ciclos no caso unidimensional
para os parametros dados pelos valores préprios de C. Logo obtemos o resultado enunciado.

[ ]

De notar que, no caso do plano canénico de Jordan do tipo I, no teorema anterior fy
deverd ter um n—ciclo qualquer que seja o valor préprio considerado.

Salientamos ainda que a érbita da matriz nula é sempre atraida para o ciclo comutativo
induzido pelo caso unidimensional.

No caso dos ciclos comutativos, os tnicos existentes quando nos cingimos aos planos
candnicos de Jordan, podemos caracterizar com mais pormenor os valores préprios da

matriz Jacobiana, recorrendo aos valores préprios dos elementos da érbita periédica.
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Teorema 3.13 Se {Xo,..., Xn—1,...} € uma drbita comutativa, os valores préprios da
n—1 n—1

matriz Jacobiana D™ (Xg) sio [ tr(Xg) e [] 2 (up +vii), sendo uy, + vii os valores
k=0 k=0

proprios de X.

Dem. Se {Xy,..., Xp—1,...} € uma 6rbita comutativa, pelo Coroldrio 3.6, X,, pode ser
escrito como combinagao linear de C' e I, para todo o n, logo concluimos que X; X; = X; X;,
para 0 < 4,5 < n. Como consequéncia, usando (3.11), provamos que D (X;) D (X;) =
D (X;)D (X;), para 0 < i,j < n. Por outro lado, se temos um conjunto de matrizes
comutativas entre si, entao elas terdo os mesmos vectores proprios. Como consequéncia,
o valor préprio associado a um vector préprio do produto de matrizes comutativas é o
produto dos valores préprios das matrizes correspondentes a esse mesmo vector préprio.
Assim, tendo em conta que D™ (Xj) = :_1 (Xk) e que os valores préprios da matriz

=0
Jacobiana D (X}j) sdo o trago de X, com multiplicidade 2, e ainda o par 2 (u =+ vi),

sendo (u =+ vi) os valores préprios de X, como vimos em (3.13), entdo concluimos que

n—1
os valores proprios da matriz Jacobiana D™ (Xp) sdo [] tr(Xx) (de multiplicidade 2) e
k=0

n—1
2 (ug, & vii), sendo uy + vii os valores préprios de Xi. W
k=0
De realcar que este resultado é vilido apenas para as érbitas comutativas, quer estejam

em fase ou fora de fase.
3.4 Caracterizacao da dindmica no caso nao-comutativo

Quando a matriz inicial Xy nao comuta com a matriz parametro C, o estudo da
dindmica é mais complexo do que no caso comutativo, que acabdmos de apresentar. No
entanto, alguns aspectos continuam a ter uma forte relagdo com o caso real/complexo. O

caso nao-comutativo é aquele que demonstra ser mais rico na variedade de fenémenos ap-
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resentados. De seguida, sao estabelecidos resultados gerais sobre os ciclos nao-comutativos

e sobre o estudo da sua estabilidade, publicados em [CRMNB12].

3.4.1 Ciclos nao-comutativos e sua caracterizagao

Os ciclos nao-comutativos da aplicacdo F verificam certas igualdades, que descreve-

mos no resultado que se segue.

Teorema 3.14 Se {Xy, ..., Xp—1} é um n—ciclo nao-comutativo de F¢ entdo
n—1
(1) Il tr (X)) =1
i=0

nil det (Xz)

(2) - =0;
T e ()
7=0
n—1ln—1
(3) X I tr(X;)=0.
1=0 j=1

Dem. Pela Proposigao 3.5, sabemos que «,, = tr(X,—1) a,—1. Como {Xo, ..., X,,—1} &
um ciclo de periodo n, entao ag = «,, e concluimos entao que
n—1
ap = tr (Xp_1) ... tr (X1) tr (Xo) an < an (1 - It (Xi)> = 0.
i=0

Por outro lado, pelo Lema 3.3 e pelo Coroldrio 3.6, se temos um n—ciclo nao-comutativo

n—1

{Xo, ..., Xn—1} entdo o, # 0,¥n € N. Logo, como consequéncia, []tr(X;) = 1. Novamente
i=0
n—1 det (X n—1ln—1
pela Proposigao 3.5, concluimos que > ie# =0e ) [[tr(X;)=0. m
=0 H tr (Xj) =0 j=1
j=0

Suponhamos agora que {Xp, ..., X,—1} ¢ um n—ciclo comutativo de F induzido por
z 0 a 0 ~ R . ~
Xo = 0 y eC = 0 al @ € R. Se z nao pertence a bacia de atracgao de y, sob

a acgao de f,, apesar dos elementos da diagonal principal de cada um dos elementos do

ciclo matricial serem os elementos do n—ciclo {zg, ...,x,—1} de f;, 0 n—ciclo comutativo
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estd fora de fase. Desta forma, embora {Xj, ..., X;,—1} seja um n—ciclo comutativo, pelo
Teorema 3.5, a primeira igualdade do Teorema 3.14 é valida. Como consequéncia, verifi-
camos que o produto da soma das iteradas (duas a duas) da aplicagdo quadratica no caso
unidimensional é igual a 1, o que nos permite tirar a seguinte conclusao quanto a aplicagao

unidimensional:

Proposicao 3.15 Seja ¢ um pardmetro real, ¢ € R. Qualquer ciclo {xo,x1,...,xn_1} de

periodo n de f. verifica

S
|
—
|
—
I
—

n
(it xip1) = || @i+ xig2) =...= || (@i +Tign—1) =1

i

n

s
Il
<)
<.
I
<)
Il
=)

Este resultado também ¢é vélido se o parametro ¢ for complexo.
Relativamente & caracterizacao dos ciclos nao-comutativos, o Teorema 3.14 permite
simplificar /particularizar alguns dos resultados j& enunciados e salientar mais algumas

propriedades dos ciclos nao-comutativos.

Lema 3.16 Se {Xy,..., X;,—1} é um n—ciclo nao-comutativo, o determinante da matriz

Jacobiana é dado por

n—1
det (D(") (Xg)) =47 T det (X4).
k=0

Dem. Pelo Teorema 3.14, o produto dos tragos das matrizes que compoem o n—ciclo

n—1
nao-comutativo, {Xo,...,Xp—1}, &€ [] tr(Xx) = 1. Como consequéncia do Teorema 3.11,
k=0

n—1 n—1
concluimos que det (D(”) (Xo0)) = [T 4(tr (X1))? det (Xz) = 4" ] det (Xy). m
k=0 k=0
Apesar de nao apresentarmos os valores préprios da matriz Jacobiana de forma ex-

plicita, como fizemos no Teorema 3.13 para o caso comutativo, podemos apresentar um

valor préprio da Jacobiana, comum a todos os ciclos nao-comutativos.
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n—1
Teorema 3.17 Se {Xo,..., Xpn—1} é um n—ciclo nao-comutativo, entao ] tr(Xy) =1 ¢
E=0

um, valor préprio da matriz Jacobiana D™ (Xg) .

Dem. Como {Xo,...,X,-1} é um ciclo nao-comutativo, pelo Teorema 3.14,

n—1
[]tr(X) = 1. Para demonstrar que 1 ¢ valor préprio da matriz Jacobiana D™ (Xj),
k=0

provamos que det (D(”) (Xo) —I) = 0. Pela regra da cadeia, D™ (Xo) = nl:[ID (Xk) .,

n—1 n—1 +=0
logo, para mostrar que det <k1;[0D (Xg) — I) = 0, substituimos kl;[otr(Xk) por 1 na se-
gunda e terceira linhas e, de seguida, efectuamos algumas operagoes elementares nas linhas
da matriz, verificando que duas delas ficam idénticas, tendo também em atencao o for-
mato das matrizes que compoem o ciclo. Assim, pelas propriedades dos determinantes,
concluimos que det (D(”) (Xo)—1 ) = 0, ou seja, 1 é um valor préprio da matriz Jacobiana.
]

De uma forma geral, o estudo de um sistema dindmico analisa a estabilidade do sis-
tema relativamente a um determinado ponto de equilibrio, em relagao a todas as varidveis
de estado. No entanto, existem estudos que se focam na analise desta estabilidade num
subconjunto do espacgo de estados. No caso da aplicagao F, a dindmica estd restrita ao
subespago (I, Xo,C) de Ma2(R) de dimensao 3, como vimos anteriormente no Teorema 3.4.
Assim, se deixarmos de encarar a aplicagdo quadratica em Ms (R) como uma aplicagao de
R* em R* e limitarmos o estudo ao subespaco invariante de dimensdo 3 onde a dindmica
se desenvolve, 1 ndo serd necessariamente um valor préprio da matriz Jacobiana D) (Xo)
associada ao n—ciclo nao-comutativo {Xo, ..., X,—1}. Desta forma, a no¢ao de atractivi-

dade que definimos para os subespacos (I, Xg,C) de M2(R) de dimensao 3 é estabelecida

da seguinte forma:
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Definicao 3.18 Um n—ciclo nao-comutativo { Xy, ..., Xn—1} de F¢ diz-se um ciclo atrac-
tivo se D (X;) tem trés valores proprios de valor absoluto inferior a 1 (sendo o quarto

valor préprio igual a 1).

Esta definicdo de atractividade de um n—ciclo nao-comutativo limita o estudo da
atractividade dos ciclos nao-comutativos a uma subdlgebra onde F¢ é invariante.

Mas como surge um ciclo ndao-comutativo? Para que existam ciclos nao-comutativos,
a dinamica de F¢ terd que envolver uma matriz parametro C' e uma matriz inicial X de
tipos diferentes, de forma que estas ndo comutem. Mas esta condicdo ndo é suficiente,
ja& que, mesmo satisfazendo esta exigéncia, verifica-se que, para um dado parametro C
fixo, certas matrizes iniciais originam ciclos comutativos enquanto outras originam ciclos

nao-comutativos, como podemos observar no exemplo que se segue:

Exemplo 3.19 Fizemos a matriz pardmetro C do tipo III e consideremos a matriz inicial

Xy do tipo I dadas por:

~1 022 z 0
C_[—oaz —1} ¢ XO_[ }

Verificamos que:
e q orbita de alguns casos particulares de Xg é atraida para um ciclo comutativo de

periodo 2 contido no subespago (I,C), que coincide com a érbita da matriz nula, a

partir de certa ordem:

Feg | 0.039 —-0.204 | Fg | —1.039 0.204 Fg | 0.039 -0.204 | F¢
0.204 0.039 —0.204 —-1.039 0.204 0.039

e algumas matrizes iniciais Xg sao atratdas para um ciclo nao-comutativo de periodo



3.4 Caracterizagdo da dindmica no caso nao-comutativo 61

2, que ndao permanece no subespaco (I,C):

Fe | 0.012 0.11 Fg | -1.012 0.11 Fe | 0.012 0.11 Feo
—-0.11 -1.012 —0.11 0.012 —0.11 -1.012

Este facto leva-nos a questionar qual sera o factor que levard a que determinada érbita
seja atraida para um ciclo ndo-comutativo. Outra questao directamente relacionada com
esta, que poderd guiar o estudo, é a seguinte: serd que na dindmica matricial se passa algo
andlogo aos casos real e complexo, em que todo o ciclo atractivo de uma fungéo polinomial

atrai, pelo menos, um ponto critico?

3.4.2 As é6rbitas dos pontos criticos

Tendo como motivacao as questoes colocadas no final da subseccao anterior, serd 1til
estudar o comportamento dos pontos criticos. Mas como definir ponto critico de uma
aplicagdo definida de R™ em R"™? Recorremos a nogao de conjunto critico, definida por

Gumovski e Mira em [GM80] e [MGBC96].

Conjuntos criticos

Os conjuntos criticos sao ferramentas importantes quando estudamos aplicagoes nao
invertiveis. Quando a aplicacao é definida da recta para a recta, o conjunto critico reduz-se
aos pontos criticos; nas aplicacoes definidas do plano para o plano, definimos as curvas
criticas e nas aplicacoes definidas de R™ em R"™ teremos os conjuntos criticos.

A utilizagdo dos conjuntos criticos no estudo da dindmica de uma aplicacao é feita com
o objectivo de entender a estrutura dos atractores/bacias de atraccao.

A defini¢ao de conjunto critico C'S que apresentamos de seguida é a generalizacdo, para

a dimensao n, da nogao de valor critico (imagem de um ponto critico) de uma aplicagao
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definida na recta e da nocao da curva critica LC' (do francés "Ligne Critique") de uma

aplicacao nao invertivel definida no plano.

Definigao 3.20 O conjunto critico C'S de uma aplicagcdo continua F é o conjunto dos
pontos que tém pelo menos duas pré-imagens coincidentes, que estao localizadas no con-

junto CS_1, definido como o conjunto das pré-imagens coincidentes.

Assim, o conjunto C'S_; é a generalizagao, para a dimensao n, da nogao de ponto critico
de uma aplicagao definida na recta e da nogao de fold curve LC_; de uma aplicagao nao
invertivel definida no plano.

Apresentamos de seguida um exemplo que, apesar de ser apenas a uma dimensao, ji
que envolve uma aplicacao simples da recta para a recta, permite ilustrar melhor o conceito

que acabdmos de definir e o que se entende por "pré-imagens coincidentes".
Exemplo 3.21 Consideremos a aplicagdo logistica definida por

Tnt1 = f(Tn) = axn(l — zp).

Sabemos que esta aplicacao tem um wdnico ponto critico em x = cujo valor critico

§a
, (67 . .. .
éc= 1 Como podemos observar na Figura 3.1, este valor divide a recta real em dois

conjuntos: Zy = |c, +oo[, onde nao existe inversa definida, e Zy = |—00,c[, onde os pontos

tém duas pré-imagens, dadas por

_ 1 ala —4zy) _ 1 yoala—4x,)
o) =g =g ¢ =gt 5

Se xy, € Za, as suas duas pré-imagens vio estar localizadas simetricamente, relativamente

1 ) . o
ao ponto c_1 = 5 Assim, c_1 é o ponto onde temos as pré-imagens coincidentes.
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Zy

C,

Figura 3.1: Exemplo de conjunto critico para a aplicagao logistica

O conjunto critico C'S é geralmente formado por hiper-superficies de R de dimensao
n — 1 em que os subconjuntos do C'S separam o espago de fases em diferentes regices que
sao caracterizadas por um nimero diferente de pré-imagens.

Da definigao de conjunto critico podemos concluir que C'S = F(CS_1) e ainda que os
pontos de C'S_1, para os quais a aplicagao F' é diferencidvel, sdo necessariamente pontos

onde o determinante da Jacobiana é igual a zero. Assim, se F' é suave, teremos
CS_1 C {peR":det(DF(p)) =0}.

Logo CS esta contido nas curvas (ou conjuntos equivalentes de dimensao superior) que

separam regides caracterizadas por um nimero diferente de pré-imagens.

Pontos criticos de F

Os pontos criticos de Fr serao entdo as matrizes X tais que det (DF (X)) = 0, logo,

recorrendo a (3.12), serdo as matrizes X tais que

4(tr (X))*det (X) =0« (tr (X) =0V det (X) =0).



64 Iteragiao em M, (R)

Pontos criticos de trago nulo

Quanto aos pontos criticos que verificam a primeira condicao, isto é, as matrizes Xy

cujo traco é nulo, podemos afirmar que:

Teorema 3.22 Se tr(Xy) =0, a dindmica de Xy sob a acgao de Fo é caracterizada pelos

casos em que a matriz pardmetro comuta com a matriz inicial.

Dem. Seja Xy uma qualquer matriz inicial tal que tr(Xy) = 0, ou seja,
2
Ty L s | x*+tuyz 0 )
Xp = [ PR ] , z,y,z € R. Isto significa que X5 = 0 2 4 yz serd, uma

matriz escalar. Logo, qualquer que seja o tipo da matriz parametro C, Fi (Xo) = Xg + C
ird comutar com C. Assim, Fo (Xp) ird gerar uma 6rbita comutativa, totalmente ca-
racterizada e enquadrada num dos casos dos planos canénicos de Jordan que expusemos
anteriormente, apresentados em [Ser02] e [NBCRM10]. m

De notar que, no caso em que tr(Xg) = 0, a 6rbita de Xy coincidird, a partir da

—det (Xo) 0
0 —det (Xp)

caso, o det (Xg) serd o factor determinante para o comportamento da matriz inicial X

primeira iteracdo, com a érbita de X, = . Logo, neste
sob a acgao de Fo. Como acabamos de ver, a érbita de uma matriz de trago nulo é sempre
pré-comutativa. Logo, caso seja atraida para um n—ciclo, serd sempre para um n—ciclo

comutativo.

Pontos criticos de determinante nulo

O outro tipo de pontos criticos ja ndo tem uma caracterizagao tao directa, uma vez
que, se Xy é tal que det (X() = 0, existem casos para os quais a sua 6érbita é pré-comutativa
e outros para os quais é nao-comutativa. Como distinguir estas situagoes?

Comecemos por notar que, se Xg € um ponto critico de determinante nulo do tipo
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r 1

. x
0 x],oudotlpoHI,Xg—[

II, Xo = [ i ] , entao o trago deste ponto critico

também serd obrigatoriamente nulo, tr(Xy) = 0; assim, se a matriz inicial se enquadrar
num destes dois casos, o estudo reduz-se a situagao que acabdmos de abordar no Teorema
3.22. Concluimos entao que, em M; (R), tendo como matriz inicial Xy um ponto critico de

determinante nulo, os ciclos nao-comutativos poderao surgir apenas no caso em que Xg é

T

do tipo I, Xg = [ 0

} , (assumindo que Xy se encontra na forma canénica de Jordan).

Se Xo é um ponto critico do tipo I com det (Xy) = 0, apesar da situacdo nao se
resumir ao que descrevemos no resultado anterior, sabemos que os seus valores préprios
sao 0 e tr(Xyp) e ainda que Fo (Xo) = tr (Xo) Xo + C, ou seja, o trago de Xy é decisivo no

comportamento da érbita de Xj.

Notemos que as entradas da diagonal secundéria mantém o formato consoante a matriz

0 0

pardmetro C. Assumindo, sem perda de generalidade, que Xy = [ 0 tr(X,)
0

},com

tr (Xo) # 0, estudemos os dois casos separadamente.

Matriz parametro C' do tipo II

a
0

das iteradas da d6rbita matricial sdo dadas pelos elementos da drbita da quadratica uni-

Se C' é do tipo II, C' = [ clz } , as entradas da diagonal principal de cada uma

dimensional f,, de forma totalmente independente da outra entrada nao nula; quanto a

diagonal secundéria, uma das entradas é nula e outra nao nula, ou seja, Xy = Fr (Xj_1) =

T Yk
0 2z

] , com
x, = fF(0)
Yk = tr (Xp—1) yp—1 + 1
2 = f¥ (tr (Xo))
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Assim, se a aplicagdo quadrética unidimensional f, induz um n—ciclo {ug,...,un—1} €
tr (Xo) pertence a bacia de atracgao deste ciclo, entdo existe um ¢ tal que xy = u; e
z; = uj, para algum %, j. Quando isto acontecer, o tr (X;) entra num n—ciclo e a entrada

nao-nula y; da diagonal secundéria é tal que

Yppn = tI (Xt+n—1) Yi+n—1 t 1< Yppn = tr (Xt+n—1) LW tr (Xt) Y+,
t+n—1t4+n—1
comv= Y. ] tr(Xj). Se as entradas zj, e zj estiverem desfasadas para todo o k,
i=t j=t+i
ou seja, se Ty # 2z para todo o k, entdo, pela Proposigao 3.15, tr (Xy4p—1)...tr (X;) = 1.
Assim a n—ésima composi¢ao da qual resulta y;i, é linear em 4, com declive igual a
1. Desta forma, para termos um n—ciclo na entrada y,, e consequentemente um n—ciclo
t+n—1t4+n—1
matricial nao-comutativo, terd de se verificar a condi¢do v = > [] tr(X;) = 0,
i=t  j=t+i

para que a aplicagao linear que resulta da composicao tenha ordenada na origem nula.
Notemos que esta condic¢ao é equivalente & referida no Teorema 3.14, que caracteriza os
ciclos ndo-comutativos. A questdo que se coloca agora é a seguinte: serd que esta condicio
se verifica, qualquer que seja o desfasamento feito nas entradas da diagonal principal, isto
é, nos elementos do n—ciclo unidimensional? Poderiamos pensar que existiriam sempre
n — 1 ciclos matriciais nao-comutativos, ja que podemos desfasar as entradas da diagonal
principal de n — 1 formas distintas, mas tal nao é verdade, ja que a condicao referida nem
sempre se verifica.

Tendo presentes as trés condi¢oes que um n—ciclo nao-comutativo { Xo, ..., X;,—1} de F¢r
tem de verificar, enunciadas no Teorema 3.14, comecemos por notar que, se {ug, ..., Up—1}

. , . . n .

é¢ um n—ciclo de f, de periodo par e o tr (Xp) pertence ao conjunto estével de f2 (0), isto

é,sed (fk (tr (Xo)), f* (f% (0))) converge para 0 quando £ — 400, entao as entradas da

diagonal principal da érbita do ponto critico matricial Xy serao atraidas para o n—ciclo
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e a 6rbita matricial serd tal que tr (X;) = tr (XH%), a partir de certa ordem. Assim, a

n—1
partir de [] tr(X;) =1, teremos
i=0
2

(u(xb»?n(u(xg_g)zzz1@> [[eeo] =1

1 n—1 -1
e consequentemente, tr(X;) = [] tr(Xi) = —1, ja que se tr (X;) = 1, entao
i=0 =21 i=0

n__
2

o3

n
{Xo, ...,X%,l} seria um <§> —ciclo nao-comutativo. Logo a segunda condi¢ao do Teo-

n—1n—1

rema 3.14 ¢é verificada, j& que os factores de Y [] tr(X;) se anulam. Quanto & terceira
i=0 j=i

condigdo, como neste caso det (Xk) = Iz, entdo teremos também

det (X;) = det (XH%) , a terceira igualdade do Teorema 3.14.

0

Conjectura 3.23 Seja Xo = [ 0 tr(X
0

) ] um ponto critico de determinante nulo, com

a

tuxg¢mecz[o

1 . .

a } uma matriz parémetro do tipo II. Se {ug,...,upn—1} € um
n—ciclo de f, de periodo tmpar ou se n é par mas tr (Xo) ndo pertence ao conjunto
estdvel de f% (0), entao a sequnda condi¢io do Teorema 3.14 mdo se verifica, ou seja,
n—1n—1

Yo II tr(X;) # 0, logo nao existird o n—ciclo nao-comutativo matricial induzido por
=0 j=i

este ponto critico.
Se as entradas x, e zj, estiverem em fase a partir de determinada iterada k, isso significa
que d (f* (tr (Xo)), f* (0)) converge para 0 quando k — 400, ou seja, tr(Xo) pertence ao

conjunto estavel de 0, W* (0) . Neste caso a érbita serd pré-comutativa. Assim, temos:

Lema 3.24 Se a matriz inicial Xo do tipo I é um ponto critico de Feo tal que det (Xo) =0
e se 0s seus valores proprios pertencem ao conjunto estdvel de 0, relativamente a f,, entdo

a orbita de Xy sob a accdo de Fo serd pré-comutativa.
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Matriz parametro C do tipo III

a

Se C é do tipo III, C' = [—b

b . .

a } , 0 caso é mais complexo, j& que cada uma das
entradas da diagonal principal nao é independente das outras entradas. Para analisar este
caso, usaremos o isomorfismo entre Ms(R) e C x C descrito por Crilly em [Cri03], j4 que

este serd til no estudo deste caso em que a matriz parametro C' é do tipo III e a matriz

inicial Xy é do tipo 1.

A decomposigao de Crilly Consideremos novamente o isomorfismo ¢, a que ji
recorremos anteriormente quando descrevemos a dindmica do plano canénico de Jordan

do tipo III; este isomorfismo, definido entre o subgrupo H de M; (R), dado por

H:{ZEMQ(R):Z: [ 1 22],z1,22€R}
zZ2 Z1

e o conjunto dos nimeros complexos C, é caracterizado por

¢o:H—C
[21 —2

— 21 + 291
z2 Z1

s
5

Comecemos por observar que qualquer matriz 2 x 2 real X = [ @ } se pode escrever

de forma 1nica como soma de duas matrizes, da seguinte forma:

ez ) n)
29 21 wp —w2

0 -4 -
sendozlzﬂ,u@:a—,@:uewlzﬂ

. Verificamos que apenas a

primeira matriz pertence ao subgrupo H de M; (R), definido anteriormente. No entanto,
. . 01 .

considerando a matriz ' = [ 10 ] , esta soma pode ser reescrita como

lr 2l 2]
zZo 1 w2 w1
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logo

X =Z+ EW,

com as matrizes Z e W pertencentes ao subgrupo H de Ms (R). Assim, existe um iso-
morfismo entre M (R) e C x C que a cada matriz X faz corresponder o par ordenado

de numeros complexos (z,w), em que z = z; + 29 € o nimero complexo associado

21 TX2

4 matriz Z =
z2 21

} e w = wi + wy? é o nimero complexo associado & matriz

wy —w2
w2 Wi

W = [ } . Denotaremos a correspondéncia entre a matriz real X e o par orde-
nado (z,w) de nimeros complexos por X = (z,w) . Verificamos ainda que tr(X) = 2Re (2)
e que det (X) = |2|* — |w]?.

Esta representagao das matrizes reais 2 x 2 como pares ordenados de matrizes (Z, W)
e, consequentemente, como pares ordenados de nimeros complexos e a comutatividade

da multiplicacdo existente em C permitem-nos fazer uma caracterizacao das matrizes que

comutam em funcao deste par ordenado:

Teorema 3.25 Consideremos X = (x1,22) ¢ Y = (y1,y2),com x1,22,y1,y2 € C.
Tem-se XY = Y X se e s6 se (x2)" y2 = x2(y2)" € z2(y1 — (11)") = y2 (21 — (21)7),

ou seja, X comuta com'Y se e s6 se (w2)* ya é real e xoIm (y1) = y2 Im (1) .

Dem. [Cri03]. =
Este resultado permite-nos fazer algumas observacoes que serao iteis no estudo deste

caso da iteragdo em Mj (R) :

e caso X seja tal que X = (z1,0), ou seja, caso X pertenca ao subgrupo H de M (R),

entdo X comutard com Y se e s6 se yo Im (z1) = 0. Se Im (z1) = 0 entdo X seria
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) a
uma matriz escalar [

0 2 ] , que comuta com qualquer matriz. Se Im (z1) # 0,

entdo y2 = 0, ou seja, concluimos que Y = (y1,0) também pertence ao subgrupo H.

e caso X seja tal que X = (z1,22), com x3 # 0, entdo X nao pertence ao subgrupo
H. Como vimos, X comuta com Y se e s6 se (x2)" 2 é real, ou seja, (z2)" yo = k,

com k € R, e z2Im (y1) = yo Im (x1) . Multiplicando a primeira igualdade por zs,

obtemos
¥ k
(72)" yaze = k2 & Yo = ——5 T2
|2
e assim yo = twy com ¢ = —— um ndmero real. Multiplicando a igualdade

|2

2o Im (y1) = y2 Im (21) por (x2)*, obtemos
(z2)" 22 Tm (y1) = (22)" y2 Im (21)

& |zl Im (y1) = (z2) g2 Im (z1)

a1
& Im(p) = (12)" y2 ;n(l‘l)
|z2]
.k
@) P
< Im(y) = z ‘3 Im (1)
2

k
& Im(y1) = —— Im(z;)
| 2]
ou seja

Im (y1) = tIm (z7) .

Assim, se X ndo pertence ao subgrupo H, X comuta com Y se e 86 se ya = two,

onde ¢ é um numero real dado por Im (y;) = tIm (z1) .

No caso particular que estamos a estudar, em que Xg é do tipo I e C' é do tipo III, ao
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iterarmos Xy sob a acgao de Fi, qualquer iterada pertence a subdlgebra

G:{XeMg(R):X:[xy Z],x,y,zeR}. (3.14)

Cada elemento Xg = [ iy Zz/ } desta subdlgebra tem a seguinte decomposicao de Crilly:

T4z Ttz
2 Y !
X = r+z | TE _(—x—i—z) )

2 2
ou seja, Xg = Zyg + EWy, com a matriz Z; associada ao ntimero complexo z = 21 + 291 =

T+ z . . . , . Ttz
+yi e a matriz Wy associada ao nimero complexo w = wj +wot =

1. Notemos

que a decomposi¢ao de qualquer um dos elementos X; da 6rbita é tal que Re (w) = 0, e

assim, tendo em conta a decomposicao de Crilly, a iteragao sob a acgao de F é dada por
X1 =F¢o (XO) =7+ EW;

sendo z = (wf + w3 + 2§ — 25 +a) + (b+ 2z122) i 0 mimero complexo associado & matriz
71 e w = (2wyz1) ¢ 0 nimero complexo associado & matriz Wj.

Podemos ainda concluir que o trago de cada iterada ¢ dado por 2Re (z) e que o deter-
minante serd dado por |z|*> — |w[? = |2|* = (Im (w))?. Logo os valores proprios das iteradas

serao

Re (2) £/~ (Im (2)) + (Im (w))? (3.15)

= nd - () + () (3.16)

Tendo em conta o descrito, analisemos a iteracao no caso em que Xy é um ponto

critico do tipo I com det (Xy) = 0. Tal como fizemos anteriormente, assumimos, sem
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0 0

perda de generalidade, que Xo = [ 0 tr(Xp)
0

] , com tr(Xp) # 0. Se C' é do tipo III,

b .
C= [ fb a ] , as sucessivas iteradas de Xy podem ser dadas por

Xiy1 = Xp+C = Zyi1 + EWpy,

com Zjy1 a matriz associada ao nimero complexo zpy1 = (21),1 + (22)p41% € Wiy a

matriz associada ao mimero complexo wg,1 = (w1);, 4 + (w2); 9, sendo as componentes
(1)1 5 (22) g1 5 (W) sy > (w2)g41) dadas por

(21)g41 = ((Zl)k)2 - ((22)k)2 + ((wQ)k)2 +a
(22)k11 = 2(21)y (22) + 0

(w1)p41 =0
(

w2)k+1 = 2(21)y, (w2)y

= (3.17)

De notar que, se o ciclo é nao-comutativo, entdo (w2), 7# 0 para toda a iterada Xj.

Definindo como anti-trago de uma matriz qualquer ¥ = [ i 5] } o valor
at (V) =z — w,
verificamos ainda que o n—ciclo ndo-comutativo é tal que
at (X;) = at (X;—1) tr (X;—1),
j& que
Uir1 — U1 = (wi — uj) (Ui +uy),

pois u;t1 = u? +ceuj = u? + ¢. Assim, tendo em conta a iteragao descrita em (3.17),
tr (X;) =2(21), e at (X;) = =2 (w2); -
Neste caso, as entradas da diagonal principal de cada uma das iteradas da érbita ma-

tricial nao sao dadas directamente pelos elementos da 6rbita da quadritica unidimensional
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fa, j& que nao sao independentes do valor da entrada y; da diagonal secundéria. Quer isto

dizer que o facto da aplicacao quadrética unidimensional f, induzir um n—ciclo no caso

unidimensional, para um determinado ponto inicial zg, nao tem como consequéncia directa

e Al s . .. o ... ,
a existéncia de um n—ciclo matricial para Xg = . Podemos também observar
)

que a entrada (z2);, ¢ linear em (z2),, , com declive igual a 2 (z1), = tr (Xj) . Entao, a se-

melhanca do que aconteceu no caso da matriz parametro C' do tipo II, a composicao desta

expressao n vezes resultard numa aplicagao linear com declive igual ao produto dos tragos

de cada uma das iteradas matriciais, que é igual a 1, se tivermos um ciclo nao-comutativo.

Assim, para obtermos um n—ciclo na entrada y,, € consequentemente um n—ciclo ma-
n—1n—1

tricial nao-comutativo, terd de se verificar a condigdo Y [] tr(X;) = 0, a terceira do
i=0 j=i

Teorema 3.14. Quando isto acontecer, o trago 2(z1),, estard também num n—ciclo, bem

como o anti-trago —2 (wa),, .

0 0

Conjectura 3.26 Seja X = [ 0 tr(X
0

) ] um ponto critico de determinante nulo, com

a

tr (Xo) #0, e C = [b

} uma matriz pardmetro do tipo III. Se ewistir um n—ciclo
unidimensional induzido por f, entao existird um n—ciclo nao-comutativo matricial in-
duzido por este ponto critico, caso os valores préprios de Xg nao pertencam ao mesmo

conjunto estavel, relativamente a f,; se os valores proprios de Xo pertencerem ao conjunto

estdvel de 0, a orbita de Xg sob a acgdo de Fo serd pré-comutativa.

3.4.3 O formato dos ciclos nao-comutativos

De seguida serd estudado o formato dos n—ciclos nao-comutativos.
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Pontos fixos nao-comutativos

Por defini¢ao, os pontos fixos da aplicagao F¢ serao os pontos X tais que Fr (X) = X.

Para que tal se verifique

X’4+C=XsC=X-X?
concluindo entao que C' e X comutam, pois
XC=X(X-X*)=(X-X*)X=0CX,
e assim Fo ndo tem pontos fixos ndo-comutativos - s6 existem pontos fixos comutativos.
Ciclos de periodo 2 nao-comutativos

Seja {Xo, X1} um ciclo ndo-comutativo de periodo 2. Em [CRMNBI2] estuddmos

todos os tipos de 2—ciclos nao-comutativos, estabelecendo os resultados que apresentamos

de seguida.

Teorema 3.27 Se {Xy, X1} é um ciclo nao-comutativo de periodo 2 entao tr(X;) = —1,
tr (C) - 1

det (X;) =1+ e os valores proprios de X; serdo 5 (—1 + /-3 —2tr (C’)) , para

1=0,1.

Dem. Pelo Teorema 3.14, concluimos que, se { Xy, X7} é um 2—ciclo nao-comutativo,

entao tr (Xo)tr (X;) =1 o 1
r(Xo) =—

det (Xo) | det(X) _ o
r(X;)=—

tr (Xo) tr (Xl) + tr (Xl) =0

como vimos em (3.10), como consequéncia do Teorema de Cayley-Hamilton, temos

F(Xo) = X2 + C = tr (Xo) Xo — det (Xo) I + C,
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entao

tr (F (X0)) = (tr (X0))* — 2 (det (Xo)) + tr (C).
Como tr(X;) = —1, para i = 1,2, entao

tr (C)

para i = 1,2. Visto que os valores préprios de uma matriz X € My (R) sdo dados por

tr (X) 1/ (tr (X))? — 4det (X)
2

entao os valores préprios das matrizes que compoem o ciclo nao-comutativo periédico de

periodo 2 sao

(71 + /-3 2tr (C)) .

N | —

Em funcao do tipo da matriz parametro C, podemos descrever trés tipos de érbitas

nao-comutativas.

Proposicao 3.28 Seja C' a matriz pardmetro associada a um 2—ciclo nao-comutativo

{Xo, Xl} de Fc.

. SeC:[g 2} é do tipo I, entao
_ z Yy r -y
{XO’X]‘}_{[Z xl]’[z xl]}
com
1 —12 — 8a — a® — 8b + 2ab — V?
x—z(—Z—i-a—b) e y= 162 .
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OSeC:[g 61L:| é do tipo 1, entao
. T Y —xz—1 1—y
woa-{ls 1))
com
x:%(—l—\/—3—4a).
a b ; . .
. SeC’:[b a} é do tipo I1I, entdo
_ rz b4z —r—1 —=z
{X07X1}_{|:Z SL‘1:|7|:bZ T :|}
com

(f1 — /=3 —4a — 4bz — 4z2) .

N =

xr =

Dem. Usando as condi¢oes dadas no Teorema 3.27 para um ciclo nao-comutativo

tr (C)
2

{Xo, X1} de periodo 2, designadamente tr(X;) = —1 e det (X;) = 1+ , e o facto que
n—1

[]tr(X;) = 1, provado no Teorema 3.14, bastard resolver um sistema para cada um dos
i=0

trés casos, tendo em conta o tipo de matriz pardmetro C. m

Quanto & atractividade destes ciclos, dada na Definicao 3.18, quais serao as matrizes

parametro C' tais que {Xo, X1} é atractivo?

Teorema 3.29 Se um 2—ciclo nao-comutativo {Xo, X1} € atractivo, entao a matriz C é

do tipo III, C = [ fb Z } , e 0o dominio de estabilidade, no plano (a,b), é o representado
na Figura 3.2.
n—1
Dem. Pelo Teorema 3.17, []tr(X;) = 1 é um valor préprio da matriz Jacobiana
k=0

DF®) (X), logo as raizes do polinémio caracteristico, solugdes da equagao

M b A3 + kN2 + ksA+ kg =0,
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10 T T T ]

0.5 _ .

Figura 3.2: Dominio de estabilidade no plano (a, b) de um 2—ciclo ndo-comutativo quando
C é do tipo III

podem ser determinadas resolvendo (A — 1) ()\3 + A2+ e+ 63) =0, com ¢y = k1 + 1,

co = ko + c1 e cg = k3 + co. Estes coeficientes sao dados por ¢; = —9 + 4de — 4t — tQC,

2
t2
co =4 <2+tc+ <2dc+to+zc> ) e c3 = —4(2+tc)?, com to e do o trago e o
determinante da matriz pardmetro C, respectivamente. As raizes do polinémio cibico

A2 4+ 1 N2 4 e9) + 3 sdo dadas por:

cl P & —3c

T T3 T3 T 3p
_a, PO+iVv3) | (1-iv3) (¢ - 3e)
e T 6P ’
o, PA=iVv3)  (1+iv3) (- 3c)
S T 6P ’

1
com P = §/§ (Q+263 —9cica +27c3) e Q = \/(26’{ — 9c1ca + 27c3)° — 4 (2 — 3¢2)”. De
forma que o ciclo ndo-comutativo de periodo 2 seja atractivo, temos de exigir que o raio

espectral da matriz Jacobiana seja igual a 1, ou seja, temos de exigir que todas as raizes
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21, 22, z3 tenham valor absoluto inferior a 1. Logo, analisando cada um dos tipos de matriz
parametro C, concluimos que: se C' é do tipo I ou tipo II, ndo existirdo matrizes parametro
tais que { Xg, X7} € um 2—ciclo atractivo nao-comutativo. Se C' é do tipo III, as condigoes
impostas levam-nos ao dominio de estabilidade representado na Figura 77. =

De notar que o dominio de estabilidade que determindmos para os ciclos nao-comutativos,
quando a matriz parametro C' é do tipo III, ndo coincide com o dominio de estabilidade
dos ciclos comutativos de periodo 2 (que serd igual ao do caso complexo, caracteriza-
do no conjunto de Mandelbrot pelo bolbo imediatamente a esquerda do bolbo princi-
pal, ver Figura 2.5). Realgamos ainda que este dominio de estabilidade, representado
na Figura 3.2, caracteriza a atractividade dos 2—ciclos nao-comutativos na subdlgebra

parametro do tipo III. Fixada a matriz parametro C, se estudarmos a atractividade em

G = {XGMQ(R):X: [ v } ,w,y,zeR} sob a accado de Fg, com C' a matriz

Ms (R), verificamos que, numa vizinhanga do ciclo ndo-comutativo { X, X7}, uma matriz
que nao pertenca a subdlgebra referida nao é atraida para este, mas sim para outro ciclo
nao-comutativo {Yp, Y1}, com {Xy, X1} e {Yp, Y1} n—ciclos semelhantes entre si, segundo

a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.30 Fizada a matriz pardmetro C, dois n-ciclos matriciais {Xo, ..., Xn-1} €
{Yo,...,Yn_1} de Fo dizem-se semelhantes entre si se 0s n—ciclos no trago e no determi-

nante sao 0s mesmos, isto é,

{tr (Xo), .oy tr (Xpn—1)} = {tr Vi), .o, tr (Vpo14%) }

{det (Xo) , ... det (Xp_1)} = {det (V) , ..., det (Yo_11)} ,



3.4 Caracterizagdo da dindmica no caso nao-comutativo 79

para algum 0 < k <n — 1.

Assim, embora na Proposicdo 3.28 seja apresentado um ntimero infinito de 2—ciclos
nao-comutativos, considerando quaisquer dois ciclos obtidos a partir do mesmo parametro
C, eles serao semelhantes entre si, segundo a nogao de semelhanca entre ciclos introduzida

na Definicao 3.30.

a

Consideremos uma outra perspectiva: fixado o parametro C = [ b

b .
a ] do tipo III,

0 2—ciclo ndo-comutativo pertencente a subdlgebra G é da forma

b
T — —x—1
{Xo, X1} = b 2 ) b

—r—1 _Z
v 2

8 Nlo

com

(-1- V-t )

e valores préprios iguais a vpy = (—1 +v-3 - 4a) . Observamos que f, (vp+) = vp,

IS NS

sendo f, a quadratica unidimensional de parametro a, ou seja, {vp4,vp_} é um 2—ciclo
no caso unidimensional. Neste caso, a iteracao sob a accao de F, que se se desenvolve na
subalgebra G, pode ser dada por

Tn+1 :x%_y%"i'a

Yn+1 = (xn + zn) Yn +0b

Zn41 :Zr%iy721+a
e como vimos, se {Xp, X1} € um 2—ciclo em G, ent@o o trago das iteradas matriciais é

. . b
sempre constante e igual a —1. Assim, y,41 = —yn + 0. Se y = 5 teremos um ponto
fixo desta aplicagdo logo, neste caso, as entradas z; e z; da diagonal principal do 2—ciclo
2
- . L . b

serdo regidas por uma aplicagdo quadratica de parametro ¢ = — <§> + a. Se y # o o}

2—ciclo nao estd contido na subdlgebra GG, mas qualquer que seja o valor de y, a aplicacao
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Yn+1 = —Yn + b terd periodo 2, pelo que o 2—ciclo serd da forma {y,—y + b}. A outra
entrada da diagonal secundédria também entrard num 2—ciclo {—y +b,y}, e assim as
entradas da diagonal principal do 2—ciclo matricial também serao regidas por uma mesma
aplicacao quadratica de pArametro ¢ = (y2 — by) + a, mas desfasada. Salientamos assim
que, no caso dos 2—ciclos ndo-comutativos, fixada a matriz parametro C, as entradas da
diagonal principal sao dadas por uma unica aplicacdo quadritica e, como j4 foi referido,
quaisquer dois ciclos nao-comutativos originados por um mesmo parametro C sdo seme-

lhantes entre si.

Ciclos nao-comutativos de periodo n > 2

No caso dos ciclos nao-comutativos de periodo n > 2, nao teremos apenas uma apli-
cacao quadrética unidimensional no controlo das entradas da diagonal principal. Notemos
que o aparecimento dos ciclos nao-comutativos pode ser relacionado com um determinado
desfazamento nas entradas da diagonal principal. Foquemo-nos no caso n = 4, com Xy do
tipo I e a matriz parametro C do tipo III, cuja dindmica se desenrola na subdlgebra G.
Existe mais do que um ciclo nao-comutativo de periodo 4; um deles é o ciclo descrito no

resultado que se segue.

Teorema 3.31 Seja C' a matriz pardmetro associada o um 4—ciclo ndo-comutativo

{Xo, X1, X9, X3} de Fo. Um dos 4—ciclos nao-comutativos existente é dado por

N (FE I EEA N ERINE Y I

—Y1 I3 —Y1 1 —Y2 T2
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sendo

com

to

dq

do

ds3

da

x1

T2

T3

x4

Y1

Y2

N~ N~ N~ = - N

<t1 - \/ —4dy + 12 + 4y?

<t2 — \/—4d2 +43+ 4y§>
<t1 + \/ —4dy + 12 + 4y§>
)

ty + \/—4d2 + t3 + 493

b(1+ts)

b(1+t1),

—ty (—4a+4 (1+b) t1 + 4at} + t7)
24 (dy—a)t; +a

2%t + %t‘f + 2at3 + gtl —a

dy

do

e t1 uma das raizes reais da equacio —1 — daz?® + (4 + 4b?)z3 + daz* + 25 = 0.

Dem. Fixado o parametro C, as componentes deste ciclo obtém-se considerando o

sistema composto pelas condicoes dadas no Teorema 3.14 e pelas condigoes

_ 2
(i+1)modn = Limodn + Gimodns

na perspectiva de que a dinamica é controlada pela composi¢cao de diferentes aplicacoes

quadréticas de pardmetros a;. Da sua solucao, concluimos que os tragos t; e to sao as raizes
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reais da equacdo —1 — 4ax? + (4 + 4b%)23 + 4az* + 25 = 0 e que, a partir das mesmas, ¢

possivel explicitar por completo o ciclo dado em (3.18) em fungao de ¢, sendo

ts = —t1(—4a+4 1+t +4dat? +t7)
1

Y1 = §b(1+t2>
1

Y2 = Eb(l-i-tl)

T, = %<4at2— (14b%) 5 — dat; —t5 — \/62—2 (1+b2)ta + (—4a + b2)t3 — t4>
= %(tl \/ d1+t2+4y1)

Ty = %(4@751 (1+0?) ] — 4at§t§’\/b22(1+b2)t1+(4a+b2)t§t‘11>
= %(tz\/ 4d2+t2+4y2)

T3 = %<4at2— (14b%) 5 — dat — t5 + \/62—2 (1+b2)ty + (— 4a+b2)t2—t4>
= %<t1+\/ 4d1+t2+4y1>

Ty = %(4@751 (1+b%) 8 — 4at‘;’t?+\/b22(1+b2)t1+(4a+bz)t%t411>
= %<t2+\/—4d2+t2+4yz)

com

dy = t%+(d2—a)t1+a

2 1 4 2 3
do = 2b t1+§t1 +2at1+§t1 —a
d3 = dy

dy = do.
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Determinamos ainda os pardmetros das duas quadriticas que regem a dindmica nas en-

tradas da diagonal principal:

1
a; = Z(4a—b2—2b2t1—b2t%) =
2
2 1
= Y +a=— <§b(1+t1)> +a
az = a—b—2+ab2—b2(1+2a+62)t1+b2(2—a+2b2)t2+2ab2t3—ﬁ L
4 1 1y 2
1 2
= y%+a:<§b(1+t2)> +a
| |
Os parametros a1 e as das quadréticas fa1 = 22 + ay e fa2 = 22 + as que con-

trolam o 4—ciclo em que se encontram os elementos da diagonal principal sao tais que

fay (fay (fay (fan (%4)))) = iy i = 1,3, € fay (far (fa (fay (20)))) = 4, 1 = 2,4.

Teorema 3.32 O dominio de estabilidade, no plano (a,b), do 4—-ciclo {Xo, X1, X2, X3}

dado em (8.18) é o representado na Figura 3.3.

Dem. De forma andloga ao que foi feito relativamente a regiao de estabilidade do ciclo
de periodo 2, sabemos que, pelo Teorema 3.17, 1 é um valor préprio da matriz Jacobiana
DW (X), logo as raizes do polinémio caracteristico podem ser determinadas resolvendo a
equacao (A —1) ()\3 + A2+ )+ 03) = 0. O raio espectral da matriz Jacobiana devera
ser 1, de modo que o ciclo nao-comutativo seja atractivo, e assim chegamos ao dominio de
estabilidade no plano (a, b) representado na Figura 3.3. m

De notar que alguns dos 4—ciclos nao-comutativos que nao estao contidos na subdl-
gebra GG sdo semelhantes a este ciclo. Os outros dois 4—ciclos ndo-comutativos sdo ciclos

semelhantes entre si.



84

Iteragiao em M, (R)

10

I

oorp

ik

=20 -1.5

Figura 3.3: Dominio de estabilidade
Teorema 3.31

-1.0 -0.5 0.

no plano (a,b) do 4—ciclo nao-comutativo dado no



Capitulo 4

Conjunto de Mandelbrot matricial
e conjunto de Julia matricial

Neste capitulo sao estudadas possiveis generalizacoes das nogoes de conjunto de Man-
delbrot e de conjunto de Julia, apresentadas no capitulo 2, ao caso da aplicagao quadrética
matricial. Tal como no caso complexo, o estudo dos ciclos atractivos e suas bacias de
atraccao faz sentido no caso alvo deste estudo e muitas das caracteristicas da dinAmica
podem ser ilustradas recorrendo aos conjuntos de Mandelbrot e de Julia matriciais que

iremos considerar.

4.1 Generalizagao do conjunto de Mandelbrot ao caso ma-
tricial

Numa primeira abordagem a esta questao, podemos definir o conjunto de Mandelbrot
da aplicacao quadréitica matricial Fo como
M = {C € M (R) : a érbita da matriz nula, {F7 (0)}, é limitada}, (4.1)

generalizacao feita tendo como base o caso cldssico dos nimeros complexos.
85
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Apesar do conjunto de Mandelbrot matricial definido em (4.1) ser 4—dimensional, o

resultado que se segue permitird caracterizé-lo recorrendo apenas ao plano.

Teorema 4.1 O pardmetro matricial C € My (R) pertence ao conjunto de Mandelbrot
matricial dado em (4.1) se e s6 se os valores proprios de Jo = P~'CP pertencem ao

conjunto de Mandelbrot unidimenstonal.

Dem. O facto do parametro matricial C' pertencer ao conjunto de Mandelbrot uni-
dimensional é equivalente a dizer que a drbita da matriz nula é limitada sob a accao de
F¢ e, consequentemente, pela accao de Fy, ja que, como vimos anteriormente, o sistema
dindmico (M (R), F¢) é equivalente ao sistema dinamico (Ms (R), Fj,). Como vimos no
Teorema 3.12, sendo A um valor préprio de uma matriz pardmetro que esteja na forma
canodnica de Jordan, a aplicagdo matricial tem um n—ciclo comutativo se e s6 se fy tem
um n—ciclo, ja que a 6rbita da matriz nula é atraida para este ciclo comutativo. Podemos
entao concluir que a érbita da matriz nula é limitada sob a acgao de Fj, se e sé se os
valores préprios de Jo pertencem ao conjunto de Mandelbrot complexo. m

Assim, podemos ilustrar o conjunto M tomando cada um dos pardmetros na sua forma
canénica de Jordan; desta forma, caracterizamos este conjunto 4—dimensional usando

apenas duas dimensoes, fazendo-o no plano dos parametros a e b. Por exemplo,
M = {JC do tipo III : a 6rbita da matriz nula, {F}LC (0)} , & limitada}
ou seja,
M = { [ _ab Z ] € M (R) : a 6rbita da matriz nula, {FJ, (0)}, é limitada} (4.2)

O conjunto My, apresentado em (4.2) e na Figura 4.1, coincide com o conjunto de Man-

delbrot complexo, ilustrado na Figura 2.5.
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15 1

10r L 1

-15L . 1 1
-2.0 -13 -1.0 -0.5 0.0 0.5

Figura 4.1: Conjunto de Mandelbrot Mg

Mas o conjunto de Mandelbrot, definido como o conjunto dos pardmetros para os
quais a 6rbita da matriz nula é limitada, nao terd o mesmo significado nem caracterizara
a dinamica de forma tao completa como o conjunto de Mandelbrot faz no caso complexo.
Notemos que, pelo teorema de Fatou, todo o ciclo atractivo de uma func¢ao polinomial ou
racional complexa atrai, pelo menos, um ponto critico. No caso da aplicagao quadratica
complexa, como 0 é o tinico ponto critico, caracterizando os pardmetros para os quais a sua
orbita é limitada, caracterizamos as ¢érbitas atractivas. Assim, o conjunto de Mandelbrot
complexo M indica e caracteriza todos os parametros para os quais existem orbitas atrac-
tivas. Tal nao acontece com o conjunto de Mandelbrot matricial M, se o definirmos da
forma (4.1), j4 que existem matrizes parametro C' que geram ciclos atractivos (tendo em
conta a nogao de atractividade matricial definida anteriormente) para as quais {F}‘C (0)}

nao é limitada, ou seja, o ciclo atractivo que estd definido fora do espago gerado por C e [
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nao atrai a érbita da matriz nula. Assim, o conjunto de Mandelbrot matricial M, definido
como em (4.1), caracterizard apenas os parametros para os quais existe um ciclo atractivo
comutativo e nao ird conter todos os pardmetros para os quais existem dérbitas atractivas,

como acontece com o conjunto de Mandelbrot complexo.

Exemplo 4.2 Consideremos a matriz pardmetro C' do tipo III e a matriz inicial Xo do

tipo I dadas por

z 0 ~1.1 03
XO_[() y] ¢ C_[OB 1.1}’

cuja dindmica se desenvolve, sob a acgao de Fo, na subdlgebra G, definida em (8.14). Ve-
rificamos que o pardmetro complexo ¢ = —1.1+ 0.3i, associado & matriz parametro C, nio
pertence ao conjunto de Mandelbrot complezo, logo, pelo Teorema 4.1, C' ¢ M, definido
como em (4.1). Isto significa que a orbita da matriz nula nao é limitada, sob a acgao de
Fo, ou seja, nao existe um ciclo matricial comutativo. No entanto, existe wm 2—-ciclo
atractivo nao-comutativo, como podemos observar no conjunto de Julia preenchido K¢,

tlustrado na Figura 4.8.

Assim podemos estudar a possibilidade de definir o conjunto de Mandelbrot matricial
de outra forma, ou de considerar mais do que um conjunto de Mandelbrot matricial, ja
que F¢ tem outros pontos criticos para além da matriz nula. Por exemplo, considerar o

conjunto

Minz{[ _ab 2} € M (R) : a 6rbita {F}‘C <[8 2})} élimitada},

0

representado na Figura 4.2, ja que Xg = [ 0

0 .
a ] é um ponto critico de Fe.
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Figura 4.2: Conjunto Mj;; para o ponto critico Xo = [ 8 2 ]

4.2 Generalizacao do conjunto de Julia ao caso matricial

Podemos também generalizar a nogao de conjunto de Julia tendo como base o caso
cldssico; como vimos anteriormente, o conjunto de Julia complexo J. é caracterizado por
ser a fronteira do conjunto de Julia preenchido ., o conjunto constituido pelos pontos
cujas érbitas permanecem limitadas sob a accao de f..

Fazendo um paralelo com o caso complexo, podemos definir o conjunto de Julia

preenchido matricial K¢ como
Ko ={X € M3 (R) : a 6rbita da matriz X, sob a acgdo de F¢, é limitada},

e o conjunto de Julia matricial J¢ como a fronteira de K¢, sendo C' € M3 (R) uma matriz
parametro matricial.

Dada a dificuldade em representar um conjunto a 4 dimensoes, hd necessidade de
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considerar um corte do conjunto K¢, o que permite representéd-lo a trés dimensoes. Por
exemplo, considerando a subdlgebra G, definida em (3.14) , podemos definir o conjunto de

Julia preenchido matricial Kg em G da seguinte forma

K& = {X = [ r y g } € (G : a 6rbita da matriz X, sob a accao de F¢, € limitada} .

-1 0.22

Exemplo 4.3 Quando C' = [ 022 —1

], obtemos o conjunto de Julia preenchido

matricial Kg representado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Diferentes perspectivas do conjunto de Julia preenchido matricial Kg, com

-1 022
¢= [ 022 —1 }

Ao considerarmos o subconjunto de K¢ constituido pelas matrizes X do tipo I definido
por
KIC = {X = [ w 2 } € Ms (R) : a érbita da matriz X, sob a acgao de F¢, é limitada} ,

iremos obter um corte do conjunto Kg E possivel representar este conjunto no plano,
tomando como representantes da matriz X o par (z,y), que é composto pelos valores

préprios de X.
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Figura 4.4: Conjunto de Julia preenchido matricial KIC, com C = [ —6 122 0;212 ]

Exemplo 4.4 Considerando a matriz pardmetro C' = [ _6122 0;212 ] , 0 conjunto Ké

serd o representado na Figura 4.4.

e Verificamos que, sob a accao de F¢ :
A orbita da matriz nula Xg = 0 é atraida para um ciclo atractivo de periodo 2,

permanecendo como esperado, no subespago (I,C) :

0 0 |F Fol| 0039 —-0204 | | —1.039 0.204 | Fo | 0.039 —0.204 | Fo
0 0 0.204 0.039 —0.204 —-1.039 0.204 0.039

o A drbita de alguns dos outros pontos criticos (de determinante nulo e trago nao
nulo) é atraida para um ciclo atractivo nao-comutativo de periodo 2, que nao estd

no subespago (I,C) :

Fe | 0.012 0.11 Fe | —1.012 0.11 | Fo | 0.012 0.11 Fo
—0.11 -1.012 —0.11 0.012 —-0.11 —-1.012



92 Conjunto de Mandelbrot matricial e conjunto de Julia matricial

-1

[
—
=
—

-1 022
—-0.22 -1
matrizes X do tipo I cujos valores préprios (z,y) estao situados nos subconjuntos marcados
com um circulo e que sdo atraidas para o ciclo comutativo; se os valores préprios (z,y)
estao situados nos subconjuntos marcados com um quadrado, entao a érbita de X é atraida
para o ciclo nao-comutativo

Figura 4.5: Conjunto de Julia preenchido K%, com C = [ } ; as orbitas das

e O conjunto de Julia preenchido matricial Ké apresentado na Figura 4.4, composto

X

pelas matrizes iniciais Xg = [ 0

] do tipo I para as quais as drbitas permanecem
limitadas, sob a acgdo de Fo, tem um padrao tipo "tabuleiro de damas”, referenciado
no artigo de Serenevy, [Ser02]. Este padrao descreve o comportamento das drbitas,
consoante a matriz inicial Xo: as orbitas das matrizes associadas aos pontos (x,y)
situados nos subconjuntos marcados com um circulo na Figura 4.5 sao atraidas para
a drbita que atrai a matriz nula; as orbitas das matrizes associadas aos pontos (z,y)
situados nos subconjuntos marcados na Figura 4.5 com um quadrado sao atraidas

para um ciclo atractivo nao-comutativo. Nota: Os valores apresentados sao valores

arredondados.
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Tal como j4 referimos, para alguns valores da matriz parametro C' do tipo 111, a érbita
do ponto critico 0 € Ms(R) nao é limitada, ou seja, ndo existe um ciclo comutativo, apesar
de existir um ciclo ndo-comutativo. Este facto também pode ser ilustrado recorrendo ao

conjunto de Julia preenchido matricial K&, como ilustramos no exemplo que se segue.

-1.1 0.3

Exemplo 4.5 Quando C' = [ 0.3 —1.1

], o pardmetro matricial usado no Exemplo
4.2, obtemos o conjunto de Julia preenchido matricial Kg, representado nas Figuras 4.6

e 4.7. Considerando o corte em Kg em que se obtém o conjunto composto pelas matrizes

maciais Xo do tipo I, obtemos a representacdao no plano de Ké, dada na Figura 4.8.

Figura 4.6: Diferentes perspectivas do conjunto de Julia preenchido matricial K&, com

~1.1 0.3
¢= [ —03 —1.1 ]

Notemos que este padrao tipo "tabuleiro de damas" é facilmente compreendido no
caso simples em que a dindmica de cada uma das entradas das iteradas matriciais é to-
talmente independente das outras, ou seja, o caso em que a dindmica se desenrola no

plano canénico de Jordan do tipo I. Nesse caso ou no caso em que a matriz pardmetro é
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Figura 4.7: Diferentes perspectivas do conjunto de Julia preenchido matricial Kg, com

~1.1 03
¢= [ ~03 1.1 ]

escalar, a construcao da bacia de atraccao é feita através das intersecgOes sucessivas entre
rectas definidas a partir dos pontos de interseccao das sucessivas compostas da aplicagao f
(fr~! = f* n € N). Assim, teremos o "cruzamento" das bacias de atracgio das entradas

x e y, como podemos observar na Figura 4.9, para o caso em que a = —1 (e b =0).

A regiao quadrada que observamos ¢é limitada pelas rectas © = +q e y = +¢, com

1 1
q= 5 + 5\/1 — 4¢, j4 que, no caso real, a bacia de atracgao é o intervalo |—g; g/

Neste caso, conseguimos delimitar analiticamente as regides que sao atraidas para o
ciclo comutativo e as que sao atraidas para o nao-comutativo; o mesmo nao acontece nos

casos mais gerais em que X e C s@o de tipos diferentes, por exemplo.

De seguida, apresentamos um exemplo relativo a uma matriz pardmetro C' que induz

ciclos de periodo 4.
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-2k,
-2

-1.1 0.3
-03 —1.1

Figura 4.8: Conjunto de Julia preenchido matricial KIC, com C = [

—1.26 0.05
—-0.06 —-1.26

matricial Kg representado na Figura 4.10. O conjunto Ké serd o conjunto representado

Exemplo 4.6 Quando C = [ }, obtemos o conjunto de Julia preenchido

na Figura 4.11.
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ka L

2L

Figura 4.9: Limites das subregioes do conjunto de Julia preenchido matricial KIC no caso

; -1 0
em que a matriz pardmetro C' ¢é escalar, C' = [ 0 -1 }

Figura 4.10: Diferentes perspectivas do conjunto de Julia preenchido matricial Kg, com

~1.26 0.0
¢= [ ~0.05 —1.26 }



4.2 Generalizacio do conjunto de Julia ao caso matricial

97

2 -
1 - -5
¥ 0r ]
1k .
=2 [, | | L |
-2 -1 ] 1 2
X
Figura 4.11: Conjunto de Julia preenchido matricial K-, com C = [ :(1)32 _0105 6 ]
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Capitulo 5

Aplicacao ao estudo da dindmica
em algebras hipercomplexas

Motivados pelo facto de uma dlgebra hipercomplexa A poder ser representada por uma
algebra de matrizes, neste capitulo fazemos o estudo da dindmica da aplicacao quadrética
nos diversos sistemas numéricos de duas componentes, considerando a abordagem matricial
introduzida nos capitulos anteriores. Este tépico foi estudado por Senn, Metzler, Artzy e
Fishback em [Sen90], [Met94], [Art92] e [Fis05], respectivamente. Em [IKPO1], Isaeva et
al. descrevem algumas aplicagoes deste estudo em sistemas de duas componentes a um
sistema electrénico.

E também salientado o paralelo existente entre a dlgebra dos ntimeros split-quaternioes
e a dlgebra das matrizes reais de ordem 2, ttil na caracterizagao do comportamento da

aplicacao quadrédtica no conjunto dos nimeros split-quaternioes.
5.1 A formulagao matricial

Uma dlgebra hipercomplexa A, n-dimensional, é constituida pelos elementos

n
a = aii] + asis + ... + anip = g Qply € A, ai,as,...,a, € R
v=1

99
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e definida através de vectores unitdrios imagindrios ii,...,i,, onde i; = 1 representa
o vector identidade, e de uma tabela de multiplicacdo que define o produto de qual-
quer unidade imagindria com cada uma das outras e consigo prépria. Esta é tal que
i1i, = i,i;y = i,1 =iy, v = 1,...,n, e todas as suas entradas se restringem aos produtos
i\i, = £i,, com A\, p,v =1,...,n.

Duas dlgebras hipercomplexas sao isomorfas se as suas tabelas de multiplicacdo podem
tornar-se idénticas pela troca ou combinagao linear das unidades imagindrias da base.

Consideremos, por exemplo, a dlgebra dos quaternices H, uma das dlgebras hipercom-
plexas 4-dimensionais mais estudadas. Esta dlgebra hipercomplexa é isomorfa a dlgebra

real

R1 ® Ri ® Rj ® Rk

e gerada pela base {1,1, j, k}; podemos considerar qualquer uma das tabelas da multipli-

cagao
1] i j k 1 i j k
11| i j k 1|1 i j k
iji|—-1]-k| j i|i| -1 k | —j
ilil k |—-1] - jlil-k|-1] i
k|k| —j i | —1 klk| ] —i| -1

j& que estas sao equivalentes.

A comutatividade e/ou associatividade da multiplicagao sao das principais propriedades
a analisar quando pretendemos caracterizar uma dlgebra hipercomplexa. Como podemos
verificar, na dlgebra dos quaternides, H, a multiplicacdo nao é comutativa mas goza da
propriedade associativa.

Um facto importante para este estudo é que uma dlgebra hipercomplexa A pode ser

representada por uma &dlgebra de matrizes. Exemplo disso é o isomorfismo ¢, ja referido
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anteriormente, definido entre o subgrupo H de M (R), dado por

H:{ZGMQ(R):Z: [ A1 z2],zl,22€R}
z9 21

e o conjunto dos nimeros complexos C, caracterizado por

¢o:H—C
zZ1 —X22
22 2

:| — 21 + 290
Neste exemplo particular verificamos ainda que det (Z) = |z|? e que a representacio ma-

tricial de um mimero complexo z pode basear-se na correspondéncia entre os elementos

da base de C e as duas matrizes

1o 10 o Lo 0 -1
0 1 1 0 |
Assim, muitas propriedades da iteracao em dlgebras hipercomplexas podem ser observadas
pela anilise feita quanto & iteragdo em &lgebras de matrizes.

5.2 Dinadmica em subalgebras hipercomplexas de duas com-
ponentes

Nesta secgao aplicaremos alguns dos resultados do caso comutativo, descritos ante-
riormente no capitulo 3, ao estudo da dindmica em subélgebras hipercomplexas de duas
componentes, também designadas por sistemas numéricos de duas componentes.

No artigo [Fis05], Fishback descreve o estudo da dinamica da aplica¢ao quadratica nos
diversos sistemas numéricos de duas componentes; sdo exploradas propriedades da familia
quadridtica real a fim de fornecer uma descricao mais completa da dindmica quadratica
nestes sistemas de nimeros. A abordagem feita pelos autores que estudaram estes sistemas
numeéricos nao recorre 4 estrutura de uma algebra de matrizes, algo que faremos de seguida,

sendo o estudo apresentado equivalente aos referenciados ao longo do capitulo.
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Dados dois niimeros reais fixos, « e 3, o sistema numérico R, g ¢ definido por
Rap = {a+be:a,b€R,e§éR,e2 :a+ﬁe}.

Os elementos de R, 3 sao adicionados componente a componente e sao multiplicados
usando a lei distributiva e a identidade € = o + Be. Trés dos mais importantes exemplos

destes sistemas numéricos sao:

e O conjunto dos nimeros complexos, C, quando o« = —1 e 8 = 0;

e O conjunto dos nimeros perplexos ou nimeros de Minkowski, P, quando o = 1 e

B =0;
e O conjunto dos nimeros duais, ), quando a =0¢e 5= 0.

Em [Sen90], Senn demonstrou que todo o sistema numérico R, 3 ¢ isomorfo, como

ﬁ2
anel, aos nimeros complexos C, perplexos P ou duais D, consoante o valor Kk = « + T
seja negativo, positivo ou nulo, respectivamente.

Podemos observar que, identificando € com a matriz €;; dada por

we[23]

a condicao que envolve k pode ser dada, de forma equivalente, em termos dos valores
proprios da matriz €pr: se €y tiver valores préprios complexos, Rq, g ¢ isomorfo a C; se
ey tiver valores préprios reais distintos, R, g ¢ isomorfo a PP; se ejs tiver um tnico valor
préprio real, Ry 5 € isomorfo a D. Em [Fis05], este isomorfismo é usado para estabelecer
que a familia quadratica, quando actua em determinado sistema numérico bindrio R, g,

é topologicamente conjugada a familia quadrdtica complexa, perplexa ou dual. De notar
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que a forma matricial de representar €, €ps, ndo é iunica, mas o polinémio caracteristico
correspondente, p (z) = 22 — Bz — «, é determinado de forma tnica através da definicio
de Ry 3.

Tal como exemplificimos anteriormente para os nimeros complexos, estes sistemas
numéricos de duas componentes podem ser expressos como anéis de matrizes reais 2 x 2.
Assim, o estudo da dindmica da aplicacdo quadratica em My(R), feito anteriormente,
permite-nos caracterizar os diversos comportamentos em cada uma destas subdlgebras, ja

que, em cada um dos casos, R, g ¢ isomorfo a uma subdlgebra de M> (R).

5.2.1 Conjunto dos niimeros complexos

O conjunto dos nimeros complexos C é definido por

Raﬂ:{a+be:a,b€R,e§éR,62204+5€}a

com o = —1 e 8 = 0. Identificando € com a matriz
S 0 1
M — 71 0 )
podemos também identificar cada um dos elementos a+be de R, g com a matriz [ _ab 2 } ,
ja que

10 0 1 a b
aIereM—a[O 1]+b[1 0]_[17 a}

O comportamento de F nesta subdlgebra ja foi estudado anteriormente, quando descreve-

mos a dindmica de Fiz no plano canénico de Jordan do tipo III.
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5.2.2 Conjunto dos niimeros perplexos ou split-complexos

O conjunto dos nimeros perplexos P, também designados por nimeros split-complexos

por alguns autores, é definido por
Rap = {a+be:a,b€R,e§éR,e2 :oz—i—ﬁe},
com a =1 e 8 =0. Identificando € com a matriz
10 1
M=11 0|
podemos também identificar cada um dos elementos a+be de R, g com a matriz [ Z 2 } )

ja que
10 01 a b
aI+b6M_a[01]+b[1()]_[ba}

a

b

Como Xy e C' comutam, a dindmica é totalmente caracterizada fazendo um paralelo com

b . . . .
e C = [ o | serd equivalente a um dos comportamentos descritos anteriormente.
o caso unidimensional, como vimos anteriormente, ji que existe uma base na qual estas
matrizes estdo simultaneamente na mesma forma canénica de Jordan. Dado que as ma-
trizes Xo e C' tém valores préprios reais distintos ag =20 —yo € fgp =20+ Yo, eu=a—>b
e v = a + b, respectivamente, (excluimos o caso trivial em que as matrizes sao nulas),

devemos estudar o comportamento de Jx, sob a accao de Fj, sendo

ag 0 u 0
Ix, = Jo = .
o [ 0 Bo } ) “ [ 0 v ]
Este caso j4 foi descrito quando caracterizémos o comportamento de F no plano canénico

de Jordan do tipo L.
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05F
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-2.35 -2.0 -1.3 -1.0 -n.3 oo 0.5

Figura 5.1: Conjunto de Mandelbrot definido no conjunto dos nimeros perplexos, Mp

Assim, para obter a 6rbita do nimero perplexo associado & matriz [ Zi(()) gg ] , bas-
tard tomar os nimeros perplexos associados a P (Jx,), P~!, sendo P € GLy(R) tal que
P 1XyP = JIx, e P~1CP = Jc.

Logo, tal como foi descrito por Metzler em [Met94], por Artzy em [Art92] e por Fish-

back em [Fis05], o conjunto de Mandelbrot definido no conjunto dos nimeros perplexos

por
Mp = {a+be € P: a 6rbita da origem, {74 (0)}, ¢ limitada quando n — oo}

é um quadrado, sem qualquer estrutura fractal, como podemos observar na Figura 5.1.
Quanto aos conjuntos de Julia preenchidos definidos em P, discutidos por Artzy, surgem
diversos tipos distintos: rectdngulos, conjuntos de Cantor e produtos destes conjuntos,
consoante seja a combinagao feita entre os casos da funcao quadrédtica real, quando os

parametros sao ag = g — Yo € By = o + Yo, exemplificados nas Figuras 5.2, 5.3 e 5.4.
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9

=
=

Figura 5.3: Conjunto de Julia preenchido definido em P, com a = —1.8 ¢ b = 0.26

5.2.3 Conjunto dos niimeros duais

O conjunto dos numeros duais ID é definido por
Rap = {a—i—be:a,bER,egéR,g? :O[_|_/36}7

com a =0 e 8 =0. Identificando € com a matriz

[0t
M=10 0
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Figura 5.4: Conjunto de Julia preenchido definido em P, com a = —2.3 ¢ b = 0.2

. . X b
podemos também identificar cada um dos elementos a+be de R, g3 com a matriz [ 8 a } ,

j& que
10 01 a b
1 = = .
al + beps a[01]+b[00] [Oa}
b . .

Sendo Xy = [ LEOO iﬂ ] e C = [ 8 a ] matrizes que comutam, com um unico valor

0
préprio real, ag e u, respectivamente, para estudar a dindmica desta subdlgebra sob a
accao da aplicagao quadratica Fz recorremos ao caso do plano canénico de Jordan do tipo
I, um dos casos estudados anteriormente, para descrever o comportamento de Jx, sob a
accao de F)j., sendo

1 R
JXOZ[O(‘)O ao] e Jo=|14 }

o
0
nimeros duais associados a P (Jx,), P71, sendo P € GLy(R) tal que P~1XoP = Jy, e

Para obter a d6rbita do nimero dual associado & matriz

‘7;0 ] , bastard tomar os
0

PICP = Je.

O conjunto de Mandelbrot definido no conjunto dos nimeros duais, representado na
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Figura 5.5, é dado por

Mp = {a+beecD: adrbita da origem, {f7,. (0)}, ¢ limitada quando n — oo} .

Figura 5.5: Conjunto de Mandelbrot definido no conjunto dos nimeros duais, Mp

Quanto aos conjuntos de Julia preenchidos definidos em ), estes sao constituidos por

bandas verticais, como observamos nas Figuras 5.6, 5.7 e 5.8.

Figura 5.6: Conjunto de Julia preenchido definido em D, com a = —0.4
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N T T
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-2 -1 0 1 2
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=

Figura 5.7: Conjunto de Julia preenchido definido em I, com a = —1
Figura 5.8: Conjunto de Julia preenchido definido em D, com a = —1.3

5.3 Dinamica em subdlgebras hipercomplexas de quatro com-
ponentes

A algebra dos quaterniodes, cuja iteracdo sob a accao da aplicagdo quadratica foi am-
plamente estudada por diversos autores, e a dlgebra dos split-quaternioes sao as tnicas
dlgebras quaterniénicas sobre R, a menos de isomorfismo. De seguida, iremos considerar
a algebra dos split-quaternioes e fazer o paralelo entre o estudo efectuado nos capitulos

anteriores e a iteragao sob a accao da aplicacao quadratica neste conjunto de niimeros.
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Algebra dos niimeros split-quaternides

A dlgebra dos nimeros split-quaternioes (designados também por para-quaternioes ou

coquaternioes), que denotaremos por H', é isomorfa & dlgebra real
R1 @ Ri ® Rj’ @ RK',

e é gerada pela base {1, i,j, k/} , com a seguinte tabela de multiplicacao

1] 1 |JK
1(1] 1 |j|K
i]i] -1|K]|—j

~

V17K ]|1] i
K | K| j | 1] 1

Sendo ¢’ = g9l + q1i+q2j’ + g3k’ um nimero split-quaterniao, tem-se

07 = (90)* + (@) — (g2)* — (g3)*

Esta dlgebra hipercomplexa é isomorfa a uma algebra de matrizes, ja que a cada nimero

split-quaterniao ¢’ = qo1 + q1i+¢q2j’ + g3k’ € H' podemos associar a matriz

q0 —q3 —q1+ Q2
a+q qo+gs3

identificando cada elemento da base de H' com as seguintes matrizes:

10 . [0 -1 s [01 , [-10
e 2 B e A ) S K

Esta correspondéncia ilustra o isomorfismo existente entre H' e a dlgebra Ms(R) das ma-

trizes reais de ordem 2 :

(90, q15 G2, q3) < Qo1 + qri+qaj’ + gsk'.

Assim salientamos que, ao estudar a iteracao em My (R), podemos observar as caracteris-

ticas da iteracao na dlgebra dos nimeros split-quaternices. Notemos o paralelo existente
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entre o paraquaterniao (qo, q1, g2, q3) , cuja matriz associada é [ @°—0s —qn+a } ea

g1 +q2 qo+q3
decomposicao de Crilly desta matriz, descrita no capitulo 3, dada por X = Z+ EW, sendo

21 TR2

z = z1 + 221 o nimero complexo associado a matriz Z = [
Z2 2

}ew:wl—i-wgio

wp —ws2

nimero complexo associado & matriz W = [
wz Wi

} . Temos entao

qgo = z1 = Re(z)
@1 = z2 =Im(z)

5.1
g2 = w1 = Re (w) (5:1)

g3 = —Wwa2 = —Im (w)
Assim, o estudo de F efectuado em My (R) serd proveitoso no estudo da iteracao quadratica

na dlgebra dos niimeros split-quaternioes.
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Capitulo 6

A iteracao em matrizes
estocasticas

Neste capitulo sera estudada a iteracao polinomial no conjunto das matrizes estocdsti-
cas simétricas. Concentramo-nos, em particular, no caso de uma determinada familia de
aplicacoes quadréticas. O comportamento dindmico da familia quadratica no intervalo, ja
bem conhecido, e sua dependéncia do pardmetro é reproduzido no espectro das matrizes

estocdsticas.

Ja que uma matriz estocdstica caracteriza uma cadeia de Markov, obtemos um sistema
dindmico discreto no espaco das cadeias de Markov reversiveis. Portanto, dependendo do
parametro, hd condicOes iniciais para as quais a correspondente cadeia de Markov reversivel

serd atraida para um ponto fixo, para um ponto periédico ou para um ponto aperiédico.

Os conceitos e resultados cldssicos de dlgebra linear usados ao longo deste capitulo

podem ser consultados em [HJ85].

Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados em [CRMNBI11].
113
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6.1 O conjunto (2,

Seja €2, o conjunto das matrizes n X n, estocésticas, simétricas e definidas positivas.
Assim, se X = (z;;) € Q, a matriz X é duplamente estocdstica, jd que é estocdstica e
simétrica, todas as suas entradas sao nao negativas, z;; > 0, e a soma dos elementos de

n
cada linha/coluna ¢ igual a 1, > x;; = 1 e > x;; = 1. Por ser estocdstica, a matriz tem
i=1 =1

n
1 como valor préprio.

Por outro lado, uma matriz simétrica é definida positiva se e s6 se os seus valores
proéprios sao positivos, logo concluimos que o espectro de X, sp(X), é tal que sp(X) C ]0,1].

Pelo teorema de Perron-Frobenius, se A € M,, (R) é uma matriz ndo negativa, entao
p(A) = max {|A| : A € sp(A)}, o raio espectral de A, & um valor préprio de A e existe
um vector préprio nao negativo de A correspondente a p (A). Logo 1 é o valor préprio de
Perron associado ao vector préprio de Perron a direita u := (1,1,...,1) € R™.

Consideremos a aplicagao polinomial g, definida por gy (z) := 1 — Az (1 — z), topo-
logicamente equivalente & aplicacao logistica e alterada de modo que x = 1 seja um ponto
fixo.

Seja G a aplicacao matricial, induzida por gy, definida por

Gy : Q, — M, (R)
X—>1-AX(1-X) '
onde 1 denota a matriz identidade e A € [0,4].
O facto de 1 ser um ponto fixo de gy é essencial no estudo, jé que garante que a iterada
de uma matriz estocdstica, pela ac¢ao da aplicacdo G, seja ainda uma matriz estocdstica.

Como vimos anteriormente, a dindmica matricial em €2, e alguns dos seus aspectos

podem ser estudados recorrendo & dindmica unidimensional no espectro da matriz.
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Ja que toda a matriz simétrica é diagonalizavel, qualquer X € ,, é diagonalizdvel, logo
existe uma matriz invertivel P tal que D = P 'XP é uma matriz diagonal,
D = diag (z1,...,x,) . Como as entradas da diagonal correspondem aos elementos do es-
pectro de X, sabemos que estas sao tais que x; € |0,1], i = 1,...,n. Entao, como vimos

em (3.6),

G5 (X) = GY(PDP ') =PG5 (D)P ' =

~ Pdiag (9§ (21) . 0% () ) PV

Esta relagdo permite-nos usar alguns dos resultados bem conhecidos da iteragao em apli-
cacoes definidas no intervalo, de forma a obtermos resultados quanto a dindmica matricial,
como vimos, por exemplo, na Proposicao 3.1.

Dado que pretendemos trabalhar com cadeias de Markov, o ideal seria que o conjunto
Q,, fosse invariante, ou seja, que G (X) € €, sempre que X € Q,. Tal nao se verifica,
visto que algumas entradas de G’i (X) poderao ser negativas, para algum k > 1. No
entanto, algumas das caracteristicas mantém-se pela iteracao de G, como é estabelecido

no seguinte lema.

Lema 6.1 Se X € Q,, entao Gy (X) é simétrica, definida positiva e u := (1,1,..,1) € R"

é o vector proprio de Perron assoctado a 1, o valor proprio de Perron.

Dem. A matriz G (X) é simétrica, pois X T = X e, como consequéncia,

Gr(X))' =1-2X(1-X))"
=1-A(1-Xx") X"
=1-AX(1-X)
= G\ (X)
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Por outro lado, a matriz X é diagonalizdvel, dado que é simétrica, logo existe uma
matriz invertivel P tal que D = P~!XP é uma matriz diagonal, D = diag (z1,...,2y),

com z; €10,1],i=1,...,n, e
G\ (X) =G, (PDP™') = PG, (D) P~ ..
Entao

G5 (X) = GY(PDP ') =PG5 (D)P'=

~ Pdiag (9§ (21) - g% () ) PV

Logo conclufmos que sp (G5 (X)) € ]0,1] e assim G (X) é definida positiva para todo o

k € N. Finalmente,
Gra(X)u=u—-AXA-X)u=u—-AX (u—Xu)=u

ja que u € o vector proprio de Perron de X associado a 1, o valor préprio de Perron. =

Assim, a tnica condi¢ao necesséria que podera falhar, de forma a termos G (X) € Q,
sempre que X € (),, é a estocacidade, ji que nao é assegurada a nao negatividade das

entradas da matriz G% (X), para todo o k > 1.

De forma a contornarmos esta questao, definimos o seguinte conjunto:
A, (N) = {X €O, : G5 (X) €y, paratodook € N}.

Este conjunto é invariante, ou seja, Gy (A, (\)) = A, ()\), e é andlogo ao conjunto de

Cantor invariante no caso da iteracao no intervalo, [Fal97].
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Alguns resultados em baixa dimensao

O cason=2

Quando consideramos n = 2, verificamos que G (Q2) = Qo.

Uma matriz X € M, (R) estocéstica ¢ da forma

T 1—x
X:[ ],mE[O,l],
1—=x T

com sp(X) = {1,2z — 1}. Assim, para garantir que X é definida positiva, temos de

considerar z € |1/2,1]. Por outro lado, temos

G (X) =

1+ X—3zA+ 22X (=14 3z —22%) A
(—1+3x—2m2))\ 14+ X =3z +222)\ |

Como A € [0,4], quando = € ]1/2,1], a matriz G5 (X) tem entradas nio negativas para
todo o k € N. Logo teremos G (22) = Qa, ou seja, 2 = Ay (A), para todo o A € [0,4].

Para cada k—ciclo {ai,...,ax} de gy, temos a érbita de G\

aj+l  1l—ag ap+1 1—ay
2 2 2 2

1o a1 |77 1zap  aptl |7
2 2 2 2

com o mesmo perfodo k. De notar que, apés a diagonalizacao, temos

a; 0 .
, 1=1,..,k.
0 1

Contudo, esta matriz nao é estocdstica, ja que a; # 1 paratodoo¢ = 1, ..., k, caso contrario
teriamos o caso trivial do ponto fixo.

Quando n = 2, nao existe Y € (o semelhante a um dado X € 29, ou seja, nao existe
uma matriz nio trivial P tal que PXP~! € (y. Mais ainda, existe uma correspondéncia
biunivoca entre as érbitas em g, sob a ac¢ao de G, e as 6rbitas no intervalo [0, 1], sob
a acgao de gy. Logo a dindmica matricial em )9 é essencialmente equivalente a dinAmica

no caso unidimensional no intervalo.
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O cason =3

Neste caso, nao é verdade que Q3 = Az ()\), para todo o A € [0,4], como podemos

verificar no seguinte exemplo.

Exemplo 6.2 Consideremos a matriz X € Qs dada por

0.615903 0.114583 0.269514
X = | 0.114583 0.615903 0.269514
0.269514 0.269514 0.460972

Os wvalores préprios de X sdo 1, 0.50132 e 0.191458 (arredondamento dos valores feito a
sexta casa decimal). Para A = 3.9, embora Gy (X) tenha todas as entradas positivas, a

sequnda iterada G3 (X) = G (G (X)) tem duas entradas negativas,

0.796950 —0.107963 0.311013
G3(X)=| —0.107963  0.79695 0.311013 |,
0.311013  0.311013 0.377974

€, POT €essa razao, Gi (X) ¢ Q3. Neste caso, para a matriz X dada como exemplo, temos

X ¢ A3 (X)), para X\ = 3.9.

Para n = 3, uma matriz estocdstica simétrica é da forma

T Y l—z—y
X = Y z l—y—=z , (6.1)
l—z—y 1—y—2 z+2y+2z-—1

com z,y, z € [0,1]. Neste caso, tanto as condigoes necessdrias em x, y, z para que a matriz
seja definida positiva como as condigoes que asseguram a nao negatividade das entradas
da iterada sao mais complicadas que no caso em que n = 2. De forma a introduzir a ideia

do que devemos fazer, consideremos o caso particular em que z = x.
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A subfamilia em que z =z

Analisemos a subfamilia das matrizes dadas em (6.1) caracterizada por z = z. Neste
caso, G (X) também pertence a esta subfamilia. Coloca-se entao a questao: quais sao os
subconjuntos invariantes minimais A, (\), dado um determinado n? O conjunto €2, ndo ¢
ele préprio um conjunto minimal, como vimos no exemplo para n = 3.

Consideremos entdao a familia de matrizes da forma

T Y l—z—y
X = Yy x l—z—-y |, (6.2)
l—-z—-y 1—-z—y 2y+2zx—-1

com z,y € [0,1].

Temos de impor condi¢oes adicionais a x,y para garantir que X € (3. Os valores
préprios de X sao 1, x — y e 3x + 3y — 2. Logo, para garantir que X é definida positiva,
temos de considerar z > y e x > 2/3 —y. Seja A () o subconjunto de As (A) composto
pelas matrizes da forma (6.2). Na Figura 6.1 podemos observar o subconjunto invariante

A (M), para A = 3.9, que ilustra o quao diferentes podem ser os conjuntos Q23 e Az ().

Na Figura 6.2 pode ver-se um detalhe da Figura 6.1. O exemplo dado no inicio desta
seccao foi escolhido a partir da observacao desta figura: tomdmos o exemplo de um par
(z,y) para o qual a cor associada seja o branco (no exemplo escolhemos z = 0.615903 e
y = 0.114583). De notar que, seguindo este mesmo método, é muito mais dificil encontrar
um par (z,y) para o qual G’f\ (X) tenha entradas nao negativas para todo o inteiro positivo
k. Esta dificuldade resulta do facto do conjunto invariante A (\) ser um conjunto com uma

estrutura fractal ndo trivial.

Uma forma mais eficiente de encontrar uma matriz X € A (}), isto é, X da forma

(6.2) para a qual G’i (X) tenha entradas nao negativas para todo o inteiro positivo k, é
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Figura 6.1: Grafico do conjunto invariante A (A) para A = 3.9

escolher um ponto periédico X = {Xo, X1, ..., Xp—1} de G. Contudo, hd que ter alguma
prudéncia na escolha do ponto periddico, j& que, mesmo neste caso, hd que assegurar a
nao negatividade das entradas das matrizes X;, 0 <i <n — 1.

Sejam ¢ =z —y e b = 3x + 3y — 2 os valores proprios de X. Determinando x,y em

funcédo de a, b, podemos reescrever a matriz X da seguinte forma:

3a+b+2 —-3a+b+2 2-2b
X==-| -3a+b+2 3a+b+2 2-2b
2—2b 2—2b 2+ 4b

De modo a termos z,y € [0, 1], as condigbes a impor aos valores préprios a, b sao

1 1
Para assegurar que X seja definida positiva, devemos considerar 0 < a,b < 1, logo deter-
minamos um dominio, no plano (a,b), de possiveis valores préprios de uma dada matriz

pertencente a €23, representado na Figura 6.3. Consideremos entao a regiao A definida por

A:{(a,b)€R2:0<a§1, 0 < b, 3a—2§b§1}. De notar que o facto de (a,b) € A
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Figura 6.2: Detalhe do conjunto invariante A (A\) para A = 3.9

nao implica que (b,a) € A.
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Figura 6.3: Dominio A no plano (a,b)

Seja {ai,...,ar} um ciclo de perfodo k da aplicagdo gy, isto &, gx(ai) = ait1,
i=1,2,..,k—1e g)(ag) = a;. Para obter um ciclo matricial de G é necessario es-

colher um par de pontos de {ai,...,ar}. No conjunto considerado, este par (a;,a;) ird
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gerar um determinado ciclo matricial de G em Q3 se e s6 se (Gitr, aj4r) € A para todo
o inteiro positivo r (tendo em conta que gy (ax) = a1). J& que (a,a) € A, para todo o
a € ]0,1], uma escolha possivel é o par (a;,a;); neste caso, dizemos que o ciclo matricial
estd em fase. Caso contréario, dizemos que o ciclo matricial esta fora de fase. O par (a;,a;)
gera a matriz

3a; +a; +2 —3a;+a;+2 2-—2a,

—3ai+aj—i—2 3ai+aj+2 2—2aj
2—20,]‘ 2—20,]‘ 2+4aj

com i, =1,..,k.

Podemos implementar um algoritmo para obter todos os ciclos de Gy. Seja A € [0, 4];
cada ciclo de gy pode ser determinado usando rotinas numéricas ou dindmica simbdlica
e argumentos de combinatéria, [LRASSR86] e [RMRO7]. Tendo como base um k—ciclo
unidimensional {ai,...,ax}, temos um ciclo matricial em fase, gerado pelo par (ai,aq).
Para obter todos os outros ciclos, que estardo fora de fase, associados a este ciclo unidi-
mensional, é necessdrio verificar se (a14y,aitr) € A, com r = 1,...,k — 1, para cada par

(a1,a;), com i =2, ..., k.

Exemplo 6.3 Consideremos

3ai+aj+2 —3a¢+aj+2 27209-
XZE —3a; +a; +2 3a;+a;+2 2—2a,
27209- 2*2(13‘ 2+4aj

Seja A = 4. Os dois ciclos de gy de periodo 3 sdo

{a1, a2, a3} {0.0301537,0.883022, 0.586824} ¢

{as,a5,a6} = {0.0495156,0.811745,0.38874}

(apresentamos valores aproximados). De notar que nem todos os pares (a;,a;) compostos

por elementos dos ciclos de gy, geram um ciclo matricial com as caracteristicas desejadas.
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Na tabela que se segue, o simbolo x representa os pares (a;, a;) que geram um ciclo de G .

O simbolo & representa 0s outros casos.

a1 | a2 | ag | a4 | as | Gg
a1 | X | 9| 9| x| 9| D
| | X ||| X |I
a3 | 9 | 9| X | 9| D | X
ay | X | X | 9| X | 9| I
as | G| X X | g X | QD
ag | X | 9| X | 9| D | X

Isto significa que existem 2 ciclos matriciais de Gy de periodo 3 distintos que estdo em

fase,

[0.922015  0.0389926 0.0389926 |
(a1,a1) «— 0.0389926 0.922015 0.0389926 | ,
| 0.0389926 0.0389926 0.922015 |

[ 0.874497  0.0627517 0.0627517 |
(ag,aq) «— 0.0627517 0.874497  0.0627517 | ,
| 0.0627517 0.0627517 0.874497

e 3 ciclos matriciais de Gy de periodo 3 distintos que estao fora de fase:

[ 0.910135  0.027113  0.0627517 |
(a1,a4) «— 0.027113  0.910135 0.0627517 |,
| 0.0627517 0.0627517 0.874497 |

[ 0.886376  0.074631  0.0389926 |
(ag,a1) «— 0.0746313 0.886376  0.0389926 | ,
| 0.0389926 0.0389926 0.922015

[ 0.83701 0.0252649 0.137725
(ag,a2) «— 0.0252649 0.83701 0.137725
| 0.137725  0.137725  0.724549
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O caso geral

Estudemos agora o caso geral em que X € {23, considerando X no formato

l—z—2 T z
X = T l—z—y Y
z Y l—y—=z

O espectro de X ¢ sp(X) = {1,a,b}, com

a = l—z—y—z+Va2—ay—az+1y2—yz+22 e

b = l—az—y—z—+a2—ay—zz+y2—yz+ 22

Reescrevendo z e y em funcao dos valores préprios a e b, temos

1

x = ﬁ<63a3b6z+\/§\/3a2+3b2+b(4122)4(132)22a(2+5b+62)>
1 2

y = 6 — 30— 3b— 62 — V/31/3a2 + 30 + b (4 — 122) — 4 (1 — 32)? — 2a (~2+ 5b+ 62)

Recorrendo a estas expressoes, podemos também reescrever a matriz X em funcdo dos
valores préprios e da entrada z. E também possivel determinar a matriz P da decomposi¢ao

de Jordan de X, X = PDP~!, com
1 pi2 pi13

1 0 0
P=11 px2 ps e D=0 a 0|,
1 1 1 0 0 b

onde p12, P13, P22 € p23 dependem da matriz considerada.
Para garantir que os valores préprios da matriz X sdo reais, terd de se verificar a

2 _xy —xz+y? —yz+ 22 > 0; em termos dos valores préprios a e b, esta

condicao x
condicdo é equivalente a 3a2 + 302 +b (4 — 12z) —4 (1 — 32)* —2a (=2 + 5b + 62) > 0, que

define a regiao representada nas Figuras 6.4 e 6.5.

Notemos que, apesar de considerarmos inicialmente 0 < z < 1, o valor de z é sempre

tal que z < 0.5, dado que 0 < a,b < 1.
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Figura 6.4: Dominio inicial

Particularizando o valor de z, existem pares de valores préprios (a, b) que estao exclui-
dos a partida como valores préprios de X, ja que fazem com que as entradas de Xy nao
sejam reais. O dominio F, composto por pares de valores préprios (a,b) tais que Xy tem

entradas reais, ¢ definido por:

1
E:{(a,b)e]o,l] % 10,1] : §(2+a—6z)2b/\—2+3a+6z2b>\/

1
<§(2+a—6z)gb/\—2+3a+62§b)}.

Exemplo 6.4 Tomando z = 0.3, a regiGdo E constituida pelos pares (a,b) de possiveis

valores prdprios da matriz inicial Xo com entradas reais é a representada na Figura 6.6.

Por outro lado, dada uma determinada matriz inicial Xy, podemos identificar directa-
mente o valor de z e o par de valores préprios (a,b) .
Tendo isto em conta, como podemos determinar a regiao composta pelas matrizes de

entradas nao negativas pretendidas, denotada por A,? Comecemos com um exemplo.
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Figura 6.5: Domfinio inicial - outra perspectiva

Exemplo 6.5 Consideremos a matriz

1—20— 2 xo 20
Xo= To 1—mz0—yo Yo ;
20 Yo 1—yo—20

com xg = 0.356728, yo = 0.0883057, 29 = 0.3 e A = 3.9602701272205008. Esta matriz tem
o par de valores proprios (ag, bg) = (0.00993247,0.5). Note-se que, neste primeiro exem-
plo, mem o pardmetro nem a matriz foram escolhidos ao acaso. O pardmetro X é tal que, na
aplicagio  unidimensional gn, temos um ciclo de periodo 4, dado por
{ug, u1,ug,us} = {0.00993247,0.961055,0.851775,0.5} . Como a matriz Xo tem como va-
lores proprios o par (ap,bg) = (0.00993247,0.5), um par fora de fase resultante de um
desfasamento do ciclo de periodo 4, a aplicagio Gy gera um ciclo matricial de periodo 4,

{Xo, X1, X2, X3}. A partir do zy e de (ag,by) determinamos a matriz P,

1 —2.42546 —0.110483
P=11 142546 —0.889517
1 1 1
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ogl

06k

o4l

oo L1 1 1 1 1 1
0.0 0.2 04 06 08 1.0

Figura 6.6: Regiao E constituida pelos pares (a,b) de possiveis valores préprios da matriz
inicial Xy com entradas reais, sendo z = 0.3

Assim, Xog = PDoP~! e as sequintes iteradas serdo tais que

G} (Xo) = Pdiag (1, g5 (ao) 5 (bo) ) P~

Logo
1 —2.42546 —0.110483 1 0 0 0.333333 0.333333  0.333333
Glf\ (Xo) = 1 1.42546 —0.889517 0 ar O —0.272071  0.159898  0.112173
1 1 1 0 0 by —0.061262 —0.493232 0.55449

0.333333 4 0.659898a;,40.00676839b, 0.333333 — 0.387827a;,+0.0544936b, 0.333333 — 0.272071a;, —0.061262by,
= 0.333333 — 0.387827a},+0.0544936b;, 0.333333 + 0.227929a;,+0.438738by, 0.333333 + 0.159898a;, —0.493232by,
0.333333 — 0.272071aj, —0.061262b 0.333333 4 0.159898a;, —0.493232by, 0.333333 4 0.112173a;,+0.554494b),

Consideremos a matriz T = (t;j),, 5 dada por

0.333333 — 0.387827a + 0.0544936b  0.333333 + 0.227929a + 0.438738b  0.333333 + 0.159898a — 0.493232b

0.333333 + 0.659898a + 0.00676839b  0.333333 — 0.387827a + 0.0544936b  0.333333 — 0.272071a — 0.061262b
T =
0.333333 — 0.272071a — 0.061262b 0.333333 + 0.159898a — 0.493232b  0.333333 + 0.112173a + 0.554494b

que de facto nos fornece as iteradas X;, em funcdo da sequéncia dos pares de valores

proprios. A regigo A, fica completamente determinada por
A, = {(a,b) 6]0,1] X]O,l] ttio > 0Ati3 > 0Atos ZO}

No caso do exemplo dado, A, é a regido representada na Figura 6.7. Agora basta observar
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Figura 6.7: Regiao A, para o Exemplo 6.5

quais sao os pares de valores proprios do ciclo

{(ao,b0) , (a1,b1), (az,b2), (as,b3)}
que pertencem @ regiao.

Tal como foi exemplificado no caso da subfamilia em que z = x, podemos ver esta
questao de uma outra perspectiva: se em vez de iniciarmos com uma matriz Xy concreta,
o fizermos a partir de um ciclo de gy de perfodo n, {ug,u1,...,un—1}, como verificar se
cada um dos n ciclos matriciais, obtidos pela iteragao das n matrizes diagonais construidas
através dos desfasamentos dos valores préprios, dadas por

X; = Pdiag(1,ug,ug) P!

X! = Qdiag(1,up,u;) Q"

XZ.{"_]‘} = VVdiag(l,uo,un—l)VV*1

. . L. . . n—1 N
com P,Q,...,W matrizes invertiveis que diagonalizam Xi7X£7---7Xi{ }, pertencem a
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regiao? Neste caso, temos que comegar por determinar a matriz que diagonaliza a matriz
inicial de cada um dos ciclos e construir a regido A, para cada um deles.

Fagamos esta andlise para os restantes ciclos matriciais de perfodo 4 existentes para
A = 3.9602701272205008, que tém como valores préprios um par (u;,uj) do ciclo

{up,u1,uz,us} = {0.00993247,0.961055, 0.851775,0.5} da aplicagdo unidimensional gy.

Exemplo 6.6 Consideremos novamente A = 3.9602701272205008 ¢ o ciclo de periodo 4 :
{uo, u1,u2,u3} = {0.00993247,0.961055,0.851775,0.5} .

Comecemos por salientar que existem apenas 4 orbitas matriciais distintas, geradas pe-
los pares de valores proprios (u;,u;j), que podem ser representadas por (ug,uo), (uo,u1),
(up, u2) , (ug,us) (note-se que o ciclo representado por (ui,us) é o mesmo que o represen-
tado por (ug,us)).

Por outro lado, verificamos que nem todos os pares (u;,uj) geram wma orbita matricial
relevante para este estudo, jd que alguns poderao gerar matrizes Xo que nao tém entradas
reais, como é o caso do ciclo em fase (ug,ug). Basta observar que os pares pertencentes
ao ciclo em fase sdo pontos que se encontram na recta a = b, logo nao pertencerdo o regido
dada na Figura 6.4. Prova-se analiticamente que, quando a = b, os valores de x e y sao

. l1-a .

complexos, excepto no caso particular do ponto z = 3 Note-se que, para cada drbita
{(wi,ug), (i1, wjs1) , (Wit2, wjt2) , (wiys, uj4+3)}, este pormenor do dominio apenas tem
de se ter em conta para a matriz inicial. A partir do momento em que o primeiro par
de valores préprios faz com que a matriz Xo tenha entradas reais, as outras iteradas de
Xo também terao entradas reais. Assim, para as restantes iteradas de (u;,u;), devemos

verificar se estas pertencem a regido A, construida através da matriz que diagonaliza Xg.
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Passemos entdo a andlise da questiao levantada. Quando o problema é colocado desta
forma, apenas temos o par de valores proprios (u;,uj), nao temos uma matriz definida.
Assim, para cada par (ug,ug) , (wo,u1), (wo,u2), (ug,ug) devemos comegar por determinar
o intervalo de variagdo de z de forma a que a matriz inicial Xo tenha entradas reais. Para

tal, determinamos quando é que
302 + 307 +b(4—122) —4(1—32)> —2a (-2 +5b+62) > 0 :

e Para o par (ug,up), verificamos que Xo terd entradas complexas, excepto no caso

1—

particular em que z = 3u0 = 0.330023. Neste caso, a partir do valor de z e
1 —2.18816 0.0557281

de (up,up) determinamos a matriz P = | 1 1.18816 —1.05573 | . Assim, as
1 1 1

sequintes iteradas serao determinadas através da matriz T dada por

0.333333 + 0.668224a — 0.001557650  0.333333 — 0.30694a — 0.0263932b  0.333333 — 0.361284a + 0.0279509b
T = 0.333333 — 0.30694a — 0.0263932b 0.333333 + 0.166667a + 0.5b 0.333333 + 0.196175a — 0.529509b
0.333333 — 0.361284a + 0.0279509b  0.333333 4 0.196175a — 0.529509b  0.333333 4 0.165109a + 0.501558b

A regidgo A, fica completamente determinada por
A. = {(a,b) €]0,1] x]0,1] : t12 > 0 At13 > 0 A tog > 0}

Neste caso, A, é a regiago representada ma Figura 6.8. Assim, todos os pares de

valores proprios do ciclo {(ug,uo) , (u1,u1), (uz,u2), (us,us)} pertencem a regiao.

e Para o par (up,ui) verificamos que, para Xy ter entradas reais, temos de impor
302 4+ 32 + b (4 —122) — 4 (1 — 32)? — 2a (=24 5b + 62) > 0, que é vdlido sempre
que —0.145539 < z < 0.488543, mas como z também tem de ser nao negativo, temos
0 < z < 0.488543. Para qualquer z neste intervalo, repetimos o processo: determi-

namos a matriz P através do valor do z escolhido e de (ug,u1) e a matriz T (que
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0.8}

o4t

o0k

Figura 6.8: Regiao A,, com z = 0.330023

nos dd as iteradas X;, em fungdo da sequéncia dos pares de valores préprios). A
partir da regiago A, verificamos cada par. Por exemplo, para z = 0.1, temos a regiGo

A, representada na Figura 6.9, e verificamos que

(0.00993247,0.961055) ¢ A.
(0.961055,0.851775) ¢ A,
(0.851775,0.5) ¢ A.

(0.5,0.00993247) € A..

e Para o par (ug,u2) verificamos que, para Xo ter entradas reais, temos de impor
302 + 302 4+b(4—122) —4(1 —32)* = 2a (=2 + 5b+62) > 0, 0 que € vdlido sempre
que —0.090899 < z < 0.47033, mas como z também tem de ser nao negativo, temos
0 < z < 0.47033. O restante processo é andlogo ao descrito anteriormente. Por

exemplo, para z = 0.4, temos a regido A, representada na Figura 6.10 e verificamos

que nenhum dos pares de valores préprios do ciclo pertence a regido.
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Figura 6.9: Regiao A,, com z = 0.1

Figura 6.10: Regiao A, com z = 0.4
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6.2 Dinadmica discreta no conjunto das cadeias de Markov

Como referimos anteriormente, cada matriz estocdstica determina uma cadeia de Markov.
Assim, a dindmica em A, (\) gerada pela iteragdo por G, corresponde a um sistema
dindmico no conjunto das cadeias de Markov reversiveis, ji que consideramos matrizes
simétricas. Como o conjunto A, (\) é muito vasto, iremos estudar familias de matrizes
pertencentes a A, (\), para um certo inteiro positivo n, que sejam invariantes sob a itera-
¢ao de Gy e que tenham potencial interesse na andlise de cadeias de Markov. Salientamos
que podem ser obtidas diferentes cadeias de Markov, embora a iteracao seja sempre sob a
acgao da aplicacao G.

A ideia geral é a seguinte: seja A € [0,4]; comegamos por considerar uma cadeia de
Markov particular caracterizada por uma matriz estocdstica X € A, (\). Esta cadeia
de Markov pode ser vista como o modelo de um certo sistema num certo estado. As
mudancas estruturais periédicas que ocorrem no sistema sao caracterizadas pelas iteracoes
da aplicacdo Gy. A iteragao sob a acgao de G do estado inicial X ird corresponder a um
novo estado, que é mais uma vez modelado por uma cadeia de Markov caracterizada pela
matriz estocdstica G (X). Desta forma, obtemos um processo evolutivo para as cadeias
de Markov que poderd ser estudado aplicando técnicas usadas no estudo da iteracdao no

intervalo.
6.2.1 O caso redutivel

Uma matriz X € M, (R), n > 2, diz-se redutivel se existir uma matriz de permutagao

P e um inteiro 7, com 1 <r <n — 1, tal que

PTXP:[A B},

0 C
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onde A € M, (R), C € Mp,—» (R) e B € M,,,—, (R). Caso contrdrio, a matriz X diz-se
irredutivel.

Uma das propriedades de uma matriz redutivel X é a seguinte: as poténcias de X, X*,
tém entradas nulas para todo o inteiro positivo k (uma matriz redutivel tem de ter pelo
menos n — 1 entradas nulas).

Consideremos a seguinte matriz redutivel

Yo 0 20 0

. 0 Yo 0 20
Y=1% 0 w0
0 20 0 o

De forma a Y ser estocdstica, temos de ter 0 < yg, 20 < 1 e yp+29 = 1. Os valores préprios
de Y sao yo — 20 e yo + 20 = 1, ambos de multiplicidade 2. Logo, se yg > 29, a matriz Y é

definida positiva, com Y € 4. A k-ésima iterada de Y por G, terd a forma

e 0 2z O

k 10 oy 0z
G)\ (Y> - 2k 0 Uk 0 )

0 2z 0 w

com

Y1 =1 — Ayp + Ayi + Az2 e 6.4
Zer1 = 2y — 1) Az .

Verificamos que G preserva o formato matricial inicial e que os valores préprios de

G (Y) sdo yx — 2k € yg + 2z = 1. Temos, de facto, um sistema unidimensional com
Yk+1 = 1-— )\yk + )\yi + A (1 — yk)2 =14+X— 3)\yk + 2)\y,3. (65)

Podemos entao analisar o comportamento dindmico de G directamente, a partir das
entradas da matriz e, em particular, analisar se alguma das entradas serd eventualmente
negativa. A aplicacdo x — hy (z) := 1+ X — 3\z + 2\x?, restrita a = € [1/2,1], de forma

a satisfazer as condigoes enunciadas anteriormente, permanece no intervalo [1/2,1]. Isto
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significa que, para todo o A € [0, 4], todas as entradas de G’j (Y') s@o nao negativas e que,
para todo o k, o conjunto destas matrizes é invariante sob a acc¢ao da aplicagdo Gy, em
particular yy € [1/2, 1].

Na Figura 6.11 podemos observar a representacao das duas cadeias de Markov obtidas,

com vértices {1,3} e {2,4}, associadas a um 2-full-shift, acoplado pela recorréncia (6.4).

1 3 1 3
& O J
Yoo oo Do e o
2 4 2 4

G
G
‘G
G

p—
Ay
i
=)
o
=
e
B

Figura 6.11: Grafos associados a evolugao das cadeias de Markov redutiveis, com n = 4,
sendo yi, e zx as probabilidades de transi¢do na k-ésima iteragao

Para cada iterada k, obtemos uma cadeia de Markov para a qual a probabilidade de
manter o mesmo estado € igual a g, e a probabilidade de transi¢ao para um estado diferente
é dada por zr = 1 — yr. Na préxima iteracao, ou geracao, a probabilidade de manter o

mesmo estado € igual a yr11 = hy (Yg) = 1+ X — 3Ayx, + 27,

Exemplo 6.7 Nas Figuras 6.12 e 6.18 exemplificamos a evolugdo desta probabilidade,

iniciando em yo = 0.7 e considerando A = 3 e \ = 4, respectivamente.

E interessante notar que a aplicacao hy, com X € [0,4], reproduz as diferentes carac-
teristicas da dinAmica da aplicacdo quadratica, como podemos ver no diagrama de bifur-

cacao de hy, na Figura 6.14.
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Figura 6.12: Evolugao da probabilidade de manter o mesmo estado, ¥y, considerando A = 3
e a condigao inicial yg = 0.7
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Figura 6.13: Evolugao da probabilidade de manter o mesmo estado, yj, considerando A = 4
e a condigao inicial yg = 0.7

Se A =2 (ou A < 3), toda a condigao inicial pertencente ao intervalo [1/2,1[ é atraida,

sob a accao da aplicacao hy, para o ponto fixo. Se A = 3.56995... teremos o ponto de

Feigenbaum, que assinala o inicio do caos. Se A > 3.56995... teremos entropia topoldgica

positiva e um nmimero infinito de pontos periédicos repulsivos, [SKSF97].

Estabelecemos a generalizagao natural do que observdmos no préximo resultado:
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Figura 6.14: Diagrama de bifurcagao da aplicagao hy
Teorema 6.8 Seja Y € Qonio, n > 1, uma matriz estocdstica e redutivel da forma
[y 0 2z 0 =z 0
0 y 0 z O z
z 0y 0 2 0
Y=|10 =z 0y 0 z (6.6)
z 0 2 0 vy 0
10 =z 0 2 O v
Entao )
v 0 2z 0 2z 0
0 ye 0 2z O Zk
ze 0 yr 0 2z 0
Y, = Glj Y)=10 2z 0 yr O 2
Zk 0 Zk 0 Yk 0
[0 2 0 2z O Yk
com
Yer1 = 1 — Ayg + Ayi + Anz} | (6.7)
Zhp1 = (29 — D) Azp + A (n — 1) 27 '
€
Yo=Y, 20=2, Yp+nz=11 (6.8)

Em particular G’}\ (Y) € Qapy2 para todo o inteiro positivo k, com X € [0,4].
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Dem. Se Y é da forma (6.6) e estocdstica, entdo y = 1 —nz e z € [0,1/n]. Os valores
préprios de uma matriz da forma (6.6) sdo y + nz e y — z. Como Y é definida positiva,
temos y > z e G) (Yx) pertence a Qapio. Além disso, efectuando o célculo directo de
G (Yy) , obtemos a referida relagao de recorréncia para yxy1 € a matriz Yy,; também da
forma (6.6). Logo yg+1+nzrr1 = 1. Por indugao, o resultado obtém-se para todo o inteiro

positivo k. =
6.2.2 O caso primitivo

Seja X € M, (R) uma matriz ndo negativa e irredutivel. A matriz X diz-se primitiva
se tem um unico valor préprio cujo valor absoluto é méximo. Pode provar-se que, se
X € M, (R) é uma matriz nao negativa, entao X é primitiva se e s6 se qualquer entrada de
XP* ¢ positiva, para um determinado inteiro positivo k. Pelo Teorema de Perron Frobenius,
se X é uma matriz primitiva nao negativa, entao um dos seus valores préprios é positivo
(raiz simples da equagao caracteristica de X)) e maior, em valor absoluto, que todos os

outros valores préprios.

Seja
o Yo Yo
Y=1% =Zo ¥
Yo Yo Zo

Esta matriz é primitiva se e s6 se yo # 0. Para que Y seja estocdstica, temos de impor
0 < yo,z0 < 1e2yy+xp = 1. Os valores préprios de Y sao 1 e 1 — 3yp (o ultimo
tem multiplicidade 2). Neste caso, temos de considerar yy < 1/3 para assegurar que Y é
definida positiva, de modo a que Y € 3. Calculando G’; (Y) explicitamente, verificamos

que é sempre da forma
N Ty Yk Yk
GYY)= | ur T Uk
Yr Yk Tk
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e, consequentemente, temos zy = 1 — 2y;. Concluimos ainda, por calculo directo que
Yk = A\Yg—1 (1 — 3yg_1). Isto significa que, neste caso, a dindmica das entradas da matriz
pode ser dada explicitamente, usando o espectro. Notemos que a aplicacao quadratica
frs(y) = Ay (1 —3y) aplica o intervalo [0,1/3] nele préprio e reproduz a dinamica da
aplicagdo logistica no intervalo unitario. Concluimos ainda que todas as entradas de
G% (Y) sdo nio negativas para todo o yo € [0,1/3[ e todo o k.

Na generalizacao deste caso, consideramos a familia Y de matrizes reais n X n para a
qual as entradas fora da diagonal principal sdo iguais a y e na diagonal principal sdo iguais
axz=1-(n—-1)y. Seja fr,(y) = Ay(1 —ny). A aplicacao fy, (y) aplica o intervalo
[0,1/n] nele préprio e reproduz a dinamica da aplicagao logistica no intervalo unitério.

Assim, temos:

Teorema 6.9 Seja Y € ), wma matriz estocdstica e primitiva da forma

€ Yy
y=1[Y 7" (6.9)
. y
Yy Yy x
FEntao
T ’ :
Vii=Gh(y)=| % ™ ,
: Yk
com
Trr1=1—(n—Dyrr1,  Yr1 = Ay (1 —nyr),
e

Yo=Y, To=2x.

Em particular, G’}\ (Y) € Q, para todo o inteiro positivo k, com X\ € [0,4].



140 A iteragdo em matrizes estocdsticas

Dem. Se Y é da forma (6.9) e pertence a £, entdo x =1 —(n—1)y e y € [0,1/n].
Os valores préprios de uma matriz da forma (6.9) sdo x + (n—1)y e x — y. Como Y
é definida positiva, temos x > y e G) (Yx) pertence a ,. Calculando explicitamente
G, (Yy), obtemos a relacao de recorréncia enunciada para ygi1 e uma matriz Yy1 que
é também da forma (6.9). Logo zx11 + (n — 1) yxr1 = 1. Por indugdo verificamos que o

resultado é vilido para todo o inteiro positivo k. ®

Exemplo 6.10 Consideremos o cason =15 e A =4. Na Figura 6.15 observamos a repre-
sentacao das cadeias de Markov obtidas, bem como a representacdo da dindmica da prépria

cadeia, com yo € [0,1/5] e xo =1 — 4yp.

Figura 6.15: Grafos associados a evolucao das cadeias de Markov primitivas, para n = 5,
sendo ¥y e x; as probabilidades de transicao na k-ésima iteracao

Nas Figuras 6.16 e 6.17 exemplificamos a evolugio das iteradas das cadeias de Markov
para diferentes condigées iniciais. Para cada iterada k, obtemos uma cadeia de Markov
para o qual a probabilidade de mudar de estado é igual a y, e a probabilidade de manter o

mesmo estado é dada por xp =1— (n — 1)yy.

Esta familia de matrizes estocdsticas Y € §2,,, caracterizadas pelas duas varidveis = e y
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Figura 6.16: Evolucao da probabilidade de mudar de estado, yi, considerando A =4 e a
condigao inicial yo = 0.1850217... (periodo 4)
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Figura 6.17: Evolucao da probabilidade de mudar de estado, yg, considerando A =4 e a
condigao inicial yo = 0.1889865... (nao periédica)

associadas & probabilidade de permanecer no mesmo estado e & probabilidade de mudar de
estado, respectivamente, é preservada pela aplicacdo matricial G e a dindmica é, dadas as
entradas da matriz, determinada por uma aplicacao unidimensional f ,,, onde n ¢ a ordem
da matriz. Comegando com o parametro A = 0 e aumentando o seu valor, seguimos a rota
para o caos através da duplicacao de periodo, por sucessivas bifurcagoes. Obtemos assim

sucessivas cadeias de Markov: primeiro um ponto fixo, depois o periodo 2, periodo 4, e
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assim sucessivamente. Como vimos no exemplo, é também possivel escolher um parametro

apropriado, de forma a obter érbitas de cadeias de Markov que sdo aperiédicas.

6.3 Conclusoes

Ao considerarmos certas subdlgebras de matrizes estocdticas simétricas, escolhidas
pelas suas caracteristicas e possiveis aplicagoes, e uma determinada aplicacao quadrética,
escolhida de forma a que a estocacidade seja preservada, obtemos vdrios exemplos de
sistemas dindmicos discretos no espaco das cadeias de Markov reversiveis, ja que cada

uma das matrizes estocdsticas caracteriza uma cadeia de Markov.

A anélise do comportamento dinamico destes sistemas nos respectivos subespagos in-
variantes permite-nos verificar que a dependéncia do parametro da familia quadrética é
reproduzida no espectro das matrizes estocdsticas e que, em certas subclasses, o referido
comportamento dindmico também é obtido nas entradas da matriz. A aplicagdo matricial
reproduz a dinAmica da aplicagao logistica no intervalo unitéario e, assim sendo, verificamos
a existéncia da sensibilidade as condic¢oes iniciais que, consoante o pardmetro escolhido,
correspondem a cadeias de Markov reversiveis que, pela iteracao matricial, sao atraidas
para um ponto fixo, para um ponto periédico ou para um ponto aperiédico. A coexisténcia
de um nimero infinito de érbitas periédicas repulsivas é também uma das caracteristicas
do caos, presente nestes sistemas.

Como a dindmica da aplicacdo quadritica estd amplamente estudada, estamos em
condicoes de estudar e analisar em detalhe o comportamento dindmico de cadeias de
Markov reversiveis, decorrente das matrizes estocdsticas simétricas, que evoluem sob a

iteragao da aplicacao quadratica matricial Gy. Este estudo pode ser feito tendo em conta
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a escolha das condigoes inicias (correspondente a uma cadeia de Markov inicial) e a de-
pendéncia do parametro A € [0,4]. Por exemplo, se A < 2 para toda a condigao inicial
a orbita correspondente é atraida para o ponto fixo. Se A < 3.56995... (ponto de Feigen-
baum) a ocorréncia de pontos periédicos é limitada aqueles cujo periodo é igual a 2k
para um certo inteiro positivo k. Se A > 3.56995... entdo existe um nimero infinito de
pontos periédicos repulsivos com perfodos condicionados pelo Teorema 2.30, o teorema
de Sharkovsky. Este facto tem reflexo directo na dindmica das matrizes estocdsticas e

respectiva evolucao nas cadeias de Markov.
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