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Tema do Encontro

TAREFAS MATEMATICAS

Joana Brocardo
Escola Superior de Educacéo
Instituto Politécnico de Setubal

As tarefas matematicas que se propdem aos alunos sdo determinantes para o tipo de
aprendizagem matematica que se lhes proporciona. Contudo, estamos conscientes de que
é possivel ter entendimentos diferentes do que é uma tarefa e, em particular do que é uma
tarefa matematica. Neste Encontro de Investigacdo adotamos uma definicdo abrangente
que diz respeito a um amplo conjunto de “coisas de matematica para fazer” que podem,
por exemplo, ser exercicios, problemas de diferentes tipos, dar exemplos de definicdes,
decidir sobre duas possibilidades, levar a cabo uma investigacdo ou realizar uma
demostracdo. Adotando a perspetiva de Watson, Ohtani, Ainley, Frant, Doorman, Kieran,
Leung, Margolinas, Sullivan, Thompson e Yang (2013, p. 10) “uma tarefa ¢ qualquer
coisa que o professor usa para ‘revelar’ (demonstrate) matematica” ou que os alunos
decidem fazer por si sés. As tarefas sdo os instrumentos mediadores entre o ensino da
matematica e a aprendizagem e constituem, por isso, um tema de grande relevo em
educacao matematica.

Ponte (2005) propde uma organizacéo das tarefas que tem em conta o grau de abertura, 0
desafio cognitivo, a relagdo com a realidade e a duracéo da sua realizacéo e salienta que
cada uma, de acordo com as suas caracteristicas proprias, ocasiona diferentes
oportunidades de aprendizagem para os alunos. O NCTM (2007) salienta a importancia
de os alunos contactarem com tarefas matematicas significativas para introduzir conceitos
e para os envolver e desafiar intelectualmente. Quer o contexto das tarefas se relacione
com experiéncias da realidade dos alunos, quer com contextos puramente matematicos,
“as tarefas deverdo provocar interrogagdes, possuindo um nivel de desafio que convide a
especulacdo e ao trabalho arduo” (NCTM, 2007, p. 20).

As tarefas significativas ndo sdo, por si sos, promotoras de aprendizagem. E de central
importancia a selecdo que o professor faz das tarefas, 0 modo como as explora, como
organiza e orienta o trabalho na aula, como apoia o trabalho dos alunos, promove a
discussdo, sistematiza o trabalho realizado e o relaciona com ideias e conceitos
mateméticos relevantes. E fundamental o “conhecimento matematico das tarefas para
ensinar” (Chapman, 2013, p. 1) entendido como dizendo respeito ao conhecimento que o
professor precisa de ter para (a) selecionar tarefas matematicas significativas; (b)
conduzir a exploracdo de tarefas matematicas na aula de modo a desenvolver o
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conhecimento matematico do aluno, mantendo um clima de curiosidade, interesse e
debate de ideias matematicas; e c) tirar o maior partido possivel das potencialidades de
cada tarefa. Deste modo, a exploracdo das tarefas podera promover uma compreensdo
profunda da Matematica, ajudando os alunos a descobrir e a compreender processos e
regras matematicas, estabelecer conexdes, desenvolver um quadro coerente de conceitos
e relacdes e compreender o que é fazer matematica.

Grupos de discusséo
1. Design de tarefas

- Aselecdo, adequacdo ou criacdo de tarefas: objetivos a atingir, critérios seguidos,
desafios e constrangimentos.
- A sequéncia das tarefas a propor aos alunos: objetivos, principios, conhecimento
dos alunos.
2. As tarefas e a aprendizagem dos alunos

- Arrelacdo entre o tipo de tarefas e as aprendizagens que potenciam.
- Aexploracdo das tarefas: metodologias de trabalho, o papel do professor, o papel
dos alunos.
- Os recursos de apoio a exploracéo e resolucédo de tarefas.
3. Conhecimento matematico das tarefas para ensinar

- A compreensao sobre a natureza das tarefas que envolvem contelldos matematicos
significativos.

- A capacidade de identificar e selecionar e/ou criar tarefas favoraveis a uma
aprendizagem matematica com compreensédo e em profundidade.

- O -reconhecimento de diferentes niveis cognitivos das tarefas e sua relagdo com os
objetivos.

- O conhecimento dos interesses e experiéncias dos alunos, bem como da forma
como aprendem matematica.

Referéncias

Chapman, O. (2013). Mathematical-task knowledge for teaching. Journal of Mathematics
Teacher Education, 16(1), 1-6.

National Council of Teachers of Mathematics. (2007). Principios e normas para a
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desenvolvimento curricular (pp. 11-34). Lisboa: APM.

Watson, Anne; Ohtani, Minoru; Ainley, Janet; Bolite Frant, Janete; Doorman, Michiel;
Kieran, Carolyn; Leung, Allen; Margolinas, Claire; Sullivan, Peter; Thompson,
Denisse; Yang, Yudong (2013). Introduction. In Margolinas, C. (Ed.), Task



Tema do Encontro

Design in Mathematics Education. Proceedings of ICMI Study 22 (pp 9-15). (Vol.
1). Oxford.






Conferéncias

CONFERENCIAS







Conferéncias

DESIGNING TASKS AND LESSONS THAT DEVELOP
CONCEPTUAL UNDERSTANDING, STRATEGIC
COMPETENCE AND CRITICAL AWARENESS.

Malcolm Swan
Centre for Research in Mathematics Education, University of Nottingham

The purposes we have in Mathematics teaching are broad; including procedural fluency,
conceptual understanding, strategic competence in both pure and applied problem
solving, and a critical awareness of the quality of mathematical reasoning. Each purpose
requires a range of appropriately designed mathematical tasks. In this paper, | describe
and illustrate a framework for task design that we have found both helpful and effective
for creating powerful learning opportunities that are rich, accessible and adaptable to the
needs of individual learners. Particular formative aspects of lesson design will be
highlighted; the important roles of pre-assessment, formative feedback questions and
sample work for students to critique are described.

Introduction

The literature frequently criticizes the mathematical curriculum for having an extremely
narrow view of mathematics and a limited range of task types (Kilpatrick, et al. 2001;
Watson & Sullivan 2008). This is not necessarily the fault of the curricula documents
themselves, which often have laudable aims, but rather the ways that these are interpreted
and trivialized by assessors and textbook authors (Swan 2014).

In this paper, | consider the design of tasks for the broad goals that are frequently cited
and valued by educators and curriculum designers: procedural fluency, conceptual
understanding, strategic competence (in pure and applied problem solving), and a critical
awareness of the quality of mathematical reasoning. Perhaps the predominant reason that
these goals are insufficiently reflected in classroom practice is the lack of emphasis that
research has placed on task design and the lack of an educational design profession
(Burkhardt & Schoenfeld 2003). Indeed, it often seems to be unreasonably assumed that
teachers have time to fulfill this role in the normal course of their work.

The paper begins with the presentation of a theoretical framework for task design that
links goals, products, task genres and classroom activities. It then goes on to consider
principles for the construction of adaptable lessons from such tasks. Here, a ‘task’ is
defined as anything the teacher asks her students to do, and ‘activity’ is taken to refer to
a student’s response (Christiansen & Walter, 1986; Mason & Johnston-Wilder, 2006). A
task is more than a problem as printed on the worksheet or textbook, it includes the way
this is mediated and mutated by the teacher in the classroom; its introduction, and the
subsequent provision of prompts, hints and further questions. Tasks also change as
students interpret them in various ways. In this paper, | interpret tasks as situated in
lessons and unfolding and developing over time. A ‘lesson’ is used here to mean a
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sequence of tasks and activities that are focused on a particular learning goal; it is not
assumed that lessons must fit into one class period.

A framework for task design

In building this framework, | distinguish between the educational goal of the lesson, the
products that students might produce to give evidence of achieving this goal, the genres
of mathematical task that will guide our task design, and the classroom activities that we
intend to result from these tasks.

Goal 1: Developing factual knowledge and procedural fluency

“Civilization advances by extending the number of operations which we can perform
without thinking about them. ” (Whitehead 1911, p. 61)

By facts we mean items of information that are unconnected or arbitrary, including
notational conventions. By procedural fluency we mean the ability to carry out
mathematical procedures quickly, efficiently and reliably without effortful thought. The
value of fluency should not be underestimated: ‘well mastered routines free conscious
attention to focus on aspects of a task which are novel or problematic’ (Cockcroft 1982
para.239). The related products, tasks and classroom activities to achieve this goal we
term performances, rehearsals and practice exercises. While it is undoubtedly important
to strive for technical fluency in mathematics, the current emphasis on the repetitive
practice of fragmented skills is ubiquitous. It is as if music teaching focused solely on
scales and arpeggios. The goal of fluency, however, need not result in a boring diet of
drill and practice. In a recent paper, Foster (2013) borrows the musical metaphor of the
étude to show how fluency may be developed through the tackling of engaging,
mathematically satisfying problems.

One example will illustrate this. Suppose a teacher wants students to develop fluency at
finding areas and perimeters of a number of simple polygons. He might draw two
orthogonal axes labelled perimeter (x) and area (y), and ask students to plot points to
represent some simple polygons on the plane. This may then be followed up with more
interesting questions, such as: “Can you draw some polygons represented by the
coordinates (12, 4); (4, 12)?”; “Which points in the plane represent squares, triangles
...7”; “Which points in the plane cannot represent any polygon”? At the same time as
calculating areas and perimeters, students contribute their own examples, make
conjectures and generalisations and arrive at surprising results. We summarise the task
type and sample classroom activities for this goal in Figure 1.

Task types Sample classroom activities.

Rehearsal ~of procedures and e  Rehearsing through exercises and études that give repeated practice
notations. at using well-defined procedures.
e  Systematically using and memorising terms and notations.

Figure 1 - Task design framework forfactual knowledge and procedural fluency
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Goal 2: Developing conceptual understanding

A concept is a “capsule of thought that embraces thousands of distinct experiences and
that is ready to take in thousands more” (Sapir 1970, p. 35). Concepts are organic; they
are an individual’s attempt to make sense of the world and as such they constantly evolve.
Sierpinska (1994) suggests that people feel they have understood something when they
achieve a sense of order and harmony, where there is a sense of a ‘unifying thought’, of
simplification, of seeing some underlying structure and that in some sense, feeling that
the essence of an idea has been captured. Pimm (1995, p.179) refers to the double
meaning of the French word for understanding, comprendre, which also conveys a sense
of ‘inclusion’ or ‘incorporation’. Thus when we understand something, it becomes part
of us, we own it. Sierpinska (ibid, p.32) lists four mental operations involved in
understanding: “identification: we can bring the concept to the foreground of attention,
name and describe it; discrimination: we can see similarities and differences between this
concept and others; generalisation: we can see general properties of the concept in
particular cases of it; synthesis: we can perceive a unifying principle.” To this, we would
add the notions of representation. When we understand something, we are able to
represent it in a variety of ways: verbally, visually, and/or symbolically. The products
that we might expect from students to demonstrate understanding will therefore include
descriptions, classifications, representations, justifications, structural analyses. Below we
summarise the task genres and typical classroom activities that are consequential (Figure
2).

Task genres

Observe, classify and
define mathematical
objects and structures.

Represent and translate
between mathematical
concepts and their
representations.

Justify and/or prove
mathematical conjectures,
procedures and
connections.

Identify and analyze
structure within
situations

Sample classroom activities.

Observing and manipulating mental objects.

Identifying and describing attributes and sorting objects
accordingly.

Creating and identifying examples and non-examples.

Creating and testing definitions.

Interpreting a range of representations including diagrams, graphs,
and formulae.

Translating between representations and studying the co-variation
between representations.

Making and testing mathematical conjectures and procedures.
Identifying examples that support or refute a conjecture.

Creating arguments that explain why conjectures and procedures
may or may not be valid.

Studying and modifying mathematical situations.
Exploring relationships between variables.
Comparing and relating mathematical structures.

Figure 2 - Task design framework for conceptual understanding

The development of conceptual understanding, which of course should underpin
procedural knowledge, requires the careful negotiation of meaning in which objects are
compared and classified, definitions are built, and representations are created, shared,
interpreted and compared. These are social, collaborative activities. There is considerable
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research evidence to show, for example, the superiority of conflict discussion over
individual guided discovery methods for concept development (Bell 1993; Swan 2006).
The creation of a network of connections between concepts requires non-linear
exploratory work - difficult to design and embody in some hierarchical curricula
specifications.

There is only space for a very few illustrative examples. For observe, classify and define,
students may be invited to sort a collection of cards showing mathematical objects using
their own criteria. The results of their sorting may be offered to other students, who then
reconstruct the criteria that were used. The objects might be anything from geometric
shapes to algebraic functions. As Zaslavsky (2008) has shown, this is a powerful way of
enumerating properties of objects.

Students may then be presented with a mathematical object and asked to list as many of
its properties as possible. The task then becomes: “do any of these properties, taken
individually, define the object?” or “do any pairs of these properties define the object?”
(Figure 3). This results in a search for justifications and counterexamples. This can be
quite demanding. For example, one might consider the pair of statements: “When x = 0,
y = 0”; “When x doubles in value, y doubles in value”. Do these statements define
proportion? If not, find a function that has both properties, but is not proportional. Seeking
definitions in this way lies at the very heart of mathematical activity (Lakatos 1976).

Mathematical A square A proportional relationship exists between two
object continuous variables x and y.
Properties Four equal sides The graph of y against x is linear.

Two equal diagonals y + x always gives the same result.

Four right angles Whenx=0,y=0

Two pairs of parallel sides When x doubles in value, y doubles in value

Four lines of symmetry When x increases by equal steps then so does y

Figure 3 - Observe, Classify and define: Listing properties and building definitions

Students may be routinely offered alternative definitions and asked to evaluate them. For
example, they may be asked to intuitively order a set of staircases according to their
perceived ‘steepness’, and then be asked to evaluate alternative definitions of this concept
(Figure 4). This leads naturally to discussions on the mathematical ideas of
dimensionality and enlargement.

12
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I Staircases

j Put these staircases in order of steepness.

D | Is “Height of step - length of step” a suitable definition
of steepness? Test this definition on the examples.

F Why is “Height of step + length of step” a better
definition?

Figure 4 - Observe, Classify and define: Challenging definitions

For represent and translate, | use activities that require students to translate between
numerical, verbal, graphical, algebraic and other representations. Typically, groups of
students are given collections of cards that they are asked to sort according to whether or
not the cards convey equivalent representations. Common misinterpretations are
foregrounded by including translations that are commonly confused. For example,
students may be given a collection of 4 money cards (£120; £150; £200; £100) and a
collection of ten ‘arrow’ cards showing percentage increase and decrease (e.g. “up by
25%”; “down by 25%). They are asked to place the money cards in a square formation
and place the percentage cards between them in appropriate places (Figure 5 shows one
side of the ‘square’). Typically, students will consider “up by 25%” and “down by 25%”
to be inverse statements and place them together between the money cards £120 and £150.
Subsequently, the teacher introduces further arrow cards showing “decimal multipliers”
(e.g. x 1.25; x 0.8). As students place these, they check both with a calculator and by
relating them to the percentage cards already in position. This causes conflict and
discussion as inconsistencies are found. Later, further cards are added, as shown.
Connections are drawn between all these representations and generalisations are made.
Further examples of represent and translate tasks may be found in Swan (2008a; 2008Db).

¢

Down by 20% x0.8

‘_’% Upby 25% > x1.25 \‘_’-%
L\ \

7

P
Up by one quarter
éwn by one fifth

Figure 5 - Represent and translate: Percentage increase and decrease.

J "
b‘ﬁﬂ

AN

SN
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For justify or prove category, we typically offer students a collection of conjectures, and
it is the students’ task to determine their domains of validity. These are usually known as
‘always, sometimes or never true?’ tasks. Figure 6 illustrates a typical selection of such
assertions.

Pay rise Fractions
Max gets a pay rise of 30%. If you add the same number to the numerator and
] . . denominator of a fraction, the fraction will increase
Jim gets a pay rise of 25%. in value.
So Max gets the bigger pay rise.
Area and perimeter Right angles
When you cut a piece off a shape you reduce its ]
area and perimeter. A pentagon has fewer right angles than a rectangle.
Diagonals Right triangle
The diagonals of a quadrilateral divide the If a right-angled triangle has integer sides, the
quadrilateral into 4 equal areas. incircle has integer radius.

Figure 6 - Justify or prove: A selection of conjectures to test.

Normally, a set of cards will all be related to a particular mathematical topic, and will
contain some commonly held beliefs. Students are instructed: “If you consider a
statement to be always true or never true, then try to explain clearly how you be sure. If
you think a statement is sometimes true, then try to describe all the cases when it is true
and all the cases when it is false.” Thus students have first to identify the variables
involved and then test the assertion by constructing examples and counterexamples. In
some cases a formal proof might be sought. When students are stuck, the teacher will
point them towards particular cases to test. For example, in Diagonals, students usually
claim that the statement is true for squares, but not for rectangles (this needs
challenging!). The teacher may need to push them to consider a wider range of
quadrilaterals to try to find all cases where the statement is valid.

Finally, we turn to identify and analyse structure. When students have tackled a
conventional word problem, they are invited to analyse its structure and in so doing
construct further problems. The problem is rewritten as a list of variables together with
their original values (including the solution to the original problem, see Figure 7). The
task is to first describe how each variable may be obtained from the others, then to explore
the effect of changing the variables systematically. So we erase the profit. How is this
constructed from the other variables? (60x4-50 or p=ns-k). Then we reinstate the profit
and erase the selling price. How might this be found? (s=(p+k)/n). After working through
each variable separately, we consider them in pairs. Suppose we erase both n and p? How
will the profit depend on the number of cards made? Students generate a table and graph.
Finally students may erase all values and describe the general structure algebraically
(p=ns-k).

14
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Making and selling greetings cards.

Jane wants to make exclusive hand made gift cards for charity. The cost of a kit for making the cards
is €50. With this kit she can make 60 cards. ~She thinks they might sell at €4 each. What will be her
profit if all the cards are sold? Answer €190.

Rewritten problem

The cost of buying one kit € 50
n

The number of cards that can be made with the kit 60 cards
s

The price at which each card is sold € 4
p

Total profit made if all cards are sold. € 190

Figure 7 - Identify and analyse structure: Working with word problems

Whenever students have tackled a problem, we may encourage this process of
generalisation in order to focus more explicitly on structural relationships.

Goal 3. Strategic competence

Strategic competence refers to the capability of students to solve multi-step, non-routine
problems and to extend this to the formulation and tackling of problems from the real
world. The products that students may produce may therefore be designated as problem
solutions and mathematical models. We define a problem as a task that the individual
wants to tackle, but for which he or she “does not have access to a straightforward means
of solution” (Schoenfeld 1985). One consequence of this definition is that it is
pedagogically inconsistent to design problem-solving tasks for the purpose of practising
a procedure or to develop understanding of a particular concept. In order to develop
strategic competence, students must be free to experiment with a range of approaches.
They may or may not decide to use any particular procedure or concept; these cannot be
pre-determined. We have come across many lessons where the teacher offers students a
so-called ‘problem’ to solve, but at the same time requires students to implement a given
approach. To us, this is not in fact a problem but an illustrative exercise. Of course, a
sequence of tasks may be designed where a problem is used to motivate the subsequent
development of particular methods, but at its introduction, students must not know which
method to use. Problem solving is contained within the broader processes of mathematical
modelling. Modelling additionally requires the formulation of problems by, for example,
restricting the number of variables and making simplifying assumptions. Later in the
process, solutions must be interpreted and validated in terms of the original context. Some
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task genres and sample classroom activities for strategic competence are shown in Figure

8.

Task genres

Solve a non-routine problem by
creating an extended chain of

Sample classroom activities.

Selecting appropriate mathematical concepts and procedures.
Planning an approach.

reasoning. . — S
g e  Carrying out the plan, monitoring progress and changing direction,

where necessary.

e Reflecting on solutions; examining for reasonableness within the
context.

e Reflecting on strategy; where might it have been improved?

Formulate and interpret a
mathematical model of a situation
that may be adapted and used in a
range of situations.

Making suitable assumptions to simplify a situation.

Representing a situation mathematically.

Identifying significant variables in situations.

Generating relationships between variables.

Identifying accessible questions that may be tackled within a
situation.

e Interpreting and validating a model in terms of the context.

Figure 8 - Task design framework for strategic competence

So, for me, the essence of a task in this category is that it should be amenable to a variety
of alternative approaches, so that students may learn from comparing these approaches.
An example of each type is given in Figure 9. The first is a pure mathematics ‘puzzle’
type problem set in an artificial context, that of a playground game. The second, a
modelling task, is taken from a real-life context and involves the student in making
simplifications and assumptions. Both however may be tackled in a variety of ways. The
playground game may be tackled by practical drawing and measuring; by repeated use of
Pythagoras’ theorem; and also by ‘pure, non-quantitative, geometric reasoning’. Having
Kittens may be modelled with a wide variety of representations, and therein is its
educational value. We return to this problem later in this paper.

The Playground Game

This is a plan view of a 12 metre by 16 metre EARACY
playground. 7 <

The children start at point S, which is 4 metres along 4+
the 16-metre wall. 1> 5
They have to run and touch each of the other three . =
walls and then get back to S. K

The first person to return to S is the winner. )

What is the shortest route to take? o
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Having Kittens!

Here is a poster published by an organization that looks after stray cats.

y Cats can’t add but they do multiply!
5@ In just 18 months, this female cat can have 2000
descendants.
Length of Number of kittens
pregnancy in a litter
Age at which a
About female cat can Usually
2 months first get pregnant 4t06
About
Figure out whether this number of 4 months Age at which a
female cat no

descendants is realistic.

Here are some facts that you will
need:

Figure 9 - Tasks focused on strategic competence.

Goal 4: Critical competence

Average

number of litters a
female cat can
have in one year

3

longer has kittens

About
10 years

So far the classroom activities that have been described involve students constructing
their own procedures, concepts and strategies. For goal 4, the students are expected to
work on mathematical products constructed by others. The products of this goal may be
described as critical commentaries. The classroom activities typically involve a
comprehension phase in which students try to interpret someone’s reasoning, an
evaluation phase where they test this reasoning and compare it with other approaches,
and finally a revision phase in which students attempt to suggest improvements to the
reasoning (Figure 10). The tasks generated are usually combined with tasks that foster
goals 2 and 3. Examples are given later in this paper, when | discuss lesson construction.

Task genres

Analyse and critique a
mathematical explanation
of a procedure or concept.

Analyse and critique

a problem solving strategy or a
mathematical model of a
phenomenon.

Sample classroom activities.

Interpreting and extending a given explanation (may be presented
verbally or graphically).

Comparing
phenomenon.

alternative

mathematical

explanations  of

a

Evaluating and improving the mathematical procedures and

reasoning of others.

Interpreting, adopting and continuing a given strategy;
Comparing alternative strategies; identifying relative strengths,

weaknesses and domains of application.

Improving a given strategy.

Figure 10 - Task design framework for critical competence

! The Having Kittens task was originally designed by Acumina Ltd. (http://www.acumina.co.uk/) for
Bowland Maths (http://www.bowlandmaths.org.uk) and appears courtesy of the Bowland Charitable Trust
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In presenting this framework, | recognise that there are many features | have not
mentioned, such as the intended audiences for the various products. It has, however,
proved powerful when developing lesson experiences for students. Before describing how
this happens, | must briefly consider the role of theories and principles in task design.

Principles for building lessons from tasks

The principles, which guide the design of tasks and the conduct of lessons, have a
substantial basis in theoretical and empirical research. Space does not allow us to list them
all here. They are mostly derived from the social constructivists: concepts and strategies
are co-created as language and symbols are appropriated and internalized (Bakhtin 1981;
Vygotsky 1996). The following principles are perhaps the most important:

e Use formative assessment; build on and adapt lessons to the knowledge that
students already have (Black & Harrison 2002; Black, et al. 2003; Black &
Wiliam 1998; Black, et al. 1999);

e Develop mathematical language through communicative activities that encourage
dialogic talk (Ahmed 1987; Alexander 2006, 2008; Mercer 1995);

e Focus directly on either specific conceptual obstacles or processes (Bell, 1993;
Wigley, 1994) and create surprise, tension and cognitive conflict that may be
resolved through discussion (Brousseau 1997);

e Create connections between topics both within and beyond mathematics and with
the real world. Use multiple representations (Askew, Brown, Rhodes, Johnson,
& Wiliam, 1997);

e Foster peer assessment by using tasks that allow students to shift roles and explain
and support one another (Bell, Swan, Crust, & Shannon, 1993b);

e Use tasks and questions that promote explanation, application and synthesis
rather than mere recall (Bills, et al. 2004; Watson & Mason 1998).

Principles however are not enough. They must also be accompanied by an understanding
of the context for which they are designed, creative flair and professional vision
(Schoenfeld 2009).

Building Lessons from tasks: Some examples.

The design of a lesson involves the sequencing of mathematical tasks in in a way that will
both captivate students and draw their attention towards particular concepts or strategies.
Designing the flow of a lesson is rather analogous to the scriptwriter’s task when planning
a movie. According to Trottier (1998) the typical film script is structured in three phases.
There is an initial ‘set up” in which characters, their relationships and world are introduced
and a dramatic premise, situation or question is posed. Then there is the confrontation
with an obstacle. The characters must learn new skills and work collaboratively in order
to deal with their predicament. They often fail; tension rises and reaches crisis point.
Finally there is the resolution phase that includes a climax, a dénouement and maybe even
a ‘twist’. The common ground with lesson design is clear.

My own design of lessons has been influenced by the processes established in Japanese
lesson study (Fernandez & Yoshida 2004; Shimizu 1999). These lessons are often
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structured with four key components: hatsumon (the teacher gives the class a problem to
initiate discussion); kikan-shido (the students tackle the problem in groups or
individually); neriage (a whole class discussion in which alternative strategies are
compared and contrasted and in which consensus is sought) and finally the matome, or
summary. Among these, the neriage stage is considered to be the most crucial. This term
refers to kneading or polishing in pottery, where different colours of clay are blended
together. This serves as a metaphor for the considering and blending of students’
interpretations and approaches to solving a mathematics problem. In the matome stage of
the lesson, the Japanese teachers will tend to make a careful final comment on the
mathematical sophistication of the approaches used. When using this model, however, we
have found that the demands on the teacher are great, particularly when trying to interpret,
select and discuss students’ extended reasoning.

In 2009, the Bill & Melinda Gates Foundation approached the Centre here at Nottingham
to develop a suite of one hundred lessons to form a key element in the Foundation’s
program for “College and Career Ready Mathematics” based on the Common Core State
Standards for Mathematics (NGA & CCSSO 2010). In response, the Mathematics
Assessment Project (MAP) was designed to explore how far teaching materials can enable
teachers to implement the principles we have described, coupled with high quality tasks,
an integral part of the implemented curriculum in their classrooms, even where linked
professional development support is limited or non-existent. The research-based design
of these lessons, now called Classroom Challenges, is described elsewhere (Swan &
Burkhardt 2014). In this paper, | briefly outline their structure and illustrate how the
framework outlined above has been used in their design. Sample lessons may be
downloaded from http://map.mathshell.org.

In the MAP project, we have devised two types of lesson: Concept Development lessons
(aimed at goals 2 and 4) and Problem Solving lessons (aimed at goals 3 and 4). We
decided early on that these two types needed to be kept separate for the reasons discussed
above. The structure of these lessons is similar, with a clear formative assessment focus.
We now outline the overall structure of a typical concept development and problem
solving Classroom Challenge and consider how the above principles are realized within
them.

The design of concept-focused lessons has been strongly guided by design principles that
have proven effective in our earlier research (Swan 2006). Each lesson is preceded by a
short diagnostic assessment, designed to uncover students’ current understandings and
interpretations. We provide teachers with some guidance as to what these might be. This
is done to assist the teacher in preparing probing questions that might be used in the lesson
itself. The lesson broadly follows the outline described below. The reader will find a full
outline of a lesson related to the task in Figure 5 on the MAP website?; space does not
permit us to reproduce all the details here.

1. Make existing concepts and methods explicit in the classroom. An initial task is
offered with the purpose of making students aware of their own intuitive
interpretations, to create curiosity and model the level of reasoning to be expected

2 http://map.mathshell.org.uk/materials/lessons.php?taskid=208&subpage=concept
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during the main activity. So, for example, the teacher displays the task shown in
Figure 11 and asks students to select the story that best fits the graph. This usually
results in a spread of student opinions, with many choosing option B. The teacher
invites and probes explanations, and labels the diagram with these explanations, but
does not correct students, nor try to reach resolution at this point.

M atching a Graph to a Story

2. Collaborative activity: Matching graphs, stories and tables. Each group of students
is now given a set of the cards shown in Figure 12. Ten distance/time graphs are to be
matched with nine ‘stories’ (the tenth to be constructed by the student). Subsequently,
when the cards have been discussed and matched, the teacher distributes a further set
of cards that contain distance/time tables of numerical data. These enable students to
check their responses, and reconsider the decisions that have been made. Students

A. Tom took his dog for a walk
to the park. He set off
slowly and then increased
his pace. At the park Tom
turned around and walked
slowly back home

B. Tom rode his bike east from
his home up a steep hill.
After a while the slope
eased off. At the top he
raced down the other side

C. Tom went for a jog. At the
end of his road he bumped
into a friend and his pace
slowed. When Tom left his
friend he walked quickly
back home.

Distance
from
home

Time

make posters to display their reasoning.
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Tom left his home for a run Tom walked to the store at the
ut he was unfit and gradually end of his street, bought a
to a stop! newspaper, and the in

3.

Figure 12 - Matching cards: Graphs and stories.

Inter-group discussion: Comparing interpretations. Students’ posters are now
displayed, and students visit each other’s posters and check them, demanding
explanations for matches that do not appear to be correct. This phase therefore
emphasises peer-assessment.

Plenary discussion. Students revisit the task that was introduced at the beginning of
the lesson and resolution is now sought. Drawing on examples of student work
produced during the lesson, the teacher draws attention to the significant concepts that
have arisen (e.g. the connection between speed, slopes on graphs, and differences in
tables). Further questions are posed to check learning, using mini-whiteboards.
“Show me a distance time graph to show this story”; “Show me a story for this graph”;
“Show me a table that would fit this graph” ; and so on.

Individual work: Improving solutions to the pre-assessment task. Students now
revisit the work they did on the pre-assessment task. They describe how they would
answer the task differently and write about what they have learned.

The lesson structure described above contains many of the features of ‘diagnostic
teaching’ (See e.g. Bell 1993; Swan 2006) that our earlier research showed to be more
effective, over the longer term, than either expository or guided discovery approaches.
This was replicated over many different topics: decimal place value, rates, geometric
reflections, functions and graphs, and fractions (Bassford 1988; Birks 1987; Brekke 1987;
Onslow 1986; Swan 1983). From these studies it was deduced that the value of diagnostic
teaching appeared to lie in the extent to which it valued the intuitive methods and ideas
that students brought to each lesson, offered experiences that created inter- and intra-
personal ‘conflicts’ of ideas, and created opportunities for students to reflect on and
examine inconsistencies in their interpretations.

21




EIEM 2014

I now illustrate one of the Classroom Challenges, focused on problem-solving: “Having
Kittens” (Figure 9). As already noted, teachers find it very difficult to interpret, monitor
and select students’ extended reasoning during a problem-solving lesson. We therefore
precede each lesson with a preliminary assessment in which students tackle the problem
individually. The teacher reviews a sample of the students’ initial attempts and identifies
the main issues that need addressing in the lesson. Through pre-trialling, we have
developed a “common issues table” that forewarns teachers of the difficulties that
students may have, and suggests questions that the teacher might pose to prompt deeper
thinking (Figure 13). Teachers analyse students’ initial responses, with the help of this
table. If time permits, they write feedback questions on each student’s work, or
alternatively prepare questions for the whole class to consider. This form of feedback has
been shown to more powerful than grades or scores, that detract from the mathematics
and encourage competition rather than collaboration (Black, et al. 2003; Black & Wiliam
1998).

Issue Suggested questions and prompts

Has difficulty starting Can you describe what happens during first five months?

Does not develop a suitable | Can you make a diagram or table to show what is happening?
representation

Work is unsystematic Could you start by just looking at the litters from the first cat? What
would you do after that?

Develops a partial model Do you think the first litter of kittens will have time to grow and
have litters of their own? What about their kittens?

Does not make clear or | What assumptions have you made?

reasonable assumptions Are all your kittens are born at the beginning of the year?
Are all your kittens females?

Makes a successful attempt How could you check this answer using a different method?

Figure 13 - An extract from the ‘Common issues table’ for Having Kittens

Now we come to the lesson itself. While the precise structure will be problem specific,
problem solving lessons are generally organised as follows:

1. Introduction. The teacher re-introduces the main task for the lesson and returns
students’ work along with the formative questions. Students are given a few minutes
to read these questions and respond to them, individually.

2. Group work: comparing strategic approaches. The students are asked to work in
small groups to discuss the work of each individual, then to produce a poster showing
a joint solution that is better than both individual attempts. Groups are organised so
that students with contrasting ideas are paired. This activity promotes peer assessment
and collaboration. The teacher’s role is to observe groups and challenge students
using the prepared questions and thus refine and improve their strategies.

3. Inter-group discussion: comparing strategic approaches. Depending on the range of
approaches in evidence, the teacher may at this point ask students to review the
strategic approaches produced by other groups in the class, and justify their own.
(Most will not have arrived at a solution at this stage). If there is not a sufficient
divergence of methods, or more sophisticated representations are not becoming
apparent, then the teacher may move directly to the next stage.
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4. Group work: critiquing ‘sample student work’. The teacher introduces up to four
pieces of “sample student work”, provided in the materials (Figure 14). This pre-
prepared work has been chosen to highlight alternative approaches. Each piece of
work is annotated with questions that focus students’ attention. (E.g. “What has each
student done correctly? What assumptions have they made? How can their work be
improved? ”) This introduces students to strategies and representations that they may
so far not have considered.

5. Group work: refining solutions. Students are given an opportunity to respond to the
review of approaches. They revisit the task and try to use insights to further refine
their solution.

6. Whole class discussion: a review of learning. The teacher holds a plenary discussion
to focus on the processes involved in the problem, such as the implications of making
different assumptions, the power of alternative representations and the general
mathematical structure of the problem. This may also involve further references to
the approaches in the sample student work.

The above lesson description contains many features that are not common in mathematics
teaching, at least in the US and UK. There is a strong emphasis on the use of preliminary
formative assessment, which enables the teacher to prepare for and adapt interventions to
the student reasoning that will be encountered. Students spend much of the lesson in
collaborative talk, focused on comparing mathematical processes. The successive
opportunities for refining the solution enable students to pursue multiple methods, and to
compare and evaluate them. Finally, ‘sample student work’ is used to foster the
development of critical competence (goal 4). This aspect has become the focus of our
recent research, and we now draw out some of the issues this raises.

| L Sl B | | || ]
Ué )(__P__)%( wail 'D wak I_P,—i
Six SiX Six Six
a cak couldhowe 2y kitens
2000 is Not feakistic ‘

Alice chose to represent the task using a timeline. She has only considered the number of
kittens from the original cat. She has used some of the given information correctly, and has
assumed that 6 cats are born at regular intervals. She has forgotten that these Kkittens can
also have litters of their own. She has not described her reasoning and assumptions.
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Total cais |+ 6xb + éx3b

"

| +364216
=253

"

So ils not realishe

Wayne has assumed that the mother has six kittens after 6 months, and has considered
succeeding generations. He has, however, forgotten that each cat may have more than one
litter. He has shown the timeline clearly. Wayne doesn’t explain where the 6-month gaps
have come from.

Figure 14 - Sample work for discussion, with commentary from the teacher guide.

Developing critical competence with sample student work.

Many researchers have emphasised the importance of comparing student approaches to
cognitively demanding tasks, but this has proved extremely difficult for teachers to put
into practice. In the heat of the classroom they struggle to monitor extended student
reasoning; discern the mathematical value of alternative approaches; select solution-
methods for whole class discussion; and orchestrate this discussion to build on the sense-
making of students. They find it difficult to make connections between approaches and
recognize and value students’ methods by comparing this with existing valued knowledge
(Brousseau 1997; Chazan & Ball 1999; Lampert 2001; Stein, et al. 2008). In practice, the
sharing of ideas often degenerates into mere ‘show and tell’, with participation prioritized
over learning (Stein, et al. 2008).

In response to this challenge we are currently researching the potential uses of pre-
prepared ‘sample student work’ to focus classroom discussion on key concepts and
processes, while at the same time developing critical competence. We have found that
sample student work has many potential uses. In problem solving, for example, it can be
used to encourage a student that is stuck in one line of thinking to consider others, to
enable comparison of alternative representations and to focus on the identification of
modeling assumptions. In concept learning it may be used to draw attention to common
mathematical misconceptions and alternative interpretations. The sample work needs
careful tailoring to each of these purposes, so that students’ attention is aligned to the
lessons’ purpose. Usually we begin with genuine student work then adapt and rewrite
this, making it clear, legible and focused on the issue we intend to be discussed.
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From evidence gathered from observing over 100 teachers in US classrooms, we have
established the following guidelines for the design of sample work (Evans 2014).

e Discourage superficial analysis by students, by stating explicitly the purpose of
the sample work, and by asking specific questions that relate to this purpose;

e Encourage holistic comparisons by making the sample work short, accessible and
clear, and by excluding procedural and other errors that distract attention away
from the identified purpose;

e Leave the work unfinished, so that students have to engage with the reasoning in
order to complete it;

e Sequence the distribution of the sample student work so that successive pairwise
comparisons of approaches may be made;

e Offer students sufficient time and opportunity to incorporate what they have
learned from the sample work into their own solutions;

e Offer the teachers support for the whole class discussion so that they can identify
and draw out criteria for the comparison of alternative approaches.

Concluding remarks

This paper is a personal reflection on how we are now coming to understand the
challenges of task design after many years of engaging in design research. The theoretical
framework displayed here is not claiming to be comprehensive, but it has proved powerful
in the hands of task and curriculum designers. When a desired goal is identified, the
framework provides a way of identifying the type of classroom activity that may achieve
that goal, and our accumulating body of exemplars provides us with models upon which
to build. This is a slow, iterative process, where tasks are designed, built into lessons, then
trialed, reviewed and revised. This approach, though standard in product development
generally, is much more expensive than the “authorship model” so often used in
education: produce draft; gather comments; revise; publish. In our work, we usually
observe each lesson between three and five times at each of the two cycles of
development. This enables us to obtain rich, detailed feedback, while also allowing us to
distinguish general implementation issues from more idiosyncratic variations by
individual teachers. We have devised systematic observation tools for gathering this data
(Swan & Burkhardt 2014) and in the development of the Classroom Challenges, we now
have over seven hundred of these observations upon which to draw. Slowly, we are
learning. The field of design research is still in its infancy, perhaps, but we are making
progress.
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TAREFAS QUE VISAM O DESENVOLVIMENTO DO SENTIDO
DE NUMERO
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Resumo

O presente artigo decorre de um estudo sobre as praticas do professor focadas no
desenvolvimento do sentido de nimero dos alunos, realizado num contexto de um projeto
colaborativo que envolveu dois professores do 1.° ciclo e a autora deste texto. Pretende
descrever e analisar as préaticas dos professores na selecao/construgdo de tarefas a explorar
na sala de aula, visando, em particular, identificar e compreender os aspetos que 0s
professores valorizam e os desafios que se Ihes colocam quando se envolvem neste tipo
de trabalho.

A investigacdo insere-se no paradigma interpretativo e segue uma abordagem qualitativa.
Os dados foram recolhidos através da realizacdo de entrevistas, da observacao
participante e da recolha documental. Com a participacdo no projeto colaborativo, o
desenvolvimento do raciocinio matematico e, em particular, o calculo mental passam a
constituir as principais preocupacdes destes professores quando selecionam/constroem
tarefas para os seus alunos. Na preparacdo das tarefas destaca-se o valor que passam a
atribuir a definicdo dos seus objetivos e a antecipacéo de estratégias de resolucéo.

Palavras-chave: Préticas do professor; Tarefas; Desenvolvimento curricular; Sentido de
ndmero

Introducéo

As tarefas constituem, na sala de aula, o objeto da atividade dos alunos (Christiansen &
Walther, 1986) e, em conjunto com as ag¢des do professor, influenciam o modo como 0s
alunos aprendem a pensar matematicamente (Stein & Smith, 1998) Podem, também,
limitar ou ampliar a forma como os alunos veem os topicos de ensino e transmitir-lhes
mensagens acerca do que é a Matematica e sobre o que envolve fazer Matematica
(NCTM, 1991/1994).

Uma vez que as tarefas marcam inquestionavelmente as oportunidades de aprendizagem
matematica dos alunos, é fundamental compreender as caracteristicas da pratica do
professor quando seleciona/constroi e prepara tarefas e quais os desafios que se lhe
colocam, em particular, em momentos de mudanca curricular. E também importante que
estes estudos sejam focados em temas especificos de ensino, por permitir compreender
em profundidade o trabalho do professor em torno da sua abordagem (Ponte, 2012).
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Este artigo decorre de um estudo cujo objetivo, mais amplo, é descrever e analisar as
praticas de dois professores de sele¢do/construcdo, preparacdo e exploracdo de tarefas
centradas no desenvolvimento do sentido de nimero dos alunos do 1.° ciclo, no contexto
de um projeto colaborativo de desenvolvimento curricular (Delgado, 2013). Em
particular, este artigo foca-se nas duas primeiras fases do trabalho do professor acima
referidas (selecdo/construcdo e preparagdo das tarefas), pretendendo analisar e
compreender: (i) as caracteristicas das tarefas que s&o valorizadas pelos professores e as
preocupacOes que orientam a sua selecdo/construcéo, (ii) os aspetos que valorizam na
preparacdo das tarefas, (iii) os desafios com que se deparam na selecdo/construcao e
preparacgéo das tarefas e o que os desencadeia, e (V) os aspetos que valorizam e os desafios
com que se deparam na selegdo/construcédo das tarefas, quando esta é realizada tendo por
base a concecdo de sequéncias de tarefas.

Praticas do professor

As recomendac0es atuais da investigacdo sobre o professor salientam a importancia de
esta se centrar nas suas préaticas profissionais (Ponte & Chapman, 2006; Ponte, 2012).
Estas recomendacdes resultam essencialmente de dois argumentos. Por um lado, sé
analisando as praticas do professor se poderd compreender melhor as suas acdes e 0s
motivos que as desencadeiam (Schon, 1983). Por outro, porque ainda sdo pouco
conhecidos o0s aspetos que as envolvem, sendo importante “estudar os elementos
principais que estruturam essas praticas, 0s elementos que as condicionam e 0s contextos
e recursos que podem apoiar a sua mudanca, tendo em conta o desenvolvimento
curricular” (Ponte, 2012, p. 95).

As decisdes que o professor toma acerca do ensino, embora observaveis como acdes
individuais, sdo tomadas em determinados contextos e influenciadas por esses contextos
(Ponte & Chapman, 2006). Para além dos contornos que estes podem assumir, as a¢oes e
intencBes do professor sdo também influenciadas, por exemplo, pelas imagens que tem
da profissao, pelas eventuais pressdes profissionais a que esta sujeito, pelas experiéncias
profissionais que desenvolveu fora e dentro da escola e pela sua formacdo inicial (Ponte
& Chapman, 2006).

Conhecimento, perspetivas, motivacoes, intencdes e contexto constituem, assim, aspetos
que surgem associados ao modo como o professor desenvolve as suas atividades
profissionais, emergindo da pratica, mas que simultaneamente influenciam o modo como
cada professor interpreta, analisa e desenvolve a sua pratica. Se atendermos a todos eles,
“as praticas do professor podem ser vistas como as atividades que eles realizam
regularmente, tomando em consideragdo o0 seu contexto de trabalho e as suas
interpretacdes e intengdes” (Ponte & Chapman, 2006, p. 481). E neste sentido que se
entende a expressao ‘praticas do professor’.

Quando falamos em praticas do professor importa clarificar, também, a que préaticas nos
referimos. Efetivamente, podemos pensar nas praticas que os professores desenvolvem
na sala de aula, na escola, nos cursos de formagéo e em outros cenarios profissionais
(seminérios, encontros, etc.) (Ponte & Chapman, 2006). As atividades desenvolvidas pelo
professor na sala de aula e as que desencadeia fora deste contexto, para preparar o trabalho
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a realizar com os alunos e para avaliar aspetos relacionados com a aprendizagem e com
0 ensino, sdo habitualmente designadas por praticas letivas (Ponte, 2012). E na
compreensdo destas praticas que se circunscreve este texto.

Para Ponte (2012) é na prética letiva que os aspetos importantes do conhecimento didatico
do professor sobressaem, quer pelas atividades que desenvolve na sala de aula, quer as
que realiza para preparar essas atividades. Este autor propde um modelo de anélise do
conhecimento didatico do professor, que assume como nucleo central o conhecimento da
pratica letiva, considerando que ¢ através deste que “se fazem as opg¢des fundamentais
que orientam a pratica e se regula todo o processo de ensino” (p. 88).

A importancia do professor na transformacgdo do curriculo é salientada por diversos
autores (Brown, 2009; Canavarro & Ponte, 2005; Pacheco, 2001; Stein, Remillard &
Smith, 2007). Neste processo o professor recorre a diversos materiais curriculares que,
simultaneamente, apoiam e influenciam a sua pratica de sala de aula (Brown, 2009). Um
dos materiais curriculares que assume particular importancia na sua pratica ¢ o manual
escolar (Pacheco, 2001). As tarefas propostas aos alunos, quer sejam retiradas dos
manuais escolares quer sejam adaptadas/concebidas pelo professor, resultam de decisfes
suas e dependem do modo como interpreta e usa 0s materiais curriculares (Brown, 2009).

Analisando estudos que se centram no modo como o curriculo é transformado pelo
professor, Stein et al. (2007) identificam um conjunto de fatores que influenciam tanto o
modo como o professor interpreta os documentos curriculares oficiais como o que
acontece na sala de aula. Grande parte desses estudos ocorreram no contexto de reformas
curriculares e concluem que o conhecimento, as crencas e a identidade profissional do
professor tém impacto no modo como este compreende e pde em pratica essas reformas.
Alguns sugerem fatores relacionados com contextos organizacionais e politicos,
nomeadamente no que diz respeito ao tipo de apoio que é dado aos professores. Em
particular, a participacdo em comunidades profissionais € indicada como sendo
fundamental na compreensdo do curriculo e no modo como o professor o coloca em
pratica.

Préaticas de selecdo/construcdo e preparacdo das tarefas orientadas para o
desenvolvimento do sentido de nimero

Desde j& ¢é importante clarificar os significados associados as expressdes
selecao/construcdo de tarefas e preparacdo de tarefas assumidos neste artigo. A selecdo
corresponde a opcdo da escolha de uma determinada tarefa, tal como existe nos materiais
curriculares e a construcdo inclui, quer a adaptacdo de uma tarefa desses materiais, quer
a sua ‘criagdo’ integral por parte do professor. A preparacdo de uma tarefa envolve todo
o trabalho que é realizado pelo professor para que esta possa ser explorada na sala de aula.
Estes dois momentos de trabalho do professor em torno das tarefas ndo séo aqui encarados
como dois momentos separados, considerando-se que a sele¢do/construcdo de uma tarefa
envolve ja acOes e ideias fundamentais a sua preparagéo.

Selecdo/construcdo e preparacdo de tarefas. Ao selecionar/construir tarefas é
fundamental que o professor atenda aos alunos a que se destinam, considerando as suas
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idades, os niveis de aprendizagem em que se encontram, 0s conhecimentos que possuem
e as suas experiéncias anteriores relativas a aprendizagem da Matematica (Ponte, 2005;
Stein, Smith, Henningsen & Silver, 2009). Por exemplo, sem conhecer o grupo de alunos
a que se destina sera muito dificil, a partida, identificar o grau de desafio que uma tarefa
ird constituir para os alunos (Ponte, 2005). Baseando-se no modelo de classificacdo de
tarefas que se centra no seu nivel de exigéncia cognitiva, também Stein et al. (2009)
afirmam que fazer a sua selegdo com este foco ndo é independente de um conhecimento
profundo dos alunos a que se destinam.

Ao selecionar/construir tarefas € importante que o professor consiga uma espécie de
equilibrio entre diferentes tipos de tarefas, por constituirem diferentes oportunidades para
os alunos pensarem (Stein & Smith, 1998, Stein et al., 2009) e por contribuirem para
atingir objetivos curriculares distintos (Brocardo, 2001). Contudo, alguns estudos
revelam que, habitualmente, os professores tendem a efetuar a escolha das tarefas a partir
de uma andlise muito superficial das mesmas, centrada unicamente nos contetidos que
permitem abordar (Arbaugh & Brown, 2002; Stein, Baxter & Leinhardt, 1990).

Quando o professor seleciona/constroi e prepara tarefas que visam o desenvolvimento do
sentido de nimero, para além de ter em conta os aspetos acima referidos, é essencial que
atenda as caracteristicas dos contextos das tarefas, que incluem as situacdes que lhe estdo
associadas, os modelos e os numeros envolvidos (Fosnot & Dolk, 2001). Assumindo que
o sentido de nimero € essencialmente uma forma de pensar acerca dos nimeros e das
operacdes, planificar o ensino numa perspetiva do seu desenvolvimento exige, ainda,
pensar nas ‘grandes ideias’ associadas a um determinado topico (Clements & Sarama,
2009; Sood & Jitendra, 2007). Trata-se, sobretudo, de identificar conceitos-chave e
pensar no modo como eles se relacionam, por forma a maximizar a aprendizagem dos
alunos (Sood & Jitendra, 2007). E também fundamental que o professor identifique as
estratégias que uma determinada tarefa suscita e que atenda aos aspetos que contribuem
para a progressao das estratégias a que os alunos ja recorrem (Fosnot & Dolk, 2001).

Integrar as tarefas em trajetérias de aprendizagem. Varios autores sugerem que a
concecdo das tarefas deve ser integrada na construcdo de trajetdrias hipotéticas de
aprendizagem (Clements & Sarama, 2004; Cobb, Stephan, McClain & Gravemeijer,
2001; Simon, 1995). Para Simon (1995), este processo obriga a que elas sejam pensadas
de modo sequencial, permitindo a progressao da aprendizagem dos alunos e partindo das
hipbteses que o professor coloca sobre essa progressdo. Esta trajetdria representa um
caminho plausivel, que pode ndo corresponder ao caminho real de aprendizagem, sendo
por isso uma trajetdria hipotética.

De acordo com o ciclo de ensino da Matematica de Simon (1995), representado na Figura
1, uma trajetoria hipotética de aprendizagem é constituida por trés componentes: (i) 0s
objetivos de aprendizagem, que orientam o caminho, (ii) as atividades de aprendizagem,
gue sdo pensadas tendo em conta os objetivos definidos e (iii) o processo hipotético de
aprendizagem, que corresponde a uma previsdo do pensamento e da compreensao dos
alunos quando resolvem as tarefas. Na sala de aula, devido as interacdes que se
estabelecem, professores e alunos fazem parte de uma experiéncia que, provavelmente,
sera diferente da que foi antecipada. Esta experiéncia ird influenciar o conhecimento do
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professor que introduzird alteragdes na trajetoria que foi planeada ou ird influenciar a
construcdo de uma nova trajetéria hipotética de aprendizagem (Simon, 1995).

Trajetoria hipotética de

Conhecimento .
> aprendizagem

profissional do
professor

Objetivos de aprendizagem
A definidos pelo professor

v

Plano do professor relativo
as atividades de
aprendizagem

Hipoteses do professor sobre
o processo de aprendizagem

Interagdes resultantes

Avaliagdo das o
das atividades na sala

aprendizagens dos
alunos de aula

Figura 1 - Ciclo (abreviado) de ensino da Matematica (Simon, 1995)

O modelo de ensino proposto por Simon (1995) apresenta importantes vantagens quer
para o professor quer para os alunos (Clements & Sarama, 2004; Cobb et al., 2001). Do
ponto de vista do professor, a construcao de trajetdrias hipotéticas de aprendizagem leva-
o a fazer conjeturas sobre a aprendizagem da Matematica dos seus alunos e sobre 0s meios
a que podera recorrer para apoiar e organizar essa aprendizagem (Cobb et al., 2001). Ao
envolver-se neste processo, aumenta o seu conhecimento sobre os alunos e sobre as
estratégias de ensino (Clements & Sarama, 2004; Cobb et al., 2001). Do ponto de vista
da aprendizagem dos alunos, Clements e Sarama (2004) realcam a importancia do recurso
a sequéncias de tarefas na construcdo de conceitos e procedimentos matematicos de uma
forma progressiva.

Alguns estudos que tém recorrido a construcdo de trajetdrias hipotéticas de aprendizagem
para planificar o ensino dos nimeros e das operacdes orientado para o desenvolvimento
do sentido de numero (Mendes, 2012; Whitacre & Nickerson, 2006; Sood & Jitendra,
2007), revelam que esta opg¢ao permite potenciar alguns aspetos importantes relacionados
com as tarefas, salientando, sobretudo, a importancia da construcdo de sequéncias de
tarefas de forma articulada. Mas, quando se trata de pensar numa sequéncia de tarefas
‘coerentemente articuladas’ orientadas para o uso ¢ desenvolvimento do sentido de
numero, ha aspetos particulares a ter em conta. Trata-se, sobretudo, de atender ao modo
como os contextos das tarefas (modelos, situagdes associadas e nimeros) se articulam
entre si (Mendes, 2012; Sood & Jitendra, 2007). Do ponto de vista do trabalho dos alunos
esta articulagdo permite-lhes estabelecer relagbes entre as situacdes associadas aos
contextos, os modelos subjacentes e os nameros, influenciando os procedimentos que
utilizam (Mendes, 2012).
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As vantagens de perspetivar o ensino com base na construcéo de trajetdrias hipotéticas de
aprendizagem estdo também associados desafios que se colocam ao professor. Ao
implicar que, a partida, este defina os objetivos de ensino e pense numa sequéncia de
tarefas que os permita atingir, este processo exige um conhecimento sobre as ‘grandes’
ideias matematicas associadas a aprendizagem dos tépicos que pretende trabalhar com os
alunos (Clements & Sarama, 2009). Para além disso, constitui um processo que implica
uma relagdo constante entre a atividade e os seus efeitos (Simon & Tzur, 2004), obrigando
o professor a refletir sobre as atividades desenvolvidas na sala de aula e nos seus efeitos
na aprendizagem dos alunos. Exige, também, um forte conhecimento acerca dos seus
alunos, no sentido em que, neste processo, o professor tera de prever o tipo de atividade
mental que podem desenvolver e que permita a constru¢cdo dos conceitos e a sua
progressao (Clements & Sarama, 2009; Simon & Tzur, 2004).

Antecipar as estratégias que os alunos poderdo usar na resolugdo das tarefas, constitui
uma atividade fundamental a realizar pelo professor durante a sua preparagdo (Stein,
Engle, Smith & Hughes, 2008). Esta atividade passa por inventariar as resolucdes corretas
e incorretas dos alunos e pensar antecipadamente em estratégias que traduzem diferentes
niveis de desenvolvimento da aprendizagem (Stein, et al., 2008). Para além de permitir
ao professor desenvolver a compreensdo sobre como pensam os alunos, permite-lhe
organizar e orientar as discussdes na sala de aula sobre as suas resolucdes e oferece-lhe a
possibilidade de, ele préprio, apresentar estratégias mais eficazes, quando estas ndo sao
sugeridas pelos alunos (Markovits & Sowder, 1994). Em tarefas orientadas para o
desenvolvimento do sentido de nimero, Yang e Hsu (2009) sugerem que a ordem de
apresentacdo e discussdo das estratégias seja realizada da de nivel menos elevado de
raciocinio para a de nivel mais elevado.

Metodologia

O desenvolvimento do estudo foi apoiado por uma metodologia que segue uma
abordagem interpretativa, de tipo qualitativo, na qual se valoriza a observacao das acdes
dos professores e a compreensdo do modo como eles proprios interpretam essas acoes
(Cohen, Manion & Morrison, 2007; Erickson,1986). Cada um dos professores constituiu
um caso instrumental (Stake, 2007), construido e estruturado a partir das questfes do
estudo, da analise dos dados e da revisdo da literatura focada nas praticas de
desenvolvimento curricular dos professores.

Os dados da investigacdo resultaram de entrevistas, da recolha documental® e da
observagdo participante que correspondem a trés tipos de métodos de recolha
frequentemente usados na investigagédo qualitativa (Patton, 2002). Foram realizadas duas
entrevistas semiestruturadas a cada um dos professores que participaram no estudo, com
registo audio. Para as realizar foram elaborados guides unicos para os dois professores,
garantindo o questionamento aos dois professores acerca de aspetos que se mostram
basilares neste estudo. Os documentos recolhidos e analisados nesta investigacdo

3 Neste artigo os dados recolhidos respeitantes as entrevistas e as sessdes de trabalho conjunto sdo
identificados por E e S, respetivamente, seguidos de um nlimero que corresponde a ordem temporal em que
ocorreram.
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incluiram: as produgdes dos alunos na resolugéo das tarefas, os materiais utilizados pelos
professores nas aulas, as suas planificacdes da area da Matematica, as fichas de avaliacéo,
fichas com indicacdes para o professor correspondentes as primeiras tarefas concebidas
no &mbito do projeto e tarefas que os professores levaram para as sessoes de trabalho.

Recorri, ainda, a observacdo participante nos contextos em que as praticas de
selecao/construcdo e exploracao de tarefas ocorreram — nas sessdes de trabalho da equipa
e na sala de aula de cada um dos professores. As sessdes de trabalho da equipa foram
audio gravadas e para cada uma delas foi construido, posteriormente, um relatério que
teve como principal objetivo descrever o que la se passou e assinalar eventuais aspetos
que, de algum modo, poderiam ser importantes para serem abordados em sessdes
seguintes ou na ultima entrevista. Cada uma das aulas observadas foi videogravada, tendo
recorrido também a notas de campo.

A andlise dos dados foi realizada em duas fases que, embora interligadas, correspondem
a momentos diferentes do seu desenvolvimento. A primeira ocorreu durante a recolha dos
dados, acompanhando o desenvolvimento do projeto colaborativo. Nesta fase, tal como
afirma Patton (2002), fui construindo ideias acerca dos dados a medida que os ia
recolhendo. A segunda, que se realizou ap6s a conclusdo do projeto, corresponde a escrita
dos casos e ao que este trabalho implica — o ‘refinamento’ das categorias de analise ¢ a
definicéo e redefinigdo da estrutura dos mesmos.

O contexto do estudo: um projeto colaborativo de desenvolvimento curricular

O estudo realizou-se no contexto de um projeto colaborativo de desenvolvimento
curricular que realizei com dois professores do 1.° ciclo, Manuel e Maria José. No ano
letivo em que se inicia este projeto, ambos sdo professores na mesma escola ha seis anos,
lecionam 0 3.° ano de escolaridade e encontram-se, pela primeira vez, a trabalhar com um
novo Programa de Matemaética do Ensino Basico (PMEB) (ME, 2007). Tém, contudo,
experiéncias profissionais muito distintas. Manuel tem 35 anos de idade e 12 anos de
servigo e Maria José tem 55 anos de idade e 30 anos de servico.

O Programa (ME, 2007), tal como o anterior Programa do Ensino Basico (ME-DGEBS,
1990), continua a atribuir um papel de destaque aos nimeros e operagdes, mas apresenta
mudancas de perspetiva sobre a sua abordagem, associada ao desenvolvimento do sentido
de nimero (Ponte, 2008). Assim, este projeto surge num momento de mudanca curricular
que exige da parte dos professores 0 uso de metodologias e abordagens diferentes das
que, até entdo, tém utilizado na abordagem deste tema.

O projeto. O projeto colaborativo teve como objetivo aprofundar modos de promover o
desenvolvimento do sentido de numero dos alunos através: (i) da selecdo/construcdo de
tarefas que tenham por base esse propdsito e (ii) da reflexdo sobre a sua exploracdo na
sala de aula. A sua concecédo inspira-se no ciclo de ensino de Simon (1995) e inclui,
também, uma vertente de concegdo de materiais de divulgacdo, relacionados com o
desenvolvimento do sentido de nimero dos alunos, nomeadamente: sequéncias de tarefas
(com indicagdes para o professor), episodios de sala de aula e outros materiais.
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Apresenta-se na Figura 2 um esquema que pretende resumir o trabalho perspetivado para
este projeto, tendo em conta os dois contextos principais em que ele se desenvolveu — as
sessOes de trabalho da equipa do projeto e a sala de aula.

Nas sessdes de trabalho da equipa perspetivou-se a selecdo/construcdo de tarefas
(assinalada por (a)), tendo por base a construcdo de trajetorias de aprendizagem, tal como
¢ esquematizada por Simon (1995). A antecipagdo sobre 0 modo como os alunos iriam
resolver as tarefas constitui um elemento importante para orientar a sele¢do/construcéo
das tarefas e preparar a sua exploracédo na sala de aula. Depois de cada um dos professores
explorar uma tarefa na sala de aula (assinalado por (b)), na sesséo de trabalho seguinte, a
equipa avalia a aprendizagem dos alunos e reflete sobre 0 modo como a tarefa foi
explorada na sala de aula (assinalado por (c)), apoiando-se, essencialmente, nas
producdes dos alunos e em episddios da aula previamente selecionados pela investigadora
e/ou pelos professores. Destas discussdes resultam decisGes a tomar relativamente a tarefa
a propor a seguir e, eventualmente, uma reformulacéo da tarefa que foi explorada na sala
de aula (indicado em (d)). A equipa pode recorrer a uma tarefa que faz parte da sequéncia
de tarefas inicialmente prevista, sentir a necessidade de alterar a tarefa que previra ser
explorada, ou, selecionar/construir uma nova tarefa. Estas duas Ultimas situagdes
correspondem a uma reformulacéo da sequéncia de tarefas inicialmente prevista (indicado
em (e)).

Ve

SessOes de trabalho da equipa

i Documentos de natureza diversa

Avaliacdo da
aprendizagem

dos alunos (c)
_____________ . Objetivos de aprendizagem
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Exploracdo de tarefas (b)

Figura 2 - Esquema que sintetiza o trabalho perspetivado para o projeto

Uma grande parte do trabalho planeado para este projeto centra-se, assim, na construgédo
de sequéncias de tarefas e na sua reformulacdo, que resulta da reflexdo que a equipa
realiza acerca da exploracdo das tarefas na sala de aula e da anélise do modo como os
alunos pensam. Para apoiar este trabalho, perspetivou-se o uso de documentos de natureza
diversa, uns propostos pela investigadora e outros pelos préprios professores.
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A dinamica do projeto e a adaptacao ao trabalho com as turmas. Desde cedo que a
dindmica do projeto pensada inicialmente se mostra desajustada por dois motivos, que se
interligam. Um deles relaciona-se com o facto de este projeto valorizar as praticas de sala
de aula e a reflexdo sobre essas praticas, e, 0 outro, prende-se com as necessidades reais
do trabalho a realizar com os alunos.

A construcdo de sequéncias de tarefas, para além de exigir algum tempo para discutir a
sua concecao enguanto conjunto de tarefas, exige um trabalho intenso em torno de cada
tarefa. Para além deste aspeto, numa fase inicial do projeto, havia a intengdo de construir
um conjunto de materiais de divulgacdo que incluiriam as tarefas e uma ficha de
indicacdes para o professor onde se explicitariam os objetivos de cada uma, se registavam
modos de as explorar e se incluiriam possiveis caminhos a seguir pelos alunos. Apos a
reflexdo sobre a exploracdo de cada tarefa, tanto a propria tarefa como a ficha de
indicacdes para o professor seriam, eventualmente, reformuladas. Realizar todas estas
atividades com uma reunido semanal, ndo perdendo de vista o objetivo de um projeto que
exigia um trabalho sequencial e constante com os alunos em torno dos nimeros e das
operacdes, levou a equipa a tomar opgdes — investir nas atividades que diziam diretamente
respeito ao trabalho dos alunos e mudar o foco das acdes de divulgacdo do projeto, que
se centraram na realizacdo de uma sessdo com Encarregados de Educacgdo dos alunos das
turmas que participaram no projeto e na apresentacdo de duas sessdes em Encontros de
professores.

Aspetos da concecdo do projeto que se destacam. Na dinamica do projeto foi previsto
o envolvimento dos professores na analise das producdes resultantes da exploragdo das
tarefas. Este aspeto mostrou-se fundamental para melhorar a capacidade dos professores
na formulacao de hip6teses sobre o processo de aprendizagem, permitindo-lhes melhorar
a antevisdo das estratégias na resolucdo das tarefas e a compreensao de como os alunos
pensam. Também os episddios de sala de aula constituiram um elemento fundamental da
concecdo inicial do projeto colaborativo, permitindo suscitar e centrar a reflexdo dos
professores em aspetos que se revelaram importantes na exploracdo de tarefas concebidas
no &mbito do mesmo.

Os casos dos professores Manuel e Maria José

Caracteristicas das tarefas: Aspetos que valorizam. Numa fase inicial do projeto,
Manuel e Maria José salientam as situacdes problematicas como o tipo de tarefas que
valorizam. Manuel refere-se a importancia de diversificar os seus contextos para motivar
os alunos, assumindo, contudo, que nem sempre o consegue fazer.

Ha atividades, tarefas que ndo conseguimos diversificar... que ndo
conseguimos dar outro carisma que motive os alunos”. (M, E1)

Maria Jose classifica as situagdes problematicas em faceis e dificeis, afirmando que vai
tomando as suas opgOes tendo em conta as dificuldades manifestadas pelos alunos e
realca, também, a preocupagdo com o envolvimento e o sucesso daqueles na resolucao
das tarefas.
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As vezes faco fichas que obriguem um bocado mais a pensar. (...) Por
vezes sou surpreendida e eles ndo conseguem e depois tenho que fazer
as outras mais faceis. (MJ, E1)

Nés quando estivemos a fazer isso [pensar numa tarefa] tivemos a
preocupacdo de fazer coisas acessiveis para que eles néo
desmotivassem..., para sentirem que sdo capazes. (MJ, S3)

Referindo-se aos contextos de diferentes tarefas, estes professores vdo fazendo
afirmacdes do tipo: “é¢ muito interessante e muito atual” (M, S24), “é um contexto que
eles conhecem” (M, S20), “e isto tem a ver com o dia-a-dia” (MJ, S25). Ainda que,
inicialmente, estas caracteristicas pare¢cam ser valorizadas como forma de motivar 0s
alunos, ao longo do projeto vao igualmente refletindo sobre se os alunos podem ou néo
atribuir significado as situacdes que Ihes sdo propostas. A dificuldade de atribuicdo de
significado pelos alunos na exploragdo da tarefa “Gasolina”, leva estes professores a
explicitarem o valor que atribuem a este aspeto.

Gasolina 95

Gasolina 8

Dieselplus |

Figura 3 - Tabela de pregos de combustivel incluida na tarefa “Gasolina” explorada na turma de
Maria José.

Maria José atribui as dificuldades dos alunos ao facto de ndo existir um material fisico
que represente os valores monetarios correspondentes ao preco do combustivel (ver
Figura 3) e, na sequéncia desta reflexdo, Manuel opta por retirar a coluna do algarismo
das milésimas quando explora esta tarefa na sua aula por considerar ser dificil atribuir-
Ihe significado.

A leitura do ndmero tornou-se muito complicada. (...) Porque este
namero aqui é muito complicado de ler, tendo em conta o contexto.
Porque eles diziam 68 céntimos [refere-se ao preco da gasolina 98 que
consta na tabela da figura 3]. E néo é! (MJ, S26)

E um contexto real, mas é um contexto especifico. (...) Nos proprios
temos dificuldade. (...) Ou se corta aqui [algarismo das milésimas dos

pregos da figura 3] (...) Ou, entdo, vai acontecer aquilo que aconteceu.
(M, S26)

Os nameros envolvidos no contexto da tarefa é outra das caracteristicas valorizadas
particularmente por Manuel. O receio de os alunos manifestarem muitas dificuldades na
resolucdo de uma tarefa, leva este professor a atender a grandeza desses numeros. Por
exemplo, numa das primeiras sessfes, quando a equipa discute a possibilidade de se
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proporem problemas que envolvem a operagéo diviséo, Manuel ndo vé inconvenientes,
desde que 0s nameros incluidos sejam ‘pequenos’:

Eu acho que faziamos primeiro esta proposta (...) e viamos se a
generalidade da turma, ou quase toda, consegue (...) Se estamos a
introduzir algo de novo, se estamos a trabalhar com um nimero muito
grande ou com que ndo estdo tao familiarizados, o que € que acontece?
(M, S4)

Manuel sugere que ao iniciar a abordagem de um certo topico, é importante optar por
numeros ‘pequenos’ e ir aumentando, gradualmente, a sua grandeza nas tarefas seguintes.
Embora esta preocupacédo se mantenha durante todo o projeto, este professor passa depois
a considerar também as relac6es numéricas e os calculos que os niUmeros possam suscitar.
Por exemplo, na construgdo da primeira questdo da tarefa “Quantas bolas de Natal?”,
salienta a importancia de se propor uma situacéo envolvendo o produto 7 x 7 por ser um
dos gue os alunos ndo conhecem, o que os obrigara a relacionar com outros ja conhecidos:

O facto de eles [os alunos] nédo conhecerem a tabuada do 7, vao ter de
a ‘desmontar’ para utilizar os produtos que ja sabem (...) e
desenvolvem a propriedade distributiva. (M, S12)

Ao analisar as producdes de um par de alunos (ver Figura 4), confirma a sua conjetura,
relacionando esta resolucdo com a escolha dos nimeros envolvidos:

Neste caso, eles ndo sabiam quanto era 7 x7 e a partir dai tentaram
arranjar uma estratégia para chegar la (...) E engracado, aqui, como
ndo sabiam, recorreram a decomposicao e a imagem. (M, S13)

Quantas bolas de Natal?

Figura 4: Registo efetuado por Renato e Rui na resolucdo da questéo 1 da tarefa “Quantas bolas
de Natal?”

Manuel seleciona o exemplo da figura 5 para indicar uma tarefa que pode propiciar o
desenvolvimento de estrategias de calculo mental. O modo como este professor a
interpreta revela, ndo so, o valor que confere a articulacdo do contexto com o tipo de
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calculos a efetuar, como também, ao recurso a nimeros de referéncia (neste caso, 10, 100
e 1000).

Partindo desta situacao, eles percebem que se para 8 é s6 subtrair 2,
para 98 é a mesma coisa, vou subtrair no final 2... Porque é mais facil
trabalharem com o 10, com o 100 e com o 1000 (...) estamos a dar
ferramentas aos alunos para eles desenvolverem e poderem aplicar.
(M, S2)

E se quisermos
adicionar
50800088 o

Assim, também se
pode adicionar 999

Eu sei fazer:

facilmente: g8=10-2
456 + 999 = 98=100-2
456+ 1000—-1= 998 =1000-2

1456 — 1 = 1455

Figura 5 - Proposta do manual adotado que, na perspetiva de Manuel, permite o
desenvolvimento de estratégias de calculo mental*

Associado a preocupacdo de os alunos se envolverem na resolucdo das tarefas, Manuel
valoriza as que incluem questfes que vao aumentando no seu grau de dificuldade. Tanto
Manuel como Maria José salientam a possibilidade da tarefa permitir aos alunos
estabelecerem relagdes entre as questdes.

Eu acho que eles se sentem confortaveis com uma tarefa que os vai
guiando. Neste caso, o grau de dificuldade vai aumentando e vai
conduzi-los. (...) E ai estd, vdo relacionando com tudo o que foi feito
na tarefa. (M, S6)

Eles comecaram logo a fazer e tiveram facilidade em fazer isto... e
foram usando as perguntas anteriores. (MJ, S18)

Manuel salienta ainda a importancia das tarefas estarem ‘bem estruturadas’. O significado
atribuido a esta expressdo parece relacionar-se com a intencionalidade educativa que
considera dever estar presente na sua selecdo/construgéo.

Ao estar bem estruturada, ha todo um conjunto de passos ou
procedimentos que os alunos sabem e véo fazendo, para depois
podermos chegar ao objetivo final. (M, E2)

4 Retirado de Landeiro, A., Gongalves, H. & Pereira, A. (2010). A Grande Aventura — Matematica 3.° ano
(manual escolar). Lisboa: Texto Editores Lda.
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Em diversos momentos os professores vao referindo o modo como costumavam
organizar o trabalho em torno dos nimeros e das operagdes. O seu discurso é revelador
da valorizagédo do uso do algoritmo enquanto procedimento de calculo e de uma selecédo
de tarefas orientada para a escolha de formas de resolucdo de entre as que 0s alunos ja
tinham aprendido.

[A Matematica] era muito mecanizada. (...) Se o problema diz isto e
isto, se faz essa pergunta ja sabemos que ¢ ‘de mais’, ou ja sabemos
que ¢é ‘de menos’. Eles [os alunos] seguiam aqueles caminhos e era
aquilo, e pronto. (MJ, E2)

Ainda ndo propusemos problemas de divisdo, porque ainda ndo demos
a divisdo. (MJ, S3)

A analise do novo Programa (ME, 2007) parece estar na origem do valor que Manuel e
Maria José passam a atribuir a tarefas que promovem o desenvolvimento do raciocinio e
da comunica¢do matematicos dos alunos. Numa fase inicial do projeto, Manuel adjetiva
estas tarefas como ‘desafiadoras’ por suscitarem o uso de diferentes estratégias e a
explicacdo do modo como os alunos pensam:

Eu penso que este Programa apela muito a isso, ao raciocinio, ao
pensar sobre. Ndo é so o fazer mais, mas também o pensar fazendo (...)
Tarefas desafiadoras, essencialmente isso — que apelem muito a
comunicacao do aluno, ao raciocinio do aluno. (M, E1)

Com este novo Programa, punha-os a pensar, a raciocinar sobre a
maneira de ld chegar. (...) Ouvia-0S mais e houve um maior
desenvolvimento aqui. (MJ, E2)

Ao refletirem, no final, sobre o trabalho realizado pelos alunos em torno das tarefas
propostas durante o projeto, Manuel e Maria José valorizam o facto de estas suscitarem
diversas estratégias, incentivando o uso das propriedades das operacfes e o
estabelecimento de relagdes numéricas. Maria Jose fa-lo implicitamente quando, ao tentar
caracterizar o que ¢ uma ‘boa tarefa’, seleciona algumas que evidenciam estas
caracteristicas.

Eu gostei de muitas tarefas! Eu acho que esta tarefa dos azulejos (...)
Acho que foi uma tarefa muito interessante para eles. Utilizaram
diferentes estratégias de célculo, isso foi muito importante. (M, E2)
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Uma boa tarefa é aquela em que os alunos se empenharam bastante e
em que eu Vi frutos desse empenhamento... Ora, a dos Ovos e o
Relacionar para calcular, eles gostaram imenso de fazer, porque
acharam: E tdo ficil, entdo se eu juntar... este e aquele, entdo vou
juntar este e o outro e saem aqueles resultados todos. (MJ, E2)

Preparacdo das tarefas: Aspetos que valorizam. A antecipacdo das resolugfes dos
alunos é um dos aspetos que tanto Manuel como Maria José valorizam no momento de
preparacdo das tarefas. Apesar de nenhum deles verbalizar que esta antecipacao lhes
permite compreender melhor 0 modo como os alunos pensam, na verdade, ao longo do
desenvolvimento do projeto ambos mostram uma maior sensibilidade/capacidade para
antever possiveis estratégias que poderdo surgir durante a exploracao das tarefas na aula.
Manuel descreve-a como uma forma de “tentar prever o que é que o aluno vai fazer” (M,
E2) e, acima de tudo, de valorizar os diferentes caminhos que poderao surgir.

Nés temos o0 nosso caminho pensado e é aquele caminho que nds
achamos que é. No entanto, vao aparecendo outros caminhos. (M, S22)

Tanto Manuel como Maria José consideram a antecipacao das estratégias fundamental na
melhoria das discussdes coletivas, por facilitar a identificacdo de diferentes estratégias
que possam surgir e da(s) que se mostra(m) mais eficaz(es). Ambos referem ainda que
Ihes oferece a possibilidade de serem eles prdprios a avangar com uma estratégia que
consideram importante ser discutida, mesmo que esta ndo tenha emergido das resolucdes
dos alunos.

Nés podemos também direciona-los e leva-los para aquilo, se eles ndo
chegaram |4, ao que n6s pensamos. E notou-se isso, porque os possiveis
caminhos que eles ndo usavam, n6s podiamos ir 14 buscé-los. (MJ, E2)

Maria José vé na antecipacdo das estratégias, também, uma forma de garantir uma maior
seguranca e preparacdo para dar resposta a imprevisibilidade do trabalho desenvolvido
pelos alunos.

Também os caminhos que eles poderdo dizer... nos jda estamos
alertados para isso (...). Assim posso precaver-me um pouco mais na
resposta que poderei dar. (MJ, E2)

Manuel e Maria José atribuem importéncia a clareza dos objetivos da tarefa. Na
perspetiva de ambos, uma compreensdo clara dos objetivos da tarefa ajuda o professor a
conduzir a sua exploragdo sem perder de vista a intencionalidade para a qual ela foi
selecionada ou construida:

[E importante porque] temos a nogdo daquilo que eles irdo percorrer
e ver se eles percorreram aquilo que nos pensdmos. Permite... ver se
esta a correr bem. (MJ, E2)
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O ter um objetivo é importante para nds, enquanto professores,
porque... temos de conduzir os alunos. E ébvio que hd aqui pelo meio
o trabalho deles. Mas, temos que os conduzir a um objetivo final, ao
objetivo daquela tarefa, para que eles percebam uma regra, uma
propriedade... No final, para além de tudo o que foi feito, temos que ter
a nocao que os alunos atingiram, ou ndo, aquele objetivo. (M, E2)

Na opinido de Manuel, ter os objetivos da tarefa bem claros constitui, também, um
elemento importante para ajudar o professor a perceber se estes foram, ou néo, atingidos,
permitindo-lhe uma melhor percecédo da aprendizagem realizada pelos alunos. Maria José
considera que 0os momentos de preparacdo das tarefas contribuem para uma definigéo
mais clara dos objetivos das mesmas. Afirma, também, que “ao fazermos isso [definir os
objetivos das tarefas], vamos buscar os pormenores, que fazendo somente 0s outros mais
abrangentes se calhar, nos escapam” (MJ, E2), parecendo referir-se aos contributos que
este aspeto trouxe para um maior aprofundamento do trabalho em torno dos topicos.

Com o desenvolvimento do projeto, os dois professores passam, também, a atribuir
importancia a definicdo da modalidade de trabalho na exploracéo das tarefas. Assumindo
que na sua préatica habitual anterior ndo costumava recorrer ao trabalho a pares na area da
Matematica, Maria José, na ultima entrevista refere que este € um dos aspetos que pensa
alterar na sua pratica futura.

Eu praticamente ndo trabalhava a pares a Matematica, e foi uma das
coisas que se propos e que... que eu alteraria em mim. Vou alterar na
minha maneira de trabalhar. (MJ, E2)

Maria Joseé justifica a sua opcéao por considerar que esta modalidade de trabalho possibilita
o confronto e partilha de ideias acerca dos caminhos que poderdo seguidos pelos alunos
na resolucdo das tarefas e permite melhorar as escolhas desses caminhos. Identifica,
ainda, nesta modalidade de trabalho, uma dimensdo importante na formacao pessoal e
social dos alunos, ao promover a capacidade de partilharem ideias e de se ouvirem uns
aos outros.

Porque eles ficam em confronto um com o outro e ha ali uma disputa
de... de conhecimentos, e uma troca de impressoes: Ah! ndo... ndo
vamos por aqui, porque se calhar é melhor ir por ali. E eles obrigam-
se a ouvir um ao outro. Para além da prética, do trabalho na
Matematica, também tem a ver com o trabalho todo de uma

sociedade... de eles saberem, de come¢arem a ouvir-se uns aos outros.
(MJ, E2)

Ao tentar justificar a opcdo pelo trabalho a pares na exploracdo de uma tarefa, Manuel

deixa transparecer que considera importante ir mudando a modalidade de trabalho
adotada. Contudo, a Gltima frase do excerto seguinte, parece traduzir a procura de uma
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razdo para o trabalho individual, referindo a possibilidade de ter acesso a uma maior
quantidade de estratégias de resolucéo.

Como também tinhamos feito muitas a pares... Nao ha assim uma
Justificagdo para... Como fizemos muitas a pares. E é assim, como sdo
24 meninos a pensar, podem surgir mais estratégias... podemos por
esta individual. (M, S22)

Em discussdes posteriores sobre a modalidade de trabalho a adotar, Manuel aponta mais
uma razao para a resolucdo das tarefas individualmente — a possibilidade de aceder ao
modo como cada aluno pensa e, principalmente, as dificuldades de cada um. Embora
tenha uma nocéo das dificuldades individuais dos seus alunos na area da Matematica,
considera que o trabalho a pares poderé esconder algumas delas, o que ndo acontecera se
propuser a resolucdo individual das tarefas.

Durante a preparagéo das tarefas, ambos os professores encaram o manual adotado como
um material importante para este momento.

[O manual adotado] ¢ um livro feito a luz do novo Programa. (...)
Agora, eles ndo estdo habituados, se calhar por culpa nossa...se calhar
por ser também novidade. (M, S5)

A sua andlise sistematica parece ter conduzido a uma maior consciencializacdo das
potencialidades das tarefas nele incluidas e ao reconhecimento que este segue as
perspetivas do Programa (ME, 2007).

Selecdo/construcdo e preparacdo das tarefas: Desafios. Ao selecionar/construir
tarefas, Manuel e Maria José depararam-se com alguns desafios que, numas situacoes, se
traduziram em dificuldades e, noutras, em ambivaléncias no que respeita as opcdes a
tomar. Para ambos o Programa (ME, 2007) conflitua com a perspetiva de ensino e de
aprendizagem dos nimeros e das opera¢des com que os seus alunos foram confrontados
nos dois ultimos anos, nomeadamente com o trabalho realizado em torno do célculo.
Apesar de concordarem com as propostas deste Programa, ndo concordam com a sua
implementacdo a meio de um ciclo de escolaridade. Esta constitui uma fonte de
ambivaléncias e dificuldades relacionadas com o desenvolvimento do calculo mental.

N&o é muito culpa nossa, Manuel. (...) E iniciar um programa a meio
do ciclo (...) Ja vinha aquilo tudo mecanizado e de uma determinada

maneira. (MJ, S5)

Uma dessas ambivaléncias relaciona-se com a persisténcia de alguns alunos recorrerem a
‘regras’ de calculo sem compreensdo, aprendidas nos dois primeiros anos, em vez de
usarem estratégias de calculo mental. Por exemplo, analisando os raciocinios dos alunos
no ambito da exploracdo de uma cadeia numérica, Manuel identifica a tendéncia destes
efetuarem os calculos com os digitos em vez de recorrerem a relagbes numéricas. Os dois
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professores reconhecem que € algo que querem mudar mas que eles proprios terdo
incentivado nos anos anteriores.

Eles disseram 'dois mais 2 igual a 4’ e eu pensei assim: Eu sei que
isto ndo é correto. Entdo, vou pér 2 + 2 = 4 ou vou pbr 20 + 20 =
40?7 Eles tém as coisas de tal forma interiorizadas (...). Tenho que
tentar leva-los a pensar nos nimeros. (M, S8)

A segunda situagdo tem a ver com a persisténcia dos alunos em recorrer ao algoritmo
(tradicional), mesmo quando as tarefas apelam ao uso de determinadas estratégias de
calculo mental, reconhecendo, mais uma vez a influéncia do modo como os alunos
estavam habituados a realizar os calculos anteriormente.

A questdo da decomposicdo e a aplicacdo da propriedade. Para eles era
dificil fazer isso (...) Porqué? Porque nés, quando trabalhdvamos a
tabuada, a tabuada terminava no 10. Tudo o que seja dai para cima neste
caso 0 6 vezes 0 15, é pelo algoritmo. E portanto, foi isso que aconteceu.
(M, S10)

Maria José identifica-se com estas ambivaléncias que vao sendo verbalizadas por Manuel,
centrando o seu discurso nas dificuldades que ela propria sente em mudar a sua préatica de
ensino dos numeros e operacgdes. Estas dificuldades estdo relacionadas, sobretudo, com a
ideia que tem de célculo mental quando inicia a sua participacdo no projeto. Para além da
ideia que célculo mental é efetuar calculos sem recorrer a qualquer registo escrito,
sobressai no seu discurso a perspetiva que esta forma de célculo é independente do tipo
de procedimentos utilizados.

[E uma tarefa de calculo mental], porque eles tém que mentalmente...
Aqui eles ndo vao utilizar nada, pronto, vai ser s6 ao nivel de
raciocinio, de cabeca. (MJ, S2)

Exemplificando como se efetua mentalmente 235+ 125, Maria José recorre
‘mentalmente’ ao algoritmo, descrevendo o seguinte: “Cinco e cinco, dez e vai um. Trés
e dois, cinco e um, seis. Dois e um, trés. Trezentos e sessenta” (MJ, S2). Este
entendimento de célculo mental, parece relacionar-se com alguma dificuldade que
evidenciou em identificar a(s) estratégia(s) de calculo que as tarefas visam desenvolver.

Hoje quando eu estive a trabalhar esta folha [proposta do manual
adotado], acontece aqui com 0 3 + 19. Eles disseram logo que era
22. E disseram: O professora é muito mais facil do que fazer 2 + 20.
E, aqui, fizeram logo 22. Portanto, eles quando fazem isto, € muito mais
facil. (MJ, S5)

Maria José assume, algum desconforto em trabalhar com o manual adotado. Este
desconforto parece ter dois focos que se interligam: os habitos de trabalho dos alunos e
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0s seus proprios habitos de trabalho. Sobressaem, essencialmente, trés criticas ao manual:
(i) a falta de exercicios, (ii) a exigéncia de muitas explica¢bes/justificacdes e (iii) o
excesso de texto, obrigando a um grande esforgo de interpretagéo por parte dos alunos.

Eu tive dificuldade! (...) situa¢oes problematicas que eu lia a primeira
e lia a segunda vez e dizia: Espera ai, parece que eu nao estou a ver
muito bem como ¢ que é!, (...) E, depois, ndo ha exercicios, percebe?
(...) Muito escrita! Percebe? (...) Depois o aluno tem que ler aquilo
muito bem, interpretar! (...) Eles as vezes tém dificuldade. (MJ, E2, p.
29)

A participacdo no projeto despoleta um conjunto de desafios a estes professores. Um
primeiro relaciona-se com o confronto com aspetos sobre 0 ensino e a aprendizagem da
Matemaética, sobre os quais ainda néo tinham refletido, nomeadamente a importancia de
distinguir exercicio de problema quando se selecionam/constroem tarefas. Maria José
parece entender um problema como um exercicio especial. O que distingue o primeiro do
segundo é a existéncia de uma situacdo associada ao problema e em qualquer um dos
casos, a ideia é exercitar. Manuel reconhece alguma falta de rigor de linguagem, usando
a palavra exercicio como sinénimo de questdo, mostrando que ja tinha a percecao de que
exercicio e problema tém caracteristicas diferentes. Ambos reconhecem a importancia de
ter presente a distingdo entre estes dois tipos de tarefa.

Eu: De vez em quando, chamam a estas tarefas exercicio. E um
exercicio? E um problema? Um problema é a mesma coisa que
um exercicio? (...)

Maria José: (...) Se formos ver, eles vao exercitar. Vdo fazer qualquer coisa.
Portanto, podera ser um exercicio. Mas é um exercicio
especifico. (...)

Manuel: (...) E um problema porque temos de interpretar e temos de
resolver. Um exercicio é algo que nos ja temos bem definido e é
s6 aplicar aquilo que nos sabemos. (...) Mas, ao dizer exercicio,
queremos dizer questdo. N&o estamos a pensar nisso. Mas, faz
sentido essa distingao.

Maria José: Faz todo o sentido. Eu nunca tinha pensado nisto. (S22)

Um segundo desafio € manifestado, sobretudo, por Manuel e relaciona-se com o0 seu
receio da desmotivacdo dos alunos na resolucdo das tarefas. Perante uma tarefa que
considera dificil, este professor parece tender a sugerir a sua simplificagdo, quer atraves
da diminuicdo da grandeza dos numeros envolvidos (tal como foi exemplificado na
pagina 38), quer através da eliminacdo de questfes que considera mais complicadas
(como se ilustra na figura 6).
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Figura 6 - Adaptagdo da tarefa “Organizar Menus™®

Ao refletir sobre 0 modo como os alunos reagiram a esta tarefa, Manuel refere que estes
“Nao tiveram dificuldades [na sua resolugdo], porque era uma tarefa que eles, de certa
forma, tinham feito ja. N&o com estes ingredientes (...)” (M, S21). Ainda assim, parece
recear que os alunos manifestassem dificuldades na sua resolucéo, sem a simplificacéo
do contexto.

Havia aqui um conjunto de fatores que eles tinham de combinar e de
certa forma acho que ainda nédo estariam preparados para isso. (M,
S21)

Finalmente, assinala-se o desafio em encontrar/criar contextos de tarefas que suscitem o
uso de determinadas relagdes numeéricas e propriedades das operacgdes. O seguinte excerto
ilustra parte do processo de construgdo da tarefa “Quantas bolas de Natal?” (ver figura
4), no qual se enfrenta a dificuldade em encontrar imagens reais que contenham um
determinado nimero de objetos (neste caso 7), cuja disposi¢do suscite o uso da
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacédo a adicéo.

Maria José: Pois é! Tem de ser coisas com 7. (...)

Eu: Quantas bolas tém as embalagens de bolas de ping-pong?

Manuel: 4. E dificil!

Maria José: Caixas de bombons. (...) Mas nao as sei construir! (...)

Eu: Como € que vamos fazer para fazer sair a propriedade
distributiva?

Manuel: Fazemos grupos de caixas. (S12, p. 4)

A concecdo de sequéncias de tarefas: Aspetos que valorizam e desafios com que se
deparam. Tanto Manuel como Maria Joseé envolvem-se ativamente na procura de tarefas
gue visam atingir os objetivos subjacentes as sequéncias de tarefas discutidos pela equipa,
revelando preocupacdes relacionadas, particularmente, com as estratégias que permitem
suscitar e com ordem das tarefas. Na ultima entrevista, referindo-se a importéancia de se
construirem sequéncias de tarefas, Manuel realgca precisamente estes aspetos. Elege a

5Tarefa retirada de Mendes, Brocardo, Delgado e Gongalves (2009).
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sequéncia de tarefas que, na sua perspetiva, foi melhor conseguida, considerando a
evolugéo das aprendizagens que observou nos alunos.

O desenvolvimento de tarefas, como nos fizemos aqui. (...) Néo
aparecerem de uma forma que ndo esteja sequenciada, isso é muito,
muito importante! (M, E2)

A que eu acho que resultou melhor e que comecei a ver uma evolugao
neles foi a da multiplica¢do! (...) o criar, o calcular, o fazer as tabuadas
(...) Quando se pos a dos azulejos, eles iam contando um a um... e ja
comegaram a fazer o modelo retangular (...) Vi a evolugdo deles. Acho
que deram um salto. (M, E2)

A sequenciacdo das tarefas que vao propondo parece ser informada pelas suas
experiéncias anteriores de ensino dos nimeros e das operacdes e pelas discussdes que se
vao realizando nas sessdes da equipa, tanto sobre o novo Programa (ME, 2007), como
sobre algumas propostas de sequéncias de tarefas incluidas em materiais didaticos que
seguem de perto as perspetivas deste documento. Nessa ordenacdo, destaca-se a crescente
sensibilidade na escolha dos numeros (algumas tarefas usam os mesmos numeros ou
alguns que resultam de relagdes de dobro, metade...) e a opcdo por diferentes tipos de
tarefas (situacBGes problematicas, construcdo de tabuadas e cadeias numéricas). A titulo
de exemplo, apresenta-se um excerto que inclui a proposta de Maria José para a
sequenciacdo de um conjunto de tarefas:

Comecaria por aqui, portanto pela situacdo problematica aqui do
livro. (...) Eles tém aqui estas estratégias e estes problemas. A seguir,
ja vem o 6x4, com o exemplo das diferentes estratégias. Tem aqui
depois esta tabela que véo fotocopiar e colocar no caderno. Isto é ja
uma maneira diferente daquilo que estdo habituados... e dizer-lhes que
além do 10, que eles estdo habituados, vai aparecer o 11, 0 12 (...).
Partem de situagoes que eles conseguem ver melhor, visualizar (...) e
depois é passar aqui para o papel o que nds dissemos e apresentar a
tabuada como costumamos fazer. (...). Embora, com uma nuance,
pronto, de justificar (...). (MJ, S6)

A fase em que se definem os objetivos de aprendizagem e se procura um conjunto de
tarefas que os concretizem articuladamente, constituiu provavelmente, o maior desafio
para estes professores. Ndo é algo que verbalizem mas que se observa nas suas posturas
expectantes relativamente ao que eu teria para sugerir. Planificar o ensino através da
concecdo de sequéncias de tarefas constituiu uma novidade para Manuel e Maria José.
Efetivamente, no inicio do desenvolvimento do projeto, tanto um como outro relatam
praticas anteriores de planificacdo centradas nos topicos de ensino, em que a escolha das
tarefas vai sendo realizada a medida que vdo avancando na abordagem desses topicos,
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com marcos de concretizagcdo negociados em Conselho de Ano e cuja sequéncia é
orientada pelo manual adotado.

Pegamos nas planificagoes que sdo feitas no Conselho de Ano. (...)
Depois dessa planificacéo, planificamos por semanas. E depois nds nas
semanas vamos limpando. Vamo-nos orientando assim, e vamos
consultando o manual [adotado]. As vezes consultamos outros
[materiais]. (MJ, E1)

Um outro desafio com que os professores se deparam € a integracdo das propostas do
manual adotado nas sequéncias de tarefas que vamos construindo. Para Manuel o manual
adotado apresenta uma abordagem tardia de alguns topicos, sugerindo a sua antecipacédo
e a sua integracdo nas sequéncias de tarefas que vamos construindo.

A questdo dos numeros racionais ndo negativos é algo novo para eles.
Deviamos comegar mais cedo. A divisdo tambem. Podiamos antecipar.
(...) Para quem trabalhou no segundo ano a tabuada do 6, a tabuada
do 7 estar na pagina 84 é muito para a frente. (M, S5)

Comparando com o percurso de ensino que costumavam ‘efetuar’ em anos anteriores,
tanto Manuel como Maria José consideram que este manual ndo apresenta um
aprofundamento de alguns tépicos (nomeadamente, no que se refere as unidades de
medida) que deveria ser realizado no 3.° ano de escolaridade.

Maria José: Porque ja agora ficavamos com as medidas trabalhadas. Porque
agora vamos acabar por falar nas medidas de capacidade e nas
medidas de massa. Pelo menos o quilograma e o grama.

Manuel: E que nds acabamos por fazer uma tarefa desta sequéncia todas
as semanas. Ja que estamos a trabalhar os numeros decimais
podiamos ter aproveitado para fazer outras tarefas sobre as
medidas.

Eu: E isso ndo aconteceu porqué?

Maria José: Se o livro tivesse tarefas sobre isso seria mais facil.
Encaixavamos e aproveitavamos para trabalhar... (S28)

Para além das dificuldades na compreensdo da intencionalidade de algumas tarefas do
manual, Maria José considera que este ndo inclui alguns tipos de tarefas que considera
importante ir realizando com os alunos. Refere-se, sobretudo, a falta de exercicios e a
inexisténcia de tarefas que permitam sistematizar 0s conceitos abordados num
determinado periodo de tempo (como se ilustra na pagina 43).

Um outro desafio com que estes professores se deparam liga-se com a implementagéo de
um ‘novo’ Programa que ‘rompe’ com a sua sequéncia habitual de ensino. A possibilidade
de ensinar o algoritmo da divisao seguindo o caminho proposto pelo novo Programa (ME,
2007) provoca-lhes alguma tensdo. Contudo, os motivos que lhe estdo subjacentes
parecem ter origens diferentes. Para Manuel trata-se de manter uma certa coeréncia com
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o trabalho desenvolvido anteriormente, com os mesmos alunos, a proposito dos
algoritmos das outras operacdes.

Isso que diz e muito bem, para os alunos que vao trabalhando o nimero
e ndo o algarismo em si, faz todo o sentido. Mas nos trabalhamos o
algoritmo da adicdo usando digitos, a subtracdo usando digitos e a
multiplicac&o usando digitos. E 6bvio que neste periodo, acabamos por
desenvolver o calculo mental. (...) Agora, ndo sei até que ponto
devemos pegar na divisdo desta maneira. (M, S27)

Apesar de também valorizar a coeréncia no ensino dos algoritmos das quatro operacdes,
Maria José revela, sobretudo, alguma preocupacdo com a sua adaptacdo, enquanto
professora, a uma nova abordagem do algoritmo da divisao.

Eu tenho muita dificuldade em fazer isto. Eu olho para ai e penso: Mas
porque € que eu vou por ali aquilo? Como é que vou transmitir-/zes...?
Por exemplo, 370 a dividir por 24, eu vou por aqui um dez? (...) Pronto
aquele (aponta para o algoritmo da divisédo na sua forma condensada)
tudo bem. Agora este, para o poder explicar... Eu ndo sei. Eu ndo sei
se ndo serd mais confuso para eles. Muitos nimeros. (MJ, S27)

Numa fase inicial do projeto, a sugestédo de alteracdo da sequéncia de tarefas inicialmente
prevista, resulta, sobretudo, de algumas preocupacdes de Manuel associadas a analise das
estratégias usadas pelos alunos. Efetivamente, a constatacdo de dificuldades dos alunos
na exploracdo de uma determinada tarefa ou o ndo surgimento de algumas estratégias
antecipadas, nomeadamente se as considera estratégias eficazes, constituem motivos de
preocupacéo e, por vezes, de alguma tenséo para Manuel. Por exemplo, ao constatar que
nenhum dos seus alunos recorreu a subtracdes sucessivas na resolucdo da tarefa “Vamos
colecionar cromos” (estratégia antecipada e que surgiu na turma de Maria José), Manuel
mostra-se preocupado, questionando-se sobre a relevancia desta situacéo para as futuras
aprendizagens.

Ninguém fez assim (aponta para as produgfes dos alunos de Maria
José). Vale a pena insistir para eles perceberem que esta € mais uma
ferramenta? Como eu quero ir para a divisdéo e sendo que a
multiplicagdo é a base para a divisao, a minha questdo € so esta: Isto
aqui é importante para eles? (M, S22)

Na sequéncia da verbalizacdo desta preocupacéo, refere que ele e a Maria José estiveram
a analisar o manual adotado e verificaram que inclui problemas do mesmo tipo, sugerindo
“Nos temos aqui muitos exemplos que podemos fazer!” (MJ, S22).

Com o desenvolvimento do projeto, Manuel e Maria José revelam alguma tenséo com o
facto de as sequéncias de tarefas que vao sendo construidas ndo estarem a acompanhar
completamente a ordem de abordagem dos tdpicos, definida em Conselho de Ano. A
eventual comparacéo realizada pelos Encarregados de Educacao, com o trabalho que esté
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a ser efetuado em outras turmas do Agrupamento e o facto de todas elas realizarem uma
mesma prova de avaliacdo no final de cada periodo, parecem desencadear esta tensao.

Manuel: NOs sentimos a necessidade de trabalhar o algoritmo, por varios
motivos. N@s tivemos reunido de Conselho de Ano na quinta-
feira e estamo-nos a atrasar. (...) Os decimais, os colegas ja

deram (...)
Eu: E vocés tém que dar todos 0 mesmo, € iss0?
Maria José: Convém porque depois temos as fichas finais...
Manuel: Pois. E aqui compara-se muito. A questdo é que 0s pais

conversam uns com 0s outros e sabem que alguns ja deram o
algoritmo da divisao. (...)

Eu: Nos decidimos aqui comecar pelas fragcdes, mas tendo em conta
esse constrangimento podemos trocar e comegar pelos decimais.
(S21)

A procura de solucédo para este problema, conduz os professores a sugerirem alteracdes
quer da ordem das sequéncias previstas quer das préoprias sequéncias. Nesta ultima
situacdo, a solucdo encontrada passa por eliminar tarefas inicialmente previstas,
sugerindo a construcdo de outras sequéncias relacionadas com tépicos cujo ensino tenha
sido definido pelo Conselho de Ano num determinado periodo de tempo.

Conclusao

Caracteristicas das tarefas que sao valorizadas pelos professores e preocupacdes que
orientam a sua selecdo/construcdo. Ao selecionar/construir tarefas os professores
atendem as caracteristicas dos seus contextos, a sua estrutura e aos processos que poderdo
ser usados pelos alunos na sua resolucao.

No que respeita aos contextos das tarefas, numa fase inicial do projeto, o valor atribuido
a sua proximidade a situacdes do dia-a-dia dos alunos, relaciona-se com a motivacao que
pode suscitar no envolvimento na sua resolu¢cdo. Com o desenvolvimento do projeto,
passa a ser também reconhecida a importancia dos contextos na atribuicéo de significado
aos numeros e as operacdes a eles associados, ideia que € salientada por diversos autores
qguando se referem as caracteristicas dos contextos das tarefas que promovem o DSN
(Fosnot & Dolk, 2001; Sood & Jitendra, 2007; Yang, Hsu & Huang, 2004). Em particular,
Manuel seleciona nimeros que suscitem o uso de relagbes numeéricas e que sejam de
referéncia, aspetos que Mendes (2012) considera importantes no desenvolvimento de
estratégias de calculo mental dos alunos.

Relativamente a estrutura das tarefas, os professores valorizam tarefas cujas questfes
surgem relacionadas entre si, apoiando os alunos a ‘avangar’ na sua resolu¢do. Manuel
valoriza, ainda, as tarefas em que as questdes surgem com um nivel de dificuldade
crescente e salienta a importancia da estrutura da tarefa na compreenséo dos conceitos
matematicos.
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Quanto aos processos de trabalho que suscitam, a participacéo dos professores no projeto
parece ter contribuido para uma mudanca de perspetivas sobre a atividade matematica
dos alunos associada a resolucéo de situacdes problematicas — da ‘escolha’ de formas de
resolucao deste tipo de tarefas para a ideia de ‘procura’ de diferentes estratégias e do uso
de procedimentos de célculo diferentes dos algoritmos convencionais. As preocupacdes
relacionadas com o desenvolvimento do raciocinio e do célculo mental conduzem a
valorizacdo do uso de diversas estratégias pelos alunos. Ambos valorizam tarefas que
suscitem o uso de relacBes numéricas e propriedades das operagdes, aspetos que
constituem componentes do sentido de nimero (Mclntosh, Reys & Reys, 1992) e que sdo
considerados fundamentais quando se constroem tarefas que visam 0 seu
desenvolvimento (Yang et al., 2004). Também a possibilidade de as tarefas promoverem
a explicitacdo do modo de pensar dos alunos constitui para Manuel um aspeto importante
no desenvolvimento do raciocinio matematico e do calculo mental.

No inicio do desenvolvimento do projeto, a preocupacdo dos professores com o
envolvimento dos alunos nas tarefas, conduz a selecao/construcdo de tarefas que sejam
exequiveis e cujos contextos sejam proximos da realidade destes. Durante a participacdo
no projeto parece ocorrer uma mudanca de foco das suas preocupacdes para O
desenvolvimento do raciocinio matematico e do calculo mental. Esta mudanca parece ser
impulsionada, sobretudo, pelas perspetivas sobre o0 ensino e a aprendizagem dos nimeros
e das operacg0es veiculadas pelo novo Programa (ME, 2007) e pela sua participacdo no
projeto colaborativo.

Aspetos valorizados na preparacdo das tarefas. Ao preparar a exploracdo de tarefas
que visam o desenvolvimento do sentido de numero, os professores valorizam a
antecipacdo das estratégias que poderdo ser usadas pelos alunos. Para além de lhes ter
permitido melhorar a compreens@o do modo como os alunos pensam, aquela antecipacao
aumentou a qualidade das discussfes coletivas das tarefas. Ambos referem que, caso
considerem essencial, permite-lhe discutir uma ‘nova’ estratégia com a turma, embora
ndo tenha sido utilizada pelos alunos. Maria José considera, ainda, que constitui uma
forma de premunir o professor para lidar com questdes e estratégias apresentadas pelos
alunos. Estas vantagens, decorrentes da antecipacdo das estratégias de resolucdo das
tarefas, sdo também salientadas por Markovits e Sowder (1994).

Na perspetiva dos dois professores, uma melhor compreenséo dos objetivos das tarefas
constitui uma forma de nao perder de vista a intencionalidade das mesmas durante a sua
exploracdo. Maria José considera que este aspeto permite, ainda, aprofundar o trabalho
em torno dos topicos matematicos e Manuel salienta a sua importancia para uma melhor
avaliacdo das aprendizagens dos alunos.

O manual adotado constitui uma referéncia importante para estes professores na
preparacédo do trabalho a realizar com os alunos. Os momentos de preparacao das tarefas
contribuiram para uma analise critica das propostas de trabalho do manual adotado, da
qual resultou uma maior consciencializa¢do acerca das suas potencialidades.

A reflexdo sobre a escolha da modalidade de trabalho na exploracéo das tarefas contribuiu
para uma maior consciencializacdo dos motivos dessa escolha. O valor atribuido por
Manuel ao trabalho individual parece relacionar-se com a sua necessidade de ter uma
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melhor percecdo das estratégias de cada aluno. O valor atribuido por Maria José ao
trabalho a pares € justificado pela possibilidade de os alunos partilharem ideias e
estratégias durante a realizacdo das tarefas.

Desafios que se colocam na selecdo/construcao e preparacao das tarefas e o que 0s
desencadeia. A necessidade de mudanca de praticas anteriores no que respeita ao trabalho
com 0s numeros e as operacdes, tanto dos professores como dos alunos, parece constituir
o principal desafio com que os professores se deparam na selegcéo/construgéo e preparagéo
de tarefas que visam o desenvolvimento do sentido de numero. Este desafio surge
associado a trés aspetos. Um primeiro relaciona-se com a implementacdo do Programa
(ME, 2007) em particular, valorizando o uso de relacdes numéricas e de propriedades das
operacdes e, simultaneamente lidar com a constatacdo de que os alunos tendem a persistir
no uso do calculo algoritmico e na aplicacéo de regras de calculo. Também o confronto
com perspetivas diferentes das anteriores acerca de como o céalculo mental pode ser
desenvolvido e, no caso de Maria Jose, do que caracteriza este tipo de célculo, constitui
uma dificuldade para estes professores.

Um segundo aspeto surge associado a participacdo no projeto que se evidencia: (i) pela
dificuldade de selecionar/construir contextos que conduzam os alunos ao uso de
determinadas relagdes numeéricas e propriedades das operacdes e (ii) pela apreensdo em
propor tarefas de nivel de exigéncia cognitiva mais elevado. Este desafio & manifestado
por Manuel e traduz-se no receio de os alunos evidenciarem muitas dificuldades na
resolucdo das tarefas, 0 que o conduz a uma simplificacdo dos contextos das tarefas.

Um terceiro aspeto relaciona-se com o manual adotado, salientando-se a ambivaléncia
manifestada por Maria José acerca das suas caracteristicas — por um lado, é valorizado
por estar de acordo com o novo Programa (ME, 2007), por outro, apresenta propostas
cuja intencionalidade nem sempre é completamente compreendida por si ou que se
afastam demasiado das tarefas habituais. Esta € uma situacdo que se evidencia, sobretudo,
numa fase inicial do desenvolvimento do projeto.

Aspetos valorizados e desafios que se colocam na sele¢do/construcdo de sequéncias
de tarefas. Relativamente a concecdo de sequéncias de tarefas observa-se, por parte dos
professores: (i) a valorizacdo da incluséo de tarefas de diferentes tipos, (ii) uma crescente
atencdo e sensibilidade para a relagdo entre os nimeros envolvidos e a sequenciagdo das
tarefas, (iii) a preocupacdo com a diversidade de estratégias que uma determinada
sequéncia de tarefas poderad fazer emergir (aspeto particularmente valorizado por
Manuel). O valor atribuido a concecao de sequéncias de tarefas ¢é verbalizado, sobretudo,
no momento de reflexdo da exploragdo de uma determinada sequéncia ou no balango do
trabalho do projeto, e, surge associado a constatacdo de evolugdo dos procedimentos de
calculo usados pelos alunos e de uma maior consciencializacdo da existéncia de multiplas
estratégias. Estes argumentos correspondem aos que sao apresentados por alguns autores
para justificar a importancia da articulacdo e sequenciagdo das tarefas no
desenvolvimento do sentido de numero dos alunos (Mendes, 2012; Sood & Jitendra,
2007).

A concecdo de sequéncias de tarefas coloca os professores perante desafios que se
relacionam com: (i) a mudanca de préaticas de planificacdo do ensino, para uma perspetiva
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que parte de uma definicéo clara dos objetivos a atingir (Kraemer, 2008), (ii) a integragédo
de propostas do manual adotado nas sequéncias de tarefas, por este ndo apresentar o
aprofundamento desejado de alguns topicos, por romper com a sequéncia habitual de
abordagem de alguns deles e por ndo incluir alguns tipos de tarefas, (iii) a implementacéo
do novo Programa (ME, 2007) a meio de um ciclo de escolaridade, que sugere um
caminho diferente para a aprendizagem dos algoritmos, (iv) a necessidade de alteracéo da
sequéncia inicialmente prevista e (v) a articulacdo e a ordem das sequéncias de tarefas
com o espaco temporal definido pelo Conselho de Ano para a abordagem dos topicos.
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O tipo de tarefas que os alunos resolvem influencia 0 modo como aprendem a pensar
matematicamente (Stein, Remillard & Smith, 2007). As tarefas podem ter exigéncias
cognitivas diferentes de acordo com o tipo e nivel de pensamento que a sua resolucdo
suscita: memorizacdo, procedimentos sem ou com conexdes e fazer matematica (Stein et
al, 2007). Assim, no desenho, selecdo ou adaptacao de tarefas deve ter-se em conta o seu
objetivo, considerando que é através da sua resolucdo, mais do que de qualquer outra
forma, que as oportunidades para aprender s&o disponibilizadas aos alunos (Anthony &
Washaw, 2007).

A resolugéo de tarefas mais ou menos desafiantes/complexas e mais ou menos abertas,
como os problemas e tarefas exploratorias e de investigacdo, propicia aos alunos
oportunidades para pensar em vez de simplesmente praticar algo que ja sabem. Por
exemplo, em vez de:

(i) propor encontrar a média de uma lista de ndmeros, pedir aos alunos que
sugiram uma lista para uma dada média (por exemplo, a média do nimero de
membros da familia dos alunos da turma € 4. Como é que pode ser a
distribuicdo numa turma de 20 alunos?);

(i)  umexercicio para praticar a adi¢cdo e a subtracdo, colocar uma questao do tipo:
“se 0 Jodo e os seus dois irmaos requisitaram 10 livros da biblioteca, quantos
podem cada um deles ter requisitado?”

(iii)  aprender listas de regras para classificar quadrilateros, pedir aos alunos para
“desenharem tantas figuras diferentes de quatro lados quantas conseguirem
agrupé-las por caracteristicas comuns e descrever essas caracteristicas”.

Por outro lado, ao selecionar ou desenvolver tarefas matematicas deve ter-se em
consideracdo competéncias dos alunos e as suas experiéncias prévias. Assim, as tarefas
devem relacionar-se proximamente com o conhecimento, capacidades e interesses dos
alunos para serem compreendidas, mas serem suficientemente diferentes para ampliar o
seu pensamento. Se as tarefas sdo demasiado faceis ou demasiado dificeis tém um
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limitado valor cognitivo, ndo sdo motivantes e é improvavel que envolvam os alunos
(Anthony & Walshaw, 2007). Além disso, devem ser criteriosamente sequenciadas de
modo a garantir uma progressao na aprendizagem de determinado tépico matematico.

Relativamente ao contexto das tarefas, que ganhou grande visibilidade na matematica
realista, Gravemeijer (1997) considera que o principal uso do contexto ndo € motivar 0s
alunos, mas proporcionar-lhes uma situacéo de aprendizagem que é experiencialmente
real e que pode ser usada como um ponto de partida para uma compreensdo avancgada.

Ponte e Quaresma (2012) consideram como contexto o universo concetual associado a
cada tarefa, 0 que pode remeter para um campo da vida quotidiana, do qual o aluno pode
ter maior ou menor experiéncia pessoal, ou remeter apenas para 0 universo matematico.
Skovsmose (2001) acrescenta uma terceira dimensdo para o contexto das tarefas — as
tarefas semirreais. Para este autor, as tarefas sdo reais quando retiradas diretamente do
dia-a-dia dos alunos, matematicas quando tém como referéncia a Matematica e semirreais
qguando se referem a algo que ndo existe na vida real, mas € construido nomeadamente
para fins educativos.

Uso de contextos reais ou semirreais pode tornar a matematica acessivel e apelativa para
os alunos. No entanto, é importante que o contexto ndo obscureca a esséncia da tarefa.
Contextos muito complicados podem levar a que uma tarefa seja mais de interpretacédo da
questdo do que realmente de matematica.

Na construcdo, adaptacdo ou selecdo de tarefas uma preocupacdo com as estratégias
também deve estar presente, optando-se, sempre que possivel, por tarefas que possam
admitir diferentes estratégias de resolucdo. E deve ser dada oportunidade aos alunos para
explicar os diferentes processos usados, ajudando-os a desenvolver a sua compreensdo
matematica. A utilizacdo de materiais, manipulativos e outros, deve também ser
considerada.

A consideracdo de todos estes aspetos pode manter a matematica interessante e engracada
mas ndo deve desviar a atencdo do que é essencial — a verdadeira aprendizagem da
matematica.

Neste Grupo de Discussdo (GD1) serdo discutidos seis trabalhos desenvolvidos em
diferentes niveis de ensino.

Pedro Almeida, Anténio Domingos e Cecilia Monteiro na comunicacdo Formulacao de
Problemas no 1.° ciclo discutem, a partir da literatura, a questdo da formulacdo de
problemas e da tipologia das tarefas que a promove, partindo de quatro tarefas de
formulacdo de problemas, incluidas numa investigagdo em curso, desenvolvidas com uma
turma de alunos no 3.° e no 4.° ano. Discutem a inclusdo das tarefas na tipologia e refletem
sobre as expectativas geradas, partindo das resolucdes dos alunos.

Em Contributos de um projeto de turma para o design de tarefas, Helena Gil Guerreiro
e Lurdes Serrazina reportam-se a um design research focado na aprendizagem dos
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numeros racionais, por alunos do 3.° ano de escolaridade que parece permitir concluir que
a (co)construcao dos significados matematicos em causa foi influenciada, por um lado,
pela natureza das tarefas (grau de desafio e complexidade), relacionadas com
percentagens, bem como pelo contexto de intervencédo e, por outro lado, pela interacao
entre os alunos que a situacdo real despoletou. Tais resultados reforcam a necessidade de
se atender a estas dimensdes no design das tarefas.

Renata Carvalho e Jodo Pedro Ponte em Design de tarefas para o desenvolvimento do
célculo mental dos alunos apresentam um estudo, baseado numa experiéncia de ensino
realizada no 6.° ano de escolaridade, cujo objetivo € identificar aspetos que possam apoiar
a definicdo de principios orientadores para o design de tarefas de calculo mental com
ndmeros racionais positivos. Com base na analise das estratégias dos alunos formulam
quatro principios orientadores do design de tarefas de calculo mental, realcando a
importéncia do uso de contextos, de diversas representaces dos numeros racionais, do
nivel cognitive das tarefas e de conhecimentos sobre estratégias e erros dos alunos.

Na comunicacdo de Lurdes Serrazina e Margarida Rodrigues, A tarefa como instrumento
de desenvolvimento da flexibilidade de calculo, as autoras centram-se no processo ciclico
de design de tarefas que, neste caso particular, contempla: a recriagdo de uma tarefa
considerada adequada para o desenvolvimento da referida capacidade, que discutem
teoricamente; a realizacdo de entrevistas clinicas a resolvedores dos 1.° e 2.° anos de
escolaridade para compreender o seu pensamento sobre particdo flexivel, envolvendo
decomposi¢des do nimero 9, e a reformulagdo da tarefa a luz das resolugdes apresentadas
e atendendo a sua funcdo, forma e foco matematico.

Isabel Vale, Ana Barbosa e Teresa Pimentel discutem caracteristicas que boas tarefas
devem apresentar para promover a criatividade em matematica, fortemente relacionada
com as dimensdes - fluéncia, flexibilidade e originalidade. E reportam-se a um estudo
exploratério, no contexto da formacao inicial de professores do ensino basico, centrado
quer na resolucdo quer na formulacdo de problemas, cujos resultados preliminares
permitiram concluir afirmativamente do potencial criativo das tarefas propostas, ja que
foi possivel identificar alguma criatividade nos futuros professores. Por outro lado,
também permitiram concluir que a flexibilidade parece ser a dimensdo da criatividade de
mais dificil identificacdo pelos alunos.

Na comunicagdo Construcdo e preparacdo da exploragdo de tarefas de modelacéo
matematica em Estatistica: Uma experiéncia no ensino profissional, Nélida Filipe, Ana
Paula Canavarro e Leonor Santos reportam-se a um estudo cujo objetivo € descrever e
compreender de que modo surgiu, foi criada e preparada a exploracdo de tarefas de
modelacdo matematica, no tema da Estatistica, no contexto de cursos profissionais. O
objetivo das tarefas era o de desenvolver o sentido critico dos alunos. O estudo
desenvolve-se num contexto de trabalho colaborativo e s@o apresentados resultados
preliminares do caso de uma professora. Esta sublinha como aspetos fundamentais para
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0 sucesso das tarefas o terem tido em conta os perfis profissionais dos alunos e os terem
envolvido na recolha de dados.
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Resumo: Vaérios estudos empiricos no ambito da educacdo matematica tém encontrado
estreitas relacbes entre as habilidades de formulacdo e de resolucdo de problemas,
reivindicando que os alunos com maior sucesso na resolucao de problemas sdo também os
que detém maior capacidade para os formular, para colocar questdes coerentes e pertinentes
sobre os dados fornecidos. A pesquisa sobre formulacdo de problemas tem mostrado como
este tipo de tarefa, quando inserida no ensino da matematica, tem um efeito positivo no
envolvimento dos alunos na resolucéo de problemas. Esta comunicagdo pretende expor uma
parte significativa do que a literatura j& desenvolvida considera ser a formulacdo de
problemas e a tipologia das tarefas que tem vindo a ser definida e discutir tal tipologia a
partir de exemplos de tarefas. Nesse sentido apresenta quatro tarefas de formulacdo de
problemas procurando aferir da sua inclusdo nessa tipologia, refletindo também sobre as
expectativas geradas em torno deste tipo de tarefas a partir de resolucBes dos alunos. Os
dados aqui reunidos decorrem de uma investigacdo ainda em curso sobre formulacdo de
problemas por alunos do 3° e do 4° ano de escolaridade. Tendo em vista um enquadramento
dos dados apresentados é feita uma breve apresentacdo dos objetivos e metodologia da
investigacdo e desenvolve-se a revisdo da literatura centrada na formulacdo de problemas,
nomeadamente no que se refere a categorizacgdo de tarefas.

Palavras chave: formulagdo de problemas, educacdo matematica

Introducéo

A ideia de que a capacidade de resolugdo de problemas e a capacidade de os formular séo
dois aspetos indissociaveis, tem sido veiculada desde os anos oitenta (e.g., Kilpatrick, 1987;
Silver, 1994). Desde essa altura que as orientacGes curriculares emanadas, nos Estados
Unidos, pelo National Council of Teachers of Mathematics (1989; 2000), tém dado uma
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relevancia significativa a formulacdo de problemas, reconhecendo que a sua promogéo no
curriculo contribui para o desenvolvimento da capacidade de resolucdo de problemas.

Em Portugal, tanto o Curriculo Nacional do Ensino Basico — Competéncias Essenciais
(Ministério da Educacdo — Departamento da Educacdo Bésica, 2001), como o Programa de
Matematica do Ensino Bésico (Ponte et al., 2007) integraram a formulacdo de problemas
como um aspeto relevante.

Contrariando esta tendéncia para a inclusdo da formulacdo de problemas no ensino e
aprendizagem da matematica, o atual programa (Bivar, Grosso, Oliveira, & Timatio, 2013)
de matematica para o ensino basico € omisso relativamente a este aspeto.

De acordo com Silver (2013) varios estudos empiricos tém encontrado estreitas relacoes
entre as habilidades de resolucdo e formulacdo de problemas e reivindicado a importancia
da formulacdo de problemas no desenvolvimento de habilidades para resolver problemas e
que; os alunos com maior sucesso na resolucdo de problemas sdo também os que detém
maior capacidade para os formular, para colocar questdes coerentes e pertinentes sobre dados
fornecidos. A pesquisa sobre formulacdo de problemas tem mostrado como este tipo de
tarefa, quando inserida no ensino da matematica, tem um efeito positivo no envolvimento
dos alunos na resolucéo de problemas (Silver & Cai, 2005) e no desenvolvimento de atitudes
positivas para com as atividades matematicas na escola (e.g. Georgiadou-Kabouridis &
Bartzakli, 2009; Nicolaou & Philippou, 2007; Zakaria & Ngah, 2011).

E do interesse da investigacdo nesta area conseguir elaborar um quadro tedrico que permita
relacionar de uma forma coerente a diversidade de tarefas que tém vindo a ser consideradas
na formulacdo de problemas. O objetivo deste artigo € discutir a classificacdo das tarefas que
tem vindo a ser definida pela literatura ja desenvolvida. Para isso, sdo apresentadas quatro
tarefas de formulacdo de problemas, procurando aferir da sua inclusdo nessa tipologia e
refletir sobre as expectativas geradas em torno deste tipo de tarefas a partir de resolu¢des dos
alunos.

Tendo em conta que as tarefas e as respostas dos alunos, resultam de um estudo que ainda
esta a ser desenvolvido, faz sentido apresentar brevemente o objetivo e metodologia dessa
investigacao.

Objetivo e metodologia do estudo

O objetivo do estudo, para o qual foram desenhadas as tarefas que se apresentam bem como
as resolucdes dos alunos, consiste em observar e descrever o modo como alunos do 3° e 4°
ano de escolaridade se envolvem em tarefas de formulacdo de problemas, as suas
interpretagdes pessoais sobre a tarefa, 0s processos e estratégias que manifestam e
desenvolvem na formulacéo de problemas e 0 modo como o conhecimento matematico que
possuem e constroem se relaciona com os problemas que formulam.

Tendo em conta este objetivo adotou-se uma metodologia qualitativa, assente no estudo de
caso visto que se pretende fazer uma observacao e descri¢do detalhada da a¢do dos alunos
(Bogdan & Biklen, 1994; Stake, 2000).
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Os participantes no estudo frequentam uma escola da periferia de Lisboa. Para a selecdo dos
alunos que constituem 0s casos tomou-se como critério o seu desempenho em calculo e na
resolucdo de problemas. Foi assim feita uma selecdo de cinco alunos.

A recolha dos dados para o prosseguimento do estudo assenta essencialmente nas entrevistas
em profundidade, semiestruturadas, tendo por base tarefas de formulacao de problemas, e na
observacao participante em sala de aula. O trabalho de campo iniciou-se quando os alunos
estavam no 3° ano (2013/14) e a recolha de dados esta ainda a decorrer, estando os alunos ja
no 4° ano. As tarefas A, B, C, apresentadas neste artigo foram aplicadas quando os alunos
estavam no 3° ano e a tarefa D em outubro deste ano letivo.

Nesta comunicacdo recorre-se principalmente as respostas de um aluno as quatro tarefas,
configurando uma certa unidade que possibilite alguma comparacao, ainda que isso néo seja
0 objetivo central da comunicacdo. Foram escolhidas as respostas deste aluno porque
possuem caracteristicas interessantes para a problematizacdo do que, naturalmente, se espera
de cada tarefa. Também se apresenta a resposta de um outro aluno a uma das tarefas, apenas
como ilustracdo de uma caracteristica especifica dessa tarefa.

Revisdo da literatura

O interesse da investigacao pela formulacdo de problemas tem vindo a crescer e a consolidar-
se (Silver, 2013). Como afirmam Stoyanova e Ellerton (1996),

Na educacdo matematica, depois de mais de uma década de estudos
centrados na resolugdo de problemas, os investigadores comecgaram
lentamente a perceber que desenvolver a capacidade de formular
problemas de matematica é pelo menos tdo importante, educacionalmente,
como desenvolver a capacidade de resolvé-los. (p. 518)

Em 2009, Pelczer e Gamboa apresentavam como principais tendéncias da investigacao i)
relacdo entre formulacdo e resolugdo de problemas; ii) habilidades de formulacdo de
problemas e processos envolvidos na sua formulacdo; iii) classificacdo de tarefas de
formulacdo de problemas e iv) formulacdo de problemas e criatividade. Em 2013, Singer,
Ellerton e Cai insistem na necessidade de perceber o efeito das atividades de formulacéo de
problemas na aprendizagem e as relagbes entre estas atividades e o conhecimento
matematico.

Definir a formulacdo de problemas e enquadrar a grande diversidade de tarefas e concegdes
sobre estas tem sido um esforco desenvolvido pela investigacdo. Para este objetivo
contribuiram, entre outros, os trabalhos de Silver (1995), Stoyanova e Ellerton (1996) e
Christou, Mousoulides, Pittalis, Pitta-Pantazi, e Sriraman (2005).

Silver (1995) toma como referéncia a resolucdo de problemas e diferencia trés tipos de
tarefas de formulagéo: as que acontecem antes da resolucdo do problema, as que séo feitas
durante a resolucdo e as que ocorrem apos a resolucdo. No primeiro caso o problema pode
ou ndo estar ainda bem definido. Se ele estiver bem definido, a formulacdo de perguntas
pode ter o objetivo de identificar dados, restri¢cdes ou relacdes que ajudem a compreender o
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enunciado. O segundo caso pode corresponder a intencdo de testar ou modificar as condi¢des
do problema no sentido de encontrar uma estratégia. No terceiro caso, a tarefa de formulacdo
pode procurar extensdes do problema, outros contextos ou aplicagdes.

Stoyanova e Ellerton (1996) consideram que a formulagao € “o processo pelo qual, com base
na sua experiéncia matematica, os alunos constroem interpretaces pessoais de situacoes
concretas e as formulam como problemas matematicos significativos” (p. 1). A amplitude
desta definicdo permite abarcar uma grande diversidade de situacdes de formulacdo de
problemas e serve também os propositos da investigacdo que se debruca sobre as relacdes
entre a formulacdo e a resolucdo de problemas enquanto meios de ensino e aprendizagem da
matematica. E considerando esta definicdo que estas investigadoras pretendem agrupar
qualquer tarefa matematica de formulacao de problemas em trés categorias de situacdes:

e Livres — quando a tarefa consiste em formular problemas a partir de uma dada
situacdo mais ou menos natural, podendo conter algumas orientacGes acerca do que
se pretende. Como exemplo de situagdes livres utilizadas em estudos, sdo referidas
tarefas nas quais se pede aos alunos que formulem um problema para outro colega
ou para a professora resolver, ou um problema que gostem de resolver ou que achem
dificil.

e Semiestruturadas — quando a tarefa consiste em formular um problema a partir da
exploragdo de uma situacdo aberta, completando-a com base no conhecimento,
capacidades, conceitos ou rela¢fes que fazem parte da sua experiéncia matematica.

e Estruturadas — quando a tarefa consiste em formular problemas a partir de um
problema bem determinado. Por exemplo, formular as questfes possiveis de um
problema cuja questdo foi omitida, ou formular um semelhante a outro que ja se
conhece, ou identificar dados omissos ou desnecessarios, ou modificar condi¢des que
alterem (ou ndo) o modo de resolucéo.

A classificacdo de Stoyanova e Ellerton (1996) toma em conta o nivel de restricdo que a
tarefa impde, enquanto a classificacdo de Silver (1995) assenta nas etapas de resolucdo de
um problema, integrando a formulacdo de problemas nos processos de resolucéo.

Christou et al. (2005) apresentam uma outra classificacdo pretendendo reunir as duas
anteriores:

e Formular um problema (situacgdes livres);

e Formular um problema para uma expressao de calculo que € apresentada;

e Formular um problema a partir de algumas informacoes;

e Formular questfes para uma situacdo problematica;

e Formular um problema para uma resposta que é apresentada.

Com base em tarefas de formulacdo de problemas que se enquadram nas quatro Gltimas
categorias, Christou et al. (2005) desenvolvem um modelo de anélise das respostas de alunos
a tais tarefas para identificar quatro processos cognitivos presentes na formulacdo de
problemas.
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e Compreender — Formular problemas para equacdes ou célculos. Exige o
conhecimento do significado e propriedades das operacoes.

e Traduzir — Formular problemas a partir de gréficos, diagramas ou tabelas. Requer a
compreensdo de diferentes representacoes de relagdes matematicas.

e Editar — Formular problemas sem outras restricdes sendo partir de dados fornecidos
por meio de uma historia, imagem,...

e Selecionar — Formular problemas para uma dada resposta, a qual estabelece uma
restricdo, exigindo o relacionamento entre os dados fornecidos.

Estes investigadores encontraram ainda trés categorias de alunos de acordo com o seu
desempenho. Na primeira categoria ficaram os alunos que apenas tiveram melhor
desempenho nas tarefas associadas ao compreender. Estes alunos manifestaram uma
tendéncia para reproduzir os problemas de calculo que sdo comuns ao treino das operagdes
e que aparecem tradicionalmente nos manuais escolares. Na segunda categoria situaram-se
os alunos que, para além de terem sucesso nas tarefas associadas ao compreender, tiveram
também sucesso nas tarefas associadas ao traduzir. Estes alunos ndo s6 formularam
problemas a partir de dados numéricos claramente fornecidos, como conseguiram também
lidar com dados representados em tabelas e graficos compreendendo as suas relacdes e
formulando problemas com sentido. Na terceira categoria ficaram incluidos os alunos que
tiveram um sucesso significativo em todas as tarefas associadas aos quatro processos.

Com base no que até aqui foi exposto pretende-se agora apresentar as tarefas e a sua
integracdo nas diferentes categorias, refletindo também, a partir das respostas de um aluno,
sobre as expectativas que tais tarefas podem gerar.

As tarefas de formulacéo de problemas

As quatro tarefas que se apresentam de seguida foram definidas para serem aplicadas no
trabalho de campo do estudo ja referido. Nesta comunicacédo pretende-se que sirvam de base
para uma discussé@o sobre o seu enquadramento nas categorias definidas por Silver (1995) e
por Stoyanova e Ellerton (1996). As tarefas foram desenhadas a partir dos exemplos
apresentados no estudo de Christou et al. (2005) e cada uma delas é representativa das quatro
(Gltimas) categorias da lista acima enunciada. De acordo com estes autores, cada uma exige,
na sua resolucdo, um determinado processo cognitivo.

Destas quatro, as tarefas A, B, e D foram utilizadas em entrevistas individuais. A tarefa C,
também desenhada pelo investigador, foi aplicada em aula a toda a turma.

Tarefa A:
Inventa um problema que possa ser resolvido pela seguinte expressao:
30 x 25

Tratando-se de uma tarefa em que a operacao esta definida, a formulacéo do problema passa
pela criacdo de um contexto e de uma pergunta adequada a estrutura matematica que permita
formular um problema que seja passivel de resolucéo por tal operacdo. Pode entdo concluir-
se que se trata de uma tarefa que, de acordo com Stoyanova e Ellerton (1996), pertence a
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categoria de tarefas estruturadas e que na classificacdo de Christou et al. (2005) envolve o
compreender como principal processo cognitivo. J4 a integragdo desta tarefa nas categorias
definidas por Silver (1995) pode ndo ser Unica. Se se considerar que a resolucao da opera¢do
constitui um problema, as perguntas que constituiriam a formulacdo do problema estariam
relacionadas com a procura de estratégias para multiplicar 30 por 25. Neste caso estaria
dentro da resolugéo do problema, mas ndo estaria aqui em causa 0 processo compreender.
Para que este processo esteja efetivamente envolvido tem de se considerar a operagdo como
estimulo para a definicdo de um contexto e de uma pergunta, pelo que se estaria na fase
anterior a resolucao do problema.

Um caso particular de resolucdo desta tarefa é-nos dada pelo Ricardo, que na entrevista,
comegou por enunciar o problema escrevendo ‘“Calcula 30x25.” Depois de um
esclarecimento de que o0 que se pretendia era que inventasse uma situacdo da vida real, uma
historia na qual fosse necessario efetuar a operagdo, o Ricardo propos “O menino Vitor ndo
sabe quanto € 30x25. Ajuda-o.” A formulagdo do Ricardo sai fora do que seriam as justas
expectativas de quem pretende saber que entendimento tem da multiplicacdo pela
contextualizacdo de tal operacdo. E importante considerar que Christou et al. (2005) afirmam
ndo haver uma relacdo exclusiva entre a categoria da tarefa e o processo cognitivo nela
envolvido. O Ricardo ndo enquadra a operacéo dentro de um contexto que Ihe dé significado
pelo que nédo se pode dizer que faz uso do processo compreender Ter-se-a de admitir que o
Ricardo, simplesmente, foge ao que é pedido na tarefa? Numa entrevista anterior, o Ricardo
jé tinha dito que gostava mais de matematica “porque, portugués, ndo me oriento muito
bem.” Explicou depois as suas dificuldades na ortografia e foi perentdrio quanto a ndo gostar
de inventar historias. Podera ser esta uma justificacdo para a sua fuga?

Tarefa B:

A fotografia que vés ao lado mostra a embalagem e 0s LETTE ESEGOLAR

pacotes do leite escolar que se bebe na tua escola. 00

Faz diferentes perguntas para serem respondidas a partir
dos dados que a imagem mostra.

Nesta tarefa os dados séo fornecidos através de uma imagem. N&o ha qualquer exigéncia
relativamente a estrutura matematica a que deve ser enderecada a pergunta. Ha dados que
podem ser relacionados em estruturas aditivas ou multiplicativas. Por exemplo, pode-se
definir um contexto em que alguém retirou da caixa os 6 pacotes que se veem fora e
perguntar quantos la ficaram dentro. Ou entdo perguntar quantos mililitros de leite hd em 27
embalagens (ou na caixa, salvaguardando que contém as 27 embalagens, ou qualquer outra
restricdo). No caso desta tarefa, de acordo com Silver (1995), parece claro que se esta numa
fase anterior a resolucdo do problema (o problema ainda néo esta formulado), ou no tipo de
tarefas que Christou et al. (2005) consideram relacionadas com o editar. Seguindo a
classificagdo de Stoyanova e Ellerton (1996) a tarefa esté claramente dentro da classe das
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semiestruturadas, dado que a estrutura matematica sera definida pela pergunta e esta tem de
lidar com os dados fornecidos.

O Ricardo perante esta situacao foi capaz de formular varias questdes (Fig. 1), algumas das
quais reconhece, sorrindo, tém resposta evidente. Os numerais que estdo junto das perguntas
resultam do pedido que Ihe foi feito, antes de iniciar a resolucéo, no sentido de ordenar as
perguntas da mais facil para a mais dificil.
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Figura 1: Producdo escrita pelo Ricardo em resposta a tarefa B.

A ordem que o Ricardo estabelece para as perguntas € uma questdo interessante para
discussdo, mas ndo cabe no objetivo desta comunicagdo. Basta, para j&, reconhecer que as
duas perguntas que ele identifica como primeiras tém como alvo a identificacdo de dados do
contexto. As outras duas definem claramente uma situacdo/problema de estrutura
multiplicativa. Nesta tarefa, a imaginagdo que o Ricardo diz ndo ter parece ndo interferir na
formulacdo do problema. Pode reconhecer-se que o Ricardo reage a proposta dentro do que
Christou et al. (2005) definem como editar e que corresponde ao processo associado a este
tipo de tarefa.

Tarefa C
A D. Odete todos os dias regista 0 nimero de pacotes de leite | Dias  N.° de pacotes
que se consomem na nossa escola. Observa a tabela que 2% foi 201
mostra 0 registo dos pacotes de leite que se consumiram €ira
durante uma semana. 32 feira 195
42 feira 197
Faz uma pergunta para um problema que tenha o resultado | 5e fejrg 209
«392 pacotes de leite» e mostra como fizeste. -
62 feira 212

Christou et al. (2005) associam a esta tarefa 0 processo selecionar. A estrutura matematica
estd completamente definida: 195+197. E uma tarefa estruturada (Stoyanova & Ellerton,
1996). Embora se peca a formulacdo de uma pergunta, ela j& esta determinada — neste caso
sO pode ter um sentido. A tarefa consiste em descobrir a operagdo que permite chegar ao
resultado que ja se sabe e formular uma pergunta coerente com a operacao e com a resposta.
A discusséo estad em encaixa-la nas fases de Silver (1995). O facto de se ter uma resposta
sugere que o problema esta resolvido e, pela mesma razdo, ja formulado. Apesar disso, é
preciso considerar que ndo é conhecido o processo de resolu¢cdo nem, rigorosamente, a
pergunta que conduziu a resposta. E para se conseguir formular uma pergunta coerente é
preciso, antes de mais, descobrir a operacdo que produziu o resultado. Esta tarefa exige do
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seu solucionador uma procura sistematica de relagdes entre os dados numeéricos. Nao se esta
a procura de outros contextos ou outras questdes para uma dada estrutura matematica, para
um problema ja resolvido. O carater fechado desta tarefa impde ao solucionador uma
imersdo no problema. Deste ponto de vista € possivel considera-la dentro da fase de
resolucéo do problema.

Esta tarefa ndo foi colocada em ambiente de entrevista, mas decorreu na sala de aula.
Revelou-se de dificil resolucdo, considerando que a pergunta adequada deve manter-se
dentro do contexto, pois a maioria dos alunos alterou os dados da situacdo. Foi o caso do
Ricardo que diz “Na outra semana houve 100 cada dia até quarta e [na quinta] venderam 92.
Quanto ficou?” O seu enunciado, para além de ndo responder ao que ¢ pedido na tarefa,
mostra também uma falta de rigor na atengdo ao contexto ao inserir termos como “venderam”
e “quanto ficou”. Enquanto na sua resposta a tarefa A podemos considerar plausivel a
justificacdo dada pelo préprio Ricardo para a sua dificuldade, aqui temos de considerar que
a dificuldade se prende com a natureza da tarefa e com exigéncia do processo cognitivo nela
envolvido, de acordo com Christou et al. (2005). A formulacéo feita por um outro aluno, o
Daniel, ilustra bem tal exigéncia feita ao solucionador da tarefa (Fig. 2).
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Figura 2: Producéo escrita pelo Daniel em resposta a tarefa C.

No entanto, tal como aconteceu com o Ricardo na resolugdo da tarefa A, a proposta feita
pelo Daniel ndo é a que melhor responde ao que se desejava. A pergunta perfeita seria
quantos pacotes de leite se consumiram, ao todo, na terca e quarta-feira. Embora o Daniel
ndo facga essa pergunta € evidente que ele usa o processo cognitivo selecionar para encontrar
o0s dados que pode relacionar.
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Tarefa D

Os pais do Anténio tém uma pastelaria. Um dia ele esteve a ajudar o pai a embalar uns
pastéis que sdo vendidos em caixas iguais. A medida que ia colocando os pastéis nas
caixas 0 Antonio ia escrevendo:

NUmero de caixas > ... 4 8 16
NUmero de pastéis embalados > ... 16 32 64

Faz uma pergunta para um problema que seja resolvido com uma multiplicacéo.

Nesta tarefa, o solucionador tem, em primeiro lugar, uma colecdo de dados num dado
contexto. Estes dados sdo apresentados por meio de uma representacdo que os relaciona e
tal relacdo precisa de ser interpretada. A tarefa exige que essa representacao e relagdo sejam
expressas numa outra representacdo — uma operagdo de multiplicacdo. De acordo com
Christou et al. (2005) esta aqui implicado o processo traduzir. A restricdo imposta a pergunta
restringe também a estrutura matematica da situacdo. Trata-se assim de uma tarefa
estruturada. Podem ser feitas diferentes perguntas (incidindo sobre diferentes nimeros), mas
todas tém de fazer uso da multiplicagdo. Enquadrar esta tarefa numa das trés fases definidas
por Silver (1995) pode ndo ter uma resposta Unica. O que falta para completar a tarefa € uma
pergunta que encerre o problema. Tal pergunta ndo esta definida e, portanto, considera-se
que a tarefa se situa numa fase em que o problema esta ainda em formulacdo. Mas o facto
de j& se saber que a resolucdo passa pela multiplicacdo introduz o solucionador num
problema que esta parcialmente definido. Ainda que tenha de formular a pergunta, a
condicdo estabelecida remete-o para a resolugdo do problema.

Esta tarefa foi realizada numa entrevista. O Ricardo ndo responde imediatamente ao pedido.
Primeiro questiona o significado dos nimeros apresentados. Apresenta-se a seguir um
excerto do dialogo:

Ric. — Estes numeros sdo o qué?

Inv. — N&o consegues entender o0 que esses numeros sao?

Ric. — Os nimeros das caixas?

Inv. — Este aqui, 0 quatro, por exemplo, € o qué?

Ric. — O numero de caixas?

Inv. — E 0 nimero de caixas. E este 16 que esta aqui em baixo?
Ric. — Ah! E o que esté |4 dentro!

Este pequeno trecho ilustra bem o processo traduzir que Christou et al. (2005) considera
central na resolucéo deste tipo de tarefa. O Ricardo mostra necessidade de entender o modo
como os dados numéricos foram apresentados. Apos este esclarecimento o Ricardo consegue
formular uma pergunta de acordo com o que ¢ pedido: “Em 32 caixas quantos pastéis sdo
embalados?” E interessante a escolha do 32. Mais a frente o Ricardo, na justificagdo para a
escolha do 32 da a entender que o considera “6bvio” por ser o dobro do anterior. E depois
do pedido para que considere outro nimero para uma pergunta do mesmo tipo escolhe 100,
e resolve considerando que se em 1 caixa ha 4, em 5 ha 20, em 50 ha 200 e em 100 ha 400.
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Conclusédo

Neste texto apresenta-se e discute-se a classificacdo de tarefas de formulacdo de problemas
que a literatura tem vindo a definir. Para além de uma classificagdo que tem por base uma
maior ou menor evidéncia da estrutura matematica presente na tarefa (Stoyanova e Ellerton,
1996), uma outra classificacdo, que integra as tarefas de formulacéo na propria resolucao de
problemas, é feita tendo em conta trés fases para a resolu¢do de um problema: uma fase
prévia a resolucao do problema, uma outra que decorre durante a resolucéao e a Gltima ap6s
a resolucdo do problema (Silver, 1995). Christou et al. (2005) apresentam uma terceira
classificacdo que pretende reunir as duas anteriores, definindo cinco tipos de tarefas, a
primeira das quais se pode enquadrar na primeira fase da classificacdo de Silver e na
categoria de tarefas livres definidas por Stoyanova e Ellerton. Pela propria natureza desta
classe de tarefas (livres) ndo é estabelecido um modelo. J& para cada uma das quatro
seguintes Christou et al. (2005) fornecem um modelo a que fazem corresponder um processo
cognitivo especifico. As tarefas apresentadas nesta comunicacao correspondem aos modelos
definidos por Christou et al. (2005) e as respostas dadas pelo Ricardo (e uma do Daniel)
possibilitam uma reflexdo em torno do efeito provocado.

A tabela 1 pretende evidenciar o lugar de cada tarefa e, consequentemente, do processo
envolvido, dentro das categorias de tarefas definidas por Silver (1995) e por Stoyanova e
Ellerton (1996).

Tabela 1: Relacéo entre as diferentes categorias de tarefas definida por Silver(1995), Stoyanova e
Ellerton (1996) e os processos cognitivos encontrados por Christou et al. (2005).

Antes da resolucéo

(prob. em formulacéo) Durante a resolugdo | Apos a resolugéo

Semiestruturadas Editar (B)

Compreender (A)
Compreender (A) ) )
Estruturadas Selecionar (C) Traduzir (D)

Traduzir (D) Traduzir (D)

A disposicdo apresentada na tabela, com base nas tarefas apresentadas, sugere que nao faz
sentido haver tarefas semiestruturadas durante a resolucédo do problema ou apds a resolucao.
De facto, se se esta dentro da resolucdo de um problema ou ap6s a sua resolucéo, a estrutura
do problema esta definida.

Os processos cognitivos identificados por Christou et al. (2005) foram definidos em funcéo
de tarefas especificas. Isso ndo implica que ocorram isoladamente.

O processo editar é aquele que claramente se pode situar antes da existéncia de qualquer
problema, pois ele é claro na intencdo da formulacdo do problema. Pertence a categoria das
tarefas semiestruturadas desde que o solucionador tenha liberdade de, pela sua pergunta,
definir a estrutura matematica. Imaginemos que, apés a resolucao de um problema para uma
dada estrutura, o contexto tem dados suficientes para se formular uma outra pergunta que
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incida sobre outra estrutura matematica. Mesmo assim, o que esta em causa € a formulagdo
de outro problema e ndo uma exploracao do problema resolvido.

O processo compreender, tal como esta definido, da-se quando se esta perante um calculo
que € preciso contextualizar. Este contexto pode ser puramente matematico ou conter
elementos do quotidiano. A sua localizagdo na fase anterior a resolucdo, melhor dizendo,
numa fase de formulacao do problema, s faz sentido se se estiver a procura de um contexto
para a expressdo fornecida porque, em si mesma, a expressdo ja encerra um problema. Trata-
se de um problema para um solucionador que ndo dispde de uma ferramenta pronta a usar
para o resolver. (Lester, 1980).

O processo traduzir incide na interpretacdo e capacidade de relacionar diferentes
representacdes de informacdo. Na medida em que traduzir é necessario para se poder
formular uma pergunta, a tarefa situa-se numa fase de formulacdo. Mas, sem desvirtuar o
carater da tarefa, o pedido nela feito, exigindo que se passe de uma representacao para outra,
cabe perfeitamente e é igualmente interessante em qualquer fase de resolucdo de um
problema.

A tarefa definida para o processo selecionar tem um carater completamente fechado. Ela
introduz o solucionador na resolugdo do problema, mas tem uma resposta Unica. E justo
questionar se se trata de formular um problema. De facto o que se exige é a descoberta do
problema ja formulado. E assim, aparentemente desinteressante, do ponto de vista da tarefa,
mas ndo do ponto de vista do processo cognitivo exigido. A resolucdo do Daniel, o0 modo
COMO enunciou a pergunta, permite, de certo modo, perceber o alcance e interesse deste tipo
de tarefa.

Como ja foi referido, Christou et al. (2005), no estudo que fizeram, encontraram trés niveis
para o desempenho dos alunos na resolucdo deste tipo de tarefas. Num primeiro nivel,
situaram-se os alunos que tiveram um bom desempenho nas tarefas desenhadas para o
processo compreender. No segundo nivel situaram-se os que tiveram melhor desempenho
em ambas as tarefas que envolveram os processos compreender e o traduzir. Num terceiro
nivel, os alunos que tiveram bons desempenhos nos quatro tipos de tarefas definidas para os
quatro processos. Naturalmente, isto ndo implica exclusividade. O Ricardo mostrou ser
capaz de responder com a vontade a tarefa B (editar) e dificuldade em criar um contexto
para a tarefa A (compreender). Como ja foi dito, a sua dificuldade na tarefa A pode néo ter
a ver com a dificuldade em reconhecer os contextos da multiplicacdo mas, como ele disse, a
sua resisténcia em criar historias pelas dificuldades que sente em relacdo ao desempenho na
disciplina de portugués.

Do ponto de vista do desenvolvimento do curriculo hd muitas questes que se colocam no
que se refere a oportunidade e objetivo da utilizacdo de tarefas especificas de formulacéo de
problemas. Por exemplo, do mesmo modo que em relacdo & resolugdo de problemas se
discutiu o seu papel no curriculo, se deviam ser alvo ou meio de ensino/aprendizagem, o
mesmo se coloca agora relativamente a formulacdo de problemas. A selecdo das tarefas de
formulacdo de problemas e 0 modo de as integrar no ensino é, como muitas outras, uma
decisdo que o professor tem de tomar de forma consciente e bem informada. Mas este € ainda
um campo de estudo onde ha muito por desbravar.
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Resumo.

Nesta comunicacdo apresentam-se duas tarefas que integraram uma sequéncia de trabalho,
no &mbito de uma experiéncia de ensino construida e implementada numa turma de 3° ano
do 1°CEB. Através de um design research, a experiéncia de ensino decorreu com o proposito
de contribuir para aprofundar a compreensdo da forma como os alunos desenvolvem a
aprendizagem dos numeros racionais. A recolha de dados aconteceu em contexto educativo
real e envolveu vérios instrumentos de recolha. A analise das tarefas que se apresenta procura
relacionar a intervencdo dos alunos com o tipo de tarefas construido e com o contexto em
que estas surgem, atribuindo sentido a gestdo curricular implementada. Uma primeira
interpretacdo dos dados permite identificar uma relacdo entre o contexto de intervencdo, o
tipo e o grau de desafio das tarefas e a construcao de significados matematicos comuns. A
analise evidencia ainda que a interacdo entre os alunos, em funcdo de uma situacéo real,
parece contribuir para a compreensdo das relagdes numéricas que vao estabelecendo.

Palavras-chave: 1° Ciclo Ensino Basico; aprendizagem; interacdo social; nimeros
racionais; sentido de numero,

Introducéo

As orientacdes curriculares para o trabalho em torno dos nimeros racionais apontam este
topico como um tdpico critico do curriculo (Behr, Lesh, Post & Silver, 1983; Treffers, 1991;
Fosnot & Dolk, 2002; Lamon, 2006; Monteiro & Pinto, 2006; NCTM, 2007; Empson, Levi,
& Carpenter, 2010). Por um lado, é um contetdo complexo para o desenvolvimento de uma
construcdo sustentada de conhecimento matematico. E, por outro, é gerador de conflitos
conceptuais, dadas as dificuldades que muitos alunos, tradicionalmente, sentem em lidar
com 0s conceitos relativos a estes numeros.

Diferentes correntes de investigacdo determinam diferentes caminhos no trabalho com os
nimeros racionais, nos primeiros anos. Um desses caminhos (Moss & Case, 1999)
privilegiou a percentagem, atribuindo-lhe um papel preponderante na fase inicial de trabalho
com esses numeros, com alunos do 4° ano de escolaridade. Moss e Case (1999) afirmam que
esta representacdo permite combinar uma compreensao qualitativa das proporcdes e utilizar
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0 dominio que os alunos possuem dos numeros de 1 a 100, resultando num desenho
curricular experimental, baseado em contextos quotidianos e nos conhecimentos que 0s
alunos jé& possuiam. Os pressupostos deste modelo curricular foram inspiradores do percurso
desenvolvido com uma turma do 1° CEB, em torno da construcdo dos conceitos relativos aos
nameros racionais. Um estudo exploratdrio realizado nessa turma, revelou que os alunos
possuiam alguma intuicdo relativa @ nogdo de percentagem. Esta surge, de algum modo,
associada as suas vivéncias, dentro e fora da escola. A analise dos dados desse estudo veio
apontar no sentido de partir dessas vivéncias, para desencadear a construcdo da rede de
conhecimentos que se pretendia criar, definindo um percurso proximo do processo natural
de aprendizagem dos alunos

Esse percurso foi-se construindo, numa perspetiva de aprendizagem, como processo
comparticipado de construcdo de conhecimento e no quadro do desenvolvimento do sentido
de nimero. Nesta comunicacdo serdo apresentados alguns aspetos que dizem respeito a
construcdo e a implementacdo de uma sequéncia de tarefas desse percurso. Sera apresentado
apenas um episadio, situando-o no grupo social em que aconteceu.

Para uma aprendizagem dos nimeros racionais com compreensao

Compreender como trabalhar os numeros racionais com os alunos, nos primeiros anos, torna-
Se um compromisso que se assume quando se pretende que fagcam um percurso de
aprendizagem consistente, que lhes permita apreciar a matematica e vivenciar oportunidades
de sucesso. Behr et al., afirmam que “o baixo desempenho dos alunos pode estar relacionado
com um curriculo que se centra nos procedimentos em vez de num cuidadoso
desenvolvimento da compreensdo” (1983, p. 92). Outros investigadores alertam para as
dificuldades que persistem no trabalho com estes nimeros. Monteiro e Pinto (2006)
consideram que um dos obstaculos a compreensdo dos nimeros racionais, quer na forma de
fragdo, quer na forma de numeral decimal, se prende com o facto do estudo dos aspetos
formais destes naimeros ser introduzido demasiado cedo e de haver uma excessiva
preocupacdo com os procedimentos em detrimento dos conceitos.

Como afirma Lamon (2006), “compreender os nimeros racionais envolve a coordenacao de
ideias e interpretagdes diferentes, mas interrelacionadas” (p. 23). Esta construcao traduz-se
num desenvolvimento gradual do sentido de numero racional. Uma forma de ensino mais
centrada nos procedimentos podera ndo dar espaco para que 0s alunos possam ir
estabelecendo relagfes no sentido do desenvolvimento do sentido do nimero racional o que
podera conduzir a equivocos.

Moss e Case (1999) desenvolveram um projeto de investigacdo no Canada sobre o
desenvolvimento da compreensdo dos numeros racionais. O objetivo do estudo era
“promover uma compreensao flexivel e interligada do sistema de nimeros racionais” (Moss,
2003, p.335). Estas investigadoras apontam algumas explicagdes para as dificuldades que
normalmente surgem associadas a conceptualiza¢do do conhecimento relativo aos nimeros
racionais e que trespassam as suas diferentes representacfes simbdlicas, nomeadamente: (1)
0 énfase atribuido a sintaxe e ndo a semantica, considerando que no curriculo do ensino
basico dedica-se mais tempo ao ensino dos procedimentos de calculo e a nomenclatura, do
que a construcao de significados e compreensdo dos conceitos; (2) o facto de os professores
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ndo privilegiarem as tentativas espontaneas dos alunos de compreensdo dos numeros
racionais fazendo uma abordagem centrada na memorizacéo de regras; (3) a op¢édo, no inicio
do trabalho com os numeros racionais, pela utilizacao de representacdes que se confundem
facilmente com os nimeros inteiros e (4) a ideia de que a notagcdo dos nimeros racionais,
seja associada a fracdo, seja a numeral decimal, € algo tdo evidente e transparente, que pode
ser dado no inicio de uma aula. A preocupacdo com o aprofundamento da compreensao
conceptual relativa aos nimeros racionais € importante, no entanto, Moss e Case (1999)
defendem que é necessario primeiro haver uma apropriacdo do sistema como um todo, em
que as diferentes componentes encaixem, como a sua semantica e sintaxe, em vez de se
centrar no estudo de uma ou outra, de forma isolada.

As investigadoras centram-se na construgdo de um desenho curricular experimental, que se
apoia numa trajetoria de ensino-aprendizagem que, para além de indicar que na base do
trabalho inicial com os numeros racionais devem estar as percentagens, sugere que os alunos
conseguem aprofundar a sua compreensdo destes niumeros, confrontando-se com situacdes
em que percentagens, decimais e fracdes possam ser usadas indiferenciadamente.

Fosnot e Dolk (2002) afirmam que os alunos precisam de compreender as ideias importantes
e progressivamente ir refinando as suas estratégias. Estas podem nem sempre ser eficientes,
nem mesmo suficientes, mas tem que ter a possibilidade de as fazer evoluir. Parte do que
significa fazer matematica é explorar relacdes e descobrir formas de criar os seus
procedimentos. Esta ideia relaciona-se estritamente com a ideia de sentido de nimero, que
como afirmam Abrantes, Serrazina, e Oliveira (1999), passa pelos alunos adquirirem uma
compreensdo global do numero e das operacdes a par da capacidade de usar essa
compreensdo de maneira flexivel para fazer julgamentos matemaéticos e desenvolver
estratégias uteis de manipulagdo dos nimeros e das operagdes.” (p.40). Estes autores
lembram gue é uma competéncia que se desenvolve ao longo do percurso escolar dos alunos,
ao longo da sua vida.

A corrente de investigacdo holandesa descreve modelos matematicos como mapas mentais
de relacGes que podem ser usados como instrumentos na resolucdo de problemas. A tabela
de razdo, a reta numérica dupla, o relégio, grelhas e tiras de percentagens sdo modelos que
podem ser usados também como instrumentos de calculo poderosos. “Os modelos das
criangas sdo normalmente representagdes das suas a¢des numa dada situacdo” (Fosnot &
Dolk, 2002, p. 74). Compreender que modelos sdo importantes no que respeita ao trabalho
com os nimeros racionais, nomeadamente com as frac@es, pode facilitar a acdo do professor
quando este pretende ajudar os seus alunos a generalizar, a ir além do modelo especifico de
cada situacdo e interpreta-la com um modelo matemaético poderoso como instrumento do seu
pensamento (Fosnot & Dolk, 2002).

Os modelos emergem de representacdes de situacdes que os alunos vivenciam. Na resolucao
de um problema os alunos representam as suas estratégias e ndo a situagcdo em si. Por
exemplo, os alunos podem usar a reta numérica dupla ou tabelas de razdo para representar
as suas estrategias de célculo. Essas representacfes evoluem para modelos matematicos de
relacBes numéricas e tornam-se instrumentos matematicos. E este processo que Fosnot e
Dolk caraterizam de generalizagéo.
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O cerne da modelacdo é o sentido do numero e a representacdo das relacdes numericas.
Qualquer modelo deve ser desenvolvido no contexto de investigagdes ricas. A medida que
os alunos os usam para olhar o seu mundo, usam também para representar as suas estratégias
de calculo e eventualmente podem tornar-se modelos para pensar. Inicialmente, a utilizagéo
destes modelos acontece para experienciar uma dada situacdo concreta. No entanto,
pretende-se que os alunos mais tarde possam ser capazes de estabelecer raciocinios com
recurso a modelos mais abstratos e independentes dos contextos.

Além da sua natureza complexa, uma outra dimensao que se reveste de alguma importancia
quando falamos na aprendizagem dos nimeros racionais € a das interacdes a nivel da sala de
aula e do proprio modelo pedagdgico desenvolvido. As dimensdes da interagdo sdo um meio
através do qual se pode aceder ao pensamento dos alunos, permitindo que este seja
organizado num corpo de conhecimentos matematicos significativos (Empson, 2002).
Algumas investigagdes vém reforgar a importancia desta dimensdo mostrando que o
ambiente social, e socio matematico, de sala de aula pode ser gerador de dindmicas de
interacdo importantes no desenvolvimento de procedimentos adequados e eficientes por
parte dos alunos (Yackel & Cobb, 1996; Ferreira, 2012). Pontecorvo, Ajello e
Zucchermaglio (2005) reforgam a importancia desta dimensdo afirmado que “a situagdo
especifica de interacdo social em sala de aula pode comportar processos linguisticos e
sociocognitivos sobremaneira relevantes para a aquisicdo de novas estratégias e de
conhecimentos mais complexos” (p.57).

As tarefas e a construcdo compartilhada das aprendizagens matematicas na sala
de aula

O estudo que inspira esta comunicacao procura contribuir para aprofundar a compreensao
do processo de construcdo do conhecimento matematico dos alunos, no ambiente natural de
aprendizagem, a sala de aula, tendo presente que este meio natural € um ambiente rico e
diversificado de interacdes tanto simétricas como assimétricas e, portanto, potencialmente
rico para o desenvolvimento de aprendizagens comparticipadas, por todos 0s seus membros,
dos quais faz parte naturalmente, o professor.

Numa perspetiva sociocultural, considera-se a aprendizagem humana um processo de
natureza social, em que a vida intelectual dos que nos rodeiam marca 0 N0sso processo de
desenvolvimento (Vygotsky, 2003). E pois, em interacio com os Outros, mais experientes e
competentes que o desenvolvimento humano acontece. Vygotsky (2003) identifica este
processo de aprendizagem como um trabalho na zona de desenvolvimento proximo (ZDP),
que define como o intervalo entre a capacidade potencial de um individuo, ao interagir com
outro, e a capacidade real por ele demonstrada. Isto é, uma crianca aprende mais e melhor
se trabalhar numa tarefa com o Outro, do que se fizesse a mesma tarefa individualmente.

A este respeito, Daniels (2001) afirma que “os alunos podem cooperar com os professores
ou colegas mais aptos numa atividade cuja complexidade ultrapassa a sua compreensao
quando trabalham sozinhos.” (p.147). As aplicacdes deste conceito parecem tornar-sSe
evidentes quando se pensa em termos de organizacdo de contextos de aprendizagem. E
necessario assegurar que cada aluno possa fazer o seu percurso, tendo um conjunto de
atividades adequadas ao seu desenvolvimento, isto €, que permitam fazer avancar a sua
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aprendizagem, com apoio e recursos, em interacdo social, de modo a que consiga alcancar
um nivel de conhecimento mais elevado do que aquele que alcancaria sozinho.

Da convicgéo acerca da importancia do estar em grupo, surge o conceito de aprendizagem
cooperativa, que, numa perspetiva pedagdgica, se traduz quando no seio de um grupo cada
um dos seus elementos tiver presente que o0 seu sucesso so se alcanga com o sucesso de todos
outros, sendo que o0s seus resultados condicionam os resultados dos outros com quem
interage de forma cooperativa. (Salvador, 1997).

A planificacdo dos momentos de trabalho e 0 modo de organizacdo dos alunos na sala de
aula sdo determinantes no contexto de uma aprendizagem cooperativa. O modelo
pedagdgico’ que se concretiza deve permitir que as sessdes coletivas de matematica,
procurem ter como ponto de partida os conhecimentos que os alunos ja possuem e que se
desenvolvam de forma situada em relacdo ao grupo social. Estes momentos podem envolver
diversos tipos de tarefas, como problemas, tarefas de investigacdo ou tarefas de exploracao
e estas podem surgir por iniciativa do professor ou sugestdo de um aluno, negociada com o
professor (Ponte, 2005).

Segundo alguns autores, 0 momento de discussdo e comunicagdo em coletivo é a pedra de
toque de todas as etapas de resolucdo de uma dada tarefa. Fosnot e Dolk (2002) descrevem
esse momento como congresso matematico. O congresso matematico € um momento em que
a turma esté reunida em coletivo e alguns alunos apresentam e discutem as suas estratégias
e solucBes com o coletivo da turma. Os autores destacam que é na antecipacao das questdes
que os colegas podem colocar e na reflexdo acerca da forma como vao comunicar, na
organizagao da explicacdo do como pensaram, que o conhecimento se aprofunda.

Na estratégia de ensino-aprendizagem exploratério, a discussdo ganha contornos
semelhantes ao congresso matematico de Fosnot e Dolk. Ponte (2005) descreve-a como um
momento gerador de “oportunidades fundamentais para negociacdo de significados
matematicos e constru¢do de novo conhecimento.” (p.16). A sua potencialidade reside na
possibilidade de interacdo entre todos os participantes, expondo ideias e fazendo perguntas.

O tipo de tarefas (Ponte, 2005) que se desenvolvem na sala de aula condiciona o
envolvimento dos alunos e podem proporcionar momentos de maior ou menor interacao e
discussdo. Os momentos de interacdo sdo fundamentais a um tipo de tarefas mais abertas,
como nas tarefas de exploracdo e na resolugdo de problemas, no entanto, poderdo ser
importantes nos momentos em que se pretende colocar em comum ideias ou sistematizar
conceitos, em tarefa mais fechadas, como na resolucdo de exercicios. Bishop e Goffree
(1986) ressalvam que “Apenas através do encorajamento do professor para a comunicagao
entre todos os participantes da aula é possivel uma genuina partilha de significados
matematicos.” (p.21).

No contexto de uma aprendizagem cooperativa, a construcdo compartilhada do
conhecimento acontece, segundo Wells (1999), através de um processo de construcao e
reconstrugdo entre participantes em situagdes especificas, com recursos culturais a sua
disposicao. A medida que véo trabalhando na conquista colaborativa dos objetivos, acontece

7 O modelo pedagdgico concretizado é 0o do MEM, um sistema de organizagdo cooperada do trabalho de
aprendizagem para a formacao democrética dos alunos.
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a construcdo compartilhada das aprendizagens, que emerge no decurso da sua atividade.
Cobb et al. (2011) sugerem que a construcdo da aprendizagem acontece na relagcdo que se
estabelece entre 0s aspetos sociais da préatica e os aspetos individuais ou psicolégicos dos
alunos, isto é, segundo estes autores, na articulacdo entre a perspetiva social e a perspetiva
psicoldgica na atividade matematica, que se geram aprendizagens.

Seré evidente que a constru¢do compartilhada das aprendizagens assim descrita, depende do
tipo de tarefas propostas, do grau de desafio que essas tarefas comportam, dos artefactos
usados para mediar essas tarefas, das metodologias de trabalho implementadas e da interacao
que se estabelece na resolucdo dessas mesmas tarefas.

Metodologia

A investigacdo que suporta esta comunicacao é de natureza qualitativa (Bogdan & Biklen,
1994) e segue os procedimentos metodoldgicos de um Design Research (Cobb et al., 2011),
com base numa experiéncia de ensino, orientada por uma conjetura. Consiste numa
intervencdo planeada que acontece durante um dado periodo de tempo numa sala de aula,
em que se trabalha um dado assunto, a partir de uma inferéncia baseada numa evidéncia e
sustentada por uma teoria, que vai sendo revista e reelaborada enquanto a investigacdo esta
a decorrer (Confrey & Lachance, 2000).

O design research é uma modalidade analitica usada para tentar compreender a
aprendizagem matemaética dos alunos, tal como ocorre no contexto social da sala de aula. A
conjetura que orienta a experiéncia de ensino implementada é baseada em evidéncias e
sustentada por um quadro tedrico com duas dimensdes: uma dimensdo do contetdo
matematico e outra pedagdgica.

Na experiéncia de ensino implementada, a primeira dimensdo centra-se na construcdo da
aprendizagem dos conceitos relativos aos nimeros racionais, com compreensao, no quadro
do desenvolvimento do sentido de nimero. A dimensdo pedagdgica tem por base uma
perspetiva sociocultural, em que a constru¢do do conhecimento se faz em interagdo na sala
de aula, no contexto de uma comunidade de aprendizagem, desencadeando uma
compreensdo socialmente construida das aprendizagens. Estas duas dimensdes
complementam-se permitindo estudar as praticas e a sua evolucao, na articulacdo de uma
perspetiva social com uma perspetiva psicoldgica do processo de aprendizagem (Cobb, et
al., 2011).

A parte empirica desta investigacdo centra-se no desenvolvimento de um percurso de
aprendizagem, construido com uma turma de uma escola plblica de Lisboa. E possivel
organizar esse percurso em trés fases distintas: inicia-se com a exploragéo da percentagem;
segue-se o estudo da representacdo decimal, na sua relagdo com a percentagem. E, por fim,
o0 trabalho em torno do estudo das fragOes, em articulagdo com as restantes representacoes.
As tarefas escolhidas para esta comunicacdo enquadram-se na primeira fase do estudo.

A recolha de dados acontece em algumas aulas de matematica do terceiro periodo do 3° ano
de escolaridade e do primeiro periodo do 4° ano de escolaridade da turma e apoia-se num
conjunto progressivo de sequéncias de tarefas, do qual se escolheram duas para apresentar
nesta comunicagdo. A turma, enquanto comunidade de aprendizagem, foi desenvolvendo
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uma construcdo compartilhada das aprendizagens, relativas aos nimeros racionais, que se
pretende analisar e compreender neste estudo. Esta construcdo constitui um desafio da
pratica na sala de aula e envolve, nomeadamente a compreensao da relagéo entre a dimensao
do conteido matematico e a dimensao pedagogica.

A professora da turma é também investigadora e a primeira autora desta comunicacdo. Este
facto acontece dada a intencionalidade de agir e refletir sobre a pratica. Se planeada e
refletida, segundo Alarcdo (2000), pode assumir-se como uma investigacdo sobre a sua
prética e o professor desempenhar também o papel de investigador. No entanto, importa ter
presente que quando o professor € tambeém investigador os seus campos de intervencao
intersetam-se, pelo que serd necessario assumir o grau de subjetividade critica associado as
decisOes que vao sendo tomadas em cada etapa da investigacao.

A recolha de dados foi feita através de registos audio e video das interagcdes e dos momentos
coletivos, do diario de bordo da professora/investigadora e das producgdes dos alunos. A
andlise de dados procura identificar sequéncias fortes do ponto de vista da aprendizagem dos
alunos, procurando estabelecer relagdes com a construcdo das tarefas (contexto e tipo de
tarefas) e com a estratégia de implementacéo escolhida.

Uma sequéncia de tarefas a proposito de um projeto da turma

As tarefas que se apresentam surgem na sequéncia de um projeto de intervencdo da turma.
A construcdo de algumas tarefas envolveu a participacéo de todos os alunos, na medida em
que se procurou encontrar respostas para problemas identificados, outras surgiram como
forma de sistematizacdo dos conteidos que iam sendo trabalhados.

A organizacdo de um Encontro entre turmas, que se correspondem ha trés anos, demorou
alguns meses e envolveu uma planificacdo cuidada de todas as atividades a realizar.
Desenvolveu-se como um projeto interdisciplinar que envolveu toda a turma. Também no
ambito da Matemaética foi gerador de contextos de aprendizagem potentes.

Este encontro incluia uma visita a Kidzania. Uma das primeiras iniciativas da turma foi saber
0s custos, que envolviam bilhete e almogo. Perante valores muito elevados, decidiu-se
escrever uma carta a Kidzania a solicitar um desconto. Este pedido foi atendido pela empresa
(figura 1) e a resposta que enviaram para além de ajudar a perceber que o que acontece na
escola tem ligacdo com a vida, muito contribuiu para o trabalho em Matematica, com as
percentagens.

Exma. Sra. Professora Helena,

Antes de mais gostariamos de agradecer a forma tdo criativa e engrac¢ada que escolheram para nos fazer chegar o vosso pedido. E com

todo o prazer qu abaixo a informacdo geral referente as visitas escolares

Re

vamente ao w em especial, visto que pretend

visitar-nos numa altura de grande afiuéncia, podemos apenas aplicar

to de 25% na entrada de cada crianca. Neste sentido, o valor por crianca serd 9€ de entrada, em vez de 12€ associado &s

criangas do ensino basico. Para efetuar a pré-reserva, devera preencher o formulario em anexo, indicando um dos dias abaixo indicados.

Figura 1 — Resposta da Kidzania ao pedido de desconto da turma
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Este projeto permitiu desenvolver um conjunto de tarefas diversificadas e significativas para
os alunos, cada uma com intencionalidade, que pretendiam fazer com que os alunos se
envolvessem em atividade matemaética produtiva, especificamente em torno dos nimeros
racionais e para resolver problemas que se colocavam especificamente no contexto do
Encontro.

Inicialmente, foi lancado a turma o desafio de confirmar o valor em euros do desconto. Os
alunos encontravam-se dispostos em cinco pequenos grupos de quatro elementos. Cada
grupo era heterogéneo, procurando, na medida do possivel, representar a turma, garantindo
que, em cada grupo, pudesse haver um ou mais alunos que teriam a capacidade de explicar
0 que pudesse néo ficar claro para os restantes. Meneses (1999) reforca que as intervencdes
verbais dos alunos sdo facilitadas quando se dispdem em pequenos grupos e que O
desenvolvimento das tarefas, de forma cooperativa, permite que os alunos se exprimam com
mais confianca.

A sequéncia de tarefas criada procurava encaminhar os alunos, ao longo de varias tarefas, e
fornecer modelos potentes para o calculo de percentagens.

2. 52 o desconto tivesse sido de 50%, quanto seria esse valor em euros?

Marca na reta.

(= 0% 50% 100%

| I
(e 0 12€

2.1. Completa a tabela.

Percentagem 100% | 50%

Preco (€ 12

3. Confirma agora gual & a percentagem comespondente ao desconto

gue foi feito pela Kidzania. [explica como pensaste]

Figura 2 — A tarefa 2 e 3 da proposta de trabalho.

Foi interessante perceber que alguns grupos deram um uso adequado a reta numérica vazia,
revelando alguma apropriacdo do modelo, e outros recorreram a explicagdo do raciocinio
por palavras (figura 3). Na primeira imagem da figura 3, podemos observar que a reta
numerica é utilizada para apoiar o raciocinio dos alunos acerca das relagdes numéricas que
estdo a estabelecer.
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Figura 3 — Duas justificagdes, de grupos de alunos diferentes, ao desafio de confirmar a
percentagem correspondente ao desconto.

A tarefa que se seguiu envolvia o calculo do total a pagar por toda a turma para a visita de
estudo. Era importante saber porque a Kidzania tinha pedido um sinal. Como a deslocagéo
ndo comportava custos, pois seria a pe, apenas seria necessario incluir o preco do almoco,
que era de 1,50€/aluno. (figura 4).

A resolucéo desta tarefa decorreu em pequenos grupos. No apoio ao trabalho dos grupos, foi
possivel identificar dificuldades em operar com a representacdo decimal, uma vez que
surgia, sem ter sido trabalhada formalmente. Perante as hesitacdes, surgiu a necessidade de
fazer um momento de discusséo coletiva, inicialmente ndo previsto, em que foram escolhidas
trés estratégias utilizadas por diferentes grupos (G1, G2 e G3) para serem apresentadas e
debatidas, no sentido de identificar fragilidades e potencialidades.

G1 G2

Figura 4 — Trés resolucdes, de grupos de alunos (G) diferentes, a tarefa 4.

A estratégia seguida pelo G1 recorreu ao célculo, usando o algoritmo da adi¢do. O grupo
considerou que o fundamental foi manter as ordens. Este grupo chegou a um resultado
correto. Na discusséo coletiva considerou-se que o procedimento escolhido era correto mas
muito moroso.
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O G2 resolveu o calculo separando os calculos do almoco dos da entrada. Os alunos tentaram
fazer o algoritmo e organizaram os calculos como se o tivessem resolvido, mas recorreram
a um célculo horizontal, como mostra a figura 5 (retirada do registo da resolucdo da tarefa
de um elemento do G2). Esta estratégia ndo permitiu chegar a um resultado correto, no
entanto o procedimento escolhido foi considerado rapido, na discussédo em coletivo.

1£X20=20°€

50 ¢x20=10€ 20+10=80

Figura 5 — Uma das etapas de resolugéo da tarefa 4, do G2.

A estratégia adotada pelo G3 foi calcular a totalidade por aluno e depois calcular para dois
alunos para facilitar o calculo, uma vez que apenas teriam que lidar com nimeros inteiros.
Esta foi considerada eficaz, por ser rapida e conduzir a um resultado correto.

Os diferentes procedimentos postos em comum e refletidos em conjunto permitiram
encontrar algumas pistas sobre como podemos fazer calculos, mesmo sem ainda dominar os
algoritmos com numeros na representacdo decimal. Este momento permitiu perceber o
guanto é importante que os alunos reflitam em conjunto sobre o trabalho que realizam, sobre
atividade que desenvolvem.

Na sequéncia da exploragéo desta sequéncia de tarefas foi sugerido na turma que se enviasse
um desafio aos correspondentes. A troca regular de desafios e novas propostas de trabalho
era uma constante na correspondéncia. O desafio consistia em descobrir o preco do bilhete,
sendo que a empresa nos tinha feito um desconto de 25% sobre o valor inicial.

A proposta foi aceite por parte dos correspondentes, como é possivel ver nos excertos de
cartas trocadas na figura 6, tendo constituido uma proposta desafiante também para os
correspondentes.

Old, amiguinhos!

Nos temos novidades sobre a
Kidzania. Os senhores responderam ao
nosso pedido e fizeram-nos um
desconto de 25% por aluno, ou seja 1/4
do valor do bilhete, que custava 12
euros. Sabem quanto € que cada um
de nds vai pagar?

Setubal, 21 de fevereiro de 2012

Ol4 amiguinhos!

Ests tudo bem convosco? Connosco estd tudo
bem.

Ficdmos muito satisfeitos com o desconto que
conseguiram para irmos a Kidzania. Ainda nac
fizemos as contas, mas ainda as vamos fazer hoje €
depois mandamos o resultado. A nossa professora
ja nos disse que vamos no dia 23 de maio, faltam 3
meses e 2 dias para nos encontrarmos novamente.

Figura 6 — Excerto das cartas trocadas sobre o desafio lan¢ado pela turma de Lisboa

No fim destas tarefas, podia ler-se no diario de bordo da investigadora:

A partilha de estratégias permite ir notando uma co-construcdo do
pensamento em grupo turma. As estratégias de uns, vao sendo adotadas
por outros, permitindo que progressivamente, um nimero maior de alunos
va conseguindo usar raciocinio proporcional nos calculos com
percentagem.
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O design das tarefas diretamente relacionado com uma atividade concreta dos alunos e para
a qual havia uma forte motivacéo, parece ter tido aqui um papel preponderante.

Consideracdes finais

As tarefas apresentadas e discutidas fazem parte de uma sequéncia de tarefas integradas no
percurso de aprendizagem desta turma. A sua construcdo foi acontecendo em funcdo de um
propdsito — um projeto de intervencdo da turma — e foi evoluindo de acordo com as
experiéncias gque se foram vivendo na sala de aula, atraveés da monotorizacéo do processo e
da avaliacdo regular estabelecida.

Mendes, Oliveira e Brocardo (2011) destacam que a selecéo e a construcao de tarefas, bem
como a sua exploracdo sdo atividades as quais se deve dar particular atencdo, dado que o
tipo de tarefas propostas na aula influencia 0 modo como os alunos aprendem a pensar
matematicamente. Nesta sequéncia a intencionalidade e o tipo de tarefas escolhido para a
sua concretizacdo foram aspetos importantes. Como afirma Meneses (1999), o seu grau de
dificuldade deve permitir abordar as tarefas, mas deve potenciar a discussdo, conduzindo 0s
alunos a pensar, a conjeturar, a trocar opinides e argumentar.

Depois do trabalho em pequenos grupos, seguiam-se 0s momentos coletivos de matematica.
Estes encontram semelhancas nos principios do ensino-aprendizagem exploratéria da
matematica (Ponte, 2005) que defendem que os alunos podem ser responsaveis pela
construcdo do conhecimento que se gera durante a realizacdo de uma dada tarefa. Neste
processo, a natureza da tarefa, o contexto e as estratégias sdo fundamentais para fazer
emergir ideias matematicas. A definicdo e antecipacdo das suas etapas sdo determinantes
para que a comunicacao se centre no que é relevante e conduza ao sucesso da tarefa.

Os alunos sentiram-se desafiados e houve lugar para o trabalho em pequenos grupos, durante
0 qual, o professor apoiou 0 processo de forma rotativa, e para 0s momentos de trabalho
curricular comparticipado pela turma, momentos coletivos, dirigidos pelo professor e
comparticipados por todos onde a compreensdo dos conceitos foi alcangada em interagéo,
explicitando e clarificando o pensamento de cada um, promovendo a negociacdo de
significados. Os resultados obtidos evidenciam uma compreensdo dos alunos quer das
tarefas propostas quer dos calculos a efetuar para a sua resolucéo.

O conhecimento, segundo Wells (1999) é construido e reconstruido entre participantes em
situacBes especificas, com 0s recursos culturais a sua disposicdo, a medida que vao
trabalhando na conquista colaborativa dos objetivos que emergem no decurso da sua
atividade. Assim, a aprendizagem depende do tipo de tarefas que séo propostas, nos desafio
que essas tarefas comportam, nos artefactos usados para mediar essas tarefas e do feedback
que recebem, ao se confrontarem com esses desafios, quer do professor, quer dos pares.

O projeto de investigacdo levado a cabo por Moss e Case (1999), sustenta a ideia de que as
percentagens podem ser a base do trabalho inicial no ambito dos nimeros racionais. Estas
tarefas surgem na fase do trabalho inicial com a percentagem, recorrendo a nimeros de
referéncia, em contextos especificos e antes da introducao formal de outras representacoes
dos numeros racionais. Bishop e Goffree (1986) afirmam que “o método e o nivel da
atividade [dos alunos] dependem muitissimo do contexto no qual a tarefa se enquadra”
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(p.14). E ainda possivel identificar uma apropriacdo do uso de modelos pelos alunos e a
construcdo de relagdes e significados no trabalho com os nimeros racionais.
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Resumo: O célculo mental contribui para o desenvolvimento, nos alunos, de diversas
capacidades importantes para a aprendizagem da Matematica. O objetivo deste estudo, que
tem por base uma experiéncia de ensino, ¢ identificar aspetos nas estratégias dos alunos que
possam apoiar a definicdo de principios orientadores para o design de tarefas de calculo
mental com ndmeros racionais positivos para alunos do 6.° ano. As tarefas apresentadas
foram criadas e aperfeicoadas no quadro de um projeto baseado nos principios do design
research. A analise das estratégias dos alunos permitiu formular quatro principios
orientadores do design de tarefas de calculo mental, que realcam a importancia do uso de
contextos, de diversas representacdes dos numeros racionais, do nivel cognitivo das tarefas
e de conhecimentos sobre estratégias e erros dos alunos.

Palavras-chave: Célculo mental, NUmeros racionais, Estratégias dos alunos, Design de
tarefas.

Introducéo

Promover o célculo mental na sala de aula ao longo do ensino bésico potencia o
desenvolvimento de aprendizagens sobre nimeros e opera¢cdes em diversos conjuntos
numéricos. Na perspetiva de varios autores (e.g., Bourdenet, 2007; Taton, 1969) desenvolver
o calculo mental dos alunos contribui ndo s6 para a consolidacdo de aprendizagens e afericao
de conhecimentos, mas desenvolve nocdes de ordem e de ldgica e outras capacidades
importantes para a aprendizagem matematica dos alunos, tais como concentracéo, reflexao
e sentido critico.

Na perspetiva de Ponte (2005), as tarefas determinam em grande parte, as “oportunidades de
aprendizagem oferecidas aos alunos” (p. 31). Esta ¢ uma perspetiva partilhada por Ainley,
Bills e Wilson (2005) ao considerarem gque uma tarefa proposta de forma intencional fornece
aos alunos oportunidades para usar e aprender sobre ideias matematicas especificas, de
forma a poderem apreciar a sua utilidade. Neste sentido, a realizacdo de tarefas de célculo
mental representa uma oportunidade para envolver os alunos em atividades matematicas que
Ihes permitem pensar sobre numeros, operacdes e suas relacdes e desenvolver estratégias de
calculo.
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Para Thompson, Carlson e Silverman (2006) as tarefas tém trés propositos: envolver os
alunos numa determinada pratica; promover a abstracdo reflexiva; e possibilitar discussdes
onde alunos e professores partilham o mesmo objeto de discurso. Estes propésitos remetem-
nos para a necessidade de criar tarefas que promovam praticas de calculo mental na sala de
aula e possibilitem a reflexdo dos alunos acerca das tarefas e do conteddo matematico
envolvido e a discussdo coletiva. As tarefas e a discussdo na sala de aula, enquanto aspetos
essenciais desta pratica e promotoras do desenvolvimento do conhecimento matematico dos
alunos, sdo decisivas para a construcdo de um reportdrio de estratégias de calculo mental.

Considerando estes propdsitos como pontos de partida para o design de tarefas de calculo
mental, o objetivo deste estudo é identificar aspetos nas estratégias dos alunos, ao longo de
uma experiéncia de ensino, que possam apoiar a definicdo de principios orientadores para o
design de tarefas de calculo mental com nimeros racionais positivos para alunos do 6.° ano.

Design de tarefas de calculo mental com nimeros racionais

As préticas de célculo mental na sala de aula requerem a elaboragdo cuidadosa de tarefas.
Para isso € importante definir céalculo mental, perceber o que este envolve e que
conhecimentos acerca dos numeros racionais podem ser contemplados e desenvolvidos
através das tarefas.

Célculo mental

Reys, Reys, Nohda e Emori (1995) indicam que o calculo mental se refere aos processos
mentais usados para calcular um resultado aritmético exato sem a ajuda de dispositivos
externos. Seguindo em parte esta perspetiva, consideramos que o calculo mental é um
calculo exato ou aproximado, efetuado mentalmente de forma répida e eficaz, e que,
recorrendo a modelos mentais (Johnson-Laird, 1990), faz uso de factos numéricos, regras
memorizadas e relacdes entre nimeros e operacdes, sendo possivel recorrer a registos
intermédios em papel.

Para calcularem mentalmente, os alunos necessitam de compreender a grandeza e valor dos
nameros, o efeito das operagdes sobre 0s nimeros, saber factos numéricos que Ihes permitam
calcular rapidamente e com precisdo, e serem capazes de fazer estimativas e avaliar a
razoabilidade de um resultado (Heirdsfield, 2011). Dado que o célculo mental com nimeros
racionais envolve um raciocinio mais complexo do que com ndmeros naturais (Barnett-
Clarke, Fisher, Marks & Ross, 2010), o recurso a regras memorizadas pode, por vezes, apoiar
0 pensamento relacional dos alunos (Empson, Levi & Carpenter, 2010). O pensamento
relacional é um aspeto importante do calculo mental pois refere-se a capacidade para usar
propriedades fundamentais das operacdes e a nog¢do de igualdade, para analisar e resolver
problemas tendo em conta o seu contexto (Empson et al., 2010). Baseia-se em relag0es
numéricas e o seu desenvolvimento serve de suporte a transi¢do da aritmética para a algebra
(Carpenter, Franke & Levi, 2003).

No célculo mental, para além do uso de factos numéricos (e.g., tabuadas), regras
memorizadas (e.g., multiplicacdo por poténcias de 10) e relagcbes numéricas (e.g., conversao
entre representacfes), a teoria dos modelos mentais (Johnson-Laird, 1990) permite
compreender as estratégias dos alunos. Quando estes calculam mentalmente, recorrem a
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representacfes mentais para relacionar nimeros e operacdes com as experiéncias e
conhecimentos que possuem acerca do mundo real, incluindo conhecimentos sobre
Matematica. Segundo esta teoria, o individuo constroi representacbes mentais acerca do
mundo que o rodeia, as quais recorre para compreender a realidade e fazer inferéncias. Estas
representacdes podem ser; (i) modelos, se representam percecdes gerais do mundo real (e.g.,
usar um contexto de saldos para calcular 25% de 20); (ii) imagens, se envolvem uma
percecdo mais especifica da realidade onde se identificam algumas caracteristicas do objeto

(e.g., relacionar 5 Com uma piza dividida em duas parte iguais da qual apenas se considera

uma); (iii) representacdes proposicionais, se representam proposicdes verdadeiras/falsas
desempenhando um papel importante no processo de inferéncia (e.g., para calcular x na
expressdo 40% de x = 48, usa uma sequéncia de proposigdes para chegar a solugdo: “se 48
corresponde a 40%, 48-4 corresponde a 10%, ou seja 12. Entdo, como 10%x10 é 100%,
12x10 corresponde a x”). Assim, quando os alunos calculam mentalmente recorrem as suas
representacdes mentais da realidade (modelos, imagens ou representagdes proposicionais)
para mobilizar factos numéricos, regras memorizadas e relacbes numeéricas.

NUmeros racionais

Diversos autores (e.g., Bell, 1993; Callingham & Watson, 2004; Caney & Watson, 2003;
Galen, Feijs, Figueiredo, Gravemeijer, Herpen & Keijzer, 2008; Lamon, 2006) apontam
aspetos relativos a aprendizagem dos nimeros racionais que importa ter em conta no design
de tarefas de calculo mental. Um desses aspetos, como refere Bell (1993), é o contexto em
gue 0s nimeros racionais sdo apresentados e abordados com os alunos. Segundo o autor, um
conhecimento estruturado, por norma, estd relacionado com o contexto em que foi
aprendido, sendo dificil transpor esse conhecimento para novas situac@es. Galen et al. (2008)
acrescentam ainda que o contexto pode ajudar os alunos a dar significado aos nimeros.

Outro aspeto prende-se com o uso de diversas representacGes dos nimeros racionais
(decimal, fracdo, percentagem) com o intuito de ajudar os alunos a relacionarem diferentes
representacdes (Caney & Watson, 2003) e a estabelecerem relacdes entre representacdes e
imagens mentais de determinados conceitos matematicos (Swan, 2008). Os nimeros de

referéncia (e.g., é 75%, 0,25), desempenham um papel importante no apoio ao
estabelecimento destas relagdes.

O conhecimento acerca das estratégias dos alunos e niveis de calculo mental com ndmeros
racionais (Callingham & Watson, 2004; Caney & Watson, 2003) apoia o professor na
construcdo de tarefas que possam desenvolver determinado tipo de estratégias, bem como
na compreensdo das estratégias e dos conhecimentos matematicos usados pelos alunos.
Quando estes calculam mentalmente, por vezes, as suas estratégias dao origem a solucdes
incorretas, fruto de erros que cometem. Por exemplo, os alunos ao percecionarem uma fragéo
como dois numeros e ndo apenas um, na adicdo de fracdes, adicionam numeradores e
denominadores (Lamon, 2006). Outras vezes generalizam propriedades (Carpenter et al.,
2003) de modo invalido, como é o caso da propriedade comutativa, que se aplica & adi¢éo e
multiplicacdo mas ndo a subtracdo e divisdo. Na perspetiva de Mclntosh (2006), os alunos
cometem erros essencialmente de natureza concetual (quando ndo compreendem a natureza
dos nimeros ou a operacgdo envolvida) ou processual (quando sabem que estratégia usar e
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ao po-la em pratica cometem erros por falta de atencdo). Este autor indica ainda que 0s erros
processuais sdo mais comuns no trabalho com ndmeros naturais e os erros concetuais séo
mais comuns no trabalho com nimeros racionais. A compreensdo dos erros dos alunos ajuda
0 professor a percecionar esses mesmos erros nas discussdes de sala de aula e a usa-los como
oportunidades para esclarecer concecdes erradas dos alunos.

Metodologia de investigacéo

Este estudo é qualitativo e interpretativo (Denzin & Lincoln, 2005) com uma metodologia
de design research (Cobb, Confrey, diSessa, Lehere & Schauble, 2003). Participam duas
professoras e duas turmas do 6.° ano (39 alunos), que ja trabalharam os nimeros racionais
nas suas varias representacdes (decimal, fracdo, percentagem) e a primeira autora (a partir
deste momento designada por investigadora) como observadora participante. O estudo
desenvolveu-se em trés fases (figura 1): preparacao, experimentacédo e analise.

A preparagdo envolveu uma primeira revisdo de literatura e um estudo preliminar, com
alunos do 5.° ano de outra escola, baseado num prot6tipo de experiéncia de ensino com 6
tarefas de calculo mental, com o intuito de perceber estratégias e erros dos alunos no célculo
mental com numeros racionais e as dindmicas inerentes a realizacdo de uma experiéncia de
ensino centrada em tarefas de calculo mental e na discussdo coletiva dessas tarefas. Foi
construida uma experiéncia de ensino com 10 tarefas de célculo mental, partindo da
conjetura de que um trabalho regular realizado durante dois periodos letivos, baseado em
tarefas de calculo mental em contextos matematicos e de resolucdo de problemas com
ndmeros racionais envolvendo as quatro operacgdes e centrada na discussdo das estratégias,
erros e dificuldades dos alunos no 6.° ano, contribui para o desenvolvimento do seu
reportdrio de estratégias e para a melhoria gradual do seu desempenho em tarefas de célculo
mental, levando-os a cometerem cada vez menos erros. O estudo envolveu alunos do 6.° ano
pelo facto de estes ja terem abordado todas as operagfes com nimeros racionais.

A fase de experimentacdo contemplou dois ciclos, um em 2012 e outro em 2013. Os dados
foram recolhidos recorrendo a observacéo direta das aulas em que se realizaram tarefas de
calculo mental e de reunides de preparacdo/reflexdo da experiéncia de ensino com as
professoras participantes. A experiéncia de ensino foi elaborada pela investigadora e
discutida com as professoras da turma que a realizaram na sala de aula. A gestao da discussédo
na sala de aula foi da responsabilidade das professoras, intervindo a investigadora
pontualmente para esclarecer aspetos relacionados com a comunicacao de estratégias e erros
dos alunos. As reunides de trabalho com as professoras foram audio-gravadas e as aulas de
calculo mental foram &udio e video-gravadas para posterior analise e reflexdo acerca dos
momentos de discusséo coletiva.
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Preparacao | Realizagao Analise

(" -Estudo
preliminar -Ciclo de -Anilise
- experimentag retrospetiva
-Construcao da Iell

\_'EX periencia

Reflexdo

Refinamento do quadro tedrico e da experiéncia
de ensino; revisdo de literatura

Figura 1. Fases de desenvolvimento do estudo.

Na fase de andlise foram visionados os episodios de aula com o intuito de identificar as
estratégias e os erros de célculo mental que os alunos referem nos momentos de discusséo.
Consideramos trés categorias de estratégias, nomeadamente, baseadas: (i) em factos
numéricos; (ii) em regras memorizadas; e (iii) em relaces numéricas. Estas categorias (e
suas subcategorias) foram construidas com base em estudos anteriores (e.g., Caney &
Watson, 2003) e nos dados recolhidos. O nome dado a estratégia do aluno foi escolhido em
funcdo do elemento mais forte presente na sua estratégia (i.e., se faz um uso forte de relagdes
numéricas, nomeadamente da relacdo parte-todo é considerada uma estratégia de categoria
“relagdes numéricas” e subcategoria “comparagdo parte-todo”). Sendo as representagdes
mentais dos alunos (modelos, imagens ou representagdes proposicionais) comuns a todas as
categorias, ndo as consideramos como uma quarta categoria, optando por analisa-las sempre
que estdo explicitas nas estratégias dos alunos.

Para analisar os erros dos alunos usamos duas categorias sugeridas por MclIntosh (2006): (i)
erro concetual; e (ii) erro processual, dentro das quais construimos diversas subcategorias

1,2 _3 - , . .
(e.g., 5+7 = ¢ erro de categoria “concetual” uma vez que ndo compreende 0 significado

de uma fracdo e subcategoria “opera com numeradores e denominadores na adicdo de
fragdes”).

As trés fases do estudo foram acompanhadas por uma reflexdo individual, por parte da
investigadora, e coletiva, entre esta e as professoras nas reunides de preparacdo/reflexdo nos
dois ciclos de experimentacdo. Esta reflexdo, em conjunto com uma continua revisao de
literatura, permitiu melhorar e aprofundar ndo s6 o quadro concetual mas também as
conjeturas de ensino e aprendizagem e a experiéncia de ensino, tendo levado a diversos
ajustes nas tarefas. As tarefas que apresentamos neste artigo sdo fruto deste refinamento
constante.

A experiéncia de ensino

A experiéncia de ensino é composta por 10 tarefas de calculo mental, que denominamos de
“Pensa rapido!” e que foi aperfeigoada ao longo dos dois ciclos de experimentacdo. Sao
tarefas em contextos matematicos (exercicios) e extramatematicos (problemas) que foram
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projetadas semanalmente na sala de aula com recurso a um PowerPoint temporizado. No
primeiro ciclo de experimentacéo foram realizadas sete tarefas envolvendo exercicios, duas
com problemas e uma envolvendo exercicios e problemas. No segundo ciclo de
experimentacao foi feita uma reorganizacéo, dando origem a cinco tarefas com exercicios e
cinco tarefas com exercicios e problemas. Esta reorganizacdo emergiu da necessidade dos
alunos darem sentido aos nimeros usando situacdes contextualizadas (Galen et al., 2008).

Cada tarefa é constituida por duas partes, cada uma das quais com cinco exercicios ou quatro
problemas. A primeira parte envolve a realizacdo de um primeiro conjunto de questdes, que
culmina com um primeiro momento de discusséo coletiva de estratégias e erros dos alunos
que possa influenciar positivamente a realizagdo da segunda parte da tarefa. A segunda parte
envolve a realizacdo de um novo conjunto de questdes e um novo momento de discusséo.
Os alunos tém 15 segundos para resolver cada exercicio e 20 segundos para resolver cada
problema individualmente e anotar o resultado numa folha de registo. No final de cada uma
das partes, os momentos de discusséo coletiva ttm uma duracgéo entre 30 e 90 minutos. Nas
tarefas em contexto matematico cada uma das partes contém cinco exercicios, intercalando-

~ o 1 1 ~
se expressdes numeéricas (e.g., St5= ) com expressoes de valor em falta (e.g., 0,7 +__=1).

As expressdes de valor em falta representam um contexto de aprendizagem promotor de
pensamento relacional ao invés de uma aplicacdo direta de procedimentos de calculo
(Carpenter et al., 2003), pelo que decidimos inclui-las nas tarefas. Nas tarefas com problemas
(e. 9., Uma camisola custa 25€. O Vasco comprou-a com 20% de desconto. Calcula o valor
do desconto), cada parte € constituida por quatro problemas. A dinamica de realizacdo das
tarefas € igual ao longo de toda a experiéncia de ensino. A opcao por tarefas envolvendo
exercicios e problemas teve o objetivo de ajudar os alunos a dar significado aos numeros
através da relacdo entre situacbes contextualizadas e representacGes simbdlicas que as
podem representar e resolver.

Privilegiamos o uso de nimeros racionais em diferentes representacdes (decimal, fracéo e
percentagem) (ver figuras 3 e 6), estando a representacdo usada em cada tarefa de acordo
com o topico que as professoras estavam a trabalhar. No momento em que se estudam
volumes usa-se sobretudo a representacdo decimal, no estudo das relacoes e regularidades a
representacdo em fracdo e em estatistica usam-se as trés representacdes. Esta op¢do permite
desenvolver o calculo mental de forma integrada com a aprendizagem dos nudmeros
racionais, prolongada no tempo e estabelecendo relacdes entre diferentes topicos
matematicos. Recorremos ao uso de numerais decimais com o Ultimo digito par, nimeros
maltiplos de 5 e de 10 e nimeros de referéncia para facilitar a equivaléncia entre as
representacdes decimal, fracionaria e percentagem. Enfatizamos a importancia de algumas
relacfes numéricas fazendo-as surgir em diversas expressdes ao longo das 10 tarefas (e.g.,

dividir por % é 0 mesmo que multiplicar por 2).

O conhecimento dos possiveis erros dos alunos apoiou-nos na construcdo de tarefas que
pudessem promover o aparecimento de determinados erros para que, no momento de
discussdo coletiva, pudessem ser abordados e discutidos com o intuito de esclarecer
eventuais concecles erradas. Assim, na adicdo e subtragdo de numeros racionais
representados por fragdes existem situacdes em que os denominadores séo diferentes (e.g.,
discutir o erro de adicionar numeradores e denominadores), na representacdo decimal
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surgem operagdes envolvendo décimas e centésimas (e.g., enfatizar a importancia do valor
posicional, especialmente na multiplicacdo e divisdo), e na representacdo em percentagem
selecionamos numeros que permitissem obter um resultado correto seguindo uma estratégia
errada (e.g., para calcular 20% de 25, em que o célculo de 25-20 d& o mesmo resultado que
0,2 x 25).

As tarefas permitem ndo sO rever e consolidar o trabalho com ndmeros racionais de
referéncia, mas também ampliar estratégias de calculo mental e conduzir & diminui¢éo dos
erros dos alunos. Mas as tarefas, por si so, sdo insuficientes para desenvolver o célculo
mental. Tal como refere Thompson (2009), é fundamental que o professor crie um ambiente
de sala de aula onde os alunos se sintam confortaveis a partilhar as suas estratégias, em que
o professor oiga atentamente as suas estratégias e as reforce positivamente, contribuindo para
a melhoria do conhecimento pelos alunos dos nimeros e das operagdes e sua capacidade de
implementar estratégias eficazes. O professor deve também assegurar-se que os alunos
tiveram oportunidade de experienciar situacdes diversificadas de calculo mental para assim
desenvolverem estratégias cada vez mais sofisticadas. Acrescentamos ainda a importancia
do questionamento na sala de aula, quer no sentido professor-aluno, quer entre alunos, por
exemplo: Como pensaste? Como chegaste ao teu resultado? O que pensam da estratégia do
colega? Quem consegue explicar o erro do colega? Em que aspeto é que a tua estratégia é
diferente da do teu colega? Estas questdes tém o objetivo de ajudar o aluno a explicar e a
clarificar como pensou e a ser critico face as explicagdes dos colegas, gerando-se um
ambiente de partilha onde se vai construindo um reportorio de estratégias e se validam as
estratégias dos alunos, através da interacdo entre eles.

Tarefas e estratégias dos alunos

Com o objetivo de desenvolver principios orientadores do design de tarefas de calculo
mental com nameros racionais para alunos do 6.° ano, analisamos as suas estratégias em
algumas questbes de calculo mental. Procuramos perceber que ideias emergem dessas
mesmas estratégias, que possam informar a definigao de principios orientadores.

A expressao de valor em falta que apresentamos na figura 2 foi realizada na tarefa 2 com o
objetivo de ajudar os alunos a estabelecerem relagfes numeéricas, tal como fez Ana, que a
partir de uma multiplicacdo conhecida (facto numérico) completa o valor em falta numa

- , - ~ 1 1
divisdo. Ana podera ter em mente uma imagem mental da operacéo >X3 (e.g., metade de

metade de um chocolate), embora isso ndo esteja explicito na sua explicacdo. No que se
refere a Jodo, este ndo apresenta uma estratégia de resolu¢do num primeiro momento, apenas
o faz depois de Ana dizer o seu resultado. Jodo usa o algoritmo de diviséo de fragGes (inverte
e multiplica), para confirmar o resultado da colega apresentando uma postura apreensiva

2 ~ 1 ~ A
face ao resultado , € Nao > como estava na expressao. Embora o pretendéssemos, os alunos
~ . R 1 T ~
nédo associaram a divisao por Scoma multiplicacdo por 2, talvez pelo facto do valor em falta
1 - . ~ - R . ..
ser . Mas, curiosamente, Ana partiu da operacao inversa da divisao para descobrir o divisor,

~ . . 1 1 . , . . . -
embora ndo no sentido esperado (i.e., Reby ), pois pretendiamos discutir a aplicabilidade da
operacdo inversa com os alunos em situacBes cujo valor em falta é o divisor. O
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conhecimento, por parte do professor, acerca das possiveis estratégias dos alunos revela-se
importante nesta questdo uma vez que sera pertinente discutir e refletir acerca da eficacia
destas duas estratégias.

Tarefa 2 1 1
arefa e _Z
9 g7 =3

Relacionar 1/2 com 1/4 e a divisdo por 1/2 com a multiplicacédo por 2,

Objetivo onde ndo & possivel recorrer a operacdo inversa da divisdao para

resolver a expresséo.

Ana: Como eu sei que 1/2X1/2 da 1/4 pus logo 1/2.
Estratégia

dos alunos Jodo: Para dar 1/2... se pusessemos ali 1/2, tinhamos de ir inverter

depois 1/2 e multiplicar, que dava I'X2, 2 e 4X1, 4.

Figura 2. Analise de uma questdo da tarefa 2.

Na tarefa 3 (figura 3) surge a representacdo decimal e fracionaria em simultaneo. Dina
apresenta uma estratégia onde explicita a relacdo numérica que pretendiamos discutir. A

L, . e , 1
estratégia de Marta revela-nos um erro comum dos alunos na divisdo de um nimero por >

1 ~ .
Marta reconhece que 5 Tepresenta metade e calcula metade de 2,4 ndo considerando que a

divisdo por um numero racional menor do que 1 produz um quociente superior ao dividendo.
Este € um erro concetual onde o sentido de operacdo nao esta devidamente compreendido.
Nesta expressdo, a relacdo numérica, ndo detetada pelos alunos na expressdo anterior, ganha
sentido e torna-se explicita através da estratégia de Dina. O conhecimento acerca dos erros
dos alunos ajuda o professor a detetar e a esclarecer erros, como 0 cometido por Marta.

1
Tarefa 3 )24 2
. Dividir um numeral decimal por 1/2 e reforcar a relacdo com a
Objetivo Con ’ ’
multiplicacio por 2.
Dina: Dividir por 1/2 ¢é equivalente a multiplicar por 2, foi 0 que eu
fiz.
Estratégia o o o
dos alunos Marta: Deu-me 1,2. Enfdo fiz 2,4 a dividir por 1/2. Primeiro dividi o

2 por 1/2 que me deu I e depois dividir 4 por 1/2 e deu-me um... e
pus 1,2... deu-me 2.

Figura 3. Analise de uma questdo da tarefa 3.

Na tarefa 4 (figura 4) os alunos adicionaram/subtrairam ndmeros racionais na representacao
decimal. As estratégias apresentadas por Rogerio e Acacio apresentam pontos de partida
distintos. Rogério relaciona parte-todo (quanto preciso adicionar a 7 para obter 10) e,
recorrendo a factos numéricos (adi¢cdes que ddo 10), chega ao resultado 3. O aluno podera
ter mudado de representacdo (operando com numerais decimais como se fossem nimeros
naturais) ou pode ter operado pensando na leitura oral dos decimais (7 decimas mais 3
décimas da 10 décimas). Por fim, “tira o zero” ao 10 e indica como resultado 3 décimas.
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07+ =1
Tarefa 4
L Relacionar um numeral decimal com a unidade usando da relacéo

Objetivo ;
parte-todo.
Rogério: Eu vi logo que para dar 1, era que 7+3 dd 10. Eu tirei o
zero e vi logo que € 0,3.

Estratégia i ] ) ] L

dos alunos Acdcio: Fu sabia que 0,7 é 70 centimos. 70 céntimos para 100
[céntimos] falta 30 céntimos. Entdo 0,3 porque sei que 0,3 é 30
CEntimos.

Figura 4. Analise de uma questdo da tarefa 4.

A estratégia de Acécio remete-nos para o uso de um modelo mental de um contexto de
dinheiro para realizar o calculo. Relaciona parte-todo como Rogério e, de forma sistematica,
compara o numeral decimal (e.g., 0,7) com a verbalizacdo do valor correspondente em
dinheiro (e.g., 70 céntimos). O recurso a expressoes de valor em falta (figuras 2 e 4) quando
comparado com outras expressoes (figura 3) revela promover o estabelecimento de relagdes,
talvez pelo grau de dificuldade que envolvem e pela impossibilidade de aplicacdo direta de
uma regra. Contudo, estes dois tipos de expressdes desempenham um papel importante na
criacdo de uma rede de relacbes numéricas por parte dos alunos, onde a utilizagdo de
nameros de referéncia é essencial.

Na tarefa 6 (figura 5) surge um problema que se relaciona com a questdo apresentada na
figura 3, uma vez que pode ser resolvido usando a mesma operagao e 0 mesmo conceito de

- , 1 . . . ~
divisdo de um numero por > Este problema surge com o intuito de contextualizar expressfes

matematicas, ajudando os alunos a estabelecerem relacfes entre 0s contextos e as
representacdes simbolicas que podem representar esses mesmos contextos (Bell, 1993).

f) Uma tina tem de capacidade 22,51 . Quantos baldes de% [ sdo
necessarios encher para despejar por completo a tina?

Tarefa 6

Objetivo Dividir um numeral decimal poruma fracio que representa “metade”.

Eva: Deu-me 45 baldes. Bastou mulfiplicar 22,5 lifros por 2 e deu-
Estratégia me logo . . . Porque 1/2 para dar uma unidade tem que se somar 5
dos alunos décimas duas vezes entdo era a multiplicar por 2.

Jodo: Eu vi que dividir por 1/2 € o mesmo que multiplicar por 2.

Figura 5. Anélise de uma questdo da tarefa 6.

Atraveés das estratégias de Eva e Jodo, percebemos que ambos reconhecem a relagdo que
pretendiamos enfatizar com esta questdo. A forma como Jodo explicita a sua estratégia leva-
nos a perceber que este memorizou a relacdo numérica, enquanto Eva o faz de forma

. 1 . . ~ J]
pensada, relacionando 5 com 0,5 e estas partes com a unidade. A discussao da estratégia de

Eva ajuda a dar sentido a relagdo memorizada por Jodo. Este € um aspeto que emerge do uso
de situacdes contextualizadas a par de exercicios onde € possivel estabelecer relagédo entre
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eles. Outro aspeto € o facto das situacdes contextualizadas poderem criar modelos mentais a
que os alunos recorrem em contextos matematicos (como fez Acécio na tarefa 4).
Salientamos ainda a mudanca de representacdo como um aspeto facilitador do raciocinio dos

o . . e 1
alunos. A facilidade com que transitam entre representagdes (“Porque > para dar uma

unidade tem que se somar 5 décimas duas vezes ”), para pensarem e efetuarem o célculo, sé
é possivel se apostarmos no uso simultdneo de diversas representacdes dos numeros
racionais.

Na tarefa 8 (figura 6) surgem as representacfes decimal, fracionaria e percentagem e o

. . 1 1.1 . . ~
numero racional como operador (e.g., 3 de 33 de 0,18). Seleciondamos a questdo d) por

ilustrar a forma como alguns alunos conseguiram “mobilizar” conhecimentos provenientes
de discussdes anteriores, nas suas estratégias, e por ser possivel identificar o recurso a uma
representacdo mental (representacdes proposicionais).

d) 20% de 50

Tarefa 8
Objetivo Calcular o valor de uma percentagem multipla de 10.
Eva: Eu mobilizei uma conta que estava na parte anterior [0,2
de 10], na primeira parte que era, duas décimas vezes 10, acho
Estratégia eu. E entdo duas décimas ¢ 20% vi logo isso e depois vi que
dos alunos dava 2 na outra. Enido... e entdo multipliguei o resultado, o

outro resultado por 3 porque 10 a multiplicar por 5 dd 30.
Entdo mulfiplicamos o resultado da outra por 3 e deu 10.

Figura 6. Analise de uma questéo da tarefa 8.

Atraveés da estratégia de Eva é possivel perceber que esta reconhece que 20% é equivalente
a 0,2 bem como o facto numérico 0,2x10=2 que recorda de uma discussdo anterior.
Relaciona duas expressdes com base numa representacao proposicional: se 0,2x10 é 2 entdo
0,2x50 €é 10 pois se 10x5=50 logo 2x5=10. Ao assumir que 20% ¢é equivalente a 0,2, Eva
compara os valores sobre os quais tem de aplicar a percentagem e verifica que, se 50 (de
20% de 50) é 5 vezes maior que 0 10 (de 0,2 de 10), o resultado 2 (de 0,2 x10) tera de ser
igualmente 5 vezes maior, para obter o resultado 10 (de 20% de 50). Eva mostra mais uma
vez facilidade em transitar entre representagdes (percentagem para decimal) e apresenta uma
estratégia complexa envolvendo relagbes numeéricas entre 0,2x10 e 20% de 50, embora
pudesse ter recorrido ao calculo de 10% como referéncia e posteriormente duplicado o valor
obtido.

Por fim, na tarefa 10 (figura 7), o problema que apresentamos pretende ser mais uma situacao
contextualizada que pode ser representada simbolicamente através de uma expressao
semelhante a apresentada na figura 4. Este problema envolve a relacdo parte-todo, mas
também o reconhecimento de que, como diz Diogo na sua explicagao: “A frequéncia relativa
no total tem que dar uma unidade”. Diogo consegue avaliar corretamente os dados do
problema e selecionar a operacao que o conduz a solucdo correta. A sua estratégia baseia-se
na relacdo parte-todo: “Se esta la 40 centésimas, 40 centésimas para uma unidade faltam 60
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centésimas”. Este foi um dos problemas onde os alunos tiveram mais dificuldades em
calcular mentalmente, talvez por ndo conseguirem interpretar a frequéncia relativa da forma
como Diogo o fez, uma vez que o célculo envolvido era relativamente facil. Os problemas
apresentam um nivel de complexidade superior ao dos exercicios uma vez que exigem a
compreensdo do contexto e selecdo da operag¢do enquanto nos exercicios, a operacao esta
explicita.

a) Lancou-se uma moeda ao ar 20 vezes e registaram-se os valores
numa tabela de frequéncias relativas. Se a face Euro corresponder

Tarefa 10 . . " .
0,40 de frequéncia relativa, qual a frequéncia relativa da face
nacional?
L Relacionar um numeral decimal com a unidade usando a relacédo
Objetivo :
parte-todo.
Estratéeia Diogo: E 60 centésimas . . . Porque eu sei que a frequéncia relativa
8 no fotal tem que dar uma unidade. Se estd ld 40 centésimas, 40
dos alunos .- . ..
centésimas para uma unidade faltam 60 centésimas.
Figura 7. Anélise de uma questéo da tarefa 10.
Concluséao

A andlise das estratégias dos alunos refor¢ou alguns aspetos, que consideramos importantes
contemplar nas tarefas de calculo mental com ndmeros racionais, e fez emergir outro, como
a importancia do nivel de exigéncia cognitiva das tarefas sobre o qual ndo tinhamos pensado
previamente. Para n6s 0s contextos sempre foram importantes mas, dentro destes, o nivel de
exigéncia cognitiva das tarefas revelou ser um aspeto mais essencial, pelas oportunidades de
aprendizagem que proporciona no que se refere ao estabelecimento de relagdes numéricas e
da qual destacamos as expressoes de valor em falta.

Os aspetos identificados permitem enumerar diversos principios orientadores para o design
de tarefas de céalculo mental:

Principio 1- Usar contextos que possam ajudar os alunos a dar significado aos nimeros. O
uso de contextos matematicos e problemas com situacGes contextualizadas ajuda os alunos
a darem significado aos nimeros (Galen et al., 2008) e a transitarem entre diferentes
contextos (Bell, 1993) onde podem usar estratégias semelhantes para os resolver. Os
contextos através dos quais se abordam os nimeros racionais podem proporcionar a criagdo
de modelos mentais (Johnson-Laird, 1990) aos quais 0s alunos recorrem gquando necessario.

Principio 2 — Usar diversas representacdes de um numero racional. O recurso a diversas
representacfes de um ndmero racional (decimal, fracdo e percentagem) e a numeros de
referéncia facilitam a equivaléncia entre representacbes (Caney & Watson, 2003) e
operacdes e o0 estabelecimento de relacbes entre representacdes e imagens mentais de
determinados conceitos matematicos (Swan, 2008).

Principio 3 — Usar tarefas com diferentes niveis de exigéncia cognitiva. Tarefas com
caracteristicas diferentes podem levar os alunos a desenvolverem estratégias baseadas em
raciocinios diversos (Henningsen & Stein, 1997). O uso de diferentes contextos (como 0s
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referidos no principio 1) proporciona oportunidades de aprendizagem com niveis de
exigéncia cognitiva diversificados. Enquanto os problemas sdo de nivel cognitivo alto por
exigirem ao aluno uma andlise mais cuidada do contexto e a sele¢cdo da operacéo a utilizar,
0s exercicios (expressdes sem valor em falta) sdo de nivel de exigéncia cognitiva baixa pois,
na sua maioria, apelam ao uso de procedimentos simples. Dentro dos exercicios, destacamos
o0 papel das expressdes de valor em falta como sendo questdes de nivel de exigéncia cognitiva
elevada pela oportunidade que representam para desenvolver o pensamento relacional dos
alunos e consequentemente um suporte & aprendizagem da Algebra (Carpenter et al., 2003).

Principio 4 — Ter em conta a investigacao sobre o calculo mental e os nimeros racionais.
O conhecimento acerca do que envolve o célculo mental (Heirdsfield, 2011) e da
aprendizagem dos numeros racionais, no qual se inclui a importancia dos aspetos
enumerados nos principios 1 e 2, bem como as possiveis estratégias e erros dos alunos (e.g.,
Caney & Watson, 2003) apoiam a selecdo de nUmeros e contextos que promovam 0
desenvolvimento de estratégias de calculo mental e potenciem relagdes entre nimeros e
operacoes.

Os quatro principios apresentados contemplam um vasto leque de conhecimentos sobre
nameros e operacBes que permitem construir tarefas de calculo mental capazes de promover
nos alunos o desenvolvimento de capacidades de calculo e de conhecimentos sobre nimeros
e operacdes, mas também oportunidades para discutir aprendizagens que necessitam de ser
aprofundadas e/ou revisitadas. Reforcamos a ideia de que as tarefas sdo o ponto de partida
para a atividade matemaética dos alunos e a sua realizacdo na sala de aula deve promover a
reflexdo e ser objeto de discussao para que se construam conhecimentos de forma coletiva.
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A TAREFA COMO INSTRUMENTO DE DESENVOLVIMENTO
DA FLEXIBILIDADE DE CALCULO
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Escola Superior de Educacéo, Instituto Politécnico de Lisboa
Unidade de Investigacéo do Instituto de Educagéo, Universidade de Lishoa
lurdess@eselx.ipl.pt, margaridar@eselx.ipl.pt

Resumo: Este artigo insere-se no Projeto Pensamento numérico e calculo flexivel: Aspetos
criticos e situa-se no &mbito de um dos seus objetivos: o design de tarefas, tendo em conta
0 conhecimento atual sobre nimeros e opera¢Ges. Comeca por discutir teoricamente o
constructo de flexibilidade de calculo bem como os fundamentos subjacentes ao design de
tarefas. Seguidamente, apresenta uma tarefa envolvendo a estrutura aditiva e discute dois
niveis diferentes de desenvolvimento do pensamento numérico a que correspondem duas
abordagens diferentes de exploracgéo da tarefa pelos alunos. Visa-se articular o conhecimento
sobre a evolucdo dos conhecimentos numéricos dos alunos e a caracterizagdo das suas
trajetorias de aprendizagem, com o suporte profissional dos professores para praticas que
favorecam essa mesma evolucao. Esta hierarquizacao de diferentes desempenhos dos alunos
¢ suportada por resultados empiricos obtidos com a conducdo de entrevistas clinicas
individuais a quatro alunos, dois do 1.° ano e dois do 2.° ano. Assim, 0 presente artigo
apresenta o processo ciclico inerente ao design de uma tarefa em particular: (1) a tarefa
pensada como adequada para desenvolver o calculo mental flexivel e adaptativo dos alunos;
(2) andlise do que as criangas reparam nos nUmeros € como usam 0 seu conhecimento
numérico e operatdrio para resolver a tarefa em causa ao longo das entrevistas clinicas; e (3)
reformulacéo da tarefa.

Palavras-chave: design de tarefas, raciocinio aditivo, calculo flexivel, relagdes numéricas

Introducéo

Esta comunicacdo insere-se no Projeto Pensamento numérico e célculo flexivel: Aspetos
criticos que esta a ser desenvolvido por docentes das Escolas Superiores de Educacdo de
Lisboa, Setubal e Portalegre, tendo como objetivos: (i) Identificar os conhecimentos
conceptuais dos alunos que estdo em jogo nos diferentes niveis de compreensdo das
operacdes/relacdes numéricas; (ii) Analisar se e como estes conhecimentos Ihes permitem
usar flexivelmente o calculo mental e (iii) Retirar implicagdes para a construgdo e exploracado
de tarefas, a formacdo de professores e a avaliacdo diagnostica do desenvolvimento do
calculo mental. Incide, em particular, numa das dimensdes do 3.° objetivo do Projeto: a
construcdo de tarefas. Assim, comecamos por discutir as diferentes perspetivas sobre
flexibilidade de calculo no que se refere & adigdo e subtracdo, presentes na literatura, e
também a problemética da construcdo e adaptacdo de tarefas Uteis para o0 seu
desenvolvimento. Seguidamente, apresentamos uma tarefa concebida para trabalhar de
modo flexivel a estrutura aditiva e respetivos niveis diferenciados de desempenho,
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discutindo os aspetos que foram considerados no seu design, com base no enquadramento
tedrico bem como nos resultados empiricos obtidos em entrevistas clinicas individuais
realizadas a quatro alunos, onde foi proposta para exploragéo a referida tarefa.

Célculo flexivel

O NCTM (2000) afirma que ser proficiente num dominio complexo como a Matematica
implica a capacidade de usar o conhecimento de modo flexivel, aplicando, de modo
apropriado, o que é aprendido numa situagdo, numa outra. A ideia de flexibilidade aparece
associada ao calculo mental e a resolucdo de problemas aritméticos, devendo a escola
elementar promover o seu desenvolvimento em todos os alunos (Anghileri, 2001; NCTM,
2000). Um problema aritmético pode ser resolvido mentalmente de diferentes formas,
designadas normalmente por estratégias. Flexibilidade estratégica em célculo mental refere-
se a0 modo como o problema resolvido é afetado pelas circunstancias, sejam elas
relacionadas com as caracteristicas das tarefas especificas, ou com as caracteristicas
individuais, ou ainda com as varidveis contextuais (Threlfall, 2009). Por exemplo, um aluno
que use uma determinada estratégia de modo variavel dependendo dos nimeros envolvidos
no problema revela possuir flexibilidade estratégica.

Star e Newton (2009) definem flexibilidade como conhecimento de multiplas solucdes assim
como a capacidade e tendéncia para escolher a mais adequada para um dado problema e um
objetivo particular de resolucédo de problemas. Estes autores afirmam ainda que flexibilidade
existe num continuum; quando os alunos ganham flexibilidade eles podem primeiro mostrar
um maior conhecimento de mdltiplas estratégias, depois preferéncias particulares e por
ultimo o uso adequado da estratégia preferida. O termo adequado refere-se a estratégia mais
eficiente, isto é, aquela que exige 0 menor nimero de passos intermédios de calculo para
chegar ao resultado.

Para outros autores (Baroody & Rosu, 2006; Rathgeb-Schierer & Green, 2013), a
flexibilidade de célculo esta relacionada com o facto de os alunos, a medida que véo
desenvolvendo o sentido do numero, terem estabelecido relacbes e padrbes entre eles,
construindo assim uma teia de relacBes. Por exemplo, os alunos que reconhecem a
propriedade comutativa da adicdo, perante a necessidade de calcular 3+9, sabem que podem
fazer 9+3. O modo como esta propriedade € mobilizada, relevando ou ndo os aspetos
contextuais das tarefas, pode variar consoante a idade das criancas. A este respeito, De Corte
e Verschaffel (1987) referem que os aspetos semanticos das tarefas influenciam os alunos
mais novos na forma como as resolvem. Os alunos que compreendem as varias composicoes
de um nuimero, a partir das suas diferentes partes (e.g., 1 +7,2+6,3+5,e4+4=8...)e
decomposicdes (e.g.,8=1+7,2+ 6, 3+5, 4+ 4) desenvolvem, provavelmente, formas de
raciocinio como os “dobros + 17 (e.g., 7+ 8=7+ 7+ 1 =14 + 1) ou fazer uma “dezena”
(e.g.,9+7 =9+ 1+6=10+6). A medida que aquela teia de relacdes vai sendo construida,
vao adquirindo flexibilidade para usarem essas relacbes em situacdes concretas de célculo,
as quais dependem do seu conhecimento dos numeros e das operacgdes (Rathgeb-Schierer &
Green, 2013).

Na nossa perspetiva, o pensamento flexivel esta focado no desenvolvimento conceptual e
refere-se a um pensamento que pode ser flexivelmente adaptado tanto a tarefas familiares
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como a novas tarefas. O seu foco ndo é a estratégia de calculo mas o raciocinio quantitativo.
Este tipo de raciocinio consiste na analise de uma situacdo numa estrutura quantitativa, sendo
que esta constitui uma rede de quantidades e de relagdes quantitativas. Assim, no ambito do
raciocinio quantitativo, o que importa sdo as relagdes entre as quantidades (Thompson,
1993).

O desenvolvimento de relagcbes entre a adicdo e subtracdo pode partir de situacbes de
composicao e decomposicdo de um namero. Segundo Freudhental (1983), os alunos devem
caminhar no sentido da compreensao da estrutura da adi¢do e n&o se ficar pelo ato de juntar.
Essa estrutura implica compreender todas as relagdes expressas em

a+b=cetambémporc—-b=a (parab <c)

Num nivel superior, implica o conhecimento das propriedades: comutativa, associativa e de
equivaléncia de a + b = c e c — b = a. Esta estrutura vai crescendo a medida que se explora
N.

Mas a relacdo a + b = c, pode ser estruturada, pensando em c e pedindo a totalidade das
solucdes para 0 a e para 0 b. Por exemplo, o 7 pode ser obtido adicionando diferentes pares
de numeros, conforme apresentamos no esquema seguinte:

724 1.6 5 432 10
01234567

Este esquema apresenta uma estrutura notavel de sequéncias crescente e decrescente e uma
simetria central. A procura da resposta ao porqué desta situacdo ajuda a compreender a
estrutura aditiva do N. Também é importante verificar que os pares que sdao solucdes do
problema sdo em nimero finito e que podem ser determinados até a exaustao.

Outras listas podem ser criadas a partir de a + b = c¢. Fixando o b, que condicGes para a e c?
Ob=c-a.

Por exemplo se b = 3, que condicdes para a e c? Neste caso, 0 3 pode ser obtido subtraindo
uma infinidade de diferentes pares de nimeros (c,a), conforme apresentamos no esquema
seguinte:

345 ...
012

3= -

Novamente, é importante discutir o porqué.

As criangas que mobilizem as relagdes numericas compreendem que: se a+b=c, entdo c-b
=aouc-a=Db;ousea+b =c, entdo b+a = c, isto € reconhecem a propriedade comutativa.
Tal como referido por Freudenthal (1983), a estrutura aditiva dos nimeros naturais inclui
um conjunto complexo de relagdes baseadas nas propriedades: comutativa, associativa e
equivalénciade a+b =cec-b = a.

Assim, a flexibilidade de célculo envolvendo a estrutura aditiva passa por desenvolver uma
compreensdo relacional e flexivel, de modo a que o processo de reverter a adi¢ao para obter
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a subtracdo ndo seja encarado pelos alunos como um novo processo, possibilitando-lhes
comprimir (Gray & Tall, 1994) as ideias matematicas, tornando-as mais simples.

Tal como sustentado por Sfard (1991) e Tall (2013), os processos € 0s objetos matematicos
sdo duas faces da mesma moeda. De acordo com Gray e Tall (1994), é essencial considerar
a combinacao cognitiva de processo e conceito, propondo o constructo proceito (procept no
original) enquanto amalgama de trés componentes: (1) processo que produz um dado objeto;
(2) objeto matematico produzido pelo processo; e (3) simbolo representativo do processo ou
do objeto.

O pensamento proceptual inclui o modo flexivel como o simbolismo pode ser visto na
representacdo simultanea de processo e objeto, isto €, de uma agdo procedimental ou de um
objeto mental que, num nivel mais elevado, pode ser manipulado, decomposto ou
recomposto (Gray & Tall, 1994). Quando o aluno retira a de c, para obter o b que falta, pode
fazé-lo através da contagem, ou através de um raciocinio inverso — a subtracdo € a operacédo
inversa da adicdo. Por outro lado, 0 a+b é c, ou seja a soma de a com b é ¢c. Assim, a+b pode
ser visto ou como o processo de adi¢do de dois nimeros ou como o conceito de soma (Gray
& Tall, 1994). Podemos assim referir-nos ao proceito ¢, que para estes autores engloba o
processo de contar ¢ e um conjunto de outras representacdes como as diferentes
decomposicdes de c. “Todos estes simbolos sdo considerados pelos alunos como
representando 0 mesmo objeto, embora obtidos através de diferentes processos. Mas podem
ser decompostos e recompostos numa maneira flexivel” (Gray & Tall, 1994, p. 7).

Design de tarefas

E através da resolucéo de tarefas, mais do que de qualquer outra forma, que as oportunidades
para aprender s&o disponibilizadas aos alunos (Anthony & Washaw, 2007; Stein & Smith,
1998). As tarefas devem ter em conta as competéncias dos alunos, mas simultaneamente a
sua resolucao deve constituir um desafio. O contexto da tarefa ndo é apenas para motivar os
alunos, mas para Ihes proporcionar uma situacdo de aprendizagem que é experiencialmente
real e que pode ser usada como um ponto de partida para uma compreensdo avancada
(Gravemeijer, 1997). A tarefa assume, assim, a par de outros fatores como a sua
implementacao pelo professor, um papel relevante no ensino e aprendizagem da Matematica
(Felicio & Rodrigues, 2010). Stein e Smith (1998) alertam para o facto de a natureza das
tarefas poder mudar radicalmente quando passam da fase de apresentagdo (nos manuais ou
outros materiais auxiliares) para a fase de implementacdo, podendo manter ou ndo o seu
nivel de exigéncia conceptual. Esta questdo remete para a importancia de o professor assumir
plenamente um papel criativo de um profissional critico que utiliza a sua autonomia, no que
respeita a participacdo nas decisdes curriculares. E no que respeita a implementacao de
tarefas na sala de aula, “um professor criativo ndo ¢ apenas aquele que procura novas tarefas
ou as realiza de modo pessoal, é também o que possui os fundamentos das tarefas que
concretiza” (Rodrigues, 2008, p. 178). Serd a consciéncia reflexiva dos fundamentos das
tarefas propostas nas aulas de Matematica que dotara o professor da capacidade de manter o
nivel elevado de exigéncia conceptual numa tarefa concebida com esse fim.

Grevholm, Millman e Clarke (2009) afirmam mesmo que o que 0s alunos aprendem &, em
larga medida, definido pelas tarefas que Ihes sdo propostas. A partida, uma tarefa desenhada
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para mobilizar um pensamento matematico de elevado nivel cognitivo terd& maior
probabilidade de produzir esse tipo de pensamento nos alunos do que uma tarefa desenhada
para um pensamento de baixo nivel cognitivo como o envolvido em exercicios de treino
procedimental. No entanto, a exploragéo cabal das potencialidades de uma tarefa depende
da forma como o professor monitoriza a sua realiza¢do na aula e do modo como promove a
sua discussdo (Stein & Smith, 1998). De acordo com Grevholm et al. (2009), o envolvimento
dos alunos na atividade matematica é suscitado pelo desafio colocado pela tarefa: esta devera
ser suficientemente desafiante mas ndo comportar um nivel excessivo de desafio de tal modo
que o aluno ndo seja capaz de lidar com o mesmo. Estes autores explicitam trés aspetos
associados as tarefas e fundamentais na implementacdo do que o professor pretende
enfatizar: a funcdo, a forma e o foco. As tarefas tém um objetivo em relagéo a aprendizagem
que se espera que os alunos desenvolvam, tém "uma forma para inspirar, desafiar e motivar
os estudantes, ¢ tém focos especificos escolhidos pelos construtores da tarefa” (Grevholm et
al., 2009, p. 1).

Consideramos existir um processo ciclico inerente ao design de tarefas com trés fases: (1) a
tarefa pensada como adequada para desenvolver determinadas competéncias matematicas;
(2) andlise do conhecimento matematico das criancas e de como raciocinam ao resolver a
tarefa em causa ao longo de entrevistas clinicas; e (3) reformulacdo da tarefa. No &mbito do
Projeto, as trés fases deste processo ciclico estdo focadas na flexibilidade de célculo: (1) a
tarefa pensada como adequada para desenvolver o calculo mental flexivel e adaptativo dos
alunos; (2) analise do que as criangas reparam nos nUmeros e COmo usam o seu conhecimento
numerico e operatorio para resolver a tarefa em causa ao longo de entrevistas clinicas; e (3)
reformulacédo da tarefa (ver Figura 1; Brocardo, 2014).

Tarefa pensada tarefa reformulada tarefa reformulada
4 . > 4 N /
/ ! \
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Figura 1: O processo ciclico de design de tarefas

De acordo com Hatano (1982), os trés principios globais do design de tarefas relacionam-se
com a variabilidade inerente (1) ao contexto da tarefa, (2) aos procedimentos usados pelo
individuo na exploragdo da tarefa na entrevista clinica, e (3) a explicacdo que € dada pelo
entrevistado.
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Metodologia

Este estudo segue uma metodologia qualitativa dentro do paradigma interpretativo. O seu
objetivo é descrever e interpretar um fendmeno educacional (Erickson, 1986).

Para esta comunicacdo, descrevem-se resultados obtidos através de entrevistas clinicas a
quatro alunos: dois do 1.° ano, Ana e Ruli, e dois do 2.° ano, Jodo e Diogo. Trata-se de uma
técnica dirigida pelo investigador que procura uma descricdo da forma de pensar dos
entrevistados (Tavares, 2000; Zazkis & Hazzan, 1999) e que comeca pela apresentacdo de
uma tarefa a ser explorada pelo entrevistado, cujo contexto deve ser realistico para as
criangas (Hunting, 1997). Assim, a entrevista clinica surge como uma oportunidade de
constru¢do de um modelo do conhecimento matematico dos alunos (Hunting, 1997) e os
resultados obtidos com este método sdo usados na reformulacdo da tarefa explorada na
entrevista, no ambito do design de tarefas, atras descrito.

Segundo Hunting (1997), a entrevista clinica é um dialogo e pressupde que os alunos
entrevistados individualmente expliquem as ac@es realizadas ou as solucdes apresentadas.
Esta explicacdo é fundamental para a compreensdo do seu pensamento. Um aspeto central
neste método é o reconhecimento do papel da linguagem. Dai que seja importante clarificar
o significado dos discursos, seja do entrevistador, seja do entrevistado. As questdes
colocadas pelo entrevistador devem ser suficientemente abertas para permitir aos alunos
escolherem o seu proprio processo de resolucdo e explorarem livremente a tarefa, e devem
maximizar a oportunidade de didlogo potenciador da revelacdo dos processos de pensamento
dos alunos. O entrevistador deve ter a preocupagdo em encorajar as criangas a explicitar o
gue pensaram, mantendo sempre um tom neutro relativamente a correcdo das suas respostas.

As entrevistas individuais foram realizadas em janeiro de 2014 pelas autoras desta
comunicacdo, membros da equipa do Projeto. Os quatro alunos estavam pela primeira vez a
frequentar os respetivos anos de escolaridade e foram selecionados pelos seus professores,
com base nos seguintes critérios, indicados pelas investigadoras: (i) alunos que normalmente
expressam 0 que pensam, e (ii) alunos com um desempenho razoavel em Matematica. As
entrevistas foram audio-gravadas e transcritas posteriormente. Realizaram-se numa sala da
escola, que ndo a sala de aula dos alunos e tiveram uma duracdo de cerca de 15 minutos,
tempo adequado a entrevistas a criangas com idades compreendidas entre 5 e 8 anos, para
que consigam manter concentracdo em toda a sua duragdo (Hunting, 1997).
Complementando a audio-gravacdo das entrevistas, as investigadoras usaram também a
técnica de observacdo no decurso das entrevistas, registando, ap6s o seu término, o
observado em notas de campo. Por razdes éticas, os nomes dos alunos foram alterados, de
modo a garantir a confidencialidade. Nesta comunicagdo, vamos analisar apenas uma das
duas tarefas resolvidas por cada aluno, a qual apresentamos na sec¢do seguinte.

O conjunto das bolas da tarefa permaneceu visivel durante toda a entrevista, de forma que
cada aluno fosse capaz de propor varias maneiras de distribui¢éo das bolas pelas duas caixas.
Uma folha de papel com duas caixas desenhadas foi disponibilizada aos alunos para que, se
quisessem, pudessem desenhar nela as bolas.

Com a tarefa, queriamos compreender o pensamento dos alunos sobre particdo flexivel (e.g.,
um conjunto de 9 elementos conceptualizado mentalmente como cinco e quatro, trés e seis,
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etc.). Mais precisamente, queriamos compreender se 0s alunos conseguiam obter todas as
decomposic¢des possiveis, como conseguiam justificar que tinham obtido todas, e como é
que conseguiam identificar os aspetos matematicos envolvidos.

Para a anélise dos dados obtidos nas entrevistas clinicas, adotdmos categorias provenientes
do modelo de Threlfall (2009): abordagem ao problema (reparar nos nimeros; calculos
exploratdrios parciais); solucdo do problema (aplicacédo de relagdes numéricas e operatdrias).

12 fase do design de tarefas: a concec¢do da tarefa

A tarefa proposta (inspirada em Cobb, Boufi, McClain & Whitenack, 1997) esta relacionada
com as decomposic¢des do 9 (Figura 2) e visa generalizar o uso sistematico da propriedade
comutativa. Tem, pois, como objetivo que os alunos compreendam a relacdo entre somas
representando as possiveis decomposi¢des de um dado nimero de objetos.

Era uma vez duas caixas e 9 bolas saltarinas méagicas que passavam a vida a saltar de
uma caixa para a outra.

00,
0 %00
bolas OO

caixa azul caixa vermelha

As bolas vao continuar a saltar.

Quantas bolas podem estar em cada caixa? (analisar todas as possibilidades)

Figura 2: Tarefa das caixas com bolas

Os alunos tém de estabelecer diferentes decomposic¢6es do nimero 9. Em qualquer caso, tém
de perceber que vdo dividir o conjunto das bolas em dois subconjuntos (decomposicdo do
9), mas também, quando definem um dos subconjuntos, por exemplo, de 4 bolas, tém de
perceber qual o nimero de bolas que falta para terem as 9, ou fazer uma subtracéo direta e
perceber que ao tirar 4 a 9, ficam 5. E-lhes solicitado que fagam isto para as diferentes
decomposicgdes aditivas do 9. Em ambas as situagdes, os alunos lidam com as duas
operacdes, adicdo e subtracdo, como sendo intrinsecamente inversas uma da outra (Greer,
2012).

No contexto desta tarefa, a expressdo 4+5 é a notacdo simbdlica que representa
simultaneamente o processo operacional de adicionar 4 a 5 e 0 objeto matematico produzido,
a soma.

Identificamos dois niveis de desenvolvimento na forma de abordar esta tarefa:

Nivel 1 — Os alunos conseguem registar varias decomposi¢des do 9, utilizando a propriedade
comutativa sem exaustéo.
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Nivel 2 —Os alunos relacionam a adicéo e a subtracéo e utilizam a propriedade comutativa
de modo consciente e exaustivo, justificando ter alcancado todas as possibilidades com a
sistematicidade e generalizacdo da propriedade comutativa.

A tarefa assume uma forma que foi concebida para cativar as criangas e apelar ao seu mundo
imaginario em que objetos inanimados como as bolas tomam uma vida propria e saltam de
uma caixa para outra, sem interferéncia humana. A ideia de movimento foi central no design
da forma da tarefa para que a mesma possa ligar-se intrinsecamente ao objetivo da tarefa
atras enunciado. Assim, sera a consideracao da vertente dindmica desse mesmo movimento
que induzira a crianga a explorar diferentes possibilidades de decomposicdo do 9, j& que as
bolas néo se distribuem estaticamente por duas caixas mas continuam a saltar de uma caixa
para a outra, variando em numero em cada instante. Um outro aspeto da forma da tarefa ao
servico da funcdo da mesma tem a ver com a atribuicdo de cores diferentes a cada uma das
duas caixas para conduzir a comutatividade das situacdes exploradas: o par a+b (a bolas na
caixa azul e b bolas na caixa vermelha) é distinto do seu comutativo b+a (b bolas na caixa
azul e a bolas na caixa vermelha), embora ambos representativos do mesmo namero. Por
fim, um terceiro aspeto associado a forma da tarefa e também relacionado com a sua funcéo
prende-se com o facto de se ter considerado duas caixas € ndo mais para induzir a
estruturacdo do 9 em dois grupos.

22 fase do design de tarefas: Alguns resultados das entrevistas clinicas

Apds a apresentacdo da tarefa, os dois alunos do 1.° ano, Ana e Rui, escreveram primeiro
5+4, sem recorrer ao desenho das bolas. Perante a pergunta sobre as outras possibilidades,
foram escrevendo as diferentes decomposi¢fes do 9. No caso da Ana:

Ana: 5+4
Investigadora: E outras possibilidades?
Ana escreveu imediatamente no papel: 2+7, 7+2, 8+1, 1+8, 4+5, 3+6, 6+3.

Ana ndo fez qualquer outra representacdo da situacdo e a folha de papel apenas foi usada
para escrever as representacfes simbolicas indicadas.

Ap0s aqueles registos, Ana acrescentou oralmente que também podia ser 9+0. Perante a
pergunta da investigadora se tinha de escrever 2 + 7 e 7 + 2, Ana respondeu: “D4a o mesmo,
mas ndo € o mesmo. Aqui [apontando para a primeira caixa] estdo 2 e ali 7 [apontando
para a segunda caixa] e aqui [7+2] esta ao contrario.”

Embora ndo tendo tido necessidade de desenhar as bolas, parece que ela ndo conseguiu
desligar-se das bolas concretas e olhou para os nimeros como um par ordenado.

No caso do Rui, depois de registar 5+4, a sequéncia dos registos foi: 4+5, 6+3, 3+6, 8+1,
1+8, 9+0.

Apds uma pequena pausa, escreveu no papel: 7+2 e 2+7.

Rui também foi questionado se “6+3 é o mesmo que 3+6”, e respondeu: “E. SO que é ao
contrario.”
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Os dois alunos conseguiram visualizar todas as decomposic¢oes do 9, mas nenhum deles se
abstraiu da situacdo real — caixas e bolas — embora nenhum dos dois tivesse sentido
necessidade de as desenhar nas caixas. Parece que ambos pensaram sobre pares ordenados,
tentando escrever todos os pares.

No caso dos alunos do 2.° ano, Jodo, quando lhe foi apresentada a tarefa, escreveu, de
imediato, “4+5, 3+6, 2+7, 1+8”, e depois parou. Perguntado se nao havia mais hipoteses,
replicou: “Nao, eu podia mudar a ordem dos nimeros, mas era a mesma coisa, a soma é a
mesma”.

Diogo escreveu no papel: 5+4, 6+3, 8+1, 7+2.

Quando a investigadora perguntou se ja tinha escrito todas as possibilidades, disse: “Sim. Se
eu trocar, a soma ¢ a mesma, 9”.

Os dois alunos do 2.° ano fizeram todas as parti¢des ndo vazias do 9, ndo tendo considerado
a possibilidade de 9+0 (ou 0+9). Estes alunos parecem ter apenas pensado sobre os nimeros,
abstraindo da situacdo real. Parece-nos ainda que ja tinham compreendido a propriedade
comutativa da adicdo.

Podemos afirmar que o contexto da tarefa foi tido em conta pelos alunos do 1.° ano, mas nao
pelos do 2,° ano, que ignoraram o facto de as parcelas terem papéis diferentes na situacao
proposta. Os alunos do 1.° ano compreenderam a situacéo concreta e a forma como pensam
parece estar proxima da situacao real, tendo considerado pares ordenados de nimeros. Mas
ja ndo tiveram necessidade de concretizar a situacdo, pois nenhum deles desenhou o0s
subconjuntos das bolas nas caixas, embora parecendo raciocinar a partir da situacao
concreta. No caso dos alunos do 2.° ano, ja ultrapassaram a fase das situagdes concretas, pelo
menos neste caso, e pensaram sobre a soma, organizando os diferentes nimeros cuja soma
€ 9, mas usando a propriedade comutativa para omitir os respetivos pares comutativos.

32 fase do design de tarefas: Reformulacéo da tarefa

Esta tarefa revelou-se uma tarefa com potencial para ser explorada na sala de aula com
alunos do 1.° ano, na fase inicial de aprendizagem, no sentido de desenvolver a ideia da
estrutura aditiva de N (Freudenthal, 1983). Parece-nos ser importante, que, na sintese final,
apos a fase de discussao coletiva com a turma, o professor conduza os alunos a construcdo
coletiva do esquema,

9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
01 2 3 4 5 6 7 8 9

focando a sua atencdo nas duas sequéncias crescente e decrescente e na simetria central
presente. J& no caso dos alunos do 2.° ano, a tarefa parece ter sido demasiado facil e pouco
adequada na medida em que ndo lhes colocou desafios cognitivos.

9=+

Os resultados obtidos levam-nos a considerar que para a fase inicial de aprendizagem dos
alunos de 1.° ano, a tarefa ndo necessita de reformulagéo, embora seja pertinente investigar
se 0 uso das cores para as caixas tem influéncia nas abordagens dos alunos. Ja para fases
mais avancadas da aprendizagem, nos primeiros dois anos de escolaridade, a tarefa necessita
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de ser reformulada para nimeros com uma ordem de grandeza superior a 20, explorando
outro tipo de contextos, como por exemplo, 0s passageiros de um autocarro de dois andares.

Consideracoes finais

Tal como referido por Grevholm et al. (2009), a tarefa proposta tem uma funcéo, uma forma
e um foco matematico. Tendo por funcdo generalizar o uso sistematico da propriedade
comutativa, a tarefa assume uma forma que, por um lado, cativa as criancas, e por outro, esta
intrinsecamente relacionada com a sua funcdo. As duas cores das caixas, pensadas para
conduzir a exploracdo da comutatividade, foram irrelevantes para os alunos entrevistados:
os alunos de 1.° ano consideraram a ordem das duas caixas mas ndo deram indicios de
repararem nas suas cores, e os alunos de 2.° ano abstrairam-se da situagdo contextual das
caixas. No que respeita ao facto de se ter considerado duas caixas, sdo varios os fundamentos
para esta opc¢do. Para além da pertinéncia do proceito 9 ser estruturado em dois grupos, e
ndo num namero superior de grupos, de modo a que a crianga encare a+b como processo
(operacdo) e simultaneamente como produto (isto €, como soma que constitui uma
representacdo ndo candnica de um nimero, neste caso, do 9) (Sfard, 1991; Tall, 2013), o uso
sistematico da propriedade comutativa através da simetria central das decomposicdes do 9 é
facilitado se a decomposicdo incidir apenas em dois grupos. No que respeita ao foco
matematico da tarefa, este incide na flexibilidade de célculo alcancada através do uso da
propriedade comutativa na estrutura aditiva de N (Freudenthal, 1983), bem como atraves da
compreensdo da inversdo das operagdes adicdo e subtracdo (Greer, 2012).

Os resultados obtidos com as entrevistas clinicas relativamente a exploracdo desta tarefa
merecem-nos também algumas consideracdes. Apesar de todos o0s alunos terem comecado
com os numeros 4 e 5 (ou 5 e 4), grupos quase iguais, os alunos do 1.° e do 2.° ano resolveram
a tarefa de maneira diferente, correspondendo a diferentes niveis de desenvolvimento.
Embora os do 1.° ano ndo necessitassem de concretizar a situagdo com materiais
manipuléveis ou desenhos, eles resolveram a tarefa muito préxima do seu contexto. Como
referem De Corte e Verschaffel (1987), os aspetos semanticos da tarefa influenciam os
alunos mais novos na forma como a resolvem. Assim, os alunos do 1.° ano, olharam para
pares ordenados de nimeros cuja soma é 9. Conseguiram listar todos os pares, mas de novo,
considerando o contexto. Podemos conjeturar que eles estavam certos que tinham obtido
todos os pares possiveis, porque usaram alguma organizacdo na apresentacdo dos pares,
escrevendo de uma forma quase consistente pares comutativos (por exemplo, 2+7, 7+2).
Pelo contrério, os do 2.° ano, abstrairam da situacdo concreta e procuraram a soma 9.
Libertaram-se da situacao concreta e so consideraram o facto que tinham de obter 0 9 através
de uma soma de duas parcelas. Como ja conheciam a propriedade comutativa, embora ndo
de uma forma formal, aplicaram-na para justificar que tinham todos os casos. Portanto,
resolveram o problema em termos matematicos, mas néo o problema real proposto, onde
deviam ter considerado as duas caixas diferentes e, nesta perspetiva, ndo é o0 mesmo ter as
bolas na caixa vermelha ou na caixa azul. Embora todos os alunos tenham aplicado a
propriedade comutativa, fizeram-no com intencionalidades distintas: enquanto os alunos do
1.° ano a aplicaram para gerar todas as possibilidades, atendendo a semantica da tarefa em
que releva a ordem dos ntimeros cuja soma ¢ 9 (Ana: “Da 0 mesmo, mas ndo € 0 mesmo”),
os alunos do 2.° ano aplicaram-na para dispensar a apresentacdo dos pares comutativos,
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considerando que as partes simétricas seriam as mesmas (Diogo: “Se eu trocar, a soma é a
mesma, 9”).

O calculo flexivel diz respeito ao conhecimento e ao uso de relagdes numeéricas, sendo mais
rico na medida em que os alunos védo desenvolvendo o seu sentido de nimero e sdo capazes
de usar a rede de relacfes que véo construindo (Baroody & Rosu, 2006). A tarefa proposta
aos quatro alunos entrevistados, e aqui discutida, indicia a sua potencialidade no
desenvolvimento da compreensédo da generalizagdo associada a propriedade comutativa e do
seu papel na obtencdo, pelos alunos, da certeza da exaustdo das solugdes do problema.
Relativamente ao processo ciclico do design desta tarefa em particular, a analise da forma
como as criancas a resolveram nas entrevistas clinicas sugere que a mesma nao carece de
reformulacéo, embora seja pertinente explorar diferentes contextos (formas) para a mesma
funcdo e foco matematico, e averiguar da sua influéncia no desenvolvimento do pensamento
flexivel dos alunos.
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Resumo: Sendo a criatividade um tema recente na educagdo matematica, parece importante
comecar por identificar e/ou desenhar tarefas que tenham potencial para desenvolver
caracteristicas do pensamento criativo nos futuros professores. Para além disso, € também
do nosso interesse analisar a forma como identificam dimensdes da criatividade em
producdes escritas de tarefas desafiantes. Neste artigo discutimos as principais
caracteristicas destas tarefas e apresentamos dois exemplos explorados ao nivel da formacao
inicial de professores. Defendemos que estas tarefas tém potencial para a aprendizagem
matematica e promovem mdaltiplas formas de resolucdo indo ao encontro do
desenvolvimento das componentes da criatividade: fluéncia, flexibilidade e originalidade.

Palavras chave: tarefas; criatividade; resolucéo de problemas; formacao de professores.

Introducéo

Atualmente, ndo é suficiente ser-se proficiente na realizacdo de calculos, na memorizagdo
de factos e procedimentos ou até mesmo na resolucdo de problemas rotineiros. Apesar de
estas capacidades serem importantes, ser capaz de reconhecer e definir problemas, de gerar
varias solu¢cdes ou caminhos para chegar a uma solucdo, encontrando os mais eficientes ou
elegantes, de justificar conclusdes, e comunicar resultados é mais importante. As
capacidades elencadas ndo sdo inatas, podendo ser cultivadas e desenvolvidas se 0s
professores proporcionarem aos alunos oportunidades de aprendizagem apropriadas para
despoletar o potencial criativo, inovador e critico.

Tem vindo a ser atribuido a criatividade um interesse cada vez maior ao nivel da investigacdo
educacional, por isso € importante que os formadores de professores conhecam formas de
introduzir e abordar esta nova componente da matematica nas nossas salas de aula. Isso
significa que devemos preocupar-nos nao s6 com o que os alunos fazem, mas também com
0 que os professores fazem. Assim, temos de confrontar os futuros professores com situagdoes
que terdo de propor e discutir com 0s seus alunos, permitindo-lhes confrontar o seu
conhecimento matematico com o dos seus alunos. A investigacdo mostra que as tarefas
influenciam significativamente a forma como os alunos aprendem, principalmente se forem
usadas tarefas desafiantes relacionadas com a resolucdo e formulagdo de problemas que
podem levar a compreensdo de conceitos matematicos fundamentais, incentivando ao
mesmo tempo a fluéncia, a flexibilidade e a originalidade - dimensdes do pensamento
criativo (e.g. Leikin, 2009; Silver, 1997).
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Com base nestas premissas, estamos a desenvolver um estudo ainda em curso, usando uma
abordagem qualitativa, com futuros professores do ensino basico. Na sua formagdo, estes
alunos tém uma experiéncia didatica centrada na criatividade, fundamentada na exploracéo
de tarefas ricas e desafiantes, fator que consideramos contribuir para o desenvolvimento do
seu pensamento criativo. A par deste desenvolvimento, e sendo a analise da criatividade um
tema recente na educacdo matematica, parece importante comecar por selecionar/desenhar
tarefas que tenham potencial para identificar/desenvolver caracteristicas do pensamento
criativo dos alunos. Ao nivel da formacdo inicial, para além do interesse em identificar tracos
de criatividade nos futuros professores quando resolvem tarefas desafiantes, estamos
interessadas em analisar a forma como reconhecem algumas dessas dimensfes quando
analisam as producdes escritas de outros alunos em tarefas do mesmo tipo que realizaram.
Deste modo, foram selecionadas as seguintes questdes de investigacdo: 1) Que dimensdes
da criatividade podem ser identificadas em futuros professores quando resolvem tarefas
desafiantes?; e 2) Como é que os futuros professores identificam dimens6es da criatividade,
ao analisarem producdes de tarefas do mesmo tipo que eles resolveram?

A aula de Matematica, o professor e as tarefas

No contexto das salas de aula, professor, alunos e contetido (matematica) estdo ligados num
sistema, o triangulo didatico, onde o ensino depende da coordenacdo da participacao ativa
dos alunos na exploragdo de uma matematica com significado, no qual o papel do professor
¢ garantir que os estudantes estejam empenhados em aprender. Neste sistema destacamos o
papel das tarefas usadas para representar o contetldo a ser aprendido na interacdo professor
aluno (Figura 1) (Vale & Barbosa, 2013).

Matemadtica
Contexto
Tarefas

N

Professor

aluno

alunos

Figura 1. O tridngulo didatico (adaptado de Lampert, 2012; Straper, 1994)

Numa aula de matematica, a aprendizagem depende fortemente do professor e das tarefas
que este propde. As tarefas selecionadas sdo fundamentais para caracterizar e apresentar o
seu trabalho. O design das propostas define a atividade que podem despoletar nos alunos,
permitindo aos professores introduzir novas ideias e procedimentos e aos alunos a
oportunidade de fazer a diferenga, pensando de forma divergente (e.g. Stein & Smith, 1998).
A orientacdo do questionamento que procura provocar discussdo e reflexdo de ideias é
fundamental para a aprendizagem dos alunos e sé surge quando os professores tém um bom
conhecimento do tema que ensinam, da forma como o ensinam e quando o ensinam. O
questionamento € uma ferramenta poderosa no apoio aos alunos enquanto pensadores
criativos. Isto so é possivel se os professores estiverem eles proprios confortaveis em fazer
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este tipo de trabalho, se apresentarem tarefas criativas aos seus alunos, dispuserem de
recursos didaticos para explorar e aplicarem estratégias de ensino adequadas. Assim, é
fundamental que os professores possam tirar proveito de todo o potencial associado a uma
tarefa e, por isso, precisam de oportunidades para as explorar e resolvé-las da mesma forma
que serdo exploradas com os seus prdprios alunos. Neste trabalho, damos especial atencdo
as tarefas que envolvem padrbes em contextos visuais/figurativos, pelo facto de a
visualizacdo ndo estar apenas relacionada com a mera ilustracdo, mas também ser
reconhecida como uma componente do raciocinio - profundamente relacionada com o
conceptual e ndo apenas com a percecdo. Muitas vezes, € mais facil apresentar um conceito
através da criacdo de uma imagem visual, ja que é mais rapidamente entendida e retida por
mais tempo do que uma sequéncia de palavras. Os aspetos figurativos da tarefa podem ajudar
os alunos a ultrapassar algumas das dificuldades com determinados conceitos matematicos
e procedimentos para resolver com sucesso uma situacdo problematica.

O professor

E consensual a opinido de que os professores precisam ter um bom conhecimento de
conteudo, ja que afeta o que ensinam e também a forma como ensinam (Ponte & Chapman,
no prelo). Deste modo, os futuros professores em formacdo inicial precisam desse
conhecimento, que deve ser adquirido através de programas de formacao de professores, do
desenvolvimento profissional e das experiéncias de sala de aula. E um desafio envolver os
futuros professores em diferentes experiéncias e percursos matematicos em contextos
variados, para que possam desenvolver as suas ideias matematicas, o raciocinio e estratégias
de resolucao de problemas na exploracdo de tarefas matematicas.

Em relacdo a criatividade, enquanto formadores de professores de matematica defendemos
que os futuros professores devem possuir um conhecimento do contetdo sélido sobre este
assunto, ndao sé para que se possa identificar o seu potencial criativo, através das suas
producdes em tarefas criativas, mas também desenvolvendo capacidades para identificar as
dimensdes da criatividade nos alunos com quem irdo trabalhar. E por isso que Bolden,
Harries e Newton (2010) consideram importante discutir com os professores em formacao
inicial e professores em servigo as suas crencas sobre a criatividade em matematica, tentando
perceber o impacto dessas ideias nas suas estratégias de ensino e praticas de sala de aula.

Tarefas desafiantes

Partindo do principio que o que os alunos aprendem é influenciado pelas tarefas que lhes sao
propostas (e.g. Doyle, 1988, Stein & Smith, 1998), é importante dispor de boas tarefas
matematicas. A tarefa é considerada boa quando serve para introduzir ideias matematicas
fundamentais, quando se trata de um desafio intelectual para os alunos e lhes permite usar
varias abordagens (NCTM, 2000). Para Stein e Smith (1998), uma tarefa € um segmento da
atividade da sala de aula dedicado ao desenvolvimento de uma ideia matematica especifica
e a sua natureza afeta o tipo de aprendizagem produzido. Mason e Johnston-Wilder (2006)
referem-se a uma tarefa matematica como aquilo que os alunos sdo convidados a fazer
durante uma aula. Consideramos que uma tarefa, reforcando a ideia de Margolinas (2013),
é tudo o que o professor utiliza no processo de ensino e aprendizagem da matematica para
envolver os alunos na resposta/resolucdo de uma situagdo (e.g. exercicios, problemas,
investigacOes, questdes, defini¢bes, demonstragdes, projetos, construgdes, jogos, relatorios)
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que conduz os alunos a aprendizagem. Mas o trabalho desenvolvido devera ter impacto na
atividade matematica que lhe esté associada, isto €, interessam-nos tarefas que permitam aos
alunos avaliar a sua compreensdo matematica, estabelecendo relagBes entre conceitos, e ter
flexibilidade suficiente para pensar de forma divergente.

Desafio € uma ideia relacionada com a criatividade. Uma tarefa desafiante, para Barbeau
(2009), pode ser definida como uma questdo que se coloca intencionalmente para atrair 0s
alunos a tentar uma resolucdo, enquanto alargam a sua compreensao e o0 conhecimento de
algum tdpico. A expresséo tarefa desafiante € normalmente usada para descrever uma tarefa
que ¢é interessante e talvez até agradavel, mas nem sempre féacil de lidar ou atingir, e deve
envolver ativamente os alunos na construcdo de uma diversidade de ideias e estilos de
aprendizagem. As tarefas desafiantes podem ser aquelas que exigem que o aluno relacione
conceitos matematicos ou procedimentos, considerando, por exemplo, as suas diferentes
representacdes, perspetivas ou aplicagdes (Kadijevich, 2007). Esses desafios devem permitir
responder a situacdo com flexibilidade e imaginacdo (Barbeau, 2009). O desafio é
importante na aula de matematica, porque os alunos podem tornar-se desmotivados e
entediados muito facilmente numa aula "rotineira™ a menos que sejam desafiados (Holton,
Cheung, Kesianye, Losada, Leikin, Makrides, Meissner, Sheffield & Yeap, 2009).

Becker e Shimada (1997) utilizam a expressdo tarefa rica quando se quer promover nos
alunos uma atividade matematica complexa através dessa tarefa. Sdo consideradas ricas
porque ddo aos alunos a oportunidade de aprender, escolhendo a partir de um grande
conjunto de capacidades matematicas e ndo matematicas, e usando estas capacidades de
forma integrada, criativa e significativa. As tarefas ricas ndo s6 ddo aos alunos a
oportunidade de estarem envolvidos na sua resolucdo, mas encorajam-nos a realizar essas
acOes de uma forma natural, equilibrada e com proposito (Flewelling & Higginson, 2003),
0 que contrasta com as tarefas mais tradicionais que enfatizam em excesso as acdes de
manipulacdo e transformacdo, pedindo aos alunos para seguir determinadas receitas, dando-
Ihes poucas oportunidades para considerar alternativas e serem criativos. Deste modo a nossa
visdo sobre as tarefas s6 faz sentido num ensino exploratério onde o professor € o
orquestrador da atividade na sala de aula (Stein, Engle, Smith & Hughes, 2008). As tarefas
rotineiras normalmente tendem a manter os alunos desconectados e desinteressados do
trabalho. A ideia de desafio estd geralmente associada a resolucdo de problemas. Um
problema matematico ocorre quando um individuo ndo tem conhecimento de um
procedimento rotineiro ou de ferramentas algoritmicas para o resolver. Assim, é obrigado a
envolver-se em algum tipo de reflexdo e analise da situacdo, podendo agregar diversos
fatores, tendo assim que construir ou inventar agdes matematicas para chegar a solucéo.

As tarefas devem permitir que os alunos explorem, cometam erros, reflitam, ampliem e
abranjam novas areas que estdo relacionadas, dando-lhes a oportunidade de demonstrar
capacidades em diferentes vertentes, verbal, geométrica, gréafica, algébrica, numérica, etc.
No entanto, o professor, como a pessoa que apresenta desafios na sala de aula e sendo o seu
orquestrador, deve estar ciente de algumas circunstancias particulares como apresentar e
explorar as tarefas. Por exemplo, podem ser dados desafios apropriados para alunos
matematicamente bem sucedidos, assim como para os menos qualificados. A resolugédo da
mesma tarefa também pode ser nivelada de forma distinta para diferentes alunos,
proporcionando desafios a varios niveis. A principal responsabilidade dos professores passa

124



GD1- Design de tarefas

por propor oportunidades ricas para os alunos aprenderem e para demonstrarem, ndo apenas
0 que sabem, mas 0 que sdo capazes de fazer com o conhecimento.

Criatividade e resolucdo de problemas

Perspetivas sobre a criatividade

Analisando a investigacdo em torno da defini¢do de criatividade matemaética, descobrimos
que ndo existe uma definicdo aceite consensualmente, uma vez que existem inameras
maneiras de a expressar. De acordo com Mann (2006) a criatividade matematica é essencial
para o desenvolvimento do talento em matematica, mas também muito dificil de identificar
e de avaliar. A criatividade comega com curiosidade e envolve os alunos em tarefas de
exploracdo e experimentacao, nas quais podem manifestar a sua imaginacéo e originalidade
(e.g. Barbeau, 2009). Parece consensual que se considerem trés componentes/dimensdes da
criatividade: fluéncia, flexibilidade e originalidade (e.g. Conway 1999; Leikin, 2009; Mann,
2006; Silver, 1997). Fluéncia é a capacidade de gerar um grande nimero de ideias e refere-
se a continuidade dessas ideias, o fluxo de associacGes e utilizagdo de conhecimentos
béasicos; Flexibilidade é a capacidade de produzir diferentes categorias ou perce¢cdes em que
h& uma variedade de ideias diferentes sobre 0 mesmo problema ou coisa. Torna-se clara
quando os alunos mostram a capacidade de mudar de ideias entre as soluges; e
Originalidade é a capacidade de criar ideias ou produtos incomuns, totalmente novas, ou
extremamente diferentes. Estas componentes do pensamento criativo funcionam em
harmonia umas com as outras, e raramente ocorrem isoladamente nos processos de
pensamento. No entanto, gostariamos de destacar a flexibilidade, uma vez que exige
fluéncia, pode envolver a originalidade e é uma faceta muito importante do pensamento
divergente.

Tarefas desafiantes: Resolucéo e formulagao de problemas

Muitos autores (e.g. Leikin, 2009; Silver, 1997) referem que a resolucdo e formulacéo de
problemas matematicos relacionam-se diretamente com a criatividade. Tarefas que podem
promover as dimensdes acima referidas devem ser abertas e pouco estruturadas, assumindo
a forma de resolucdo de problemas, formulacdo de problemas, exploracbes matematicas e
investigacBes. Defendemos as tarefas com multiplas resolugdes propostas por Leikin (2009),
argumentando que estas sdo as que envolvem varios caminhos para 0 mesmo problema,
utilizam diferentes representacbes e incluem diferentes propriedades de um conceito
matematico (Barbosa, Vale & Pimentel, 2014; Vale & Pimentel, 2011).

O processo de criacdo de problemas tem sido definido de varias maneiras e com diferentes
termos como inventar, representar, formular. Silver (1997) considera a formulacdo de
problemas como a criacdo de novos problemas ou a reformulacdo de problemas dados.
Stoyanova (1998) considera a formulagdo de problemas como o processo pelo qual, com
base na experiéncia matematica, os alunos constroem interpretagdes pessoais de situacoes
concretas e formulam-nas como problemas matematicos significativos. Para o aluno, a
atividade de formulacdo de problemas envolve a problematizagédo de situa¢bes usando a sua
propria linguagem, as suas experiéncias e 0s seus conhecimentos. Brown e Walter (2005)
apresentam duas estratégias de formulacao de problemas. A primeira é aceitando os dados,
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gue comecga com uma situacao estatica (e.g. expressao, tabela, condigcdo, imagem, diagrama,
frase, calculo, conjunto de dados), a partir da qual o aluno coloca questdes, de modo a ter
um problema, sem mudar os dados. A segunda consiste em estender uma tarefa alterando os
dados, através da estratégia E se em vez de. A partir da informacdo dada num problema
particular, deve-se identificar qual é a questdo, o que é conhecido, o que séo as condi¢des e
as limitagOes que a resposta ao problema envolve. A modificagdo de um ou mais desses
aspetos pode levar a formulagdo de mais perguntas.

Metodologia

Um dos propositos do nosso estudo € identificar/desenhar tarefas que poderdo ajudar os
futuros professores a desenvolver a criatividade matematica nas suas salas de aula. Por outras
palavras, procurar tarefas que envolvam os alunos na sua resolugédo, permitindo-lhes usar
diferentes temas e abordagens, e ajudar o professor a identificar o tipo de pensamento usado
pelos alunos que se pode qualificar como criativo. Isto significa compreender a relacdo entre
criatividade e a resolugdo e formulacdo de problemas. Para abordar as questbes de
investigacdo atrds enunciadas propusemos um modelo para tarefas desafiantes, ainda em
elaboracdo, que incorpora ideias da resolucdo de problemas (e.g. Polya, 1973; Silver, 1997)
e da formulacéo de problemas (Brown & Walter, 2005; Silver, 1997; Stoyanova, 1998). Na
categoria da resolucdo de problemas, as tarefas sdo, principalmente, problemas de processo
ou de natureza aberta que dependem das capacidades matematicas dos alunos e do
conhecimento matematico geral, exigem boa capacidade de organizacdo e em que 0
resolvedor pode usar varias estratégias e representacdes. Na categoria da formulacédo de
problemas, consideramos situagdes semi-estruturadas em que os alunos sdo convidados a
criar problemas a partir de uma situagdo estatica, utilizando a estratégia aceitando os dados.
As tarefas utilizadas ao longo deste estudo foram desenhadas ou escolhidas com base na
identificacdo de uma das dimensdes da criatividade, e com o objetivo de serem um desafio
para todos os alunos. Sempre que possivel, foram privilegiados contextos figurativos e
tarefas com padrdes (e.g. Barbosa, 2013; Vale & Pimentel, 2011).

Este estudo exploratorio teve por base o contexto das aulas de uma disciplina de didatica da
matematica, com dezanove futuros professores do ensino basico, onde desenvolvemos uma
experiéncia didatica na qual se pretendia discutir o papel da criatividade na matematica. Os
dados recolhidos incluiram, principalmente, observacdes em sala de aula, notas
metodoldgicas e producdes dos alunos com base nas tarefas. Num primeiro momento, 0s
alunos foram convidados a resolver diferentes tarefas que nos permitiram identificar, além
do potencial criativo das tarefas, dimensbes da criatividade nas producgdes escritas dos
alunos, e, num segundo momento, foram confrontados com as resolucdes das tarefas, do
mesmo tipo que tinham feito no primeiro momento, identificando eles proprios essas
dimensdes. Para analisar estas tarefas, seguimos as ideias basicas de alguns autores (e.g.
Conway, 1999; Silver, 1997) sobre a criatividade, usando na formulacdo de problemas as
mesmas dimensbes aplicadas na resolugdo de problemas: fluéncia, flexibilidade e
originalidade - fluéncia, medida pelo nimero de respostas/solucgdes corretas, obtidas pelo
aluno para a mesma tarefa; flexibilidade, medida pelo nimero de solu¢Ges com abordagens
diferentes que o aluno consegue produzir, organizadas em diferentes categorias; e
originalidade, medida pelas respostas correspondentes ao menor nimero de um dado tipo
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por comparagdo com as respostas do grupo. Foi possivel superar o problema inerente a
medicdo da fluéncia solicitando aos alunos a resolucdo das tarefas de véarias maneiras
diferentes. Vemos potencialidades nessa acdo uma vez que permite contradizer a perspetiva
de alguns estudantes de que o importante é conseguir uma resposta correta, sem ponderarem
se ha outra maneira mais simples ou mais interessante para abordar a tarefa. Para a
flexibilidade, construimos uma categorizacao indutiva das propostas de resolugéo para cada
tarefa resolvida; eventualmente poderiam escolher-se outros indicadores.

N&o foi atribuida qualquer pontuacdo aos estudantes a respeito dessas dimens@es; em vez
disso, fez-se uma andlise global do trabalho apresentado, considerando a frequéncia das
respostas mais comuns e mais originais. Utilizamos um conjunto de varias tarefas, de
resolucéo e formulagéo de problemas, das quais apresentamos dois exemplos (Figura 2).

Considere a sequéncia de figuras
contruidas com palitos, da qual se mostra
0 3% e o 5° termos.

1. Desenhe as figuras em falta: Fig.1,
Fig.2 e Fig.4, de forma a que todas juntas constituam um padrio.

2. Escreve uma expressdo para calcular o niimero de palitos para o n-ésimo termo da
sequéncia. Descubra tantas expressdes quantas consiga para representar o termo de ordem n.

Fig 2 Fig &

TAREFA 1 -
As traves

Temos um fio flexivel com 36 cm de comprimento.

0O fio

Formule questdes que pode colocar com base na situagdo apresentada de modo a ter um
problema.

TAREFA 2-

Figura 2. Exemplos de duas tarefas

Como foi referido previamente, num primeiro momento os alunos resolveram
individualmente cada uma das tarefas, de tantas maneiras diferentes quantas conseguiram.
Depois, num segundo momento, foi entregue aos alunos uma resposta a tarefa 2
hipoteticamente realizada por um aluno com o objetivo de analisarem em pares essa
producdo, de acordo com as dimens@es da criatividade. Neste trabalho selecionamos as
resolucdes da tarefa 1 e apresentamos a andlise feita pelos alunos com base na resolucdo da
tarefa 2.

O texto gque se segue evidencia a forma como pedimos aos alunos para realizar a tarefa
correspondente ao segundo momento:

Analise a resolucéo de acordo com as trés dimensdes da criatividade (fluéncia, flexibilidade
e originalidade), da seguinte situacao:

Temos um fio flexivel 36 centimetros de comprimento. Formule questfes com base na
situagdo apresentada de modo a obter um problema.

A resolucéo esta disponivel.
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Alguns resultados preliminares

Primeiro momento

Com a tarefa 1, trabalhada no primeiro momento, pretendia-se que os alunos resolvessem
tarefas do tipo da procurassem um padréo na sequéncia figurativa, identificando o arranjo
visual que muda de uma forma previsivel, e escrevessem expressdes numéricas e algébricas
que traduzissem o modo de ver, a fim de tornar possivel a generalizacdo para termos
distantes. Este tipo de tarefa requer que os alunos tenham algumas capacidades visuais, de
modo a ver o arranjo de formas diferentes, estabelecendo associagdes com o conhecimento
anterior. Existem diferentes modos de contar os palitos e cada tipo de contagem pode ser
respetivamente escrita através de uma expressao numérica que traduz o pensamento dos
alunos e a forma como viram as figuras, que os conduziu a uma regra geral.

Os alunos usaram diferentes representaces, mais ou menos formais, na resolucédo desta
tarefa. Vamos apresentar aqui apenas as diferentes formas de ver o padréo para obter a
generalizacdo distante, porque consideramos que este aspeto € o maior indicador de
criatividade. Foi obtida uma regra geral através de diversas formas: esquemas, desenhos e
tabelas, usando o raciocinio funcional que permitiu atingir a generalizacéo distante.

Todos os estudantes completaram a sequéncia de modo a ter um padrédo de crescimento. A
Figura 3 ilustra de forma sintética as produ¢des mais comuns para obter o n-ésimo termo da
sequéncia, com as expressdes correspondentes a cada forma de ver.

A /A

A7\ /NT7A

ANTNTA AAVAN

3 3+2x2 3+4x2 1+2 1+3x2 1+5x2
(N=11) 3+(2n-2)x2 (N=10) 1+(2n-1)x2

1x3 2x3+1 3x3+2 04241 1+ (2+2)+2  2+(24242)+3
(N=15) (nx3)+(n-1) (N=8) (n-1)+nx2+n

Figura 3. Sintese das respostas mais comuns dos alunos

As respostas mais originais, apresentadas por dois estudantes diferentes, séo ilustradas na
Figura 4. A primeira é considerada a solu¢do mais elegante, representada através de uma
expressao simples. Considerou-se o segundo caso como sendo mais complexo porque
envolveu raciocinio desconstrutivo (Rivera & Becker, 2009).
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A A
hiviy A
avavey JATATA

4-1 2x4-1 3x4-1 1x3 3x3-(1x2) 5x3—(2x2)
(N=1) 4n-1 (N=1) (2n-1)x3—(n—-1)x 2

Figura 4. Sintese das respostas mais originais dos alunos

Apenas um aluno utilizou uma abordagem numérica, sem qualquer relacdo com as
caracteristicas da sequéncia de figuras, recorrendo apenas a manipulagdo numérica, como se
vé na Figura 5.

# figura 1 2 3 4 n
# palitos 3=2x1+1 | 7=2x3+1 11=2x5+1 | 15=2x7+1 2x(2n-1)+1

Figura 5. Abordagem numérica apresentada por um aluno

Podemos destacar que a maioria dos alunos revelou fluéncia e flexibilidade. Quanto a
fluéncia quase todos os estudantes (85%) apresentaram mais de uma solucdo correta. A
flexibilidade foi revelada nas diferentes abordagens utilizadas para alcancar o n-ésimo
termo, que analisamos por meio da categorizacdo que construimos, a partir das resolugdes
propostas pelos alunos para cada tarefa (Figura 6). No entanto, nenhum dos alunos
confirmou a equivaléncia das expressdes obtidas.

Indicadores Construtivo Desconstrutivo
Decompor Fixar o 19 lado, dois ’ N7 \=7 \
pelos lados ladod f Al A/l
Decompor em trés A A\
partes i .
Decompor por | Fixar tridngulos, um A
tridngulos e lado ANNA A A E
lados

Fixar o 12 tridngulo,

dois lados &74\7_\

Decompor em m
triingulos

Figura 6. Categorizacdo das resolucdes

Segundo momento

O segundo momento foi bem diferente. Foram distribuidas pelos alunos algumas resolucdes
da tarefa 2. Para facilitar a discusséo coletiva, decidimos que todos os alunos tinham as
mesmas resolucdes. Evidenciaram grandes dificuldades em analisar o trabalho feito atraves
das dimensdes da criatividade. Apds a leitura da tarefa, comecaram a analisar as diferentes
propostas apresentadas, para verificar se faziam sentido e se tinham solucdo. Algumas eram
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perguntas simples, outras eram problemas. Na Figura 7 s@o apresentados alguns exemplos
dessas respostas.

- Quantos fios de 3 cm cabem em 36 cm?

- Corta o fio em cinco fios de diferentes comprimentos. Em seguida, coloca-os por ordem
crescente.

- A Maria tem 36 centimetros de fio flexivel para secar roupa. Sabendo que cada mola esta a
uma distancia de 6 cm de outra mola, sera possivel colocar o fio?

- A Sofia tem um fio flexivel de 36 centimetros. No primeiro dia usou metade do fio. No 2 ¢ dia
usou um terc¢o do fio que sobrou. Quantos metros de fio sobraram?

- Descobre quantos retdngulos de areas diferentes podes construir com um fio de 36 cm de
comprimento?

- Sera que o fio tem comprimento suficiente para fazer um lago em torno de uma panela
cilindrica com 15 cm de raio?

- Sabendo que o perimetro de um retingulo é de 36 c¢cm, e um dos lados tem o dobro do
comprimento do outro lado. Quanto mede cada lado do retangulo?

Figura 7. Resolucéo da tarefa 2 apresentada para analise

Os alunos comecaram por eliminar algumas propostas porque perceberam que algumas
questdes ndo estavam corretas, por exemplo, "A Joana pretende decorar duas caixas com
dois fios de comprimento 36 cm. Uma das caixas € um quadrado e a outra é rectangular.
Quais sao as dimensdes das caixas?". Em outros casos, porque as tarefas formuladas estavam
desadequadas aos niveis de escolaridade do ensino basico que irdo ensinar: "Qual é o lado
do maior hexagono que se pode construir com um fio de 36 cm de comprimento?".
Posteriormente tentaram criar categorias de analise. Esta categorizacéo foi também dificil e
complexa para os futuros professores. Os principais problemas que enfrentaram foram: Que
critérios utilizar? Que contetdos? Que estratégias de resolucdo de problemas? Que
dificuldades? Que tipo de problemas? Consequentemente, durante a discussdo em grupo,
assumiram alguns mal-entendidos como interpretagdes equivocadas dos problemas
formulados e da categorizacdo. Assim, para as mesmas resolucdes, alunos diferentes
propuseram diferentes categorizacdes que lhes permitiram analisar a flexibilidade (Figura
8).

-Calculos -Perimetros -Problemas de um ou | -Falta de dados
-Problemas de um | -NUmeros racionais mais passos - Célculos
passo -Calculos - Factos matematicos | - Factos matematicos
-Factos matematicos -Areas - Célculos - Problemas de um ou
-Problemas de | -Figuras geométricas mais passos
tentativa e erro -Proporcionalidade

direta

-Dinheiro

Figura 8. Algumas categorizacGes das respostas a tarefa 2

Mesmo que algumas das categorizagdes tivessem 0s mesmos itens, os problemas associados
ndo eram 0s mesmos. Estas dificuldades foram associadas a flexibilidade, que é a dimensao
mais dificil de identificar, pois envolve o pensamento divergente e conhecimento de
contetido. Quanto a fluéncia, de acordo com 0 nosso modelo, todos os alunos concordaram
que o aluno que apresentou a resolucdo da tarefa 2 é fluente. Sobre a originalidade néo
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chegaram a um consenso, ja que, usando a unicidade da resposta, encontraram muitas, e, por
outro lado, nem sequer as consideraram™originais".

No final, todos estes futuros professores disseram que a tarefa 2 tem potencial criativo
porque provoca muitas resolugdes, mas também referiram que é muito dificil analisar as
producdes dos alunos.

Conclusoes

Acreditamos que a criatividade emerge como uma componente muito importante que deve
ser usada no processo educacional. A formulacdo de problemas é uma parte da resolucéo de
problemas e ambas estdo interligadas com a criatividade. Assim, essas duas capacidades
devem ser desenvolvidas em paralelo, incentivando os alunos a criarem 0s seus proprios
problemas (Polya, 1973; Silver, 1997), com base em determinadas situagdes ou experiéncias
e, a0 mesmo tempo, a resolver problemas recorrendo a uma variedade cada vez maior de
estratégias. Ambas exigem o pensamento divergente e outras componentes da criatividade.

Os resultados preliminares, baseados principalmente nas producées dos alunos, sugerem que
os futuros professores revelam algumas caracteristicas da criatividade, o que significa que
as tarefas utilizadas tém potencial para desenvolver essas caracteristicas nos estudantes.
Também sugerem que a flexibilidade é a dimensdo mais dificil de identificar pelos futuros
professores.

De todas as dimensdes da criatividade estamos especialmente preocupados com a fluéncia e
a flexibilidade, considerando que estas duas dimensdes sdo componentes fundamentais na
formagéo dos professores. Nesta fase do estudo, podemos dizer que encontramos, na sua
maioria, estudantes motivados na procura de muitas e diferentes resolucgdes e as tarefas com
padrdes em contextos visuais (e.g. a tarefa 1) foram as que deram origem a mais resolucdes,
proporcionando aos alunos a oportunidade de serem mais criativos. Isto parece estar
relacionado com a natureza das tarefas em si, mas também com o trabalho anterior que foi
feito com estes alunos sobre os padrdes.

A resolucéo da tarefa 1 é consistente com o que temos vindo a observar.

A analise das resolucdes escritas da tarefa 2 € um outro aspeto do nosso trabalho que ainda
estd numa fase exploratoria, e que se centra no estudo da forma como os futuros professores
analisam a criatividade nas producdes escritas. Mostraram uma clara dificuldade nesta
analise, apesar de estarem conscientes do que se pretendia, que era identificar caracteristicas
das trés dimensGes da criatividade. Uma possivel explicacdo pode ser a sua falta de
conhecimento matematico e didatico e/ou pouca confianca na sua capacidade de fazer
matematica. No nosso trabalho anterior, nas producdes relacionadas com tarefas de
formulacéo de problemas, os alunos ja revelaram tambem menos criatividade (e.g. Barbosa
et al., 2014; Vale & Barbosa, 2013). Outra possivel dificuldade pode ter a ver com a falta de
familiaridade com este tipo de trabalho. Esta é uma tarefa que ndo € muito comum para 0s
estudantes, que estdo mais familiarizados com olhar para resolugfes no sentido tradicional,
por outras palavras, analisar a formulacdo de um problema é muito diferente de analisar a
sua resolucdo. Consideramos que € necessaria uma reflexdo mais aprofundada sobre esta
abordagem.
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Quanto as tarefas, neste trabalho abordaram-se duas tarefas muito especificas que foram de
encontro aos objetivos pretendidos. No entanto, em futuros estudos devera diversificar-se a
natureza das tarefas.

Todos reconhecemos que o professor desempenha um papel essencial no processo de ensino
e aprendizagem. O que pensa, sabe e faz na sala de aula com os alunos pode fazer a diferenca
na pratica docente. O processo de ensino e aprendizagem deve dar aos alunos a oportunidade
de "pensar fora da caixa"”, mas isso sO é possivel se os professores acreditarem que a
criatividade pode ser promovida e souberem como o fazer. Para isso é fundamental encontrar
tarefas ricas e desafiantes para desenvolver a criatividade matematica, mas também temos
de procurar estratégias adequadas para usar na sala de aula, para que os professores sejam
mais confiantes e eficientes no seu ensino. Os futuros professores devem tornar-se
pensadores criativos, reconhecendo que tanto a flexibilidade como a originalidade
incentivam o pensamento divergente, uma componente crucial do pensamento matematico.
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Resumo: Este texto reporta-se a um estudo que tem por objetivo descrever e compreender
de que modo surgiu, foi criada e preparada a exploracao de tarefas de modelagdo matematica,
no tema da Estatistica, no contexto de cursos profissionais. O objetivo para as tarefas foi
proporcionar a capacidade de desenvolver o sentido critico dos alunos, usando a Estatistica
como ferramenta Gtil na resolucdo de problemas surgidos a partir da realidade. Neste
contexto, a modelagdo matemaética constitui-se como um conceito adequado para que a
professora visada neste texto, Sara, levasse 0s alunos a terem essa oportunidade.

A investigagdo desenrola-se em contexto de trabalho colaborativo coordenado pela
investigadora, onde foi criado um design de tarefas de modelacdo matematica adaptado a
alunos de varios cursos profissionais.

A recolha de dados, inscrita numa abordagem qualitativa e interpretativa, recorreu a
observacao participante de aulas e sessdes de trabalho colaborativo; entrevistas iniciais,
finais, pré e pds aula da professora; e a recolha de materiais produzidos pela professora.

O estudo, na sua fase atual, permite ja apontar alguns resultados preliminares: Sara sublinha
como aspetos fundamentais para o sucesso das tarefas o ter tido em conta os perfis
profissionais dos alunos e os ter envolvido na recolha de dados. Isto permitiu que estes
estabelecessem relagdes entre possiveis variaveis estatisticas e experimentassem todas as
fases do ciclo de modelagdo matematica, o que contribuiu para simultaneamente atribuirem
relevancia a Estatistica e aprenderem conhecimentos estatisticos.

Palavras-chave: construcdo de tarefas; exploracdo de tarefas; modelacdo matematica em
Estatistica; ensino profissional; trabalho colaborativo entre professores.

Introducéo

Um dos aspetos cruciais da pratica ensino passa pela selecdo/criagdo/adaptacdo de tarefas
ricas e motivadoras para os alunos (Canavarro & Santos, 2012). Esta preocupagdo com as
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tarefas e sua adequacdo assume contornos muito particulares nos Cursos Profissionais, nos
quais as orientacdes curriculares sugerem que a criacdo de tarefas deve partir de situacoes
reais e do senso comum dos alunos (ME, 2007). Estes cursos sdo, pois, 0 contexto para o
estudo focado neste texto, que se suporta no trabalho colaborativo desenvolvido por um
grupo de professoras de uma mesma escola, que lecionam Matematica nestes cursos. O
trabalho retratado neste texto incide no tema da Estatistica, comum a todos 0s cursos
profissionais. Como ideia fundamental para o desenvolvimento do trabalho consideramos
que poderia ser fértil a ideia de modelacdo matematica que proporciona o surgimento da
Matematica a partir da realidade. Desenvolvemos esta ideia usando o ciclo de modelagédo
proposto por Borromeo Ferri (2006), que serd descrito posteriormente. Foi no contexto de
situacOes reais que surgiu, colaborativamente, um design de tarefas, que obedeceram a uma
determinada estrutura visando a aprendizagem de conceitos estatisticos (distribuicdes
bidimensionais) e obedecendo ao ciclo de modelacéo referido.

Enquadramento tedrico

Steen (2002) refere que a Estatistica é uma das areas mais presente no dia-a-dia do cidadao
comum. Ndo basta este saber ler, escrever, fazer contas — deve estar preparado para analisar,
criticar e tirar conclusdes acerca da informacdo que lhe é fornecida e ser capaz de pensar
estatisticamente em situacOes relevantes (Rosen, Weil & Zastrow, 2003; Ponte 2002; De
Lange, 2001). A forma como cada pessoa manifesta essa capacidade traduz o seu dominio
da literacia estatistica. Nas profissdes, a Estatistica desempenha um papel importante porque
a medida que a interpretacdo de dados se tem tornado cada vez mais relevante em decisdes
que afetam a vida das pessoas espera-se que os profissionais de praticamente todas as areas
sejam versados na utilizacdo de ferramentas quantitativas. A Estatistica assume deste modo
um papel preponderante nessa preparacao porque proporciona ferramentas metodologicas
gerais para analisar a variabilidade (Gal & Garfield, 1997), determinar relacbes entre
variaveis, desenhar as suas proprias experiéncias e tomar decisdes em situa¢Ges de incerteza
(Batanero & Diaz, 2004). Apesar da importancia da Estatistica no ensino da Matematica ser
apontada por varios autores e a sociedade em geral, existem dificuldades inerentes ao ensino
da Estatistica.

Neste estudo, o estabelecimento de associa¢Bes entre varidveis, a partir de elementos da
realidade, levou & necessidade de recorrermos ao estudo das distribuicdes bidimensionais. E
interessante em dados bivariados, verificar se existe ou ndo algum tipo de associagédo entre
eles e, caso exista, caracterizar essa relacdo. Relativamente as distribui¢ces bidimensionais,
Varios autores referem a complexidade do ensino e aprendizagem sobre dados e relacdes
bivariadas (Engel & SedImeier, 2011; Estepa & Batanero, 1996; Garfield & Ben-Zvi, 2008;
Mugabe, Fernandes & Correia, 2012). A compreensdo da regressao e correlacdo exige
conhecimento bésico sobre fungdes e, acima de tudo, a consideragdo da variagdo a volta de
uma possivel tendéncia (Engel & SedImeier, 2011). Essa complexidade e dificuldade
inerente as distribuicBes bidimensionais, do saber como ensinar e que tarefas propor aos
alunos do ensino profissional levou-nos a procurar contextos reais e a modelacdo
matematica.
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A modelagdo matematica surge da necessidade do Homem em compreender os fendbmenos
que o cercam para interferir ou ndo no seu processo de construcao e é uma forma privilegiada
de resolucdo de problemas do mundo real. A palavra modelacdo aparece intimamente
associada aos problemas da realidade. Algumas defini¢cGes de modelagdo matematica surgem
na literatura, mas aqui destacamos as de Niss (1992) e Borromeo Ferri (2006). Segundo Niss
(1992), um caso de modelacdo matematica para que seja considerado auténtico terd que estar
associado a uma disciplina ou atividade existente fora da matematica e que compreende
fendmenos, objetos, questdes e problemas que tém interesse genuino de uma perspetiva extra
matematica para pessoas ligadas a essa disciplina ou atividade, ideia também defendida por
Borromeo Ferri (2006). A modelacao é descrita, usualmente, através de um esquema: o ciclo
de modelacdo. Neste estudo, a opcao recai sobre o ciclo de modelacdo de Borromeo Ferri
(2006). Esta opcéo é devida ao facto desta autora dar extrema importancia a realidade,
conhecimento extra matematico e envolvéncia dos alunos na recolha de dados, aspetos
especialmente relevantes no tema da Estatistica. Segundo Borromeo Ferri (2006), a primeira
fase do ciclo de modelagdo comeca com a compreensao da situacdo a estudar. Pode-se tornar
acessivel através de uma representacao visual, por exemplo, como uma foto que em alguns
casos podera corresponder ao registo da situacdo real vivida de modo a captar a atencéo do
aluno e a possibilitar a conexdo imediata com o mundo real. A segunda fase passa pela
representacdo mental da situacdo. Os alunos tém que compreender a tarefa e o que tém de
fazer com ela, mas eles préprios criam as suas proprias associacfes no que respeita aos
elementos da realidade apresentados, tendo em conta o conhecimento extra matematico que
possuem. Eles comegam a simplificar e a estruturar a tarefa e constroem o chamado modelo
real, correspondendo ao terceiro passo do ciclo. Posteriormente, os alunos irdo trabalhar no
dominio estrito da matematica. Ao obterem resultados, os alunos terdo que interpreta-los e a
seguir validar o modelo, que consiste na comparacao entre a matematica e a realidade.

O programa para o ensino profissional recomenda a implementacéo de tarefas de modelacéo
matematica. Uma das razdes apontada por alguns autores € de cariz social: “preparagdo dos
alunos para uma melhor inser¢do na sociedade” (Matos & Carreira, 1994, p. 11). Nesta
perspetiva, que em certos aspetos coincide com o NCTM (2007), o cidaddo devera ter a
capacidade de criticar modelos e processos matematicos, de desmontar exemplos de
matematica aplicados a fendmenos reais e de questionar o uso de modelos matematicos na
sociedade na qual estd envolvido (Carreira, 1995).

Quando o professor pretende conduzir tarefas de modelacdo com os seus alunos, precisa de
ter em conta critérios na elaboracgao/criacao dessas tarefas. Primeiramente, na criacdo de uma
tarefa de modelacdo hd que cuidar do contexto (Matos & Carreira, 1994), o partir de
situacOes reais e significativas para o aluno. Lesh & Yoon (2007) definem tarefas geradoras
de modelos matematicos (modeliciting activities) como resolugéo de problemas dos quais se
extraem modelos matematicos, mas que requerem dos alunos a explicitacdo dos seus
raciocinios de modo a testd-los e refina-los varias vezes, se necessario. As solucdes e
conclusbes finais da atividade matematica baseada em tarefas geradoras de modelos
matematicos envolvem, obviamente, o modelo matematico criado e, também, todo o
processo desenvolvido e inerente a sua construcéo, que inclui os sistemas de conceitos que
esse modelo possa envolver. Kaiser & Maafs (2007), referem que a resolucéo de problemas

de modelagdo matemética promove um maior enriquecimento da educacdo matematica
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porque toda a atividade matematica dos alunos, decorrente destes problemas, é diversificada
e por isso mais rica, no sentido em que se relacionam e interagem na sala de aula com uma
diversidade de conhecimentos, ndo s6 matematicos, como também sociais, ou baseados nas
vivéncias dos alunos. A decisdo quanto ao grau de estruturacdo da tarefa de modelacao cabe
ao professor e deve ter em conta 0s objetivos dessa tarefa, o contexto, os alunos em questéo,
0s conteudos matematicos e o ciclo de modelag&o.

Como ja foi referido é crucial o contexto, pois é importante que os alunos reconhecam nele
algo motivador e util. Deste modo, as conexfes com a realidade, a modelacdo matematica e
o tema Estatistica constituem um bom motivo para levar a criacdo de tarefas motivadoras e
ricas conduzindo os alunos a estabelecer relagdes com a realidade e perceberem a utilidade,
neste caso, da Estatistica.

Metodologia

O estudo apresentado neste artigo faz parte de uma investigacdo mais alargada, que visa
compreender o conhecimento estatistico e ndo estatistico para ensinar que os professores de
Matematica mobilizam, em contexto de trabalho colaborativo, na gestdo curricular do
programa de Matematica dos cursos profissionais. Pretende-se compreender esse
conhecimento através da realizacdo de tarefas de modelacdo, no tema da Estatistica. Trata-
se de um estudo qualitativo, de natureza interpretativa (Bogdan & Biklen, 1994; Ponte,
2006), seguindo um design de estudo de caso (Merriam, 1988; Yin, 2003). Neste texto
apresentamos o caso referente a professora Sara, uma das professoras envolvidas no trabalho
colaborativo, focando os resultados preliminares relativos a construcdo e exploracdo das
tarefas.

Sara tem cerca de 30 anos, é licenciada em Matematica — Ramo de Formacéo Educacional e
tem uma po6s graduacdo em ensino da Matematica. A sua relagdo com a modelacdo
matematica € praticamente inexistente e sobre o ensino da Estatistica, refere em entrevistas,
que basicamente seguiu 0s manuais, nunca tendo aprofundado alguns conceitos. Nas
entrevistas que antecederam o trabalho de criacdo e preparacao da exploracdo das tarefas de
modelacdo sobre as distribuicGes bidimensionais menciona que nunca antes se preocupou
em adaptar as tarefas de sala de aula ao curso em lecionacao.

A turma de Sara em que pds em pratica as tarefas é constituida por 24 alunos, sendo muitos
deles oriundos de turmas CEF. Uns inscreveram-se neste curso devido a falta de
aproveitamento escolar no ensino secundario regular e outros porque gostam de desporto.
Trata-se de uma turma de 10.° ano do curso profissional Técnico de Apoio a Gestdo
Desportiva.

Sara optou por lecionar todo 0 mddulo de Estatistica com recurso a tarefas de modelagéo e
organizou os alunos em grupos de quatro elementos, segundo as motivagoes e afinidades,
mantendo-o0s assim agrupados ao longo da lecionacdo deste modulo.

O trabalho colaborativo com o grupo das professoras a que Sara pertencia realizou-se
essencialmente no ano letivo 2011/2012. Neste trabalho, conduzido pela investigadora
também professora na mesma escola (primeira autora deste texto), procurou-se criar um
clima onde houve lugar a partilha, discussdo e elaboracdo de tarefas de modelagdo

138



GD1- Design de tarefas

matematica para implementar em sala de aula, assim como a reflexdo sobre episodios
decorrentes da pratica da sua implementacdo, com o objetivo de criar condi¢es para uma
maior compreensdo sobre o conhecimento estatistico e ndo estatistico das professoras. A
criacéo e selegéo das tarefas foram da responsabilidade da equipa de trabalho colaborativo e
a adaptacdo aos alunos de cada turma foi da responsabilidade de cada professora, tendo sido
alvo de discussdo e reflexdo em sessdes de trabalho colaborativo e reflexdo individual
(entrevista pés aula).

A recolha de dados recorreu a diversas técnicas: observacdo participante de aulas da
professora e sessbes de trabalho colaborativo; entrevistas iniciais (caracterizacdo da
professora; compreender como interpreta 0 programa, como prepara e planifica as aulas: o
que entende por modelacdo matematica; e que evidéncias do conhecimento da Estatistica
manifesta), finais (compreender evolugdo do conhecimento estatistico e entendimento do
que € modelacdo matematica e tarefas de modelacdo), pré aula (compreender de que forma
a professora planificou e estruturou a aula e o0 que teve em conta para a cria¢do da tarefa) e
pos aula (recolher de forma imediata uma reflexdo sobre o sucedido na aula, reajustes da
tarefa e se esta passou por todas as fases de modelagdo); e materiais produzido pela
professora.

A anélise de dados aqui reportada foi feita a partir de uma tarefa de modelacéo da professora
Sara. Apresentam-se excertos da estrutura da tarefa e da entrevista que antecedeu a aula em
que a professora revela como surgiu e foi pensada a tarefa, que design se adotou, e como foi
planificada. Esta tarefa foi escolhida pela riqueza do trabalho que proporcionou e que
permite uma andlise bastante completa.

O trabalho colaborativo

Para melhor compreensdo de como Sara criou esta tarefa, € importante fazer uma breve
descricdo do trabalho realizado colaborativamente com vista a construcdo das tarefas a
propor aos alunos.

Situacéo de partida

A ideia que deu origem as tarefas de modelacdo emergiu de um objetivo e preocupacéo
comum a todas as professoras participantes: proporem um tema comum aos trés cursos
profissionais e que fosse do interesse dos alunos. Esta ideia levou a um debate durante
algumas sessdes de trabalho colaborativo uma vez que pretendiam encontrar uma situacédo
real que envolvesse gestdo desportiva, infancia e alimentacdo: temas relacionados com a
area profissional dos trés cursos. Foi acordado que as professoras pensassem em temas,
falassem com as turmas, com os colegas das disciplinas técnicas e numa proxima reunido de
trabalho colaborativo trouxessem ideias. As professoras acharam importante analisar as
saidas profissionais dos trés cursos. Assim conseguiram mais facilmente pensar em algo que
envolvesse 0s trés cursos e fosse ao encontro das motivagdes dos alunos. Numa sesséo, Sara,
propds um contexto relacionado com a promocgao para a saude e assim transversal a todos
0s cursos. Como um dos cursos profissionais envolvido era Técnico de apoio a infancia, ndo
foi dificil pensarem na amostra que iriam escolher: criancas do pré-escolar no agrupamento
de escolas onde todas lecionavam. Sara, ao pensar nesta ideia, sugeriu uma forma de
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realizarem no mesmo dia ou dias um conjunto de atividades que envolvesse 0s cursos e de
concretizarem esta ideia. Surgiu a ideia de conhecer, em primeiro lugar, melhor a amostra
(elaboracdo de um inquérito). As professoras perceberam que a criacdo das tarefas seria
facilitada apds esta recolha, pois so ai iriam perceber que variaveis poderiam surgir e que
relacGes emergiriam. Nesta sessdo de trabalho foi lancado o desafio de pensarem na estrutura
de uma primeira tarefa de modelagéo, tendo em conta a previsdo do que poderia surgir a
partir da recolha de dados e dos contextos reais acordados.

Resultados preliminares

Nesta seccdo serdo apresentados alguns resultados inerentes a uma tarefa de modelagédo
realizada por Sara. Optou-se, neste texto, por apresentarmos a segunda tarefa de modelagao
implementada em sala de aula, porque surgiram varias relacdes entre pares de variaveis que
levaram ao estudo do sinal de correlacéo linear dos varios modelos matematicos construidos.
Para além disso, esta tarefa adequou-se ao ciclo de modelacdo de Borromeo Ferri (2006),
permitindo compreender o que envolveu a sua criacdo e exploragao de todas as fases do ciclo
de modelacao.

Tarefa - “Os magricelas rapidos e saltitantes ou ...talvez ndo! ”

Ideias base para a construcao da tarefa: Os alunos de Sara, do curso profissional de gestado
desportiva, por sugestdo desta, em aulas que antecederam a observacéo de aulas, propuseram
um conjunto de questbes relacionadas com caracteristicas das criangas escolhidas para
amostra do estudo que queriam analisar e a organizacdo de uma gincana. Estes alunos, tendo
como objetivo a organizacao de um evento desportivo destinado a criangas dos 4 aos 6 anos,
tinham interesse em conhecer previamente as caracteristicas fisicas e habitos desportivos
destas criancas. A partir dai, foi construido um inquérito destinado aos encarregados de
educacdo, que visava a recolha dessa informacdo. A ideia para a criagdo da tarefa “Os
magricelas rapidos e saltitantes ou ...talvez nao! ” surgiu a partir da analise, em sala de aula,
das respostas dos inquéritos e da recolha de dados oriunda da gincana organizada com as
criancas do pré- escolar. O ciclo de modelacdo de Borromeo Ferri (2006), sugere gque se
comece com uma representacao visual da situacdo da realidade, de modo que o aluno consiga
de imediato e com o conhecimento extra matematico que possui estabelecer uma conexao
com a realidade. Nesta fase, em que Sara envolveu os seus alunos, na recolha de dados
(gincana), foi possivel a observacdo direta da realidade, o que levou a primeira fase do ciclo
de modelagdo. A medida que os jogos da gincana foram decorrendo, os alunos iam
mobilizando o seu conhecimento extra matematico (conhecimento relacionado com outras
areas do saber e do senso comum) e foram estabelecendo relagdes e suposi¢Bes sobre a
adequabilidade dos jogos as criangas, sobre as suas caracteristicas fisicas e competéncias
fisicas para a concretizagdo desses jogos. Eles proprios criaram as suas proprias associagoes
no que respeita aos elementos da realidade apresentados, tendo em conta 0 conhecimento
extra matematico que possuiam, levando a representacdo mental da situacéo e segunda fase
de modelacdo. As associacdes que surgiram e que deram origem & criacdo da tarefa e a
exploracdo a nivel estatistico séo referidas a seguir.
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A construcdo da tarefa: Sara introduziu imagens e usou dialogos que tinha ouvido entre
alunos, no dia em que recolheram os dados, de modo a mobilizar de imediato a atencdo dos
alunos:

Num agrupamento de escolas algarvio, durante uma aula de matematica em que se
estudaram distribui¢des bidimensionais, surgiram vérias ideias por parte dos alunos
do curso profissional técnico de gestao desportiva:

Lucas disse: “Acho que o tamanho do pé esta relacionado com a altura!”

A Giovanna, por seu lado, pensou “O peso
provavelmente influencia a corrida... acho
que os mais pesados devem demorar mais
tempo!”

O Joel ficou a pensar “O peso pode
influenciar o numero de saltos dado pelos
alunos... os mais leves talvez saltem mais

B

vezes...’

Tendo em conta, que os alunos teriam de construir o modelo real e matematico, Sara
estruturou a tarefa no sentido de levar os alunos ndo s6 a passar por essas fases do ciclo de
modelacdo como também fazer o estudo que pretendia. Para isso, construiu previamente as
tabelas que relacionavam os pares de varidveis e chegou aos trés pares de variaveis acima
referidas. Sara pretendeu deste modo, compreender se era possivel a construgdo do modelo
real (tabelas que relacionam os pares e variaveis e diagramas de dispersdo) e se os alunos de
forma ainda inconsciente e natural conseguirem chegar a esse modelo. Neste sentido,
colocou questdes na tarefa que conduziam os alunos a construcdo dos varios modelos reais,
estruturando a tarefa no sentido de passar pela terceira fase do ciclo de modelagéo:

“1. Crie trés tabelas distintas, uma para cada situacao (por exemplo):

Namero de Peso (Kg) Tempo do 2°
identificacdo da sprint
crianca

2. Represente os diagramas de dispersao, com recurso ao Excel.”

A Sara percebeu que com estes trés pares de variaveis conseguiria levar os alunos a chegarem
por eles ao estudo e interpretacdo, em contexto real, da intensidade do sinal de correlagao
linear. O objetivo da Sara foi levar os alunos a trabalharem matematicamente e assim chegar
a construgdo do modelo matematico (quarta fase do ciclo de modelagdo). Na entrevista pré
aula, Sara menciona que fez a construcdo da tabela inerente aos trés pares de variaveis em
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estudo e foi verificar, com recurso ao Excel se conseguia ou ndo chegar a um modelo de
regressdo linear (modelo matematico) onde surgisse uma correlagdo com sinal positivo,
negativo e outra nula. Caso isso se verificasse poderia avangar para a construcdo da tarefa:

Construi uma tabela no Excel para cada par de varidveis que tinha ouvido
das conversas dos mitudos. Eu queria chegar ao estudo da intensidade do
sinal de correlacdo linear e fui testando. Construi vérios diagramas de
dispersdo ¢ umas davam outras nem tanto ...as que se aproximavam mais
do modelo linear foram as que referi e uma delas aparecia muito
disperso.... ndo digo ja qual ¢ para ser surpresa para ti! Achei interessante
e construi a tarefa nesse sentido. (EPATM2VB, 14/06/12)

Ao colocar questdes especificas, Sara pretendeu que os alunos construissem o modelo
matematico e conduziu-os nesse sentido, estruturando bastante as questdes de modo a
cumprir esse objetivo:

“3. Consideremos o modelo de regressdo linear para os varios pares de
variaveis. Indique a equacdo da fungdo obtida e determine o coeficiente de
correlacdo. Represente a reta sobre o diagrama de dispersdao, em cada
situacao.

Funcéo escolhida Coeficiente de correlacao (r)

N° sapato e altura

Peso e tempo

Peso e saltos

4. Por observacdo direta do diagrama e tendo em conta os coeficientes de
correlacdo encontrados, como considera a possivel correlacdo? Existe ou nao?
Seré positiva ou negativa? Forte ou fraca?

A fase de testagem e interpretacdo de resultados foi pensada no sentido de colocar questdes
que levasse os alunos a trabalhar matematicamente e utilizassem conhecimentos
matematicos (quinta fase do ciclo de modelacdo matematica). As questdes colocadas por
Sara levaram a testagem e previsao de resultados a partir dos modelos de regresséo linear
obtidos:

“5. Teste os modelos encontrado, fazendo estimativas.
a) Qual o nimero de sapato previsto para um aluno com 1,34cm?

b) Quanto tempo se prevé que demore na atividade “Sprints- O + rapido”
um aluno com 23kg?

c) Pode estimar-se 0 nimero de saltos previsto por um aluno com 23kg?
Explique porqué.”
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Na ultima questdo, Sara apela a comparacdo dos resultados obtidos com os diélogos
presentes no inicio da tarefa. Sara tem como objetivo principal que os alunos reflitam sobre
a validade dos modelos e apresentem justificacbes que confirmem ou ndo as conjeturas
iniciais (ultima fase do ciclo de modelacéo):

“6. Existird fundamento nas ideias do Lucas, da Giovanna e do Joel? Observe
atentamente os dados recolhidos, resultados matematicos obtidos a partir dos
modelos e intensidade do sinal de correlagdo e dé a sua opinido.”

Preparacdo da exploracdo da tarefa: Sara ao planificar a tarefa preparou-a para a
implementar em uma Unica aula de 90 minutos e sequenciou-a da seguinte forma: Leitura da
tarefa: 10 minutos; questdo 1: 10 minutos; questdo 2: 10 minutos; questdo 3: 10 minutos;
questdo 4: 10 minutos; questao 5: 20 minutos; questdo 6: 15 minutos. A Sara ndo apresentou
na sua planificacdo tempo para discussdo da tarefa. Quanto aos recursos que Sara teve
necessidade de usar para a criacdo da tarefa, ela refere-se a grelha com dados recolhidos e
Excel. A estrutura e ordem das questdes da tarefa foram acordadas em colaboracdo com as
colegas, mas adaptadas a este curso e obedecendo a um fio condutor que levasse os alunos a
passarem pelas vérias fases do ciclo de modelagéo.

Conclusoes

Dos resultados preliminares, relativamente ao design da tarefa pode afirmar-se que Sara
conseguiu conciliar mais do que um proposito: a tarefa de modelacao contemplou as varias
fases do ciclo de modelagdo (Borromeo Ferri, 2006), esteve relacionada com a area
profissional dos alunos e que levou ao surgimento de conteudos estatisticos. Assim Sara
demonstrou capacidade em adequar tarefa e em planificar aulas de modelacao.

A professora aproveitou o que os alunos conheciam do contexto profissional do seu curso e
pensou em preparar uma tarefa que a possibilitasse ensinar conceitos inerentes as
distribuicbes bidimensionais, considerando assim as tarefas como ponto de partida da
abordagem aos conceitos (Canavarro & Santos, 2012), explorando em simultaneo o ciclo de
modelacdo. A primeira parte da tarefa, com a introducéo da foto e dialogos, levou os alunos
a reconhecerem a situacdo real, o que possibilitou a conexdo imediata com a realidade
(primeira fase do ciclo de modelacdo). Esta parte da tarefa teve como objetivo lembrar os
alunos que estiveram envolvidos na recolha de dados, aumentando ndo sé a sua curiosidade
como vontade em resolver a tarefa. A segunda fase do ciclo de modelagéo surgiu quando os
alunos criaram as suas proprias associacdes (conjeturas), no dia da gincana, no que respeita
aos elementos da realidade apresentados, tendo em conta o conhecimento extra matematico
que possuiam, levando a representacdo mental da situacdo (Ferri, 2006). Sara pensou em
colocar questdes (1 e 2) para fazer emergir a terceira fase do ciclo de modelagéo: construcao
do modelo real. Nesta tarefa, os modelos reais foram as tabelas que relacionam os pares de
variaveis e os diagramas de dispersdo. A questdo 3, visava a construcdo dos trés modelos de
regressdo linear e também o célculo do coeficiente de correlagdo. Na construcdo desta
questdo, a professora teve em consideracdo a quarta fase do ciclo de modelagcdo. A quarta
questdo, teve por objetivo levar a compreensdo da regressao e correlagcdo, conhecimento
béasico sobre fungdes e, acima de tudo, a consideracéo da variagdo a volta de uma possivel
tendéncia (Engel & Sedlmeier, 2011). A quinta questdo exemplifica que a Sara, ao pensar
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na estrutura da tarefa, teve em conta, na sua elaboracdo, o objetivo de levar os alunos a
mobilizar o conhecimento que tinham sobre a situagéo real e desta forma criticarem os
resultados que iam obtendo. Esta possivel comparacdo entre os resultados matematicos
obtidos e a realidade deveu-se a forma como a questao foi elaborada e pensada tendo em
conta a quinta fase do ciclo de modelacao (Borromeo Ferri, 2006).

Neste contexto, foi notorio que a Estatistica desempenhou um papel importante porque a
medida que a interpretacdo de dados se foi tornando cada vez mais relevante em decisoes
relacionadas com a futura profissdo destes alunos, estes revelaram-se mais versados na
utilizacdo de ferramentas quantitativas. A Estatistica assumiu deste modo um papel
preponderante nessa preparacao porque proporcionou ferramentas metodoldgicas gerais para
analisar a variabilidade (Gal & Garfield, 1997), para determinar relacdes entre variaveis, e
tomar decisdes em situacOes de incerteza (Batanero & Diaz, 2004). Por altimo, a questéo 6,
teve por objetivo levar a reflexdo. Uma vez, conhecida a situacdo real os alunos conseguiram
interpretar de forma mais valida e consciente os resultados estatisticos a que chegaram,
validando ou refutando o modelo matematico construido (Gltima fase do ciclo de modelacéo
de Borromeo Ferri, 2006). Esta tarefa geradora de modelos matematicos, requereu dos
alunos a explicitacdo dos seus raciocinios (Lesh & Yoon, 2007). Para além disso, Sara
conseguiu promover uma atividade matematica rica e diversificada, no sentido em que se
relacionou e interagiu em sala de aula com uma diversidade de conhecimentos, ndo sé
matematicos, como sociais e baseados nas vivéncias dos alunos (Kaiser & Maaf, 2007).

Sara demonstrou estar sensivel a curiosidade e motivacao dos seus alunos e aproveitou o que
eles conheciam do senso comum para explorar e ensinar conteudos estatisticos que de outra
forma provavelmente ndo teriam o0 mesmo grau de envolvéncia e aprofundamento. Este tipo
de tarefas e a forma como foram exploradas com os alunos influenciou o seu pensamento e
a forma como aprenderam e estabelecem conexdes (Stein & Smith, 1998). Este tipo de
trabalho levou a professora a compreender que a criacdo de tarefas motivadoras e
contextualizadas é ndo sé uma mais-valia no que diz respeito as aprendizagens dos alunos,
mas também a coloca, enquanto professora, num papel mais ativo, assumindo um papel
investigativo, criativo e reflexivo na préatica e sobre a pratica.
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O uso do termo “tarefa” tem marcado presenca no vocabulario da comunidade de
educacdo matematica, a nivel internacional e nacional, ja por algumas décadas,
correspondendo ao reconhecimento do papel central que as mesmas desempenham na
atividade do aluno e do professor na aula de Matematica. A selecdo de tarefas
significativas para a aprendizagem matematica tem merecido uma atencao especial por
parte da comunidade de investigacdo, sendo visivel no nosso pais um desenvolvimento
importante no nimero de estudos que se desenrolam a partir da realizacdo de unidades de
ensino ou sob a forma de experiéncias de ensino, no contexto dos quais as tarefas
assumem um papel estruturante relativamente a atividade matematica que é esperada
ocorrer na sala de aula.

De facto, as tarefas podem proporcionar ao aluno a exploracéo de conceitos e estratégias
matematicos e contribuir para o desenvolvimento do seu pensamento matematico,
constituindo-se como ferramentas mediacionais para 0 ensino e aprendizagem da
matematica (Watson et al., 2013). As caracteristicas das tarefas que melhor podem
contribuir para a aprendizagem matematica dos alunos enquadram-se num campo muito
vasto de estudo, salientando-se na sua discussdo, entre outros, a tipologia das mesmas e
0s contextos que as integram.

Relativamente a tipologia das tarefas (por exemplo, problemas, exercicios, investigacoes
ou projetos), na sua relagdo com aprendizagem, importa compreender 0s objetivos
perseguidos quando estas sdo introduzidas. Diferentes tipos de tarefas matematicas
podem contribuir para o desenvolvimento de capacidades fundamentais nos alunos, tais
como o raciocinio matematico, a resolucéo de problemas e a comunicacdo matematica,
conteddos de aprendizagem, enquanto capacidades transversais, do anterior Programa de
Matematica do Ensino Bésico (Ministério da Educagéo, 2007). A escolha de uma tarefa,
tendo em conta a sua tipologia, também se relaciona com a intencéo e relevancia atribuida
pelo professor a aspetos tais como a diversidade de estratégias ou de representacoes
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usadas pelos alunos ou aos processos matematicos, por exemplo, a argumentacéo, que se
pretendem promover,

Associada a tipologia das tarefas surge, muitas vezes, a ideia do maior ou menor desafio
que elas suscitam nos alunos e como isso afeta a possibilidade de envolvimento na
atividade matematica esperada. Hodge et al. (2007) destacam a importancia de considerar
o0 interesse do aluno na tarefa, que designam por pragmatico, que o levem a ter um
interesse em desenvolver o problema/situacdo matematica ali proposto. Os autores,
seguindo Dewey, assumem uma perspetiva de desenvolvimento que enfatiza a natureza
profundamente cultural dos interesses dos alunos. No seu estudo tornam evidente como
a tentativa de cultivar o interesse matematico dos alunos (no caso no dominio da
estatistica) ancorou-se fortemente na atencdo inicial dada aos seus interesses pragmaticos
e na promocao da sua participacdo em praticas consistentes com as dos profissionais da
area. No entanto, salientam que podem surgir tensbes ao procurar-se articular os
interesses pragmaticos e os interesses ligados ao conteido matematico, o que exige
considerar que caracteristicas as tarefas devem possuir para apoiar 0s interesses dos
alunos na aprendizagem da matematica, ao longo do tempo.

No que diz respeito ao contexto das tarefas, em particular nos niveis mais elementares,
existem diversos elementos que devem ser considerados na sua selecdo ou elaboracéo,
como por exemplo: permitir o uso de modelos; fazer “sentido” para os alunos e; suscitar
surpresa e questionamento (Fosnot & Dolk, 2001). Os contextos das tarefas,
nomeadamente as situa¢fes que enquadram os problemas matematicos, podem constituir
um importante suporte ao raciocinio dos alunos e a orquestracdo de discussao de ideias
matematicas contribuindo para a aprendizagem matematica (Mendes, Brocardo &
Oliveira, 2013).

A inclusdo de contextos ndo matematicos nas tarefas a propor aos alunos tem uma longa
tradicdo nos chamados “problemas de palavras” que nas ultimas décadas alguns
investigadores tém criticado por se tratarem de “pseudo-realisticos”, dado ndo
representarem situacgdes da realidade e ndo incentivarem o uso ao conhecimento comum
dos alunos ou a avaliacao de resultados em fungdo do que seria razoavel na situacdo real
(Palmer, 2009). Ainda assim, ha autores que defendem que essas situa¢cdes cumprem um
papel importante dado fornecerem as imagens mentais necessarias para construir e
discutir conceitos abstratos, como refere Gerofsky (2009). Este autor recorda que o
conceito de “realistico” para as situagdes a propor aos alunos esta presente no movimento
RME (Realistic Mathematics Education), adotando as perspetivas de Hans Freudenthal,
configurando-se como algo que é imaginavel, para o qual é possivel criar uma imagem
mental. Deste modo, considera que 0s alunos estdo conscientes que tais problemas nao
sdo transparentes e ndo tém como intencdo elucidar a utilidade da matematica na vida
quotidiana.

Para além das caracteristicas das tarefas individualmente, importa considerar as
sequéncias de tarefas que sdo propostas aos alunos, considerando que a aprendizagem é
um processo que se desenvolve ao longo do tempo. Na construcéo de tais sequéncias de
tarefas, Watson et al. (2013) referem-se a trés tipos diferentes: i) o problema mantem-se
de tarefa para tarefa mas vai-se aumentando a complexidade das tarefas, por exemplo,
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através do tipo de nimeros que vdo sendo introduzidos; ii) o problema vai tornando-se
mais complexo, por exemplo, pela adi¢cdo de mais passos ou variaveis, e iii) 0 conceito
envolvido na tarefa vai sendo ele proprio mais complexo. Este € um trabalho exigente ao
nivel da planificacdo mas que permite estabelecer um percurso coerente de aprendizagem,
levando em conta as caracteristicas dos alunos.

No entanto, ao considerar a relacéo entre tarefas e sequéncias de tarefas e a aprendizagem,
ha também que atender a cultura de sala de aula em que estas sdo exploradas e o papel
assumido pelo professor, ou seja, segundo Gravemeijer e Cobb (2013) considerar a
ecologia da aprendizagem. A perspetiva destes autores vem ao encontro do que muitos
estudos tém vindo a revelar: a qualidade das aprendizagens dos alunos ndo depende
apenas do cuidado colocado na sele¢do ou construcdo das tarefas mas da natureza do
discurso e das normas de sala de aula que se estabelecem ao longo do tempo. Esta
perspetiva coloca desafios aos investigadores, dado que a analise das aprendizagens a
partir da atividade do aluno nédo se confina, assim, a resolucéo escrita do aluno, havendo
um espaco coletivo de producdo de conhecimento, através das interacdes entre alunos e
entre professor e aluno.

As oito comunicagdes que integram o grupo de discussdo “As tarefas e a aprendizagem
do aluno” incidem sobre uma variedade de problematicas que nos permitem discutir
aspetos bastante relevantes no ambito deste tema.

A primeira comunicacdo, de autoria de Ana Henriques e Hélia Oliveira (Raciocinio
inferencial informal de alunos do 8.° ano no contexto de uma investigacdo estatistica
usando o TinkerPlots), centra-se num estudo que parte do desafio de selecionar tarefas
que apoiem os alunos nos processos de inferéncia informal e que permitam trabalhar os
conteddos programaticos relativos a Estatistica, dado essa componente do raciocinio
estatistico ndo ser contemplada no programa de matematica do ensino basico, no nosso
pais. O texto incide sobre uma investigacao estatistica realizada por uma turma do 8.° ano,
usando o software TinkerPlots, e evidencia como a natureza das questdes colocadas aos
alunos influenciou fortemente a sua atividade. Por exemplo, numa fase inicial os alunos
ndo realizaram processos inferenciais mas tendiam a fazer descri¢des dos dados obtidos,
uma vez que foram eles proprios a recolhé-los. No entanto, esta atividade teré contribuido
para os alunos verem os dados como agregado e obterem evidéncias a partir dos dados
para produzirem generalizacdes, uma vez que estavam familiarizados com o contexto e
este correspondeu ao seu interesse pragmatico (Hodge et al., 2007). As autoras realcam,
ainda, o papel mediador significativo do recurso tecnoldgico usado pelos alunos, em
sintonia com as caracteristicas da tarefa proposta.

A comunicacdo de autoria de Isabel Velez e Jod&o Pedro da Ponte (Promover a
compreensdo de representacfes no 3.° ano) incide sobre um estudo que procura
compreender a pratica de uma professora na exploragdo de uma tarefa em sala de aula
com vista @ promogdo da aprendizagem das representagdes. Em consonancia com este
objetivo, a tarefa realizada pelos alunos — um problema de palavras — permitia que 0s
alunos usassem uma variedade de representacdes. Os autores salientam como resultado
que, mais do que a escolha de uma ou outra representacéo, o sucesso dos alunos depende
da capacidade de usarem de forma sistemética uma certa representacdo. No entanto, a
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professora teve um papel importante ao incentivar alguns alunos a recorrer a
representacdes escritas para resolver o problema, uma vez que aparentemente se
centravam no que era pedido na pergunta — “quantos” — e tendiam a dar apenas uma
resposta numérica. Salienta-se também que a partir das resolucbes dos alunos, a
professora procurou estabelecer conexdes entre as varias representacdes a que recorreram
de modo a chegar a simbdlica. A escolha do contexto do problema, muito préxima dos
alunos, e dos nimeros envolvidos, tera contribuido para a emergéncia das representacdes
mas verifica-se, também, o importante papel da professora em diversos momentos da aula
de forma a atingir os objetivos definidos.

O texto de autoria de Joana Silva e Ema Mamede (Explorando tarefas de padrdes no 2.°
ano do ensino basico) apresenta uma analise de alunos, do 2.° ano de escolaridade,
envolvidos em tarefas sobre padrdes de repeticdo e crescimento em sala de aula. As
autoras discutem a importancia do conhecimento da tarefa (matematica envolvida na
tarefa) e do conhecimento pedagdgico da tarefa (conhecimento matematico envolvido e
conhecimento matematico dos alunos). As tarefas propostas foram exploradas de acordo
com o modelo tetraédrico de Rezat e Strasser (2012) enfatizando a relacdo entre o aluno,
a tarefa e a matematica, embora o papel do professor no processo também seja relevante.
Os resultados fornecem indicadores interessantes sobre a natureza das tarefas (sobre
padrdes), o papel dos alunos e a matematica envolvida (algebra/pensamento algébrico)
em relacdo a comunicacdo matematica, ao raciocinio matematico e a resolucdo de
problemas. A relacdo tarefa-aluno-matematica do modelo tetraédrico constituiu uma
oportunidade dos alunos desenvolverem: i) a comunicagdo oral porque foram
incentivados a descrever, por palavras suas e pormenorizadamente, as resolucdes de cada
problema; ii) o raciocinio matematico porque justificavam as resolucées de forma simples
e elementar e, progressivamente, argumentavam de forma mais complexa e completa,
com recurso a linguagem matematica mais elaborada e; iii) a resolucdo de problemas
porque foi discutido e aceite, em sala de aula, vérias resolu¢es da mesma tarefa o que
contrariou a ideia dos alunos que os problemas apenas tinham um processo de resolucgao.

O trabalho de Anténio Domingos (A aprendizagem da matematica através de tarefas
baseadas em recursos tecnoldgicos), assente na Teoria da Atividade, analisou de que
forma um conjunto de tarefas de cariz tecnoldgico, enquanto artefactos mediadores,
promove a aprendizagem dos alunos. Em particular, pretendeu compreender o papel
desempenhado pelas tarefas que, apresentadas em formato eletronico formando
sequéncias de aprendizagem, simulam em grande parte a organizacdo dos conteddos
apresentados no manual escolar. Sendo essas tarefas retiradas dos manuais escolares e
dos materiais eletronicos que lhe estavam associados, portanto inerentes ao curriculo
apresentado aos professores, tentou explicitar a forma como o curriculo modelado e o
curriculo em acdo se transformam em ferramentas de aprendizagem. A partir da
observacdo e gravagdo das acoes dos alunos na resolugéo das tarefas propostas pela
ferramenta foi caraterizada a aprendizagem realizada, considerando que esta é mediada
pela sequéncia das tarefas apresentada pelo recurso em uso. Procurou, ainda, caracterizar
o papel desempenhado pelo professor ao intervir nas sequéncias de aprendizagem que sdo
apresentadas nesses materiais. As tarefas revelaram-se bons mediadores da
aprendizagem, verificando-se um desenvolvimento significativo do pensamento
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proceptual (combinacdo de pensamento processual e conceptual) dos alunos. Quando as
tarefas em estudo envolviam uma linguagem mais formal ou uma traducao simbolica dos
conceitos, os alunos manifestaram grandes dificuldades na sua compreensdo e
manipulacdo, solicitando a mediacdo do professor. Também se verificou que a relagdo
entre o curriculo apresentado, na sequéncia de tarefas definida pela ferramenta, e o
curriculo em acéo através da implementacédo dessas mesmas tarefas foi importante para a
intervencdo do professor na defini¢do do curriculo modelado, nomeadamente atraves de
uma abordagem baseada na produc¢do de documentos de apoio a intervencao do aluno.

O texto de autoria de Celia Mestre e Hélia Oliveira (As tarefas e a mobilizacdo da
capacidade de generalizacdo: um estudo com alunos do 4.° ano) investiga a relacéo entre
as caracteristicas das tarefas propostas, e o nivel de pensamento relacional e a capacidade
de generalizacdo evidenciados por alunos. As tarefas surgem no ambito de uma
experiéncia de ensino realizada numa turma do 4.° ano, adotando uma perspetiva de
conceber o pensamento algébrico como um fio condutor curricular, numa légica de
integracdo curricular e caracterizam-se pela sua diversidade. As tarefas foram agrupadas
em sequéncias segundo as ideias algébricas a explorar, apresentando quer contextos de
modelacdo, no sentido de serem realisticas para os alunos (Gerofsky, 2009), quer
contextos puramente matematicos, embora suportados em representacdes familiares aos
alunos. A anélise do desempenho dos alunos revela um aparente retrocesso em
determinada sequéncia de tarefas, o que leva as autoras a analisar as caracteristicas
particulares das tarefas que o poderdo justificar. Verifica-se que as tarefas que
apresentavam mais do que um caso particular ou um contexto de modelacao facilitador
da compreensdao das relacbes numéricas promoveram nos alunos um maior
reconhecimento dessas relagdes e uma maior capacidade de expressao da generalizacéo.
Estes resultados relevam a importancia da escolha das tarefas e da sua sequenciacao,
assim como a necessidade de atender as suas caracteristicas quando se analisam as
aprendizagens ocorridas.

O estudo apresentado por Ana Caseiro, Jodo Pedro da Ponte e Cecilia Monteiro
(Investigacdes no ensino de conceitos e representacdes estatisticas no 1.° ciclo) centra-
se sobre as potencialidades e dificuldades decorrentes da implementacéo de um tipo de
tarefas matematica (as investigacdes estatisticas) com o objetivo de promover a
aprendizagem de conceitos e representacdes estatisticas no 1.° ciclo do ensino basico. A
tarefa proposta trata-se, neste caso, de uma investigacao estatistica que é desenvolvida ao
longo de diversas aulas e que tem um caracter aberto na medida em que sdo os alunos que
formulam as questdes que pretendem vir a investigar, denotando a preocupacdo das
professoras em fazer desenrolar a atividade a partir de temas que sejam do interesse dos
alunos. Esta op¢édo, no entanto, evidencia a tensdo referida por Hodge et al. (2007), na
medida em que a oportunidade que € dada aos alunos para investigarem temas do seu
interesse dificulta a definicdo de um problema a ser investigado e o desenvolvimento de
um planeamento adequado, ou seja, ndo se torna facil compatibilizar os interesses
pragmaticos com os interesses relacionados com as aprendizagens pretendidas, como é
referido por estes mesmos autores.

A comunicacéo de autoria de Cristina Loureiro e Lurdes Serrazina (Estruturacéo espacial
e geométrica - contributos para a sua construgdo em coletiva) discute os contributos da
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fase de discussdo coletiva de grande grupo para o desenvolvimento de sequéncias de
tarefas mateméticas com o objetivo de construir percursos didaticos. A analise da
atividade resultante das tarefas propostas evidencia, segundo as autoras, ser possivel
introduzir tarefas significativas e exigentes do ponto de vista da estruturacdo geomeétrica,
integradas em percursos didaticos, com alunos dos niveis elementares. Os resultados
apontam no sentido de que a concecdo de novas tarefas e a tomada de decisdes sobre a
sequéncia a imprimir aos percursos sao fortemente informados pelos momentos de
discussdo coletiva com a turma. Na construcdo de percursos didaticos salientam-se
dilemas relativos a escolha das tarefas e aos elos a estabelecer entre elas e evidenciam
uma preocupacdo compativel com uma perspetiva de ecologia de aprendizagem
(Gravemeijer & Cobb, 2013).

Finalmente, o texto de autoria de Rosario Monteiro e Leonor Santos (A resolucéo de
problemas no ambito de uma competicéo inclusiva e a eficicia do feedback: o caso de
Maria) relata-nos um estudo sobre a relacdo entre a capacidade de resolucao de problemas
desafiantes evidenciada por uma aluna e o feedback escrito proporcionado pela
professora, de forma sistematica. As tarefas propostas integram um concurso de
problemas desafiantes que, segundo as autoras, se caracterizam pela existéncia de um
certo grau de dificuldade e pela necessidade que criam no aluno de ultrapassar o
obstaculo, ou seja, que o incitam a tentar uma solucdo e que encontram eco nos
comentarios da aluna participante sobre esta sua experiéncia. Os resultados apontam no
sentido de uma evolucdo da aluna na forma como comunica as suas resolugdes e de
algumas caracteristicas do feedback proporcionado pela professora que podem estar
associadas a essa evolucdo, de que se destaca o facto de se focarem no processo, ndo
emitindo juizos de valor sobre os erros cometidos pela aluna mas incentivando-a a refletir
sobre 0s mesmos.

Em sintese, na maioria dos estudos que integram este tema, salientam-se aspetos
importantes relativamente as caracteristicas da tarefas propostas e também ao papel do
professor no decurso da aula para garantir que a tarefa proposta atinge os objetivos de
aprendizagem visados. Nestes textos é possivel observar aspetos da pratica do professor
associada ao trabalho com tarefas em sala aula, como sejam o apoiar os alunos na
interpretacdo de enunciados, em gerir a discussao coletiva e na sistematizacdo das ideias
fundamentais conduzindo a niveis mais formais de pensamento. Torna-se bastante
evidente nestes estudos, uma certa cultura de sala de aula que é criada, salientando a
estreita associacdo entre a atividade decorrente das tarefas e as normas socio-matematicas
estabelecidas (Gravemeijer & Cobb, 2013).

Observa-se que, na maioria dos estudos relatados, as tarefas matematicas visam o ensino
de aspetos da matematica, onde o professor tem um papel relevante em sala de aula, e as
aprendizagens. Assumindo as tarefas esta centralidade no processo de ensino e
aprendizagem e sendo a avaliagdo um processo inerente ao ensino e a aprendizagem, sera
importante que a avaliacdo cumpra a sua principal funcdo: melhorar o ensino e a
aprendizagem. Tal fungdo € evidenciada num artigo de Black & Wiliam (1998) que
apresenta uma meta-analise de varios artigos de investigacdo sobre avaliacdo das
aprendizagens, evidenciando o papel da avaliagdo formativa na melhoria das
aprendizagens dos alunos. Nessa avaliagdo formativa ¢ dado especial destaque ao
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feedback de qualidade em todo o processo de melhoria das aprendizagens e do ensino.
Black e Wiliam (2006). O trabalho de Rosario Monteiro e Leonor Santos revela a
possibilidade que, através de uma tarefa ou sequéncia de tarefas, se possa integrar
avaliacdo, aprendizagem e ensino, sem que existam tarefas para ensinar e aprender e
outras, distintas das anteriores, para avaliar. Existem alguns estudos que evidenciam a
dificuldade, assumindo mesmo como um desafio, a articulacdo entre a avaliagdo
formativa e a avaliacdo sumativa (Harlen, 2006).

A terminar, deixamos um conjunto de questbes, agrupadas em trés blocos, que
consideramos pertinente discutir relativamente a este tema e que podem apontar caminhos
para futuros estudos que ajudem a aprofundar o nosso conhecimento sobre a relacdo entre
as tarefas e a aprendizagem do aluno da matemaética, enquadrada numa perspetiva
ecoldgica de aprendizagem.

(1) Relagéo entre o tipo de tarefas e as aprendizagens que estas potenciam

— Como as caracteristicas das tarefas influenciam a natureza da atividade dos
alunos?

— Como os alunos interpretam as tarefas matematicas propostas, nomeadamente
no que diz respeito aos contextos que sao usados?

— Em que medida as aprendizagens dos alunos vao ao encontro dos objetivos
visados pelas tarefas?

— De que forma as tarefas usadas pelo professor tém o propoésito de fornecer
informacdo relevante sobre o ensino e a aprendizagem (articulacdo entre
ensino, avaliacdo e aprendizagem)?

(2) Exploracao das tarefas: metodologias de trabalho, o papel do professor, o papel
dos alunos

— Que dindmicas de sala de aula s&o promovidas com diferentes tipos de tarefa
matematica?

— Como os professores adaptam as tarefas de acordo com o contexto em que estas
séo propostas?

— Que aspetos se salientam quanto ao papel do professor no trabalho com as

— tarefas matematicas em sala de aula?

— Que aspetos se salientam quanto ao papel do aluno ao trabalhar com diferentes
tipos de tarefas matematicas?

(3) Recursos de apoio a exploracéo e resolucédo de tarefas

— Que caracteristicas particulares possuem as tarefas que pressupdem o uso de
recursos pelos alunos?

— Como as tarefas podem apoiar a transformacdo de um artefacto num
instrumento pedagogico?

— Que ambientes de aprendizagem podem ser criados para potenciar a
aprendizagem dos alunos em torno de tarefas com diferentes recursos?
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GD2 - As tarefas e a aprendizagem dos alunos

RACIOCINIO INFERENCIAL INFORMAL DE ALUNOS DO 8.°
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USANDO O TINKERPLOTS
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Resumo. Este estudo debruca-se sobre o raciocinio estatistico inferencial informal de
alunos de uma turma do 8.° ano e pretende investigar de que modo as bases desse
raciocinio podem emergir através de tarefas orientadas para o raciocinio estatistico
(TORE), em particular na exploracdo de uma investigacdo estatistica utilizando o
software TinkerPlots. Os dados que servem de base a analise foram recolhidos a partir da
resolucdo escrita das tarefas pelos alunos e dos registos da sua atividade no computador
com o TinkerPlots. Os resultados mostram um grande envolvimento dos alunos na tarefa
e fornecem compreensao sobre os diversos aspetos de inferéncia estatistica informal que
evidenciam. Além disso, sugerem que a tarefa proposta, em associagdo com 0 recurso
tecnoldgico usado, tem potencial para tornar a inferéncia estatistica informal acessivel
aos alunos desta faixa etéria.

Palavras-chave: Raciocinio estatistico; Investigaces estatisticas; Raciocinio inferencial
informal; TinkerPlots; Tarefas TORE

Introducéo

A Estatistica tem ganho destaque nas orientacdes curriculares (GAISE, 2005; NCTM,
2007) a medida que a sociedade valoriza a analise de dados e a capacidade de raciocinar
sobre eles e de usa-los de modo efetivo e critico na tomada de decisGes. Em linha com
essas recomendac0es, investigadores em educacdo matematica tém defendido um papel
mais aprofundado e alargado da Estatistica ha matematica escolar (Makar & Ben-Zvi,
2011), perspetivando novas abordagens no ensino e aprendizagem, mais holisticas e
orientadas para 0s processos e para o desenvolvimento do raciocinio estatistico dos
alunos, que vao para além das técnicas de analise de dados (Makar & Rubin, 2009).

Contudo, o foco do ensino ainda €, frequentemente, a aprendizagem de ferramentas
estatisticas (graficos, medidas estatisticas e procedimentos) sem que os alunos conhegam
as razbes para o fazerem, conduzindo as reconhecidas dificuldades em usa-las
adequadamente em problemas de aplicacio (Bakker & Derry, 2011). E vital que os alunos
situem essas ferramentas dentro do processo estatistico e em contextos sob investigacao,
isto €, que o foco no uso dessas ferramentas esteja inserido na razdo de fazer estatistica
para compreender o fendmeno subjacente.

Indo ao encontro destas ideias, o documento “Framework for Teaching Statistics within
the K-12 Mathematics Curriculum” (GAISE, 2005) sugere uma abordagem curricular a
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Estatistica que, enfatizando e revisitando um conjunto de ideias estatisticas ao longo da
escolaridade, promove gradualmente nos alunos a compreensdo da Estatistica como um
processo investigativo envolvendo as seguintes componentes:

(i) clarificacdo do problema a resolver e a formulacdo de questdes (ou hipéteses) que
podem ser respondidas com dados;

(ii) desenho e utilizagdo de um plano para recolher dados apropriados;

(iii) selecdo de métodos numericos e graficos apropriados para analisar os dados:
sumariar, formular conjeturas, tirar conclusoes e fazer generalizagdes;

(iv) interpretacdo dos resultados da andlise tendo em conta o ambito de inferéncia baseada
nos dados e relacionar a interpretacdo com a questdo original.

Dada a relevancia atribuida a capacidade de tirar conclusGes que se estendem para além
dos dados em analise, deduzindo que os padrdes neles observados estdo também presentes
num contexto mais alargado (de facto o interesse de uma investigacdo nao esta nos dados
disponiveis mas nas suas caracteristicas mais gerais e nos processos que 0s criaram), 0
ciclo de investigacdo estatistico (Wild & Pfannkuch, 1999) é compreendido como um
processo inferencial. Este reconhecimento desencadeou um grande interesse pela
inferéncia estatistica tornando-a num objetivo central do raciocinio estatistico.

A promocdo do raciocinio inferencial informal (RII) nos alunos, desde niveis
elementares, permite aprofundar a compreensdo do propdsito e utilidade dos dados para
dar significado ao mundo real e suporta a transi¢do para a inferéncia formal, em estudos
mais avanc¢ados, que se tem verificado ser fonte de inimeras dificuldades (Rubin,
Hammerman, & Konold, 2006; Zieffler, Garfield, delMas, & Reading, 2008). Este
raciocinio, segundo Ben-Zvi (2006), esta ligado as atividades cognitivas “envolvidas ao
se tirar conclusdes ou fazer predi¢des, informalmente, sobre um “universo mais alargado’
a partir de padrdes, representacGes, medidas estatisticas e modelos estatisticos de
amostras aleatdrias, ao mesmo tempo que se atende a forca e limitagcdes da amostra e das
inferéncias realizadas” (p. 2).

A inferéncia estatistica informal ndo deve, pois, ser ensinada como uma entidade em si
mesma mas focada no raciocinio usado para tirar conclus@es Uteis e ricas em contexto
sobre os dados. No entanto, a emergéncia deste conceito (RII) coloca desafios aos
professores. E necessario repensar a natureza das experiéncias que se proporcionam aos
alunos atraveés das tarefas a explorar e abordagens a adotar de modo a desenvolver as suas
ideias de inferéncia estatistica. Nomeadamente, no nosso pais, onde a inferéncia formal
esta reservada para o ensino superior e os alunos ndo experienciam métodos de inferéncia
informal, o desafio é selecionar tarefas que simultaneamente se enquadrem no programa
e apoiem o0s alunos nos processos de inferéncia informal.

Refletindo este recente interesse no campo da RII, este estudo pretende investigar de que
modo as bases do raciocinio inferencial informal dos alunos podem emergir através de
tarefas orientadas para o raciocinio estatistico (TORE), em particular na exploracéo de
investigacOes estatisticas suportadas pelo uso do software TinkerPlots, com uma turma
do 8.° ano do ensino bésico.
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Inferéncia estatistica informal e Raciocinio inferencial informal

A inferéncia estatistica informal, descrita como um processo de raciocinio informal que
usa dados disponiveis como evidéncia para fazer generalizagdes probabilisticas ‘para
além’ dos dados, ¢ reconhecida como uma base importante do raciocinio estatistico
(Makar & Rubin, 2009). Esse raciocinio, segundo Rubin et al. (2006), envolve a

consideracdo das seguintes ideias relacionadas:

(i) propriedades de agregados em vez de propriedades de casos individuais; (ii) tamanho
amostral e o seu efeito na precisdo das estimativas da populagéo; (iii) controlo de
enviesamento; e (iv) tendéncia, distinguindo entre afirmacgdes que sdo sempre verdadeiras
e as que sdo frequentemente ou algumas vezes verdadeiras. Além disso, para Makar e
Rubin (2009), trés principios sdo essenciais a caracterizacdo da inferéncia estatistica
informal, sendo que o primeiro € particular do processo de inferéncia e os dois dltimos
sdo especificos da estatistica:

(1) fazer generalizagOes (previsOes, estimativas de pardmetros e conclusdes) que se
estendem ‘para 14 dos dados’;

(2) usar dados como evidéncia para as generalizacdes; e

(3) usar linguagem probabilistica na descri¢do das generalizacdes.

Uma vez que a obtencao de conclusdes que se aplicam a um universo para além dos dados
requer uma argumentacdo persuasiva baseada em analise de dados, Ben-Zvi (2006)
compara raciocinio inferencial a argumentacdo e defende a integracdo destes dois no
desenvolvimento do raciocinio estatistico dos alunos em contextos de aprendizagem.

Os estudos que se tém debrugado sobre a inferéncia estatistica informal e o raciocinio dos
alunos que lhe estd subjacente (Makar & Rubin, 2009; Pfannkuch, 2006; Rubin,
Hammerman, & Konold, 2006; Zieffler et al., 2008), tém apresentado defini¢cbes destes
conceitos nem sempre unanimes, dado a sua dependéncia do contexto e do topico focado
mas 0s quadros tedricos propostos facilitam o desenho de ambientes de aprendizagem e
a analise do raciocinio inferencial informal dos alunos. Zieffler et al. (2008) combinam
varias pespetivas e apresentam uma definicao de raciocinio inferencial informal como “o
modo como os alunos usam o seu conhecimento estatistico informal para formular
argumentos que suportam inferéncias sobre populacfes desconhecidas baseadas em
amostras observadas” (p. 44). Neste sentido, o quadro conceptual que estes autores
propdem, focado especificamente na construcdo de tarefas que podem ser usadas para
analisar o raciocinio dos alunos, identifica RIl como envolvendo as seguintes
componentes: (1) generalizagdes para ‘além dos dados’; (ii) utilizagdo de conhecimento
prévio na medida em que estd disponivel; (iii) fornecer justificacbes baseadas em
evidéncias para as generalizacOes; e (iv) usar linguagem probabilistica na descricdo das
generalizagbes enquanto fazem referéncia a niveis de incerteza sobre as conclusdes
tiradas.

Tentando articular as praticas de sala de aula prevalentes no dia-a-dia e as oportunidades
que elas representam para conduzir ao RII, Leavy (2010) defende o uso de investigacdes
estatisticas e fornece um quadro conceptual para o desenho de tarefas para suportar o IIR
(Quadro 1). Segundo a autora este tipo de tarefa apresenta caracteristicas que vao ao
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encontro das que na literatura séo referidas como essenciais as atividades que suportam
um foco na inferéncia: Usar dados amostrais para raciocinar sobre as caracteristicas da
populacdo; Comparar amostras de dados para raciocinar sobre possiveis diferencas entre
populacdes.

Quadro 1 - Caracteristicas orientadoras para o desenho e selecdo de tarefas que suportam o RIl
(Leavy, 2010, p. 48)

Propésito da Acoes sobre osdados ~ Natureza da atividade = Caracteristicas das

investigacdo estatistica tarefas
Usar amostras para Utili
Tirar conclusdes raciocinar sobre ilzam .
sobre relagdes populacdes conhecimento prévio
entre
caracteristicas de olh Requerem o uso de
grupos de arpara c ras d [ evidéncias para
~ , omparar amostras de
Observacoes alem dos daclos dadog ara raciocinar suporta_r 5
(estatistica P loci generalizacdes
inferencial) sobre diferencas entre
Baseiam-se no uso de

populacGes -
linguagem
probabilistica

Além disso, para a autora, faz sentido um esfor¢o para ajudar os alunos a procurar ‘para
além dos dados’ e que os conduza a olhar para os dados antes, no sentido de identificarem
padrdes subjacentes. A selecdo de tarefas que suportam o raciocinio informal pode
também ser informada pelo grau com que essas tarefas requerem que os alunos: utilizem
conhecimento prévio na medida em que esta disponivel (Zieffler et al., 2008), fornecam
justificacOes para as generalizagOes baseadas em evidéncias (Makar & Rubin, 2007,
Zieffler et al., 2008) e usem linguagem probabilistica na descricdo de generalizacGes
enquanto fazem referéncia a niveis de incerteza sobre as conclusdes retiradas (Makar &
Rubin, 2007).

Os avancos na tecnologia e a crescente facilidade de acesso a dados reais, também
fornecem aos professores e alunos novas ferramentas para adotar abordagens informais
orientadas para os dados (Ben-Zvi et al., 2012). Em particular, os ambientes dindmicos
de aprendizagem estatistica, como por exemplo o TinkerPlots, que sdo desenhados
explicitamente para facilitar a visualizacdo de conceitos estatisticos, tém evidenciado um
enorme potencial para tornar acessivel aos alunos o raciocinio inferencial (Ben-2Zvi, 2006;
Rubin et al., 2006).

Contexto do estudo

O projeto

Este estudo integra-se num projeto de investigagdo e desenvolvimento que visa a
construcdo e experimentacdo de sequéncias de tarefas orientadas para o raciocinio
estatistico (TORE) dos alunos do ensino basico, recorrendo ao software TinkerPlots.
Assente numa perspetiva de Design research (Cobb, Zhao, & Dean, 2009), envolvendo
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ciclos interativos de preparagéo, experimentacdo e reflexdo, uma parte significativa do
projeto foi desenvolvida no ambito de uma Oficina de Formacdo, com 11 professoras de
Matematica dos 2.° e 3.° ciclos do ensino bésico, tendo as autoras do estudo assumido o
papel de investigadoras e formadoras. O trabalho na Oficina, que ocorreu entre novembro
e junho do ano letivo de 2013/14, com 40 horas presenciais, assumiu um caracter
eminentemente colaborativo, sendo as professoras co-responsaveis pela proposta e
discussdo das tarefas, experimentacdo na sala de aula e reflexao sobre todo o processo.

A tarefa em analise

No presente estudo debrucamo-nos sobre a ultima tarefa, de uma sequéncia de trés, do
primeiro ciclo de experimentacdo desenvolvido, numa turma do 8.° ano, por um par de
professoras participantes. Ndo sendo a inferéncia estatistica um objetivo de aprendizagem
do programa de matematica para este nivel de escolaridade, esta ndo se constituiu como
um toépico a ser aprendido pelos alunos. No entanto, as tarefas permitiram que os alunos
experimentassem aspetos significativos da pratica de inferéncia estatistica de modo
informal, fortemente apoiados na exploracdo de dados reais através de diversas
representacdes que um ambiente dindmico de aprendizagem estatistica, como o0
TinkerPlots, favorece (Ben-Zvi, 2006).

A tarefa em andlise, intitulada “O corpo humano: um estudo na escola” (em anexo)
consiste numa investigacdo estatistica que visa levar os alunos a percorrer as diferentes
fases de um estudo estatistico (Wild & Pfannkuch, 1999) e que compreende um conjunto
de conhecimentos e processos: Compreender a necessidade de dados (variaveis, métodos
recolha dados) e a sua influéncia nas conclusdes (enviesamento, erros de medicao);
Distribuicdo e Variabilidade (construcdo e interpretacdo de diferentes representactes
graficas e medidas estatisticas, comparar distribui¢ces); Amostragem (recolher amostras,
obter estimativas, fatores que afetam a precisdo das inferéncias; variabilidade resultante
do processo de amostragem). A tarefa contém também um conjunto de questdes com as
quais se pretende levar os alunos a realizar inferéncias informais, incorporando as
componentes do RII que foi descrito na literatura (Zieffler et al., 2008), como apontamos
no Quadro 2.

Quadro 2. Componentes do RII e sua relagdo com as caracteristicas da tarefa

Componente RII Caracteristicas da tarefa
Fazer julgamentos ou Fazem afirmac@es a prever as caracteristicas da
previsdes populacéo (forma, centro ou dispersdo); sobre a

existéncia ou ndo de diferengas entre duas
populagdes baseadas nas semelhangas ou diferencas
nas amostras.

Usar ou integrar Precisa de recorrer a conhecimento e linguagem
conhecimento prévio prévia ou intuitivo para prever caracteristicas da
populagéo; para comparar dois conjuntos de dados.
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Articular argumentos baseado Requer explica¢fes sobre como e porque € que 0S
em evidéncia alunos validam ou n&o as suas afirmacoes

A tarefa cria condicBes para que os alunos integrem na sua resolucdo o seu
conhecimento prévio sobre conceitos fundamentais. Ela desafia os alunos a fazer
julgamentos e previsdes sobre a populacéo da escola sem o uso de metodologia estatistica
formal. Por fim, tendo os alunos que explicar o seu raciocinio, ela pée a descoberto a
articulacdo dos seus argumentos e justificacdes para as suas previsdes e julgamentos.

Metodologia do estudo

Adotando uma perspetiva de Design Research, a investiga¢ao procurou abranger as varias
fases do processo e diversificar os métodos de recolha de dados de modo a permitir ndo
sO contribuir para compreender aspetos importantes do raciocinio estatistico dos alunos
mas também recolher elementos que permitissem rever o design do processo instrucional
(Stephan, Bowers, Cobb, & Gravemeijer, 2003), em particular as tarefas a propor em
ciclos subsequentes.

No estudo que relatamos neste texto, debrugcamo-nos sobre a realizacdo da terceira e
ultima tarefa por uma turma do 8.° ano, de uma das professoras que colaborou com o
projeto. A turma era constituida por 30 alunos, dos quais 20 eram rapazes (com idades
compreendidas entre 0s 13 e 0s 16 anos). Os alunos exploraram esta tarefa em grupos de
dois ou trés elementos, ao longo de dois blocos de 90 minutos, apds terem recolhido os
seus dados no final de uma aula anterior.

Tal como nas restantes aulas, o desenho metodoldgico foi definido pela equipa de
investigadoras mas a professora da turma e uma colega que com ela colaborou foram
responsaveis pela recolha de dados, com o auxilio de uma bolseira de investigacdo. A
recolha de dados incluiu a resolucdo escrita das tarefas pelos alunos e os registos da sua
atividade no computador com o TinkerPlots, recorrendo a um software de gravacao de
écrans (AutoScreenRecorder 3.1 Pro).

Para a analise de dados, de natureza qualitativa, foi usado o quadro conceptual de Makar
e Rubin (2009), anteriormente apresentado, envolvendo trés categorias (Generalizar para
além dos dados; Usar dados como evidéncia para suportar generalizacBes; Usar
linguagem probabilistica para generalizar) de modo a identificar os principais aspetos
do Raciocinio Inferencial Informal (RI1) que os alunos (neste texto referenciados pela
letra inicial do seu nome, tanto nas afirmagdes individuais como nas resultantes do
trabalho de grupo) revelaram ao realizar a tarefa proposta. Nessa analise procuramos
também identificar como as caracteristicas das tarefas suportam o RIl, de acordo com o
objetivo do presente estudo.

A emergéncia de Raciocinio Inferencial Informal

Generalizar para além dos dados. O raciocinio estatistico inferencial informal, segundo
o0s autores referenciados, envolve a realizagao de generalizagdes que se estendem ‘para
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além dos dados’. Esta componente inferencial emergiu no trabalho dos alunos, em vérios
momentos da tarefa com énfase diferente.

A tarefa foi introduzida com uma questao inicial “Como caracterizarias os alunos do 3.°
ciclo da tua escola, no que diz respeito a algumas das medidas referidas por Vitravio, por
exemplo, altura, pé e envergadura?”’. Esta questdo suscitou uma discussao interessante,
no grande grupo, onde foi clara a intencéo dos alunos utilizarem uma amostra para prever
as caracteristicas da populagdo em estudo (os alunos do 3.° ciclo), ao afirmarem “Dentro
do 3.° ciclo podendo selecionar um grupo de alunos mistos de cada turma” (J&D), “O
melhor era fazer uma sondagem” (E) ou ainda “Acho que ao escolher uma turma dos
3anos [de escolaridade] podemos ter uma boa ideia das [suas] caracteristicas. Realizar
uma sondagem e [porque] levard mais tempo fazer um censo” (S).

Apesar de perceberem a utilidade do processo inferencial — generalizar para além dos
dados —, os alunos ndo foram unanimes em relagdo ao modo como a amostra seria
recolhida e usada para generalizar resultados, embora na sua maioria tenham mencionado
a aleatoriedade como fundamental para garantir a representatividade da amostra, como
evidenciado nas seguintes respostas: “Escolher aleatoriamente entre 0 7.° ¢ 0 9.° ano” (R)
e “Escolher aleatoriamente alunos de diversas turmas de todos os anos do 3.° ciclo” (E).
Devido a limitagdes de tempo, os alunos concordaram em recolher dados da sua turma,
embora reconhecendo a falta de representatividade da amostra, ap6s a discussdao em
grande grupo.

Depois de recolherem dados relativos a altura, niamero calcado e envergadura, na propria
turma, os alunos formularam questdes sobre o fenémeno em estudo. Alguns alunos nao
compreenderam a intencdo das questdes formuladas para os ajudar a responder a questédo
inicial e consideram propriedades de casos individuais em vez de verem os dados como
agregados. As questdes “Quanto € a maior envergadura dos rapazes?” (W&F) e “Sera que
0 maior numero de sapato ¢ o aluno mais alto da turma?” (B&R), formuladas por estes
alunos, ttm uma natureza deterministica e ndo os conduzem a tirar conclusées para além
dos dados. Os restantes alunos, no entanto, séo capazes de formular questdes como “Qual
¢ a altura média dos alunos da turma?” (M&S) ou “Serd que os rapazes tém tendéncia a
ser maiores que as raparigas?” (T&D), que mostram tentativas de encontrar tendéncias e
uma descricdo global dos dados, focadas em propriedades de agregados e que tém em
conta a variabilidade. Apesar de as podermos considerar um progresso em relacao as
anteriores, atendendo as caracteristicas estatisticas que apresentam (e que sao centrais na
inferéncia informal), as questdes formuladas ainda sdo pensadas em termos de
caracterizacgdo dos alunos da turma.

Apos a exploragéo dos dados recolhidos na turma, recorrendo ao software TinkerPlots,
os alunos escreveram um pequeno texto sobre quais seriam as caracteristicas apresentadas
pelos alunos do 3.° ciclo, em relagdo aos atributos em estudo e que foram alvo das
questbes formuladas inicialmente. Como verificado em estudos com alunos mais novos
(por exemplo, Watson, 2008), o seu foco inicial na descricdo da turma ndo limitou os
alunos a usar os dados inferencialmente.

Na sequéncia das questdes formuladas inicialmente, sobre possiveis diferengas entre
géneros em relacéo as caracteristicas em estudo, os alunos envolveram-se na comparagédo
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de duas amostras (rapazes e raparigas da turma) e determinaram a existéncia (ou néo) de
diferengas que generalizaram para a populagao do 3.° ciclo do seguinte modo: “Os rapazes
vao ser maiores que as raparigas” (D&B&B) e “Na totalidade dos alunos do 3.° ciclo [as
conclusoes relativamente a] as alturas e as envergaduras vao ser que 0s rapazes vao ser
maiores (...) em comparagdo com as raparigas’” (A&A).

As suas respostas também sugerem que a maioria vé os dados recolhidos na turma como
evidéncia para prever quanto a altura, nimero de calgado e envergadura, mais geralmente,
dos alunos do 3.° ciclo. Alguns alunos assumem que os dados da turma e os do 3.° ciclo
terdo propriedades semelhantes, generalizando as caracteristicas verificadas na turma a
todo o 3.° ciclo, como evidenciado na seguinte afirmac¢ao de um dos grupos: “Nos alunos
do 3.° ciclo, a altura e envergadura dos rapazes € maior quando comparada com as
raparigas, baseados na nossa turma” (A&E). E interessante verificar que ao
generalizarem, estes alunos parecem focar a sua atencao na distribuigdo e ndo tanto em
medidas especificas, como tinham feito na formulacdo inicial de questdes ou
anteriormente na exploracéo dos dados para caracterizar a turma, sugerindo que o trabalho
prévio na organizacdo e descricdo dos seus proprios dados podera ter apoiado uma
mudanga para o raciocinio inferencial, ajudando-os a melhorar a sua visdo dos dados
como um agregado e a considerar variabilidade. Embora a maioria tenha calculado a
média das alturas dos alunos da turma, algumas das previsfes vao para além disso e
incluem um intervalo de valores mais alargado e alguma incerteza, adotando a perspetiva
estatistica de uma tendéncia que geralmente é verdadeira mas que admite exce¢des, como
se pode verificar na seguinte afirmagdo: “Em média os rapazes sdo mais altos mas
também se verifica que ha rapazes com 1.4 [m] mais baixo do que as raparigas, enquanto
[que para] as raparigas o valor minimo ¢ 1.44 [m]” (W&F).

No entanto, a maioria dos alunos reconhece que havera algumas diferencas entre as
caracteristicas dos alunos da turma e as dos alunos do 3.° ciclo em relacdo as distribuicdes
da altura ou nimero de sapato. Estas diferencas estdo refletidas nas suas previsdes,
expressas da seguinte forma: “Nos prevemos que a altura média dos alunos do 3.° ciclo
da Escola (...) provavelmente ird aumentar devido ao crescimento natural” (M&S) e
“Embora possa haver desnivelagdes de altura, a média da altura serd maior consoante o
maior ano de escolaridade” (J&D). Estas afirmag¢des mostram que, no seu raciocinio, os
alunos tém em consideracgéo a variabilidade, o efeito da ndo representatividade da amostra
(referido anteriormente) na precisdo das estimativas da populacdo e integram o
conhecimento do contexto, que lhes é familiar, para justificar as suas afirmacoes.

Usar dados como evidéncia para suportar generalizagcdes. Um dos principios essenciais
a inferéncia estatistica informal € o uso de dados como evidéncia para as afirmacdes ou
previsdes feitas sobre a populacdo a partir de amostras. Numa primeira fase, os alunos
exploraram os dados recolhidos na turma, recorrendo a representaces gréficas que
construiram utilizando o TinkerPlots, para responder as suas questdes iniciais ou
confirmar as suas previsdes (sobre as caracteristicas da turma).

Atendendo a que os alunos ndo foram orientados para um gréafico especifico, é
interessante observar que foram capazes de criar uma variedade de representacfes
gréficas e de as usar adequadamente para representar e interpretar os seus dados para
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obter evidéncia para as suas afirmacdes. O gréfico de pontos, sendo 0 mais intuitivo, foi
0 mais usado, tanto para responder as questdes iniciais de natureza deterministica, como
para confirmar as previsdes sobre as caracteristicas da turma. Por exemplo, nos graficos
da Figura 1, os alunos selecionaram adequadamente as variaveis, o grafico e respetiva
escala e ferramentas do TinkerPlots (percentagem), permitindo-lhes obter evidéncia para
responderem as suas questoes iniciais: “O aluno mais alto cal¢a o nimero de sapato mais
elevado” (B&B&R) e “A percentagem de alunos com mais de 1,60 cm € 55%” (B&B&R).
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Figura 1 — Graficos de pontos para caracterizar a altura dos alunos (B&B&R)

Os gréficos de pontos, como os da Figura 2, também foram usados pelos alunos para
comparar amostras e confirmar as suas previsoes relativas as diversas caracteristicas dos
alunos. No primeiro caso, referem que “Com base nas representagdes graficas, os dados
demonstram que ¢ verdade que os rapazes sdo, por norma, mais altos que as raparigas”
(AP&N) porque observaram que na classe das alturas mais elevadas (160-200 cm), o
namero de raparigas (F) é inferior ao nimero de rapazes (M). Deste modo, confirmaram
asua previsdo inicial feita com base na observacéo direta dos alunos da sua turma, embora
se tenham focado nos valores absolutos e ndo nas proporgdes. Em relagdo ao segundo
grafico, os alunos fazem uma interpretacdo semelhante mas ja tém em consideracdo as
proporcdes e sdo capazes de articular informacdo de 3 variaveis, recorrendo a cor para
representar o género (que é uma facilidade especifica deste software). Neste caso, 0s
alunos afirmaram “Com base nas representagdes graficas, os dados demonstram que ha
mais raparigas do que rapazes a cal¢ar nimeros menores e tendo também alturas menores
sendo as raparigas 6 e os rapazes igualmente 6” (AP&N), observando que existem doze
alunos (e referem explicitamente que sdo seis rapazes e seis raparigas) na classe
correspondente aos nimeros de sapato mais baixos, sendo que as seis raparigas se
encontram todas na classe inferior da distribuigao das alturas. No Gltimo gréafico os alunos
comparam 0s géneros recorrendo as médias das envergaduras e concluem: “Nao, [a
envergadura ndo é semelhante entre 0s rapazes e as raparigas porque] os rapazes tém uma
envergadura média de 161 cm e as raparigas de 157 cm” (D&J).
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Figura 2 — Grafico de pontos para comparacgdes entre géneros (AP&N; D&J)

N&o é claro, no entanto, o que estd na base da divisdo da escala nas classes consideradas
nos dois primeiros graficos nem sdo considerados conceitos como variabilidade,
distribuicéo e disperséo, aspetos que parecem limitar a visédo dos dados como agregado e
podem influenciar a evidéncia obtida a partir dos dados para as generalizagdes.

Alguns alunos ainda criaram diagramas de extremos e quartis, sobrepostos nos gréficos
de pontos, para compararem o0s dois géneros em relacdo as diversas caracteristicas em
estudo, como os apresentados na Figura 3. No entanto, ndo aproveitaram as
potencialidades deste tipo de grafico para comparar distribui¢cGes limitando-se a notar
valores especiais, como a média (que ndo esta presente nesta representacdo mas obtida
através de outras ferramentas do software) ou 0 méximo e o minimo, concluindo: “O
comprimento minimo das raparigas ¢ 154,0 cm e o méximo ¢ 172,0 cm” (C&R) e “Os
rapazes sao mais altos que as raparigas. A média dos rapazes é 163 e a média das raparigas
¢ 160 cm” (E&S).
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Figura 3 — Diagramas de extremos e quartis para comparacdes entre géneros (C&R; E&S)

Estes resultados evidenciam dificuldades dos alunos na interpretacdo dos diagramas de
extremos e quartis e na sua utilizagdo no processo inferencial. Apesar das dificuldades
identificadas nesta atividade de comparacdo, numa fase posterior a exploracdo dos
proprios dados, os alunos procuraram suportar as suas afirmacgdes sobre o 3.° ciclo na
analise dos dados da turma, ao afirmarem “Sim, os rapazes tendem a ser maiores que as
raparigas, com base no ficheiro da turma” (T&D) ou “Os rapazes vao ser maiores que as
raparigas, logo a média havera de andar para os lados dos rapazes porque provavelmente
também deve haver mais rapazes a estudar do que raparigas. Baseamo-nos devido a nossa
turma ter mais rapazes que raparigas e serem mais altos” (D&B&B).

Além disso, usaram uma argumentacdo baseada em dados e generalizacdo
(Paparistodemou & Meletiou-Mavrotheris, 2008), integrando conhecimento prévio e do
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contexto, para explicar como validam as suas afirmacdes ou previsdes. Um dos grupos
justifica que “A média das alturas [do 3.° ciclo] vai aumentar [em relagdo a turma] porque
0 3.2 ciclo tem 0 8.° e 0 9.° ano, ou seja, os alunos vdo sendo maiores, ter uma maior
envergadura e maior pé¢” (T&D), baseados no seu conhecimento sobre a maior altura dos
alunos do 9.° ano, articulando-o com a observacdo dos dados da turma que evidenciou
associacOes positivas entre duas das variaveis: a envergadura, a altura e o numero de
calgado. Outro grupo afirma “No 3.° ciclo, penso que ird acontecer algo parecido pois a
nossa turma é do 8.° ano ‘mediana’ do 3.° ciclo. Os alunos também ndo sdo muito
diferentes pois ¢ um ano acima e um abaixo” (R&R), mobilizando o conceito de média.

A exploracdo dos dados da turma, orientada pelas questdes iniciais e facilitada pela
visualizacdo proporcionada pelas representacdes gréaficas criadas no TinkerPlots,
suportaram assim o envolvimento seguinte dos alunos na generalizacéo das caracteristicas
observadas e no uso desses dados como evidéncia.

Usar linguagem probabilistica para generalizar. A inferéncia estatistica envolve
também o uso de linguagem probabilistica na descricdo das generalizagdes. Esta
componente esteve presente no trabalho realizado pelos alunos nesta tarefa, uma vez que
se observaram diversas referéncias a incerteza nas conclusdes retiradas para o 3.° ciclo.

Os excertos das resolugdes dos alunos, apresentados nas seccOes anteriores, sugerem que
na sua maioria reconhecem que as suas previsfes para o 3.° ciclo sdo experimentais (a
partir dos dados da turma) quando utilizam nas suas afirmacdes termos como
“provavelmente”, “talvez” ou “algo semelhante” em vez de igual. O uso do termo
“tendem a ser” revela, igualmente, que os alunos comegam a adotar uma perspetiva
estatistica de tendéncia. Nestes casos, a incerteza é expressa de forma qualitativa, sem
niveis de confianca ou margens de erro (Dierdorp, Bakker, van Maanen & Eijkelhof,
2012), como seria de esperar da experiéncia em Estatistica de alunos desta faixa etaria.

Apesar disso, esta foi a componente do RIl menos evidenciada pelos alunos, sugerindo
um trabalho especifico em torno da linguagem da incerteza ajudando-os a afastarem-se
de uma perspetiva deterministica de inferéncia e evoluirem para a inclusdo de noges de
incerteza e niveis de confianga nas suas afirmacdes.

Discusséo e Implicag6es

Neste estudo, ilustramos como o raciocinio inferencial informal emergiu no trabalho dos
alunos na realizagé@o de uma investigacéo estatistica (Wild & Pfannkuch, 1999) utilizando
o software TinkerPlots. Todos os alunos se envolveram na tarefa e, mesmo 0s grupos que
evidenciaram dificuldades em realizar inferéncias integradas no processo investigativo,
foram capazes de mostrar algum aspeto de inferéncia estatistica informal durante a sua
realizacdo, o que nos parece significativo dada a reduzida experiéncia dos alunos com
este tipo de processos.

Desde o inicio da tarefa, introduzida através de uma questéo geral, os alunos mostraram
compreender a utilidade do processo inferencial, isto é, fazer inferéncias sobre uma
populagéo desconhecida (3.° ciclo) baseados nos dados que recolheram da sua turma,
articulando incerteza (Makar & Rubin, 2009). O facto de as questfes inicialmente
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formuladas pelos alunos terem como foco a descri¢do da turma, resultado ja observado
em outros estudos (Watson, 2008), pode, neste caso, advir da recolha prévia dos préprios
dados que tera desviado a atencdo dos alunos do processo inferencial. Este aspeto devera
ser tido em consideracdo na implementacdo deste tipo de tarefa, embora ndo tenha
impedido os alunos de usar os dados inferencialmente numa fase posterior da tarefa, como
foi verificado também por Watson (2008) com alunos mais novos. Na verdade, o trabalho
na organizacgdo e descri¢do dos seus proprios dados parece ter apoiado uma mudanca no
foco da atencdo dos alunos de medidas especificas, para caracterizar a sua turma, para
uma visdo dos dados como um agregado e a consideracdo de variabilidade, componentes
essenciais ao raciocinio inferencial. A familiaridade dos alunos com o contexto e o seu
conhecimento/dominio de ideias estatisticas (como por exemplo, variabilidade,
distribuicdo, dispersdo e graficos, entre outras) parece ter facilitado a visdo dos dados
como agregado e a obtencdo de evidéncias a partir dos dados para as generalizagdes,
suportando, desse modo, a emergéncia de préaticas de inferéncia estatistica informal, como
defendem diversos autores (por exemplo, McPhee & Makar, 2014).

Existem, igualmente, alguns indicadores no estudo que a exploracdo dos dados da turma,
orientada pelas questfes iniciais e facilitada pela visualizagdo proporcionada pelas
representacdes gréaficas criadas no TinkerPlots, suportaram o envolvimento seguinte dos
alunos na generalizacdo das caracteristicas observadas e no uso desses dados como
evidéncia. A familiarizacdo dos alunos com este software, nas duas tarefas anteriores,
parece ter contribuido para a sua competéncia metarepresentacional (English, 2014),
apesar das dificuldades evidenciadas na interpretagdo dos diagramas de extremos e
quartis e na sua utilizacdo no processo inferencial. Estas dificuldades, também observadas
em outros estudos com alunos de diferentes idades e até com professores (Pfannkuch,
2006; Watson, 2008), sugerem a necessidade de trabalho especifico em torno destas
representacdes. No entanto, o complexo papel da tecnologia (e em particular o
TinkerPlots) como ferramenta no suporte do raciocinio estatistico inferencial informal
(Ben-Zvi, 2006) merece uma maior discussao, uma vez que nao foi foco neste estudo.

Finalmente, os resultados apresentados, apesar de limitados a uma turma e a uma tarefa,
fornecem, por um lado, alguma compreensdo sobre as capacidades dos alunos e dos
desafios que enfrentam com a inferéncia estatistica informal quando experienciam a
Estatistica como um processo investigativo e, por outro, permitem reexaminar a tarefa e
as suas condigdes de implementacéo antes de um novo ciclo de experimentacdo. Estes
resultados sugerem que a tarefa proposta suportou o desenvolvimento das capacidades
acima referidas e que as investigagdes estatisticas, apoiadas por um ambiente tecnoldgico,
sdo um recurso apropriado e valioso para tornar a inferéncia estatistica informal acessivel
aos alunos destas faixas etéarias, tal como observado noutros estudos (Ben-Zvi et al, 2012),
sobretudo se esta tematica ndo estiver contemplada explicitamente no curriculo, como é
0 caso em Portugal.
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TAREFA - O corpo humano: um estudo na escola

O Homem Vitruviano é um desenho famoso que acompanhava as notas que Leonardo da Vinci
fez, no ano 1490, num dos seus diarios. Este descreve uma figura masculina separada e
simultaneamente em duas posi¢fes sobrepostas com 0s bragos inscritos num circulo e num
quadrado.

Este desenho baseia-se numa famosa passagem do arquiteto romano
Marcus Vitruvius, no terceiro livro do tratado De Architectura, por
volta do primeiro século AC, em que descreve as propor¢oes perfeitas
do corpo humano masculino. Por exemplo, nesse livro é referido que:

e um palmo é o comprimento de quatro dedos
e Um pé é o comprimento de quatro palmos

« 0 comprimento dos bracos abertos de um homem (envergadura) é
igual a sua altura.

Vitruvius ja tinha tentado encaixar as proporc¢des do corpo humano
dentro da figura de um quadrado e um circulo, mas as suas tentativas ficaram imperfeitas. Foi
apenas com Leonardo da Vinci que o encaixe saiu corretamente perfeito dentro dos padrbes
matematicos esperados.
(http://pt.wikipedia.org/wiki/Homem_Vitruviano_(desenho_de_Leonardo_da_Vinci))

Como caracterizarias os alunos do 3.° ciclo da tua escola, no que diz respeito a algumas das
medidas referidas por Vitravio, por exemplo, altura, pé e envergadura?

Parte |

1. Pensa que informacdo serd necessaria para responder a esta questdo e como proceder para
recolher os dados, respondendo as seguintes questdes.

a) Qual é a populacdo em estudo?

b) Qual é a dimensdo da amostra com que poderemos trabalhar?

¢) Indica como proceder para escolher uma amostra representativa.

d) Quais algumas variaveis a estudar? Sao qualitativas ou quantitativas? Sdo continuas
ou discretas?

2. Indica um procedimento que conduza a escolha de uma amostra enviesada (ndo representativa).

Parte 11

1. Propomos-te agora a exploracdo dos dados que recolheste e que ja se encontram numa base de
dados do TinkerPlots.

a) Que questdes interessantes poderias colocar sobre estes dados quanto a:

- altura média dos alunos;
- envergadura de rapazes e raparigas;
- relacéo entre a envergadura e a altura dos alunos;
- outro aspeto que consideres relevante estudar.
b) Qual pensas ser a resposta a essas questdes? Explica em que te baseaste para responder.

¢) Responde a duas das questfes que formulaste na questdo 1.a) recorrendo a representacfes
gréficas e verifica as tuas conjeturas.

2. A partir dos dados recolhidos sobre a tua turma elabora um pequeno texto sobre o que prevés
gue aconteca com a totalidade dos alunos do 3.° ciclo da escola, quanto aos aspetos considerados
na questéo 1.a). N&o te esquecas de explicar em que baseaste a tua previséo.
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PROMOVER A COMPREENSAO DE REPRESENTACOES NO
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Resumo: Nesta comunicacao analisamos as praticas de Sara, uma professora do 3.° ano
na exploragdo de uma tarefa, com especial atencdo no modo como promove a
compreensdo das representacGes. Os dados foram recolhidos através da gravacdo em
video das aulas e da recolha dos trabalhos dos alunos e foram analisados em trés
momentos de realizacdo da tarefa: introducéo, trabalho auténomo dos alunos e discussao
de resultados em grande grupo. Os resultados mostram que a forma como a professora
organiza a exploracdo da tarefa e 0 modo como atua contribuem para que os alunos
recorram a diferentes representac@es e usem estratégias distintas. Para promover 0 uso
das representacdes e levar os alunos a estabelecer conexdes, a professora questiona-os de
forma aberta, guia-os e desafia-os a estabelecer conexdes. A promocdo da reflexdo nos
seus alunos € a atividade que coloca mais dificuldades a professora.

Palavras-chave: Tarefas, Praticas dos professores, Representacdes.

Introducéo

As praticas dos professores, nomeadamente, o que estes fazem na sala de aula e as
decisdes que tomam, influenciam fortemente as aprendizagens dos alunos. Em particular,
a forma como utilizam as representacdes na sala de aula influencia ndo sé a compreenséo
dos alunos relativamente as representacbes (Stylianou, 2010) mas também o
desenvolvimento do seu raciocinio matematico. Estando as representacdes e o raciocinio
tdo fortemente relacionados e sendo o desenvolvimento do raciocinio um objetivo
fundamental do ensino desta disciplina, é importante perceber de que forma os
professores promovem a compreensao das representagdes nos seus alunos.

Tripathi (2008) refere a importancia do professor promover a utilizagdo de varios tipos
de representagdes relacionadas com 0 mesmo conceito para que os alunos os entendam
melhor. Pelo seu lado, Acevedo Nistal et al. (2009) e Webb, Boswinkel e Dekker (2008)
sugerem que, para promover a aprendizagem e compreensdo das representacoes
simbolicas, os professores podem comecar por encorajar os seus alunos a criar e utilizar
representacdes informais. No entanto, pouco se sabe sobre 0 modo como os professores
lidam com as representacbes na sala de aula. Nesta comunicagdo pretendemos
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compreender de que forma uma professora explora uma tarefa com os seus alunos, com
especial atencdo a forma como promove a aprendizagem das representacoes.

Préticas dos professores e representacdes

Uma representacdo € uma construcdo fisica ou mental definida por um conjunto de
caracteristicas e pelas conexdes que estabelece com diversos conceitos (Tripathi, 2008).
Um dado conceito ou ideia matematica admite muitas vezes uma multiplicidade de
representacdes. Perante um problema é necessario escolher a representacdo ou
combinacéo de representacGes mais adequada para a respetiva resolucao. Bruner (1999)
distingue as representaces ativas (objetos e movimentos), icénicas (desenhos e simbolos
ndo matematicos) e simbolicas (simbolos matematicos). Pelo seu lado, Thomas, Mulligan
e Goldin (2002) referem trés tipos diferentes de representacdes: pictoricas (imagens e
desenhos ndo matematicos), iconicas (tracos, circulos, e pontos) e notacionais (linguagem
matematica). Finalmente, Webb, Boswinkel e Dekker (2008) referem a existéncia de
representagdes informais (muito relacionadas com o contexto), preformais (com uma
relacdo préxima do contexto mas que incluem também aspetos formais) e formais
(notacdo e linguagem matematica). No trabalho com as representacGes podem surgir
algumas dificuldades por parte dos alunos. Assim, conhecer varias representacdes sem as
compreender pode originar problemas na escolha da representacdo mais adequada
(Acevedo Nistal et al., 2009). A dificuldade na compreenséo das relagdes existentes entre
as varias representacfes pode também gerar obstaculos na compreenséo e aprendizagem
das representacdes (Goldin, 2008).

Representar € um processo complexo em que uma representacdo pode ter varios
significados e um significado pode ter vérias representacfes (Goldin, 2008). Por isso,
durante a realizacdo de uma tarefa, as representacdes que o professor privilegia e a forma
como as explora ttm um papel importante na aprendizagem e compreensdo das
representacdes por parte dos alunos. Bishop e Goffree (1986) indicam que os professores
devem promover a interpretacdo das representacdes e o estabelecimento de conexdes
entre elas. Sugerem que, para além das representacdes informais dos alunos, os
professores usem outro tipo de representacdes que estes ja compreendam, permitindo-
Ihes assim o estabelecimento de conexdes entre vérias representacdes. Estes autores
referem a importancia dos professores respeitarem o ritmo de aprendizagem dos alunos,
possibilitando-lhes compreender, utilizar e estabelecer conexfes entre as diferentes
representacdes. Através da observacdo e andlise das representacdes dos alunos, 0s
professores podem tentar identificar as suas dificuldades e também compreender o seu
raciocinio, ou seja, 0 modo como fazem inferéncias a partir de informacéo conhecida
(Ponte, Mata-Pereira, & Henriques, 2012). Assim, numa tarefa, ao apresentar e explicar
as suas representacfes os alunos déo aos professores a oportunidade de conhecer e
compreender o seu raciocinio (NCTM, 2000).

As tarefas selecionadas pelos professores e a forma como estes conduzem a sua realizacéo
na sala de aula sdo aspetos centrais da pratica dos professores (Ponte & Chapman, 2006).
Durante a realizacdo de uma tarefa a atividade dos alunos depende do que o professor faz,
do papel que assume, de como introduz a tarefa, das questoes que coloca e da forma como
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gere a discusséo de resultados em grande grupo (Swan, 2007). Ponte (2005) sugere que a
realizacdo de uma tarefa envolve trés momentos principais: (i) introducéo, que pode ser
realizada coletivamente com a participacdo dos alunos ou guiada em exclusivo pelo
professor e em que é discutido o enunciado da tarefa e € feita a negociagéo de significados;
(ii) trabalho dos alunos, em que os alunos resolvem a tarefa tanto quanto possivel
autonomamente (de forma individual, a pares ou em pequeno grupo); e (iii) discussdo de
resultados em grande grupo, onde os alunos apresentam e explicam as solucbes
encontradas, desenvolvem a sua capacidade de comunicar e de justificar as respostas
dadas; é também neste momento que se verifica a sistematizagdo de toda a informacéo
mais relevante.

Ponte, Mata-Pereira e Quaresma (2013) identificam as possiveis a¢Ges do professor
durante a discusséo de resultados em grande grupo: (i) convidar, (ii) desafiar, (iii) apoiar
ou guiar, e (iv) informar ou sugerir. Por sua vez, a atividade dos alunos numa tarefa pode
ser analisada relativamente a compreensédo das representacdes e ao desenvolvimento do
seu raciocinio. Isto leva-nos a definir diversas agdes especificas do professor
relativamente as representacgdes e ao raciocinio, diretamente relacionadas com a atividade
dos alunos durante a realizacdo de uma tarefa (tabela 1).

Tabela 1. Ac¢Ges dos professores relacionadas com a atividade dos alunos numa tarefa.

Atividade dos Acdes do professor
alunos (relativa a N
representacoes) Representacoes

Promover a escolha livre de representacdes
Produzir/Escolher  Guiar/Dar pistas através do questionamento
Sugerir ou dar exemplos

Desafiar os alunos através de questionamento aberto
(promovendo conversdes ou tratamentos)

Usar/Transformar ) ] ) _
Guiar/Pedir para explicar de forma mais estruturada
Sugerir alternativas
Desafiar para estabelecer conexdes, conversdes, tratamentos,
generalizagOes ou justificagdes
Refletir Guiar para estabelecer conexdes, conversdes ou tratamentos

Promover a avaliagdo do trabalho realizado

Promover a sistematizacdo de informacao relevante

Na realizacdo de uma tarefa, a atividade dos alunos pode envolver a produgdo ou escolha
de uma representacdo ou estratégia, a utilizacdo ou transformacéo da representacdao ou
estratégia escolhida e, por fim, a reflexdo sobre o trabalho realizado. As acdes dos
professores estdo relacionadas com a atividade dos alunos. Desta forma, para apoiar a
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producdo e escolha de representacdes e estratégias, os professores podem (i) promover a
escolha livre de representacfes ou estratégias, (ii) dar pistas sobre a representacdo ou
estratégia a utilizar questionando e guiando os alunos, ou (iii) sugerir explicitamente ou
dar exemplos da representacéo ou estratégia que os alunos devem utilizar. Relativamente
a atividade dos alunos de usar ou transformar as representac@es ou estratégias escolhidas,
os professores podem (i) desafiar os alunos através do questionamento aberto
promovendo a transformacé&o de representacgdes (conversdes ou tratamentos, na ace¢éo de
Duval, 2006) ou a reestruturacdo de estratégias, (ii) pedir aos alunos que expliquem de
forma mais estruturada as representacdes ou estratégias que escolheram, ou (iii) sugerir
aos alunos alternativas as suas representacdes ou estratégias. Na terceira fase da atividade
dos alunos, no que diz respeito as representacdes, os professores podem desafiar ou guiar
(dependendo do tipo de questionamento utilizado) os alunos no estabelecimento de
conexdes entre representacdes ou na realizacdo de conversdes ou tratamentos. Para
promover o raciocinio dos alunos, os professores podem encoraja-los (i) a generalizar ou
(ii) a justificar as suas estratégias. Podem ainda procurar promover (i) a avaliacdo do
trabalho realizado e (ii) a sistematizacdo de informacéo relevante.

Metodologia da investigacéo

Esta comunicacdo é parte integrante de um estudo sobre as préaticas de professores de 1.°
ciclo num agrupamento de escolas na zona de Lisboa. Nesta comunicagdo analisamos as
praticas de uma professora, Sara, com cerca de 5 anos de servi¢co, que integrou em
2012/13 a equipa de trabalho constituida por quatro professores de 3.° ano e pela primeira
autora. A escolha desta professora prende-se com o facto de na sua aula terem surgido
episodios ilustrativos de uma grande variedade de situacfes. No inicio da investigacdo a
equipa definiu os tdpicos que gostaria de abordar ao longo do ano e a investigadora
sugeriu-lhes algumas tarefas. Durante entrevistas individuais iniciais os professores
consideravam as suas praticas como promotoras do recurso de diversos tipos de
representacdes por parte dos alunos. Nesse sentido, referiam que permitiam que estes
utilizassem as representacdes que considerassem mais adequadas, ao mesmo tempo que
os tentavam encaminhar para a utilizacdo da linguagem matematica. Numa das sessdes
de planificacdo, tendo em conta a sua avaliagdo das necessidades dos seus alunos na
resolucdo de problemas com numeros inteiros, os professores escolheram a tarefa que
analisamos nesta comunicacdo. A realizacdo da tarefa ocupou cerca de uma hora:

Numa peca de teatro realizada pelo 3.° A, o0 Joédo, o Pedro e o Ulisses
queriam ser o rei. A Ana, a Inés e a Estrela disputaram o papel de rainha.
Quantos pares de rei/rainha poder&o ser formados?

Os dados foram recolhidos através da gravacao video e udio da sesséo de planificacéo e
da recolha dos registos escritos (representacdes escritas) dos alunos na aula. As
representacdes orais dos alunos (ou seja, em linguagem oral) foram recolhidas a partir
dos dialogos aluno-aluno e aluno-professor através de gravacgdes audio e video. Os dados
foram analisados através de anélise de conteudo tendo em conta os trés momentos da aula
indicados por Ponte (2005). As representacOes escritas dos alunos (recolhidas dos seus
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registos pessoais ou do quadro) foram categorizadas a partir das definigdes de Bruner
(1999), Thomas, Mulligan e Goldin (2002) e Webb, Boswinkel e Dekker (2008) (tabela
2). Consideramos ainda representacdes mistas quando os alunos usam diferentes tipos de
representagdes, simultaneamente.

Tabela 2. Categorizacdo das representacdes.

Representacoes
Ativas
Informais
Pictéricas
Iconicas Pré-formais
Simbolicas Formais
Mistas

Por sua vez, as estratégias dos alunos foram categorizadas como se indica na tabela 3, em
que uma variavel (por exemplo, rapazes) se representa com letras e a outra variavel (nesse
caso raparigas) com nameros. As estratégias ndo planeadas verificam-se quando os alunos
ndo planeiam a ordem de formacdo de pares. Nas estratégias semiplaneadas os alunos
escolhem uma das variaveis e apresentam-na de modo ordenado, enquanto nas estratégias
planeadas ambas as variaveis sdo apresentadas ordenadamente. As acdes do professor
foram categorizadas de acordo com a tabela 1.

Tabela 3. Categorizacédo das estratégias dos alunos.

Estratégias dos alunos
Né&o planeadas al,b2,c1,b3,c2,c3,a2,a3,bl

Semiplaneadas a2,a3,al,b3,bl,b2,c3,c2,cl

Planeadas al,a2,a3,bl,b2,b3, cl,c2,c3

Realizacéo da tarefa

Introducéo. Promovendo a interpretacdo da tarefa em coletivo, depois de pedir a André
que leia 0 enunciado do problema, Sara questiona alguns alunos.

Sara: Entdo vamos 14 tomar atencdo... André o que ¢ que tu percebeste
do exercicio? (o aluno 1é novamente o enunciado). Sem ler...
Olha, sem ler . ..

André: Entdo... O Jodo, o Pedro e o Ulisses querem ser reis...A Ana, a
Inés e a... Querem ser rainhas...

Sara: Queriam ser rainhas... E qual era a pergunta?

André: A pergunta era quantos pares de reis e rainhas...
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Sara: Quantos pares de reis... O que ¢ um par de rei e rainha? (os
alunos comecam a falar a0 mesmo tempo e mostram estar
confusos) . . . Entdo vamos tomar atengao... Boris! Quando é que
eu tenho um par rei/rainha?

Boris: Quando é um casal...

Sara: Quando tem um casal... Tem que ter um rei e uma rainha! Entao
€ com esses meninos eu quero ter par rei/rainha... Vamos tentar
descobrir, quantos pares é que eu consigo formar com esses
meninos... Para ja... Quantos meninos ¢ que eu tenho?

Boris: Trés!

Sara: E quais sdo 0s meninos?

Alunos: O Jodo, o Pedro e o Ulisses... (a professora escreve no quadro)
Sara: E as meninas? Quais sdo as meninas?

Alunos: A Ana, a Inés e a Estrela... (professora escreve no quadro)

Através de questionamento aberto Sara guia André a explicar o que entendeu das
condicGes do problema. Face as dificuldades do aluno, decide questiona-lo de forma mais
estruturada, 0 que faz com que se aperceba que existe um problema de interpretacdo com
a palavra “par”. Este problema ¢ rapidamente resolvido por Boris, que, face ao pedido
para interpretar a palavra, sugere outro significado (a palavra “casal”). Aproveitando a
definicdo dada pelo aluno, a professora continua a guiar a discussdo, questionando 0s
alunos de forma estruturada e recordando as condi¢6es do problema.

Quando termina a introducdo da tarefa, alguns alunos interpelam Sara e tentam responder
oralmente. A professora interrompe 0 modo de trabalho coletivo e incentiva os alunos a
trabalharem autonomamente:

Leonardo: Podemos fazer assim... Por exemplo...
Sara (interrompe-0): Entdo faz la... No teu caderno! Esta bem? Nao quero
ouvir os “por exemplos”... Quero que tu me facas... Por

esquemas! Quero que tu me expliques porqué! Eu ndo quero que
me digam s6 quantos sdo! Quero que me expliquem, quais sao 0s
pares! E porqué! Porque é que vocés acham que € determinado
namero!

Sara informa os alunos sobre o que é e ndo é pretendido (incitando ao uso de
representagdes escritas) e, a0 mesmo tempo, guia os alunos, pedindo-lhes para explicar e
justificar a sua resposta nos seus cadernos.

Trabalho dos alunos. A partir deste ponto, os alunos trabalham individualmente,
enquanto a professora circula pela sala observando o que fazem e questionando-os. Sara
observa a resposta escrita de Carlos (figura 1) perguntando-lhe quantos sdo os pares. O
aluno responde oralmente (representacao oral), dizendo que ha nove pares possivelis:
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Figura 1. Representacéo de Carlos.

Sara: Entdo ao todo quantos pares séo? . . .

Carlos: Nove!

Sara: E porqué? Como € que tu viste? (siléncio do aluno) Estiveste a
formar esses pares... Ou olhaste e viste logo que podiam ser
nove?

Carlos: Eu fiz num quadro (referindo-se a representagdo que utilizou)...

O Jodo e a Ana, Jodo e a Inés e 0 Jodo e a Estrela... E depois fiz
igual nas outras vezes [conjuguei um rapaz com todas as
raparigas]...

Carlos tinha conjugado todos os pares possiveis de rei/rainha, através de uma estratégia
planeada, que mostra no seu registo. Ou seja, 0 aluno converteu a sua representagéo oral
inicial numa representacdo simbolica, conjugando, de forma planeada, cada rapaz com as
trés raparigas, seguindo sempre a mesma ordem (“E depois fiz igual nas outras vezes”).
Sara comega por guiar o aluno, através de questionamento aberto, repetindo a pergunta
que consta no enunciado do problema “Entdo ao todo quantos pares sao?”’ Face ao siléncio
de Carlos, Sara pede-lhe que explique a representacéo escrita (que o aluno denomina de
“quadro”) e a estratégia que utilizou, recorrendo a um questionamento mais estruturado.

De seguida, Sara analisa a resposta de Mauro, que apresenta uma representacéo diferente
(mista), ligando com tracos uma dada rapariga a diferentes rapazes (figura 2):

Figura 2. Representacéo de Mauro.

Sara (em voz alta): Boa Mauro!
Mauro: Eu acho que néo se percebe muito bem...
Sara (em voz alta): Eu acho que se percebe muito bem... Explica la...
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Mauro:

Sara:

Fiz assim: Ulisses-Ana, Pedro-Ana e Jod0-Ana... (aponta para a
ligacdo entre os nomes). Depois fiz Ulisses-Inés, Pedro-Inés e
Jodo-Inés... E depois fiz Ulisses-Estrela, Pedro-Estrela e Jo&o-
Estrela...Nove!

E da quanto? No total?

Mauro (comeca a contar, apontando para o inicio das ligacdes dos rapazes):

Sara comeca por elogiar em voz alta o aluno, pedindo-lhe para explicar a representacao e
a estratégia que utilizou de forma a obter a sua resposta. Ao mesmo tempo encoraja 0s
colegas a encontrar também uma representacdo adequada e interessante. Ao sentir o
reforco positivo da professora, Mauro fica motivado e explica a sua estratégia. Nas suas
intervencgdes, Sara desafia-o algumas vezes através do questionamento aberto (“Explica
la...”, E da quanto?”) e no final desafia-o a dar outra explicagédo acerca de como chegou

Seis... Sdo trés... Da nove!

a resposta dada a partir da sua representacéo.

Mariana € a Unica aluna da turma que produziu uma representacdo matematica simbolica

(figura 3). Sara questiona-a:

Sara:

Mariana:

Sara:

Mariana:
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Figura 3. Representacdo de Mariana.

Eu ndo percebi como € que tu chegaste a este resultado aqui...
Explica-me la isto (aponta para o calculo vertical). ..

Isso eu fiz... A Ana com eles os trés [rapazes] (referindo com o
dedo a primeira parcela “3”), a In€s com eles os trés (referindo a
segunda parcela “3”) e a Estrela com eles os trés... E deu nove!

Muito bem! Embora o escrito (refere-se a resposta escrita da
aluna) ndo esteja perfeito... (para a investigadora) A justificagdo
dela € correta... (para a aluna) Entdo vamos tentar aqui, melhorar
a tua frase... Podes dizer: “Porque cada menina”... Pode formar
quantos pares?

Trés...
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Depois de ler a resposta escrita da aluna e de a considerar pouco clara, Sara questiona de
forma aberta Mariana para que explique a sua representacdo e a sua estratégia e promove
0 tratamento da representacdo utilizada. Face a facilidade com que a aluna explica a
representacdo simbdlica que utilizou (explicitando o significado de cada parcela), Sara
compreende que esta utilizou uma estratégia planeada e sugere uma forma para responder
de modo claro ao problema guiando a aluna para o estabelecimento de conexdes entre a
linguagem matematica simbdlica e o registo escrito.

A medida que vai circulando, Sara elogia algumas das resposta dos alunos,
principalmente quando apresentam representacfes invulgares na sala de aula mas
adequadas, o que funciona simultaneamente como um encorajamento. Leonardo é um dos
alunos que tentou responder oralmente no inicio da tarefa e que se sente motivado com
as palavras da professora, convertendo a sua representacdo oral numa representacéo
iconica (figura 4). Habitualmente, € um dos primeiros alunos a responder corretamente
por escrito, mas desta vez investe algum tempo na escolha da representacéo e da estratégia
mais adequadas:

Figura 4. Representagéo de Leonardo.

Sara: Entdo Leonardo... Explica-me 1a...

Leonardo: O “J” ta aqui... E de Jodo... O “I” é de Inés... Ai!l...Entio...
(apontando para as iniciais) Ana, Inés e Estrela. O U que é do
Ulisses € Ana, Inés e Estrela (aponta para o P) é do Pedro com
Ana, Inés e Estrela... Sao os nove pares que podemos formar...

Sara: Os nove pares que podemos formar, muito bem! Gostei desta
representacédo (em voz alta)!

Sara guia o aluno (através de questionamento aberto) a explicar a sua representacao e a
sua estratégia. Leonardo descreve com facilidade a estratégia planeada e a representacéo
iconica que utilizou. No final da explicacdo do aluno, a professora da-lhe um feedback
positivo e elogia a sua representacdo em voz alta, encorajando os restantes alunos a
seguirem o exemplo do colega.

Discussdo. Depois do trabalho autonomo, Sara da inicio & discussdo coletiva dos
resultados e pede a Jonas que apresente a sua resposta no quadro (figura 5).
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Sara:
Jonas:
Sara:

(siléncio)
Jonas:
Sara:

Jonas:
Sara:

Jonas:
Sara.
Jonas:
Sara:
Alunos:

Jonas é um aluno muito timido, com muita dificuldade em expressar-se. Durante 0
trabalho auténomo dos alunos, Sara verificou que a representacdo simbdlica e a estratégia
semiplaneada que utilizou estavam corretos, e decide pedir-lhe que explique a sua solucéo
a turma. No entanto, face as dificuldades de comunicacdo de Jonas, Sara, que comegou
por questionar o aluno abertamente, opta por questiond-lo de forma mais estruturada
(dizendo “Explica-me 1a”) ajudando-0 a explicar aos colegas como pensou. No final,

Figura 5. Representacdo de Jonas.

... Entdo e quantos pares séo?

Sao nove...

Entdo... Escreve isso aqui em baixo... (Jonas escreve a
resposta). Entdo... Vamos 14 todos tomar atencdo... Jonas...
Queres tentar explicar esse esquema que fizeste? Explica-me la
porque é que tu fizeste assim...

Fiz aqui o Jodo... (siléncio)

E porque é que tu escolheste 0 Jodo? O Jodo e a Inés? O Jodo e a
Estrela...? Porqué? Porque ¢ que tu fizeste um esquema assim?
Para fazer quais os pares que dava para fazer... Entdo eu fiz [os
pares]...

Fizeste os pares... E ndo sabes porqué? Apeteceu-te fazer assim?
Foi?

Entdo... Estava a tentar fazer um rapaz... (siléncio)

Estavas a tentar fazer um rapaz e depois a rapariga. .. E isso?
Estd bem... Toda a gente fez assim?

N3do00000...

sente necessidade de sistematizar a informagao transmitida pelo aluno.

De seguida, Sara pede a Mauro (o Unico aluno a recorrer a este tipo de representacdo) que

apresente a sua resposta:
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Sara:

Sara:

Mauro:

Sara:

Sara:

Mauro:

Sara:

Mauro:

Sara:

Mauro:

Sara:

Mauro... Queres explicar como € que tu fizeste? Anda 14 explicar
como ¢ que tu fizeste...

(Mauro vai para o quadro e pega num pedaco de giz...)

Como é que tu fizeste? Explica aos teus colegas como € que tu
fizeste? Como € que chegaste ao teu resultado? . . .

Eu escrevi os nomes . . . Posso fazer [no quadro]?

Podes. (Mauro comeca a fazer o seu esquema e desenha o
primeiro trago — figura 6).

Figura 6. Representacdo de Mauro (1.2 parte).

Isso € 0 qué?

O que esta ligado? E um par!

E um par... Qual ¢ o par?

Ulisses e Anal

Ulisses e Ana! Ele tem ali um par... Ulisses e Ana! Mais? (aluno
continua a fazer pares e Sara 1€ o que o aluno faz)... Pedro e
Ana... Jodo e Ana... E a seguir (figura 7)?

Figura 7. Representacdo de Mauro (2.2 parte).

Pedro e Inés...

O Pedro e alnés... E 0o Jodo e aInés... E era a Estrela... O Joao
e a Estrela... E a seguir o que ¢ que tu fizeste? Acho que j4 me
perdi! (aluno indica que falta fazer pares com a Estrela). Ah!
Falta a Estrela, sim! Entdo... Fizeste o Jodo ¢ a Estrela...

Leonardo (a0 mesmo tempo que Mauro completa o esquema): O Ulisses e a

Estrela...

Sara (a0 mesmo tempo que Mauro completa o esquema): . . . Se VOCés
repararem... Quantos pares ¢ que pode fazer o Jodao?

Alunos: Novel!!

Sara: Quantos pares ¢é que fez aqui o Jodo (aponta para o esquema de

Mauro e circula o inicio das trés linhas — figura 8)?
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Figura 8. Representagéo de Mauro e Sara.

Alunos: Trésss!!

Sara: Trés pares... O Pedro pode fazer... (aponta e circula o inicio das
trés linhas)

Alunos: Trés!!

Sara: E o Ulisses pode fazer... (aponta e circula o inicio das trés linhas)

Alunos: Trés!!

Sara: Mais trés pares! OK, podes sentar-te... Muito bem!

Sara guia Mauro, através de questionamento estruturado, para que explique a sua
representacdo e a sua estratégia. Por vezes, quando considera que a explica¢do do aluno
é insuficiente, sistematiza a informacdo mais relevante, para que todos compreendam a
estratégia do colega. No final, guia os alunos no estabelecimento de conexdes entre a
representacdo de Jonas (que listou todos os pares em grupos de 3) e a representacdo de
Mauro (dando especial enfoque aos 3 tragos), para que a turma compreenda que através
de duas representacOes diferentes se obtém a mesma solugédo (3 grupos cada um com 3
pares). Seguidamente, aproveitando a interpretacdo da representacdo de Mauro, Sara
desafia implicitamente os alunos a estabelecer conexdes entre a representacao dos alunos
anteriores e a de Mariana, a quem pede que explique a sua representacdo simbolica. No
entanto, & semelhanca de Jonas, a aluna tem dificuldade em comunicar os seus resultados
aos colegas:

Sara: Mariana ... Queres vir explicar o que ¢ que tu fizeste? (aluna vai
ao quadro) Como ¢ que resolveste o teu exercicio... Diz 1a...
Olhem que eu quero ouvir a Mariana! (...)

Mariana: A Estrela e 0 Jodo, a Ana e 0 Jodo, a Inés e o Jodo. Depois fiz
outra vez a Estrela com o Ulisses, a Inés com o Ulisses e a Ana
com o Ulisses (enquanto enumera os pares, a aluna conta-os
pelos dedos).

Sara: Ela viu que... Podia fazer os... A Ana com o Jodo, A Inés com
o0 Jodo e a Estrela com o Jodo... Entdo o Jodo pode fazer quantos
pares?

Alunos: Trés...

Sara: Com trés nao foi? Entdo va...Coloca la... (aluna escreve “3” no

quadro) Depois ela fez a Ana e o Pedro, a Inés com o Pedro e a
Estrela com o Pedro. Entdo Quantos pares é que pode fazer o
Pedro...

Alunos: Trés!!
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Sara: E ela...Colocou 14 o 3... Depois fez a Inés com o Ulisses, a
Estrela com o Ulisses € a Ana com o Ulisses... Quantos pares ¢
que pode fazer o Ulisses?

Alunos: Trés!! E a seguir o que € que tu fizeste?

Mariana: Fiz a soma... (figura 9)

Figura 9. Representagdo de Mariana.

Sara: E a seguir fez a soma! Muito bem!
Mariana: E dava nove!

A semelhanca do que fez com os outros alunos, Sara convida Mariana a apresentar a sua
solucdo e a explica-la aos colegas. Inicialmente, pede-lhe que explique como pensou,
questionando-a de forma mais estruturada. Ao sentir-se constrangida perante a turma, a
aluna ndo recorre a representacdo simbdlica que utilizou durante o trabalho auténomo
mas a uma representacao ativa (conta pelos dedos). A professora alterna as suas acdes,
questionando a aluna de forma estruturada e sistematizando a informacéo mais relevante.
Com a sua ajuda, Mariana utiliza a representacao simbolica a que tinha recorrido até que,
no final da sua apresentacdo se sente motivada a estabelecer uma conexao entre a
estratégia e a representacdo que utilizou e os resultados dos colegas anteriores (“dava
nove!!”).

A partir da representacao simbdlica na forma de calculo vertical de Mariana, que ficou
registada no quadro, Sara desafia os alunos:

Sara: Olha ent&o vou-vos ensinar um truque...!! Entdo vamos 14 tomar
atencdo... Quantos rapazes € que eu tenho?

Alunos: Trés!!

Sara: E quantas meninas?

Alunos: Trés!!

Sara: Cada menino pode fazer trés pares...

Fernando: Professora! S&o trés pares de trés!

Mauro: E trés vezes trés!

Sara: Entdo também podes fazer 3x3 (escreve no quadro) que da...

Alunos: Novel!!
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Figura 10. Representagdes utilizadas pelos alunos durante a discussao.

Sara convida os alunos a participar na sistematizagao, ao referir que “lhes vai ensinar um
truque” e com isso capta imediatamente a sua atencdo. Através do questionamento
estruturado, comeca lentamente a rever todos os dados do problema, referindo as
representacdes apresentadas pelos diferentes alunos. A certa altura, com o auxilio visual
das representacfes dos alunos (que se encontram registadas no quadro — figura 10), faz
um comentario que aparentemente é apenas recordar uma conclusao a que ja se chegou
na turma (“Cada menino pode fazer trés pares”). Na realidade, a professora desafia os
alunos a ir mais além, o que € correspondido por Fernando e Mauro, tendo o Gltimo
concluido, usando uma representacdo simbdlica, que a resposta € 3x3.

Discussao e conclusao

Durante a introducéo da tarefa, Sara, questiona os alunos de forma estruturada, guiando-
os na identificacdo dos elementos principais do problema e sistematizando informacéo
que considera relevante.

Durante o trabalho dos alunos, perante aqueles que tentam responder oralmente ao
problema, Sara reforca a necessidade de apresentar por escrito as respostas. Esta acdo faz
com que os alunos reflitam nas estratégias apresentadas e nas representacdes que as
suportam. Assim, enquanto alguns concluem que a solucdo apresentada inicialmente esta
errada e pensam numa nova solugao, outros investem um pouco mais nas suas respostas,
sofisticando as representagdes e estratégias iniciais. Neste momento da realizacdo da
tarefa, a professora desafia alguns alunos a descobrir novas informacgdes atraves de
questionamento aberto (“Quais sdo esses pares?”), a explicar o seu raciocinio (“Porqué?”,
“Como ¢ que tu viste?”, “Explica l4...”) e a questionar as solugdes encontradas (“Mas...”,
“E ao todo?”’). Ao mesmo tempo questiona de forma mais estruturada outros alunos e
reforca o desafio colocado inicialmente & turma, para que encontrem estratégias e
representacdes mais sofisticadas. Fa-lo implicitamente ao elogiar em voz alta (quando
toda a sua intervencédo individual é em voz baixa), as representagdes apresentadas por
alguns alunos.
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A discusséo de resultados parte das representacdes dos trés alunos que Sara escolheu a
partir do que observou durante o trabalho autobnomo, que sdo convidados a apresentar a
sua solucdo. As acOes da professora visam sobretudo guiar a turma no estabelecimento
de conex0es entre as representacdes apresentadas. No final da discussdo, através de
questionamento aberto, desafia os alunos a transformar as representacdes utilizadas
noutra representacao que considera ser importante identificar (multiplicacao).

Na introducdo da tarefa, as agdes de Sara séo essencialmente promotoras da escolha livre
de representaces e estratégias pelos alunos, o que possibilita o surgimento de diferentes
caminhos por parte destes. A interpretacdo do enunciado do problema (em linguagem
oral) requer uma negociacdo de significados dado que alguns alunos demonstram
dificuldade em compreender a palavra “par”. Para ultrapassar esta situagdo, a professora
procura “desformalizar” o enunciado da tarefa, guiando os alunos na converséo da
representacdo dada numa representacdo menos formal.

Durante o trabalho dos alunos, com o intuito de promover a explicacéo das representacdes
utilizadas e a explicacdo e a justificacdo das estratégias utilizadas, as a¢des da professora
orientam-se principalmente para pedir explicacbes de forma estruturada, guiando os
alunos através de questionamento estruturado, tendo em vista promover o uso adequado
das representaces e estratégias. Por vezes promove um questionamento aberto, levando-
0s a explicar de outro modo a sua resolugéo.

Na discussao de resultados em grande grupo, ao contrario do que acontece no estudo de
McClain (2000), as representac¢des dos alunos tém grande relevancia. Assim, a partir da
exploracdo das diferentes representacGes, Sara guia 0s alunos na compreensao e
explicacdo das representacdes, relacionando as representacdes orais dos alunos com as
representacdes escritas. Para além disso, por vezes, desafia os alunos a estabelecer
conexdes com novas representacdes e a promover tratamentos (Duval, 2006).

A tarefa proposta admite uma variedade de representacdes (ativas, pictéricas, iconicas,
simbdlicas), tendo gerado uma variedade de respostas interessantes por parte dos alunos.
A realizacdo correta da tarefa parece resultar sobretudo da capacidade de trabalhar de
forma sistematica (isto €, planeada) com uma dada representacdo, e ndo tanto da escolha
desta ou daquela representacdo. Note-se que 0s registos escritos dos alunos e das
interacdes na sala de aula permitem perceber as explicacdes dos alunos, mas ndo séo
totalmente explicitos em relacdo ao modo como estes pensaram para resolver a tarefa.

Sara pede aos alunos que expliquem as representacdes utilizadas, questionando-os de
forma estruturada para que clarifiguem o0 seu pensamento e, eventualmente,
compreendam o que esta errado ou incompleto. Para além disso, da-lhes oportunidade de
refletir sobre o trabalho realizado. De acordo com as dificuldades dos alunos a professora
tende a ajustar as suas acoes, elevando por vezes o nivel de exigéncia cognitiva das suas
intervengdes (desafio). Reconhece e valoriza as representagdes iconicas, e aproveita todas
as oportunidades para, a partir delas, apresentar representacdes simbdlicas. Futuros
estudos, com tarefas semelhantes e com outros tipos de tarefa, poderédo ajudar a perceber
se outras préaticas sdo suscetiveis de ter lugar em aulas deste nivel de ensino.
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Resumo

Este artigo centra-se na abordagem aos padrées com alunos do 2.° ano do Ensino Basico,
analisando como estes reagem a tarefas sobre padrées. Procura-se responder as seguintes
questdes: 1) Como entendem os alunos tarefas envolvendo padrdes de repeticdo e de
crescimento, em contexto de sala de aula? 2) Quais as dificuldades e as facilidades por
eles sentidas na resolucédo destas tarefas? Implementaram-se 4 tarefas de padrdes (3 para
continuar sequéncias e 1 para descobrir o intruso). Adotou-se uma metodologia de
investigacdo qualitativa com estudo de casos multiplos, tendo sido estudados trés pares
de alunos: um par de alunos competentes em Matematica; outro de alunos razoaveis; e
um terceiro de alunos com dificuldades em Matematica. Os resultados revelam que as
criancas foram capazes de continuar as sequéncias propostas e de identificar o elemento
que quebra a regularidade numa sequéncia. A exploracdo das tarefas em sala de aula
constituiu um veiculo para resolver problemas e estimular o raciocinio matematico dos
alunos, tendo resultado num ambiente de trabalho motivador e interessante para eles.
Constituiu também a oportunidade dos alunos desenvolverem a comunica¢do matematica
oral, sendo que a escrita revelou-se ser mais dificil para estes alunos. Os alunos mais
competentes em Matematica manifestaram mais facilidade na resolucdo das tarefas e
explicacdo das suas resolucdes, sendo tudo mais dificil para os alunos com mais
dificuldades. O rigor na resolucdo das tarefas, bem como nas suas explicacfes parece ter
evoluido progressivamente em todos os alunos.

Palavras-chave: padrdes, regularidades, resolucdo de problemas.

Introducéo

Uma tarefa matematica pode ser entendida como um instrumento facilitador da
aprendizagem do aluno. Para Stein e Smith (1998) é entendida como componente da
atividade da sala de aula direcionada para o desenvolvimento de uma ideia matematica
particular, que pode envolver varios problemas relacionados entre si, ou um trabalho mais
prolongado sobre um unico problema mais complexo. No sentido amplo, a tarefa inclui a
atividade que resulta do envolvimento dos alunos nela, incluindo a interpretacéo da tarefa
de modo a dar-lhe sentido, 0 modo como o professor orienta a atencdo do aluno e o
estimulo a reflexdo ou a aprendizagem da experiéncia de envolvimento na atividade
iniciada pela tarefa. Watson e Mason (2007) referem que a reflexdo, a discussdo, o
trabalho individual ou em grupo, o tempo de ponderagcdo e 0 uso de recursos sdo
relevantes para a exploracdo das tarefas em sala de aula. A luz desta orientagio
desenvolveu-se um trabalho de intervencéo na sala de aula sobre padrdes.
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De acordo com Orton (1999), umas das dificuldades em definir padréo reside no facto da
palavra ter uma variedade de significados diferentes, podendo por exemplo ser usada para
referir uma disposicéo particular ou arranjo de formas, cores ou sons onde se detetam
regularidades. O termo padrdo é de dificil definicdo, mas da literatura podemos
depreender que se associa a termos como regularidade, sequéncia, ordem e estrutura.

Relativamente aos tipos de padrdes existentes, Orton (1999) considera que se podem
distinguir padrbes dentro do campo geométrico, onde o tipo de regularidade assenta na
ideia de simetria, ou ainda dentro do campo numérico (sequéncia numérica). Vale e
Pimentel (2009) distinguem padrbes de repeticdo e de crescimento afirmando: “um
padrdo de repeticdo € um padrdo no qual hd um motivo identificavel que se repete de
forma ciclica indefinidamente” e “nos padrdes de crescimento, cada termo muda de forma
previsivel em relacdo ao anterior. Ha padrdes de crescimento lineares e ndo lineares, ou
seja, cuja traducdo algébrica pode ser feita, ou ndo, através de uma expressdo polinomial
do 1° grau” (p.14). Zazkis e Liljedahl (2012) dividiram-nos da seguinte forma: padrdes
numéricos, padrées geométricos, padrdes em procedimentos computacionais, padrdes
lineares e quadraticos, e padrbes repetidos. Mas, mais do que ressaltar a diversidade de
classificacOes de tipos de padrdes existentes na literatura, interessa aqui centrar a atengéo
nos contextos em que os padrdes podem surgir.

Este trabalho aborda maioritariamente padrdes de repeticdo. Os diferentes contextos em
que podem surgir sdo relevantes, destacando-se em particular os contextos numéricos e
figurativos. Conhecer as reac6es dos alunos a tarefas sobre padrdes, centrar a atengdo no
seu modo de pensar na resolucdo de tarefas especificas sobre padrdes ajuda a alargar o
conhecimento sobre aquilo que é possivel abordar em sala de aula, com criangas em niveis
iniciais de escolaridade, contribuindo assim para o conhecimento sobre as tarefas.

Sobre tarefas para a sala de aula

Pensar 0 ensino e aprendizagem da Matematica em sala de aula é uma tarefa complexa.
Rezat e Strasser (2012), adaptando o triangulo didatico professor-alunos-matematica a
um tetraedro didatico, propdem um modelo em que os Vértices sdo constituidos pelo
professor, pelos alunos, pela matematica e por artefactos mediadores (ver Figura 1). Estes
artefactos mediadores incluem manuais escolares, instrumentos tecnolégicos, tarefas,
entre outros.

Para Rezat e Strasser (2012), cada uma das faces triangulares deste tetraedro diz respeito
a uma perspetiva particular sobre o papel das tarefas na educacdo matematica: no
triangulo professor-tarefa-aluno, o professor assume o papel de orquestrador da atividade
matematica do aluno; o tridngulo aluno-tarefa-matematica representa a atividade de
aprendizagem da matematica do aluno mediada pela tarefa; o triangulo professor-tarefa-
matematica diz respeito a atividade de mediacéo da tarefa na representacéo da matematica
efetuada pelo professor num quadro de instrucéo; a ultima face do tetraedro € o triangulo
original e constitui a base do modelo que é aluno-professor-matematica. Esta estrutura
tetraedrica mostra bem a complexidade envolvida no papel didatico que as tarefas
assumem no contexto de ensino/aprendizagem em sala de aula. Desde logo ressalta o
facto de os alunos serem afetados pelas ideias do professor sobre a natureza da
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matematica e a sua aprendizagem, aspeto que sai do foco deste artigo, mas também a
atividade de aprendizagem da matematica do aluno mediada pelas tarefas propostas na
aula de matematica.

artetacto

alunos

matematica profiessor

Figura 1 — Modelo tetraédrico (Adaptado de Rezat & Strasser (2012), “Tethahedron model of
the didactical situation”).

O que as criancas aprendem é fortemente determinado pelas tarefas que lhes sdo
proporcionadas (Hiebert & Wearner, 1993). As tarefas s6 por si ndo sdo geradoras de
aprendizagem, mas, de acordo com Watson e Mason (2007), possibilitam a iniciacéo,
estruturacdo e enquadramento para a pedagogia e a aprendizagem.

E um facto que as tarefas que cada professor seleciona constituem a base para a
aprendizagem dos alunos (Stein & Smith, 1998) e a sua natureza influencia, de forma
significativa, o tipo de trabalho que € desenvolvido na aula de Matematica. Em educacéo
matematica, as tarefas sao utilizadas para aceder a contedos matematicos, mas também
para sublinhar e exemplificar aspetos no &mbito da pedagogia matematica (Liljedahl,
Chernoff & Zazkis, 2007). Qualquer tarefa matematica deve aceder a alguma ideia
matematica. Contudo, nem sempre é facil utilizar tarefas matematicas para aceder a ideias
matematicas especificas, pois tal exige uma compreensdo ampla e profunda da
matematica envolvida na tarefa. A este conhecimento Liljedahl e colegas (2007)
designam por conhecimento da tarefa — Task knowledge. Mas utilizar uma tarefa
matematica para aceder a conceitos matematicos na sala de aula requer uma dinamica
particular. A semelhanca das ideias de Shulman (1986) sobre o conhecimento pedag6gico
do conteudo - pedagogical content knowledge, ou de Ball, Thames e Phelps (2008) sobre
0 conhecimento de contedo e dos alunos — knowledge of content and students, que
combina o conhecimento sobre os alunos e sobre a matematica, surge a nocdo de
conhecimento pedagdgico da tarefa - pedagogical task knowledge - apresentada por
Liljedahl et al. (2007). Esta ultima assenta no pressuposto de que ndo SO € necessario
conhecer a matematica envolvida na tarefa, mas também & necessario compreender o
conhecimento matematico dos alunos, como individuos e como grupo, e ainda ser capaz
de mobilizar este conhecimento para a aprendizagem dos alunos. Na realidade, este tipo
de conhecimento poderia ainda incluir a capacidade de antecipar e prever que exemplos
os alunos podem achar confusos ou dificeis e que tarefas os alunos podem achar
interessantes e motivadoras. Ou seja, conhecer que concegdes possuem os alunos inclui
conhecer como estas podem ser usadas na sala de aula.
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O artigo aqui apresentado foca um estudo desenvolvido centrado no triangulo aluno-
tarefa-matemaética, atendendo a atividade de aprendizagem da matematica do aluno
mediada por tarefas sobre padrdes implementadas em sala de aula.

Os padrdes no ensino da matematica com criangas pequenas

Brocardo, Delgado, Mendes e Rocha (2006) defendem que as criancas devem ter
oportunidade de contactar com experiéncias algébricas desde a educagdo de inféancia, de
forma a favorecer um futuro estudo mais formalizado da Algebra e a contribuir para uma
continua formulacgéo de generalizacGes. Também Palhares e Mamede (2002) argumentam
que os padrdes, em particular os de repeti¢do, constituem um tema de grande interesse na
educacdo pré-escolar na medida em que servirdo no futuro de suporte para a
aprendizagem da Algebra. Esta ideia ¢ também partilnada por Vale, Palhares, Cabrita e
Borralho (2006) que defendem que a aprendizagem da Algebra deve ser iniciada no
jardim-de-infancia, com recurso a investigacdo de padrGes que sejam estimulantes,
promovendo a analise e descricdo dos mesmos.

Por forma a fomentar o desenvolvimento do pensamento algébrico, Vale e Pimentel
(2009) argumentam que se impde trabalhar a algebra através da resolucdo de problemas
envolvendo padrdes, visto que a investigacdo de padrfes € uma estratégia poderosa de
resolucdo de problemas, e referem que “a resolugdo de problemas n&o rotineiros e ndo
tradicionais € um poderoso caminho gue envolve o0s alunos na exploracédo e formalizacéo
de padrdes, levando-os a conjeturar, a verbalizar relacdes entre os varios elementos do
padrdo e a generalizar” (p. 10). Vale e Fonseca (2011) consideram que os padrbes
oferecem aos alunos a oportunidade de desenvolver conhecimentos matematicos, na
medida em que lhes permitem relacionar diferentes conceitos e conteldos em contextos
distintos. Neste sentido, os padrdes sdao um tema imperioso na aquisi¢do de capacidades
e processos matematicos, tais como resolugdo de problemas, comunicacdo matematica e
raciocinio matematico destacados no Programa de Matemética (DGIDC, 2007) e no
documento Principios e Normas para a Matematica Elementar (NCTM, 2007).

Sobre o tipo de tarefas a explorar com as criangas, Baratta-Lorton (1995) afirma que a
capacidade de reconhecer e usar padrdes constitui uma valiosa ferramenta na resolucao
de problemas e pode ainda ter um efeito profundo no desenvolvimento da compreenséo
matematica da crianca. Considera que deve haver oportunidades de experimentar padrbes
na forma visual, auditiva e fisica, e atribui ainda grande importancia a verbalizacdo de
padrdes. A autora propde atividades variadas com padrdes enfatizando a transposicao de
padrBes para outras formas, a observacdo de semelhancas e de diferencas, a analise e
comparacdo de padrdes, o reforco da progresséo da esquerda para a direita, o raciocinio
dedutivo, a conexdo de ideias abstratas com o0 mundo real, a producéo e verificacdo de
conjeturas, além da reproducdo e extensédo e/ou criagdo de padroes.

Frobisher e Threlfall (2005) defendem que as criangas, nos primeiros anos de trabalho
com padrdes, desenvolvem capacidades para descrever, completar e criar padroes,
transformar uma expressao escrita numa simbdlica, ou vice-versa, prolongar um padréo
para resolver problemas, explicar a generaliza¢do associada a um padréo e usar os padroes
para estabelecer relages. Também Garrick, Threlfall e Orton (2005) argumentam que a
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exploracdo de tarefas que envolvem regularidades, em grupo ou individualmente,
constituem oportunidades para as criangas serem desafiadas a verbalizar as suas
percecdes e incentivadas a expor 0s seus conhecimentos, desenvolvendo assim a
comunica¢do matematica. Sobre este aspeto, Vale e Pimentel (2009) asseguram ser
essencial que os alunos sejam incentivados a descrever, por palavras suas, um padréo e a
justificar a forma como o continuam ou constroem, com o objetivo de desenvolver a
comunicacdo matematica. Para as autoras, esta vivéncia é extremamente benéfica para as
criangas, pois permite o conhecimento das variadas formas de continuagdo que um padréo
pode ter.

Os padrBes podem sugerir abordagens numericas, visuais e mistas (Orton, 1999). Os
alunos devem, desde os primeiros anos de escolaridade, ser encorajados a observar
padrGes e a representa-los geométrica e numericamente, comecando a estabelecer
conexdes entre a geometria e a aritmética. Para Vale (2012), o ensino precisa propor
tarefas desafiantes que enfatizem compreensao da generalizacao, através dos seus aspetos
numericos e figurativos, capitalizando a capacidade inata dos alunos de pensar
visualmente. Fomentar as representacdes visuais dos alunos pode passar por leva-los a
exprimir o que veem através de outras formas de representacdo, como sejam, descrever
padrdes em tabelas utilizando expressdes numéricas adequadas (Vale, 2012).

As tarefas com padrdes podem facultar aos alunos oportunidades para observar e
verbalizar as suas proprias generalizacGes e traduzi-las numa linguagem mais formal,
ajustada a idade. Vale (2012) refere que a generalizacdo envolve pensamentos de ordem
superior como sejam por exemplo o raciocinio, a abstracdo, ou a visualizagdo. Assim, a
selecdo das tarefas é crucial se se pretendem criar experiéncias de resolu¢do de problemas
que permitam aos alunos fazer generalizagdes. A exploracdo de tarefas de padrdes
centrada apenas na identificacdo do que se repete/cresce, ou na continuidade dos padrdes
pode ser limitativa. Contudo, pode constituir um ponto de partida a abordagem dos
padrdes com criangas pequenas.

Colocando a aten¢do na atividade de aprendizagem da matematica do aluno mediada por
tarefas sobre padrdes, este estudo procura perceber como criancas do 2.° ano de
escolaridade do Ensino Basico exploram e entendem os padrdes de repeticdo e de
crescimento. Para tal, tentou-se encontrar resposta as seguintes questdes: 1) Como
entendem os alunos tarefas envolvendo padrBes, em contexto de sala de aula? 2) Quais
foram as dificuldades e facilidades sentidas pelos alunos na realizagdo das tarefas
propostas sobre padrdes?

Metodologia

Para perceber como criangas exploram e entendem os padrdes adotou-se uma
metodologia de investigacdo qualitativa, pois segundo Bogdan e Biklen (1994), nesta
metodologia, o interesse do investigador recai sobre o processo e ndo tanto sobre os
resultados, dando especial aten¢do a compreensdo dos participantes. Utilizou-se uma
abordagem interpretativa com recurso ao estudo de caso descritivo (Yin, 2009) que, de
acordo com Yin (2009) e Ponte (1994), possibilita a compreensdo em profundidade do
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“como” e do “porqué” da problematica em estudo, ndo alterando o contexto em questao,
mas antes compreendendo-o.

Os participantes foram 6 alunos do 2.° ano do Ensino Basico, de uma turma de 25 alunos
de uma escola publica de Braga. Estes 6 alunos foram selecionados pela professora titular
da turma, a quem foi solicitado que indicasse 2 alunos competentes na rea da Matematica
(Maria e Rodrigo); outros 2 alunos razoaveis em Matemaética (Ana e Gabriel); e ainda
mais 2 alunos (Barbara e Rui), como tendo mais dificuldades na area da Matematica. Os
nomes sao ficticios. Segundo a professora da turma, estes alunos ndo tinham abordado
antes o tema Padrdes, em sala de aula.

Ao longo de quatro semanas implementou-se uma intervencdo de quatro aulas, cada uma
com duracdo média de 120 minutos. A intervencdo foi conduzida por uma das
investigadoras e autora deste artigo, ndo tendo sofrido a intervencéo da professora titular
da turma, que assumiu apenas o papel de observadora ndo participante.

Durante a intervencao foram propostas a todos os alunos da turma tarefas diversificadas
envolvendo padrfes de repeticdo e de crescimento, do tipo numérico e geométrico, em
contextos figurativos/visuais. Todavia, a analise aqui apresentada recai apenas sobre 0s 6
alunos da turma na implementacdo de 4 tarefas (3 para continuar sequéncias, 1 para
descobrir o intruso).

Todas as tarefas foram lidas em voz alta pela investigadora e questdes de interpretacédo
foram colocadas para garantir que os alunos entendiam o que lhes era pedido. As tarefas
foram resolvidas pelos alunos em pares, sendo que no final de cada uma era efetuada a
resolucdo da mesma no grupo turma, em que todos tinham oportunidade de intervir e
colaborar. Em todas as tarefas foi solicitado aos alunos que justificassem as suas
respostas, oralmente e/ou por escrito.

Ao longo das aulas foram registadas as intervengdes dos alunos, os debates criados, as
resolucdes das tarefas e as duvidas colocadas, de modo a identificar as facilidades e os
constrangimentos das criancas perante as atividades.

A recolha de dados foi efetuada através de gravacdes com video e fotografias, de
anotacOes escritas do investigador e de registos escritos dos alunos. Esta diversidade
procura, assim, assegurar a veracidade e fidelidade dos dados.

Resultados

A analise efetuada foi descritiva e interpretativa debrugando-se em particular sobre as
resolucgdes dos alunos das tarefas propostas. Os resultados aqui apresentados centram-se
nos estudos de caso ao longo de das duas primeiras sessdes da intervengdo, que tiveram
lugar com uma semana de intervalo.

A 1.2 sessdo foi iniciada com um dialogo com as criancas, por forma a recolher os seus
conhecimentos prévios sobre as sequéncias (ver Transcri¢ao 1).
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Maria:  Uma sequéncia € um padrdo que se repete, € uma repeticdo de
imagens, de numeros ou de objetos.”

Inv.: Exatamente! E no nosso dia-a-dia, encontramos sequéncias em
alguma situacéo?

Gabriel:  Podemos encontrar sequéncias em muitos sitios. Na rua onde moro,
o0s predios tém todos um namero que é depois do outro.

Ana: Em Educacdo Musical, as notas musicais repetem-se sempre!
Transcri¢do 1 — Dialogo inicial com os alunos sobre as suas ideias de sequéncias

Em seguida foram propostas aos alunos 2 tarefas para completar sequéncias, sendo que
na primeira se pedia para identificar o grupo que se repete.

Tarefa 1- Continuacao de sequéncias

A Tarefa 1 era composta por 6 questdes sobre continuagéo de sequéncias de repeti¢do. Os
alunos ndo mostraram grandes dificuldades na resolucdo das 5 primeiras questdes, tendo-
a resolvido sem, praticamente, nem erros. Contudo, referiram que a Gltima alinea era
“mais dificil do que as outras”, havendo mesmo quem a tivesse resolvido com algumas
imprecisdes, como foi o caso do Gabriel (ver Figura 2.1), mas também quem a tivesse
resolvido corretamente como a Ana (ver Figura 2.2), explicando “duas bolas brancas e
uma preta; uma branca, uma preta e uma branca; uma preta, uma branca e uma branca;
etc.”, fazendo a leitura da sequéncia por tridngulos por considerar essa a forma mais facil
de identificar o padréo.

Figura 2.1 — Resolucéo do Gabriel na Tarefa Figura 2.2 — Resolucdo da Ana na Tarefal
1.

A Maria e a Ana participaram imenso por iniciativa propria, mostraram muitas vezes
vontade em responder as questdes e quando eram solicitadas, respondiam com correcao.
Por exemplo, sobre a questdo c¢), a Maria explica que “Vi que o triangulo, o quadrado e o
circulo se repetiam e entdo fiz a sequéncia sempre assim: triangulo, quadrado e circulo,
triangulo, quadrado e circulo...”.
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No momento de discussdo das suas resolucdes, os alunos foram convidados a explicar ao
grupo turma como tinham encontrado as suas solugdes para as questdes propostas. Para
tal projetou-se cada uma das questdes e os alunos iam explicando como tinham pensado
para resolver a tarefa. A Figura 3 mostra o Rodrigo a explicar a turma como pensou (ver
Transcricéo 2).

Relativamente aos restantes alunos, participaram espontaneamente um menor nimero de
vezes nas discussdes geradas mas, quando questionados diretamente, a participacdo era
igualmente correta. A Béarbara e o Rui distraiam-se com maior facilidade e interagiam
pouco com os restantes colegas.

Inv.: Queres entdo explicar aos teus colegas o que descobriste?

Rodrigo: Reparei que, na primeira imagem, a bolinha preta estava em
cima, na segunda imagem rodou para a direita e na terceira
imagem voltou a rodar para a esquerda. Como na imagem a
seguir ja estava outra vez em cima, descobri que este grupo que
se repetia. Foi um bocadinho dificil, mas consegui!

Transcri¢do 2 — Explicacdo do Rodrigo a turma sobre a resolucao da questéo f) da Tarefa 1.

Ao longo das atividades insistiu-se na explicagdo dos raciocinios, mas encontraram-se
alguns obstaculos porque esta ndo era uma atividade usual para os alunos. Os alunos com
mais dificuldades foram o0s que apresentaram maiores constrangimentos a este nivel.
Alias, foi notdria a dificuldade dos alunos no trabalho em pares, como lhes tinha sido
sugerido no inicio da intervencdo. As interacBes entre os alunos na resolucdo dos
problemas foram parcas, percebendo-se algum desconforto delas nessa atividade.

Tarefa 2 - Continuacéo de sequéncias

A Tarefa 2 foi sobre a continuacdo de sequéncias e tinha 3 questdes de sequéncias de
crescimento. A primeira questdo envolvia uma sequéncia de crescimento num contexto
figurativo. Apenas 0 Rodrigo conseguiu realiza-la corretamente na totalidade (ver Figura
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4.1), os restantes alunos entenderam a sequéncia como sendo de repeticdo, como
aconteceu a Maria ou ao Rui (ver Figuras 4.2 e 4.3).

Figura 4.1 — Resolugdo do Rodrigo na Tarefa 2 de sequéncias de crescimento.

Figura 4.2 - Resolugdo da Maria na Tarefa 2 de sequéncias de crescimento.

Figura 4.3 - Resolucdo do Rui na Tarefa 2 de sequéncias de crescimento.

Sobre a questdo a), a Maria descobre que afinal o sinal de menor também aumenta e
verbaliza esse facto “Ah! Tinham de ver que o sinal de menor aumenta de termo para
termo por isso temos de continuar a aumenté-lo.”

Verificou-se que as sequéncias de repeticao parecem oferecer menos duvidas aos alunos,
principalmente as geométricas. Em contrapartida, os alunos pareciam sentir mais
dificuldade nas sequéncias numéricas de crescimento porque estas requerem um grau de
abstracdo que, em criancas desta idade, podia ainda ndo estar adquirido na totalidade, mas
também porque é mais dificil descobrir a lei de formacéo das sequéncias de crescimento.
Os padrdes de repeticdo associam-se ao pensamento sequencial enquanto os de
crescimento se associam ao pensamento relacional.
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A Figura 4.3 mostra a resolucdo incorreta do Rui nas questdes b) e c), antes de ser efetuada
a corre¢do. Uma outra causa dos erros observados prende-se com falhas nas operagoes,
pois foi frequente os alunos descobrirem o termo pretendido mas, quando realizavam as
operacdes necessarias para descobrir 0s termos seguintes, enganavam-se. Esta dificuldade
reflete falhas no calculo, o que € menos preocupante do que se ndo conseguissem
identificar a lei de formacdo, ou que ndo reconhecessem uma sequéncia de crescimento.

A Tarefa 3 estava prevista apenas para o caso dos alunos terminarem antes do previsto e
ainda manifestarem interesse e vontade de continuar a trabalhar com sequéncias. Nela
procurava-se descobrir o intruso em 6 situagdes distintas, com o objetivo de capacitar
para a identificagdo de elementos ndo pertencentes a uma sequéncia.

Figura 5.1 — Resolugéo da Béarbara na Figura 5.2 — Resolucéo da Maria na
identificacdo do intruso. identificacdo do intruso.

Nenhum dos 6 alunos resolveu corretamente todas as situa¢bes, o que talvez tenha
acontecido por cansaco e saturacdo. As Figuras 5.1 e 5.2 mostram, respetivamente, as
resolugdes da Béarbara e da Maria nesta ultima tarefa. A Barbara comeca por escrever a
explicacdo, apaga e desiste das explicacGes escritas (ver Figura 5.1), mas explica
oralmente “Esta sequéncia s6 tinha simbolos, menos o 1, que ¢ um nimero. Conclui que
esse era o intruso.”. A Maria para justificar as respostas, escreve-as (ver Figura 5.2). A
Ana, a respeito da questdo e) explica “A sequéncia so tem setas e é duas para a direita,
duas para a esquerda, duas para a direita, duas para a esquerda. A Unica que nao estava
assim era a penultima, por isso assinalei essa.”. Apesar de tudo, os alunos parecem ter
conseguido identificar a quebra de regularidade nas sequéncias. Claramente mais dificil
foi justificar as suas respostas por escrito.

Nas correcGes em grande grupo, tentou-se que todos os alunos compreendessem as
resolucbes que surgiam, tendo consciéncia que ha alunos que, apesar de terem duvidas,
ndo as expdem. No final das resolucdes, solicitou-se a algumas criangas que expusessem
a turma a forma como tinham resolvido. A partilha é extremamente importante para o
enriquecimento e expansdo dos conhecimentos das criancas e para a sua motivacédo. Pois,
ndo sO se sentem capazes de concretizar as tarefas com sucesso como promove uma
possivel melhor compreensdo dos contetdos na medida em que quando sdo os alunos