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1. INTRODUGAO

Apesar de o principal objectivo desta dissertagdo ser a apresentagdo de resultados novos no
dominio da sub-amostragem, pretende-se igualmente apresentar, de uma forma consistente, as
principais técnicas de amostragem.

Comega-se pelo estudo da amostragem simples, com e sem reposi¢do, analisando,
separadamente, as modalidades em que a probabilidade de escolha, dos elementos da populagio, ¢
igual, e € variavel.

Em seguida considera-se a amostragem estratificada e a amostragem para agregados, assim
como um caso especial desta ultima, a amostragem sistematica.

Finalmente, dado que a teoria, referente as técnicas de sub-amostragem, estava apenas
desenvolvida para, quando muito, trés niveis de fraccionamento, generalizamos a mesma para
qualquer numero (k) de niveis, abordando os casos em que as probabilidades de escolha sdo
iguais e proporcionais. Para tal, utilizou-se uma notagdo que permite referenciar, sem
ambiguidades, o nivel de estrutura a que pertence determinada sub-populagdo e qual a posi¢io
que ocupa, assim como, considerando as decomposi¢des sucessivas da populagdo inicial, saber,
exactamente, quais as sub-populagdes que deram origem a essa sub-populag@o.



2. AMOSTRAGEM ALEATORIA SIMPLES

A amostragem aleatéria simples, apesar de na pratica ser pouco usada, é um método de
amostragem de grande importdncia pois funciona como ponto de partida para o estudo de outros
métodos.

Neste método a populagdo € considerada como um todo e as unidades estatisticas que vio
pertencer & amostra sdo seleccionadas ao acaso de entre todos os elementos da populagdo. Cada
unidade estatistica tem uma probabilidade conhecida e ndo nula de figurar na amostra, podendo
esta probabilidade ser igual para todos os elementos ou variar entre eles.

A amostragem aleatoria simples, com probabilidades iguais, pressupde um total
desconhecimento dos caracteres a estudar na populagdo € como consequéncia todas as unidades
estatisticas tém a mesma probabilidade, de serem escolhidas para a amostra.

As unidades estatisticas podem ser retiradas, da populagfio, com ou sem reposi¢éo.

A selecglo € considerada com reposi¢do se retiramos um elemento da populagdo ,e apds a
sua observagdo o devolvemos a populagdo. Assim, a popula¢do ndo é alterada, de extracgio para
extrac¢do, e portanto, cada unidade estatistica pode aparecer mais do que uma vez na amostra.

As extracgbes sdo independentes, visto que, a extracgio de uma determinada unidade
estatistica ndo depende da extracgdes anteriores.

A selecgdo considera-se sem reposigdo se retiramos um elemento da populagio |,
observamo-lo € nio o devolvemos & populagdo. A populagdo é alterada de extracgio para
extracgdo , ou seja , a extracgdo da segunda unidade estatistica ¢ feita duma populagio que difere
da populagdo inicial porque ja ndo contem a unidade estatistica retirada em primeiro lugar. Neste
caso, cada elemento s6 pode aparecer uma vez na amostra. A extrac¢io de uma determinada
unidade estatistica depende das extracgdes anteriores , pelo que, as extracgdes sdo
acontecimentos dependentes.

2.1. AMOSTRAGEM COM PROBABILIDADES IGUAIS, SEM REPOSIGAQ, PARA
CARACTERISTICAS NUMERICAS

Este € um método de selecgdo de n elementos de entre N existentes na populagdo, no qual
em cada tiragem qualquer elemento da populagdo tem igual probabilidade de ser escolhido. Para
além disso cada elemento que ¢ extraido € removido da populagdo para as tiragens subsequentes.

Os n elementos escolhidos constituem a amostra.

Sejamy; , i=1,2,...,N, os valores da caracteristica numérica , para a qual se esta a amostrar ,
0s quais indicam o nimero de ordem dos diferentes elementos da populagio e Yi,j=1,2,..,n, as
variaveis aleatorias que ddo os resultados obtidos nas varias tiragens. Estas variaveis tomam como
valores , os valores da caracteristica numérica nos elementos que védo sendo seleccionados.

Ao considerar que as probabilidades de selecgdo sio iguais para todos os elementos da
populagio temos



1
(2.1) P(Y, =vy; )=y

e para j> 1 temos

i1 1
P I:Y.i =Y | n(Yj' ¢Yi):|=-N—_—
=1

-j+1
2.2) 1 .
P I:Yj =y; | L_JI(Yj' =yi):lz

Para provar que a probabilidade de selecgdo é igual em todas as extracgdes , ou seja, que o
j-ésimo elemento ( y; ) tem a mesma probabilidade de ser seleccionado em qualquer extracgio,
consideremos, em primeiro lugar, a probabilidade deste elemento ser seleccionado na primeira
extrac¢do, que é:

(2.3) P!=P(Y, = j):% j=1,..,N

A probabilidade de que y; seja seleccionado na segunda extracgdo €:

P =p(y, :yj)=§;P(Yl =y, Y, =y,)=

(2.4) :;P(YZ:Yj |YIZYk )'P (YIZYk):
#j
1 1 1 .
TR NN R NN e

A probabilidade de que y; seja seleccionado na terceira extracgdo é:

(2.5)
Pjszp(YzzyJ'):_; P(le)'k:Yz:ym:Ys:yJ'):
JFk#m
=kZP[Y =y;l(Y, =y, Y y)] =ValY; =v,) P(Y; =y,)=
JFk#m
= 2 [yt =y Y =) é— =
11

:J;Z;m—(N 1.——-__1.E:
=(N- 2)L(N 1)-—1\%%:% i=1..,N

Por recorréncia, conclui-se que,



(2.6) PF=P(Y,=y)== ; j=1..,N; Isk<n; n<N

¢ a probabilidade de y; ser seleccionado na k-ésima extracgdo.
Pode ainda provar-se que, no método de amostragem aleatéria simples com probabilidades
iguais e sem reposigdo, a probabilidade de que um qualquer elemento pertenga a uma amostra, de
n
dimensio n, é —.
N

Para que o elemento y; perten¢a a uma amostra, é necessario que tenha sido escolhido uma
€ uma soO vez, visto tratar-se de extrac¢des sem reposigéo.
Seja

2.7 P; =P(y; € amostra) =1- P(y; ¢ amostra)

Mas a probabilidade de y; ndo pertencer a amostra é igual a probabilidade dos N-1
elementos yx , com k#j ,poderem pertencer & amostra.

Assim
N-1
(2.8) P(y; ¢ amostra) = NC:
e portanto
e, Mc,-M'c, M'c,, n
(2.9) P(y; € amostra) =1- e = C - s =

pois "'C_ +N'C__,=NC,

Para determinar quantas amostras diferentes, de n elementos , é possivel obter com os N
elementos da populagdo ha que ter em consideragdo se a ordem pela qual os elementos sdo
seleccionados tem ou n#o interesse para a constitui¢do da amostra, e também que, neste caso, a
amostragem ¢ feita sem reposigio.

Se ignorarmos a ordem pela qual os elementos vio sendo obtidos, isto &, se considerarmos

iguais as amostras que contém os mesmos elementos, obtidos por diferentes ordens, o nimero de
amostras possiveis €:

N!

(2.10) Nan(N—_n‘)!—n! .

Se tiver interesse a ordem pela qual se vdo obtendo os elementos que irio compor a
amostra, isto €, se considerarmos distintas as amostras compostas pelos mesmos elementos, mas
obtidos por ordens diferentes, o nimero de amostras possiveis sera :

N!

(2.11) NAnzm .

E fécil ver que todas as amostras distintas tém a mesma probabilidade de serem
seleccionadas.



Consideremos um conjunto de n elementos especificos {yl,...,yn} , que constituem uma

determinada amostra. Os valores dessa amostra correspondem, tendo em consideragdo que a
amostragem € sem reposi¢ao, a elementos distintos da populagio.
A probabilidade de esta amostra ser cothida é:

(2.12)

n-1

P[Q(Yj =yj)}=P[Y,, =ynlf](\§ =yj)]-P[ﬂ(Yj =yj)}= =P[Yn :ynlm :yj)].
-P[YH = yn-llﬁ(Y,- =y,-)}-P[Yz =ylY = y1]-P Y =y).

Como todos os elementos tém igual probabilidade de serem escolhidos, a probabilidade de
ser obtida uma amostra especifica , de n elementos com uma determinada ordem, é:

. . . 1 (N - n)!
(2.13) PI:Q(Yj‘yj)]_N—n+1'N—n+2.“' ‘N-1' N NI

Se, pelo contrario, a ordem pela qual sio obtidos os elementos que irdo compor a amostra
for ignorada, a probabilidade de se obter essa amostra passa a ser:

2 (N-n)! 1
2.14) P{O(nyj)}:n(wn) =g

n

onde n! indica por quantas ordens diferentes podem ser obtidos os n elementos.

Consideremos agora os acontecimentos, que se verificam quando o i-ésimo elemento ¢é
escolhido na j-ésima extraccio,

(2.15) A==y ;j=L..,n, i=1L... N ,

1
que como ja vimos tém todos probabilidade N

Assim as varidveis aleatorias Y; ,j = 1,., n, sio identicamente distribuidas ,
correspondendo-lhe o esquema

YI ERSR] yN .
(2.16) Y; 31 1 ;j=1,..,n.
N7 N
Considerando
N
2.17) T=2y,
i=1
e



(2.18) S=Yy! ,

2.19) w=uly;) =y »i=1-n

e a varidncia da caracteristica

(2.20) o? =c*(Y;) = u(¥?) - n3(y;)- ﬁl—(s - —g—) -i=1,...n,
com

@2.21) u(sz):% Sj=1,...n .

Para calcular P[(Yj = yi)m((Yj, =y, ))] , 1#1', consideremos as amostras que é possivel

obter fixados dois elementos. Para construir essas amostras, hd que obter amostras de dimensio
n-2 da populagio original, uma vez excluidos os dois elementos dados.

Se considerarmos, com importancia, a ordem pela qual vao sendo obtidos os elementos da
amostra, existem

N-2)! (N-2)!

22) [(N-2)1-(n-2)1]  (N-n)!

amostras de dimens&o n-2.
Se ignorarmos essa ordem, existirdo

(N-2)! (N-2)!

(2.23) @-2)[(N-2)-(n-2)1] (-2)!((N-n)!

Obtemos entdo, para o primeiro caso:

C(N-2)I(N-n)! 1
S (N-n)! N!' T N(N-1

(2.24) Pl(v, =y~ (¥ =)

e para o segundo:

(N-2)! n!(N-n)! n(n-1)
(223) P[(YjZYi)m(Yj'ZYi'):(n—Z)!(N—n)! NI T N(N-1)



De modo a ndo haver uma duplicagdio desnecessaria de calculos, devido a grande
semelhanga dos dois casos, de agora em diante apenas se efectuara o estudo do caso em que a
ordem de selecgdo dos elementos € tida em consideracio.

Obtemos ent3o:

n(Y;;Y;) N(N 1)ZZY1YV N(N 1)ZY(T Y,)=

(2.26) . g
T N(N-1) TZIY' _S) T N(N-1)

ja que, devido a amostragem ser sem reposi¢ao, P[(Yj = yi) N (Yj =y, )] =0,¢

T>-S T2
(2.27) ) )
_ _I_(S :r_) __ o
T ON(N-1) N/ N-1
Assim dado o vector aleatorio
Yl
(2.28) Y =| ¢
Yﬂ
tem-se
3%
(2.29) p'(Y)=|:
7}
bem como
~ 1 .
N-1
(2.30) c’(Y)=0c? :
1
- 1
| N-1 i

Pretendemos agora obter o estimador linear , centrado com variincia minima, de p.

Dado
* _ 10T~y c
(2.31) u =k'TYy __Zlijj
m
tem-se



(232) )=k T = Tkpu=pk; .
=1 =1
Para que | seja centrado é necessario que
(2.33) Dk =1.
. 1

Por outro lado

(2.34) | o (n)=k'To(Y)k' =
_ 1 .
_—N—l k.l
=[k] o kn] 02 : : v =
._———————1 e 1 kn
N-1 _
,
n 1 n n
=¢?| Y k}-—— kk,|=
o\ LK~ & 2 kk,
\ =i
,
ot NS 1S -
=c N_ljzzl;kj N_léékjkj, =

Apige)e)

=1

Para estimadores centrados que satisfazem a condigdo (2.33), a expressdo (2.34) reduz-se a

2

(2.35) (W)= (NZ K —1)

O problema limita-se entio a minimizar Z k? , sob a condigdo (2.33).
i=1

Utilizando multiplicadores de Lagrange, com uma fungéo auxiliar do tipo

(2.36) g(k,,---,kn,X):Zkf.—X(ij—1]
j=1 j=t
procuramos a solugdo do sistema

%8
ax, ko

a n
%(kl,---,kn,k)zékj ~1=0

ok, ,A) =2k, A =0 ;j=1e,n

>

(2.37)



que €

1.
(2.38) kj:H ;J=1---,n.

Substituindo (2.38) na expressdo (2.31), obtemos entio
: 2%,
j=1

(2.39) p' =2 kY, =+
=1 n

=Y,

pelo que se conclui que, o estimador centrado ,com variincia minima, é a média amostral.

1
Substituindo os k; , j=1,...,n , por L expressdo (2.35), vem

2 2 2 2
— o] 21 o N 6 N-n o6°"N-n
2.40 (Y )= NY —-1]= (———lj=——““‘“‘=_ :
@40 *(Y,) N——l( ,Zz;nz 1] N-1in N-1'n nN-I

2.2. AMOSTRAGEM COM PROBABILIDADES IGUAIS,SEM REPOSIGAO, PARA
ATRIBUTOS

Admitamos agora que, a amostragem ¢ feita com o objectivo de estimar a probabilidade, p,
de um elemento, extraido ao acaso da populagdo, possuir determinado atributo. A percentagem

dos elementos da populagdo com esse atributo sera 100p .

De modo a podermos aplicar os resultados obtidos para caracteristicas numéricas,
consideramos uma caracteristica numérica X que toma os valores 1 para os elementos da
populagdo que possuem o atributo e O para os elementos que ndo possuem. Isto é, a variavel
aleatéria X; = 1 se o elemento y; possui o atributo e X; = 0 se o elemento y; nio possui o

atributo.
Seja M o numero de elementos da populagdo que possuem o atributo , entfio temos

M
2.41 =—
(2.41) P=y
e
(2.42) T=S=M
logo

M
2.43 =—=
(2.43) w=y =P

el



1 M?
(2.44) &= —(M-—J: p(1-p).
Numa amostra de dimensdo n , onde m elementos possuem o atributo tem-se

(2.45) p =Y, =

s (B8

Como ja vimos anteriormente , no caso das caracteristicas numéricas

(246) W(Y.)=n

e

(2.47) o*(Y,)= i:’; %
logo

(2.48) u(p’)=p

e

(2.49) o*(p’) = I;:rll p(: J ,

portanto p* € estimador centrado de p.

2.3. AMOSTRAGEM COM PROBABILIDADES IGUAIS, COM REPOSIGAO, PARA
CARACTERISTICAS NUMERICAS

Neste caso, o elemento que € escolhido, em cada extracgdo, € devolvido & populagdo ,pelo
que esta mantém-se igual em todas as extrac¢des. Todos os elementos tém igual probabilidade de
escolha, em todas as extracgdes , quer tenha ou ndo sido escolhido anteriormente.

A probabilidade de um qualquer elemento y; ser seleccionado na j-ésima extrac¢io ¢ entio:

;jzl’...>n ;i:17--‘>N'

(2.50) pi=p(Y,=y,)=1

As varigveis aleatorias Y; , j=1
correspondendo-lhes o esquema

,...,n sd30 independentes e identicamente distribuidas

2

10



(2.51) Y. 1_ 1 ;j=1

Podemos provar agora que, no método de amostragem aleatdria simples com
probabilidades iguais e com reposi¢do, a probabilidade P; de que o elemento y; , i=1,.,.N ,

pertenga a uma qualquer amostra de dimensdon, é 1— (1 - ﬁ) )

A probabilidade de y; pertencer a amostra ¢ a probabilidade de y; ter sido escolhido, pelo
menos uma vez, para pertencer a amostra. '
Atendendo a (2.50) a probabilidade de y; ndo ser escolhido na j-ésima extracgio é:

(2.52) p(Y, ¢yi)=1—-%.

Tendo em conta que a dimensdo da amostra é n, se y; ndo foi escolhido para a amostra ndo
pode ter sido escolhido em nenhuma das n extracgdes. Como as extracgdes sdo independentes, a
probabilidade de y; nédo ser escolhido em nenhuma extracgdio ¢é :

n 1 1 n
®2% 1“"i=£1(1*ﬁ)=(1‘§)

A probabilidade de y; ser seleccionado pelo menos uma vez é entio:

1 n
(2.54) P,=1-(1-P) = 1—(1—§) c. q.d.

Como se pode ver facilmente, também neste caso se verificam as expressdes (2.19) e (2.20).
Visto o estimador linear centrado , com varincia minima , do valor médio comum a n varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas ser a respectiva média aritmética, tomamos

el . s . O
p =YY= —Z Y; , provamos que ele € estimador centrado de [ e que a sua varidncia é —.
N5 n

Para tal, calculemos p (u"). Aplicando as propriedades da esperanga matematica, obtemos

(2.55) () = uGZYJ - >u(v).

Para calcular p(Y;), usamos a defini¢gdo que diz que, o valor esperado de uma variavel, V, é a
soma dos produtos obtidos, multiplicando cada possivel valor de V pela sua probabilidade,
somados sobre todos os possiveis valores de V, e também (2.50). Assim temos:

N . 1 N
(2.56) U(Yi):ZYj'le :EZYJ' =H
j=1 =1
entao
. 1
(2.57) u(u)=;-n-u=u,

11



0 que prova que, |~ € estimador centrado de 1 .

Vamos entdo calcular a varidncia de p". Por definigdo de u" e aplicando as propriedades
da variancia temos

(2.58) GZ(H')”Z(liYi) =_17°2(iY‘j

n 5 n i=1

como as extracgdes sdo independentes, temos

(2.59) cz(u')=;1; n o*(Y),
i=1

mas por defini¢gio
(2.60) o*(Y;)= u[(Yi ~u(Y, ))2]
e como ja vimos em (2.56), u(Yi) =u, logo:

N N
(2.61) o*(¥;)=2(y; - ) P =§Z(y,-—u)2 =c’

j=t j=1

Substituindo (2.61) em (2.59) temos:

. 1 n 2

(2.62) 02(u )=n—2§c2 =%.

Comparando as varidncias (52( u*) obtidas para a amostragem com e sem reposi¢do , vimos
que ,utilizando amostras da mesma dimens3o , a amostragem aleatoria simples com probabilidades
N-n

iguais e sem reposi¢@o conduz a estimadores com menor varidncia, pois N_1

<1.

2.4. AMOSTRAGEM COM PROBABILIDADES IGUAIS, COM REPOSIGAO, PARA
ATRIBUTOS

Para ser possivel aplicar os resultados obtidos para as caracteristicas numeéricas
consideramos novamente uma caracteristica numérica que toma os valores 1 ou 0.

Apesar de a amostragem ser agora com reposigdo, as expressdes (2.19) , (2.20) e
(2.45), relativas a amostragem para atributos sem reposigdo, continuam a ser validas, e portanto

p é, também neste caso, um estimador centrado de p, ou seja u(p') =u=p.

12



2
s (e} oA e
Como ja vimos, em (2.62) e (2.44), o> (Y) =7 ¢ o’ = p(l - p) , pelo que a variancia

de p’ é agora

1-
(2.63) o(p") =22 ( - J

2.5. PRE - AMOSTRAGEM

Como ja vimos , a amostragem com reposi¢do , apesar de ser de mais facil aplicagdo ,
conduz a estimadores com maior variancia .

Quando se pretende obter resultados com uma dada precisio , realiza-se uma pré -
amostragem com reposi¢@o para determinar a dimens#o a dar & amostra definitiva.
Sejam Y,,...,Y, as observagdes da pré - amostra , pode admitir-se que

(2.64) D= Y-
j=1

1
n

se distribui , pelo menos aproximadamente , como um chi-quadrado com n-1 graus de liberdade e
que

(2.65) t=

n(n-1)

tem densidade  de Student, com n-1 graus de liberdade.
Assim os intervalos de confianga (aproximados) para p sdo

(2.66) Y-t D < Y+t D
' “y\n(n-1) "~ K= "4\ n(n-1)

com a semi - amplitude

2.67 A= 1/ D
(2.67) =ty 7moD -

Suponhamos que se pretende uma dada semi - amplitude A . Tera entdo que se resolver a
equagdo em ordem a n, de modo a determinar a dimensdo de amostra conveniente para obter a
precisdo pré - definida.

Seja

13



(2.68) A=t, . Py
fazendo
— N2

(2.69) k= (tnf, q]
ou seja
(2.70) B

n(n-1)
obtém-se
2.71) kn’ -kn-D=0
vindo

_ k +vk? +4kD

2.72
(2.72) n K

( a outra solugdo ndo serve por ser negativa).
Na pratica o valor de n obtido por esta formula é arredondado para cima. Quando n>120 a

densidade / coincide com a normal reduzida, podendo-se utilizar as tabelas desta tltima. Quando

n>30 pode-se, em geral, realizar testes / para hipoteses definidas a partir de p.
No caso de a amostragem ser por atributos, quando 30 < n <120 pode admitir-se que

@.73) =P
}p (-p)
n

tem a densidade £ com n-1 graus de liberdade e que , para n>120, é normal reduzida.
Obtém-se entdo os intervalos de confianga para p dados por

. /p'(l—p") . fp'(l—p')
(2.74) P —ta, —-——n SPSp +t,,, ——n

podendo igualmente realizar-se testes # para hipoteses definidas a partir de p.
A semi - amplitude do intervalo anterior é

* 1 _ *
(2.75) A= tn_,q‘/ﬂ——p—) .
’ n
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Se pretendermos obter uma determinada semi - amplitude , digamos A, tera de se resolver
a equagdo seguinte em ordem a n

. * 1_ »
(2.76) A= tn_,,ﬂfg%

Fazendo
L] 1 _ *
@77 k=P a-p)
n
vem
* 1 _ *
2.78) P d-p)

k
valor este que, tal como no caso referido anteriormente, se arredonda para cima.

Consideremos a fungo g(p) = p(1 - p) cujo gréfico esta representado na figura 1 .

g®) ¢

144} =

Figura 1

verificando-se

{3-9)=e5+

(2.79) 18(0)=g(1)=0
(_1_) 1
B2) 7

Concluimos entdo que, quanto mais préximo p” estiver de % , mais observagdes é preciso
tomar, para se obter a precisdo pretendida.
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2.6. UTILIZAGAO DE TABELAS DE NUMEROS ALEATORIOS

A utilizagdo de tabelas de nimeros aleatérios € um método simples e satisfatorio de obter
uma a mostra aleatdria simples, desde que se consiga indexar os elementos da populagdo por
qualquer ordem conveniente.

As tabelas de nimeros aleatorios tanto podem ser lidas na horizontal como na vertical,
podendo ser tomados algarismos isolados como combinagdes de 2, 3 ou mais digitos.

Partindo de determinado ponto (escolhido aleatoriamente), percorrem-se as linhas (colunas)
da tabela num qualquer sentido, escolhendo-se os numeros que aparecem ao fim de um intervalo
previamente estabelecido. Esse numeros indicario quais os elementos da populagdo que irdo
compor a amostra.

Apesar da facilidade de utilizagdo destas tabelas ha que ter em consideragdo que, em
utilizagdes repetidas, se deve variar o ponto de partida , o sentido e o passo com que 0s niimeros
sdo seleccionados.

Ha ainda que evitar utilizar a mesma tabela um numero exagerado de vezes. Este

procedimento assegura que todas as possiveis combina¢es tém igual probabilidade de serem
seleccionadas.
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3. AMOSTRAGEM SIMPLES COM PROBABILIDADES VARIAVEIS

A amostragem simples, com probabilidades variaveis, pressupde um conhecimento, & priori,
da populagdo e o uso desse conhecimento para atribuir ,as unidades estatisticas, diferentes
probabilidades de pertencerem a amostra.

Nos esquemas de selecgdo amostral discutidos até agora, todas as unidades da populagéo
tinham a mesma hipétese de serem seleccionadas para a amostra. Nao € essencial que assim seja, a
Unica exigéncia, que se deve fazer, é que as probabilidades de inclusdo sejam conhecidas e ndo
nulas. Pode, de facto, ser demonstrado que € possivel atingir uma precisdo mais elevada com
probabilidades variaveis.

3.1. SEM REPOSICAO

Como j& vimos anteriormente, na amostragem sem reposi¢do, os elementos ja escolhidos
deixam de estar disponiveis para as tiragens seguintes.
Consideremos

3.1 P/=P(Y;=y;); j=L..,n , i=1,..,N

2

a probabilidade do i-ésimo elemento da populagdo ser escolhido na j-ésima tiragem, €
(3.2) I, =P ; i=1,.. N .
j=1

Seja
(33) A =U(v,=v.),

=1

o acontecimento que se verifica quando o i-ésimo elemento da populagio é escolhido. Como os
acontecimentos que figuram nesta reunido sdo incompativeis dois a dois, tem-se:

(3.4) P(A,)=YPi=T1I,; i=1,..,N

17



Seja X, i=1,...,N , uma variavel aleatoria que toma os valores 1 ou 0 consoante o i-ésimo
elemento da populaggo é ou nio escolhido. Esta variavel tem o esquema:

3.5 X 0 : i=1,...,N
( . ) i = I—Hi Hi , 1=1,...,
logo

(3.6) wX,)=1, ; i=1,.,N.

Por outro lado tem-se:
N
(3.7) > X, =n
i=1

visto haver sempre n elementos escolhidos. Assim:

(3.8) Zln =i‘;u(xi)=u(ixi) =n .

i=1
Como j& vimos, existem

N!
L="o

(3.9)

amostras possiveis, as quais podemos atribuir indicesr , r=1,....L .

Seja C; , i=1,..,N o conjunto dos indices das amostras que contém o i-ésimo elemento.
Dada uma fungio h(Y), dos valores da caracteristica numérica para a qual estamos a amostrar,
sendo g, a probabilidade de se colher a amostra com indice r, teremos:

(3.10) u(JZ; (Y, )) = ZL; q (,Zl: (Y, )j

(r)

n
sendo (z h(Yj)) a soma dos valores da fung@o relativamente a4 amostra com indice r . Logo,
= )

agrupando, no segundo membro, os termos em que intervém o i-ésimo elemento da populagio
vem:

G S5 S ) =S ma)

j=1 i=1 \reC; i=1

visto que I]; , a probabilidade de o i-ésimo elemento ser escolhido, é a soma das probabilidades
das amostras que contém esse elemento.

18



Utilizando estas igualdades, podemos agora obter um estimador linear centrado de p (o
valor médio da caracteristica em estudo, p = N Z v )

Seja
Y.
J . M ——
(3.12) h(Yj):E i=1,..n,
entdo a expressdo do estimador pretendido sera:

1Y

3.13 =—) =

(3.13) W=y 17_7 o

pois como se pode ver
. 1 n Yj _LN yi _ 1 _
(3.14) “(“)“N”(EHJ_NZ I Nzy, b

Por outro lado, sendo IT;;» , comi#1i’, a probabilidade de os elementos com indices i € i’ serem
ambos escolhidos para a amostra, tem-se:

(3.15) O,= 2.q,; Li'=1,..,N; i=i ,

reC;nC;,

ou seja, [I;» é a soma das probabilidades correspondentes is amostras que contém ambos os
elementos indicados e essas amostras tém os indices em C; NC,,

Dada agora uma funggo g(Y,Y") de pares de valores da caracteristica, temos

J=1 j=1

o1 (3 5etviv))-Za(E5atm)

i#] =i

Agrupando os termos do segundo membro em que intervém o mesmo par de elementos da
populagdo vem:

(3.17) “(; ,n g(Y";Y"‘)):ii(,mﬁ') §y59) =2 X elyiive)

i=1 i'=1

i=J iz1 i=i

(3.18) U=Y 1Y)
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para a qual se calcula a variancia. Entéo:

(3.19) v’ =§h2(Yj) > 1(Y,h(Y;).

1:1

|_.||

;e
De (3.11) vem
N
(3.20) u(U) = X 11;h(y,)
i=1
e considerando também (3.17) vem
N N N
(3.21) “(Uz) = }_—1:Hihz(yi)+Z;Z;Hi,i.h(yi)h(yi.)
i Ter
e
N N N
(3.22) u’(U) = Zlnizhz(yi)-l_zl:zlHini'h(yi)h(yi') .
- LY

Temos entdo

(3.23) 6*(U) = p(U?) - p2(U) =

N N

A7 (y, )+ 2 3Ty hlyy) - ST (3, ) -3 3 T by, () -

i=1 i=1 i'=1 i=1

v

i1 izl

- (-1 k)« T3 (1~ ol il

i'=1

bﬂz

1l
—
-
i
—

1#1

Considerando (3.11) e (3.17), tem-se u[zn:(l—ﬂj)hz(Yj)J=iHi(I—Hi)h2(yi),e
=1 i=1
s My~ S S™ (1. . — IL.TL. Jb(y. )
;; I, (%) (%) Z_:g( i =TT ) (yr). Entdo, dado o valor

=] il
médio de uma soma ser a soma dos valores médios, vé-se que,

(.24) 0¥ ()= 3-8y + 3 3T oy,
¢ estimador centrado de o2(U) .

Usando (3.23 ) e (3.24) é possivel calcular cz(u') e obter um estimador centrado para esta
variancia.
Seja
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(3.25) h(y,) = Y - j=1,...n

atendendo a (3.23 ) obtém-se

d 1 2 c Y.i 1< 12 < i Y
620 olw) o ) S 0-m)E £, ) 2 2

=1 25

e atendendo a (3.24) obtém-se

oo 1 &Y 1 Y} s Tty X Xy
G2 ° W)=qze (ZEJ:F[Z(I_Hf)ﬁ?JrZZ I, En..j‘.

Para escolhermos as probabilidades que levam a minimizar cz(u') , temos que obter uma
expressdo alternativa para (3.23). Para tal comecemos por observar que a variavel aleatoria
X =X;X; ; 1,i'=1,...,N e i#i',toma o valor 1 quando ambos os elementos da populagdo

com indices i e i’ s3o escolhidos e o valor O quando pelo menos um deles néo € escolhido. Assim
esta variavel tera o esquema

0 1
(3.28) Xi’i{l—ﬂi’i, ., ; Li'=1,... N | 1#1
vindo
(3.29) WX ) =T, 5 bi=1,. N, i

Observe-se agora que

N N N
ZXi,i' :ZXiXi' =X Xi'ZXi(n_Xi):nXi"Xi2 =
6.0 TR T

=nX,-X,=(n-19)X, ; i=1,..,N
N
visto que Y. X, =n e que, como X; toma apenas os valores 0 e 1, X? = X;. Logo, atendendo a

i=1

expressdo anterior:

N N N
(3.31) ;Hi’i' - }u(Xi,i') =Hu éxi,i' = U[(n—l)xi]-_:

i'£i i'=i

:(n—l)u(Xi):(n—l)Hi , i=1,...,N

21



visto que u(Xi) =1I,.

N
Como D I, =n vem

i=1

N

¢332 (M, -m,)= niini. -ini,i. =11, (n-11,) - (n- DIT, = 11, (1~ T, ).

i=1 i'=i =i

Atendendo a expressdo anterior, (3.23) passa a ter a forma:

(3.33) c’(U)= gl:é (HiHi’ - Hi,i‘)}hz (Yi)‘ é g (Hini' - Hi,i')h(Yi)h(Yi')

i=i'

€ como

(3.34) i[i(m Im, 11, )}h (yi)zi)z[g(nini.—Hi,i-)]m(yi)
vem " "

(3.35)

+%i[i(nn T, )}h (y:)=
:%Zi(r{n I ):h(yi)—zh( Jh(y:)+h?(y.)]
-2 () o) -l )

. *® Yj
Assim, como para |1 se tem h(Yj) =1 vem

N N

(3.36) o*(u’)= 2NzZZ(“” ~ 1L, )[—IY'I——_%‘}

que mostra que, se as probabilidades [T; forem proporcionais aos y;, ¢ > (u*) ¢é nula.
Atendendo a (3.24) e (3.32 ), obtemos
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(3.37) ¢’ (U)= lZZM[h(Y:)‘ h(Yi')r

entdo

I 1 & &I -0 Y, Y, i
s ]

3.2. COM REPOSIGAO

Como )4 vimos anteriormente, na amostragem com reposi¢do, os elementos que ja foram
escolhidos continuam disponiveis para as tiragens seguintes. O nimero de amostras possiveis ¢

portanto L = N", pois, para cada uma das tiragens, existem N hipoteses de escolha.
Consideremos novamente as expressoes (3.1) e (3.2).
Como, neste caso, ha reposi¢do, os acontecimentos (Yj = yi) , j=1,...,n, ndo sdo, para

um dado 1, incompativeis dois a dois, logo néo se podem interpretar os I[; como probabilidades.
Veremos a seguir que, os []; sdo agora os valores médios das variaveis que dio o nimero
de vezes que cada elemento da populag@o ¢ escolhido.

Seja X{ a varidvel aleatéria que toma o valor 1 ou 0 conforme o i-ésimo elemento da
populagéo € ou ndo escolhido, na j-ésima tiragem.

A variavel aleatéria X;, que da o numero de vezes que o i-ésimo elemento é escolhido, é
entdo da forma :

(3.39) X, => X

(3.40) Y. Xi=1; j=1,...,n.

A varigvel aleatéria X! corresponde entfio o esquema:

(3.41) X;’{l_opij Plij ; j=1,..,n, i=1,... N .
Logo

(3.42) w(xi)=P/ ; j=1,.,n, i=1,. N,

pelo que
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(3.43) I, = P =u(ixg) =u(X,); i=1,..,N .
=1 =1

Embora, neste caso, a variavel aleatoria ndo tome s6 os valores 0 ou 1, mas possa tomar
valores de 1 até n, continuamos a ter

(3.44) X, =n

1

M=

[0}
—

1

visto que, em cada tiragem, € escolhido apenas um tnico elemento. Ent3o:

(3.45) ini = ZNj w(x,)= H(ZN: Xi) =n .

i=1 i=1 i=1

Seja Cis, s=0,...,n, o conjunto dos indices das amostras em que o i-ésimo elemento da
populag@o figura s vezes. A soma das probabilidades de se obterem essas amostras da-nos a
probabilidade do i-ésimo elemento da populaggo ser escolhido s vezes, logo

(3.46) P(Xi :s)= Zq, ; $=0,1,...,n ,i=1,... N .

reCi_,

Consideremos ainda uma fungio h(Y), dos valores da caracteristica numérica para a qual
se esta a amostrar. Continua a ter-se

(3.47) ULJ}_“; (Y, )) = i} q, (_JZ h(Y, )j g

mas, se quisermos reagrupar os termos do segundo membro, para cada elemento da populagdo,
teremos de atender ao numero de vezes que o elemento € escolhido. Como no segundo membro

h(Yj) figura s vezes, nas amostras pertencentes a C;, vem entdo:

{E)) -3 Se (0 b0 Sr00-9-Jio)-

Mz

)

(3.48)

Mz

H(X,Jn(y:) = L TLA(y,)

.
[
—

0 que mostra que a expressdo (3.11) se mantém, s6 que agora os []; sdo valores médios e ndo
probabilidades.

Raciocinando como para a amostragem sem reposi¢do, verifica-se que (3.13) é, também
neste caso, a expressdo do estimador centrado para o valor médio p.

Vamos agora mostrar que a expressdo (3.17) também se aplica neste tipo de amostragem.
Como estamos a considerar a reposi¢do dos elementos, com j=j', os acontecimentos
(Yj :yi) e (Yj. = yi,) sdo independentes, pelo que as variaveis aleatorias X! e XJ também

sdo independentes.
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Recordemos que X! toma os valores 1 e O consoante o i-ésimo elemento da populagio ¢
ou ndo escolhido na j-ésima tiragem, continua pois a verificar-se a expressdo (3.42).
Note-se que, como X! e XJ sio, com j# j', independentes se tem

(3.49) p(xix3) = p(xXDu(xE) 5 §i'=1...N, ii'=1,..,N; jj
enquanto que, como, em cada tiragem, s6 € escolhido um elemento,
(3.50) XX, =0;j=1,..,n, iz#i .
Finalmente, como Xf apenas toma os valores 0 e 1, temos
(3.51) X=X j=1,..,n, i=1,...,N.

Consideremos agora

(3.52) II,, = » P/P} ; i,i'=1,...,N ,
=1 j'=1
quando i # 1’ tem-se, com j # j'
(3.53)
I, = 2 > w(Xiu(xi) =2 u(xixi)=
=1 j'=1 =1 j=1
n n \ n o
W33 x| = 3w -
=1 =1 j=1 j'=1

enquanto que, se 1=1i’, vem, com % '
> > >

(3.54)

Dada agora uma fungio g(Y Y) de pares de valores da caracteristica numérica para a qual
se esta a amostrar, temos ’ '
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(3.55) u(: > oY, ,)) iq,(iig(yj,yj-))

r=1 j=1 j=1 ()

Ao agruparmos, os termos do segundo membro, segundo os pares de elementos da populagéo,
temos de considerar, os pares de elementos distintos em separado dos pares de elementos
repetidos. Para uma amostra com r €C; .~ C,, . em que o i-ésimo elemento aparece s vezes € 0

1’-ésimo elemento aparece s’ vezes, 0 par (yi,yi.)ocorre s-s' vezes (s+s'<n). Para uma

amostra com r €C; o par (yi ,yi.) aparece s(s-1) vezes, logo

(3.56)
(30 -SRI EE(_Zo oo S 20 ool
=§§u(XX)g(y.,y +Zu[X = 1)]e(yioyi) =

pelo que a express@o (3.17) continua a aplicar-se, s6 que agora, por ser com reposi¢do, se pode
teri=r1’.
Consideremos novamente as expressdes (3.18) , (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22),vé-se que:

. W3r()-Snmt)
' (ZZ ; — LI, h(

L =1 =1 J,J

0 que mostra que
(3.58) o' (U)= ; h?(Y;) + ) (Y, )u(y;)

é um estimador centrado de o*(U).

* Y
Em particular, para i, com h(Yj) = H—J ; J=1,...,n, as expressdes (3.57) e (3.58) ddo



i=1 i'=1

o 1 |<& L -II.I1, Y. Y,
R Nz{zn’ﬁzz s }

Pay =1 5=1 33 Hi H.i'

o) S B3 - )|

(3.59) :

Tal como foi feito para a amostragem com reposigdo, procuremos uma expressio
alternativa para ¢*(U).

Assim:

(3.60)

N N N
Z IL, =11 + Z I, =11, + Z “(XiXi') =
=1 in1 i=1

i'=i i'=i

=I0,; + “[i XiXi'J =1L, + U[Xii Xi'J =11, + U[Xi(n_ Xi)] =
i=1 i=1

iz B2

=10, +np(X, ) - (X?) = T1,; +alT, -(IT,; +11, ) = (a—DIT,

i=1,.,N
logo

N N .
(3.61) I_Zﬂ(nn -1, )= I'Ii»iZ:;Hi.—;Hi,i.:nl'[i—(n—l)l'Ii=Hi . i=1,...,N
pelo que
(3.62)

%ii(nn ~ 11, )[b*(y;)-2h(y, Jaly. ) + b (y;)]
~ 32 (L - 10, )y, ) -y, )
assim, para L ter-se-a
(3.63) (1) =5 ZNljil(n I, - 11, )[fyl——%—-]z
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pelo que, se os valores médios [1; forem proporcionais aos y; , 6° (u') seria nula.
Atendendo a (3.58) e a (3.62),0obtemos

s IT. H H 2
(3.64) o’ (U)—"JZ_;JZ} I, [h(Yj)‘h(Yrr)]

vindo,

(3.65) o (u") = ZNZZZ

=1 ji=1 .i,.i'

oo, -n,[y, v, |
o, 1,

Considerando agora um caso particular, em que as probabilidades de escolha dos varios
elementos da populagdo ndo variam de tiragem para tiragem (embora possam variar de elemento
para elemento), ou seja, P/ =p, ; j=1,...,n , i=1,...,N .Temos entdo:

3 66 II, =np, ; 1=1,...,N

(3.66) II,; =n(n-Dp,p, ; Li'=1,...,N
logo

(3.67) ILIL, ~I0; ;. =np;p; 5 1,i'=1,...,N ,

tendo em conta (3.62) e (3.64) obtemos

(3.68) ( ):%iinpipr[h(}'i)_h(Yi')]z

i=1 i'=1

[S]
o1 [ h( )]
3.69 ()= 1 [ ' ’
(3.69) c* (V) 22 —
J#]
Neste caso tem-se
1& Y,
3.70 et I
(3.70) 1 N,
o 1 XY (L Y.jz
(3.71) o' (W) = o 2 PPy,
€
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2

2 o+ :—l_n ; L—XJ—J

(3.72) ° (”) 2N2n2(n—1);j§[l’j Pj
j=7

Se as probabilidades p; forem proporcionais nos y;, 6> (u') é nula.
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4. AMOSTRAGEM ESTRATIFICADA

Ja foi visto que, na amostragem aleatéria simples, a varidncia do estimador, da média da

populagdo, Y, depende da variabilidade da caracteristica Y na populagdo, independentemente da
dimensdo da amostra.

Se a populagio ¢ bastante heterogénea, e a caracteristica em estudo difere,
consideravelmente, entre certos subconjuntos da populagdo inicial, é aconselhavel dividir a
populagdo. Essa divisdo, chamada estratificagdo, deve ser feita de forma a que cada um desses
subconjuntos (os estratos) seja constituido por individuos de alguma forma semelhantes. Os
estratos podem ser definidos considerando diversas caracteristicas. Em populagdes humanas
podemos referir, por exemplo, a idade, o sexo, a classe social ou o grau de instrugfo.

A estratificagdo pode produzir um ganho de precisdo nos estimadores das caracteristicas da
populagio inteira. Ao dividir uma populagio heterogénea em estratos, internamente homogéneos,
nos quais existem apenas pequenas variagdes de individuo para individuo, é possivel obter
estimadores precisos, em cada estrato, usando uma pequena amostra de elementos de cada um
desses estratos.

Obtidos os estimadores para cada estrato, estes podem entio ser combinados num
estimador preciso para a populagio inteira.

O principal objectivo, da teoria da amostragem estratificada, é portanto saber qual a methor
escolha para as dimensdes das amostras, retiradas de cada estrato, por forma a obter a melhor
precisio.

Consideremos uma divisio de uma populagdo, de dimensio N, em k estratos, com
dimensdes Nj,...,Ny, entdo:

“4.1) N=)? N

k
t -
=1

t

Se forem colhidas, dos varios estratos, sub-amostras independentes com dimensdes n,,...,ny,
a amostra total terd dimensdo

4.2) n=

t

n

k
t .
=1

Admitindo que as sub-amostras sdo colhidas sem reposigdo e com probabilidades iguais, a

probabilidade de um elemento, do estrato t, ser escolhido sera dada por:

4.3) M,=— ; t=1,...,N,
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visto que, em cada uma das n, tiragens, realizadas nesse estrato, cada um dos seus elementos tem

- 1 .
probabilidade N de ser escolhido.
t
Sejam Yy; ; j=1,...,n, , as variaveis aleatorias que ddo os resultados obtidos para o estrato
t, atendendo a expressdo (3.13), obtemos

N ot 1 & —
(4.4) p=— —> Y, == 2 N\Y,
eyl U =1 Ny = NS
onde
1
(4.5) =—Z i L.k
. nt =1

¢ a média da sub-amostra colhida do estrato t .
Devido a grande homogeneidade de cada estrato, podemos considera-lo como uma

populagdo. Assim, tendo em conta as devidas adaptagBes, podemos escrever a varidncia do
estrato t utilizando (2.40). Temos entdo:

(4.6) o*(Y,

Visto que as sub-amostras sio colhidas independentemente, em cada estrato, as médias,
Y,,..., Y, ,sd0 independentes, pelo que

@D o) (R INT ) TN () o S N

n, 1

1 1 *
Para N; grande, K —1 EN—, pelo que podemos considerar a aproximagio, a oz(u ),
t t
dada por:
a1 & : n 1 & c;
B N ) (R
4.8) N* S n, N, N° I t
| LNy Niel 1
N? & 10 £ 2,
Fazendo
V, : iN :
=—— c
0 NZ — t>~t
N2
4.9 <Vt=N‘2 o t=1,.. .k
W,=n, ; I=1,..,k
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vem

(4.10) s (k') =V, +Zk:

Note-se que Vo,Vi,...,Vi apenas dependem dos pardmetros dos estratos (N‘ e of),

enquanto que os Wi,...,Wy coincidem com as dimensdes das sub-amostras.
Por outro lado, quando se realiza uma amostragem estratificada, para além de um custo fixo
Co, podemos ter custos Cy,...,Cy para cada estrato. Assim o custo total sera

k k
4.11) C:C0+2Ctnt =ZCtnt , com no=1
t=1 t=0

Pela desigualdade de Cauchy, podemos escrever

4.12) (oz(u‘)—vo)(c—co)=(g%}(gc,wtj ZUZ:ICM ]2 ZgCtVt

Visto que, a igualdade em (4.12) é obtida apenas quando se verifica a condigéo

)

(4.13) we o k? (constante para todos os valores de t),

tt

e que segundo membro de (4.12),¢é independente de W,, entdo a escolha de W, para satisfazer esta
condi¢do, que rescrevemos

V

(4.14) W?=—"— _ Vt,
© T K*C,
minimizara 62(u")-C.
Considerando (4.9) e (4.14), vem:
(4.15) W L[V __No, t=1,....,k
. n, = =—_ == s t=1,...,
t t k (:t kN C > 2

e portanto

k 1 k
(4.16) n=Yn =Y R

o que da
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(4.17) T EINo t=1,...,k
e,
ou seja
N,o,
(4.18) ntzn-—-\/-—c_i— ; t=1,...,k

Note-se que ° (u*) e C foram expressas como somas de duas componentes, uma fixa Vo €
k V. k
C, ¢ outra dada pelas fungSes Y. — e > C,n, .
t=1 "0t t=1
Fixando o custo total C, para minimizar (cz(u') -V, )(C— Co) basta minimizar o*{").
Se fixarmos o*(11") basta minimizar C.

Se os custos C,,...,Cy , correspondentes aos diferentes estratos, forem desprezados ou
considerandos iguais ,C;=C’ obtém-se expressdes simplificadas para as dimensdes dos estratos, n,,
da forma:

(4.19) n

As expressdes obtidas aqui podem também aplicar-se & amostragem estratificada por
atributos.

Consideremos p; a probabilidade de os elementos de um qualquer estrato t possuirem o
atributo que se esta a estudar, tem-se entdo:

(4.20) o, =yp.(1-p,)

(4.21) n

ou entdo, ignorando esses custos,



(4.22) n,=n

k
> N.yp.(1-p,)

t'=1

Comparemos agora as varidncias, dos estimadores de p, obtidas usando a amostragem
. - aee . . 2 *
estratificada o2 (u')e a amostragem, sem reposi¢do, com probabilidades 1gualscs(u ),

utilizando em ambos os casos amostras da mesma dimensdo, n.
Sejam y,; os valores da caracteristica numérica, para a qual se estd a amostrar, nos
elementos do estrato t, os valores médios dos estratos serfo:

(4.23) ——Zy“ ; t=1,..,k

111

e o valor médio da populagio sera dado por:
K N,

(4.24) u=—ZZy“

t=1 i=1

As varidncias dos estratos e da populagido podem agora ser redefinidas como

N

sz — (v -n J s t=1k

(4.25) LN
Z(y“ i

i=1

Mw

lt=

—
o

Obtém-se assim, considerando (2.40) e

kK N, k N 2
(N-T)o? ;;}(y“—u) =Z;1[(y ut)+(ug—u)] =
kK N,
=Zl__l[(yn )+ 2 )y ut)+(ut—u)2]=
(4.26) o . N ) o
=33 (ve: 1) +22{(u. w)> (v - u)}LZNt(u,—u) =
t=1 i=1 t=1 i=1 t=1
k k
=Z;(N —l)cf+21:Nt(ut—u)2
t= t=
Nl
com Z(ytl ut):O ; t= k (visto que a soma dos desvios para a média € nula)
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(4.27) S EEAE nlf;(ll:lfl) [Z(N, ~1)o? + 2N, (. —u)z} .

t=1 t=1

Consideremos agora que a amostragem estratificada € realizada com critério proporcional,
isto é, que

(4.28) DDk
N, N
Atendendo a (4.8) vem entdo:
2
(4.29) o2(n)= —;—2 kl N? i—(l—;—‘) - %%(1—%}3{2&03 - I:I\_IZHZN,of ,
logo
(4.30)

R O e IS A B A

onde
(431) Li(N —1)02—-1—\2N cz=—1—-_i(N ~N)o? <0
: N—ltzl t t Nt:l t-t N(N—l) - t t :
Considerando, o caso particular em que p, =--=,, isto é, u, = l, tem-se
4.32 L s (b, 1) =0
( . ) N _1 ~ t ut u - >
pelo que,
(4.33) 0§(u')<ci(u') .

Vé-se assim que, para que a amostragem estratificada conduza a bons resultados, os valores
médios, dos estratos, devem diferir bastante entre si, isto ¢, a variincia entre os estratos,

1 & 2 .
FZN' (ut - u) , deve ser grande, enquanto que cada estrato deve ser homogéneo, isto &, a
T =1

varidncia, dentro de cada estrato, deve ser pequena.
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5. AMOSTRAGEM PARA AGREGADOS

De modo a ndo alongar, desnecessariamente, a discussdo deste tipo de amostragem,
consideramos apenas o seu caso mais elementar, que, apesar da sua simplicidade, ilustra,
perfeitamente, a teoria da amostragem para agregados.

Consideremos agora uma divisio da populagdo em agregados disjuntos dois a dois e
escrevamos i0i'quando “i” e “1’ ” sdo indices de elementos que pertencem ao mesmo agregado.

Sejam [T; a probabilidade de o elemento com indice i ser escolhido e [T;;- a probabilidade de
o par de elementos i e i’ ser escolhido.

Se Il = ITy = Iii- , com i6i', vé-se que a probabilidade de o elemento i’ ser escolhido,
quando o elemento i é escolhido, € dada por

5.1 i 1
G-1) o

1

logo quando um elemento de um agregado é escolhido os restantes elementos do agregado sio
escolhidos (com probabilidade 1). Assim, para se ter [T;= [T = [Ti», com i6i', a amostra tem de
ser constituida por agregados completos, isto €, que abranjam toda a populagio.

Inversamente, se a amostra for constituida por agregados completos, dado i6i', as
probabilidades de os elementos i e i’ serem escolhidos, isoladamente ou em conjunto, sio iguais &
probabilidade de ser escolhido o agregado a que pertencem.

Assim, com i6i', tem-se [T;=IT; = [Ti; se e s se a amostra for constituida por agregados
completos.

Admitamos que se constituem N; agregados com N, elementos cada e que a amostra é
formada por n; agregados, tem-se entfo

) N=N,N,
(5:2) n=n,N,
logo

n, n
53 = .
(53) =N

A escolha da amostra reduz-se a escolha dos agregados que a vio compor .Trata-se pois de
escolher uma amostra de n; agregados dentro da populagio dos agregados.
Suponhamos que esta amostragem ¢ realizada com probabilidades iguais e sem reposigio. A

n
probabilidade de se escolher qualquer agregado sera N_l . Como a probabilidade de se escolher

1
um elemento € igual a probabilidade de se escolher o agregado a que pertence, vem
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(5.4) M, =—t=—; i=1,..
vindo igualmente

n
5.5 i0i' : II..=—-
(5.5) 01" ; II, N,

n
N

Se i6i', isto €, se os elementos i e i’ pertencem a agregados diferentes, a probabilidade de
serem ambos escolhidos € igual a probabilidade de os dois agregados a que pertencem serem
escolhidos. Admitindo que os agregados s3o escolhidos pela técnica da amostragem aleatéria
simples, com probabilidades iguais e sem reposi¢do, havendo N, agregados e destes sendo
escolhidos n,, havera, adaptando (3.9),

N, !

(5.6) L= m

amostras possiveis formadas por nl agregados, todos com probabilidades iguais.
Dados dois agregados, podemos agrupar as amostras, que os contém, segundo as posi¢des
dos dois agregados nessa amostra. Havera n(n— 1) destas classes de amostras cada uma com

(N, -2)!

(5.7) L'= N n)

amostras, visto que as amostras de cada classe correspondem as amostras de dimensdo n;-2 que
se podem extrair da populagdo dos agregados, uma vez excluidos os dois agregados dados. Assim

havera n,(nl —l)L' amostras contendo os dois agregados. Como todas as amostras tém
probabilidades iguais teremos )

(5.8) i9i

O estimador de p € entdo dado por

(5.9) =

1 Y. n
NZ—J”lZEY- -3

- i
= 1l; Nin
ondeY ¢ a média da amostra.

Por outro lado, atendendo a (3.36), com I, =T, = —, temos

A
N
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(5.10) o?(u) == 22 (mm, —Hi,v)‘ljz—(yi -¥:)

2N2 i=1 i'=1
Como
n’ n n(n ) nl(n1 j
CILI, -, == | -1 = = -
O L - = v U TN,
5.11 3 >
G-I - n> n,(n-1) n} n, =n,| N,-n
i0i T1TT, 1T, = -~ L L . T
' N Nl Nl—1 N1 N1 N1 NI(NI—I)
se pusermos
[ 2
SFZ (Yi“Yi')
(5.12) ;e ]
s, =2, 2 (yi-vs)
e

onde os dois somatorios sio feitos para os pares (i,i') que satisfazem ou nfo a relagio 6 , vemos
que

(5.13) S:ZZ(Yi_Yi')Z =8, s,

i=1 i'=1

obtendo-se ainda, devido a (5.11):

(5.14)

1 n (n] 1) 1\11—1'11 ( )
= —||=—-1s; ——F——(s—5s,)|=
2n* N|\N, 7' NN, -1)v
1 | N,-n, 1 (Nl—nl+N J
= s——— -n, s, [=
ZnN_Nl(Nl"l) JUN, -1 T Ty

1 N, -n, (Nl_nl)Nf jl_
1=

Z

I N;-n
" 2nN NI(IN1 _11) (S_N‘S‘)
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0 que mostra que cz(u') ¢ tanto menor quanto maior for s;. Observe-se que s depende apenas

da populagdo, enquanto que o valor de s; resulta da maneira como os agregados sdo constituidos.
Vé-se assim que os agregados devem ser tdo heterogéneos quanto possivel, por forma a
maximizar s; €, consequentemente, a minimizar > (u‘) .

Voltando a expressdo (5.10),como estamos a realizar uma amostragem sem reposigio,
vemos que quando n;>1

(5.15) S NE

€ o estimador centrado de 02(u') . Quando n=1 vé-se que, devido a (5.11), este estimador toma
valores negativos pelo que ndo se deve utilizar. Em certos casos dispde-se de um modelo
matematico para a populagdo, o que nos permite estimar 6> (u') mesmo tomando n;=1.

Comparando a amostragem estratificada com a amostragem para agregados, vemos que a
principal diferenga entre elas € que, na primeira todos os estratos sao amostrados, enquanto que
na segunda os proprios agregados sdo sujeitos a um procedimento de selecgdo. E este facto que
conduz os principios, para os dois métodos, em direcgdes opostas:

e Na amostragem estratificada, a variabilidade amostral estd confinada ao interior dos
estratos.

e Na amostragem para agregados., existe apenas variabilidade entre os agregados, uma vez
que, todos eles, sdo inteiramente amostrados.

Um caso particular da amostragem para agregados é a amostragem sistematica. Este tipo de
amostragem ¢ recomendado e adoptado, na pratica, devido i sua atractiva simplicidade e
utilidade, particularmente no estudo de populagdes instaveis, onde a amostragem tradicional ndo €
aplicavel.

Consideremos uma populago, a qual é disposta (fisicamente ou por meio de uma lista)
numa sequéncia simples de N=N;.N, individuos. O agregado com indice h, h=1,.., N; , ¢
constituido pelos elementos da populagdo com indices i=h+(m-1N, ; m=1,..., N,
(Quadro 1).

AGREGADO COMPOSICAO DO AGREGADO
1 1, Nitl, 2Nyt , ..., (Np-1)N+1
h h, h+N; ,h+2N;, ..., h+(N;-1)N;
N; N;, 2Ny, 3N, ..., NoN;
Quadro 1
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Neste tipo de amostragem, toma-se, em geral, um Unico agregado para constituir a amostra.

1
A probabilidade de seleccionar um agregado ¢ N seja, € a probabilidade com que cada
1

membro do agregado € seleccionado para a amostra.

Para se escolher o agregado que ird compor a amostra, de entre os primeiros N; elementos
da populagdo ¢ seleccionado um , aleatoriamente, com probabilidades de selecgdo iguais.(Nesta
escolha podem-se utilizar tabelas de nimeros aleat6rios).

Consideremos que foi o p-ésimo elemento o seleccionado, tomando-o como ponto de
partida, os restantes elementos, que vdo compor amostra, sio obtidos por progressio aritmética
de razdo N;. Assim, a amostra consiste no agregado de indice p, ou seja, nos elementos nas
posigdes p, p+Ni , p+2N;, ..., p+ (N1 N;.

A conveniéncia deste tipo de amostragem recai no facto de a selecgio do primeiro membro
da amostra determinar automaticamente a amostra inteira.

Prova-se que se a populagdo for autocorrelacionada, isto é, se os elementos préoximos
tiverem tendéncia a ser semelhantes, a amostragem sistematica conduz a bons resultados.
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6. SUB-AMOSTRAGEM

Nas diversas técnicas de amostragem estudadas até aqui, consideramos sempre que, 0s
elementos, que vdo compor a amostra, devem ser retirados directamente da populag&o. Factores
econdmicos e outros, baseados na dificuldade ou impossibilidade de o estudo abranger, de igual
forma, toda a populagdo, desencorajam a aplicagdo destas técnicas. Estes factores conduzem a
necessidade de seleccionar grupos de individuos em vez de individuos directamente da populagéo.
mas isso apenas € valido em alguns tipos de pesquisa.

Suponhamos que cada grupo da populagdo, aos quais chamaremos unidades primarias ,
pode ser dividido num determinado nimero de sub-unidades. Se ao seleccionar uma amostra de n
unidades primarias, as sub-unidades, dentro de cada unidades seleccionada, dio resultados
semelhantes, parece ser pouco econémico medi-las todas.

Uma pratica comum € seleccionar e medir uma amostra de sub-unidades de uma qualquer
unidades escolhida, ou seja, o conjunto de elementos a ser estudado € obtido por sub-
amostragem.

A sub-amostragem tem uma grande variedade de aplicagdes, que vdo bem para além do
objectivo imediato dos estudos por amostragem. Sempre que qualquer processo envolva testes
quimicos, fisicos ou bioldgicos, ele pode ser executado numa pequena quantidade de material, é
portanto indiferente que os resultados obtidos sejam provenientes de uma sub-amostra de uma
grande quantidade ou de uma amostra.

Quanto a escolha das unidades que vdo ser observadas, tanto pode ser feita com
probabilidades iguais como com probabilidades proporcionais a sua dimensio.

Varias regras se podem considerar para determinar as fraccdes de amostragem e sub-
amostragem, € varios métodos de estimag@o estdo disponiveis. As vantagens dos diferentes
métodos dependem da natureza da populagio, dos custos e dos dados suplementares que estdo a
nossa disposi¢o.

Apesar de o tipo de sub-amostragem mais usual ser para trés niveis, este processo pode se
estendido sucessivamente a mais um nivel tanto quanto for necessario, se as sub-unidades
anteriormente obtidas em vez de serem enumeradas completamente, forem elas também
amostradas.

Tendo em conta que a teoria de sub-amostragem com probabilidades proporcionais
existente, praticamente s6 se encontra desenvolvida para um nimero reduzido de niveis de
fraccionamento, pretende-se obter uma teoria geral deste tipo de sub-amostragem, vélida para

qualquer nimero de niveis, partindo da generalizagdo da sub-amostragem com probabilidades
iguais.
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6.1. RESULTADOS PREVIOS

Seja X uma variavel aleatéria cuja distribuigio depende de uma condigéio C. Esta variavel
aleatoria tera o valor médio condicional u(XI C) e a varidncia condicional

(6.1) o?(x/C) = p(x?|C)-u2(XIC).

O valor médio, no condicional de X, obtém-se descondicionalizando p(X|C), vindo
6.2) u(xX) = pc(p(xic)),
obtendo-se , analogamente, u(X?) = p.(u(X?|C)), pelo que

X*)-p*(X) =
= e (u(x710))- 2 (u(x10) =
(63) —uc(u(X 10))- ke (*(XIC)) + e (n2(x1C)) - w2 (u(xIC)) =
(u(x71€) -1 (x10)) + e (w?(x1C)) - w2 (u(xiC)) =
=uc(02(X|C))+uC( (x1€))-u2(n(xi0))

fazendo Z = u(XIC) temos

ne(o” (XIC))+ e (12(X10)) -2 (w(X1C)) = e (6 (XIC)) + e (22) - 02 (2) =
= ne(o?(X1€)) +62 (2)

e portanto

(6.4) c’(X) = uC(GZ(X| C))+oé(u(X|C))

6.2. NOTACOES

De modo a ser possivel a generalizagdo da teoria da sub-amostragem para qualquer nimero
de niveis, é necessario criar um terminologia de indices que permita referenciar, sem
ambiguidades, a posi¢do € génese de uma dada sub-populagdo, qualquer que ela seja, isto &, qual
o nivel de estrutura a que essa sub-populagdo pertence, dentro desse nivel qual a posigio que

ocupa e quais as sub-populagdes, que por decomposi¢des sucessivas, lhe deram origem.

Vamos considerar neste estudo que a sub-amostragem ¢ efectuada em k niveis de

fraccionamento.
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Por forma a clarificar, & partida, como a populagfo inicial ¢ decomposta, sucessivamente,
até ao nivel k, recorreu-se a elabora¢@o de um esquema que esta representado na figura 2.
A identificagdo das sub-populagdes, dos varios niveis, a partir do primeiro € feita através
da atribui¢io de vectores. Consideremos as sub-populagdes de nivel h, com h=1,... .k . Podemos
identifica-las por vectores i°com h componentes, ou seja:

(6.5) it =(iy,eiy) s h=1,. .k,
indicando as componentes de 1°
correspondente.

as sucessivas op¢des que levam a escotha da populagio

Consideremos ainda o indice p, 1<p<h, e representemos por ipll o vector obtido

tomando as p primeiras componentes do vector i" , temos entdo:

(6.6) 1 =(i2i00iy) 5 1<p<h
No caso em que temos p =h-1 vem
(6.7) it=(*",); 1<ps<h

(Na situagdo particular de p=0 toma-se i =1° ).
Atendendo as expressdes (6.5) e (6.7) as sub-populagdes de nivel 1 serdo identificadas pelo
vector 1' = (il) , as sub-populagdes de nivel 2 pelo vector 12 = (i1 ,i2) = (Tl |i2) , as de nivel 3

pelo vector i’ = (11,12,1 3): (i 2|i3) e assim sucessivamente até as populagdes de nivel k que
serdo identificadas pelo vector i* = (Tk"’ |ik) .
Deste modo, P(_i'l) representara qualquer sub-populagdo de nivel 1, P(Yz) representara

ualquer sub-populagdo de nivel 2,e assim sucessivamente até P{i*), que representara por sua
>

vez qualquer sub-populagdo de nivel k-1, que finalmente, por decomposi¢io, origina,
directamente, os elementos. Por extens3o de linguagem ,estes elementos serdo considerados como

uma sub-populagdo, de nivel k, P(Tk) , assim como a propria populag@o inicial é considerada
como uma sub-populagdo de nivel zero, isto €, P(T") .

Facilmente se verifica que, dada uma sub-populacio de nivel h, ela est4 contida noutras sub-
populagdes existentes em niveis anteriores a h, ou seja , com p<h, P(Th) ¢ sub-populagio de
p(it).

Seja X (Xh , h= O,l,...,k) o conjunto dos vectores representativos das sub-populagdes

(de nivel h, h=0,1,... k) . Tem-se XO = {Io} € 0 seu Unico vector corresponde a populagio.

— —

Dado i® (h=0,1,...,k-1) , Q(ih) representa o conjunto dos vectores

—

i"cujas
primeiras h componentes sdo as componentes de i®. Tais vectores correspondem as sub-

populagdes em que se decompde uma determinada populagdio genérica P(Th). Relembrando que
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Ky . . . ~h -
1p" representa os vectores obtidos tomando as p primeiras componentes de 1" , no caso de p=h-1
tem-se i" eQ(ihh_l).

Consideremos agora

(6.8) {NI(T:F#[P(T“)] ;‘ h=0,1,..k

P(i,.i,.1) P(iyisnis) oo Plinin,N'(iysi,))

P(i*p) . P(i;“) . p(i* (i)

p(i*2p) . P(ii"“) . P(N(P?))

Y-i-k_l 1 P Y-k 1 Y

SN c e ‘i'k-l'N,(;k—l)

Figura 2 - Caso geral da decomposi¢do de uma populagio em k niveis de fraccionamento.

44



ou seja, N(f") representa a dimensio de P(i"), estando definida para h=0,1,... .k e N'(Yh) dao

nimero de sub-populagdes em que P(Y“) se decompde. N(Th) estd definida apenas para
h=0,1,.. k-1 , visto a passagem do penultimo para o ultimo nivel de estrutura, k-1 e k

respectivamente, resultar numa decomposigio directa de qualquer das sub-popula¢des P(i k")

nos respectivos elementos, P(T"). Entio:

(6.9) { N(*)=1

(6.10) N(*)= >N,
. ;h+1EQ(;h)
isto €, a dimensdo de uma sub-populagio ¢ igual 4 soma das dimensdes das varias sub-populagdes

resultantes da sua decomposigio.
Atendendo a (6.10), obtemos a expressio

(6.11) N(i°)= > N(Y),

i! eQ('i")

que mostra que a dimensdo da populagio, N(T"), pode ser dada em fungdo das dimensdes,
N(Tl) , das sub-populagdes de nivel 1.

Se quisermos reportar a dimensdio da populagdo ao nivel k (Gltimo nivel, sendo este
constituido por elementos), ¢ vélida a seguinte expressao:

(6.12) N(T°): >3y oy N(Yk").

iteX, 1%ex, 1% %ex,, ?k'leQ(Tk'z)

As expressdes seguintes sdo apresentadas com o objectivo de melhor clarificar o significado
de Xy e de Q(fh).
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X, ={") ] ]

=G0}~ )

o= ) {6} Y 00)- U (0 ()
R (Y] Q()” () )

%= i = U 0)= U (0 (0}

i} Y o) o)

A semelhanga do que foi feito anteriormente para as sub-populagbes, iremos agora criar
uma notagdo para as amostras.

Dado existirem k niveis de fraccionamento, a colheita da amostra é feita em k etapas. Em
cada uma destas etapas colhem-se sub-populagGes, do nivel correspondente, de entre as contidas
nas sub-populagdes escolhidas na etapa precedente.

Representaremos pois, as sub-populagdes escolhidas por P(]") sendo n(-j"'), T(—j"),?(_j")
respectivamente o nimero, o total e a média das observagdes colhidas em P(}h). Observe-se que
T(-j'k) e ?(]k) coincidem com a Unica observagio YG“) colhida em P(jk). Os vectores | ”sdo
aleatorios, podendo ocorrer mais de uma vez, se se estiver a amostrar com reposi¢io.

Representaremos ainda por X; o conjunto dos vectores ]“ e por A(Th)o acontecimento

que se verifica quando P(Yh) ¢ escolhida. Observe-se que, com p<h, A(Th) implica A(fph).

Importa ainda referir que, as varias amostragens feitas na mesma etapa sio independentes.

6.3. SUB-AMOSTRAGEM COM PROBABILIDADES IGUAIS SEM REPOSIGAO

Admitamos que a populaggo se pode decompor em N'(T°) sub-populagdes, de nivel 1, das
quais a 1;-ésima sub-populagdo contem N'(—i.l) sub-populagdes, de nivel 2, e assim

sucessivamente até se chegar & sub-populagdo de nivel k-1 que é composta por
N ’(T k2 ) elementos.

Consideremos o acontecimento A(Th), com h<k, que se verifica quando a populagéo P(_i.“)
¢ escolhida.
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Na fase, da sub-amostragem, em que se verifica A(Th), sdo escolhidas, com probabilidades
iguais e sem reposicdo, n'(?h) sub-populagdes, de nivel h+1, sub-populagdes estas que estdo
contidas em P(_i"‘).

Como é obvio, a obtengdo das sub-populagdes de nivel h+1 depende, directamente, da sub-
populagdo, de nivel h, que lhe deu origem, assim, temos as probabilidades condicionais:

(‘hhH)
N (1hh”)

Tendo em atengdo o que se referiu para o nivel h+1, facilmente se v€ que o mesmo se
verifica para qualquer nivel. Logo tem-se:

(6 14) 1—[( h+1 I i h+l P[A('i’ln-l )‘ A(_i'hhﬂ)]

A( ’”1):>A( “”):> :>A( h”) ,com p=0,...,h ,

isto é, a ocorréncia de um acontecimento, num dado nivel, resulta da ocorréncia de um
acontecimento do nivel anterior, sucessivamente até ao nivel zero.

Obtemos entdo

p+1

(6.15) H(_i.h”): H( h+ll1h+l) -H( h”llh“)l_[(fhﬂ): n (lhhﬂ) n,(‘i’PhH)
: ib

of T hel
(6.16) n(i*)= g s ()
tendo-se ainda

(6.17) n(i*)=n(i h“)—; i

6.3.1. CONSTRUGAO DO ESTIMADOR

Tendo em conta que, cada sub-populagio, de qualquer nivel, apenas pode ser escolhida uma
vez, dado que estamos a amostrar sem reposi¢do, obtém-se o seguinte estimador para valor
médio:

o 0 EYGgi) 1 YY)
6.18 =—= =~ =
©1® WG B R E W) N ()
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onde N( ] °) representa a dimensé@o da populag@o.
De modo a simplificar a notag@o, representaremos, a partir daqui, a dimens@o da populagio,

N(](’) , apenas por N.
Os vectores que representam as sub-populagdes de nivel h+1, escolhidas entre as contidas

—

em P( j h) , pertencem a Q(j"‘)m X, Usando (6.17), tem-se pois:

(6.19) p o=

1 )
N i, H(EH) n'(jk_l) Feof3)nx;
Considerando que as sub-populagdes, pertencentes a qualquer nivel h (h=0,1,....)k-1), se

subdividem todas em igual nimero de sub-populagdes do nivel seguinte, isto €,

N'(i*)=N; ; h=0,1,...,k-1
(6:20) {n'('i’h):n;,; h=0,1,. k-1’

, ~ ’ o~ . . . L
¢ entdo possivel obter uma expressédo simplificada do estimador .
Assim, sendo n a dimensdo da amostra,

k-1
N=]]N;
h=0

k-1 >
—_ ’
n=[]n;
h=0

(6.21)

- n
logo, de (6.16), (6.20) e (6.21) vem H(ik): NI e portanto o estimador para o valor médio

vem:

(6.22) n'=

onde Y é a média global da amostra.

6.3.2. VARIANCIA DO ESTIMADOR

Como foi visto, em (6.4), a varidncia de X é a soma do valor médio da variancia condicional
com a variancia do valor médio condicional.

Quando se chega ao nivel k ( k-ésima etapa da amostragem) a condi¢do C corresponde aos
resultados dos k-1 niveis anteriores pelo que a representamos por C, _,, entdo:
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(6.23) o> (1) =ne, [o2 (w10 + 02, [mlwiic)].

Utilizando os simbolos 1, e o para indicar o valor médio e a varincia, relativos & etapa
h, sendo

GZ(HWCk-l) = Gi(u')

(6:24) { nu1C) = (w)”

como podemos considerar u(k)(u') uma variavel aleatéria, cuja distribui¢do depende de C, ,,
vem

(6.25) ol [ ()] = e, [02 (uk(u')ICk-z)]Mék_, [u(uk(u')lck-z )]

Analogamente ao que fizemos anteriormente vamos por

i) |- ()]
©20 el

obtendo-se assim

(6.27) o (1) = e, [0 () he,. (o1 (1 )| +ot.. [uk_luk(u')]

Pode ainda concluir-se que:
(6.28) e, W) =, (py (W) 5 h=1,. k.

Representando por V, ; h=1,..., k , o célculo dos valores médios, para as etapas com
indices h'# he da varidncia para a etapa com indice h, obtém-se:

(6.29) o’(n) =2 v, (1),

k
h=1
ou seja, a variancia do estimador cz(u') ¢ composta por tantas componentes quantas as etapas

da sub-amostragem.

Note-se que, a validade deste resultado se verifica para qualquer técnica de sub-
amostragem.

Comegando por calcular a componente V, (u*) , usando (6.19) e (2.40) temos entdo:

(6.30)
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onde

T2 k-1
T 1 2Tk (-] )
(6.31) o?(i* ’): - > Y )-—_,—
R I e

¢ a variancia da sub-populagio PG""), visto que os vectores, que correspondem aos seus
elementos, sdo vectores de Q(—J:k_l), onde a caracteristica em estudo toma os valores
Y(Tk) com 1* eQ(_j""l).

Como os vectores representativos das sub-populaces de nivel k-1, escolhidos entre as

contidas em P(-jk‘z) , $30 0s vectores que pertencem a Q(.j"‘”z)m X,_, € como, devido a (6.17),
se tem:;

ifTh
(6.32) H(T"“)=I'I(T”) . (1. ) : com 1! eQ(Th) ,

podemos escrever (6.30) na forma

(6.33)
N.z(jk—l)o_z(jk-l)[N(jk—l)_n.(jk—l)]
. . . N.(]’k—z) n.(‘j’k-x)[N(‘j'k—l)_I]
H)= 2 2{Tk-2 I [Tk-2
( ) N* i, , TT (_] )n(] )]k"eQ(}“Z‘z)mXLl n(] )
NG

Para calcularmos os sucessivos valores médios, que acabardo por dar V, (u*) ,
procederemos sempre da mesma maneira, utilizando (3.11) e (6.32). Assim temos:

(6.34)

uk—l(ci(u*))
! 1 N(*) o) S N -n()
N PG ) e ) a(i)  N(E)-1

I
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N2 i Pz(‘j’k-s) n(:]’k 3 k; Y
o £ o)
o) NE)-1
. )
Nv(jk—3)

Analogamente tem-se

I TNTETEY SR R Bt

(639) NS TE(J) (3 i (1)
R g
o) (i) N(i)-1
e portanto
Vk(u*)=u1[...uk_1 ci(u*))]: Nljn(l(j?)) Z}:‘ I:((;:))%)I:(;:)) .
(6.36) (i) () N ()
o o) oS ) () NE)

Calculemos agora uma das Vh(u') com 1<h<k.

De (6.19) vem

. N (7%
637) m(p)= %JZX H((jk, )) W¥(i+)] = %sz H(( = ))
visto que
39 N (TG = NG (TG =)
Portanto

(6.39) s (e (1)) = uk_l[ﬁ T(ik__l) J =

J

&M
L

J=
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1 1 3 |
B Euk 1 ]k‘%:c;_z H(]H) 3 XZ’“"(?—Z) n'(]k_z) —
\ N (Ek 2))
1 1 1))

Como

1

(6.41) oYl—— > T |=—p =
n'(] h—l) P exira(i) ( ) n'(Jh"l) N'(Jh_l)—l
visto tratar-se da média de uma amostra de totais de sub-populagdes, obtida sem reposigdo e com

probabilidades iguais, tem-se ainda:
~ Tz 3-’11-1
z T? (i h ) _ ( )}

N‘(?“)L“eow“) N(i*)

ok

(6.42) G> (]h—l) -

logo

foualom e N (1 (e 5w )
€ otfbnt 5w T e n'cu)[N['(;h-l)_)ll ]’

Raciocinando como atras, obtemos:
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(6.44)

) MO S VE) ()
) o) B ) o o)
P M

e ) T )

com h=2...k .

Finalmente para obtermos V, (u *) vemos que se tem, atendendo & expressdo (6.40),

I ok

wo e

6.4. SUB-AMOSTRAGEM COM PROBABILIDADES PROPORCIONAIS

Nesta técnica as sub-amostras da etapa h, h=1,...k , tém dimensdes n', , h=1,... k ,

sendo obtidas com reposi¢do e com probabilidades proporcionais, salvo na Gltima etapa em que a
selecgdo ¢ feita sem reposi¢@o e com probabilidades iguais.

Tendo-se escolhido P(—jh) ,com h=0,....,k-2, as probabilidades das sub-populacdes
N(_i'h+1

)
N(i*)

Seja agora H(ih) o valor médio da variavel aleatéria X(i "), que nos da o numero de

P(i"'), com i*" €Qi?),serem escolhidas, em cada tiragem. sio . Facto que
> > > g 4

determina o nome adoptado para esta técnica.

vezes que P(Th)e’ escolhida. Observe-se que dado estarmos a trabalhar com reposigio, salvo na
filtima etapa, se X(f") >1 eseh <k-1 entfio colhem-se X(fh) sub-amostras em P(fh).
Se it GQ(T ) o numero de vezes que P( "”) ¢ escolhida, € a soma dos niimeros de

vezes que correspondem as varias sub-amostras colhidas em P(i"). Sendo X( bt )

b4
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X(i"), as variaveis aleatorias que dio o numero de vezes que P(i "“) é

.....

escolhida, teremos
(6.47) X(T‘”‘):Xg)x(f‘”‘ m) . h=1,...,k-1.
m=1 ’ ’ ’ ’

Sabendo que

(6.48) H[X(;hn,rn)]:n',ﬁl ND . h=1,... k-1,

e que, dado o valor tomado por X(-i"‘) poder ser interpretado como uma condi¢do de que

depende a distribui¢io de X(.i"‘”) ,com 1" eQ(f") , teremos portanto

(6.49)

()~ )= iy, =1
- ZP[X(T“) - t] : ”Lil X(fh+1,m)] :Z P[x(*)= t] e, NE)
I\IL((T:))LL[X(T")]=n'myl%n(i"“), com h=1,.. k-1.

Por outro lado, utilizando os resultados apresentados anteriormente, obtém-se

Thel

— 1
=Ny,

1Y N(Tl)
(6.50) n(i')=n, N(D]

De (6.49) e (6.50), vem

N(i°)

Observemos que a dimenséo da amostra € dada por

(6.51) n(i*)=n,...0',,,

.....

(6.52) n=n';...n',
logo
(6.53) n(i*)=—x
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6.4.1. CONSTRUGAO DO ESTIMADOR

Os resultados anteriores permitem construir a seguinte expressio para o estimador do valor
médio:

R

(6.54) H= N(To)jkexz H(Jk) :;jkeX;

que indica que, o calculo do estimador se reduz & determinagio da média aritmética da amostra.
Relembremos, contudo, que esta generalizagdo, para qualquer nimero (k) de niveis, s6 é
possivel desde que se satisfagam as seguintes condi¢des:

¢ Em todas as etapas, excepto a tltima, a amostragem é com probabilidades proporcionais
as dimensdes das sub-populagdes;

¢ Na tltima etapa, a amostragem é com probabilidades iguais.

6.4.2. VARIANCIA DO ESTIMADOR

Tal como sucede no caso da sub-amostragem com probabilidades iguais, a varidncia do
estimador € dada por uma decomposi¢do, em tantas componentes quantas as etapas da sub-
amostragem, isto €,

V(h)(“')

k
h=1

(6.55) o*(Y)=0?(u") =

onde V(h)(u*) ; h=1,...,k é acomponente daetapah (h=1,... k) , paracz(u').

Observe-se agora que, com n, ;, =n',~..n',_,, se tem

639 w=p (i) T o S()eo- 3G

Fexp Ny petex;, Dy *eq(i*)nx; Ny g e,

Th+l

onde ?(]:k"‘)representa a média das observagdes, tomadas em P( ] ) Como as sub-amostras

da ultima etapa sdo colhidas independentemente uma das outras sem reposigdo, as '\_((—J:k_l) sdo

independentes.
Adaptando a este caso a expresso (2.40), a varidncia da média das observagdes é dada por

s 2(G1) N(7R1) — "
(6.37) GZ[Y(jk_l)]ZG I(ljk ) I\(Ij(fk_)l)—n1 ,
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onde © ( ] )contmua a representar a variancia da sub-populagio P( ) logo

(6.58) Gi(u*): 21 Z 02[?(—]:1(_1)]: 1 Z (52(jk~1)N(jk—1)_n'k ,

2
Ny j*lex;,

' Tk-1
0 g ex;, P N(] )—l

entdo, recorrendo a expressdo (3.11) utilizada na amostragem , com probabilidades variaveis, com
reposi¢@o, vem:

uk_,[o:@')]:uk{% s 02(3*-‘)N(i“)—n'k]=

Ny y jx2 S P LA EXk-l“Q(jk—z) n'k N(j - ) -1
52 ('j'k—l) N(]k-l)_ n', )
nk 13 Zx {Jk lex““zﬁo(}k_z) ', N(]k_l)_l }_

e N(E) 02 (70 () -,

(6.59)

1
_ni : 3k-2§x;_2;k—xeg(]k_z) N('j‘k—z) n', N(_i.k_l)_l .

Tendo em ateng@o a expressdo(6.48), o valor médio da variavel aleatoria que da o nimero
de vezes que PG"”) é escolhida, cada vez que se amostra para PGH) com j* eQ(_j"") , 6

k-1
(6.60) ux(G* m)]=n NI L e x().

Continuando a raciocinar desta forma obtemos

(6.61)

,,,,,
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(i)
N(i*)

De (6.38) vem que u[?(—jk‘l)] = é o valor médio de P( "”) obtém-se entio:

(6.62) mp)=—" ¥ T(J;_).

e, Tk-1
My iex) N(] )

Recorrendo novamente a expressdo (3.11) vem

[()1{ 2]

o - . . Tk-1
oLy et jk—lexk-lﬁn(jk-z) N(] )

_ T(‘j’k-l)

i Wy g g}:{kuk 1 3* ‘ex;_lzﬁﬁ(jk'z) N(—J:k_l)

1 N(T““) T(i"k ')
| k-2

= Z ., =
)N

; _
n,...n., F*rexg_, v EQ(}k-z) N(J

o i)

' ' - . Tk-2
n,..n,_, j"‘zeXk_zN(] )

(6.63)

com ZT(lk = T( k- 2) e também
ik- eQ( )

o bt g

..y jhiex; N SRR v

onde u(}h)é o valor médio de P(]"). Atendendo & independéncia das sub-amostragens
realizadas na mesma etapa, vem

Ao o ()

', "‘ex nhjann(“)

(6.65) 1

:n'f n'lle_]hleX [W hl]
onde
(6.66) wit)=— 3 u(i)
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¢ a média de uma amostra com dimensdo n’,, de valores médios de sub-populagdes
P(T“) , com i” eQ(i h*1). Como esta amostra € colhida com reposi¢io e probabilidades iguais
tem-se

(6.67) GZ[W(}H )] = L > N(Th)

vindo

(6.68) oﬁ[uh+l[...uk(u*)]]=n,2 — Y T I?gih})[u(fh)—u(ﬁh‘)]z

1 ...n h-1 i | h jh—lex;l_l IheQ(-jh_l) N J

Utilizando mais uma vez a expressdo (3.11), temos

(6.69)

uh_l[ci[uh+1(---“k(”.))”

SRR rocef) M i) N(*)
g nh_lN(i‘h—x) 1 N(i‘h) ™) (_:h_l)z_
n} --n'ﬁljh-zza:(;-zzh~ §(J ) N(*) o, - [” M) ] B

(6.70)

Para obtermos V, (u') , observamos que, devido a (6.59) e (6.61), se tem

6.71) Hz[-““k(p‘*)]:nizx u(it)=w(i)

1

deduzindo-se entido
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(6.72) Vl(u‘):cf[lh“-uk(u*)]:L.

A, = ;o hzx N(T“)[u(f“)—u(fh“)]z “h=1,.. k-1

(6.73) < h N(-i'k 1) n,

G A

obtemos, atendendo a (6.50), (6.56), (6.65) e (6.67),

=

(6.74) | (W)= =25
h=1 My h=1Hn.m

m=1

6.5. CUSTO TOTAL

Nesta sec¢do procura-se resolver o problema da escolha de n’;, n’,, ... , n’y, para um custo
total dado, adoptando para o mesmo uma expressdo da forma

k k h
(6.75) C=Co+).Cyn, =C,+2.C, [ [r.,
h=1 h=1 m=1

Dado Co ser um custo fixo, a obtengdo do valor dptimo para n’y, , m=1,...k , ndo depende
do seu valor. Pode pois considerar-se Cy=0.

Assim, de (6.74) e (6.75), usando a desigualdade de Cauchy, temos

(6.76) i . [ichﬁn'm)zuix&hch I ziA C
h=1 H h=1 m=1 h=1 h=1

atingindo-se o minimo quando

(6.77) —B=—— =k (constante),
Ch H n'm
m=]

ou seja,
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(6.78) (ﬁ n'mj = é‘;{ .

Como
h
(6.79) Hn'm =n,
m=1
temos
nh+1
(6.80) =n'y,
nh h+1

Substituindo (6.79) em (6.78) obtém-se

A
6.81 2 b
( ) nh Chk
e também
A
6.82 2 ol
( ) nh+l Ch+1k

Atendendo a (6.80), usando (6.81) e (6.82), temos

(6.83) n =—=—t_2
bl Ah Ch+l Ah
kC,
Ent&o o custo minimo € atingido com
A,, C '
6.84 n',,, = =L  h=1
( ) h+1 Ch+1 Ah H >
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