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Equacoes Diferenciais Ordinarias e

o Péndulo Magnético

Resumo

As equagoes diferenciais desempenham um papel muito importante na
engenharia e nas ciéncias exatas. Muitos problemas conduzem a uma ou
varias equacgoes diferenciais que deverdo ser resolvidas.

O tipo de problemas que podem ser analisados com maior facilidade
sdo os sistemas que conduzem a equagoes lineares. A partir da segunda
parte do século XX, com o rapido desenvolvimento dos computadores, tem
sido possivel resolver problemas nao-lineares usando métodos numéricos. Os
sistemas nao lineares permitem estudar muitos fendémenos interessantes que
nao aparecem em sistemas lineares.

Com o estudo dos sistemas nao lineares tém ganho popularidade uma
nova abordagem das equagdes diferenciais, que d4 mais importancia a analise
geométrica e menos importancia as técnicas analiticas de resolucao. Muitos
dos conceitos utilizados, como o espago de fase, sdo uma generalizagao dos

métodos utilizados na dindmica para estudar o movimento de um sistema.
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Ordinary Differential Equations and
the Magnetic Pendulum

Abstract

Differential equations play a very important role in engineering and the hard
sciences. Many problems lead to one or more differential equations to be
solved.

The type of problems that can be analyzed more easily are the systems
that lead to linear equations. From the second part of the twentieth century,
with the rapid development of computers, it has been possible to solve
nonlinear problems using numerical methods. Nonlinear systems allow to
study many interesting phenomena that do not appear in linear systems.

With the study of nonlinear systems a new approach to differential
equations has gained popularity, which gives more importance to geometric
analysis and less importance to the resolution of analytical techniques. Many
of the concepts used, as the phase space, are a generalization of methods used

to study the dynamic motion of a system.
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Educai as criancas e
nao serd preciso castigar os homens.

(Pitagoras).
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho nasceu da preocupacdo com as dificuldades em inserir temas
atuais na vida profissional.

Estava interessado em identificar uma forma de introduzir conceitos
contemporaneos na formacao de professores de Matematica, porém, precisava
de encontrar uma forma de contemplar também os alunos e motiva-los para
a beleza que s6 a matemadtica consegue explicar.

As palavras diferenciais e equagbes sugerem naturalmente que as
equacoes diferenciais sdo equacdes que envolvem derivadas. Tais equacoes
podem envolver derivadas ordinarias ou derivadas parciais, mas aqui
trabalharei com as equagdes diferenciais ordinérias, ou seja, que envolvem
apenas derivadas em ordem a uma Unica varivel.

As equacgobes diferenciais ordinarias sdo equagoes que relacionam uma
funcao real de varidvel real e uma ou mais das suas derivadas.

Encontrar uma solucao de uma equacao diferencial é procurar uma funcio
que satisfaca a equacdo dada.

As equagoes diferenciais podem surgir na forma explicita ou na forma
implicita. Se tais equagbes forem lineares, ha solugdes gerais que nos
permitem determinar o comportamento futuro do sistema descrito de forma
explicita, em funcdo do estado atual do sistema. Ja se as equagdes forem
nao-lineares, essas solugoes explicitas, em geral, nao existermn.

Uma série de comportamentos, alguns deles bastante complicados,
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podem aparecer quando se estuda a evolucao temporal de sistemas
descritos por equacoes nao-lineares, a titulo de exemplo, o estudo de
orbitas periddicas e do caos. A dindmica ndo-linear concentra-se nos
comportamentos do sistema que estd a ser estudado. O comportamento
futuro a pequenos tempos, normalmente, pode ser facilmente obtido por
solu¢do numeérica (computacional) das equacoes de evolugao. O estudo
das equacoes diferenciais ordinédrias comecou com os proprios criadores
do calculo, Newton' e Leibniz?, no final do século XV II, motivados por
problemas fisicos. Atualmente, além dos problemas fisicos conseguimos
modelar muitos fenémenos biolégicos, econdmicos, ecoldgicos, quimicos,
entre outros. No infcio era natural tentar expressar as solucoes de uma
equacao diferencial explicitamente, entretanto, verificou-se que o numero
de equacOes que podiam ser resolvidas desta forma era muito pequeno,
até mesmo quando introduzidas, & posteriori, novas funcdes. Mediante as
dificuldades em obter solu¢Ses por métodos fidveis, surgiram os teoremas
de existéncia e unicidade, tornando-se justificivel a procura de solucoes
através de processos informais, uma vez que obtida, podia ser verificada
posteriormente. A partir dai, iniciou-se no século X I X, com Henri Poincaré3,
a fase moderna que é marcada pelo interesse nas questoes qualitativas, ou
seja, € marcada pela atitude de retirar das equagoes diferenciais informacoes
sobre o comportamento das suas solucoes, sem a preocupacgao de escrevé-las

explicitamente. Por exemplo, numa solucdo explicita que é da forma

y = f(z),

pode-se analisar qualitativamente o comportamento oscilatério do sistema
massa-mola que é dado por um bloco de massa m, sobre uma superficie
horizontal sem atrito, preso a uma das extremidades de uma certa mola,

enquanto a outra extremidade esta ligada a um ponto fixo. Observa-se que

saac Newton (1643 — 1727) (em inglés). BBC Historic Figures. Pagina visitada em 4
de junho de 2014.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) (em inglés). ver [14].

3Jules Henri Poincaré (1854;1912) (em inglés). history.mcs.st. Pagina visitada em 4
de junho de 2014.
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o seu estado inicial é estével, pois & medida que afastamos o bloco do seu
estado inicial (chamado de ponto de equilibrio) e o soltamos, inicia-se um
movimento continuo e oscilatério em torno do seu ponto de equilibrio. O

movimento da mola pode ser escrito da seguinte forma

d%y _k

a2z = T m?
em que m e k sdo constantes adequadas, y é a varidvel dependente, ou seja,
a funcao que pretendemos determinar, e t é a variavel independente.

Numa solucao implicita que é da forma
G(t,y) =0

podemos analisar quantitativamente o comportamento do sistema. Vejamos
um exemplo em que a Lei de Torricelli fornece um modelo para o problema
do esvaziamento de um tanque.

Suponhamos que um tanque cilindrico contendo um liquido tem um
orificio no fundo através do qual o liquido sai. Designemos por h a altura
do liquido no tanque no instante ¢ e por r o raio da base. A lei de Torricelli
diz-nos que se num dado instante (¢t = 0) for aberto o orificio, entao o caudal
é proporcional & raiz quadrada da altura do liquido no tanque.

Num problema deste tipo é usual conhecer os dados iniciais do sistema.
Por exemplo podemos supor que no instante inicial a altura do liquido é
conhecida e tem o valor hg. Temos agora um problema modelado por uma
equacao diferencial e para o qual conhecemos o valor inicial.

A equagao da Lei de Torricelli pode escrever-se da seguinte forma

e = /A0
h(0) = h

No presente trabalho proponho-me a estudar as equacoes diferenciais
ordinéarias de modo qualitativo e quantitativo, retirando informacoes que
permitam concluir algo sobre o comportamento das suas solugdes ao longo

do tempo.
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Capitulo 2

Abordagem Histérica

2.1 Historia das EDO

Este capitulo resume as diversas pesquisas efetuadas, dando mais énfase ao
livro "A history of mathematics, 3" edition” cujos autores sao Carl Boyer e
Uta Merzbach.

Ao longo dos tempos a matemadtica revelou-se uma das esséncias do
pensamento humano.

A sua histéria distingue-se das outras ciéncias pelo facto de que o que
procuramos atualmente ndo serem erros do passado, mas sim extensdes do
mesmo. As equacOes diferenciais s8o um bom exemplo desses avancos.

"Apreciar a histéria das equagoes diferenciais sem ter alguns
conhecimentos cientificos e métodos para resolvé-las poder-se-d tornar numa
tarefa drdua para o leitor comum.’

O desenvolvimento das equagodes diferenciais comecou com o estudo do
Calculo por Isaac Newton e Gottfried W. Leibniz, no século XV II. Newton
deu o seu contributo aquando do desenvolvimento do célculo. A elucidacio
dos principios basicos da mecénica forneceu uma das bases para a aplicacdo
das equagoes diferenciais no século XV III, desenvolvida especialmente por

Euler?. Newton descreveu um método para resolver a equacio diferencial de

Wer [2], Pag. 26-31
*Leonhard Paul Euler (1707—1783) foi um matematico e fisico suico de lingua alem que
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primeira ordem
dy
— =JY),
G

no caso em que f(x,y) é um polinémio em x e y usando séries infinitas.

Leibniz foi um autodidata em matemaética, j4 que o seu interesse
no assunto se desenvolveu quando tinha pouco mais de vinte anos.
Leibniz compreendia a vantagem de usar uma boa notagdo matematica,
nomeadamente a notacdo que usamos hoje para derivada dy/dx e o sinal de
integral. Desenvolveu o método de separagdo de varidveis para as equagoes

do tipo
dy _ P(y)
de — Q(z)’

Mais tarde, por volta de 1691, conseguiu reduzir equacdes homogéneas a

equagcoes separaveis e indicou o procedimento para resolver equacoes lineares

de primeira ordem

dy

— 4+ P(x)y = Q(x).

5, TP @y =Q()
Durante a parte final do século XVII, como embaixador e conselheiro
de diversas familias, Leibniz viajou muito por toda a Europa e manteve
uma extensa correspondéncia com os irmaos Bernoulli. No decorrer dessa

correspondéncia foram resolvidos muitos problemas em equacoes diferenciais.

Os irmdos Jakob (1654 — 1705) e Johann (1667 — 1748) Bernoulli®
contribuiram muito para o desenvolvimento das equagdes diferenciais e das
suas aplicacoes. Ambos eram muito conflituosos e estavam frequentemente
envolvidos em disputas mateméticas. Apesar disso, conseguiram dar

contribui¢oes significativas para diversas areas da Matematica. Por exemplo,

passou a maior parte de sua vida na Rissia e na Alemanha. Euler deu muitos contributos
para a analise matematica. (em inglés). BBC Historic Figures. Pagina visitada em 4 de
junho de 2014.

3A familia Bernoulli constitui um caso intrigante e raramente visto na Historia da
Humanidade, em particular na Histéria da Matemética. Foram oito mateméticos que,
durante um século, manifestaram especial voca¢ao para a matematica.Jacob I (1654 —
1705), Johann I (1667 — 1748), Nicolau I (1687 — 1759), Nicolau I7 (1695 — 1726), Daniel
(1700—1782), Johann IT (1710—1790), Johann I11 (1744—1807), e Jacob I (1759—1789)
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Jakob Bernoulli resolveu a equagao diferencial

Usou pela primeira vez a palavra "integral"no sentido moderno e o seu irmao
resolveu de forma brilhante o problema da catenaria, que é a forma que os

cabos suspensos adquirem sob o seu proprio peso. A catenaria satisfaz a

2 2
- (@

equacao diferencial

dz? ~ H dx
onde H, p, g sdo constantes adequadas.

O problema de determinar a forma de uma curva ligando dois
pontos distintos sobre um plano vertical, conhecido por problema da
braquistocrona?, foi resolvido pelos irmaos Bernoulli e também por Leibniz

e Newton.

Um dos maiores matematicos do século XVIII, Leonhard Euler,
identificou a condicdo para que equagoes de primeira ordem sejam exatas.
Num artigo publicado em 1734 desenvolveu a teoria dos fatores integrantes

e encontrou a solucao geral para equagoes de coeficientes constantes,
ay” + a1y + apy = f(x).

Em 1750, Euler usou séries de poténcias para resolver equagoes diferenciais.

Prop6s também um procedimento numérico para resolver equagoes do tipo

W — f(x,y)

y(wo) = Yo

Além disso, deu contribuicdoes importantes para equacgOes diferenciais

‘Denomina-se braquistocrona a trajetoria de uma particula que sujeita a
um campo gravitacional constante, sem atrito e com velocidade inicial nula,
desloca-se entre dois pontos no menor intervalo de tempo,(em portugués),
http://pt.wikipedia.org/wiki/Braquistcrona, pagina visitada a 4 de junho de 2014
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parciais, estudando a equacao

0%f  0*f O°f
Ox? * Oy + 022 0,

que atualmente é conhecida por equacao de laplace. Feito este anos antes de
Pierre Simon de Laplace®. Apresentou o primeiro tratamento sistematico ao

Calculo das Variacoes.

Outra personagem desta histéria é Joseph Louis Lagrange® que, entre
os anos de 1762 e 1765, mostrou que a solucdao geral de uma equagado
diferencial linear homogénea de grau n € uma combinacao linear de n solugoes
linearmente independentes. Mais tarde, em 1774 — 1775, desenvolveu o seu
método da variagdo dos pardmetros. Lagrange também é conhecido pelo
seu trabalho fundamental em Equacoes Diferenciais Parciais e Célculo das
Variagoes.

No final do século XV III muitos métodos elementares para resolver

equagodes diferenciais ordinérias ja tinham sido descobertos.

No inicio do século X1X, Joseph Fourier resolve a equacao diferencial
parcial que descreve a distribuicdo do calor numa barra de ferro através de
séries trigonométricas. As séries de Fourier mostraram-se muito eficazes para

resolver outros tipos de equagoes diferenciais parciais lineares.

Outras equacoes diferenciais parciais foram estudadas & medida que
se tornou claro a sua importancia em Fisica-Matemaéatica. Com base
nesse estudo, comecaram a surgir novas fungoes que eram solugbes de

certas equacoes diferenciais ordindrias, as quais foram dadas o nome de

®Pierre Simon Marquis de Laplace (1749 — 1827) nasceu em Franca em Beaumont-en-
Auge. Destacou-se nas areas da Fisica, da Astronomia e da Mateméatica. Organizou a
astronomia matemaética, sumariando e ampliando o trabalho dos seus predecessores nos
cinco volumes do seu "Mécanique Céleste". (em inglés), BBC Historic Figures. Pagina
visitada em 4 de junho de 2014.

5Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) foi um matemético italiano. Organizou as
pesquisas desenvolvidas pelos associados da Academia de Ciéncias de Turim. Aos
vinte e trés anos aplicou o calculo diferencial & teoria da probabilidade, indo além de
Isaac Newton com um novo comeco na teoria matematica do som. Entre os grandes
problemas que Lagrange resolveu encontra-se aquele da oscilagdo da Lua. (em portugués),
http://pt.wikipedia.org/wiki/lagrange, pagina visitada a 4 de junho de 2014
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véarios mateméticos, tais como Bessel”, Legendre®, Hermite?, Chebyshev!'?
e Hankel!'. Por volta de 1870, iniciou-se a investigacio de questdes teéricas
de existéncia e unicidade, assim como, o desenvolvimento de métodos menos
elementares como a expansao em séries de poténcias no plano complexo.

Em meados de 1900, ja tinham sido desenvolvidos métodos efetivos de
integracao numérica, mas a sua implementacao estava prejudicada pela
necessidade de se executarem os célculos & mao ou com equipamentos
computacionais muito primitivos.

Nos ultimos 50 anos o desenvolvimento dos computadores aumentou
muito a diversidade de problemas que podem ser investigados, de maneira
efetiva, por métodos numéricos. Foram desenvolvidos integradores numéricos
extremamente refinados e robustos e facilmente disponiveis.

No século XX, também foram desenvolvidos métodos geométricos e
topoldgicos para o estudo das equagdes parciais nao-lineares. O objetivo é
compreender, pelo menos qualitativamente, o comportamento de solugoes
de um ponto de vista geométrico, assim como, compreender o seu
comportamento analitico. Caso sejam necessarios maiores detalhes em certas
regides, faz-se 0 uso de métodos numéricos.

Nos altimos anos essas duas tendéncias juntaram-se e foram descobertos,

"Friedrich Wilhelm Bessel (1784 — 1846) foi um matemaético e astronomo alemao.
Sistematizou as fungoes de Bessel (que foram descobertas por Daniel Bernoulli). Foi
contemporaneo de Carl Friedrich Gauss, também matematico e astronomo. A Funcao de
Bessel é a solucao da equagado diferencial para um ntimero qualquer, real ou complexo.
Quando se utiliza um nimero inteiro, este é referido como a ordem da funcio de Bessel.
(em inglés), BBC Historic Figures. Pagina visitada em 4 de junho de 2014.

8 Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) foi um matematico francés. Deu importantes
contribuigdes a estatistica, teoria dos nimeros, dlgebra abstrata e analise matematica. A
cratera lunar Legendre é em sua homenagem. (em inglés), BBC Historic Figures. Pagina
visitada em 4 de junho de 2014.

®Charles Hermite (1822 — 1901) foi um matematico francés. Hermite trabalhou com
Jacobi Bernoulli em funges de Abel e a teoria dos nimeros, (em inglés), BBC Historic
Figures. Pagina visitada em 4 de junho de 2014.

OPpafnuti Lvovitch Tchebychev (1821 — 1894) foi um matematico russo. E conhecido
pelo seu trabalho no dominio da probabilidade e estatistica.(em inglés), BBC Historic
Figures. Pégina visitada em 4 de junho de 2014.

"Hermann Hankel (1839 — 1873) foi um matematico alemdo. Ficou conhecido pelos
seus estudos sobre sistemas numéricos reais, complexos e hipercomplexos.(em inglés), BBC
Historic Figures. Pagina visitada em 4 de junho de 2014.
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Figura 2.1: Familia Bernoulli

através da computacao grafica, fendémenos inesperados conhecidos como
atratores estranhos, caos e fratais que estdo a ser estudados a a gerar novas
e importantes ideias em diferentes aplicacoes.

Em pleno século X X1, temos varios problemas na area de equacoes
diferenciais que estdo por resolver ou a ser resolvidos, como por exemplo,

achar a solucio das equacdes de Navier-Stokes'?.

2.2 Historia do Péndulo

O mais antigo instrumento para medir a duracdo do dia, de que ha registo, é

o relégio solar'3, datado de 3500 a 3000 a.C.. Consiste num mastro vertical,

14

a que se da o nome de gnomon™*, assente sobre uma base. O tempo é medido

'2As equacbes de Navier Stokes sdo equacdes diferenciais que descrevem o
escoamento de fluidos. Sao equagbes de derivadas parciais que permitem
determinar os campos de velocidade e de pressio num escoamento, (em inglés),
http://mathworld.wolfram.com/Navier-StokesEquations.html, pagina visitada a 4 de
junho de 2014

13Relogio de sol, Enciclopédia Escolar Britannica, 2014.
http://escola.britannica.com.br/article/482602 /relogio-de-sol. ~ Péagina visitada em 8
de junho de 2014.

"Pparte do relogio solar que possibilita a projeccio da sombra
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de acordo com a sombra projetada pelo mastro.

Por volta do século VIII a.C., os rel6gios de sol tornaram-se um pouco
mais precisos, & medida que as marcas passaram a ser inscritas na base onde
se projetava a sombra.

Os gregos integraram os relogios solares em sistemas de consideravel
complexidade, nos quais se mediam os momentos do Sol, da Lua e das
estrelas. Nasceu assim o reldgio astronémico.

Os progressos em Astronomia ajudaram a aprimorar a medigdo do tempo.
Com a invencdo do astrolabio por Ptolomeu, no século I1 d.C., tornou-se
possivel calcular, de acordo com a posi¢do do Sol, a duracdo do dia, assim
como, prever o "levantar'e o "cair""de um astro no firmamento'® e a hora do
crepusculo'® e da aurora!”.

A precisdo deste relogio era notavel para a época, mas colocava-se um
problema, como medir com alguma exatiddo, o tempo quando nao ha sol?

A resposta a esta questdo ndo demorou muitos anos a surgir, media-se
o tempo pelo escoamento de um liquido. Os relégios de dgua eram usados
pelos egipcios para marcar o tempo & noite, ou quando nao havia sol.

Era um recipiente cheio de dgua, com um pequeno furo no fundo, que
deixava escorrer o liquido para outro recipiente, marcado com escalas. De
acordo com o nivel da dgua, podia-se saber a hora. Note-se que a precisao nao
era a ideal, pois o reldgio de dgua estava dependente de fatores ambientais,
tais como a pressao, a temperatura e as préprias impurezas existentes na
agua que faziam com que se adiantasse ou atrasasse.

A clepsidra!® foi aperfeicoada por mecanismos que tornavam constante
a pressdo da dgua que saia, mas os fatores ambientais ndao podiam ser
controlados, pois se estivesse muito frio, a 4gua acabaria por congelar.

Um dos mais bem elaborados sistemas da Antiguidade foi a Torre dos
Ventos, construida em 75 a.C. aos pés do Partenon,([13]) em Atenas, uma

torre de 20 metros de altura, com nove quadrantes solares, um catavento,

5Espaco visivel da abobada celeste na qual aparecem as estrelas, céu

'SE o instante em que o céu proximo ao horizonte no poente ou nascente fica com uma
cor gradiente, entre o azul do dia e o escuro da noite

"Nascer do dia

8Nome dado ao relogio de dgua
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uma clepsidra, além de outros instrumentos. Também os chineses apreciavam
esse tipo de relogio. O que foi feito, ja no ano de 1090, para o imperador
Su-Sung, indicava as doze horas do dia, tinha um sino que soava a cada

quarto de hora.'®

Foi s6 no primeiro século da era crista que surgiu o mais conhecido dos
medidores de tempo anteriores ao rel6gio mecanico, a ampulheta. Esta mede
o tempo de acordo com a passagem da areia por um canal que liga dois
recipientes de vidro. Nos séculos XVI e XVII, foram feitas ampulhetas
para funcionar durante periodos de quinze e trinta minutos.

No século XTIV di-se o aparecimento do relégio mecanico?®. Poucas
invencdes moldaram tanto o mundo moderno como este relégio.

O relogio mecénico tornou possivel a civilizacao industrial e fixou a ideia
de desempenho na atividade humana.

Até a Idade Média, o tempo era percebido como uma coisa natural. Ao
inverno seguia-se a primavera, o verao. A manhi vinha depois da madrugada
que, por sua vez, sucedia a noite. A contagem do tempo fazia-se por longos
periodos, meses e anos, materializados nos calendarios. Nos conventos, nem
hora existia. O dia era dividido de acordo com o ritual dos oficios. Como
nao havia uma medida universal, cada convento tinha sua hora, assim como

cada cidade vivia segundo o seu ritmo.

O relégio mecénico figura entre as mais importantes invengoes da
humanidade. Foi o relégio que tornou possivel uma civilizacao atenta ao
tempo, portanto, & produtividade e ao desempenho.

E o que diferenciou tecnicamente o relégio mecanico dos que o
antecederam? Antes de mais nada, o relégio mecanico é movido por um
peso. A energia da queda desse peso é transmitida através de um sistema de
engrenagens, formado por rodas dentadas que se encaixam umas nas outras e
movimentam as agulhas do mostrador. O problema é que uma forca aplicada

continuamente produz uma aceleracdao. Logo, se nada se opusesse a descida

19Verissimo, Suzana, Maquinas do Tempo, LTC - Livros Técnicos e Cientificos Editora
S.A, Rio de Janeiro, 1996.

20 A Revolugio no Tempo. Os relogios e Nascimento do Mundo Moderno. David S.
Landes, 2009, colegao trajetos

30



cordon de
suspension

roue de
rencontre

Figura 2.2: Principio do funcionamento do rel6gio mecanico

do peso, ele imprimiria um movimento cada vez mais rapido a engrenagem.
O que os sébios da Idade Média descobriram foi justamente um dispositivo
de retardamento capaz de bloquear o peso e abrandar o movimento das rodas
e agulhas, de modo a criar um movimento de oscilacao com um batimento

regular, o vaivém continuo caracteristico dos relogios.

Isso foi possivel gragas a uma peca composta por duas palhetas, presa a
um eixo horizontal mével, que se engrenam alternadamente sobre uma roda
dentada (chamada roda de encontro), localizada verticalmente sobre um eixo
que se move sob o efeito do peso, como se pode observar na figura 2.2. Os
impulsos alternados provocados pela roda dentada fazem a peca oscilar sobre
0 seu eixo de maneira regular. Este movimento é entao transmitido ao eixo

de engrenagem que movimenta as agulhas.

O aparecimento dos primeiros rel6gios mecanicos causou uma febre nas
cidades europeias que comecavam a sacudir a modorra medieval. Cada
burgo queria ter o seu relégio, ndo apenas por uma questdao de prestigio,
mas também porque a atragdo trazia viajantes, portanto, dinheiro para a

localidade.

Ja para os operarios das cidades mais desenvolvidas, principalmente em

Italia e nomeadamente em Flandres, onde jé existia uma florescente industria
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téxtil, um movimentado comércio, a novidade nao era assim tdao boa. O
relégio passou a encarnar a autoridade que impunha as horas de trabalho e
mais importante ainda, exigia uma determinada produtividade ao longo do
dia. Nalgumas cidades, os operarios chegaram a manifestar-se contra isso.
Por exemplo, em Padua, em 1390, a torre que abrigava o relégio de Dondi?!
foi atacada.

No século XVI a concegdo da Fisica que vigorava na altura era a de
Aristoteles que afirmava que os corpos mais pesados caiam mais rapidamente
que os mais leves.

Na mesma altura, Galileu supunha que a diferenca das suas velocidades
de queda se devesse a diferenca de densidade entre os corpos. O problema
do movimento de corpos suspensos foi-lhe naturalmente aliciante. Reza a
histéria que o seu interesse por péndulos surgiu quando assistia a uma missa
na Catedral de Pisa, na época em que frequentava a Universidade local,
em 1588. Galileu observou a forma como os candelabros pendurados na
Catedral oscilavam, e ficou surpreendido pelo facto de candelabros com uma
amplitude de oscilagdo maior parecerem levar o mesmo tempo a percorrer
uma determinada distancia do que candelabros com menor amplitude.?2.

S6 em 1602 é que Galileu apresentou a um amigo seu, pela primeira vez,
a ideia do isocronismo de péndulos, isto é, que o periodo de oscilacao de um
péndulo ¢ independente da sua amplitude (para pequenas oscilagoes apenas).
Foi o inicio do estudo do movimento harménico simples. No ano seguinte,
um outro amigo com quem partilhou a descoberta, comecou a usar péndulos
para medir a pulsacao dos seus pacientes, com um instrumento a que chamou
pulsilogium.

Galileu investigou as caracteristicas dos péndulos e chegou a conclusao
de que nao s6 eram isocrénicos, caracteristica que se repete e s6 é valida

em regime de pequenas oscila¢bes, como também voltavam praticamente a

21Relogio construido por Giovanni di Dondi (1318 — 1389). Construiu em 1364 um
relogio complexo contendo sete mostradores. Cada um desses mostradores simbolizava
um planeta e apresentava também um outro mostrador extra para marcar o tempo. Esse
relogio foi instalado na Biblioteca do Castelo Visconti. Este relogio era muito semelhante
ao construido para o imperador Su-Sung, na China, em 1090

*2Tom Philbin, As 100 Maiores Invencdes da Histéria DIFEL, 2006
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altura a que tinham sido largados, o que hoje se admite como manifestacao
da conservacdo de energia, um conceito ainda nao introduzido na época.
Além disso, observou que péndulos mais leves terminavam a sua oscilagao
mais rapidamente do que os que possufam pesos maiores. Também observou
que o quadrado do periodo de oscilagdo é proporcional ao comprimento do
péndulo.

Os reldgios que estavam ao dispor no tempo de Galileu eram francamente
pouco precisos. Tratavam-se de relégios mecanicos que tinham vindo
substituir os relégios de adgua e que foram sendo aperfeicoados, tornando-
se mais pequenos e ganhando mais precisdo, mas que se adiantavam ou
atrasavam devido a fatores intrinsecos a mecénica praticada na altura, o que
os fazia inadequados até para observacgOes astronomicas. Galileu efetuava
todas as medicoes do periodo dos péndulos usando como crondémetro a sua
pulsacao cardiaca. Em 1641, quando j4 estava completamente cego, ocorreu-
lhe que talvez fosse possivel adaptar o péndulo a reldgios, utilizando pesos
ou molas. Ele acreditava que os defeitos dos reldgios convencionais pudessem
ser corrigidos pelo movimento peridédico intrinseco aos péndulos.

Numa ocasidao em que Vicenzio, filho de Galileu, o visitou o seu
pai, deu-lhe conta das suas intencoes e pediu-lhe para desenhar esbocos
da méaquina. Decidiram construi-la para verificar a existéncia de erros
inesperados teoricamente.

Foi a descoberta de Galileu que permitiu o florescer de novos relégios
mais precisos, porque o periodo do péndulo depende do seu comprimento,
uma variavel facil de controlar, ao invés da sua amplitude, como se julgava.
A aplicagdo deste principio encontra-se patente tanto nos antigos reldgios de
péndulo como nos relégios em que oscila uma mola ou nos que possuem um
cristal de quartzo a oscilar.

Quinze anos depois da morte de Galileu, em 1657, Christiaan Huygens,
autor que também demonstrou que o isocronismo do péndulo é apenas
aproximado, ou seja, o intervalo de tempo entre duas oscilacbes é melhor,
em sentido peridédico, quanto menor for a amplitude, publicou um livro
em que descrevia o relégio de péndulo, marcando efetivamente o inicio do

desenvolvimento destes aparelhos.
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Figura 2.3: Huygens

Huygens foi um fisico e matemético holandés que nutria uma profunda
fascinagao por uma variedade de temas e ciéncias, desde o estudo de bactérias
e lentes dpticas até a cinemética da oscilagdo, ndo esquecendo a astronomia
para a qual contribuiu de forma significativa, por exemplo, a descoberta dos
anéis de Saturno.

Dentro do mundo da relojoaria, "Huygens tornou-se o criador do
primeiro reldgio de péndulo da historia"?3.

Juntamente com o seu irmao, Huygens tinha ganho a reputacao de
ter melhorado a capacidade de ampliacdo dos telescopios, e contribuiu
para a compreensao de questdes de indole astrondémica, que foram muito
importantes no ambito da navegacdo naval da época. Mas observar as
estrelas requeria a medic¢do do tempo com precisdao matemaética e foi esta
necessidade que o levou a criacdo do Relégio de péndulo em 1656, cujos
desenhos patenteou.

Foi um desafio lancado por Blaise Pascal que o levou a trabalhar no
relogio de péndulo. Huygens acreditava que o balango do péndulo num arco
alargado seria mais util em mar alto, pelo que inventou o péndulo cicloidal,
através da introducdo de batentes laterais. Nesse sentido construiu diversos
relégios de péndulo com o intuito de determinar a longitude no mar. Este
novo sistema veio substituir os relégios com sistema de balanco, habituais na

época, permitindo um erro de menos de um minuto por dia. Este facto, por

ZMerzbach, Uta C., Boyer, Carl B., A History of Mathematics, 3"¢ Edition, Wiley,
2010, Pag. 342-472
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Figura 2.4: Gravura do Péndulo Cicloidal

si 86, ja era bastante assinalavel para a época, mas Huygens elevaria ainda
mais a fasquia ao atingir um nivel de precisao inferior a 10 segundos por dia.
Em 1658 publica a sua primeira obra sobre relojoaria a que da o nome de
Horologium.

Em 1673, Huygens atinge o topo da sua fama ao publicar o Horologium
Oscillatorium sive de motu pendulorum, uma obra que dedicava o primeiro
capitulo ao relégio de péndulo e que explicava a lei da forca centrifuga no
movimento circular uniforme. A fascinagdo de Huygens pelos medidores do
tempo levou-o a desenvolver a roda de balanco associada a uma mola. Em
1675 chegou a patentear um relégio de bolso que indicava o tempo com um
erro de cerca de 10 minutos por dia. Estes relégios de bolso, ou portateis,
como entao eram designados, foram inventados no inicio do século XV. No
final do século ja estes se tinham tornado comuns, embora ainda nao fossem
muito precisos.

Sob a dire¢ao de Huygens, o primeiro reldgio regulado por um balanco
com mola foi construido em Paris e oferecido ao rei Luis XIV.

Na época dos descobrimentos maritimos, Cristévao Colombo navegou
para Ocidente convicto de que era possivel chegar a India desse modo.
Quando desembarcou na América, pensou estar na India porque o sistema

de navegacdo da altura era incapaz de fornecer uma medida precisa da
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Figura 2.5: Provavelmente o primeiro relégio com espiral feito por Thuret
para Huygens

longitude. Para a latitude bastava medir a altitude em graus da estrela Polar
acima do horizonte, mas a longitude requeria medidas precisas de tempo??,
que um relégio de uma caravela, apdés meses de viagem, nao conseguia
estimar, uma vez que ele atrasava alguns minutos por dia e as viagens eram
demoradas. S6 mais de um século depois da descoberta de Galileu foi possivel
construir um relégio adequado & navegagao maritima.

"A Revolugdo Industrial do século XV III, na Inglaterra, deuw uma nova
importincia & hora".
As relagbes de producdo passaram a fazer-se de maneira mais

sistematizada, com a reunidao dos operérios dentro de fabricas. Habituados

A medicio da longitude é importante tanto para a cartografia como para uma
navegagao segura no oceano. Ao longo da histéria navegantes e exploradores lutaram para
encontrar um método de determinar a longitude exata, o que levou séculos, envolvendo
o esfor¢o de grandes mentes cientificas como Ameérico Vesptcio e Galileu. Determinar a
latitude é simples no hemisfério norte: basta medir o 4ngulo entre o horizonte e a Estrela
Polar com ajuda de um quadrante, astrolabio ou sextante. Mas o calculo da longitude
sempre apresentou sérios problemas, principalmente no alto mar. O célculo da longitude,
em teoria, reduz-se a medir a diferenca de tempo entre um ponto de referéncia e a posi¢ao
atual do navio. A posi¢ao do Sol indica a hora local, mas a referéncia de tempo nao poderia
ser conhecida sem relogios suficientemente precisos, que s6 seriam construidas a partir dos
séculos XVIII e XIX, in http://pt.wikipedia.org/wiki/Longitude, pagina visitada a 5 de
junho de 2014.

25 A Revolugdo no Tempo. Os relogios e Nascimento do Mundo Moderno. David S.
Landes, 2009, colegao trajetos
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ainda a trabalhar segundo o seu préprio ritmo, de acordo com a tradigao
herdada das corporacées de oficio dos artesdos medievais, os operarios
revoltaram-se contra as implacdveis "maquinas do tempo". Com a
desconfianca de que os patroes roubavam nas horas, adiantando ou atrasando
os relogios, os operérios comecaram a adquirir os seus proprios relogios. A
industria de relégios cresceu e estes tornaram-se mais baratos a medida que
sua produgdo se tornou maior.

Nada, porém, popularizaria tanto o relégio como uma descoberta de 1880.
Os irmaos Pierre e Jacques Curie, cientistas franceses, descobriram que um
pedago de cristal de quartzo, cortado na forma de uma lamina ou de um
anel e colocado a vacuo num circuito elétrico e em baixa temperatura, vibra
32758 vezes por segundo, como um péndulo ultra-rapido.

Em 1925, pesquisadores dos Laboratérios Bell, nos Estados Unidos,
construiram o primeiro oscilador a quartzo. Estes rel6gios eram demasiado
grandes e assim permaneceriam por muito tempo, o que 08 tornava pouco
praticos.

Pode-se considerar o nono Congresso Internacional de Cronometria, em
Paris, em setembro de 1969, como a verdadeira data de nascimento da
indastria do relégio a quartzo. Foi ali que a empresa japonesa Seiko
apresentou seu primeiro modelo eletrénico. O reldgio a quartzo tinha dado
um golpe mortal na industria da relojoaria classica assim como o relégio
atémico a césio tiraria do observatorio de Greenwich, em Inglaterra, o

privilégio de fornecer a hora oficial ao mundo.

37



38



Capitulo 3

Preliminares

3.1 Alguns conceitos importantes da Algebra

Axioma 1 (Espacgos vetoriais) Seja V um conjunto com duas operagoes

”

definidas ” +7 e¢7.” V munido das operagdes ” +7 e 7.7 diz-se um espacgo

vetorial real se, para quaisquer X, Y, Z €V, a,b e R
1. X+Y eV
2. X+4Y=Y+X
3. X+Y+2)=(X+Y)+Z
4. existe s €V tal que s+ X = X, VX €V, (representa-se s por 0)
5. existe u € V, tal que u+ X =0, (representa-se u por —X )
6. a. X eV
71X =X
8. (ab).X = a.(b.X)
9. a.(X+Y)=aX+aY

10. (a+b).X =a.X +bX
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Definicao 1 Seja V um espaco vetorial real. Dizemos que W C V é um

subespago vetorial real de V' se forem satisfeitas as seguintes condigdes
1. 0eW;
2. Seu,veW entdou+veW;

3. Seue W entao A\u € W para todo A € R.

Definicao 2 Seja uq, ..., u, uma sequéncia de vetores de um espago vetorial
real V. Dizemos que u € combinacdo linear de uy,...,u, Sse existirem
Qat,y...,0n, €R:

U= QU] + ... + QpUp.

Defini¢ao 3 Sejam V um espaco vetorial real de R™ e W = {uy, ...,u,} um
subconjunto de V. Entdo, chama-se espago gerado pelo conjunto S, que se
representa por L(W') ou por (x1, ..., Ty), ao conjunto de todas as combinagoes

lineares dos elementos de W.

Defini¢ao 4 Sejam V um espago vetorial real de R™ e W = {uq,...,un}
wm subconjunto de V. Entao, diz-se que W é um conjunto gerador de V se

V = L(W), isto €, se
VueV, day,...,an €ER: u=aqu; + ... + .

Defini¢do 5 Sejam V' um espaco vetorial real ¢ W = {uy,...,up} um

subconjunto de V. Entdo:

1. Diz-se que W € um conjunto linearmente independente se

alul + ... +apuy, =0y = a1 = ... = a, =0
2. Se W € um conjunto linearmente independente, os elementos de W
dizem-se vetores linearmente independentes.

3. Se W nao é um conjunto linearmente independente, diz-se que W ¢é

um conjunto linearmente dependente.
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4. Se W é um conjunto linearmente dependente, os elementos de W

dizem-se vetores linearmente dependentes.

Definigao 6 Sejam V um espago vetorial real e W = {uy,...,un} um
subcongunto de V. Entao diz-se que W é uma base de V se W ¢é um conjunto

gerador de V' e € linearmente independente.

Proposicao 1 Sejam V' um espaco wvetorial real de R™ e o conjunto

{u1, ..., un} uma base de V. Entao todas as bases de V' tém n vetores.
Demonstragdo. Esta demonstragao pode ser consultada em [12]. =

Definicao 7 Sejam V' wum espaco wetorial real de R™ e o conjunto
{u1,...,un} uma base de V. Entio, chama-se dimensio do espago vetorial

V' ao ndmero de elementos que constituem a base, escrevendo-se
dim(V)=n, neN.
Diz-se ainda que V' é um espaco vetorial de dimensao finita.

Observacao 1 A Dimensdo de um espaco vetorial real é o nimero de
vetores de uma base qualquer. Base é um conjunto de vetores linearmente
independente que geram todo o espaco. Se nao existir um conjunto finito de

velores que geram o espaco, dizemos que o espago tem dimensdo infinita.

Definicao 8 Seja V' wm espaco wvetorial real. Um produto interno sobre V
é uma aplicagao que a cada par (u;v) € V XV associa um nimero real

denotado por (u;v), satisfazendo as sequintes propriedades:
1. {(u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,w € V;
2. (au,v) = alu,v) Yu,v €V e a € R;
3. {u,v) = (v,u), Yu,v € V;
4. (u,u) >0 seu#0,YVueV.
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Definicao 9 Uma norma num espaco vetorial real X € uma funcdao de X
em R

z— R

a qual satisfaz as propriedades abaizo indicadas. Para tal, considere-se x,y €

X e a eR, entao
1. |[a]| = 0:
2. |jz|]| =0 < x = 0;
3. la|| = |edl [ ]l;
4 Nl +yll < el + [yl

Observagao 2 Para simplificar, denotaremos ||z|| apenas por |z|.

Defini¢ao 10 (Conjunto Convezro) Um subconjunto X de um espago
vetorial real € convezo se todos os segmentos de reta cujas extremidades sdo

pontos de X estao contidos em X, ou seja:

Ve,ye X Vte[0,1] (1—t)x+tyeX

3.2 Alguns resultados importantes da Anélise

Teorema 1 (Teorema de Weierstrass) Seja f wma fungdo real de
varidvel real, continua em [a,b]. Entdo f atinge o seuw mdzimo e minimo

em [a,b].

Demonstragdo. Seja f : [a,b] — R uma funcdo continiua num intervalo
fechado e limitado [a,b]. Entao f é limitada superiormente e inferiormente.
Seja M = sup{f(z) : € [a,b]}. Em virtude da definigao de supremo, existe
uma sucessao (z,) em [a,b] tal que f(x,) — M. Logo, podemos encontrar
uma subsucessdo x,; de (r,) que converge para um certo y € [a,b]. Como
f & uma fungdo continua, temos que z,, — y entdo f(zn;) — f(y). Como

f(xn) = M, vem que f(z,,) — M. Pela unicidade do limite, conclui-se que
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f(y) = M, ou seja, a fungdo f atinge o seu méximo no intervalo [a,b]. De
forma andloga se mostra que f atinge o seu minimo em [a, b].

Teorema 2 (Teorema de Rolle) Seja f uma fungao real de varidvel real,
continua em [a,b] e derivdvel em (a,b). Se f(a) = f(b) = 0 entdo existe pelo

menos um valor ¢ em (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragdo. Se f é uma fun¢do constante em [a,b] isto &, se f(x) =
f(a) = f(b) = 0 para todo o x em [a, b], entdo f'(z) = 0 para todo z em |[a, b],
neste caso, ¢ pode ser qualquer valor do intervalo (a,b). Se f ndo é constante
em [a, b] entdo existe x em (a,b) tal que f(x) < f(a) = f(b) =0 ou f(z) >
f(a) = f(b) = 0. Sendo f continua em [a,b] pelo teorema de Weierstrass, f
tem valores minimo e maximo absolutos em [a, b]. Se f(x) < f(a) = f(b) =0,
entao f tem o valor minimo absoluto nalgum ¢ € (a, b), esse valor sera também
minimo local. Se f(x) > f(a) = f(b) = 0, entdo f tem o valor maximo
absoluto nalgum ¢ € (a, b), logo esse valor sera também méaximo local. Como
f & derivavel no intervalo (a,b) e tem pelo menos um valor que é extremo

local, tem-se que f’(c) = 0, o que conclui a demonstra¢io.

Teorema 3 (Teorema de Lagrange) Seja f uma fun¢do continua em
[a,b] e derivdvel em (a,b), entdo eziste pelo menos um wvalor ¢ € (a,b) tal

" £(b) = f(a)

, — f(a

f(e) = .

Demonstragao. A demonstracao é efetuada aplicando o teorema de Rolle

a uma fungdo g em [a, b] onde g é definida como a seguir se indica. Seja C' a

inclinagao da reta secante ao grafico de f contendo P(a, f(a)), e Q(b, f(b)).
Entao C = w e a equacao da reta secante pode ser escrita na

forma y = f(b) + C(z — b). Considere-se g a funcao que da a distancia

vertical orientada do ponto (z, f(x)) ao ponto (z,y) na reta secante, entao

g(x) =y — f(z) = f(b) — f(x) — C(b—x). A funcdo g é continua em [a,b] e

derivavel em (a,b), além disso, g(a) = g(b) = 0, Logo pelo teorema de Rolle,

existe pelo menos um valor ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = —f'(¢) + C = 0, donde

C = f'(c), ou seja, f'(c) = f)=fa) g

b—a
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Figura 3.1: Teorema do Valor Médio

Defini¢ao 11 Uma sucessao de fungoes reais de varidvel real (yy,) diz-se que

converge uniformemente para uma fun¢ao y no intervalo [a,b] se:
Ve>03dpeN: n>p= |y.(z) —y(z) <e Va € la,b]

Teorema 4 Se uma sucessao de funcdes continuas y, numa parte X ndo
vazia de R, converge uniformemente em X, entdo a funcao limite uniforme

€ continua em X

Demonstracgao. Seja o € X. Dado € > 0, y, — y uniformemente em X,

entao existe uma ordem p independente de x tal que:
€
9n(2) — y(a)| < £
para qualquer m > p e qualquer x € X. Em particular, para zg € X temos
€
lyn(z0) — y(z0)| < 3
Como y,(z) é continua em xg, existe € > 0 tal que
€
|yn () — yn(x0)| < 3 e |x — zo| < 6.
Entao
‘y(x) - y(wO)’ - |y($) - yn(x) + yn(x) - yn(xO) + yn(x()) - y((L'())‘ <

< [y(@) = yn ()| + |yn(®) — yn(20)| + [yn(z0) — y(20)| <
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para |z — x| < 0, o que mostra que y é continua em xg. Como xg é

arbitrario, a demonstracao estd concluida. m

Teorema 5 (Teorema Fundamental do Céalculo) Seja f uma fungao
real de varidvel real, integrdvel em [a,b] C R. Entdo a fung¢ao F : [a,b] - R

definida por

Flz) = / "yt

é continua em [a,b]. Também se f for continua em zo € [a,b], F €

diferencidvel em xg e tem-se
F'(z) = f(x0)

Demonstragao. Em primeiro lugar vamos provar que F' é continua no

ponto xg € [a,b], isto é,

Vo >03e>0: |x—ax0| <e=|F(x) — F(z)| < 0.
[o-f"1-
/1

Independentemente da andlise dos casos em que xg < x € xg > T

|F'(z) = F(zo)| =

zo
/ f'SM|.%'—l'0’,

uma vez que f é limitada em [a,b] e portanto |f| < M em [a,b] (para um
certo M > 0.) Deste modo,

= |F(z) — F(z0)| < M|z — x| < Me.

Seja § > 0 qualquer, mas fixo, e considerando ¢ > 0 tal que € = %, tem-se
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que
0
|F(z) — F(z0)| < MM =0
o que prova a continuidade de F' em [a,b]. Vamos entao agora provar que

para g € [a, b, a derivada a direita de F' em zg ¢é igual a f(zo), isto é:

i F@) = Flao)

x%xar T — o

= f(z0)

Temos portanto que mostrar que Vé > 03 € > 0, Va € [a, b]

x0<x<xo+eé’PW—f(mo) <46
— o
Assim F(x) — F(ao)
xTr) — i) _
‘H)—f(ﬁo)‘—
1

/ " F(0)dt — flao)

Tr — X

1 x 1 z
e oy - / 0 f(wo)dt‘ _

:x—lgpo [C:f(t)dt—/xjf(xo)dt':
- x—lggo /x:[f(t) —f(xo)]dt‘ <
Sx—lxo /x:f(t)—f(ﬂvo)!dt

e como f é continua em xg, existe € > 0 tal que

|f(t) = f(zo)] <&
para xg < t < < xg + €. Assim,

F(z) = F(xo)

T — T0

_f(xo)’§ 1 /z&lt:é

r — X0
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o que mostra que a derivada a direita de F' em xg é f(x0). A demonstracao

para a derivada & esquerda é analoga. m

Teorema 6 Seja (f,) uma sucessao de fungoes reais de varidvel real,
integrdveis, que convergem uniformemente para f em [a,b]. Entdo f é

integrdvel e tem-se

b b b
lim [ fu(z)de = / lim fo(x)de = / f(@)da.

n—o0 a

Demonstragdo. Esta demonstragao pode ser consultada em [6] m

Definicao 12 Um conjunto S de fungoes reais de wvaridvel real diz-se

equicontinuo num intervalo [a,b] se:
Ve>0 30 >0: z,22 € [a,b], € |[x1—22] <6 = |y(z1)—y(z2)| <e Vy € S.

Definicao 13 Um conjunto S de fungoes reais de wvaridvel real diz-se
uniformemente limitado num intervalo [a,b], se existe um nimero M tal

que ly(z)| < M para qualquer x € [a,b] e para qualquer y € S.

Um importante conceito em anélise ¢ o de conjuntos compactos. Em
espagos de dimensao finita, estes conjuntos sdo na verdade conjuntos fechados
e limitados. Mas em espacos de dimensao infinita, nem todos os conjuntos

fechados e limitados sdo compactos.

Definicao 14 (Nogao de cobertura aberta) Seja A C R™. Dizemos que
G = UaGy € uma cobertura aberta de A se para todo o a temos G, conjunto
aberto, e A C |, Ga-

Defini¢cao 15 (Conjunto Compacto) Dizemos que um conjunto K C R™
€ compacto se para toda cobertura aberta de K existir uma subcobertura finita.
Por outras palavras, se existe uma cobertura aberta G = UG de K tal que
K c |, Ga, entao existem o, ..., o, tais que K C |J;—| Gq,.
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Defini¢ao 16 (Condicao de Lipschitz) Diz-se que a fungao f verifica a
condigao de Lipschitz (ou € lipschitziana) no dominio D C R™ se existe uma

constante L > 0:

|f(x) = f(y)| < Lz —y|, Yo,y € D

L designa-se por constante de Lipshitz.
Dizemos que f € localmente lipschitziana se em cada ponto x € D existe

uma vizinhanca D' C D tal que a restricio de f a D' ¢ lipschitziana.
Definicdo 17 Defina-se a matriz jacobiana' de F : R" — R"

_ Ofi
- 0X;’

(DFX)ij i,7=1,...,n; neN

em que cada derivada € calculada no ponto (x1, ..., xy,). Esta derivada pode ser
vista como uma funcdo que associa diferentes aplicacdes lineares ou matrizes
a cada ponto de R", isto é, DF : R" — L(R™).

Defini¢ao 18 A norma |DFx| da matriz jacobiana DFx é dada por

|DFx| = |Sl|lp |DFx (U)]
Ul=1

onde U € R". Note-se que |DFx| nao é necessariamente o maior valor

proprio da matriz jacobiana de X.

Exemplo 1 Suponhamos que

DFy —
X 01

Ao calcularmos o maior valor proprio desta matriz, rapidamente se observa

que € 2, e temos |DFx| =2x1—0x0 = 2. Neste caso o maior valor préprio

! A matriz jacobiana deve o seu nome ao matematico alemao Carl Gustav Jakob Jacobi.
E a matriz formada pelas derivadas parciais de primeira ordem de uma funcio vetorial.
Se uma funcao é diferencidvel num ponto, a sua derivada é dada em coordenadas pela
jacobiana, mas uma fung¢do nao precisa ser diferenciavel para a existéncia da jacobiana,
basta que as derivadas parciais existam.
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é igual |DFy|, mas se:

e
X711

Facilmente se observa que a norma é 1. Considere-se

sin 6
v=|("
cos 0
Entao podemos afirmar que |U| = 1, pois

‘( sin 6 )| = v/sin?6 + cos20 =1

cos
Logo

DFx = sup |DFx(U)| =
U|=1

11 cos B

0 1 sinf ||
cosf + sin 6 B
sin 0 B

= sup \/(0059 +5in6)2 +sin® 6 > V2
0<e<aIl

= sup
0<6<27

= sup
0<0<2r

s

pois, por exemplo, para 0 = 5 € igual a V2.

Mas o maior valor préprio € 1, vejamos:

(1) 3)les

s (1-X%*=0
SA=1
logo 1 € o maior valor préprio.
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Contudo temos que para V € R"
[DFx (V)| < |DFx||V].

De facto podemos observar que se considerarmos V = I%I‘V" assim temos

que
v
|IDFx (V)| = ‘(DFXW\Vy)‘ —
v
-| (oA ) v
< V]
considerando agora que U = %

< Sup [IDEx(U)||V] = |DFx]|V]
Ul=1

Definicao 19 Dizemos que F ¢ de classe C' se as suas derivadas parciais

existem e sao continuas.

Lema 1 (Funcado Localmente Lipschitziana) Suponhamos que F
O — R" ¢ de classe O, onde O C R"™ é um conjunto aberto. Entio F

€ localmente Lipschitziana.

Demonstragao. Suponhamos que O C R"™ um conjunto aberto, F' : O —
R" & de classe C'! e seja xg € O. Consideremos € > 0 suficientemente pequeno
tal que a bola fechada de raio € em torno de Xy, O, esta contida em O, ou
seja, O, C O. Seja k uma cota superior da norma |DFx| em O,. Este k existe
porque DFx é continua, pois F é de classe C!, e O, ¢ compacto. O conjunto
O¢ é convexo ou seja, se y, z € O, entao o segmento que une z a y esta contido
em O.. Este segmento é dado por Y +sU,com U =2 —-Y e 0 < s < 1. Seja
U(s)=F(Y +sU),F:0—R", O, CO,Y +sU:0.C O— R" Entao

pode aplicar-se a regra da cadeia.
V'(s) = DFy s (sU) =
= DFY+3UU
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V(1) =F(Y +U) = F(Z),

poisU=Z7Z—-Y,éomesmo queter Z=U+Y

podemos concluir que

1
!ﬂ@—ﬂﬂ%ﬁkww=

1

:/ k|Z —Y|ds =
0

— sk Z — V)i =
=k|Z-Y].

Observagao 3 A observacdo sequinte estd implicita na demonstra¢do do
lema: se O € convezo e se |DFx| <k VX € O, entao k é uma constante de
lipschitz para Fio. Suponhamos que J é um intervalo aberto e que contém o

zero e
X:J—O0

satisfaz a segquinte igualdade

com X (0) = Xo. Integrando temos que

/Ot X'(s)ds = /Ot F(X(s))ds &
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@X(t)—X(()):/O F(X(s))ds

¢
< X(t) = X(0) +/ F(X(s))ds
0
Mais & frente veremos que € a forma integral da equacdo diferencial X' =

F(X).

Lema 2 Suponhamos que U, : J — R™, com k =0,1,2,... é uma sucessio

de fungdes continuas definidas num intervalo fechado J que satisfaz
Ve >03dN >0:Vp,qg > N I?aJX|Up(t) —Uy(t)] < e
€
Entao existe uma funcdo continua U : J — R" tal que

max [U(t) ~U(t)] — 0, k— 00
J

Mais geralmente, podemos dizer que para t com |t| < a
t t
lim Uk(s)ds = / U(s)ds
0

k—o0 0

Demonstragao. Esta demonstra¢ido pode ser consultada no livro [10](pp.
151 - 153) m

Lema 3 (Desigualdade de Gronwall)
Seja u : [0,a] = R continua e nao negativa. Suponhamos que C >0 e K >0

sa0 tais que

u(t) < C+ /t Ku(s)ds Vte|0,al.
0

Entao
u(t) < Ceft, vt € )0, q]

Demonstragao. Suponhamos em primeiro lugar que C' > 0. Seja
t
U(t) = C+/ Ku(s)ds >0
0
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logo u(t) < U(t).
U'(t) = Ku(t)

Dividindo tudo por U(t) temos que

= < K
u)  u) —
pois
U(t) = u(t)
daqui resulta que
U'(t)
<K
v ="
d

—(log (U(1))) < K =

/0 4 os (U(1)) < / Kt

Entao, pelo teorema fundamental do célculo
log(U (1)) — log(U(0)) < Kt

Sendo U(0) = C vem que

Mas sabemos que u(t) < U(t) entao temos que
u(t) < Cefft

Consideremos agora o caso em que C' = 0.
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Seja cq, co, ... uma sucessao de elementos positivos ¢; que converge para
0, quando ¢ — oo.

Sabemos por hipétese que K > 0et > 0,

t
0<u(t) <¢ +/ Ku(s)ds
0

entao vem
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Capitulo 4

Equacoes Diferenciais

Ordinarias

Uma equagao diferencial ordiniria é uma equagdo que contém uma varidvel
independente, ¢ e uma varidvel dependente x, e algumas das suas derivadas,
2, 2", ..., 2. A ordem de uma EDO, é a maior ordem da sua derivada. De

uma forma geral, uma EDO de ordem n, pode ser escrita:
F(t,x, o' 2", ...,x(”)) =0

sendo F' uma funcao conhecida.

4.1 Equacoes Diferenciais Ordinaria de 1 Ordem

Uma EDO de 1% ordem ¢é da forma

x' = f(t,x) (4.1)

O problema que se coloca é encontrar todas as fungoes x que sdo solucao
desta equagdo. Vejamos primeiro um caso mais simples. Suponhamos que o

membro direito da equacao depende apenas de t, isto é,

2 = g(t) (4.2)



onde g é uma funcao integravel em ordem ao tempo. Para se encontrar uma

possivel solucdo, integramos ambos os membros da equacgao,

/x'(t) dt = /g(t) dt,

x(t) = /g(t) dt 4+ c,c € R.

donde

Definicao 20 Uma EDO linear de 1* ordem é da forma
2’ +a(t)r = b(t) (4.3)
com a(t) e b(t) fungoes continuas.
e Se b(t) = 0 a equacao (4.3) é uma EDO linear de 1 ordem homogénea.

e se b(t) # 0 a equacao (4.3) é uma EDO linear de 1% ordem néo

homogénea.

Vejamos a solucao geral de uma EDO linear de 1 ordem homogénea:

2 +a(t)r=0
dividindo tudo por x # 0,
/
t
ae _
x x
x/
& ==—at)e
L= )

integrando ambos os membros da igualdade,
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Aplicando a func¢ao exponencial a ambos os membros da equacéo, vem que:
eln\z| _ effa(t)dtJrcl’
donde a solucao geral é:
z(t) = ce” o)t (4.4)

O estudo deste tipo de equacOes torna-se interessante com o estudo de

problemas de valor inicial.

Definicao 21 Uma solugao (particular) da equagio diferencial (4.1)
definida num intervalo I € uma fung¢ao x(t) definida também no intervalo I
tal que a sua derivada x'(t) estd definida no intervalo I e satisfaz a equagdo

(4.1) nesse intervalo. Ao problema

{ @ =ftw) (4.5)

:L’(to) = X0
dd-se o nome de problema de valor inicial ou (PVI).
Exemplo 2 Consideremos o sequinte problema de valor inicial:
' +a(t)r =0 ex(ty) =z

/ t ./ t
Tranie | Tat= —/ at)dt <
T

x to T to
t T t) t
o n[2(8)] — In |2(t)] :—/ a(t)dt & | P | = —/ a(t)dt <
to Zo to
N 30(75)’ . fjo a(t)dt N
xo)
2(t) = z0e” [y, alt)at

Analisando agora uma EDO de 1% ordem nao homogénea, (4.3), b(t) # 0

Considere-se uma fung¢do x continua, tal que:

p1(t)x’ + po(t)x = b(t) (4.6)
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Com pg, p1 e b funcdes continuas e p; # 0 num certo intervalo I. Neste caso

a equagao (4.6) pode escrever-se na forma

2+ p(t)e = a(t) (4.7)
com p(t) = zégg eq(t) = pz(g) fungoes continuas em I. A equagdo homogénea
correspondente

' +pt)r=0 (4.8)

pode ser resolvida por uma separacao de varidveis

e com a correspondente primitivacdo de acordo com a solucdo geral

encontrada em (4.4)
z(t) = ce~ S Pt (4.9)

Ao dividir-se (4.8) por x, nao se tem em consideracdo a solu¢ao dita trivial
x =0, ja que (4.8) admite sempre esta solugao nula. Contudo, apesar disso,
esta solugao ja esté incluida em (4.9), para tal basta fazer ¢ = 0. Para um
problema de valor inicial formado por (4.8) e z(ty) = xo, com to € I, entao
a solucao sera

t
z(t) = zoe” Jig W)y

A resolucao da equagao completa (4.7) também pode ser reduzida a um caso

de primitivacao, para isso basta multiplica-la por
e P(t)dt (4.10)

e obtém-se
e PO gl 4 p(t)a) = ] P (1)

(xefp(t)dt>, = efp(t)dtQ(t)

pel PO _ / eI POt (4
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sendo a solugao geral dada por

z(t) = e~ J PO <c+ / el p(t)dtq(y)dy> (4.11)

Observagao 4 Esta solugao x(t) é da forma cu(t)+v(t), pelo que a solugao
geral da equagao linear completa (4.7) se pode obter pela adigao entre a

solugao geral da equagao homogénea (4.8) e uma solugao particular de (4.7).

Para obter a solucao do problema de valor inicial correspondente, basta
apenas encontrar o elemento da familia de solugoes (4.11) que passa pelo

ponto (xg,¥o), ou seja,

: ¢
x(t)=e Jzq P(8)ds <yo —|—/ elzo p(s)dsq(y)dy>
o

Observa-se que se p(t) e ¢(t) forem fungdes constantes, por exemplo,

p(t) =p e q(t) = g, a solucao sera:

x(t) = <x0 — q) ePl@o—t) | 4
p p
Exemplo 3 Considere-se a EDO de 1% ordem
' —2tr =0 (4.12)
Pretende-se encontrar a solugdo geral da equagdo. Sabemos que x’ + a(t)r =

b(t) com b(t) = 0 ¢ uma EDO homogénea. Entio x(t) = e~ J Dt como

— o [ —2tdt t2

a(t) = —2t, vem que x(t) , donde se conclui que x(t) =e

Exemplo 4 Considere-se a equacdo diferencial ordindria ndo homogénea
P(t)+-r=t (4.13)

esta equacdo € da forma (4.7), logo podemos reduzi-la a um caso de

primitivagao, para tal basta multiplicd-la por (4.10). Consideremos entao
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621n|t\ _ 6lnt2 — 2
Multiplicando a equagao (4.13) por u(t), obtemos:
22/ (t) + 2tz = t°

O primeiro membro da equacdo ¢ igual & derivada do produto de t>z(t),

assim,
d .
p ( 2:1:(15)) =

wtegrando ambos os termos obtemos que:

t2x(t) = Tt

entao o solugdo geral da equacio diferencial é dada por

t? c
z(t) =7+ (4.14)

4.1.1 Meétodo de Separacao de Variaveis

Considerem-se as equacoes do tipo

dz _ g(t)

dt — f(x)

em que f e g sao funcoes continuas de x e t, respetivamente. Assim,

pode ser escrita na forma

Seja F' a funcao primitiva de f, entao

d

() = g(0)
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usando a derivada da funcao composta,

d IEn —
ﬁF(x(t)) =o' F'(z(t)) = o' f(x),

Integrando ambos os membros da equagao, obtemos:
d
/ aF(m(t))dt = /g(t)dt +c&

< F(z(t)) = /g(t)dt + ¢, carbitrério

4.1.2 Equacoes Exatas

As equacoes diferenciais da forma

d
—U(t,x) =0
dt (7’:[:) )

resolvem-se facilmente, para tal basta integrar os lados da igualdade e
obtemos

U(t,x) = constante

Esta equacdo é a equacao diferencial de primeira ordem mais geral que
conseguimos, de momento, resolver. K necessario reconhecer quando é que
uma EDO pode ser transformada nesta forma, o que nem sempre é obvio,

por exemplo:

Exemplo 5
dx

=0
dt

2t +a —sint + (32° + cosx + t)

pode ser escrita na forma

d
%(ajS +t2 + tx + sinx + cost) = 0.
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Para encontrarmos todas as equacgoes diferenciais que podem ser escritas na

forma, %\I/(t, x) = 0, temos de observar a partir da regra da cadeia que:

i\l{(t )_37\11+87\I/d7$
a0 T T dt

Também a equacao diferencial

d
M(t,z) + N(t,x)d—gtg =0 (4.15)
pode ser escrita na forma
d
—VU(t,z) =0

onde M e N sdo fungdes continuas, N # 0, com as derivadas parciais M/ e

N/ continuas no retangulo

S={(t,z): |t —to| <a, |v —xz0| <b}, a,beRT. (4.16)
Se existir uma funcao F(t,z) tal que

F/(t,z) = M(t,z) e F.(t,x) = N(t,z), (4.17)
a equagao (4.15) diz-se exata. Esta designacao vem do fato de
M+ No' = F 4 Flo!
ser exatamente a derivada de F' em relagao & variavel independente ¢. Assim,
F(t,x)=c

¢ solucao de (4.15). Mas para que se possa escrever nesta forma, tem de

existir ¥(¢,x) de tal forma que

ov ov
M(t,x) = B e N(t,z) = o

Teorema 7 Sejam M (t,x) e N(t,x) duas funcgées continuas com derivadas
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parciais M) (t,z) eN/(t,z) continuas no retdngulo S dado por (4.16). Entdo
a equacdo diferencial

d
M(t,z) + N(t, x)di; =0

é exata se, e SO se,
M (t, x) = N{(t, )

Demonstragao. Por hipétese, suponhamos que

d
M(t,z) + N{(t, x)d—f =0

é exata e sabendo que

F/(t,x) = M(t,z) e F.(t,z) = N(t,x)

entao passamos a ter

"o gt "o a7/

Como M, e N/ sdo continuas, logo por Cauchy-Schwarz vem

Fiy = Fpy,
donde M, = Nj.
Reciprocamente, suponhamos que M e N verificam a equacio
M. (t,x) = N{(t,z)
Queremos mostrar que existe uma fungdo F' que satisfaca as igualdades

F/(t,x) = M(t,x) e F.(t,z) = N(t,x)

para provarmos que
M(t,x) + N(t,z)z’ =0
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é exata.

Integrando ambos os membros da equagao
F = M(t,z)

em ordem & primeira variavel (entre tg e t), temos entdao que

t t
/ Fl(s,z)ds = [ M(s,z)ds <

to to

t
< F(t,x) — F(tp,x) = | M(s,z)ds <
to
t
& F(t,x) = | M(s,x)ds + F(tg, x)

to
Seja g(x) = F(to,x) uma fun¢ao arbitraria que s6 depende de z, que vai ter
o papel de constante de integragao, e que pode ser obtida através da relagao
Fl(t,z) = N(t,x), assim,

0

o [t
= — M +4q =
o ), (s,x)ds + ¢'(x)

t
= M. (s,z)ds + ¢ (x) =

to
= N(t,x),
donde se pode concluir que
t
g (x)=N(t,z)— | ML.(s,x)ds (4.18)
to

Integrando esta equagdo entre xg e x, a fungdo g é dada explicitamente por
T t t

g(x) = / N(t,s)ds — | M(s,z)ds+ | M(s,xzo)ds+ g(xo)

o to

to
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Substituindo esta equagdo na equacao F(t,x) = ftz M (s,z)ds+ g(x) obtém-

se a solugao da equagao diferencial (4.15)

T t
F(t,z) = / N(t,s)ds+ [ M(s,zo)ds + c.
0 to

A escolha de tg e xg é arbitraria, sendo apenas necessario garantir que os
integrais ndo sao improprios. Derivando agora a nossa equacao (4.18) em

ordem a t, tem-se que

t
Nit) = 5 [ Mits.a)ds =
0

Assim, garantimos que a expressdo (4.18) depende apenas de z e fica
garantida a existéncia da funcao g. Consequentemente garante-se que F'
verifica (4.17) e é obtida por

F(t,z) = t M(s,z)ds + g(z).

4.2 Equacgoes Diferenciais de 2 Ordem

4.2.1 Equacgoes Diferenciais Lineares

Uma equagaodiferencial linear de 2% ordem é uma equacao da forma

2" = f(t,z, 7).
A equacao de 2% ordem mais famosa € a equacao da 2% lei de Newton
F=ma&
"

& F(t,z,2") = ma”.
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A expressao geral de uma EDO linear de 2% ordem é da forma

2"+ p()a’ + q(t)s = g(t) (4.19)
Se ¢g(t) = 0 obtemos uma EDO de 2 ordem homogénea.
Teorema 8 Se x1(t) e x2(t) sao duas solu¢oes da equagao

2" +po(t)’ + pi(t)x =0 (4.20)
€ c1, co sGo constantes arbitrdrias, entdo

c121(t) + caza(t)

€ também uma solucdo da equagio.

Demonstragao. Por hipotese 1 e 22 sao solucoes da equagao (4.20). Entao
qualquer combinagao linear de z; e 22 também é solugao. Seja c1, c2 € R,
logo queremos mostrar que

C121 + Cox9

também é solucdo. Assim temos que,
Jilll + po(t)ill +p1(t)z1 =0
33/2/ +p0(t)w’2 +pl(t)xz2 =0
donde podemos dizer que

(121 + cama)” + po(t)(c1x1 + coma)’ + p1(t)(c1x1 + como) =

= c12] + caxly + po(t)c1xy + po(t)caxh + p1(t)c1wy + pacozs =

= ¢y (@po(t)z] + pox1) +c2 (xhp1(t)zh + pra1) =0
0 0

Logo (c1z1 + caxa) € solucao de (4.20).
[
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Suponhamos que z1(t) é solucao de
pa(t)z” + p1(t)a’ + po(t)x =0
entdo podemos arranjar uma segunda solucao que seja da forma
xo(t) = u(t)x1(t)
substituindo na equacao temos que:
pa(uz1)” + p1(uzy)’ + po(uzi) =0 &

& pouxy + 2pou’a) + poux] 4+ pru'zy + prux + pouz <
& pou' w1 + (2pex) + pron) o' + (poa] + pra + poxi) u =10

como se sabe, x1(t) é solucdo da equagao, entao:
(p2a] + pray + pox1) =0
Falta entdo encontrar a segunda solugdo, logo

pau” 1 + (2p2x) 4+ pran) u' =0

!/
: . . u =V
Considerando a seguinte mudanca de varidvel, { v , » obtemos
=u

poV' w1 + (2po] + p1a1) V =0

Se multiplicarmos agora a EDO de 1% ordem por g—;, temos que

23V + 22V + ]ﬂx%v =0«
b2

& (22V) + %x%V =0
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Desta equacao ja sabemos determinar a equagao,

2 - [l
iV =ce ' 0" &

p1(t) dt

&SV = R 510
2
Ty

Atendendo a que v/ =V, podemos entdo concluir que

c _ rpi®)
u = —e fp2(t)dt
a1

Entao a segunda solugao é dada por

_ rp1(®)
xo(t) = w1 (t) / :13%6 I o@ g
1

4.2.2 Equacoes Lineares de Segunda Ordem
Coeficientes Constantes

Uma EDO linear de segunda ordem pode ser escrita na forma

a(t)a” +b(t)z' + c(t)x = f(t).

com

Suponhamos a, b, ¢ constantes, com a # 0. Entao, recorrendo & mudanca

de variavel ' = y, temos que:

y' =a" ay' + by + cx = f(t) y =—fz—by+

Se f(t) =0, a equacao diz-se homogénea.

Consideremos o seguinte sistema linear,

' =ax + by
a, b,c,d eR

Yy =cx+dy
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O sistema linear pode ser escrito na forma X' = AX,

R

onde A € R?>*? ¢ a matriz dos coeficientes e X € R?. A origem é sempre
um ponto de equilibrio de um sistema linear. Para encontrarmos outros
pontos de equilibrio temos de resolver o sistema linear das seguintes equagoes
algébricas:
axr +by =0
cx+dy=20

se
a

det(A) =

b
|:ad—cb:0,
c d

o sistema tem uma solugao diferente da solugdo trivial (solu¢do nula),
consequentemente temos infinitas solucoes neste caso. Mas se o detA # 0 o

sistema s6 tem a solucao trivial.

Proposicao 2 O sistema linear X' = AX tem:
1. Um dnico ponto de equilibrio se detA # 0

2. Uma linha reta de pontos de equilibrio se detA=0e¢ A#0

-

Se ad = bc, podemos ter ou nao solucdo, mas se existir, existem infinitas

Demonstracao.

solucdes. Se a =0 e f = 0, entdo temos sempre infinitas solugdes. Vejamos




axr +by =0
cx+dy=0

x = —gy
—c (gy) +dy = 0.

Desde que a # 0 temos que (ad — be)y = 0, Entdo as solugdes da equagio

(=av)

Como o y é arbitrario, temos infinitas soluc¢ées, todas combinagoes lineares

sao sempre da forma

umas das outras. Entdo o sistema tem uma linha reta de pontos de equilibrio

quando detA = 0e A # 0. No caso em que detA # 0, a tnica solugao possivel
|0
0

Teorema 9 Sejam X (t) e Y (t) duas solugoes X' = AX, em que

é a trivial,
0
0

A

Entao:
1. ¢X(t) € solugao para qualquer ¢ € R

2. X(t) +Y(t) também € solugao.

Demonstragao. Comecemos por demonstrar a primeira condi¢do. Sabemos
que se X (t) ¢ solucao de X' = AX entao temos que:

d dX ()

(X () =c—

= cAX(t) = A(cX (1))
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Assim, também c¢X () é solucao.

Provemos agora a segunda condicao: Se X (t) e Y (t) sdo solucoes de X = AX,

entao:
d _ dX(t dY(t) _ .
Z (X0 +Y () = ==+ == = AX() + AY (1) = A(X (1) + Y (1))

Entdo X (t) + Y (t) sdo solugoes de X = AX. m
Coloca-se agora o problema de como encontrar solugbes que nao sao

pontos de equilibrio do sistema
X' = AX. (4.21)

Definamos primeiro vetor e valor proprio de uma matria quadrada A.

Defini¢ao 22 Um vetor nao nulo Vy é um vetor proprio da matriz A se

AV = AWy, para algum X € R. A constante X diz-se um valor préprio de A.

Observa-se que ha uma relacdo importante entre os valores proprios,

vetores proprios e soluctes dos sistemas de equagoes diferenciais.

Teorema 10 Suponhamos que Vy é um vetor proprio da matriz A associado
ao valor préprio A, isto é, AVy = \Vp. Entao a fungao X (t) = MV € solugdo
do sistema X = AX.

Demonstragao. Vy # 0, X' = AX entao temos que
X'(t) = MMV = M(AVp) =
= M(AVy) = A(eMVp) = AX (1)
[ |

Teorema 11 Suponhamos que a matriz A tem um par de valores proprios
reais A1 # Ao e vetores prdprios associados Vi e Vi, respetivamente. FEntdo

a solugdo geral do sistema linear X' = AX é:
X(t) = aeM'Vy + Be?2Vh,
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Demonstracao. Se A # A2 s@o dois valores proprios com vetores
proprios associados Vi e Vh, respetivamente, entao V) e V5 sdo linearmente
independentes em R?. Consequentemente, para qualquer X € R? existem
a, B € R tais que

Xo = aVi + V.

Consideremos uma funcao X (¢) definida por:
X(t) = OzXl(t) + ﬁXQ(?f),

onde X; e X5 s@o solucoes previamente determinadas. Entao podemos

afirmar que X ¢é solucao de X' = AX, ou seja:
X'(t) = aX{(t) + BX5(t) =

QAX\ (1) + BAX(t) =
A(aXq(t) + BXa(t) =
AX (D).

Assim concluimos que X’ = AX. Entdo podemos afirmar que X (t) é solucao
de X' = AX, e satisfaz X (0) = Xj.

Vejamos que é a tnica solu¢do. Suponhamos Y (t) é outra solucdo de
X' = AX com Y (0) = X. Entéo podemos escrever

Y (t) = p1(t) Vi + pa(t)Va
com u1(0) = aq e p2(0) = az. Consequentemente
AY (1) = Y'(0) = dh(O)Vi + (D) Va.
Mas sabemos que
AY (t) = pi(t)AVL + pa(t) AV =

A (0) V1 + Aapa(t) Va.
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Assim obtemos que
() = A (t)

po(t) = Aapa(t)
Como p1(0) = ay e p2(0) = ag e como ja foi visto anteriormente, segue que

1 (t) = aeMt) po(t) = Bet!

donde inferimos que Y (t) é de facto X (¢t). m

4.3 Teorema da Existéncia e Unicidade de Solucao

O teorema que se enuncia em seguida é considerado por muitos como o
teorema fundamental das Equacoes Diferenciais Ordinérias.

Consideremos o sistema de equagcoes diferenciais
X' = F(X),

onde F': R™ — R™. Uma solucao é, como ja vimos, uma funcdo X : J — R"

definida num certo intervalo J C R tal que, para qualquer t € J,

Recordemos também que uma condigdo inicial é da forma
X(to) = Xo,

onde tg € J e Xy € R".
Infelizmente, as equagoes diferenciais ndo lineares podem nao ter solugoes
satisfazendo certas condicoes iniciais. Além disso, no caso nao linear poderio

existir também varias solucoes para o mesmo problema de valor inicial.

Teorema 12 Considere-se o problema de valor inicial



onde Xo € R™. Suponhamos que F : R* — R", ¢ de classe C'. Entdo eriste
solucdo unica do problema de valor inicial. Mais precisamente existe a > 0

e uma solucdo unica.
X :(-a,a) — R",

da equagado diferencial que satisfaz a condicdo inicial
X(0) = Xo.

Demonstragdo. Pelo facto que F : R — R"™ ¢é de classe C!, implica que
a funcao
X — DFx

é uma funcdo continua. A forma integral da equacao diferencial
X' =F(X),

j& visto na Observagao 3

X(t):X(O)—i—/O F(X(s))ds

Para se conseguir provar a existéncia de solucdo, vamos usar a forma integral
da equacao diferencial.

Vamos assumir que:
1. O, & uma bola fechada de centro Xg e raio p > 0
2. F' ¢ lipschitziana de constante K em O,
3. |[F(X)] <M em O,, para algum M >0
4. Escolhe-se a < min {£, +} e seja J = [—a,al.

Para provarmos a unicidade de solucdo, comecamos por definir uma
sucessao de funcoes Up,Ui,... : J — O,. Assim provaremos que estas
fungoes convergem uniformemente para uma fungdo que satisfaz a equagao

diferencial. Posteriormente, mostraremos a unicidade de solugao.
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A sucessdao de funcgoes é definida recursivamente usando o método
das aproximacoOes sucessivas, que pode ser consultado no Capitulo 6.1.
Consideremos Uy(t) = Xy. Para t € J definimos

Ui(t) = Xo + /Ot F(Uy(s))ds = Xo + /Ot F(Xop)ds =

= Xo + tF(Xy)

Como J = [—a,a] et € J, |t| < a e pela condigao 3 (|F(Xo)| < M) segue
que
[U1(t) — Xo| =

= |X0 +tF(X0) — X0| =
= [tF(Xo)| =

[t| |F(Xo)| < aM < p,
NN
<a <M

pois a < 4%, por hipotese. Entao Uy (t) € O,(Xp), Vt € J.

Suponhamos que

Uk(t) = X[) + /Ot F(Uk_l(s))ds, Uo(t) == Xo

verifica

|Up(t) — Xo| <p, Vted, VneN
Queremos entdo mostrar que
t
Uk+1(t) = X() +/ F(Uk(s))ds
0
verifica |Ug11(t) — Xo| < p:

|Uk+1 — Xo| =

Xo + /Ot F(Un(s))ds — Xo
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/ "R (U (5))ds
0

< / F(Ui(s))ds| <
0 <M

t
/ Mds
0

Mt| < Ma<p

De seguida vamos provar que
3L >0VE>0: [Upy1(t) — Up(t)] < (aK)*L

Seja L = max |U1(t) — Up(t)], |t| < a. Este maximo existe, pelo Teorema de

Weierstrass. Observa-se também que L < Ma. Temos que
Ua(t) — Ur(t)] =

‘Xo + /Ot F(Uy(s))ds — Xo — /Ot F(Up(s))ds

/0 (F(U(s)) — F(To(s))) ds

<

t
| 1P@s) ~ F(ta()ds| <
0
como F' é localmente lipschitziana de constante K,
t
/ KU (s) — Uo(s)|ds < aKL
0
Por indugdo, suponhamos que para k > 2 ja esta provado que
Uk(t) = Up—1 ()] < (aK)*'L, || <a
Entao, vem agora que

|Uk+1(t) — Uk(t)’ = ‘Xo + /Ot F(Uk(s))ds — X0 — /Ot F(Uk_l(s))ds
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/ ' F(U(s))ds — / " F(U 1 (5))ds

<

/0 " FU(S)) — F(Ui_y(s))ds

/0 |F(Uk(s)) — F(Ug—1(s))|ds <

/Otk |Ug(s) — Uk—1(s)|ds <

t
k |Uk(s) — Uk—1(8)|ds <

Considerando o = aK, vem « < 1 por hipétese e dado € > 0, podemos
escolher um N suficientemente grande tal que para quaisquer 7 > s > N,

temos que

U (t) = Us()] < > Uk (t) = Up(t)] <
k=N

o0
Z ok L <e
k=N

uma vez que o resto da série geométrica pode ser tdo pequeno quanto se
queira. Pelo Lema 2, a sucessao de funcoes Uy, Uy, ... converge uniformemente

para uma fungdo continua X : J — R". Entdo através da identidade:

i) = Xo+ [ F(Ui(5)ds

temos, passando ao limite ambos os membros da igualdade

t
lim Ug41(t) = lim (X +/ F(Ug(s))ds)
k—o00 k—o0 0

X(t) = Xo + lim (/OtF(Uk(s))ds> =
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t
X0+/ lim F(Uy(s))ds =
0 k—o0

Xo + /Ot F(X(s))ds

A demonstracdo do teorema da existéncia e unicidade de solucgao
compreende-se em dois grandes passos. O primeiro esta concluido, pois ja
provamos a existéncia de solucdo, falta entdo provar a unicidade de solugao.

Suponhamos que X,Y : J — O sdo duas solugdes da equagao diferencial

satisfazendo

Seja

Q = max |X (1) — Y (1)

Este méaximo ¢é atingido para algum ¢; € J.
Entao

t1
X'(s) = Y/(s)ds| <
0

Q=|X(t)-Y(t)|=

/0 F(X(s) — F(Y(s)] ds <

t1

K|X(s) - Y(s)|ds < akQ

<a

0
Entao, desta inequagdo,
e se @ # 0, como ak < 1, a desigualdade é impossivel
e Para que a igualdade seja valida, concluimos entdo que @ = 0.

Assim vem X (t) = Y (¢), e consequentemente a solugdo ¢ tnica. m
Em termos finais, mostrou-se que dada qualquer bola O, C O de raio p

em torno de Xy, tal que:
o |[F(X)| < M,
e F' lipschitziana de constante K;
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e 0 <a<min{f; %}

existe uma unica solu¢ao X : [—a;a] — O da equagao diferencial, tal que
X (0) = Xo. Em particular, este resultado verifica-se se F' é uma funcao de

classe C! em O.

4.4 Dependéncia das condigoes iniciais

Para que o teorema da existéncia e unicidade de solucdo possa ser ainda
mais valorizado fisica e matematicamente, é necessario completé-lo com uma
propriedade que nos garanta que a solu¢ao X (¢) depende continuamente da

solucao inicial.

Definicao 23 O fluzo associado a uma equacdo diferencial € uma aplicagao
d: RxR— R tal que
t — ®(t, )

que também se pode denotar por ®4(xg) e € a solugio de X' = f(X) que para

t =0, passa por xg.

Na verdade, o fluxo é uma familia de curvas que sao as solucgbes da equacao
diferencial X’ = f(X) para as diversas condi¢oes iniciais. O fluxo satisfaz

as seguintes propriedades:
1. ®(z0) = o0
2. D4(D4(20)) = Dpss(0)

Teorema 13 Seja O C R™ aberto e suponhamos que F : O — R"
lipshitziana de constante K. Sejam Y (t) e Z(t) solugdes de de X' = F(X) que
permanecem em O e estao definidas no intervalo [to,t1]. Entao Vt € [to, t1]

temos que
Y () = Z(1)] < [Y (to) — Z(to)[" 1)

Demonstracgao. Defina-se:
u(t) = [Y(t) = Z(t)].
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Como

Y(t) = Y(to) + /t F(Y(s))ds

20 = 2(0)+ [ Fz(s))ds,
entao:
Y(t) — Z(t) = Y(to) + /: F(Y(s))ds — Z(to) — :F(Z(s))ds —
= Y(t0) = Zlto) + [ (POY(3)) = F(Z(5))is,
Donde

v(t) <wv(ty) + :Kv(s)ds

e aplicando agora a desigualdade de Gronwall & fungao
u(t) = v(t + o),

obtemos
u(t) =v(t+tg) <

t+to
< w(ty) + Kuv(s)ds < v(tg)e!
to

donde vem
que é a conclusao do teorema. m
Em particular temos o seguinte corolario:

Corolario 1 (Dependéncia Continua das Condigées Iniciais)
Seja ®(t,x) o fluzo do sistema X' = F(X) onde F ¢ de classe C*. Entio ®

€ uma fungdo continua de X.
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Capitulo 5

Sistemas Dinamicos

Quando Isaac Newton elaborou a sua teoria sobre gravitacao, fez com que a
humanidade desse um salto em relacdo a ciéncia do passado. Até entdo, a
geometria dominava o mundo. A lei de Newton sobre a dinamica dos corpos,
introduziu a nocdo de diferenciabilidade, de derivada e de integral. A noc¢ao
de como as taxas variam no tempo, fez com que conceitos antigos tivessem
que ser revistos. A nocdo da derivada passou a envolver outro conceito sobre
limites, o que fez com que muitos matematicos se dedicassem exclusivamente

a tentar alcancar o infinito através de séries e sucessoes. A formula

) L fE+A) £

dt  At=0 At

diz que uma taxa (taxa de crescimento, taxa de inflagdo, entre outras)
varia no tempo e recebe o nome de derivada, quando para um intervalo de
tempo muito, mas muito pequeno, a diferenca entre uma funcdo no passado
e seu valor "delta” no futuro é ponderado pelo tempo e torna-se o declive de
uma reta tangente a trajetoria dos dados. Assim, a derivada de uma fungao
apresenta o declive de uma reta que é tangente a sua trajetéria, o que é bem

diferente do simples calculo da taxa média

Af() _ fE+ AL = f(?)

dt At
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Segundo Robert Devaney, um sistema dinamico é um modelo matematico
de um processo cuja evolucao passada e futura depende unicamente do estado
presente.

O principal objetivo dos sistemas dindmicos é compreender o
comportamento assimptético de sistemas, para os quais existe uma regra
deterministica para a evolucdo dos estados. Os sistemas podem envolver
vérias variaveis e normalmente sio nao lineares. E frequente a ocorréncia de
comportamentos dindmicos muito complicados, gerados mesmo por equagdes
com uma forma algébrica simples. Outro aspeto da natureza caotica dos
sistemas é a sensibilidade as condigoes iniciais, ou seja, a possibilidade de
estados tao proximos quanto se queira, sofrerem evolugdes muito diferentes.
Nestes casos, ndo podemos utilizar solucbes numéricas com total confianca,
pois existem erros de céalculo pelo meio, os quais podem produzir solugoes
bastante diferentes. Interessa-nos, entao, saber como é que uma solucao
aproximada estd relacionada com a solucao exata das equacoes.

Em certos sistemas caéticos, é possivel compreender a evolucao de alguns
conjuntos de valores iniciais e demonstrar que as soluc¢des aproximadas dadas
por um dado esquema numérico, sao tracadas pela evolucdo através da
solucdo verdadeira, ou seja, de um conjunto préximo de valores iniciais.

Se o sistema modelar o clima, por exemplo, ndo é muito interessante
conhecer todo o espetro de possibilidades de clima que podem ocorrer a
partir de certas condicgbes iniciais. Contudo, é interessante saber quais os

fatores que provocam instabilidades na evolucao do sistema.

5.1 Classificacao de Sistemas

A classificacdo de sistemas dinamicos néo se revela linear, pois cada autor
apresenta a sua propria classificagao.
Assim, a presente classificagao de sistemas dindmicos segue o que o autor

Robert Devaney expressa no seu livro, ver [5]
e Sistemas em tempo continuo e em tempo discreto

Os sistemas em tempo continuo (ou sistemas dinamicos continuos) sao

82



os sistemas para os quais o tempo sucede de forma continua, ou seja, o
tempo tem valores reais. Por exemplo, num tanque de 4gua, o nivel varia
continuamente ao longo do tempo. O estado é entdo uma funcao do tempo,
z(t) € R com t € R.

Os sistemas em tempo discreto (ou sistemas dindmicos discretos) sao
sistemas em que o tempo tem valores inteiros. O estado evolui como uma

sucessao.
e Sistemas de parametros distribuidos ou concentrados

Um sistema diz-se que é de pardmetros concentrados quando tem um ntimero
finito de varidveis de estado. Por exemplo, o volume de dgua no interior
de um tanque é apenas uma varidvel, portanto o tanque é um sistema de
parametros concentrados. Um circuito elétrico ¢ também um sistema de
parametros concentrados, pois tem um nimero finito de condensadores e
bobines.

Um sistema de parédmetros distribuidos é um sistema em que o estado nao
pode ser descrito por um numero finito de varidveis de estado. Por exemplo,
a temperatura no interior dum forno, ndo sendo homogénea, nao pode ser
descrita por uma tinica variavel nem por um conjunto de variaveis. O estado,
neste caso, vai ser uma fungao do espaco e do tempo dada por T'(z,y, z, ),
em que (z,y, z) sdo as coordenadas de um ponto no interior do forno e t ¢ o

tempo.
e Sistemas deterministicos e estocésticos

Um sistema deterministico é um sistema em que o estado toma valores reais.
Num sistema estocastico, o estado é uma varidvel aleatéria e é descrita por

uma funcao de densidade de probabilidade.
e Sistemas auténomos e nao auténomos

Um sistema nao auténomo (ou variante no tempo) é um sistema cuja
descrigdo varia ao longo do tempo. Um painel solar é um sistema variante no

tempo, pois a acumulacao de pé diminui o seu rendimento. Um automével
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também ¢é um sistema variante no tempo, pois a massa total do veiculo varia
(com o consumo do combustivel).

Um sistema auténomo (ou invariante no tempo) é um sistema cuja
descricao nao varia ao longo do tempo. Um sistema de controlo

implementado num computador digital pode ser invariante no tempo.
e Sistemas lineares e nao lineares

Um sistema linear é um sistema que verifica o chamado principio da
sobreposicdo, ou seja, a resposta do sistema a soma de dois sinais é igual
& soma das respostas do sistema a cada sinal individualmente.

Um sistema nao linear é um sistema que nao verifica o principio da
sobreposicdo. Na natureza ndo existem sistemas lineares, no entanto é usual
considerar determinados sistemas como sendo lineares, uma vez que existe
uma teoria bem estabelecida para este tipo de sistemas. Por exemplo, é
comum considerar um sistema massa-mola com atrito como sendo linear.
De facto o sistema é n#o linear, pois existem limites ao alongamento da
mola, além dos quais, esta pode partir-se ou fica deformada. No entanto, se
se fizer alongamentos reduzidos e a baixa velocidade, entdo o comportamento
do sistema aproxima-se ao de um sistema linear.

Na presente tese, vai-se estudar os sistemas dindmicos discretos,

deterministicos, continuos de parametros concentrados e variantes no tempo.

5.2 Sistemas DinAmicos Discretos

Um sistema dindmico discreto é um sistema em que o seu estado s6 muda
durante os instantes {to,t1,t2,...}. No intervalo de tempo entre dois desses
instantes, o estado permanece constante. O estado de um sistema discreto
a uma dimensao é determinado completamente por uma variavel, y. O
valor da variavel de estado nos instantes {tg,t1,%2,...} serd uma sucessao
{v0,y1,v2,...}. O intervalo de tempo entre diferentes pares de instantes
sucessivos t, € t,y1 ndo tem que ser o mesmo. A equagdo de evolugdo

permite calcular o estado y,41, num instante ¢,,1, a partir do estado y,, no
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instante anterior ¢, :
Yn+1 = F(yn) (5.1)

onde F(y) é uma funcdo conhecida. A equagdo anterior é uma equagao
de diferencas de primeira ordem. Dado um estado inicial yg, sucessivas
aplicacoes da funcdo F' permitem obter a sucessao de estados y,. Nalguns
casos pode ser possivel obter uma expressao geral para y, em funcio de n.

A evolucao de um sistema discreto de primeira ordem:

Yn+1 = F(yn)

é obtida aplicando sucessivamente a funcao F), ao estado inicial yg = c:
¢, F(e),F(F(c)), F(F(F(c))),...
ou, de forma mais compacta:
¢, F(c), F*(c), F3(c), ..yn = F"(c)

Uma forma grafica de representar a evolucao do sistema consiste em desenhar
um ponto para cada passo na sucessdo, com abcissa igual ao indice n e
ordenada igual a y,,. Recorrendo ao programa "Maxima", usando o comando
"evolution"que j4 vem incluido no pacote adicional "dynamics", é possivel

desenhar este tipo de diagrama.

Outro tipo de diagrama que é muito util para analisar os sistemas
dinamicos discretos a uma dimensio é o diagrama de degraus' que
consiste em representar as fungées y = F(x) e y = =z, e uma
série alternada de segmentos verticais e horizontais que unem os pontos
(Yo, v0), (Yo,v1)s (y1,91), (y1,y2), etc. Por exemplo, a figura (5.2) mostra o
diagrama de degraus para o caso da sucessao representada na figura (5.1).

Deverao ser dados trés argumentos ao programa "Méxima". O primeiro
argumento deverd ser uma expressao que dependa unicamente da varidvel

y, essa expressao especifica a funcdo F(y) no lado direito da equagao . O

'Em inglés staircase diagram ou cobweb diagram.
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Figura 5.1: Evolugao de y,+1 = cos(y,) com yo = 2.

yn— 1

Figura 5.2: Staircase para z,4+1 = cos(z,) com zy = 2.
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_1 'n+1

Figura 5.3: Solucdo do sistema 1,11 = 32 — 0,2 com valor inicial 1.1

segundo argumento devera ser o valor inicial yg e o terceiro argumento serd
o niamero de elementos na sucessdo, que serdo desenhados. Por exemplo,
na figura (5.2), usando a variavel y, temos F(y) = cos(y), com valor inicial
yo = 2. Para obter o grafico de evolucao dos primeiros 20 termos, usamos os
comandos: load("dynamics"); evolution(cos(y), 2, 20); O mesmo acontece

ara a funcdo "staircase", basta usar o comando staircase(cos 2.8
) 1<

Exemplo 6 Consideremos o sistema yn+1 = y2 — 0,2. Se come¢armos com
um valor yo = 1,1 obtém-se o grdfico (5.3).
Observa-se que a sucessdo converge para um valor y negativo que € o
ponto de interse¢io das fungoes F(y) = y*>—0,2 e G(y) = y, nomeadamente,
_ 5-3V5
Yy="10 -
As duas fungoes interceptam-se num outro ponto positivo y =

5435
10 -
No grdfico podemos observar que apesar do valor inicial estar muito perto
do sequndo ponto de intersecdo, a sucessio afasta-se para o primeiro ponto,

devido & fungdo y*> — 0,2 se encontrar abaizo de G(y) = y, na regiGo entre

os dois pontos de intersecao.

Se usarmos um valor inicial & direita do segundo ponto de intersecao, por

exemplo, yo = 1.5, a sucessao cresce rapidamente afastando-se para infinito
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Y

Figura 5.4: Solugdo do sistema y,11 = y,zl — 0,2 com valor inicial 1,5

(figura 5.3). Para que as sucessoes convergissem para o segundo ponto de
intersecao, seria necessario que entre os dois pontos F'(y) > G(y) isto é, que
o declive de F(y) fosse menor que 1, em vez de maior que 1, no segundo

ponto de intersecao.

Exemplo 7 Analisemos as solucdes do modelo logistico que consiste em
constderar uma populacdo P com uma taxa de natalidade constante, a, e
uma taza de mortalidade diretamente proporcional & populacdo, bP, onde a

e b sdo constantes adequadas.

A populagdo em questdo pode ser por exemplo um grupo duma espécie
animal, onde a sucessio {Py, Pi, Py, ...} representa o nimero de espécime
durante vdrios anos sucessios. Seja P, o nidmero de espécimes no inicio do
periodo n. Durante esse periodo nascem, em média, aP, espécimes e morrem

bP2. Assim, no inicio do prézimo periodo, n + 1, a populagdo serd

b
P11 = VP, (1—- ——P,
n=(a+1) < a+1 >
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Figura 5.5: Solugoes do modelo logistico com valor inicial 0.1. Para ¢ = 2
(esquerda) a sucessdo converge, mas para ¢ = 4 (direita) o comportamento
é caobtico.

. o P . - L. N
Seja yn, = b5, assim obtemos wma equagao com um tnico parametro

c=a+1

Yn+1 = Cyn(l - yn)

A figura (5.5) mostra as solugées obtidas com um valor inicial yo = 0.1, nos
casos em que c = 2 e c = 4. Para ¢ = 2 a solugdo converge rapidamente para o
ponto fixo y = 0.5. Para c =4, o estado do sistema passa por muitos valores
diferentes, entre 0 e 1, sem parecer obedecer a nenhuma regra. FEsse tipo
de comportamento é designado de cadtico. O estado num instante qualquer
estd perfeitamente determinado pelo estado no instante anterior, mas uma
pequena modificacdo do estado no instante inicial conduz a wma evolugdo

completamente diferente nos instantes sequintes.

Definicao 24 Um ponto fixo dum sistema é um ponto yg onde o estado do
sistema permanece constante. Para isso acontecer serd necessdrio e suficiente
que

F(y0) = yo
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isto €, sucessivas aplicagdes da funcdo F mnao modificam o valor inicial.

A solugcao do sistema, com walor inicial yy, € uma sucessGo constante

{y07y07 Yo, }

Consideremos um ponto fixo, onde a fun¢ao F'(z) interseta a recta y = z,
e com a derivada da fungao, F’(x), maior que 1 nesse ponto, nomeadamente,
no ponto de intersecao da curva F'(z) e arecta y = x. Assim, ao desenharmos
o diagrama de degraus a partir de um ponto perto do ponto fixo, a sucessao
afastar-se-a do ponto fixo, formando uma escada. Esse tipo de ponto fixo
designa-se de né repulsivo.

Se a derivada for negativa e menor que —1, as sucessdes também se
afastam do ponto fixo mas, neste caso, alternando de um lado para o outro,
formando uma "teia de aranha” no diagrama de degraus. Dizemos que o
ponto fixo é um foco repulsivo.

Se a derivada da funcdo F' tiver um valor compreendido entre 0 e
1, as sucessdes que comegarem perto do ponto fixo aproximam-se dele,
descrevendo uma escada no diagrama de degraus. Esse tipo de ponto fixo
designa-se de n6 atrativo.

Se a derivada da funcdo F' tiver um valor compreendido entre 0 e —1, as
sucessoes que comecarem perto do ponto fixo aproximam-se dele, alternando
de um lado para o outro, e descrevendo uma teia de aranha no diagrama de
degraus. O ponto designa-se de foco atractivo. Em suma, temos os seguintes

tipos de pontos fixos yq :
1. N6 atrativo, se 0 < F'(yp) < 1
2. N6 repulsivo, se F'(yo) > 1
3. Foco atrativo, se —1 < F'(yp) < 0
4. Foco repulsivo, se F'(yg) < —1.

Se F'(yo) for igual a 1 ou —1, a situacdo é mais complexa, o ponto fixo

poderd ser atrativo ou repulsivo, ou atrativo num lado e repulsivo no outro.
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5.3 Pontos periédicos

Se a sucessao yo, Y1, Y2, ... for uma solugdo do sistema dindmico

Yn+1 = F(yn)

um elemento qualquer na sucessdao pode ser obtido diretamente a partir de

Yo, através da funcdo composta F™

yn = F"(yo) = F(F(...(F(y))))

Uma solugdo serd um ciclo de periodo 2 se for uma sucessao de dois valores
alternados yo, Y1, Y0, Y1, ---, com yg # y1. Os dois pontos yg,y1 sao pontos
periédicos com periodo igual a 2. Como yo = F2(yg) = yo, € necessario que
F2(yo) = yo. E como y3 = F?(y;1) = y1 temos também que F?(y1) = y1.
Também como F(yo) = y1 # Yo, € preciso que F'(yo) # yo, € como F(y;) =
Yo 7 y1, também é preciso que F(y1) # y1.

Todas as condicbes anteriores podem ser resumidas dizendo que dois
pontos yg e y1 formam um ciclo de periodo 2, se ambos forem pontos fixos
da funcdo F2(y), mas sem serem pontos fixos da fungdo F(y). Dito de outra
forma, quando calcularmos os pontos fixos da funcio F?2, deverdo aparecer
todos os pontos da fixos da funcéo F, mais os pontos peridédicos, de periodo
2, da funcao F.

O ciclo sera atrativo ou repulsivo segundo o valor que a derivada de F?
tiver em cada ponto do ciclo. Para calcular a derivada de F? em yp usa-se a

regra da cadeia
(F*(y0))" = (F(F(y0))) = F'(F(y0))F'(y0) = F'(y1) F'(y0)-

Grosso modo, a derivada de F? ¢ igual nos dois pontos g,y que fazem

parte do ciclo, e é igual ao produto da derivada de F' nos dois pontos.

Generalizando, um ponto yg faz parte dum ciclo de periodo m, se

F™(yo) = yo mas F7(yy) # yo, para j < m. Os m pontos que formam o
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ciclo completo sao

Yo
y1 = F(yo)
yo = F2(yo)

Ym—1 = F™(yo).

Todos esses pontos sao pontos fixos de F™ mas ndo podem ser pontos fixos
de FJ, com j < m. Se o valor absoluto do produto da derivada nos m pontos

do ciclo: )
11 7w
=0

for maior que 1, o ciclo sera repulsivo; se o produto for menor que 1, o ciclo
serd atrativo, e se o produto for igual a 1, o ciclo podera ser atrativo ou

repulsivo, em diferentes regioes.

5.4 Modelo Linear e Modelo Logistico

Os sistemas deterministas tém em qualquer instante as equacdes que regem
o sistema (contrariamente a modelos estocésticos), partindo de certas
condigbes iniciais. O que ndo significa que o problema seja soldvel.
Tipicamente (em sistemas nao lineares) uma infima alteragao das condicoes
iniciais provoca um comportamento totalmente distinto.

Os sistemas dindmicos deterministas tém em comum duas caracteristicas:
1. Sensibilidade as condicOes iniciais.
2. Teém feedback (cada valor obtido é o proximo valor de partida).

Para que se possa entender melhor o que isto significa vamos considerar a
dindmica de um sistema que evolui em intervalos de tempo discretos. Isto

é, em vez da evolucao no tempo continuo, como a de um planeta em 6rbita,
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ou de um péndulo, tornamos tudo mais simples e vamos pensar em sistemas
nos quais o tempo é contado & unidade.

Um exemplo é a evolucao da populacao de uma determinada espécie
ao longo de sucessivas geracoes. Neste sistema, um intervalo de tempo
corresponde a uma geragao.

Suponhamos que uma primeira geracao da populacao tem xy individuos.
Qual a populacao xo da geracao seguinte?

E intuitivo que a nova geracao dependa da primeira, embora nao deva
ser necessariamente igual, uma vez que fatores como a taxa de natalidade,
mortalidade, competicao por alimento, etc., devam pesar no evoluir da
populacdo de uma geragdo para a seguinte. Portanto, pretendemos arranjar
uma regra f que englobe estes fatores e que ao introduzirmos x; nos devolva
o valor z9, da populacdo da geragdo seguinte. Prosseguindo desta maneira,
a logica serd a mesma para, a partir da 2¢ geragdo. Calculamos a populagao
da 3%, e assim sucessivamente.

Na dinamica de populacGes que estamos a definir, a iteracdo da mesma
regra permite calcular a populacao x,, de uma geracgao arbitréaria n.

Uma tunica regra de transformacao f constitui um modelo determinista
para a evolucdo da populacdo, através do mecanismo de "feedback” que
estabelece cada novo valor da populacao como o valor de partida para o
calculo da geragao seguinte.

Juntamente com feedback, a ndo linearidade é uma caracteristica
essencial nestes sistemas. A dinamica definida por f diz-se linear quando
a representacdo grafica de f for uma reta, o que significa que a regra atua
de uma maneira uniforme de ponto para ponto.

Introduzimos ja os dois ingredientes essenciais do caos e propusemos
também um sistema simples que os possui. O passo seguinte serd encontrar
uma, boa maneira de observar a evolugao da dindmica do sistema, ou seja o
conjunto dos valores x1, T3, ..., Tp, ... que representam o estado do sistema ao
longo do tempo. Estes conjuntos de valores chamam-se 6rbitas do sistema
e a melhor maneira de estudarmos o comportamento qualitativo das érbitas
é recorrendo a iteragao grafica da regra f. A figura (5.8) é um exemplo de

iteracao grafica num sistema linear e nao linear respetivamente.
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Comportamento linear

flxl+x2)=1f(x1) + f( x2)

f{x)=0,95.x
3
2
fix1)+f{x2).
z
f(x2)
(%1 )2
z 2 3 5

%1 =2 %142

Figura 5.6: Modelo Linear

fxN)+fix2) T Comportamento nio linear
fix1+x2) = f{x1) +f(x2)

fix2) * fixj=a(1-x).x

fix1). -
f[:-c1+:-=2:|l°-6

0.4

~0.E

=1 w2 x1+x2

Figura 5.7: Modelo nao Linear

94



Iteragio grafica com regra linear

Iteragdo yrafica com regra nao linear

1
y=ax fix1)
fix1) y=dx{tx}
0.E Ry y=x 0.8 ‘ =x
f(xo) ]
0.6 0.6
: : f(x2)
0.a FEEDBACK 5. a[f(%0),
0.z o2 FEEDBACK
0.z 0.4 0.5 0..8 1 : 0.z Doo.a 0.6 0.8 1
xo  x1 %2 %0 %1 %3 %2

Figura 5.8: Modelo Linear vs Modelo nao Linear

Ao tentarmos perceber como a dindmica evolui, observamos que:

1. Uma condicdo inicial zy (a populagdo da 1% geragdo) entra na regra
f de forma a obtermos o valor da geragdo seguinte. Graficamente

significa tragarmos uma linha vertical que vai de zp a f(xo).

2. f(xg) = z1, e portanto x; serd o novo ponto a introduzir na regra
para acharmos a populacao da geracdo seguinte. Se tracarmos uma
linha horizontal a passar por f(zg) = =z, este ponto encontra-se
naturalmente sobre a vertical que passa pela interseccdo da linha
horizontal, em que y = x1, com a reta auxiliar y = z, também tracada

no grafico.

3. Procedendo desta maneira para n arbitrario podemos encontrar a

posicao no grafico dos sucessivos pontos que constituem uma érbita.

Apesar de as Orbitas se poderem construir desta maneira simples, veremos

que, no caso nao linear, o sistema pode exibir uma variedade de

comportamentos complexos, incluindo caos.
logistico com uma regra de

Procurando melhorar no modelo

transformacado mais realista:

f(z) =az(1l —x)
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onde agora o fator de crescimento

f(x)

o

pode variar desde um valor méaximo, a, até 0, quando a populacdo atinge
o valor 1 (estamos deste modo a introduzir unidades normalizadas, em que
x = 1 corresponde & populacdo méxima que faz sentido considerar). Isto
traduz a ideia de que a abundéncia de recursos por individuo se reflete no
balanco entre nascimentos e mortes.

Este modelo chama-se funcdo logistica e corresponde a uma regra de
iteracao que é nao linear: o grafico do modelo logistico é uma pardbola com
a concavidade voltada para baixo.

Partindo agora de uma condigao inicial g, podemos calcular a populagao
de qualquer geracao iterando a regra de transformagao f. Tal como no modelo
linear, o valor do pardmetro a determina o comportamento qualitativo das
orbitas do sistema, mas neste caso esse comportamento é muito mais variado
e complexo.

Por exemplo, se o parametro a estiver entre 3 e 3,44, temos uma 6rbita
de periodo 2, mas se o parametro a for de 3,5, passamos de imediato a uma
orbita de perfodo 4, independentemente das condi¢oes iniciais. Deste forma,
a medida que aumentamos o valor do paradmetro da aplicagao logistica, o
comportamento qualitativo do sistema muda.

Uma descricao global do sistema envolve o conhecimento de todos
os comportamentos possiveis para os varios valores do parimetro, e essa

descricao resume-se recorrendo a um diagrama de bifurcacao.

5.5 Diagrama das Bifurcacoes para a funcao
quadratica

O diagrama de bifurcagoes é um grafico dos valores assintéticos da variavel de

estado x versus o parametro de controlo. No exemplo da aplicagao logfstica,

no eixo das abscissas, representamos os valores do pardmetro a, e no eixo

das ordenadas os valores assintoticos de x;.
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Para 0 < a < 1, s6 existe o ponto fixo estavel na origem xj; = 0, logo
neste intervalo os valores assintoticos de z), = 0 sao iguais a zero, formando
um segmento de linha reta.

Para o intervalo 1 < a < 2, a origem torna-se instavel, daf que o segmento
1

de reta seja a tracejado; quando aparece o segundo ponto fixo z; =1 — -,
que é estavel e menor que 1/2, é representado por um ramo de parabola cheia
em fungdo de a variando dentro do intervalo |1, 2[.

Para o intervalo 2 < a < 3 os mesmos factos sdo verificados, exceto o
segundo ponto fixo, que é agora maior que 1/2.

O ponto fixo estavel em a = 2 corresponde & intersecao entre este ramo
de parabola e uma reta horizontal em x = % Se tracarmos uma reta vertical
neste intervalo veremos que a tendéncia das iteracoes é atrativa em relacao
a 1}, e repulsiva em relagao a origem.

Finalmente, no intervalo 3 < a < 14 v/6, o segundo ponto fixo
perde estabilidade, sendo representado por um ramo tracejado de pardbola,
surgindo uma o6rbita de periodo 2 estavel. Esta érbita é representada por
dois ramos cheios de parabola, que correspondem aos dois sinais da expressao

a+1+va?—2a—3 _ at+1—va?—2a—3 p
5 (a) = o . Este é o estado

dada por zp(a) = e Ty
assintético da maioria das érbitas. Na verdade, as tnicas excegdes seriam
orbitas cujas condigoes iniciais fossem colocadas exatamente sobre os pontos
fixos instaveis ou nas pré imagens e que neles permaneceriam por toda a
eternidade.

Entretanto, nés jamais conseguimos especificar com precisao infinita um
nimero qualquer na pratica. Por exemplo, se usarmos trés casas decimais
(ap6s a virgula) para uma condigdo inicial, como z¢p = 0,004, a quarta
casa decimal ja é completamente incerta, no sentido que arredondamos
o seu conteudo usando a regra conhecida. Os nameros 0,0039; 0,0041;
0,0037; etc... seriam todos arredondados para 0,004, de modo que hé
uma infinidade de valores proximos porém diferentes de 0,004. E impossivel
colocar uma condicdo inicial exatamente num ponto fixo ou érbita periédica
instavel, pois qualquer pequeno desvio (como aquele provocado pelos erros
de arredondamento) ja é suficiente para afastar as iteragdes subsequentes do

ponto fixo ou érbita instavel.
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Figura 5.9: Diagrama de Bifurcagao

As duas solugoes encontradas para a funcao quadratica, supondo que
a funcdo quadrética ¢ da forma f,(x) = axz(l — z), duplicando o periodo,
obtém-se

fa(fa(m)) =,

que é uma equacao de grau 4, da forma
—a*z* + 2a%2% — (a® + a®)2® + (a® — 1)z = 0.

Parece uma equagao complicada, mas ja conhecemos duas solugoes. Uma
delas é zero e a outra ¢ 1 — é, entdo ja podemos fazer dois abaixamentos de
grau, transformando a equagdo de 4° grau numa do segundo grau. Depois
disto obtemos as solucoes vistas anteriormente.

Outra caracteristica importante dos diagramas obtidos numericamente é
a auséncia de 6rbitas periddicas instaveis. Basicamente é a impossibilidade
pratica de um ntmero com precisao finita ser colocado exatamente numa
orbita instavel.

O diagrama de bifurca¢bes mostra que ha uma sequéncia de bifurcacgoes
de duplicagao de periodo, comecando em a = 3.0 e continuando até a ~ 3.57.

Para a > 3.57 as iteragbes do modelo ndo parecem mais parar numa

orbita. de periodo bem definido, muito embora a simples observacao da
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Figura 5.10: (a) Ampliagdo de parte do diagrama de bifurcagdes do mapa
logistico. (b) Esquema de uma cascata de bifurcagoes de duplicacdo de
periodo no mapa logistico (nao esta em escala)

figura ndo nos permita, de facto, discernir entre uma o6rbita de perfodo
muito alto, como 5000, e algo qualitativamente diferente. Na verdade, este

comportamento é o que chamaremos de caos.

Feigenbaum determinou os valores do pardmetro a para os quais a
aplicacao logistica sofre bifurcacao de duplicacao de periodo. Denomine-se
an 0 valor do parametro a para o qual ha uma bifurcagao de periodo 2" para
o periodo 2", Por exemplo, a; = 3 marca a bifurcacdo de um ponto fixo
(periodo 1) para um 2-ciclo (periodo 2). Demonstra-se analiticamente que a

bifurcacdo seguinte ocorre para as = 1 + /6.

Esses resultados estdo na Tabela abaixo, que ainda contém as bifurcacoes
até periodo 128. Varias conclustes interessantes emergem da andlise dos

resultados da tabela. Inicialmente, observamos que a razao das distancias

An—1—0n—2

entre bifurcacoes sucessivas
An—0n—1

parecem convergir para um valor
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constante, & medida que cresce o periodo da érbita.

An—1—0n-—2

n | periodo=2" an, Ap — Qp-1 p———
1 2 3.0000000 - -

2 4 3.4494896 | 0.4494896 -

3 8 3.5440903 | 0.0946007 4.7514
4 16 3.5644073 | 0.0203170 4.6562
5 32 3.5687594 | 0.0043521 4.6683
6 64 3.5696916 | 0.0009322 4.6686
7 128 3.5698013 | 0.0001997 4.6692

Se este valor fosse constante para todas as bifurcaces, poderiamos
classificar a sucessao de intervalos inter bifurcagoes, a, — a,—1, como uma
progressao aritmética decrescente e infinita.

No entanto, a razao acima nao é propriamente constante, mas sim tende
a um valor constante, aproximando-se dele & medida que n tende a infinito.

Este valor corresponde formalmente ao seguinte limite,

(p—1 — Qp—
lim =L """2 _ § = 4, 669201609...,
n—+00  ap — Ap—1
que se deve a Feigenbaum.
Outra observacao importante é que a cascata de bifurcagées de duplicacao
de periodo acumula-se no ponto onde

lim
n—+00

= Qoo = 3,95699456...

Mais precisamente, podemos realizar em computador, com base nos
dados da Tabela, as distancias entre os varios pontos de bifurcacao e o valor
onde elas se acumulam

Goo — Op R =
(o] mn | "
n—0o0

onde ¢ = 2.637 e 0 é a constante de Feigenbaum.
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Capitulo 6

Métodos Numéricos

Os métodos numéricos sao métodos que podem ser usados para a obtencio
de solucGes numéricas para problemas, quando por uma qualquer razao nao
podemos ou nao desejamos usar métodos analiticos exatos. A maior parte
dos problemas concretos sao, em geral, complexos e envolvem fenémenos nao
lineares, tendo-se assim de recorrer a métodos numéricos para obter solugoes
aproximadas. Existem intimeros métodos, mas neste trabalho apenas vamos

ver alguns.

6.1 Meétodo das Aproximacoes sucessivas de

Piccard

Suponhamos que pretendemos resolver a equacgao do tipo
t
x(t) =xo+ [ f(s,2(s))ds.
to

Uma maneira de resolvermos este tipo de equacoes é através do método
das aproximagoes sucessivas, introduzido por Charles Piccard. Considere-se

como ponto de partida uma fungao continua xo(t) ou zo(t) = xg, como
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aproximacao inicial. No passo seguinte, define-se
¢
z1(t) =x0+ [ f(s,70(s))ds.
to

A terceira aproximacao como:

xo(t) = x0 +/ f(s,z1(s))ds,

to
e assim sucessivamente até obtermos a (n + 2)-ésima aproximagao,

t
Tnt1 =20+ | f(s,2n(s))ds, n=0,1,2, ...
to

A fungao x,(t) converge uniformemente para uma fungao continua x(t) em
I, que contenha ty e (¢,z,(t)) € D. Entao pelo teorema 6, podemos passar

ao limite em ambos os membros,

£(t) = lim (1) =

=z + lim tf(s, xn(s))ds =

n—o0 t
0

oot [ F(sa()ds,
to

logo, x(t) é a solugao pretendida. A solugao pretendida existe e é tnica, mas

para se poder fazer esta afirmacao, sdo precisos dois importantes resultados.

Teorema 14 (Existéncia Local) Se se verificarem as segquintes condigdes

para a e b, nimeros reais positivos fizos:

1. f(t,z) € continua num reténgulo fechado
S=(t,x):|t—to| <a, |v—mz <b,

pelo que eviste M >0 : |f(t,x)| < M, Vt,z €8

2. f(t,z) satisfaz a condicio de Lipshitz com constante L em S
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3. xo(t) € continua em |t —to| < a e |zo(t) —zo| < b
Entdao a sucessao gerada pela iteracdo de Picard converge para a tunica
solugao x(t) do problema de valor inicial, definida no intervalo

Iy = {t:|t—to| <h},

com h = min {a, %} . Além disso, para t € Iy, € vdlida o sequinte estimativa
para o erro:

(Lh)"
n!

lz(t) — 2, (1) SNeLhmin{l, },n:O,1,2,3,...

t) — ) <N
comlgé&}zclm() zo(t)| <

Demonstragao. Esta demonstragao podera ser consultada em [8] m

Teorema 15 (Existéncia Global) Se se wverificarem as  sequintes

condicdes para a > 0 fixo:

1. f(t,z) € continua no retdéngulo fechado

T={(tyx): |t —to] <a, |z|]<-+o0}

2. f(t,z) satisfaz a condigao de Lipschitz em T
3. xo(t) € continua em |t —to| < a

Entao a sucessao x,(t), gerada pela iteracao de Piccard, existe no intervalo

|t —to| < a e converge para a unica solugao x(t) do problema de valor inicial.

Demonstracao. Esta demonstragao podera ser consultada em |8 m

6.2 Foérmula de Taylor

A formula de Taylor ou polinémio de Taylor permite o calculo do valor de

uma, funcao por aproximacao local através de uma funcido polinomial.
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Suponhamos que f é uma funcao derivavel num intervalo aberto contendo

um ponto tg temos que:

T(t) = f(to) + f'(to)(t — to)

Esta é uma fungio que descreve a equacdo de uma reta. O grafico de T' é uma
reta tangente ao grafico de f no ponto (to, f(to)). Ao fazer a aproximacao

de f no ponto ¢t por T no ponto ¢t comete-se um erro:

E(t) = f(t) — f(to) — ['(to)(t — to)
E®t) _ fit)—flto)
t—ty  (t—to == f(to)

m El) _ lim (f(t) — f(to)
t—to (t —tg)  t—to t

20
t=to (t — to)

~—

= f'(to) — f'(to)

0
t—to (t — o)

=0

A dltima expressao significa que o erro cometido tende a zero mais rapido que
a diferencga (t—tp). A fungao T é um polinémio de 1° grau que é denominado
por polinémio de taylor de ordem 1 de f em torno de ¢y e pode der escrito

como:

Pi(t) = f(to) + f'(to)(t — to)

Antes de se pensar em resolver uma determinada equacido diferencial ha que
garantir que essa equacao tem solucao e que é inica. Note-se que a solucao
da equacdo

'(t) = f(t,z) te(a,b)

se existir, nao é dnica pois, ao integrarmos, introduzimos sempre uma
constante de integracao. Uma das condicoes para obter a unicidade da

solugdo é especificar z(t) num ponto ty do intervalo [a, b], usualmente ty = a.
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Ficamos assim com o problema de valor inicial.

a'(t) = f(t,x) w(to) =a,

Considerando o problema anterior com f uma funcao suficientemente
diferenciavel nas variaveis t e y, entao a formula de Taylor pode ser descrita
da seguinte forma:

t—t
( 2' 0)$/I(t0)+...,

x(t) = x(to) + (t — to)z'(to) +

com ty = a. As derivadas desta expressao ndo sdo conhecidas explicitamente

visto que a solugao também nao é conhecida. No entanto, podemos escrever

'(t) = f(t,2),

(1) = Vi),

usando a regra da cadeia temos que

) = B a) = o+ o) 60) = (4 RO, (6)

2
2" (t) = Zf?(t,m) = (fuu +2f1af + foaf? + fifo + [21)(t, @), (6.2)

onde

fltr) = D), nlnn) =)

Por razdes praticas temos que limitar o numero de termos na expansao em

_9f
- Oz

série de x(t) a um numero razoavel, o que nos conduz a restri¢oes nos valores
de t para os quais a expansao nos da uma boa aproximagdo. Se tomarmos a

formula de Taylor truncada no termo de ordem k temos, para t = t1,

h? e
l’(tl) Tl =X+ hf(to,l’o) + af/(to, 1’0) + ...+ yfk l(to,xo)
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onde ,
, dif
J 24
F7(to, wo) = 5 (o, o).
Podemos definir assim, para cada k& = 1,2..., um método de passo dnico

explicito que permite obter solugdes aproximadas x; ~ z(t;) da forma
Tit1 = T + hq)(ti, X;; h)

em que

h2 / hk k-1

Os métodos assim definidos sdo conhecidos por métodos de Taylor. O método

desta classe mais simples é quando k=1 :
LTi4-1 :xz"i'hf(tuxz)v 7::07172a"- T = a,

designado por método de Euler (explicito).

6.3 Meétodo de Euler

O método de Euler é um dos mais antigos e simples, desenvolvido por Euler,
que também pode ser denominado por método da tangente. E um método
atraente pela sua simplicidade, mas em calculos mais complexos ndo é muito
utilizado, pois para se conseguirem boas aproximagcdes tem de se recorrer a
um maior niimero de cilculos. O Método de Euler corresponde ao Método
de Taylor, parando-se na primeira derivada. No desenvolvimento através do
método de Taylor, tem-se:

2 3

h h
z(to + h) = z(to) + 2'(to).h + :c”(zto).5 + :zc”’(to).5 +

No Método de Euler, toma-se:

x(to + h) =~ z(to) + 2 (to).h
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Como 2/(t) = f(t,z), tem-se:
Ty = (L‘(tl) = .I'(t() + h) ~ x(to) + f(to,l‘o).h

O método de Euler é um procedimento numérico para aproximar a solucdo

da equacdo diferencial !

x = f(t,l')

que satisfaz a condigdo inicial z(tg) = xo. Sabemos que o grafico da solugao
passa pelo ponto (g, zg) com inclinacdo igual a /() (ou seja, com inclinagao
igual f(to,x0)). Isto serve de ponto de partida para achar uma aproximacao
da solu¢ao. Comegando pelo ponto (g, zg), podemos seguir na dire¢ao dada
pela inclinagao. Usando um pequeno passo h, seguimos ao longo da reta
tangente até chegar ao ponto (¢1, ;). Considerando (1, 1) como novo ponto

de partida, pode-se repetir o processo e obter um segundo ponto (t2, x2), onde
to=t1+hexos=x1+ hf(tl,wl).

O método de Fuler consiste na repeticao deste processo e gera a sucessao de

pontos

tht1 =1tn + he Tp+1 = Ty + hf(tnvxn)a n=20,1,23,.. (63)

Tn41 € 0 valor aproximado da solugao original, no instante t = ¢,,41.

Para determinar o valor aproximado da solugao que satisfaz x(tg) = xo,
num determinado instante £, temos de dividir o intervalo [tp, {] num namero
finito de intervalos de amplitude h. O passo h determina quantas vezes vamos
ter de iterar o processo definido em (6.3) para seguir a solugao desde t, até
&. Se (&) é o valor aproximado de z(&) entao o erro absoluto do método de

Euler é dado por
|Z(£) — wel.

!Estamos a admitir que a equacdo é suficientemente bem comportada, de forma a
garantir a existéncia de uma tnica solugao num intervalo que contenha o ponto tp e os
pontos ¢; usados na construgdo seguinte.
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Este tipo de erro diminui com o tamanho do passo. Uma das vantagens deste

método é que é de facil programagao.

6.4 Método de Runge-Kutta RK2

Em andlise numérica, os métodos de Runge-Kutta formam uma familia
importante de métodos iterativos implicitos e explicitos para a resolucdo
numérica (aproximagao) de solugbes de equagoes diferenciais ordinérias.
Estas técnicas foram desenvolvidas por volta de 1900 pelos mateméaticos
C. Runge e M.W. Kutta. Este método pode ser entendido como um
aperfeicoamento do método de Euler, com uma melhor estimativa da
derivada da funcdo, calculando-a em mais de um ponto. No método de
Euler a estimativa do valor de x,1 é realizado com o valor de z,, e com a
derivada no ponto t,. No método de Runge-Kutta, encontra-se uma melhor
estimativa da derivada com a avaliacao da funcao em mais pontos no intervalo
[tn, tn+1]. Um método de Runge-Kutta de ordem n possui um erro da ordem
de O(h™*1). Vamos utilizar o método de Runge-Kutta de 2* ordem (RK2),

que calcula a derivada em dois pontos, cuja a férmula é dada por

h
Tptl = Tn + 3 (f(tn,xn) + ftn + hyxn + hf(tn,zn))), n=0,1,2, ...

E facil perceber que o método de RK2 fornece uma melhor aproximacao do
que o método de Euler. Grosso modo z, calculado por RK2 é um tipo de
média aritmética de =, e x,+1 de Euler.

Para compreendermos qual a razao analitica pela qual o método de RK2
nos d4 melhores aproximacdes do que o método de Euler, tomemos agora o

férmula de Taylor de segunda ordem, em torno do ponto ¢

z(t+h) = x(t) + ha'(t) + h;x”(t) +O(h?) (6.4)

Como 2'(t) = f(t,z), temos que



= ft + fl‘fa
por (6.1). A equacgdo (6.4) é entdo equivalente

2
z(t+h) =x(t) + hf(t,z) + %(ft(t,x) + fo(t,2) f(t,2)) + O(R®).  (6.5)

Considerando f(t + h,z + hf(t,z)) como fungao de h e escrevendo a sua

formula de Taylor em torno de ¢(z) vem
flt+ha+hf(t,2) = f(t,2) +h(fi(t,2) + folt,2) f(t.2)) + O(h®) &

f(t + ha T+ hf(t, .%')) - f(t7$) + O(hQ) = h(ft(tvw) + f:v(t7$)f(t7x))

donde a equagao (6.5) é entdo equivalente a

z(t+h) = x(t)+g [2f(t,z) + (f(t+ h,x + hf(t,z)) — f(t,2)) + O(h*)]|+O(h?)

ou seja,

z(t+h)=z(t)+ g [f(t,2) + f(t+ h,x + hf(t,z))] + O(h%).
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Capitulo 7

Teoria Qualitativa de Sistemas
de Equacoes Diferenciais

Ordinarias

A teoria qualitativa das equacoes diferenciais foi desenvolvida por Henry
Poincaré. Uma grande parte destas equacoes nao pode ser resolvidas por
métodos analiticos, sendo necessario estuda-las qualitativamente.

0Os métodos numéricos estudados no capitulo anterior dao-nos a informacao
necessaria de como podemos abordar o estudo deste tipo de equagoes
diferenciais. Mas uma outra maneira complementar de as estudarmos
é qualitativamente.  Este método permite que se estude também o
comportamento das solucoes das equacdes diferenciais e nao apenas a sua
informacdo quantitativa.

Consideremos o crescimento de duas populagoes,

dzx
a f(%y)
dy
at —g(l‘ay)
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suponhamos que temos duas espécies a competir, cujos tamanhos sdo z(t) e

y(t). O crescimento destas espécies pode ser dado pelas equagoes:

dx

€ = a1z — b1x2
dy 2
= = — boy”.
dt ay 2Y

Assumimos que a competicdo pode ser dada subtraindo o produto do

tamanho das duas populacdes. Assim,

d
d—j = a1z — bja® — c1xy
d
dfgz = agy — byy® — coxy

onde ¢; é positivo, pois se z(t) e y(t sdo populagdes, a solucio se existir

estard no primeiro quadrante do plano xOy. Como

dx
i a1z — bz — iy = z(ay — bz — 1Y)

temos que Cfl—f anula-se no eixo Oy, isto é

dx
0
dt
se
r=0Va —biz—cy=0

b1 ar
~ a4 2
c1 c1

r=0Vy=

Na figura podemos observar a formagdo de um tridngulo no primeiro

quadrante, formado pela reta y = —%l‘ + %11, aretax =0earetay =0,

onde Z—’f ¢ positiva no interior, pois é o produto de dois fatores positivos.

Em qualquer ponto fora do tridngulo e no quadrante em causa, temos que

x decresce, pois % ¢é negativa quando um dos fatores é negativo. Vejamos
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x diminui

x aumenta

Figura 7.1: Gréfico para o valor qualitativo de z.

agora 0 que acontece para a expressao %.
dy
— =y(az — by — oz
o = Ylaz = bay — )

. d
donde se conclui que £¥ = 0 quando

Nesta figura podemos também observar um tridngulo no primeiro quadrante,
onde % é positivo no interior, pois é o produto de dois fatores positivos.
Nos pontos do primeiro quadrante que estdo fora do tridngulo e que nao
estejam nos eixos coordenados, % é negativa. Entao y decresce nesses
pontos. Vejamos um exemplo:

Exemplo 8 Vamos usar os sinais da derivada para observar o que acontece

com o comportamento de duas espécies modeladas pelas seguintes equagoes:

d
d—?sz—2x2—5xy
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2,

b,

y diminui

y aumenta

)

2

Figura 7.2: Gréfico para o valor qualitativo de y.

dy 2
= =y —y° — 2xy.
i y—y Ty

Analisando os pontos criticos

2z — 222 — 5zy =0
y—y* =2y =0

@{ 2(2— 22 — 5y) = 0
y(l—y—22)=0

r=0Vv2—-2x—-5y=0
y=0V1l—-y—-2x=0

Entao Cfl—f anula-se para © = 0 ou y = % — %x e % anula-se para y = 0 ou

y=1-—2x.

Consequentemente, anulam-se simultaneamente em

e r =20
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Figura 7.3: Comportamento de duas espécies

z=0
y=0vy=1

Desta forma ficamos com os pontos (0,0) e (0,1).

o y=20

r=0Vvzx=1
y=0

Desta equacao ficamos com os pontos (0,0) e (1,0). Falta-nos ver ainda um

ponto:

2—-2x—-5y=0
l—-y—-2z=0

y=1-—2z

Tr =
=
{y_

Logo o ponto que ainda temos de considerar é (%, i) .

{ 22 —54+10x=0
=

W[ ool

Nestes quatro pontos, quaquer solucdo que parta deles serd estaciondria.

Utilizando a informagao obtida no caso genérico, podemos entao obter o
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campo de vetores da figura 7.3. Ao seguirmos as dire¢oes indicadas pelas
setas, observamos que todas as outras solucoes tendem para os pontos de
equilibrio indicados anteriormente, & medida que t tende para infinito. A
maioria das soluges parece tender para (0,1) ou (1,0) o que leva entdo a

extincao de uma das espécies equanto a outrra se aproxima de 1.

7.1 Retrato Fase de Sistemas Lineares

Nesta seccao iremos obter solugdoes geométricas de um sistema de equagdes

lineares, homogénea, de coeficientes constantes, dado por

dx
— =a1r + by

dt
d
dit/ = aox + boy
Na forma matricial temos que:
Dx = Ax
onde
x=|"
Yy
e
S| @ b1
a9 bg

y(t)

que pode ser pensado como a parametrizagdo de uma curva. Se X(t) é
solucao do sistema, entao podemos dizer que a curva é a curva integral do
sistema. O primeiro passo para a representacdo geométrica das solugoes de

um sistema dado, serd o de esbogar as suas curvas integrais. E claro que
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uma curva integral dad-nos menos informacao do que a férmula explicita da
solucdo. Através da formula podemos determinar nao s6 os pontos da curva
integral mas também o tempo em que cada ponto é alcangado. Comecamos
entdo por notar que se X (t) é solucdo de DX = AX ety é um valor fixado de
t entdo X(t + tp) € solucao. Contudo, estas solugdes determinam a mesma
curva integral. Se X (t) chega ao ponto t = t; entdo X (¢ + o) chega ao
mesmo ponto quando t = t; — ty. Por outro lado, se X7 e X5 sao solucoes de
DX = AX entdo chegam ao mesmo ponto mas em tempos diferentes, donde
Xo(t) = X1(t + to), para um determinado tg. Assim X; e Xy determinam a
mesma curva integral. Um facto que deveremos ter em conta é que curvas

integrais distintas do sistema DX = AX nunca se intersetam.

Também podemos observar que X = 0 é sempre solugdo do sistema
DX = AX. A curva integral determinada por esta solucdo consiste num
ponto na origem do referencial e deve ser incluida no retrato fase de DX =
AX.

Vejamos o exemplo seguinte.

1 1
Exemplo 9 Consideremos DX = AX com A = [ ]

|A— X[ =0

1—A 1
3 —-1-A

(1-A)(-1—X)—3=
= (-9

Assim podemos concluir que os wvalores proprios sGo X = 2 V. A = —2

Passemos entdo ao cdlculo dos vetores proprios:
(A=XHX =0
e se A=2
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donde

Entao V' € o vetor préprio associado a valor préprio A = 2

o se A= -2
3 1] |z 0
= &
3 —1| |y 0
3 =0
TrY &y = -3z,
3z+y=20
logo o vetor prdprio associado ao valor préprio A = —2
V=

4

Assim temos dois vetores proprios associados aos seus valores proprios

reais distintos e as solugoes sio entdo do tipo
X1 =MV Xo =M,

Donde se tem que:

Entao a solugao geral X (t) é da forma
z(t) = aXq + bXs
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Apobs a andlise do exemplo, passamos entdo ao desenho do retrato de fase.
Podemos observar através da equacao geral X (¢) que a medida que ¢ varia,
o valor do vetor da funcdo vai cobrir todos os miltiplos positivos de V; e
V5. As curvas integrais correspondentes a estas solugdes sdo as semiretas
que passam pela origem e determinadas pelos vetores proprios. As partes
negativas destas fun¢Ges também sdo solugées. Como a origem por si 86 é
uma curva integral, o retrato de fase também inclui este ponto. A dire¢do
ao longo destas linhas é determinada pelos sinais dos valores proprios. Se
A1 = —2 entdo X;(t) e —X;i(t) aproximam-se da origem & medida que t
aumenta. Quando Ay = 2 entdo Xs3(t) e —Xa(t) afastam-se da origem a
medida que ¢ aumenta. De acordo com o grafico (7.4) a figura representa um
retrato de fase tipico de um sistema linear de segunda ordem com valores

proprios de sinais opostos. Daqui podemos retirar algumas conclusdes:

1. Se V é um vetor préprio de A correspondente ao valor proprio A # 0
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entdo o retrato de fase do sistema DX = AX inclui as linhas que
passam pela origem determinadas por V. O resultado de trés integrais

de curva sdo: a origem e duas semiretas.

2. Se A é uma matriz 2x 2 com valores reais de sinais opostos Ay < 0 < Ag,
entdo o retrato de fase de DX = AX inclui duas linhas que passam pela
origem determinadas pelos vetores préprios Vi e Vo correspondentes a
A1 e Ao respetivamente. Qualquer outra curva integral é assintética
quando t — —oo a linha determinada por Vi, e quando t — 400 a

linha determinada por V5.

Vejamos entdo o seguinte exemplo:
Exemplo 10 Consideremos a matriz A definida por

-l

Passamos entdo a determinar os valores proprios

|A—X|=0
4 1 10
- A =0«
3 2 0 1

4— A 1
3 2-A

=

Donde podemos concluir que
4-N2-XN)-3=0«

A=1 V A=5

Assim podemos considerar que \y = 1 e Ay = 5. Vamos agora encontrar os

vetores proprios associados aos valores proprios encontrados anteriormente.
(A=X)X =0
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Entao para Ay = 1 temos que

4 1 10 z| |0
3 2 0o 1|/ |yl o]’
de onde obtemos o sequinte sistema:

3z +y=0
3r+y=0

Assim, y = —3x, logo

Concluimos que para

temos

Para o caso em que Ao =5

(o D=L

de onde obtemos o sequinte sistema:

—x+y=0
3r—3y=0

Assim, y = x, entao

Concluimos que para
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temos

Obtemos assim os vetores proprios

1

V:
R

eVQZ

1]

associados aos dois valores proprios reais distintos. Temos de ter em conta
que como ambos os valores préprios sdo positivos, afastamo-nos da origem

do referencial. A soluc¢ao é da forma
X(t) = ae'Vi + bWy a,b#£0

Agsim, podemos observar que ambos os termos aumentam quando t — +00
e ambos tendem para zero quando t — —oo. Pondo e em evidéncia na
equacao acima,

X(t) = e (ae™ 1V + bV3).
Verifica-se entdao que

e { — +0o0

O primeiro fator tende para zero e o segundo fica constante,
X(t) = (ae™ MV +bVh) &

X(t
g} = ae”*V; + b3
(&

ou seja, —= aproxima-se de bVh. == & sempre paralelo a e bVs &
ja, 4 aproxi de bVa. 28 ¢ sempre paralelo a X (1) e bV ¢

paralelo a V3, entdo quando t — 400, a inclinagdo de X (¢) aproxima-se da

inclinacdo da linha determinada por V5
e t — —oo O raciocinio é analogo.

As curvas integrais estdo esbocadas na figura 7.5. Como todas as curvas
integrais (excepto a origem) se afastam da origem ¢é natural chamarmos-lhe

fonte.
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Figura 7.5: Retrato de Fase para DX = AX, Ay >\ >0

Outros casos poderdo ser estudados como, por exemplo, o caso em que
temos valores proprios reais iguais e apenas um vetor préprio linearmente
independente. Neste caso observamos uma convergéncia para a origem do
referencial. Se o valor proprio é negativo, chamamos neste caso escoadouro a
origem. Se for positivo, termos um afastamento da origem vetores proprios

também forem iguais, essa convergéncia mantém-se mas por caminhos

diferentes.

no6 escoadouro no fonte
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No caso de termos um dos valores préprios igual a zero, da-se um
afastamento generalizado da origem do referencial paralelo a bissetriz dos
quadrantes pares ou fmpares, dependendo se o outro valor préprio é positivo
ou negativo.

Vejamos agora o que acontece quando A é uma matriz 2 X 2 com valores
proprios complexos conjugados (a + ib). Para tal, comegamos por analisar o

seguinte exemplo:

-0,5 -1
Exemplo 11 Considere-se a matriz A = . 0.5
|A—XI|=0
5
M+A+-=0
+ A+ 1
Donde se conclui que os valores proprios sGo A = —% + 4. Assim, obtemos
um par de valores proprios complexos conjugados com a = —% eb =1

Se o0s valores préprios sio complezos entdo todas as curvas integrais andam
em torno da origem do referencial, dado que se A nao tem valores préprios
reais, entao DX néao pode ser paralelo (ou perpendicular) a X. No plano
isto pode acontecer, essencialmentem, de trés formas: em espiral para
dentro, em espiral para fora ou em curvas (eliticas ou circulares). Como os
valores proprios sGo complexos, entdo as solugoes envolvem termos da forma
e cos(bt) e e sin(bt). Analisando e™ observa-se que se a < 0 e t — 400
entdo e® — 0, logo todas as solugdes convergem para a origem. Mas se a > 0

et — +oo o fator e® cresce exponencialmente. Entdo:
1. a <0 temos wma espiral convergente
2. a > 0 temos uma espiral divergente
Para encontrarmos o retrato de fase correto para o nosso exemplo vamos

encontrar a direcao do ponto ao longo do eixo dos yy, dado que ja sabemos

que a espiral é convergente para a origem, mas ndao sabemos o sentido do
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Figura 7.6: a < 0 as solucoes convergem para a origem

-0,5 -1 o | -1
1 -0,5| (1] [|-0,5
Entao ‘fl—f = —1 < 0, logo para o nosso exemplo vamos ter dire¢do no sentido
contrario ao dos pontos do relogio. O retrato de fase serd de acordo com a
figura 7.6.

No caso em que temos valores préprios imaginarios puros, ou seja, a =

movimento. Assim,

0, entdao obtemos curvas fechadas & volta da origem, sendo o movimento

periddico.

7.2 Linearizacao e Estabilidade de Pontos de
Equilibrio

Nesta seccdo continuaremos a trabalhar com sistemas de equacbes para

0s quais as curvas integrais ndo se intersetam. Para garantirmos esta

propriedade é necessario que o nosso sistema seja auténomo, é o mesmo que

dizer que a derivada de cada varidvel é uma funcao dos valores das varidveis,
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Figura 7.7: a > 0 crescimento exponencial

mas nao depende explicitamente do tempo. Um sistema de segunda ordem

auténomo pode ser escrito na forma

dx d

Assumimos que as fungbes f e g sao suficientemente regulares tal que cada
problema de valor inicial tem uma tinica solugdo. Como usualmente temos

feito, usamos a notacao vetorial

[
y(t)

para solucdo. A anélise do comportamento das solugdes do sistema comeca
com a determinacao das solucoes constantes do sistema. Sempre que uma
solugdo & da forma X(t) = ¢, dizemos que é um ponto de equilibrio do
sistema. Sao pontos de coordenadas cuja derivada é simultaneamente zero.

Assim, o equilibrio do sistema ocorre nos pontos do plano onde

flz,y) =g(z,y) =0
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Suponhamos que X = ¢ é um ponto de equilibrio do sistema 7.2, onde

CZH.

Dizemos que X = ¢ é atrator se existe um circulo com centro (a,b), tal que
qualquer solugao X (t) que comega no circulo, aproxima-se de ¢ & medida que
t — 00.

Um atrator X = c é estavel no sentido em que todas as solucoes que comecam
perto de ¢ mantém-se perto de X = c. Por outro lado, se existe um circulo
centrado em (a, b) com a propriedade de que algumas solu¢oes comegam perto
de ¢ e algumas solugoes afastam-se e outras nao, entao X = ¢ é instavel.
Em particular, se todas as solugdes que comecam perto de ¢ saem e mantém-
se fora do circulo, dizemos que X = c é repelente. Assim podemos considerar

trés aspetos:
1. se todos os valores préprios tém parte real negativa, X = c é atrator;
2. se todos os valores proprios tém parte real positiva, X = ¢ é repulsor;

3. se existem valores proprios com parte real de sinais opostos, ou parte

real nula, significa que X = ¢ ndo é atrator nem repulsor.

Para analisarmos o equilibrio de um sistema nao linear, iremos recorrer
A sua linearizacdo, ou seja, aproximar o sistema dado por um sistema linear
perto do ponto de equilibrio.
Para escrevermos o sistema aproximado, usamos fz, fy, gz, gy que

representam as derivadas parciais

of Of 0g Og

Ox’ Oy’ 0x’ Oy’
respetivamente, e supondo que sdo fun¢oes continuas, podemos escrever
f(z,y) = f(a,b) + faa,b)(z — a) + fy(a,b)(y — b) + P1(z,y)

g(.’II,y) = g(a’v b) +g$(a7 b)(x - a) +gy(aa b)(y - b) + (I)Q(xay)
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Figura 7.8: Retratos de Fase
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onde ®; e ®5 sdo funcgdes que satisfazem:

li (I)i(xa y)
11m i
(x7y)_>(a‘7b) [(I’ — a)2 + (y — b)2:|§

Uma consequéncia imediata é que se
a

C =
b

dzx d

_ @y _

é ponto de equilibrio do sistema

(tal que f(a,b) = g(a,b) = 0) entdo o sistema linear

% = fx(a, b)(l’ — CL) + fy(av b)(y - b)
% = gx(a, b)(x - CL) ‘*’gy(a’ b)(y - b)

é uma boa aproximacao de

dzx d

_ @y _

numa vizinhanca de c.

Sey=x—ce

A=

fo(a,b) fy<a,b>]
9:(a,) gy(a,b)

entdao Dy = Dux, tal que o sistema linear que aproxima a solucao pode ser

escrito na forma Dy = Ay em que A é a matriz linearizada de

dx dy

a:f(xay) a:g(xay)

numa vizinhanca de c.

Teorema 16 (Hartman-Grobman) Se a linearizagio da matriz A néo
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tem wvalores proprios nulos ou imagindrios puros, o retrato de fase para

dx dy
5 = f@y) o =gy)
perto do ponto de equilibrio ¢, pode ser obtido pelo retrato de fase do sistema

linear Dy = Ay, através de uma mudanca de coordenadas continua.

Demonstracao.
A demonstracdo podera ser consultada em [11]

m D.M. Grobman, em 1959 e P. Hartman, em 1963, provaram
independentemente que na vizinhanca de um ponto de equilibrio
hiperbélico, um sistema linear de dimensao-n apresenta um comportamento
qualitativamente equivalente ao do sistema linear correspondente.
Entenda-se por ponto de equilibrio hiperbélico quando os valores préprios,
calculados a partir da versao linearizada das equacoes originais, tém parte
real ndo nula. Assim este teorema garante que a estabilidade de um ponto de
equilfbrio hiperbélico é preservada quando se lineariza o sistema, em torno
desse ponto.

O retrato de fase é topologicamente equivalente® ao retrato de fase do sistema
linear associado, em torno do ponto de equilibrio.

Se o ponto de equilibrio é nao hiperbélico, entdo a linearizacdo nao permite
retirar conclusoes sobre a sua estabilidade. Nesses casos é necessario utilizar
outras estratégias.

Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 12 Considere-se o sistema

d
d—f:2m—2x2—5xy
dy 2
2y —12 =2
i y—y Y

Assim,
f(z,y) = 2z — 22% — 5zy

!Dizemos que dois retratos fase sio topologicamente equivalentes quando um é uma
versao distorcida do outro.
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g(z,y) =y —y* — 22y

Os pontos de equilibrio ocorrem quando

dx
dr _
d
dt
,y) =0
o flz,y o
g(z,y) =0

r=0V2-2x—-5y=0
=
=0V1l-y—2x=0

e Sex=0

oSeac:I—%y

—
NSO
1l
A= ooleo
<
——
S
1l
o

Assim, os pontos de equilibrio sao:

0,0, (1,0), 0,1), (5,7)

Para calcularmos a linearizacdo do sistema temos de calcular as derivadas

parciais de
f(z,y) = 2z — 22% — 5xy

g(z,y) =y —y* — 2wy
fe=2—4x -5y, f,= -5z
9o =2y, gy=1—-2y—2x
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Entao obtemos a matriz:

2 —4x — by -5z
—2y 1—-2y—2zx

Para cada ponto de equilibrio calculamos a matriz linearizada e o respetivo
valor proprio.

v Para o ponto de equilibrio (0,0)

2 0
Ao [0 1]

A=1Vai=2

vem

Sao dois valores proprios reais positivos, logo (0,0) é repulsor. Vejamos

entao os vetores proprios:

(b3 DL

=V =

v Para o ponto de equilibrio (0,1)

-3 0
-2 -1
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vem
A=-3 VAi=-1

Sao dois valores préprios reais negativos, logo (0,1) € atrator. Vejamos entdo

0s vetores proprios:

e (13 %) 2])}[?][3]@
N (FRI 2])}[21 -

V' Para o ponto de equilibrio (1,0)

2 -5
A
1.0) [0 —1]

A=-2VAi=-1

vem

Sao dois valores prdprios reais negativos, logo (0,1) € atrator. Vejamos entao

0s vetores proprios:

0)\1:—2




0)\2:—1

A—A|=0

3 15

23\ 15
‘41 P =0e

3 1A
3 1
eA=-2vi=-
2 2

Sao dois valores proprios reais de sinais opostos, logo (%, i) € instdvel mas

nao repelente. Os vetores proprios calculam-se como anteriormente:

(A-ADX =T,

e obtemos

‘/1: aVQZ

— ot

associados respetivamente a A\ = —% € X = %

Como nenhum dos valores proprios é zero ou imaginédrios puros, o teorema
de Hartman-Grobman diz-nos que o retrato de fase perto de cada ponto
de equilibrio (a,b) é semelhante ao retrato de fase do sistema linearizado
Dy = A(qp)y- A seguinte imagem da-nos uma nocao do retrato de fase do
sistema.

Como ja foi falado, o teorema de Hartman-Grobman tem duas limitac¢oes

1. Nada nos diz da linearizacao de sistemas com valores proprios zero ou
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Figura 7.9: Retrato de fase para dois valores reais distintos

imaginarios puros.

2. Quando o teorema se aplica, apenas nos da informacao em torno do

ponto de equilibrio.
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Capitulo 8

O Péndulo Magnético

A presente tese intitula-se "Equacdes Diferenciais Ordinéarias e o Péndulo
Magnético”. Até ao momento debrugdmo-nos sobre a primeira parte do

titulo, falta entdo analisar a segunda parte.

8.1 Deducao das equacoes e algumas consideracoes

A experiéncia com o péndulo magnético consiste em ter suspensa por um fio
uma esfera.

No plano zoy teremos trés imanes & mesma distancia, de tal forma que a
esfera suspensa fica em equilibrio no centro de gravidade ou baricentro do
triangulo formado pelos trés imanes. Ao colocarmos manualmente a esfera
numa posicao inicial, esta ir&4 descrever uma trajetoéria, sempre atraida pelos
imanes. Para cada posicao inicial, a trajetéoria do péndulo estabilizard em
torno de um dos imanes. No entanto, o movimento do péndulo é cabtico,
com bacias de atracdo para diferentes imanes separados por curvas fratais
no plano.

A intencao desta experiéncia é investigar a dindmica oscilante do péndulo
magnético ao passar pelos varios imanes.

Em primeiro lugar vamos encontrar as equagcoes do péndulo. Posteriormente
iremos construir um modelo do péndulo magnético a fim de analisar

visualmente o seu movimento e o comportamento do sistema.
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Quando o péndulo ¢ largado de uma certa posicao (z,y), ele tende a oscilar
em torno dos imanes, sendo sempre atraido para um deles, sem que se
consiga prever qual, pois cada iman "captura” algumas "bolas” langadas na
sua vizinhanga, mas também captura algumas a determinada distdncia. A
situacao é complexa.

Para tais sistemas fisicos, muitas vezes é ttil empregar simulagio
de computador para modelar o sistema e explorar os seus possiveis
comportamentos. Para a realizacdo da simulacdo, temos de ter em
consideragdo o seguinte:

O comprimento da corda do péndulo tem de ser muito maior em comparacio
com a distincia que separa os imanes.

O movimento da esfera estd restringida ao plano xoy (como uma area na
superficie de uma esfera com um raio grande). Isto permite que as oscilacoes
sejam realizadas em angulos muito pequenos. A forgca aplicada por cada
iman & esfera é modelada de acordo com uma lei do inverso do quadrado.
Cada iman tem de ser atrativo e o polo da esfera tem de ser contrario aos
imanes.

A forca de atracio é inversamente proporcional ao quadrado da distancia
entre o iman e a esfera.

Os fmanes siao modelados como pontos que estdo posicionados a uma
distancia d abaixo do plano no qual o péndulo se move. Eles estao
posicionados em torno da origem de acordo com os pontos de um tridngulo
equilatero em (1,0), 3(—1,v/3), e 3(—1,—V/3).

A imagem (8.1) mostra-nos a for¢a de um dos imanes aplicada ao péndulo.

O movimento ocorre apenas no plano zoy.

Apo6s o péndulo ser largado da sua posicdo inicial (z,y0), 0 mesmo
vai experimentar forcas devido & gravidade, amortecimento e campos
magnéticos, entdao podemos formular a equagdo diferencial que descreve o
movimento do péndulo. Para chegarmos a equacao pretendida, recorremos

a segunda lei de Newton
F=ma

Consideremos entao:
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(xy,0)

plano xy

péndulo

(%.%,-d)

iman

Figura 8.1: Forca de um dos imanes aplicado ao péndulo

Figura 8.2: Modelo de Construcao do Péndulo Magnético
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(z,y) coordenadas cartesianas da massa do péndulo.

(zi,vy:), i =1,2,3, coordenadas cartesianas dos imanes.

d a distancia vertical do péndulo ao plano.

R, coeficiente de friccdo da massa do péndulo.

C, coeficiente de forca gravitica.

e m, massa do péndulo, para simplificarmos os calculos, e sem perda de

generalidade, consideramos sempre que m = 1.

Definimos também que a origem do sistema de coordenadas cartesianas,
(0,0), é o ponto de equilibrio da forca gravitica associada ao péndulo. Os
imanes encontram-se todos & mesma distancia da origem do referencial e a
mesma distancia entre si.

Entao a distancia r entre o péndulo e cada iman é dada por:

r = ‘(xyyao) - (xiayia _d)| g

r =@ =P+ =yt & (5.1
A forga magnética é proporcional ao inverso do quadrado da distancia, assim

1

(i — )2 + (yi — y)% + d2 (8.2)

Seja M uma constante que define o campo magnético de cada um dos

péndulos. A forca magnética é dada por

M
M =Fp x1* & Fp=—.
r

Considerando que o péndulo se encontra na posicao

(z,9,0)

140



e cada iman encontra-se na posi¢ao
(i, yi, —d)
Entéo a distancia de cada iman & esfera no eixo dos zx é dada por
dx = (x; — )
e no eixo dos yy é dada por
dy = (yi — y)-

Através da trigonometria também podemos observar que as distdncias a cada

um dos fmanes em x e em y podem ser dadas por
dx = rcosa

dy = rsina

assim, as forgas magnéticas das componentes x e y sao

M d Md
fx:Fcosa:<2> (93): 3
r r r

. M dy Mdy
fy = Fsina = (712> <T’> = 7’3

Assim, podemos concluir que

fo= i . (8.3)
(i —x)? + (yi — y)? + d?]2

Yi — Y
fy = - ! e (8.4)
[(zi —2)* + (yi —y)* + d?]>
A forca gravitacional é proporcional & distancia e atua no sentido de
aproximar o péndulo da origem, enquanto que a forca de friccao atua no

sentido contrario a diregao do movimento e é proporcional a velocidade (&, ).
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Entao, pela segunda lei de Newton temos que

3
Ty — &
i =—Ri+ ~ Oz (8.5)
Z (@i — )2 + (yi — )2 + d2)?
> Yi — Y
j=-Ry+> : s —Cy (8.6)
2

i—1 (i — )2+ (ys — y)? + d?]

Estas sao as equactes que vamos testar através de métodos numéricos. Para
tal, utilizaremos alguns recursos da calculadora Texas Instruments "TI-
NSPIRE".
Assim comegamos por testar as equacdes 8.5, e 8.6, utilizando o método de
Euler, e posteriormente utilizaremos o método de Runge-Kutta RK2.
Para se poder ter uma nocao do comportamento do péndulo, realizou-se uma
simulacao no programa "MAPLE v18.0". Rapidamente se pode concluir que
com pequenas mudangas na posic¢ao inicial do péndulo, obtém-se resultados
completamente diferentes. Ver figuras 8.3, 8.4 e 8.5.
Pois como ja tinhamos visto nos sistemas dindmicos discretos, a sensibilidade
as condicbes iniciais produz resultados que & partida nao seriam expectaveis.

Com base nesta pequena mudanca das condigbes iniciais, temos de nos
perguntar como serdo as bacias de atracao. Pois o péndulo esta sujeito a
forca magnética dos trés imanes. Assim, simularam-se as bacias de atracao,
ou seja, as forcas magnéticas a que o péndulo esta sujeito.

Para se reproduzir a (8.6), usou-se o "Mathematica", em que o codigo

utilizado foi o seguinte:

"Cédigo no Mathematica"

(* execugdo: 25 segundos*)

n=40; h=0.1; g =0.2; mu = 0.5;

{Sqrt[3] + I, -Sqrtl[3] + I, -2I};
Table[z2 = z[25] /.

NDSolve[{z’’[t] == Plus @@ ((zlist - z[t])/(h~2 +
Abs[zlist - z[t]]1"2)"1.5) - g z[t] - mu z’[t],
z[0] == x + Iy, z’[0] == 0}, z, {t, O, 25},

zlist

image
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Figura 8.3: Movimento do péndulo com posi¢ao inicial (0,1.1)

Figura 8.4: Movimento do péndulo com posi¢ao inicial (0,1.11)
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Figura 8.6: Bacia de atragdo do péndulo magnético
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MaxSteps -> 200000] [[1]]; r = Abs[z2 - zlist];

i = Position[r, Min[r]][[1, 1]1]; Hue[i/3],

{y, -5.0, 5.0, 10.0/n}, {x, -5.0,5.0, 10.0/n}];
Show[Graphics[RasterArray[imagel], AspectRatio -> 1]

Apos as simulacoes efetuadas, passamos entdo a parte da calculadora.

8.2 Programacao

A tecnologia gréafica portatil pode ser um fator importante para ajudar
os alunos a desenvolverem uma melhor compreensao dos conceitos
matematicos, terem melhores desempenhos e a atingirem um nivel superior
de competéncias na resolucao de problemas.

Uma revisao interpretativa da investigacdo sobre calculadoras graficas
concluiu que estas se tornaram numa das tecnologias mais adotadas na
educagdo porque sdo uma unidade portatil eficaz e acessivel com ligagoes
diretas as matérias escolares. As calculadoras graficas podem suportar
eficazmente a aprendizagem e democratizar o acesso a conceitos matematicos
complexos.

A tecnologia "TI-NSPIRE” permite que o aluno construa o seu proprio
algoritmo para resolver alguns problemas, permitindo uma constante
permuta de janelas, podendo assim construir graficos e, se mnecessario
emendar o que de menos correto tenha construido.

Para implementarmos as equacoes do péndulo magnético na calculadora,
temos primeiro de as transformar num sistema de equacoes diferenciais de

primeira ordem

2 = u T =u )
/ T;—XT
r u = —Ru+ . L 3—C$
YT s D S e
y/ — v y/ — v
v = y// v = —Rv + Zf:l Yi—y - — C’y
2

[(wi—z)2+(yi—y)2+d?]
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/ u

T
—Ru+Y3 L% —Cxzx
L. 2 (o ety ]
Y v
V' —Rv + Z?Zl : Yy 7 - Cy

(zi—2)2+(yi—y)?+d?]
Sendo que (x;,y;) sao as posi¢oes dos dos imanes, R é o coeficiente de
fricgao, C o coeficiente da forga gravitica e (x,y) é a posi¢ao do péndulo.

Assim consideremos que:

x
/
, U
U = y
v/
U
—Ru + Z?:l Li— & = —Cx
FU) = [(ﬂffx);+(yry)2+d2}2
_RU + Z‘f:l [ yiiy 3 - Cy
2

(wi—x)2+(yi—y)?+d?]

ST SR <.

Para implementarmos os métodos de Euler e Runge-Kutta, associamos
cada linha de F(U) a uma sucessdo na calculadora. Vejamos entdo os

métodos numéricos nas secgoes seguintes. Para tal, sejam:

e d=0.1
e R=0.5
e (=02
e (z1,41) = (1,0)
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TI-725pire CX

A velocidade inicial sera sempre nula, pois quando largamos o péndulo
magnético, nesse instante inicial a velocidade é nula.
As constantes d, R e C, sao as aconselhadas por Robert Dikcau em [16]. O

modelo de construgao é o sugerido em [17].

8.2.1 Meétodo de Euler para as equacoes do péndulo
magnético

A aplica¢do do método de Euler que se apresenta a seguir foi implementada
na calculadora "TI-NSPIRE”.

U =F(U)

s = U +hF(Ty)
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Uk

xXr X
k+1 k _Ru]{ I 23 . T;—Tp - ka
el R R IS T @) i) 4?2
Ye+1 Yk Vk
3 i
Vk+1 Uk —Ru + i Ytk — Cyg

3
[(@i—2r)?+(yi—yr)?+d?] 2
Apos a analise das equagoes, passamos a escrevé-las no modo sucessao na,

calculadora. Usaram-se 500 iteracdoes. O codigo realizado figura de seguida:

ul(n)=ul(n-1)+0.1%u2(n-1),

Termos iniciais:=0,1=n=500 nstep=1)
u2(n)=u2(n-1)+0.1%(-0.5%u2(n-1)+((1-ul(n-1))/
/(((1-ul(n-1))"(2)+(0-u3(n-1))~(2)+(0.1)~(2))~ (((3)
/(2)))))+((-0.5-ul(n-1))/(((-0.5-ul(n-1))~(2)+
(((v(3))/(2))-u3(n-1))~(2)+(0.1)~(2))~(((3)/(2)))))
+((((-1)/(2))-ul(n-1))/(((-0.5-ul(n-1))~(2)+
(((-v(3))/(2))-u3(n-1))~(2)+(0.1)~(2))~(((3)/(2)))))-
0.2*xul(n-1)),

Termos iniciais:=1,1=n=500 nstep=1)
u3(n)=u3(n-1)+0.1*ud(n-1),

Termos iniciais:=0,1=n=500 nstep=1)
ud(n)=ud(n-1)+0.1%(-0.5%ud(n-1)+((0-u3(n-1))/
(((1-ul(n-1))~(2)+(0-u3(n-1))~(2)+
(0.1)~(2))~(((3)/(2)))))+
(((w(3))/(2))-u3(n-1))/(((-0.5-ul(n-1))~(2)+
(((v(3))/(2))-u3(n-1))"~(2)+(0.1)~(2))~(((3)/(2))

) +((((-v(3))/(2))-u3(n-1))/(((-0.5-
ul(n-1))~(2)+(((-v(3))/(2)) -
u3(n-1))"(2)+(0.1)(2))~(((3)/(2))))
)-0.2%u3(n-1)),

Termos iniciais:=1,1=n=500 nstep=1)
Posteriormente passamos & anélise do graficos 8.8, 8.9 e 8.10.
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*EULER CAL..,1) = B ofll <]

Figura 8.8: Grafico da posi¢io e velocidade com (z,y) = (1,1) e (¢/,y') =
(0,0)

BBy’ 'cULERCAL) < {ix3

Figura 8.9: Gréafico do péndulo com posicao inicial (1,1) e passo h = 0.1
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Figura 8.10: Grafico do péndulo com posi¢do inicial (1,1) e passo h = 0.01

Um dos primeiros problemas que detetdmos é que a calculadora
apresenta-se muito limitada na escrita em cédigo. Facilmente se cometem
erros na transcricao da féormula. O método de Euler para o passo h = 0.1
velocidade inicial nula e posic¢do inicial (1, 1) apresenta ser esclarecedor sobre
a posicao final do péndulo. Se colocarmos a posicao e a velocidade inicial
nulas, verifica-se que o péndulo ndo sai da origem. O que ji nos di uma
boa indicacao que o método escrito na calculadora, apresenta poder estar
correto.

Para o passo h = 0.01, para a mesma posicao e velocidade inicial do
péndulo, podemos observar quer com mais certeza de que o péndulo vai
parar na posi¢do do iman (1,0), como se pode observar na imagem (8.11).

Para o passo h = 0.1 e velocidade inicial do péndulo, partindo da posigao
inicial (0,1) podemos observar que ja nao é possivel verificar se o péndulo
vai parar na posicao do iman que se encontra no terceiro quadrante, como
se pode observar na imagem (8.12).

Mantendo agora os dados relativos a imagem (8.11), mas de passo h =
0.01, imagem(8.12), observamos que ja se pode aferir com precisdo a posi¢ao
final do péndulo.

Também podemos observar que pequenas mudanc¢as na posicao inicial,

faz com que o resultado final seja completamente diferente, como podemos
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Figura 8.11: Gréfico do péndulo com posigao inicial (0,1) e passo h = 0.1,
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Figura 8.12: Gréfico do péndulo com posigao inicial (0,1) e passo h = 0.01
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Figura 8.13: Grafico do péndulo com posicao inicial (0.6,1.5) e passo h =
0.01

verificar na imagem (8.13).

O método de euler é um método de primeira ordem. A ordem mede
o quao rapidamente este converge para a solugdo analitica quando se
diminui os passos na integracao numérica. Infelizmente devido a limitac¢oes
computacionais, os erros de arredondamento crescem quando se diminui o
tamanho dos passos, ocorrendo até mesmo divergéncia ou mesmo valores
errados. Uma forma de resolver este problema é aumentar a ordem do

método numeérico. Por exemplo o método de Runge-Kutta.

8.2.2 Meétodo RK?2 para as equacoes do péndulo magnético

O algoritmo que se apresenta a seguir também era para ser construido na
calculadora "TI-NSPIRE”, mas atendendo a complexidade do mesmo, nao

foi possivel escrevé-lo.

O método RK2 é dado por:
Vi = Uit o (F@0) + F(T o+ hE(T).
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Pondo

Tk

U

Yk

Vi

vem

Th+1

Uk+1

U1 =
Yk+1
Vk+1

Uk,
—Ruy + Y3 Ti—Ty —Cx
F(Uy) = R [(xixk;l))z+(yiyk)2+d2}% k

—Ruv;. + 3_ Yi—Yk _C
k2 [(2s—n)2+ (yi—y)>+d2] 2 Yk

donde se obtém

Th41

Ukg+1 | _

Yk41

Vk41

xp + huy
wp

Tk —Rujp + Y35, LTtk + — Cay, up +h | —Rup + 33, zj =Ty .
L [(wiimk>2+(yi7yk>2+d2}§ + [(wifwk)2+(yi*yk)2+d2]§
vk | 2 vk e
Vi —Rup, + 3%, Yi—Yk ~ Cuy,

[SI&

[(@i =) 2+ (i —yp) 2 +d2] vk +h (Rvk +Xi Yi—Vk -

3
[(Irrk>2+(yryk>2+d2] 2

Assim, como podemos observar, a implementacdo deste método na
calculadora é semelhante ao do método de Euler, mas muito mais extenso.
Atendendo ao grau de complexidade do método e aos poucos recursos graficos
que a calculadora apresenta, torna-se praticamente impossivel introduzi-
lo. As limitacGes da calculadora estdo bem presentes neste método. A
sua pequena dimensdo da janela faz com que ndo tenhamos nocao do
calculo escrito, pois a formula é extensa. Uma vez que ja existem muitos
programas que tornam este c6digo mais simples de introduzir e percetivel ao

erro humano na introducéo das féormulas (como por exemplo o "Maxima”,
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Figura 8.14: Grafico do péndulo com posicdo inicial (—1,—1.4) e (2/,y') =
(0,0)

o "Wolfram”, o "Matlab”, o "Mathematica”, ou o "Maple”), optou-se por
programar no programa "Maxima’.

O método de RK2 é um método de convergéncia mais rapido, foram
apenas necessarias 50 iteragOes para obtermos os mesmos resultados do que
no método de Euler, mas ao mesmo tempo é¢ um método extremamente
complicado de se introduzir numa calculadora.

Para uma sala de aula é um método que se pode usar, desde que as equagoes
a estudar sejam simples de calcular, pois, caso contrario, podera nao existir
tempo atil para se poder aplicar e retirar as respetivas conclusoes.

Este codigo é o da aplicacao do método de RK2, no programa "Méaxima"

rk(edo, estado, inicial, dominio) :=

block

([f:edo, var:[estado], xv:inicial, tO:dominio[2], h:dominio[4],
t, n, d1, d2, dados, numer:true],

n: entier((dominio[3] - dominio[2])/h),

t: t0,

dados: [[t,xv]],

for i thru n do (

dl: ev(f, dominio[1] = t, var[1] = xv),

d2: ev(f, dominio[1] = t + h/2, var[1] = xv + h*xd1/2),
xv: xv + hx(dl + d2)/2,
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Figura 8.15: Grafico do péndulo com posigao inicial (1.4,1)

Figura 8.16: Grafico do péndulo com posicio inicial (1, —+/3)
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Figura 8.17: Gréafico do péndulo com posic¢ao inicial (0, —1)

t: t0 + ix*h,

dados: cons([t, xv], dados)),

reverse(dados))$

load("dynamics")$

sol: rk([u,

-0.5%u+((1-2)/ ((1-x)~2+(0-y) ~2+0.01)~3/2) +
((-0.5-%)/((-0.5-x)"2+(sqrt(3)/2-y)~2+0.01)"3/2)+
((-0.5-%)/((-0.5-x)~2+(-5qrt (3)/2-y)~2+0.01)~3/2) -0.2%x,
v,

-0.5*v+

((0-y)/((1-x)~2+(0-y)~2+0.01)~3/2)+
((sqrt(3)/2-y)/((-0.5-x)"2+(sqrt(3)/2-y)~2+0.01)"~3/2)+
((-sqrt(3)/2-y)/((-0.5-x)"2+(-sqrt(3)/2-y)~2+0.01)~3/2)-0.2%x
1,x,u,y,v],[0,0,1,0],[x,-2,2,0.11)$

last(sol);

Rapidamente nos apercebemos que se tratam de cédigos simples de
implementar em comparacao com o que estava previsto na calculadora. Desta
forma, e sem colocar os resultados em causa, conclui-se que a utilizagao de
programas atuais e gratuitos, sao mais vantajosos do que recorrer ao uso da
calculadora. Os discentes do ensino bésico e secundario jA comecam a ter

contacto com esta forma de pensar. A utilizacao deste tipo de software ja é
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pratica usual nalguns estabelecimentos de ensino.
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Capitulo 9

Conclusao

O tema apresentado na tese deveu-se fundamentalmente as lacunas que sentia
em relacao as equagbes diferenciais e métodos numéricos, pois durante a
licenciatura nao tive a oportunidade de os poder estudar. Também durante
a minha prética letiva sentia que determinados célculos s6 poderiam ser
realizados através de métodos computacionais. As duvidas dos alunos em
quererem sempre saber mais, levou-me a ingressar por este tema. Assim,
penso que colmatei muitas das dificuldades que sentia, e ja lhes posso
explicar como “pensa” uma calculadora. Quando me perguntavam como
é que este calculo se poderia fazer sem recorrer a calculadora, era algo para
o qual nao tinha uma resposta facil. Agora ja lhes posso explicar, pois
0s métodos numeéricos deram-me outra visdo. As Equagoes Diferenciais
estao muito presentes no nosso dia a dia e, em particular, as Equagoes
Diferenciais Ordinarias. Com o auxilio das leis da Fisica descobriu-se
uma infinidade de aplicagoes para essas equacodes. Evidentemente que nem
todas as EDO tém uma solucdo dada explicitamente, mas isso fez com que
surgissem técnicas que nos dessem informagoes sobre as solugdes sem que
necessariamente tivéssemos as suas expressoes algébricas. Essas técnicas
estdao inseridas no que chamo de Teoria Qualitativa das EDO. Da presente
tese pode concluir-se que dado um problema de valor inicial podem ocorrer
véarias solucbes que satisfacam esse problema contudo, existem ferramentas

que nos ajudam a decidir se alguns PVI tem solugao tnica. Uma vez que
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tenhamos a certeza que tal solugdo existe numa dada regidao, podemos usar
técnicas computacionais, como a calculadora grafica, mesmo que os métodos
analiticos nao as resolvam. Foi também possivel verificar que os sistemas
de equacoes, sejam eles lineares ou nao, estao presentes em problemas reais
e muitos deles, de grande importancia cientifica. Foi com estas descobertas
que me senti cada vez mais motivado para a continuidade deste estudo.
Embora tenha bem presente que o Mestrado em Ensino de Matematica nao
tenha continuidade, espero com muita convic¢ao que um dia possa continuar
os estudos superiores. A realizacdo de um outro mestrado em matemética e
aplicacoes ou mesmo economia estd nos meus planos. O Péndulo magnético e
o seu movimento de forma cadtica, fazem lembrar as oscilacoes dos mercados
financeiros, dado que estes usam muito racios de fibonacci e expansoes de
fibonacci, seria de todo util verificar até que ponto as oscilacées do péndulo
magnético se comportam no mundo fratal dos mercados. Outro estudo que
penso que seria interessante, era o de aplicar as equacoes do péndulo as fugas
de gas e despressurizacao das tubagens, de forma a evitar que as mesmas
sejam roubadas. O péndulo magnético, em repouso, serviria como o ponto
de equilibrio é6ptimo, enquanto que cada um dos imanes serviria de despiste
ou certeza de fuga. Sao dois temas que certamente terei muito prazer em
poder estudar. Espero, sinceramente, que num futuro préximo me possa

dedicar a um deles.
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