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RESUMO

Neste trabalho consideramos o sistema dinamico discreto (A, T"), onde A é uma classe
de fungoes diferencidveis reais definidas num intervalo real e T : A — A é um operador
do tipo T'¢ := f o ¢, caracterizado por uma aplicacao real f definida num certo intervalo
real 1. Usando técnicas da dinamica simbdlica estudamos a localizacao dos pontos criticos
e dos valores criticos das funcoes iteradas da classe A, por T, para o caso em que T é
caracterizado por uma aplicacdo m-modal f. Além disso, introduzimos e desenvolvemos
algumas técnicas da dinamica simbdlica para o sistema dinamico (A, T'), que tém por base
a dindmica simbdlica do sistema dinamico (I, f). Estudamos a taxa de crescimento dos
pontos criticos das fungoes iteradas da classe A, por T', nomeadamente no caso em que T’
é caracterizado por uma aplicacao f topologicamente exacta e analisamos a evolucao e a
distribuicao dos seus valores criticos. Finalmente, associamos um sistema de substituicao
ao sistema dinamico (A, T') considerando as aplicages f cujas sequéncias de amassamento
sao periddicas e as fungoes em A cujos valores criticos sao pontos periddicos de f, e

analisamos algumas propriedades dinamicas para este sistema de substituicao.

PALAVRAS-CHAVE: Aplicacao m-modal, dinAmica simbdlica, invariante de amas-

samento, sistemas dinamicos discretos, sistemas de substituigao, teoria de iteracao.
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Infinite dimensional dynamical systems associated to interval maps

ABSTRACT

In this work, we consider the discrete dynamical system (A, T'), where A is a class of
differentiable real functions defined in some real interval and 7" : A — A is an operator
of the type T'¢ := f o ¢ characterized by a real map f defined in a certain real interval
1. Using techniques of symbolic dynamics we study the localization of the critical points
and critical values of the iterated functions of the class A, by T, for the case in which T is
characterized by a m-modal map f. Moreover, we introduce and develop some techniques
of symbolic dynamics for the dynamical system (A, T, based on the symbolic dynamics
of the dynamical system (I, f). We study the growth rate of the critical points of the
iterated functions of the class A, by T, namely in the case that T is characterized by
a topological exact map, and we analyse the evolution and the the distribution of their
critical values. Finally, we associate a substitution system to the dynamical system (A, T)
considering the maps f whose kneading sequences are periodic and the functions in A
whose critical values are periodic points of f, and we analyse some dynamical properties

for this substitution system.

KEYWORDS: m-modal map, symbolic dynamics, kneading invariant, discrete dy-

namical systems, substitution systems, iteration theory.
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Capitulo 1

Introducao e preliminares

A iteragao de fungoes diferencidveis é um assunto que pode ser estudado pelo seu
préprio interesse, generalizando a teoria de iteracao no ambito das aplicacoes do intervalo.
Geralmente o termo iteracao de funcoes diferencidveis significa que temos uma aplicacao
diferenciavel f e que envolve o estudo do comportamento das Orbitas dos pontos, por
iteragao da aplicagao f. Nao obstante, neste trabalho, o termo iteracao de fungoes dife-
rencidveis significa que o espago subjacente ao sistema dinamico é um espaco de funcoes
diferenciaveis, pelo que as dérbitas ou as trajectérias, por iteracao da aplicacao f, nao
sao constituidas por pontos num intervalo mas por fungoes diferencidveis. Sendo assim,
podemos afirmar que trabalhamos com sistemas dinamicos discretos de dimensao infinita.
A iteracdo de funcgoes diferencidveis aparece em diferentes contextos, nomeadamente no
estudo de problemas de valores na fronteira e de problemas de equagoes as diferencas,
ver por exemplo [RS 99, SMR 93, Sha 03, SSRV 04, SSRV 06, VSR 05]. Entre os proble-
mas de valores na fronteira para equacoes as derivadas parciais, existem algumas classes
de problemas redutiveis a equagtes as diferencas e a outras equagOes relevantes. Ks-
tas classes consistem principalmente em problemas para os quais a solugao geral para

equagoes as derivadas parciais é conhecida. A reducéo a equacoes as diferencas com argu-
1
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mento continuo, seguido do uso das propriedades da aplicacao unidimensional associada
a equagoes as diferengas, permite a compreensao de algumas propriedades das solugoes
cadticas para o problema original. Este trabalho é motivado pelos trabalhos desenvolvidos

sobre este assunto em [RS 99, SMR 93, Sha 03]

As aplicacbes unidimensionais do intervalo tém desempenhado um papel importante
na compreensao de muitas propriedades e fenémenos encontrados em sistemas dinamicos
nao lineares e complexos. Parte do seu sucesso deve-se a dinamica simbdlica, que permitiu
a simplificacao da descricao dinamica das suas caracteristicas indispensaveis, no que con-
cerne as dinamicas topoldgicas. Alguns subconjuntos do espago de fases sao identificados,
representados simbolicamente e tratados como equivalentes. Portanto, em vez de érbitas,
trabalhamos com sequéncias de simbolos. Resultados importantes na classificacdo e no
calculo de invariantes, tais como a entropia topoldgica, sao obtidos no estudo da iteracao
por aplicagoes unidimensionais, usando a dindmica simbdlica. Muitos esforcos tém sido
feitos para estender as técnicas e resultados obtidos em iteracao de aplicagbes do inter-
valo para sistemas dinamicos de dimensao superior, no entanto as dificuldades aparecem

imediatamente na dimensao dois.

Neste trabalho, que tem como objectivo principal o estudo de funcoes diferencidveis
de uma certa classe de fungoes por iteracao de aplicagoes do intervalo, comegamos por
introduzir uma classe de fungdes diferencidveis reais, Ay, definidas num intervalo (even-
tualmente podem ser definidas em R), onde ¢ € A significa que ¢ € C* ([0,1], 1) (para um
certo intervalo I C R dado) e satisfaz as condigoes na fronteira ¢’ (0) = ¢’ (1) =0 e ¢ tem
numero finito de pontos criticos. O uso do intervalo [0, 1] é apenas uma conveniéncia, po-

dendo ser utilizado qualquer outro intervalo, sendo que o aspecto importante é que ¢ tenha



derivada igual a zero nos pontos da fronteira do intervalo do dominio. A caracterizagao
desta classe Aj em termos de fecho topolégico, métrico ou algébrico nao é discutida uma
vez que estudamos principalmente os aspectos combinatérios da dinamica. A evolucao
temporal, de modo a obter um sistema dinamico discreto, é implementada pelo operador
T : A; — Aj definido pela regra ¢ — f o ¢, onde f : I — I é uma aplicacao diferencidvel
em C'(I,I). Portanto, obtemos o sistema dinamico discreto (A7, T), no sentido em que
temos um conjunto A; (com eventual estrutura adicional, uma topologia ou uma métrica)
e uma aplicacao propria T que dé a evolucao em tempo discreto. Este sistema dinamico
tem dimensao infinita, embora induzido por um sistema dinamico discreto unidimensional
(I, ). Do ponto de vista topolégico, o sistema dindmico unidimensional (I, f) estd formal-
mente contido em (A7, T'), uma vez que as fungoes constantes, ¢ = ¢, pertencem a classe
AreT(c) = f(c). Além disso, uma fun¢ao monédtona ¢ € A; (nao trivial) determina um
intervalo (com sinal) ([¢ (0), ¢ (1)],+) se ¢ é uma funcao crescente e ([¢ (1), ¢ (0)],—) se ¢
¢ uma funcao decrescente. Entao, a dinamica de intervalos por iteracao de uma aplicacao
do intervalo f estd também formalmente contida no estudo da dindmica de (A7, T"). Mais,
uma vez que uma funcao diferenciavel tem muitos atributos diferentes, como oscilacao
([min (¢) , max (¢)]), valores criticos, pontos criticos, decomposigao espectral, energia, mo-
mentos, etc ..., podemos analisar o comportamento de todo estes atributos pela iteragao
por T, havendo um potencial de estudo enorme (para trabalhos futuros). Neste trabalho,

para uma simplificacdo de notacdo usamos a notacao A em vez de Aj.
Esta tese esta estruturada em quatro capitulos.

No presente capitulo, sao introduzidas as defini¢oes e os resultados mais importantes

que sao necessarios no desenvolvimento do trabalho. Sendo assim, os resultados referem-se
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a diversos assuntos e sao apresentados sem demonstragao. No entanto, é sempre indicada
uma referéncia onde essa mesma demonstracao pode ser encontrada. Na Secgao 1.1, sao
apresentados alguns conceitos e alguns resultados gerais relacionados com os sistemas
dinamicos discretos e com a iteracao de aplicagoes continuas. Por exemplo, introduzimos o
conceito de uma aplicacao topologicamente exacta que é utilizado na Secgao 3.3 e o conceito
de uma aplicacao topologicamente transitiva que é utilizado no Capitulo 4. Na Seccao
1.2, comecamos por apresentar alguns conceitos e alguns resultados da dinamica simbdlica
para aplicagbes m-modais e fazemos referéncia a aspectos especificos relativos as aplicagoes
unimodais e bimodais. A seguir, introduzimos o conceito de entropia topoldgica que é uma
medida da complexidade dinamica das aplicagoes, uma relagao de ordem lexicografica no
espaco das sequéncias simbélicas e, com base nessa relacao de ordem, sao estabelecidas
as condigoes de admissibilidade para as sequéncias simbdlicas. Finalmente, na Secgao
1.3, apresentamos algumas notacgoes e alguns conceitos usados no estudo de sistemas de

substituicao que sao objecto de estudo no Capitulo 4.

No Capitulo 2, comeg¢amos por introduzir um sistema dindmico discreto (A, 7"), onde
A é uma classe de fungdes diferencidveis, com niimero finito de pontos criticos e que satis-
fazem condicgoes de fronteira introduzidas atras, e T' é o operador obtido como a composicao
de uma familia aplica¢ées unimodais f com uma funcéo ¢ da classe A. Introduzimos e
desenvolvemos algumas técnicas da dinamica simboélica para o sistema dinadmico (A, T)
que tém por base a dinadmica simbdlica do sistema dindmico unidimensional (I, f) onde
I C R é um subintervalo. Por tltimo, analisamos o sistema dinadmico (A,T") para o caso
particular de f ser uma familia de aplicagdes quadraticas a um parametro p € (0, 2], e que

notamos por f,, e analisamos a dependéncia no parametro p da decomposicao espectral



por iteracao de funcgoes ¢ da classe A por f,.

No Capitulo 3, consideramos o sistema dinamico (A,7T") onde A é a classe de fungoes
diferencidveis introduzida no Capitulo 2 e T' caracterizado por uma aplicagao m-modal f.
Comegamos por generalizar, para o caso em que 7' é obtido de aplicagbes m-modais f,
os resultados obtidos no Capitulo 2 sobre a localizacdo dos pontos criticos e dos valores
criticos das funcgoes iteradas da classe A por f e sobre as técnicas da dindmica simbdlica in-
troduzidas para o sistema dinamico (A, T") . Neste caso, obtemos a descri¢do combinatéria
das 6rbitas do sistema dinamico (A, T') que depende da descrigao combinatéria das érbitas
de um sistema dinamico (I, f). Considerando as técnicas da dinamica simbdlica introduzi-
das e desenvolvidas para o sistema dinamico (4, 7T") e analisando o caso particular em que
a aplicagao f é topologicamente exacta, estudamos a taxa de crescimento do nimero de
pontos criticos das fungoes iteradas da classe A por f, estabelecendo uma relacio entre
esta taxa de crescimento e o niimero de crescimento de f. Por outro lado, considerando as
sequéncias de amassamento de f periddicas, estudamos a evolugao e a distribuicao desses
valores criticos por iteracao de f, dito de outro modo, quais os valores criticos e com
que frequéncia aparecem repetidos. Para isso, tendo por base a definicdo da aplicacao
deslocamento generalizado e usando o invariante de amassamento de f, desenvolvemos
um algoritmo iterativo para determinar os itinerarios de todos valores criticos das fungoes
iteradas da classe A por uma aplicagdo bimodal f. Com esses itinerdrios calculamos as
frequéncias relativas desses valores criticos que sdo apresentadas em histogramas. Por
ultimo, apresentamos um resultado numérico que relaciona as frequéncias relativas dos
valores criticos cujos itinerarios sao obtidos a partir de uma mesma sequéncia de amassa-

mento de f.
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Finalmente no Capitulo 4, o objectivo a que nos propomos é o estudo de um sistema de
substituigao associado ao sistema dinamico (A, T") considerado no Capitulo 3. Para isso,
comegamos por introduzir uma subclasse A,., que é constituida por funcoes ¢ da classe
A cujos valores criticos sdo pontos periddicos de f. Posteriormente, usando as sequéncias
de amassamento periédicas como novos elementos num alfabeto, definimos o sistema de
substituicao com base neste novo alfabeto e cuja regra de substituicao é induzida pela
aplicacao deslocamento em A,.,. Para estes sistemas de substituigao consideramos um
novo alfabeto, que também € finito e cujos elementos sao simbolos obtidos a partir das
sequéncias de amassamento de f. Finalmente, analisamos algumas propriedades dindmicas
desses sistemas de substituicao e a relagao entre a taxa de crescimento de simbolos do

alfabeto com a entropia topoldgica da aplicagao f.

1.1 Generalidades

Antes de introduzirmos os conceitos da dindmica simbdlica para aplicagdoes m-modais
do intervalo, vamos apresentar algumas defini¢cbes e alguns resultados gerais comuns na

literatura da especialidade que sao utilizados ao longo deste trabalho.

Sejam X C R um espago métrico compacto e (X, f) o sistema dinamico discreto
definido pelas iteradas de uma aplicagao continua f : X — X. Dado um ponto z € X

denotamos por f™(z) a n-ésima iterada de f de x, isto é,

@)= (fofo---of)(x).
—_——

n vezes



1.1 Generalidades

Definicao 1.1 Sejam z € X e f: X — X uma aplicacao continua. Definimos a orbita

do ponto x por f por

orbs(z) = {f"(x) : n € No} .

Definicao 1.2 Sejam x € X e f: X — X wma aplicagdo continua. Dizemos que x € um

ponto periédico de periodo (minimo) n se f*(z) = = e fi(z) # x para qualquer 1 < j < n.

Definicao 1.3 Sejam I C R um intervalo fechado e f : I — I uma aplicagdo continua.

Dizemos que orbg(x) € uma 6rbita periédica se x € I € um ponto periddico.

Em seguida apresentamos alguns conceitos relacionados com iteracao de aplicacoes

continuas.

Definigao 1.4 Seja X um espago métrico compacto. Dizemos que uma aplicagdo continua
7: X — X ¢ topologicamente transitiva se, para quaisquer conjuntos abertos nao vazios

U, V C X existe, um inteiro n > 0 tal que 7*(U) NV # (.

Proposigao 1.5 Seja X um espago métrico compacto. Uma aplicagao continua 7: X —
X € topologicamente transitiva se, e somente se, existe um ponto x € X tal que a sua

orbita € densa em X.

Demonstracao. Ver [PU 10]. =

Definicao 1.6 Seja X um espago métrico compacto. Dizemos que uma aplicagdo continua
7: X — X ¢ topologicamente exacta se, para qualquer conjunto aberto U C X, existe um

nidmero inteiro n > 0 tal que 7"(U) = X.
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Em seguida, introduzimos um invariante topolégico importante no estudo dos sis-
temas dindmicos, a entropia topolégica, que é uma medida quantitativa da complexidade
dindmica das aplicagoes. As propriedades da entropia foram estudadas primeiramente em
1965 por Adler, Konheim e McAndrew [AKM 65]. O conceito de entropia topoldgica veio
posteriormente a revelar-se extremamente 1til no estudo da dinamica topolégica, pois, por

ser um invariante topoldgico, é independente da estrutura métrica.

Definigao 1.7 Sejam (X,d) um espago métrico compacto, com a métrica d e f: X — X

uma aplicacdo continua. Dados n € N, & > 0, dizemos que um subconjunto S C X ¢é

(n,&)-separado se, para quaisquer x, y € S, x # y, existe um inteiro 0 < k < n tal que

d(f*(x), f¥(y)) > €.

Definicao 1.8 Sejam f uma aplicagao continua num espago métrico qualquer (X,d)
e H(f,n,&) a cardinalidade! mdzima de todos os subconjuntos (n,¢)-separados de X.

Chamamos entropia topoldgica de f ao limite

hiop(f) = lim Tim = log H(f,n,£).

E—=0n—oomn

1.2 Dinamica simbdlica para aplicagoes m-modais

Grosso modo, a ideia de dinamica simbdlica pode resumir-se a efectuar uma particao
do espago de fases de um sistema dinamico discreto e a cada elemento dessa particao as-
sociar um sfmbolo. A cada érbita z, f(x), f?(x),... associamos uma sequéncia simbdlica

Xo, X1, Xo,..., onde X; é o simbolo correspondente ao elemento da particao ao qual

Designamos por cardinalidade de um conjunto X C R o niimero de elementos do X.
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pertence fi(x). A origem desta ideia ndo é facilmente atribuivel, mas parece ser con-
sensual que quem reconheceu o valor deste tipo de estudo e o divulgou como tal foi o
matematico Marston Morse. Um dos trabalhos mais importantes sobre dinamica simbdlica
de aplicagoes no intervalo é, sem duivida, [MT 88]. Neste trabalho, Milnor e Thurston in-
troduziram o conceito de invariante de amassamento, o qual é extremamente eficaz na
caracterizacao das classes de equivaléncia topoldgica da familia das aplicagdoes unidimen-
sionais no intervalo.

A dinamica simbdélica é um método muito 1til no estudo das propriedades qualitativas
e quantitativas dos sistemas dindmicos em tempo discreto com um espago de estados
continuo. Um dos aspectos principais da descrigao qualitativa das dinamicas das aplicacoes
m-modais do intervalo passa precisamente pela codificagdo simbdlica dos intervalos de
monotonia e pelo subsequente estudo das sequéncias simbdlicas associadas as érbitas dos
pontos do intervalo.

Neste trabalho vamos considerar as aplicagoes m-modais de um intervalo de R em si
préprio e faremos referéncia a aspectos especificos das aplicacoes unimodais e bimodais.
Assim, no que se segue apresentamos alguns preliminares da dindmica simbdlica para
aplicagoes m-modais num intervalo fechado da recta real, I, e alguns elementos da teoria
de amassamento de Milnor e Thurston e, em particular, para o caso em que a aplicacao é
unimodal ou bimodal, ver [MT 88].

Comegamos por apresentar o conceito de uma aplicacao m-modal utilizado neste tra-

balho.

Definicao 1.9 Seja I C R um intervalo fechado. Dizemos que f : I — I € uma aplicagao

m-modal se é de classe C1(I,I) e tem m pontos criticos.
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Sejam ¢;, ¢ = 1,2,...,m, os m pontos criticos da aplicacdo m-modal f tais que
co<cp <<y < Cm4i,

onde ¢y € ¢4 representam os pontos fronteiros ao intervalo I. Nestas condigoes, consi-
deramos a particao do intervalo I em m + 1 subintervalos disjuntos, I1, Ia,..., Inyt1, tais
que

szlUICIUIQUICQU"'UICMUIerl,

onde I¢; é o conjunto {¢;}, i =1,2,...,m,el;, i=1,2,...,m+ 1, sdo dados por
I = [co, c1), Io = (c1,¢2),- -5 Imy1 = (Cms Cmt 1]

Definicao 1.10 A um intervalo maximal no qual a aplicacdo f € estritamente mondtona

chamamos volta (lap em inglés) de f. O nidmero de voltas de f é denotado por 1 =I(f).

Uma descricao quantitativa da complexidade dinamica de f é obtida pela taxa de
crescimento do nimero de voltas das iteradas f, f2, f3,..., f",... da aplicacio f. No
lema seguinte é apresentado um invariante topolégico que é dado por uma sequéncia

numérica.

Lema 1.11 Seja f uma aplicagdo m-modal do intervalo. Entao, a sequéncia

laps(f) = (L), 102, 1)) s
do numero de voltas das diferentes iteradas de f, € um invariante topoldgico.

Demonstracao. Ver [MT 88]. =
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A partir deste invariante é possivel definir um outro invariante topoldgico e que é

apresentado em seguida.

Definicao 1.12 Seja f uma aplicagdo m-modal do intervalo chamamos nimero de cresci-

mento de f

s(f) = lim 1(f™)"".

n—oo

A existéncia deste limite para as as aplicacées m-modais do intervalo estd demonstrada

em [MS 80] e [MT 88|.
Lema 1.13 Seja f uma aplicagao m-modal do intervalo. O limite

s(f) = lim 1(f")""

n—oo

existe e é um numero real pertencente ao intervalo [1,1(f)].

Demonstracao. Ver [MT 88]. =

Este invariante, o ntimero de crescimento de uma aplicacao do intervalo, esta rela-
cionado com um outro invariante topolégico muito importante, a entropia topolégica. A
relagdo entre o nimero de crescimento e a entropia topoldgica de uma qualquer aplicacao
do intervalo, continua e m-modal, é dada pela relagao que é apresentada no resultado que

se segue, ver [Rot 71] e [MS 80].

Proposicao 1.14 Seja f : I — I uma aplicagdo m-modal do intervalo e s(f) o nimero

de crescimento de f. Entdo, a entropia topoldgica de f, hiop(f), € dada por

hiop(f) = log(s(f))-
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Demonstragao. Ver [MS 80]. =

Este resultado, permite-nos averiguar se uma aplicacdo m-modal f possui ou nao caos-
considerando a defini¢ao de aplicacao cadtica como toda aquela que tenha entropia positiva
- através do estudo da sequéncia laps(f).

Como os subintervalos de monotonia e os pontos criticos de uma aplicacado m-modal
sao elementos importantes no estudo da dinamica da aplicagao, o interior desses intervalos
de monotonia e pontos criticos sao utilizados na codificacdo simbdlica do intervalo, que
apresentamos a seguir.

Para o estudo de qualquer aplicacao m-modal do intervalo, consideramos o conjunto

de simbolos

2= {1701727~ .- 7Cm7[m+1}7

denominado por alfabeto, e o conjunto de todas as sequéncias simbdlicas

AN = {(ix)ken : i € A para qualquer k € N} .

Em seguida, apresentamos a correspondéncia entre os pontos do intervalo I e os

simbolos do alfabeto.

Definigcao 1.15 Sejam I C R um intervalo, f : I — I uma aplicagao m-modal do in-
tervalo e ¢;, i = 1,2,...,m, os pontos criticos de f. Sejam I;, i = 1,2,...,m+ 1, os
subintervalos maximais nos quais a aplicagcdo f € estritamente mondtona e A o alfabeto.

Chamamos aplicagao endereco, denotada por ad(z), a



1.2 Dinamica simbdlica para aplicagoes m-modais 13

1 se x €I 1=1,2,...,m+1,

Ci se zelg, 1=1,2,...,m.

Utilizando o conceito de endereco de um ponto qualquer x do intervalo I, obtemos a
correspondéncia entre a érbita do ponto x € I por f, orbs(x), e uma sequéncia simbélica

infinita do alfabeto 2.

Definicao 1.16 Sejam f uma aplicagdo m-modal do intervalo e A o alfabeto. Chamamos

aplicacao itinerario por f a

it: I — AN
z > it(z) =ad(z) ad (f (2)) ad (f2(z)) ....

Um outro conceito que nao poderiamos deixar de apresentar é o da admissibilidade
de sequéncias simbdlicas. Dito de outro modo, quais as sequéncias de AN que sdo obtidas

como itinerario de algum ponto de z € I por f.

Defini¢ao 1.17 Uma sequéncia simbdlica v = (i) keNy €M AN ¢ admissivel relativamente
a f, se ocorre como itinerdrio de algum ponto x em I, isto €, v = it(x). O conjunto de

todas as sequéncias admissiveis em AN € denotado por X.

Definicao 1.18 Uma palavra admissivel € uma subsequéncia finita ocorrendo numa se-
quéncia admissivel. O conjunto das palavras admissiveis de tamanho k ocorrendo em
alguma sequéncia de ¥ é denotado por Wy, = Wi(f) e a cardinalidade do conjunto Wy, é

denotada por |Wy|.
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Nota 1.19 Neste trabalho, para o caso de uma aplicagio m-modal (com m > 2), de-
stgnamos um conjunto por uma letra maiuscula e uma palavra por uma letra miniscula.
Sempre que ndo hd confusdo, usamos a notagdo |-| para o tamanho (ou comprimento) de

uma palavra v € W, isto €, |y|. Por exemplo, para v = 172 ... temos |y| = k.

Como a restricao da aplicagdo f a um subintervalo I; é estritamente monétona entao
f é invertivel se restringida ao intervalo f([;), ¢ = 1,...,m + 1. Denotamos por f;l a
aplicagao inversa f‘}(lli) s f(L) = L de fir, : I — f(LL).

Em seguida apresentamos a definicdo de bacia de atracgao de f utilizada no Capitulo

3, ver [Guc 79].

Definicao 1.20 Sejam c¢;, i = 1,...,m, os pontos criticos de f e U; C I o intervalo
mazimal contendo c;, consistindo de pontos cujas orbitas tendem para a Jrbita estdvel

periddica de c;. Sejam itiz...i, € Wy, pE Ne Ail...ipci C I um intervalo dado por

-1 -1 -1 .
A’Ll’LpCZ = f o io O"'Ofi (U’L)7 221,...,m.

2

A bacia de atraccao de f, A C I, € dada por

A=UU U riie, i=1.m

p=1li=1ieW,

Definicao 1.21 Seja igi1...17, € Wiy k € N. Ao intervalo Iy, . 5, C I chamamos

intervalo cilindro e definimos por

Iioil---ik = {.CU cl:x¢€ Iio,f(.ilf) < Ii17 . ,fk(x) < Ilk} =

= Iio N fﬁl(Iil) M---n fﬁk(Iik)'
Por outras palavras, x € L, i, significa que

ad () = i, ad (f (z)) = i1, ..., ad (fk(x)) = iy
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Nesta seccao introduzimos uma relacao de ordem no espaco das sequéncias admissiveis,
relativamente a qual a aplicacao itinerario é obtida como uma aplicagdo que preserva a

ordem (em sistemas dindmicos unidimensionais).

Definigao 1.22 Seja iy ...1 € Wy, k € N. A fungao sinal é definida por
e z":ka — {—1,0,+1}

k
1 ... > €(i1...ik):H€(j),
j=1

com e (Cj) =0 ee(j) =+1 ouce(j) = —1, consoante a restricio de f ao intervalo I; é

uma funcdo crescente ou decrescente, respectivamente.

Definicao 1.23 A paridade, relativamente a f, de uma palavra admissivel iy .. .1, € Wy

diz-se par se € (i1 ...i) = +1 e fmpar se € (i1 ...19;) = —1.

A ordem dos intervalos da particao do intervalo I induz a relagdo de ordem entre os

simbolos de 2l seguinte

1<C1<2<---<Cp, <m+1.

Desta relacao de ordem nos simbolos, introduzimos a relacao de ordem lexicografica, de-

pendente da paridade ¢, entre as sequéncias simbélicas no espaco AN como se segue:

Definicao 1.24 Dadas duas sequéncias distintas (ix)pcy € (Jr)peny do espago AN, ad-
mitindo que tém uma subsequéncia inicial comum, isto €, existe um inteiro r > 0 natu-
ral tal que iy...0. = j1...jr € Gpp1 F Jrg1, dizemos que (ig)peny < (Jr)pen S€ € 50 se

Tyl < Jr41 € E(’il .. .’ir) =41 o Jry1 < tpy1 € E(’il .. .’ir) = —1.
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Segundo Milnor e Thurston, o seguinte resultado estabelece a compatibilidade desta

relagao de ordem entre sequéncias simbdlicas e a ordem natural do intervalo.

Proposigao 1.25 Seja =< a relagdo de ordem lexicogrdfica correspondente a uma aplica¢do
m-modal f no intervalo I. Entdo, para quaisquer x ey, pertencentes ao intervalo I, temos

que:
1. Se x <y, entao it(x) < it(y).
2. Seit(x) < it(y), entdo = < y.

Demonstracao. Ver [MT 88, MeS 93]. =

Definicao 1.26 A aplicacio deslocamento € definida por

o by — X

Ukeny = (U keny) = (k1) peny, -
A aplicacao deslocamento relaciona-se com a aplicacao itinerdrio da seguinte forma
o (it (z)) =it (f (x)), Vxel. (1.1)

Deste modo, obtemos o sistema dindmico simbélico (X,0) que é o par constituido por
um espaco de sequéncias do alfabeto e a aplicacao deslocamento, o, associado ao sistema
dinamico discreto (I, f). O sistema simbdlico (3, o) é também chamado de shift. Os shifts
de tipo finito s@o habitualmente apresentados como um pequeno subconjunto de uma
muito grande familia de sistemas dinamicos, os sistemas dinamicos simbdélicos. Dizemos

que (X, 0) é um shift de tipo finito no caso em que as sequéncias de 2N que ndo pertencem
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a Y sao construidas partindo de um conjunto finito de palavras designadas por palavras
proibidas (em inglés forbiden words).
De seguida vemos que a entropia topoldgica de um shift de tipo finito relaciona-se com

a taxa de crescimento das palavras admissiveis, ver [Kit 97, LM 95].

Definicao 1.27 Um sequéncia simbdlica v = ('Yk)keNo no espaco X € uma sequéncia
periddica para o se oP(y) = 7 para algum p € N, e o menor inteiro positivo p para o qual

oP(y) =~ € o periodo de 7.

Defini¢ao 1.28 Sejam (X,0) o shift de tipo finito e Wy o conjunto das palavras de
tamanho k do espaco X. A taxa de crescimento do numero das palavras admissiveis

diferentes de comprimento k € dada pelo limite
s= Lm [W|*.
k—o0

Defini¢ao 1.29 Sejam (X,0) o shift de tipo finito e Wy o conjunto das palavras de

tamanho k do espaco ¥. A entropia topoldgica de X € definida por

1
htop(0) = lim - log [Wj|.

A dinamica simbdlica para a aplicagao m-modal f é caracterizada de acordo com
as orbitas dos pontos criticos de f, isto é, pelos itinerarios dos pontos criticos de f,
¢, i=1,...,m. A importancia dos itinerarios desses pontos criticos de uma aplicacao f,
no estudo da dinamica, deve-se ao facto de eles determinarem os itinerarios de pontos do
intervalo. Assim, atribuimos uma designagdo prépria aos itinerdrios dos pontos criticos

de f a que designamos por sequéncia de amassamento. A sequéncia de amassamento
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procura descrever a dinamica gerada por iteracao das aplicagoes f nas condigoes referidas
anteriormente, através da construcao de invariantes topolégicos baseados unicamente na
dinadmica simbdlica associada as voltas, ver [MT 88]. Em seguida, apresentamos a definigao

da sequéncia de amassamento.

Definigao 1.30 Sejam I C R um intervalo fechado, f : I — I uma aplicacdo m-modal
do intervalo e ¢;, 1 = 1,2,...,m, os pontos criticos de f. Chamamos sequéncias de
amassamento da aplicagdo f, aos itinerdrios das imagens por f dos pontos criticos, ¢;, e

representamos por IC;, isto €,

KiIZit(f(Ci)), i:1,2,...'m,

e invariante de amassamento de f a coleccdo das sequéncias de amassamento

le = (/Cl,. .. ,’Cm)

Se a drbita do ponto critico ¢; de f, orbs(c;), para algum i = 1,...,m, é periédica de

periodo p, obtemos uma sequéncia de simbolos que se pode representar na forma

’it(CZ') == (CZK]_KQ e Kpil)oo'

A relacao de ordem simbdlica contribui para a caracterizacao dos itinerarios possiveis
para uma determinada dinamica através do conhecimento do invariante de amassamento
da aplicaggo m-modal. Tal como foi referido, o invariante de amassamento de uma
aplicacao determina todos os comportamentos possiveis para os diferentes pontos do in-
tervalo. Usando o invariante de amassamento, consideramos as seguintes condi¢cdes de

admissibilidade para sequéncias simbdlicas, ver [MeS 93, Sev 00].
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Proposigao 1.31 Sejam f uma aplicagao m-modal com invariante de amassamento Ky =
(K, ., Km), Ko = it(co), K1 = it(cme1) € v = (7V))jen, wma qualquer sequéncia de
simbolos do alfabeto 2 tal que para algum p =0,1,...,m + 1 temos que
m=Cp = o"(y) = Kyp;
Kp < o™ (y) < Kpi1, se e(p+1) = +1;

Tn = Ip+1 -
Kpi1 = o™ (y) <Ky, se e(p+1)=—1.

Entao, existe um ponto x € I cujo itinerdrio € igual a vy, isto €, tal que v = it(x).
Demonstracao. Ver [Sev 00]. m

Ao invariante de amassamento K; de uma aplicacao m-modal f é possivel associar
uma matriz A de elementos a;; € {0,1}, a que chamamos matriz de transicio n x n, e
que, como vamos ver, nos permite determinar a entropia topoldgica da aplicacao f.

Seja f uma aplicacdo m-modal no intervalo I com invariante de amassamento K; =
(K1,...,Kn), cujas érbitas dos pontos criticos sao todas periédicas com periodos pi, . .., pm,

respectivamente, isto é,
(K:i)pi:Cia p;>0,t=1,...,m.
Sejam {X;}*; o conjunto de itinerdrios dado pela unido dos conjuntos

{O-i(lcl) zp;la ey {O-Z(K:m) fgp

onde o denota o deslocamento usual o(i1igiz...) = igiz... e {z;}]-,, i = 1,...,n, o
conjunto dos pontos do intervalo tais que o itinerario it(x;) = X;, i = 1,...,n, n =
p1+ -+ + pm. Denotamos por p a permutagao em {1,2,...,n} tal que

To(1) < Tp(2) <770 < Tp(n)-
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Fazendo z; = z,;) e J; = [2i, zi+1] para i = 1,...,n obtemos uma parti¢ao do intervalo [

p(i
(também designada por partigao de Markov) que é deste modo determinada pelas érbitas

dos m pontos criticos da aplicacao f. Em seguida, apresentamos a matriz de transicao

associada ao invariante de amassamento da aplicacao f.

Definigcao 1.32 Sejam f uma aplicagdo m-modal e J;, com i =1,2,...,n, nas condi¢ies
enunciadas atrds. Chamamos matriz de transigao associada ao invariante de amassamento
Ky = (Ki,...,Kpn) a matriz quadrada de dimensao n—1, denotada por A, cujos elementos
a;j sao dados por
1 se f(Js) D Jj,
aij =
0 caso contrdrio.

Proposigao 1.33 Sejam f uma aplicacao m-modal no intervalo com invariante de amas-

samento Ky = (K1,...,Ky) e A a matriz de transicao associada a Ky. Entdo,

htop(f) = log()\max(A))a

onde Amaz(A) € o raio espectral da matriz A.

Demonstracao. Ver [LRSSR 84]. =

Para finalizar esta seccao, vamos ilustrar alguns conceitos introduzidos anteriormente

sobre a dindmica simbdlica para os casos de aplicacdes unimodais e bimodais.

Nota 1.34 Para aplicagées unimodais consideramos o alfabeto A = {L,C, R} em vez
de {1,C,2}. Denotamos por letras maiisculas as sequéncias simbdélicas de simbolos de
A ={L,C,R}. Por exemplo, (Sk)keNy: (Pr)ren, 0t (Qk)ken,- Para aplicagoes bimodais

consideramos o alfabeto {1,C1,2,C9,3} que corresponde ao caso particular do alfabeto para
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aplicagoes m-modais, quando m = 2, em vez de {L, A, M, B, R} que normalmente é usado
por varios autores e em vdrios trabalhos sobre aplicacoes bimodais. Denotamos por letras

minidsculas as sequéncias simbdlicas com simbolos do A = {1,C4,2,Cy,3}. Por exemplo,

(ik)keNy € (Jk)keNy-

Dinamica simbdélica para aplicagoes unimodais do intervalo

Seja I = [a,b] C R um intervalo. Consideramos uma aplicagao unimodal do intervalo
f I — I com tunico ponto critico xz.. Sejam I; = [a,x.), Ic = {z.} e Ir = (x¢,b], 0s
subintervalos da particao do intervalo I. Associamos os simbolos L (left) e R (right) a
cada ponto = dos subintervalos de monotonia I, e Ir (respectivamente) e o simbolo C' a
cada ponto x igual ao ponto critico x.. Neste caso, a aplicacdo enderego, com o alfabeto

A ={L,C, R}, é dada por

L, se x<ux
ad(x) =< C, se z=ux,
R, se x>z

e a correspondéncia entre a 6rbita do ponto x pertencente ao intervalo I por f e uma
sequéncia simbdlica infinita de elementos do alfabeto 21 = {L, C, R} é dada pela aplica¢do
itinerdrio
it(x) == ad(x) ad (f (x)) ad (f2 (2))....
A sequéncia de amassamento de uma aplicacio unimodal f? é o itinerdrio da imagem

por f do ponto critico z.,

Ky o= it (f (2)).

2Para aplicacdes unimodais usaremos muitas vezes a designacio sequéncia de amassamento em vez de
invariante de amassamento.
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Uma sequéncia admissivel é uma sequéncia em AN que é itinerario de algum ponto
x € [a,b] e uma palavra admissivel é alguma palavra ocorrendo numa sequéncia admissivel.
O espago das sequéncias é o conjunto das sequéncias infinitas admissiveis em AN e é

denotado por X.

Em seguida apresentamos um exemplo para ilustrar a construcao de uma matriz de

transicao associada a uma sequéncia de amassamento de uma aplicagao unimodal.

Exemplo 1.35 Consideramos a aplica¢do unimodal f com a sequéncia de amassamento

Kt = (RLLRC)>. As sequéncias obtidas pela aplicagdo deslocamento sao

21 = o(RLLRC) = LLRCR, x5 = 02(RLLRC) = LRCRL, =3 =03(RLLRC)= RCRLL,

x4 = 0*(RLLRC) = CRLLR, x5 = 0°(RLLRC)= RLLRC.

Colocadas por ordem crescente, obtemos as desigualdades

1 < Ty X T4 XT3 < Ts,

donde resultam os subintervalos

I =[xy, 2], Io=[w2, 4], I3=|x4,23], Iy=[r3, 5]

Agora, procurando a imagem de cada uma das sequéncias pela aplicagdo deslocamento,

obtemos as igualdades

f(h) =LUls, f(la)=14, f(3)=I13Uly, f(l4)=1Ul>.

A matriz de transicao A associada d sequéncia de amassamento unimodal Ky € assim

dada por
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0110
0 001
A= 0 011
1100
O raio espectral da matriz A € igual a Apaz = 1.722... e, portanto, a entropia topoldgica

da aplicagdo f € igual a hyop(f) = log(1.722...) =0.5435. ...

Dinamica simbdélica para aplicagoes bimodais

Seja I = [a,b] C R um intervalo. Consideramos uma aplicagdo bimodal do intervalo
f I — I com os pontos criticos ¢; e ¢a. Sejam I} = [a,¢1), Io, = {c1}, Io = (c1,¢2),
Io, = {c2} e I3 = (c2,b], os subintervalos da particdo do intervalo I. Neste caso, a

aplicagao enderego, com o alfabeto A = {1,C4, 2, Cy, 3}, é dada por
1 se x€l; 1=1,2,3,

Ci se zelg, 1=12,

e a correspondéncia entre a orbita do ponto x pertencente ao intervalo I por f e uma

sequéncia simbdlica infinita de elementos do alfabeto 2 = {1,C4,2,C5,3} é dada pela
aplicacdo itinerdrio
it(z) == ad (z) ad (f (z)) ad (f*(2))....
O invariante de amassamento de uma aplicagao bimodal f é dado por

K= (K1,Ka),

onde K; =it (f (¢;)), i = 1,2, sdo as sequéncias de amassamento de f.
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Uma sequéncia admissivel é uma sequéncia em AN que é itinerario de algum ponto
x € [a,b] e uma palavra admissivel é alguma palavra ocorrendo numa sequéncia admissivel.
O espago das sequéncias é o conjunto das sequéncias infinitas admissiveis em AN e é

denotado por X.

Em seguida apresentamos um exemplo para ilustrar a construcao de uma matriz de

transi¢ao associada a um invariante de amassamento de uma aplicacao bimodal.

Exemplo 1.36 Consideramos a aplicacdo bimodal f com o invariante de amassamento

Ky = ((32C1)>, (112C3)>). As sequéncias obtidas pela aplicagio deslocamento sdo

Tr11 — 0'(3201) = 2013, 12 — 0'2(3201) = 0132, Tr13 — 0'3(3201) = 3201,
To1 = 0'(11202) == 12021, T9o9 = 0'2(11202) == 20211, To3 = 0'3(11202) == 02112,

Tog = 0}(112C5) = 112C5.
Colocadas por ordem crescente, obtemos as desigualdades

112Cy < 12C51 < (132 < 2C511 < 2C413 < Cy112 < 32C4

ou seja,

T4 < T21 <X T12 < T2z < T11 < T23 < T13,

donde resultam os subintervalos

I = [zo4,z01], I2 = [z21,212], I3 = [x12,%22],

Iy = [x92,z11], Is = [x11, 23], Is = w23, x13].
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Agora, procurando a imagem de cada uma das sequéncias pela aplicacdo deslocamento,

obtemos as igualdades

f(I1) = 1o U I3, f(l2) =14 UIsUls, f(I3) = Ie,

fay) =13UI1,Ul5, f(Is) =11 U Iy, fle) =1L Ul Ul3U 4.

A matriz de transi¢io A associada ao invariante de amassamento bimodal Ky € assim

dada por
[0 1 1 0 0 07
0 00111
0 00 001
A= 001 110
1100 0O
|11 11 0 0|
O raio espectral da matriz A € igual a Amar = 2.4830. .. e, portanto, a entropia topoldgica

da aplicacdo f € igual a hyop(f) = log(2.4830...) =0.9094. ...

1.3 Sistemas de substituicao

Um sistema de substituicao consiste no par constituido por um alfabeto finito e uma
aplicacao caracterizada por um conjunto de regras de substituicao que em cada etapa
transformam elementos (um simbolo ou uma sequéncia finita de simbolos do alfabeto)
num novo simbolo ou numa nova sequéncia. Estes sistemas considerados simples revelam-
-se lteis em varios campos da matemética (como por exemplos na teoria dos nimeros,
andlise harmonica, combinatdria, teoria ergddica), assim como na ciéncia da computagao

tedrica e na fisica. Substituicdes sao objectos combinatérios muito simples, por outras
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palavras, substituigbes sao regras que em cada etapa substituem um simbolo do alfabeto
por uma sequéncia finita de simbolos. Portanto, de uma forma simples, podemos dizer que
um sistema de substituicao consiste no par constituido por um alfabeto e uma aplicagao
caracterizada por um conjunto de regras que transformam elementos de uma sequéncia
numa nova sequéncia.

Nesta seccao, apresentamos alguns resultados elementares e terminologias sobre sis-
temas de substituicdo que sdo utilizados ao longo do Capitulo 4, ver [DHS 99, Fog 02,
Que 87, Wol 02]. Notamos a existéncia de algumas semelhangas com os conceitos ja in-
troduzidos na dindmica simbdlica para aplicacoes m-modais e algumas diferencas nas
designagoes e notacoes. Por exemplo, usamos a notacao S para o alfabeto em vez de %,
a designacao factor de uma palavra em vez de palavras admissiveis, a notagao L para o
conjunto de todos os factores de palavras em vez de ¥ e a notacao (£, () para o sistema

de substituicao em vez de (X, 0) para o sistema dinamico.

Definigao 1.37 Um alfabeto é um conjunto (nao vazio) finito de simbolos e é denotado

por S.

Definicao 1.38 A uma sequéncia finita (nao vazia) de simbolos no alfabeto S chamamos
palavra ou bloco e denotamos por ST o conjunto de todas as palavras em S. Chamamos

wma sequéncia (infinita) de stmbolos de S ao elemento u = (uy)neny em SN.

Definicao 1.39 Seja v = ujus ... u, € ST. Dizemos que n é o comprimento da palavra
u e € denotado por |u|. Se a palavra tiver comprimento 0 dizemos que a palavra é vazia

e € denotada por €.
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[e.e]
Nota 1.40 Denotamos por S* o conjunto S* = |J S* U {e}.
k=0

Definicao 1.41 Sejam u = ujus...u, € ST ev =v1v2...v, € ST. Dizemos que palavra

UV = ULUS . .. UpV1V2 . .. Uy € a concatenacao das palavras u e v.

Nota 1.42 A concatenagdo de palavras € uma operagdo associativa que tem como ele-

mento neutro a palavra vazia €.
Definicao 1.43 Uma aplicagao substituicao no alfabeto S € a aplicagdo ¢ : S — S*.

Nota 1.44 O A aplicagao substituicao ¢ € estendida a aplica¢oes (também denotada por
Q) ¢:8 =8 ¢:8" = 8t e¢: SN — SN por concatenacio. Além disso, usando
a extensao a palavras por concatenacdo, ¢ pode ser iterada e (" : S — S§* € ainda uma

substituicao.

Definicao 1.45 Sejam u,v € ST. Dizemos que a palavra u é um factor de uma palavra

U S€ U = UpyUpmt1 - - - U, cOm v; €S para algum j =m,m+1,...,ne0<m <n < |v|.

Definicao 1.46 Seja u € SN uma sequéncia. Ao conjunto de todas palavras finitas que

ocorrem em u chamamos linguagem de uma sequéncia u e é denotada por L(u).

Definicao 1.47 Ao conjunto de todos os factores das palavras (™(i), comn € N, i € S,
chamamos linguagem de uma substituicao ¢ e € denotada por L({) ou simplesmente por

L. Ao par (L,() chamamos sistema de substituigao.

Definicao 1.48 Seja u € SN uma sequéncia. Dizemos que u € sequéncia periddica de ¢

se para algum k € N temos ("(u) = u.
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Capitulo 2

Iteracao de funcoes diferenciaveis
por aplicacoes unimodais

Neste capitulo, comecamos por introduzir um sistema dinamico discreto (A4, 7"), onde
A é uma classe de fungoes diferencidveis, com nimero finito de pontos criticos e que sa-
tisfazem certas condigoes de fronteira, e 7' é um operador caracterizado por aplicagoes
unimodais f. Estudamos a localizacao dos pontos criticos e dos valores criticos das
fungdes iteradas da classe A por T' e também desenvolvemos algumas técnicas da dinamica
simbdlica para o sistema dinamico (A, T'), que tém por base a dindmica simbdélica do sis-
tema dinamico (I, f) para um certo intervalo I C R. Por fim, analisamos o comportamento
topolégico do sistema dindmico (A, T") no caso em que 1" é caracterizado por uma familia
de aplicagoes quadraticas a um parametro u definidas no intervalo I com valores no mesmo
intervalo I por f, (z) =1 — pz?, pu € (0,2]. Considerando uma subclasse B das fungdes
da classe A que podem ser escritas como uma combinacao linear finita de cos(knz) (a
expansao de Fourier em cossenos), analisamos a evolugao e a dependéncia no parametro

1 da decomposicao espectral por iteracao das fungoes da classe B por f.

Os resultados sobre iteragdao de fungoes da classe A pela aplicacdo f, que sdo apresen-
29
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tados neste capitulo, encontram-se em [CRV 09, CRV 10].

2.1 Introducgao do sistema dinamico discreto (A, 7))

Neste trabalho, consideramos a classe de funcoes diferencidveis reais definidas num

intervalo (eventualmente podem ser definidas em R)
A={p e CH([0,1],1) : ¢/(0) = ¢'(1) = 0 e |ep()] < o},

onde |cp(¢)| designa o nimero de pontos criticos de ¢ e I C R é um certo intervalo. O
uso do intervalo [0, 1] é apenas uma conveniéncia, podendo ser utilizando qualquer outro
intervalo, sendo que o aspecto importante é que ¢ tenha derivada igual a zero nos pontos
da fronteira do intervalo do dominio. A caracterizacdo desta classe A em termos de fecho
topolégico, métrico ou algébrico nao é discutida pois o que estudamos em detalhe sao as
propriedades combinatorias da dinamica.

Nesta classe A, de modo a obter um sistema dinamico discreto, definimos o operador

T: A —
o = fop,

onde f, neste capitulo, é uma aplicacio unimodal de classe C'(I,I) e atinge o valor
maximo no dnico ponto critico z. = 0. Notamos que este operador esta bem definido pois
(fop) (0) = (fop) (1) =0, pelo que temos f o ¢ € A, para qualquer ¢ € A. Além
disso, se ¢ € A temos Im(¢) C I, pelo que Im(T*$) C I, para qualquer k € N. Portanto,
obtemos um sistema dinamico discreto (A, 7") no sentido em que temos um conjunto A

e uma aplicacao propria T que dé a evolucao em tempo discreto. Este sistema dinamico
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tem dimensao infinita, embora induzido por um sistema dinamico discreto unidimensional

(L, f)-

2.2 Localizacao dos pontos criticos e dos valores criticos das
funcoes iteradas

Um dos principais objectivos deste trabalho é estudar o sistema dinamico (A, 7). Tal
como no caso unidimensional, os pontos criticos obtidos pela iteragao por aplicacdes do
intervalo desempenham um papel decisivo em todo o comportamento dinamico. No que
se segue, apresentamos um estudo, em termos da dindmica simbélica, sobre a localizacao
e o aparecimento dos novos pontos criticos e dos valores criticos das fungoes iteradas da
classe A pela familia de aplicagdes unimodais f, ver [CRV 09].

Sejam f uma aplicacdo unimodal de classe C'(I,I) com o valor méximo no tinico ponto

critico . = 0 onde I = [—-1,1], e Ig,s,..5, C I o intervalo cilindro definido por

ISOSL--Sk = {{lf el :x¢€ ISO,f({l?) S ISp - ,fk({l?) S ISk}

=Is, N f71(15’1) A---N fﬁk(ISk)’

onde S; = ad(f’(z)), 7=0,1,...,k.

Proposigao 2.1 Sejam f uma aplicacdo unimodal com o valor mdzimo no ponto critico,
¢ € AedJ CI[0,1] um intervalo. Se ¢ ;(x) ¢ um valor maximal (resp. minimal) em
IRs, .5, entdo fo@ () € um valor minimal (resp. mazimal) em Is, s, . Se ¢|;(x) € um
valor mazimal (resp. minimal) em Is, s, , entdo f o ¢ ;(x) é um valor mazimal (resp.

minimal) em Ig, g, .
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Demonstragao. Primeiro, pela defini¢ao de Ig, .. g, , temos que fIsy..5.) = Is, .5, para
qualquer palavra admissivel Sp...Sk. Em seguida, como f|7, é decrescente e inverte a
ordem, temos que pontos maximais (resp. minimais) para ¢ ; em algum J, subintervalo
de [0, 1], correspondem a pontos minimais (resp. maximais) para fo¢;. Do mesmo modo,

como f|;, ¢ crescente e mantém a ordem, obtemos o resultado pretendido. m

Sejam c¢(¢) o conjunto dos pontos criticos de ¢ € A, cv(¢) o conjunto dos valores

criticos de ¢ € A e z(¢) o conjunto de zeros de ¢. Notamos que cv(¢p) = ¢(c(¢)).

Proposigao 2.2 Sejam f uma aplicagao unimodal com o ponto critico em zero e ¢ € A.

Entao,

c(f o) =1z(¢)Uc(e)

cv(fod) = [f(d((¢))U [ (cv(9)).

Demonstragao. Pela regra da cadeia temos (f o ¢) (z) = f/(¢(z))¢'(z) = 0, pelo que
ou ¢'(z) = 0 ou f'(¢(x)) = 0, donde se obtém a primeira afirmagao. Por outro lado, os
valores criticos de f o ¢ sao as imagens por f o ¢ dos pontos criticos de f o ¢. Além disso,

f(cv(p)) = fop(c(p)) e obtemos o resultado. m

Uma consequéncia deste resultado é o seguinte:

Corolério 2.3 Sejam f uma aplicagao unimodal com o ponto critico em zero, ¢y € A e

Gr1 = f oy, ke€Ng. Entao,

I Ca

c(Pry1) =

J

OZ(fj(¢0)) Uc(eo)
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cv(pry1) = jéofkﬂfj (0 (2(¢5)) U fF+ 1 (ev(¢o)).

Este ultimo resultado significa que os maximos e os minimos de ¢ de alguma funcao
inicial ¢g € A s@o obtidos a partir das érbitas dos maximos e dos minimos de ¢y e o
aparecimento de novos pontos criticos corresponde ao aparecimento de novos zeros de

¢0,P1, ..., Pk. Um fenémeno semelhante é apresentado em [SSRV 04].

Nota 2.4 Se a aplica¢do unimodal f tiver como ponto critico valor diferente de x. = 0, os
resultados anteriores sao ainda vdlidos desde que se substitua o conjunto z(¢) por sp(d),
onde sp(¢) € o conjunto dos pontos x € [0,1] cuja imagem por ¢ € o ponto critico de f,

isto é, ¢(x) = x,.

Em seguida, apresentamos um exemplo para ilustrar as defini¢oes e os resultados an-

teriores.

Exemplo 2.5 Consideramos a aplica¢ao unimodal f : [-1,1] — [—1,1], com a sequéncia
de amassamento Ky = RL* (com o alfabeto {L,C,R}), cuja expressio analitica é dada
por f(z) =1—2x2, com um tinico ponto critico x. = 0. Sejam Ji, Jo C [0,1] os subinter-
valos e fun¢ao ¢ € A. Na Figura 2.1(a), apresentamos o grdfico da restrigio da funcdo ¢
nos subintervalos Ji e Jo, com um mdximo e um minimo na regiao Irpr, respectivamente.
Na Figura 2.1(b), apresentamos o grdfico da restricio de f o ¢ nos mesmos subintervalos
J1 e Jo, mas com um minimo e um mdzrimo na regido Ipr, respectivamente. Na Figura
2.2(a), apresentamos o grdfico da restri¢ao da funcao ¢ nos subintervalos Ji e Jo, com
um mdzimo e um minimo na regido IR, respectivamente. Na Figura 2.2(b), apresenta-

mos o grafico da restricdo de f o ¢ nos mesmos subintervalos Ji e Jo, com um mdximo
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e um minimo na regido Irg, respectivamente. Na Figura 2.3(a), apresentamos o grifico
da restricdo da funcao ¢ nos subintervalos Ji e Jo, com zeros em alguns pontos x1 e xo €
um mdzimo e um minimo nas regioes Irpr e I L, respectivamente. E na Figura 2.3(b),
apresentamos o grdafico da restricao de fo@ nos mesmos subintervalos Ji e Jo, com novos

valores mazrimais em x1 e To e um minimo na regiao IRy .

1 1
RLL
RL {RLR s /’\ \_/ 075
RC
R RRR 0.5 0.5
RR
RRL 0.8 ooz
C o o

LRL -0.25 -0_z8 \ / [\

LR

L 0.5 0.5 I \
LRR

LC -0.75 -0.75
LLR

LL LLLL

Figura 2.1: (a) Gréfico da restrigdo de uma funcdo ¢ nos subintervalos J; e Jo, com
um maximo e um minimo na regido Irp g, respectivamente. (b) Grafico da restrigao de
f o ¢ nos mesmos subintervalos J; e Js, com um minimo e um méaximo na regiao Iig,
respectivamente.
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RLL * *

::: e 0.75 0.75

R RRR 0.5 0.5
RR o 0,25 0.zs

C ] 0

-0.25 -0.25
LR

LC -0.75 -0.75
i /A \/

LL LLLL

a 0.2 0.4 0.& 0.8 1 o 0.z 0.4 [} 0.3 1

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Grafico da restricdo de uma funcdo ¢ nos subintervalos J; e J, com
um méaximo e um minimo na regiao Irrr, respectivamente. (b) Gréfico da restrigao de
f o ¢ nos mesmos subintervalos J; e Js, com um méximo e um minimo na regiao I g,
respectivamente.

1 - 1
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R { Rir A A
0.7
RC RLL 0.95
R RRR a5 )
e 0.z
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C A v ]
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LRL o.zs 0.85
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L -0.5
LRR [
LC -0.75
LLR
LL LLLL L
0 0.z 0.4 [N 0.8 1 0 0.z 0.4 [ [ 1
(a) (b)

Figura 2.3: (a) Gréafico da restricdo de uma funcdo ¢ nos subintervalos J; e J, com
zeros em alguns pontos z1 e T3 e um maximo e um minimo na regiao Irrr € ILRL,
respectivamente. (b) Grafico da restrigao de uma aplicagdo fo¢ nos mesmos subintervalos
J1 e Ja, com novos valores maximais em x; e x9 e um minimo na regiao Iry. Notamos
que em (b) a escala vertical é diferente.

Pelos resultados anteriores, os pontos criticos de uma funcao ¢ € A sdo também pontos
criticos de f o ¢, isto é, c(¢) C c(f o p). Além disso, se ¢ tem um zero entao ele é também
um ponto critico de f o ¢. Agora, seja y uma j-ésima pré-imagem de 0 pela iteracao por

f. O itinerdrio de y é da forma Sy...5;_1CK Kj3..., para alguma palavra admissivel
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Sy...8; € {L,R} (recordemos que K = it(f(0)) = (Kj)jen). Portanto, se k € N
esté fixo e se representamos as linhas horizontais, ordenadas pelas sequéncias simbdlicas,
correspondendo a qualquer j-ésima pré-imagem de 0 por f, com 0 < j < k, obtemos
um procedimento para identificar todos os novos pontos criticos e valores criticos até a
iteragao de ordem k de qualquer ¢ € A. Estes novos pontos criticos e valores criticos sao

obtidos da interseccao de ¢ com as linhas horizontais referidas atras.

Exemplo 2.6 Consideramos a aplicagio unimodal f : [—1,1] — [—1,1] definida por
f(x) = 1 —22% com o tnico ponto critico z. = 0, e a condi¢io inicial ¢pg € A definida
por ¢o(x) = —0.540.05 cos(3wx). Na Figura 2.4(a), cada linha horizontal é uma k-ésima
pré-imagem do ponto critico de f, x. = 0, por f, em particular, a linha indicada é a
quinta pré-imagem de 0 com itinerdrio LRRRC' .... Portanto, para qualquer fungao ini-
ctal que intersecta a linha indicada num ponto, obtemos um movo ponto critico na quinta
itera¢ao. Na Figura 2.4(b), iteramos a condi¢ao inicial ¢og por f e aparecem trés novos

pontos criticos na quinta iteracdo.
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Figura 2.4: (a) Gréfico de ¢p(x) =

(b)

—0.5 4+ 0.05cos(37x), tal que ¢5 = f° o ¢y tem trés

novos pontos criticos. (b) Graficos das k—iteragoes por f de ¢o(z) = —0.5+0.05 cos(3mx),
com f(r)=1-— 222
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2.3 Dinamica simbdlica para o sistema dinamico (A,T) as-
sociado a aplicagoes unimodais

Na Secgao 1.2, apresentamos alguns conceitos e algumas técnicas da dinamica simbélica
especificas para o sistema dinamico do tipo (I, f), onde I C R e f uma aplicagdo uni-
modal. Nesta seccao, desenvolvemos algumas técnicas da dinamica simbdlica para o sis-
tema dindmico (A, T) e que tém por base a dinamica simbdlica do sistema dinamico (1, f).
O trabalho aqui apresentado foi publicado em [CRV 09].

Recordamos a nossa classe de fungoes diferenciaveis

A={p e C([0,1],1) : ¢'(0) = ¢'(1) = 0 e |ep()| < o0},
onde |ep(p)| designa o numero de pontos criticos de ¢. Com o intuito de introduzir uma

descricao simbolica associada a (A, T), consideramos a decomposicao de A nas seguintes

classes:

A, ={¢p € A: ¢(z) é constante em [0, 1]},

Ao = {¢ € A: ¢ ndo tem pontos criticos em |0, 1[}
e

Aj={p € A:¢tem j pontos criticos em ]0,1[},
comj=1,2....

Consideramos as aplicacoes definidas por

A, — X

)
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e
A — »i+2
¢ = (it(¢(ao)), it(d(ar)),- .., it(¢(aj1))),
onde ¢(ag), ¢(ai1),..., ¢(aj+1) sdo os valores criticos de ¢ no intervalo [0, 1].

Sejam ¢ € A e 1(¢) o nimero de pontos criticos nao triviais de ¢ no intervalo (0, 1).
Neste caso, se ¢ € Aj, j € Ny, entdo n(¢) = j e o nimero total dos pontos criticos
én(p)+2 = j+2. O nosso objectivo é a descricao simbdlica da evolugao dindmica
das funcgoes pela iteracao de uma funcao ¢ por uma aplicacao f. Além disso, estamos
interessados que esta descricao simbdlica tenha essencialmente um significado topoldgico,
pelo que é importante distinguir e codificar os pontos e os valores criticos de ¢. Dadas
¢ € A, identificamos os seus pontos criticos e consideramos os enderegos e os itinerarios
dos valores criticos correspondentes. O espaco simbdlico generalizado é X := UjeNOEj +
onde ¥l =¥ x ¥ x - x ¥ (j + 1 vezes). Definimos a aplicacdo endereco generalizado

para a classe A por

ad: A — {L,C,R}"9)+2

¢ — ad(¢):= (ad (do),ad(dy),...,ad (dn(¢>)) ,ad (dn(¢)+1))

e a aplicacdo itinerdrio generalizado para a classe A por

it: A — X

¢ = it(¢) = (it (do) it (1) ..., it (dy(g)) + it (dyg)11)):
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com d; = ¢(aj), j =1,2,...,m(¢), onde aj, j = 1,2,...,1(¢), sdo pontos criticos nao

triviais de ¢ no intervalo (0,1) (com dy = ¢(0) e dy4)+1 = ¢(1)).

No exemplo que se segue, ilustramos as defini¢oes anteriores e mostramos que funcoes

diferentes podem ter o mesmo itinerario.

Exemplo 2.7 Consideramos a aplicagio unimodal f : [—1,1] — [—1,1] cuja expressio
analitica é dada aprorimadamente por f(z) =1 — 1.970412%. Sejam ¢ e 5 as fun¢oes da
classe A cugjas expressoes analiticas sao dadas aproximadamente por ¢ (x) = 0.01877 cos(mx)+
0.9287 ¢ qZ(x) = 0.01877 cos(mz?) + 0.9287, respectivamente, ver a Figura 2.5, e para as
quais se tem

it(¢) = ((RLL)™,(RLR)™) = it(¢).

As fungdes ¢ e $ sao diferentes, no entanto em termos da dindmica simbdlica representam
a mesma classe.

Consideramos também a func¢do 1 cuja expressio analitica € dada aprorimadamente
por ¢ (z) = 0.01867 cos(3mz) + 0.9286, ver a Figura 2.5. Os wvalores criticos nao sao
suficientes para distinguir, por exemplo, a funcdo ¥ das fungoes ¢ e & pois apesar de

terem o0s mesmos valores criticos, o itinerdrio de v € dado por
it(¢) = (RLL)™ , (RLR)™ ,(RLL)™ , (RLR)>),

pelo que a funcgdo v pertence a uma classe diferente da de ¢ e de 5
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Figura 2.5: Graficos das fungoes ¢, qg, 1 e das iteradas T'¢, Tg?), T, T?¢, TQqB, T2 com

f(z) =1—1.9704122. Notamos a diferenca na escala na primeira linha.

De seguida generalizamos de forma natural a aplicacao deslocamento para o espago

simbdlico generalizado X.

Seja SO = Vgl

L i=0,1,2,...,n(¢) + 1, tal que SO

’it(dj), onde dj, j =

0,1,2,...,1n(¢) + 1, sao os valores criticos de ¢. A aplicagcdo deslocamento generalizado é

definida por

(gl
4

S
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g(S(O), co, SO gl ’5(77(¢>)+1)) =

(0(S©@),...,0(SD),a(SED), ... o(SO@HD)) e 5 = giTh
(@(SO),...,0(SD),Kf,a(SED), ... o(SO@))),  se SW 2 giHY

onde Ky ¢é a sequéncia de amassamento da aplicacao unimodal f. Portanto, definimos o
sistema simbolico (X, o) associado ao sistema dinamico (A,T"). Analogamente aos sis-

temas dinamicos discretos de dimensao finita obtemos o seguinte resultado, ver [CRV 09]:

Teorema 2.8 Sejam ¢, ¢ € A, com ¢ # ¢ e tais que it(¢) = it(¢). Entio,
it(T*¢) = it(T"$), k € No.

Além disso,

goit=1itoT.

Demonstracao. Comegamos por provar a tltima afirmacao. Sejam ag, a1, az, ..., Gy(g)+1s

os pontos criticos de ¢.

Se Sy) = SYH), para qualquer i € {0,1,...,7(¢)}, e por (1.1) obtemos

oo E(¢) =00 (it(éb(ao))a v 7it(¢(aj))v it(gﬁ(aﬁrl))? v 7it(¢(an(¢)+1)))
= (0 0it(¢(ao)), ... o 0it(d(a;)), 0 0 it(P(ajt1)), - .., 0 0 it(P(ayg)+1)))
= (it(TQZ)(aO))? s 7it(T¢(aj))7 it(T¢(aj+1)), s 7it(T¢(an(¢)+1))

=1 OT¢7
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e se Sy) # SYH), para algum ¢ € {0,1,...,7(¢)}, e por (1.1) obtemos

go E(¢) =0° (it(éb(ao))a ce 7it(¢(aj))7 it(¢(aj+1)), s 7it(¢(an(¢)+1)))
= (00 it(d(ap)),. .., 0 0 it(B(a;)), Kpr0 0 it(d(ajs1)), - 0 0 it($(an(s)+1)))
= (it(TQZ)(aO))? s 7it(T¢(aj))7 ’Cfv it(T¢(aj+1)), s 7it(T¢(an(¢>)+1)))

=4t oT¢.

Provamos agora a primeira afirmagao (utilizando o tltimo resultado). Para k = 0, obtemos
it(¢) = @(g?)) (por hipétese). Assumimos que o resultado seja verdadeiro para k = n, isto

é, assumimos
it(T"¢) = it(T"¢).
Para k =n + 1,
it(T"¢) = il(T(T"9)) = g 0 it(T"¢) = g 0 it(T"9) = it(T" '),
que € o resultado desejado para k=n+1. =

Em seguida, apresentamos um exemplo para ilustrar as defini¢oes e os resultados an-

teriores.

Exemplo 2.9 Consideramos a fun¢do em A dada por

¢(z) = 0.1cos(mz) — 0.2cos(2mzx) + 0.3 cos(3mx) 4+ 0.2 cos(4dmx) — 0.1 cos(bmz)+

+0.1 cos(6mz),

e a aplica¢do unimodal f(x) = 1—-22%. A sequéncia de amassamento associada a aplicacdo
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f €Ky = RL*> e verificamos que
it(¢) = (RRRRL...,LRLRR...,RRRLR...,LRRRR...,LRLRR...) € ¥°.

Entao,

o(it(¢)) = (RRRL...,K;, RLRR... ,K;, RRLR...,K;,RRRR...,RLRR...) € 55,
o%(it(¢)) = (RRL...,L®,LRR...,L>°,RLR... L, RRR...,LRR...) € ¥¥,

o3(it(¢)) = (RL...,K;, L, RR..., L Ks,LR...,K;, L, Kf,RR...,Kf,RR...) € £13,

e, portanto,

it(T¢) = (RRRL...,K;,RLRR...,K;,RRLR...,K;, RRRR...,RLRR...),
it(T2¢) = (RRL...,L®,LRR...,L®,RLR...,L>°,RRR...,LRR...),

it(T3¢) = (RL...,K;, L, RR..., L= Ks,LR...,K;,L>,K;,RR...,Ks,RR...).

Na Figura 2.6, mostramos os grdficos de ¢, T, T?¢ e T3¢. Os seus itinerdrios podem

ser calculados directamente ou pelas igualdades

Qk(ﬂ(¢)) = E(Tkgf)), k=1,2,....
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Figura 2.6: Gréficos de ¢, T¢, T?¢ e T3¢, com ¢(x) = 0.1cos(rx) — 0.2cos(27x) +
0.3 cos(3mx) + 0.2 cos(4mx) — 0.1 cos(5mx) + 0.1 cos(6mz) e f dada pela expressao analitica
flx) =1—222

2.4 Evolucao e decomposicao espectral das funcoes iteradas

Nesta seccao, analisamos o comportamento topoldgico do sistema dinamico (A,T),)
para o caso particular em que o operador 7), é obtido por uma familia de aplicacoes
quadréticas f, a um parametro p € (0,2]. Analisamos o comportamento assimptético de
T 5(]50, oo € A, e alguns atributos particulares, como a evolugao e a decomposicao espectral
das iteradas e a sua dependéncia na condicao inicial e no parametro pu.

Recordamos que neste trabalho consideramos a classe de funcoes diferencidveis

A={p e C'([0,1],1) : ¢'(0) = ¢'(1) = 0 e [ep(e)| < 00},
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onde |ep(p)| designa o nimero de pontos criticos de ¢ e I = [—1,1] C R.
Nesta seccao, consideramos a familia de aplicagoes quadraticas f,, de classe Cc\I,1),

dependente do parametro p € (0,2], dada por

2
p?,

fu: I — 1
r — 1-—
com tnico ponto critico x. = 0, onde f, atinge o valor maximo, isto €, f/;(x) #0emx #0
e f,, (0) < 0. Notamos que [~1,1] é um intervalo invariante pois f,([-1,1]) = [~1,1].
Para esta familia de aplicagoes quadraticas, o operador

T,: A = A
o = fuop,

estd bem definido pois (f, o ¢)' (0) = (fu o) (1) = 0, pelo que temos f, o ¢ € A, para

qualquer ¢ € A. Além disso, se ¢ € A e Im(¢) C [—1,1], entdo I’m(Tl’f¢) C [-1,1], para

qualquer k£ € N. Assumimos, caso nao seja afirmado o contrério, que Im(¢) C [—1,1].
Qualquer funcao em 4 pode ser escrita como uma combinacao linear de cos(kmx) (a

expansao de Fourier em cossenos). Consideramos ainda a classe

B= {90 eA:p(x)= ch cos(kmzx),n € N},

k=0

a classe de fungoes em A que sdao combinacoes lineares de cos(kmx). Como f, é uma
aplicacao polinomial, temos 7),(B) C B e obtemos o sistema dinamico (B,7},), onde T},
significa 7T|g.

No teorema que se segue apresentamos uma férmula definida por recorréncia para o
calculo dos coeficientes d; da decomposicao espectral de f, o o(x) = %dj cos(jmx) €

§=0

B, para algum ny € N, em funcao do parametro 0 < p < 2 e dos coeficientes ¢; da
decomposicao espectral de uma dada funcao inicial po(z) = %cj cos(jmx) € B, para

7=0
algum n; € N.



2.4 Fwvolugdo e decomposi¢do espectral das fungdes iteradas 47

Teorema 2.10 Seja f,, a familia de aplicagoes quadrdticas definida atrds com p € (0,2],
do(z) = > 1% ¢j(0)cos(jma) € B, com mg € N, e ¢j(0) € R, j = 0,...,mp. Seja

or(z) = f/’j o go(z) = 7% cj(k) cos(jmx). Entdo,

colk+1) = 1= peo(k)? = 53 calh)?

e
r my
u
er(k+1)= =5 cr—jlk)ei(k) = wYy cir(k)e;(k),
5=0 j=r
com mg = 2kmg er=1,2,...,2my.
Demonstracao. Seja ¢y(z) = 7% c;(k) cos(jmr) = fo o ¢o(x). Temos que
mrg+4+1
Gryr(x) =1 — pgp(x) = Y ¢k + 1) cos(jmz),
=0
isto é,
Mg41
1— pco(k) + c1(k) cos(ma) + - - - + cmy (k) cos(myma)]* = Z ¢r(k + 1) cos(rmx).
r=0

Como cos(imz) cos(jmz) = 5 [cos((i + j)mz) + cos((i — j)wz)], temos, para r = 0,

1 1
colk+1) = 1-3 > cilk)e(k) + 5 S cilk)elk) =
ij=1,...;mp i,G=1,...;mp:
i+5=0 li—j|=0
1
_ 2
= 1-pe(k)” -5 ;Cn(k)

e(k+1) = —g 3 ci(k:)cj(k)—guz ci(k)ej (k) =
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r mg
Como ) c,yj(k)cj(k) = > cj—r(k)c;j(k) obtemos a afirmacao. m
j=0 j=r

Consideramos o seguinte exemplo cuja Figura 2.7 ilustra a dependéncia espectral no

parametro p.

Exemplo 2.11 Consideramos a familia quadrdtica f, dependendo do pardmetro p €
(0,2],

fu: R = R
r = 1—px?

Os grdficos da Figura 2.7 ilustram a variagdo com o parametro p € (0,2] da decomposi¢do

espectral de ¢4 = f;‘ oo, |c25(4)], 7=0,1,...,8, e a condi¢ao inicial ¢pg(x) = cos(mx).
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Figura 2.7: Gréficos da varia¢ao com o parametro p € (0, 2] da decomposigao espectral de
= fﬁo b0, |ea;(4)], 5=10,1,...,8, com f,(x) =1— pz?® e ¢o(x) = cos(mz).

Se ¢ € B faz sentido falar no harmdnico mazimal de ¢, denotado por m(¢) (corre-

spondendo a frequéncia maximal), o qual é o nimero natural maximal m, que corresponde

ao 1ltimo coeficiente nao nulo de cos(mmz) no desenvolvimento da expansao em série de

cossenos de ¢. Definimos v(¢) como o valor absoluto deste coeficiente. Em seguida, obte-

mos uma dependéncia explicita de v(¢y) no parametro u, pelo que v(¢) é uma fungao de
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e v(dr) = vk, 1)

Proposicao 2.12 Sejam f, a familia quadrdtica dependendo do pardmetro p € (0,2],
oo € B e ¢ = fl’f o ¢, k € N. Entao, v(¢k, ) € uma fungao crescente em pu, para
qualquer k € N e para qualquer condi¢ao inicial ¢pg. Como consequéncia, v(¢y, 1) depende

monotonamente da entropia topoldgica, em particular v(¢y, p) = ap®, para algum a € RT.

Demonstragao. Sejam ¢ € B e ¢ = fl]f o ¢ para algum k € N. Pelo Teorema 2.10
temos que my = m(¢y) = 28m(e) e v(¢x, 1) = |em, (k)]. Um célculo simples mostra que
Cpy (B +1) = —%cmk(k)2 e v(¢p, ) = ap’, para algum niimero real a e algum inteiro
N. Portanto, no intervalo considerado p € (0,2], a fungao v(¢y, 1) é mondtona. Como a

entropia topologica de f,, depende monotonamente de i, obtemos o resultado. m



Capitulo 3

Iteracao de funcoes diferenciaveis
por aplicacoes m-modais

Neste capitulo, comecamos por generalizar a aplicagoes m-modais f os resultados obti-
dos no Capitulo 2, que tém por base uma familia de aplicagbes unimodais. Mais pre-
cisamente, estudamos a localizacao dos pontos criticos e dos valores criticos das fungoes
iteradas e desenvolvemos algumas técnicas da dinamica simbdlica para o sistema dinamico
(A, T), no caso em que T' é obtido como a composigao de uma aplicagdo m-modal do in-
tervalo f com uma funcao da classe A. Neste caso, obtemos a descricao combinatéria das
6rbitas de (A, T) que depende da descrigdo combinatéria das érbitas do sistema dinamico
(I, f). No caso particular de f ser uma aplicagao topologicamente exacta estudamos a taxa
de crescimento dos pontos criticos das fungoes iteradas da classe A por f relacionando-a
com o nimero de crescimento de f. Considerando as técnicas da dinamica simbdlica intro-
duzidas e desenvolvidas para o sistema dinamico (A, T) e as fungdes em A cujos valores
criticos sdo pontos periddicos de f, analisamos a evolugao e a distribuicao dos valores
criticos das fungoes iteradas da classe A por f. Para isso, construimos e analisamos his-

togramas com as frequéncias relativas dos valores criticos distintos correspondentes aos
51
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novos pontos criticos de ¢r. Vamos, no presente capitulo, apresentar resultados que foram
obtidos em [CRV 1la, CRV 11b].

Neste capitulo, utilizamos a classe de fungoes diferencidveis

A={p e CY[0,1,1) : ¢'(0) = ¢'(1) = 0 e [ep(e)| < 00},

onde |cp(p)| designa o nimero de pontos criticos de ¢ e o operador

T: A — A
p = fop,

onde f : I — I é uma aplicagao do intervalo m-modal para certo intervalo I C R.

3.1 Localizacao dos pontos criticos e dos valores criticos das
funcoes iteradas

Nesta seccao, apresentamos um estudo em termos de dinamica simbdlica sobre a
localizacao dos pontos criticos e dos valores criticos das fungdes iteradas da classe A
pela aplicacao m-modal f. Os resultados apresentados nesta secgdo sao generalizacoes
a aplicagoes m-modais, dos resultados obtidos na Secgao 2.2, que tiveram por base uma
familia de aplicagOes unimodais.

Seja igi1 ... 1 € Wi41 e o intervalo cilindro I;y;,..;, C I definido por

Ii0i1~~~ik = {CC el . x¢€ Iio,f(:c) € Iip . ,fk(.’E) € Izk} =

:Iiomf_l(jil)ﬂ"'mf_k(lik)v
onde i; = ad(f7(x)), j =0,1,... k.

Proposicao 3.1 Sejam f uma aplicagio m-modal, ¢ € A, J C [0,1] um intervalo e

v € J. Se ¢ ;(x) € um valor mazimal (resp. minimal) em iy, i, tal que € (ig) = —1,
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entdo f o ¢ ;(x) € um valor minimal (resp. mazimal) em I ;. Se ¢ ;(x) € um valor
mazimal (resp. minimal) em I ;, ., tal que € (jo) = +1, entdo f o ¢ ;(x) € um valor

mazimal (resp. minimal) em I, j, .

Demonstracao. Primeiro, pela defini¢ao de I;y;,. 4, , temos que f(L;yi,. i) = Liy.. 4, para
qualquer palavra admissivel ig . ..i;. Em seguida, como f Iy ¢é decrescente e inverte a or-
dem, temos que pontos maximais (resp. minimais) para ¢|; em algum J, subintervalo de
[0, 1], correspondem a pontos minimais (resp. maximais) para f o ¢;. Pela mesma razao,

como f| I, é crescente e preserva a ordem, obtemos o resultado pretendido. m

Sejam cp(¢) o conjunto dos pontos criticos de ¢ € A, cv(¢) o conjunto dos valores
criticos de ¢ € A e sp(¢) o conjunto dos pontos x € [0, 1] cuja imagem por ¢ é um ponto

critico de f, isto é, ¢(x) € cp(f). Notamos que cv(¢) = ¢p(cp(d)).

Proposigao 3.2 Sejam f uma aplicacdo m-modal e ¢ € A. Entao,

ep(f o p) = sp(¢) Ucp(o)

co(fod) = [f(¢(sp(¢)) U f(cv(¢)).

Demonstragao. Pela regra da cadeia temos que (f o ¢) (z) = f'(¢(z))#'(z) = 0, pelo
que, ¢'(x) =0 ou f'(¢(x)) = 0. Donde se obtém o primeiro resultado. Por outro lado, os
valores criticos de f o ¢ sdo as imagens por f o ¢ dos pontos criticos de f o ¢. Além disso,

f(cv(@)) = fop(cp(p)) e obtemos o resultado. m

Uma consequéncia deste resultado é o seguinte:
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Corolario 3.3 Sejam f uma aplicagio m-modal, ¢g € A e ¢pr11 = fo ¢k, k € N. Entao,

cp(pr1) = Uj—osp(f7(¢0)) U cp(do)

cv(Prr1) = Ui 177 ((sp(5)) U S5 (cv(@o)).

Este tltimo resultado significa que os maximos e os minimos de ¢p1 = f*1(¢o), de

alguma funcao inicial ¢y € A, sdo obtidos das érbitas dos maximos e dos minimos de ¢ e

também do aparecimento de pontos criticos onde ¢q, ¢1, ..., ¢ atingem os pontos criticos
de f. As pré-imagens, por f, dos pontos criticos ¢;, j = 1,2,...,m, isto é, pontos y € I
tais que f*(y) = ¢j, para algum natural k e algum j = 1,2,...,m, podem ser repre-

sentados pelas palavras admissiveis em Wy. Por exemplo, a palavra admissivel i12s ... 1
juntamente com o simbolo C; (para um j = 1,...,m fixo), i1is...i,C}, representa a k-
ésima pré-imagem de ¢;, por f, isto é, ad (z) = i1, ad (f (z)) = ia,...,ad (f* 1 (z)) = iy
e fF(x) = ¢;. Uma palavra admissivel indica o prefixo do itinerdrio de uma pré-imagem
y por f. Se considerarmos os graficos das funcoes constantes iguais as pré-imagens dos
pontos criticos de f obtemos uma grelha em que cada linha horizontal é designada por
uma palavra admissivel. Se uma das linhas horizontais, designada por uma certa palavra
admissivel 414z . . . ixC}, intersecta ¢ num ponto z € [0, 1], entdao T% (¢) terd um novo ponto
critico em x com o valor critico localizado no intervalo cilindro I;;,..;,. Notamos que x

nio é necessariamente um ponto critico para 751 (¢).

Os Exemplos 3.4 e 3.5 ilustram os resultados anteriores. Em particular, as Figuras 3.1,

3.2 e 3.3 ilustram as Proposicoes 3.1 e 3.2.
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Exemplo 3.4 Consideramos a aplicagio bimodal f : [—1,1] — [—=1,1] cuja expressdo
analitica é dada por f(x) = 4x3 — 3x. Sejam Jy, Jo C [0,1] os intervalos e ¢ € A. Na
Figura 3.1(a), apresentamos o grdfico da restricao da func¢ao ¢, nos subintervalos Jy e Ja,
com um mdzximo e um minimo na regido Isy. Na Figura 3.1(b), apresentamos o grifico
da restri¢cdo de f o ¢ nos mesmos subintervalos Ji e Jo, com um mdzrimo e um minimo
na regigo Iy. Na Figura 3.2(a), apresentamos o grdfico da restri¢io da func¢ao ¢ nos
subintervalos Ji e Ja, com um mdzximo e um minimo nas regioes Iso e Is3, respectivamente.
Na Figura 3.2(b), apresentamos o grifico da restrigao de fod nos mesmos subintervalos J
e Jo, com um minimo e um mdzimo nas regioes Is e Is. Na Figura 3.3(a), apresentamos o
grafico da restricao da fungao ¢ nos subintervalos Jy e Jo, que intersecta a linha horizontal
correspondendo a um ponto critico de f em alguns pontos x1,2} € Ji, x2, 25 € Jo e com um
mdzximo e um minimo nas regioes I3 e Is1. E, finalmente, na Figura 3.3(b), apresentamos
o grdfico da restricio de f o ¢ nos mesmos subintervalos Ji e Jao, com os novos valores

minimos nos pontos x1,xy € Ji, x2, x5 € Jo e com wm mdximo na regico I.
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Figura 3.1: (a) Gréfico da restrigdo de uma funcdo ¢ nos subintervalos J; e Jo, com um
maximo e um minimo na regiao I3, respectivamente. (b) Grafico da restrigao de f o ¢ nos
mesmos subintervalos Ji e J2, com um maximo e um minimo na regiao I, respectivamente.
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Figura 3.2: (a) Grafico da restrigdo de uma funcdo ¢ nos subintervalos J; e Jy, com um
maximo e um minimo nas regioes Iso e I3, respectivamente. (b) Grafico da restrigao de
f o ® nos mesmos subintervalos J; e J2, com um minimo e um maximo nas regioes I» e
I3, respectivamente.
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Figura 3.3: (a) Grafico da restricdo de uma funcdo ¢ nos subintervalos J; e Ja, que
intersecta a linha horizontal correspondendo a um ponto critico de f em alguns pontos
x1,x) € J1, T2, 25 € Jo e com um mdximo e um minimo nas regices I3y e Iz;. (b) Grafico
da restrigdo da aplicacdo f o ¢ nos mesmos subintervalos J; e Jy, com os novos valores
minimos nos pontos 1, ] € Ji, x2, x5 € Jo e com um maximo na regiao ;. Notamos que
em (b) a escala vertical é diferente.

Exemplo 3.5 Consideramos a aplicagao bimodal f : [—1,1] — [—1,1] definida por f(x) =
4z3 — 3z, com os pontos criticos c; = —1/2 e co = 1/2. A parti¢io do intervalo I é dada
por I =11 Ulo, Ul Ule, Uls, com Iy = [-1,-1/2), I, = {-1/2}, I, = (—1/2,1/2),
Io, = {1/2} e I3 = (1/2,1] (com o alfabeto {1,C1,2,C5,3}). Na Figura 3.4(a), cada
linha horizontal é uma k-ésima pré-imagem por f de cada ponto critico de f, ¢1 e co. Em
particular, a linha indicada € a primeira pré-imagem de co pertencendo a Is. Portanto,
para qualquer funcdo inicial que intersecta a linha indicada num ponto, obtemos um novo
ponto critico numa sequnda itera¢do e ndao antes. Na Figura 3.4(b), consideramos ¢o(x) =
ap + aj cos(2mx), com ag = —0.2 e a; = 0.06. Ambos ¢y e ¢p1 = T tém um ponto critico
no interior do intervalo [0,1]. No entanto, a sequnda iteracio ¢o = T?¢g tem dois novos

pontos criticos, precisamente nos pontos onde ¢q intersecta a linha denotada por 2Cs5.
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Figura 3.4: (a) Gréfico de ¢o(x) = ag + aj cos(2mz), com ap = —0.2 e a; = 0.06, tal que
¢o = f% 0 ¢p tem dois novos pontos criticos. A linha indicada é a primeira pré-imagem de
co pertencente a Is. (b) Gréficos das k—iteragdes por f de ¢o(z) = ap + a1 cos(2mz), com
ag = —0.2 e a; = 0.06.
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3.2 Dinamica simbdlica para o sistema dinamico (A,T) as-
sociado a aplicagoes m-modais

Nesta seccao generalizamos a aplicacoes m-modais f as técnicas introduzidas e desen-
volvidas na Secgao 2.3 sobre a dindmica simbdlica para o sistema dinamico (A, T'), que tém
por base uma familia de aplicagoes unimodais. De modo anélogo, consideramos o alfabeto
A ={1,C1,2,Cq,...,Cp,m + 1} e o espago simbdlico generalizado é ¥ := UjeNOEj“,
onde !l =¥ x ¥ x --- x ¥ (j + 1 vezes). Definimos a aplicacio endereco generalizado

para a classe A por

ad: A — ANP)+2

¢ — ad(¢):= (ad (do),ad(dr),...,ad (dn(¢>)) ,ad (dn(¢>)+1))

e a aplicacdo itinerdrio generalizado para a classe A por

it: A — X

¢ = it(¢) = (it (do),it (dv), ..., it (dyg)) it (dyg)s1))s

com d; = ¢(aj), i = 1,2,...,1m(¢), onde a;, i = 1,2,...,1n(¢), sdo pontos criticos nao
triviais de ¢ no intervalo |0, 1] (com do = ¢(0) e dyg)+1 = ¢(1)) e 7(4) o niimero de

pontos criticos nao triviais de ¢ em |0, 1].

Em seguida, apresentamos um exemplo para ilustrar as definigbes de uma aplicagao en-
dereco generalizado e de uma aplicacao itinerario generalizado. Neste exemplo, mostramos

também que funcoes diferentes podem ter o mesmo itinerario.
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Exemplo 3.6 Consideramos a aplicagio bimodal f : [—1,1] — [—1,1] cuja expressdo
analitica é dada aprovimadamente por f(xr) = —2.152% + 1.15xe as funcdes ¢, qz € A
cujas expressoes analiticas sao dadas aprozimadamente por ¢ (x) = 0.261 cos(mx) + 0.711

e ¢ (x) = 0.2885 cos(0.87mz) 4 0.6834, respectivamente. Neste caso,

ad(9) = (ad(6(0)), ad(6(1))) = (3,3) = ad(3)
it(9) = (312%,32%) = it(9)

(com o alfabeto A = {1,C1,2,C9,3}). Como podemos observar, as fungoes ¢ e & 8G0
diferentes mas tém o mesmo itinerdrio, pelo que em termos de dinamica simbdlica repre-
sentam a mesma classe. Consideramos também a funcao ¥ € A com expressao analitica
dada aprozimadamente por v (x) = 0.261 cos(3wz) + 0.711 e que tem os mesmos valores

criticos que ¢ e 5 Todavia, o seu itinerdrio €
it(y) = (312°°,32%°,312%,32%)

e a funcdo ¢ pertence a uma classe diferente ¢ e 5, ver a Figura 3.5.
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Figura 3.5: Gréficos das funcoes ¢, ¢~), W, T, T¢~), T, T?¢, Tig?) e T2, onde ¢, ¢~) e 1 sdo
dadas aproximadamente por ¢ (z) = 0.261 cos(mz) + 0.711, ¢ (z) = 0.2885cos(0.87x) +

0.6834 e 9 () = 0.261 cos(3mx) + 0.711, respectivamente, e f(z) = —2.152% + 1.15z.

Em seguida definimos a aplicacao deslocamento para o espaco X.

Seja i) = igj)igj)..., tal que i) = it(dj), onde dj, j = 0,1,2,...,n(¢) + 1, sdo os

valores criticos de ¢. Definimos a aplicacdo deslocamento generalizado para o espago X

por

1
¥
1
M
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= 9

J(Z’(O) i@ U ,i(”(¢)+1))

(@(i®),...,0(0)),0(UD),...,o(itn# 1))

se igj) = igjﬂ),

(O-(i(O))u s 7U(Z(j))7 ,Ci(lj)’ .. 7’Ci(1j+1)717 O-(i(j+1))7 .. 70(i(n(¢)+1)))
se it £ 0T o) < 40T

(O-(i(O))u v 7U(Z(j))7 ,C-(j) 10 7’C-(j+1) ; O-(i(j+1))7 cee 70(i(n(¢)+1)))
LS 51

se i) £ U ¢ 0D D),
(3.1)

onde lCigj), com it € {1,...,m}, é a sequéncia de amassamento correspondente ao ponto
critico de f, localizado entre os valores criticos d; e d;jy1, 7 =0,1,2,...,n(¢).

Portanto, obtemos um sistema simbdlico (X, o) associado ao sistema dinamico discreto
(A,T). Analogamente aos sistemas dinamicos discretos de dimensao finita obtemos os

seguintes resultados, ver [CRV 11a]:

Teorema 3.7 Sejam ¢, ¢ € A, com ¢ # ¢ e tal que it(¢) = Q(qﬁ) Entao,
it(T*¢) = it(T*¢), k € No.

Além disso,

goit=itoT.

Demonstracao. Comecamos por provar a tltima afirmagao. Seja dj, j = 1,...,n(¢),

valor critico de ¢ no intervalo ]0, 1 (com do = ¢(0) e d;ygy+1 = ¢(1)).
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Se igj) = igjﬂ), para qualquer j € {0,1, ...,n(¢)}, e por (1.1) temos

Q(ﬂ(?ﬁ)) = Q(it(dO); s ait(dj)a it(derl)a s ait(dﬁ(@-i-l)) =
= (0(it(d0)), . o it(d})), 0 (it(dy51))s - ., ity 1)) =
= (Zt(T(dO))a s ait(T(dj))a it(T(dj+1))v s 7it(T(dW(¢)+l)) =

se igj) =+ igjﬂ) e igj) < igjﬂ), para algum j € {0,1, ...,n(¢)}, e por (1.1) obtemos

Q(ﬂ(?ﬁ)) = Q(it(dO); s ait(dj)a it(derl)v SRR it(dﬁ(¢)+1)) =

= (0(it(d)), - (), Ky - Ky 0(it(dy1), - (i) 41)) =

= (0(T(do)), - it(T (), Ky, s Kyggion_y it(T(dj1)); - 0 (T(dyiy41))) =

e, no ultimo caso, se igj) # igjﬂ) e i(1]+1) =< igj)

(1.1) obtemos

=)

(it(9)) = alit(do), .., it(dy), it(djsr)s . it(dy(yr1)) =

= (J(it(do)), ey U(it(dj)), ]Cigj)_l, ey ,Ci(lj+1) 5 U(it(derl)), e ;U(it(dn(qb)—i-l))) =

= (J(T(do)), e ,it(T(dj)), ]Cigj)_l, e ,,Ci(lj+1) 5 it(T(dj+1)), ey J(T(dn(¢)+1))) =

Provamos agora a primeira afirmagao. Para k = 0, obtemos it(¢) = Q(qﬁ)

hipétese). Assumindo que o resultado é verdadeiro para k = n, isto é, assumindo que

it(T"¢) = it(T").
Para k =n + 1,

it(T"'¢) = it(T(T"9)) = a(it(T"¢)) = a(it(T"9)) = it(T"'9),

, para algum j € {0,1, ...,n(¢)}, e por

(por
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que é o resultado pretendido para k =n—+1. =

No exemplo que se segue ilustramos a definicdo de uma aplicacao deslocamento gene-

ralizado e o resultado anterior.

Exemplo 3.8 Consideramos uma aplicagdo bimodal f : [—1,1] — [—1, 1] com as sequéncias
de amassamento K1 = it(f(c1)) = (33C211C1)™ e Ko = it(f(c2)) = (11C133C2)>° (com
o alfabeto {1,C4,2,C5,3}), cuja expressio analitica de f é dada aproximadamente por

f(x) = 3.9818z3 — 2.9818z, ver a Figura 3.6.

10—

0.5

QoL v S
-10 -05 0.0 0.5 10

Figura 3.6: Grafico da aplicagdo bimodal f cuja expressao analitica é dada aproximada-
mente por f(r) = 3.98182% —2.9818x. As linhas horizontais representam os pontos criticos
simbolicamente dados por C7 e Cs.

Agora, consideramos, em A, a funcao ¢ dada por

¢(z) = 0.05cos(2mz) — 0.92.

Temos
it(¢) = (122223...,113133...,122223...) € 23,
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entao
o(it(¢)) = (22223...,13133...,22223...) € &3,
o2(it(¢)) = (2223...,K1,3133...,K;,2223...) =
= (2223...,(33C211C1)>,3133...,(33C211C1)>,2223...) € ¥°,
a3(it(p)) = (223...,K2, (3C211C13)>,133. .., (3C211C13)®,K,,223...) =

= (223...,(11C133C)™, (3C211C13)>,133 ..., (3C211C13),
(11C433C,)>,223...) € X7,

cAit(d)) = (23...,K1, (10133C21)®, K1, Ko, (C211C133)°, K2, K1,33 ...,
K1,K2, (C211C133)%, Ka, K1, (1C133C51), K1,23 ... ) =
= (23...,(33C511C1)>, (10133C51)%, (33C511C1)>, (11C133C,)>°, (C211C133),
(11C133C5), (33C511C1)™, 33 .. ., (33C511C1 )™, (11C133C2)>, (C211C133)>,
(11C133C3)%, (33C,11C1)>®, (10133C51)>, (33C211C1)>, 23 ...) € X17,

€

it(T¢) = (22223...,13133...,22223...),

it(T?¢) = (2223...,K1,3133...,K,,2223...),

it(T3¢) = (223...,K2,(3C211C13)°,133..., (3C211C13)>, K2, 223 ...),

it(T*) = (23...,K1,(10133C51), Ky, Kz, (C211C133)%, Ka, K1,33 ..., K1, Ko, (C211C133)>,
Ko, K1, (1C133C21)%, K1,23...).

Na Figura 3.7, apresentamos os grificos de ¢, T, T?¢p, T3¢, T ) e T°¢ e determi-
namos os itinerdrios pela igualdade

ok (it(6)) = it(TF6), k=1,2,....

E claramente visivel a acumulag¢do dos novos pontos criticos no ultimo grdfico.
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Figura 3.7: Gréficos de T%¢, k = 0,1,2,3,4,5, com ¢ dada por ¢(x) = 0.05 cos(27z) —0.92
e f dada aproximadamente pela expressio analitica f(z) = 3.98182% — 2.9818z.

Podemos fazer a anilise simbdlica sem uma expressao analitica explicita da funcao
¢ € A, em particular se os itinerdrios forem sequéncias periédicas, como podemos ver no

préximo exemplo.

Exemplo 3.9 Consideramos uma aplicacdo 4-modal f caracterizada pelo invariante de

amassamento

Ky = ((555C1)%, (16C2), (53C3), (124C4)%),

(com o alfabeto {1,C1,2,C5,3,C3,4,C4,5}), ver a Figura 3.8.
Agora, consideramos o itinerdrio generalizado de uma funcdo inicial ¢ da classe A
com it(p) = ((15)>°,(253)°, (413)7) . As sequéncias sdo admissiveis para o invariante de

amassamento Ky, pelo que este itinerdrio representa uma classe de fungoes pertencendo
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a classe A, que tém trés pontos criticos dois dos quais sdo mecessariamente ag = 0 e
az =1 (os pontos da fronteira de [0, 1]) e o outro ponto critico a1 € um ponto do intervalo
[e.e]

)

10,1[, e os walores criticos correspondentes tém itinerdrios dados por it(¢(0)) = (15)

it(¢p(a1)) = (253) e it(p(1)) = (413)°° (pontos periddicos relativamente a f).

1 G2 G 3 G 4 G 5

Figura 3.8: Gréfico da aplicagao 4-modal f caracterizada pelo invariante de amassamento
Ky = ((555C1)>, (15C2)>, (53C3)>°, (124C4)*°).
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Usando o Teorema 3.7, verificamos que a evolugcao temporal por T de qualquer func¢ao

¢ € A com o itinerdrio ((15)°°,(253)°, (413)>) € dada por
((15)%,(253)°, (413)>)

!
(51), K1, (532)% | Ka, K3, (134)%) =
= ((51)™, (555C1), (532)> , (15C5)™, (53C1), (134)>)
!
((15)%, (55C15), (325)™ , Ka, K3, Ka, K1, (5C21)%, (3C15)>, (341)>) =
= ((15)™, (55C15), (325)> , (124C4)™, (53C5), (15C2)™, (555C1 )™, (5C21), (3C15)>, (341))
!
((51)%°, K1, Kz, Ks, Ka, (5C155)%, Ka, K3, (253)% , Ko, K1, (24C41)>, K1, K2, K3, Ka, (3C35), K1, Ks,
Ka, K1, (5C21)®, K1, K2, Ks, Ka, (55C15)%, (C215)>, (C553)>, (413)™) =
= ((51)%, (555C1), (15C2)>, (53C5)>, (124C4)%, (5C155)>°, (124C4)>, (53C5)>, (253)> , (15C2),
(24C41)™, (555C1)™, (15C2), (53C3)>, (124C4) ™, (3C35), (124C4)™, (53C5), (15C2)™, (555C1 ),
(555C1)>, (5C51)>, (555C1)>, (15C2), (53C5), (124C4)>, (55C15)*, (C215), (C553)>, (413)™)

!

3.3 Taxa de crescimento dos pontos criticos das funcoes i-
teradas

Nesta secgao, considerando o caso particular em que a aplicagdo f é topologicamente
exacta, damos inicio ao estudo da taxa de crescimento dos pontos criticos das funcoes
iteradas da classe A por f, estabelecendo uma relagdo entre a taxa de crescimento dos
pontos criticos das fungoes iteradas e o niimero de crescimento da aplicacao f. Para além
de exigirmos que f seja topologicamente exacta exigimos algumas condi¢Oes para a funcao

inicial ¢¢ da classe A, ver [CRV 11b].
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Nos seguintes resultados estabelecemos uma relacao entre a taxa de crescimento dos

pontos criticos das fungdes iteradas da classe A por f e o nimero de crescimento de f.

Lema 3.10 Sejam f wma aplicacio m-modal, ¢ € A e ¢, = fFo ¢y, k € N. Se
Im(¢pg) = I, entdo a taxa de crescimento da sucessiao n(¢r), k € N, € igual ao nimero de

crescimento de f.

Demonstragao. Sejam c¢;, i = 1,2,...,m, os pontos criticos de f e I'y o nimero das
k-pré-imagens por f dos pontos criticos de f. Se Im(¢g) = I entao todas as pré-ima-
gens por f, de ¢;, i = 1,2,...,m, pertencem ao intervalo Im(¢p). O nimero dos novos

pontos criticos de ¢y é igual ao nimero de k-pré-imagens (no intervalo I'm(¢g)) por f de

¢, t=1,2,...,m, isto é,
n(or) = n(Pk-1) = Te—1,
pelo que
k
n(ée) =n(do) + > Tiy. (3.2)
t=1
Seja |Wg| o nimero de palavras admissiveis de comprimento k. Como cada k-ésima
pré-imagem por f do ponto critico ¢;, i = 1,2,...,m, é da forma yC; com v € W, entéo
k
Wil =) Ti1+1, keN. (3.3)
t=1

De modo a simplificar, e como ¢y é independente de k, consideramos n(¢g) = 0. Neste

caso, por (3.2) e (3.3), obtemos
Wil =n(¢x) + 1, k € No. (3.4)
Portanto, a taxa de crescimento da sucessao n(¢y), k € N, usando (3.4), é dada por

lim 7(¢r)/* = lim (Wi| — 1)V = lim (Wi |Y* = s(f),
k—oo k—oo k—oo
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e obtemos o resultado. m

Teorema 3.11 Sejam f : I — I uma aplicagdo m-modal, A C I a bacia de atrac¢do de f,
b0 € A, tal que ¢¢ € uma funcdo ndio constante e ¢y, = f¥ o ¢y, k € N. Entdo, verificamos

uma das sequintes afirmagcoes:
1. Se Im(¢pg) C A, entdo a taza de crescimento da sucessao n(dy), k € N, € igual a 1.

2. Se Im(pg) & A e f é topologicamente exacta, entdo a tara de crescimento da

sucessao n(Pr), k € N, € igual ao nimero de crescimento de f.

Demonstracdo. Seja i) = i(lj)igj) ey 5=0,1,....m(¢o) + 1, o itinerdrio do j-ésimo

valor critico de ¢g. Neste caso, temos

it(do) = (i©),...,i® 0D @@+

Comegamos por provar a afirmacao (1). Se Im(¢g) C A, como ¢y é uma fungao
continua, entao todos os valores criticos de ¢g pertencem a A,¢, para algum v € W,
p € N, e para algum i € {1,2,...,m}. Portanto, temos i) = ~C;K; para qualquer
j =0,1,...,n(¢o) + 1. Pelo Teorema 3.7 e pela definicao da aplicacdo deslocamento

generalizado g, temos
it(¢r) = (0" (YCiKy), ..., 0" (CiKi), 0* (YCiK), ..., o* (vCiky)) € 10+,

Neste caso, 1n(¢r) é constante para qualquer & € N, pelo que a taxa de crescimento de
n(¢x) é igual 1, independentemente do nimero de crescimento de f.
Provamos agora a afirmacao (2). Se Im(¢g) ¢ A entdao Im(¢g) ¢ Ayc, para qualquer

vyEW, peN,i=12...,m SeJ um subintervalo aberto nao vazio de I tal que
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J = Im(¢g), entao J ¢ A. Neste caso, se f é topologicamente exacta, entdo existe um
numero inteiro n > 0 tal que f™(J) = I. Pelo Lema 3.10, concluimos que a taxa de

crescimento da sucessao 7(¢n+k), k € N, é igual ao nimero de crescimento da aplicagao

f.-m

Em seguida, apresentamos um exemplo para ilustrar o resultado anterior. Neste exem-
plo, considerando uma aplicacdo bimodal f topologicamente exacta e as funcoes iniciais
1o e ¢p da classe A tais que Im(¢y) ¢ A e Im(¢g) C A, analisamos a taxa de crescimento

das sucessoes n(Yx) e n(Px), k € Np.

Exemplo 3.12 Consideramos a aplicacdo bimodal f : I — I topologicamente exacta

caracterizada pelo invariante de amassamento
Ky = ((131C1)>, (31C2)™)

cuja expressdo analitica é dada aprovimadamente por f(z) = —3.94776x3 +0.024932722 +
2.98683z — 0.00628802 e os subintervalos Jy, Jo C I = [—1,1] tais que Jy, Jo & A, ver a
Figura 3.9. Seja ¢y € A a fungao tal que Im(y) C J1 e Im(vo) ¢ A, dada pela expressao

analitica o(x) = —0.0002 cos(2wz) — 0.7000 e cujo itinerdrio é
it(1p) = (11112233123 ...,11112232323...,11112233123...)

e seja ¢ € A a funcdo tal que Im(¢o) C Jo e Im(pg) C A, dada pela expressao analitica

¢o(z) = —0.0002 cos(2mx) 4 0.5038 e cujo itinerdrio é

it(do) = (23123123101 (31C,)*, 231231C (31C3)>°, 231231231C1 (31C5)™).
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. E— -
I Iz

Figura 3.9: Gréfico da aplicagdo f cuja expressao analitica é dada aproximadamente
por f(z) = —3.9477623 + 0.024932722 + 2.98683z — 0.00628802. As linhas horizontais
representam os pontos criticos de f dados por ¢; = —0.500091... e co = 0.504301... e
simbolicamente designados por C e Cs, respectivamente.
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A matriz de transicio A associada ao invariante de amassamento Ky € dada por

000 010
0 00 10O
111000
A= 111111
0 01 1 11
|01 0 0 0 O |
cujo raio espectral € igual a Ay, = 2.86181... e, portanto, o numero de crescimento de

f és(f)=2.86181....
A matriz A € irredutivel e aperiddica logo temos que f € topologicamente exacta, ver por
exemplo [Wal 81].

Calculamos os itinerdrios de Yy, k € N, e obtemos a taza de crescimento de n(y) igual
ao numero de crescimento de f, 2.86181. No ultimo grdfico da Figura 3.10, é claramente
vistvel a densidade da orbita dos pontos criticos de 159 em todo o intervalo I. Analoga-
mente, calculamos os itinerdrios dos valores criticos de ¢, k € N, e como Im(¢g) C A,
obtemos a taza de crescimento de n(¢px), k € N, igual a 1 que € diferente do nimero de
crescimento de f. No ultimo grdfico da Figura 3.11, temos que a drbita dos pontos criticos
de ¢50 tende para o ponto critico co de f, e portanto, nao temos crescimento de pontos
criticos de ¢r.. De modo a poder visualizar melhor as iteradas de ¢qy, por T, apresentamos

na Figura 3.12 um reescalamento dos grdficos da Figura 3.11.
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Yo A T2y, T3o
10 10 10 10
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Figura 3.10: Gréficos das funcées 1, = T*yg, k = 0,1,2,3,4,5,6,50, com 1y dada por
Yo(x) = —0.0002 cos(2mz) — 0.7000, tal que Im(y) C J1 e Im(¢y) ¢ A, e onde f é dada
por f(z) = —3.947762% + 0.024932722 + 2.98683x — 0.00628802. As linhas horizontais
representam os pontos criticos de f dados por ¢; = —0.500091... e co = 0.504301....

$o Té, T2pg T30
10 T T T T T 10 T T T T T 10 T T T 10 T T
05 0.5 0.5 05
0.0F q 00 9 0.0+ q 0.0
-05 -05 -05 -05
I AETSURTIIE RN ST RTUITNTTUNY. R SE— RN S
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
T*o T°o T T,
1.0 T T 10 T T 10 T T 10 T T
05 05 05 0.5
0.0F q 0.0 q 0.0+ q 0.0
-05 -05 -05 -05
[ U [ S, N U U RPN A —
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Figura 3.11: Gréficos das funcoes ¢, = T*¢g, k = 0,1,2,3,4,5,6,50, com ¢y dada por
¢o(x) = —0.0002 cos(2mx) + 0.5038, tal que Im(pg) C Jo2 e Im(¢o) C A, e onde f é dada
por f(x) = —3.9477623 + 0.024932722 + 2.98683z — 0.00628802. As linhas horizontais
representam os pontos criticos de f dados por ¢; = —0.500091... e co = 0.504301....
Notamos que nao se consegue visualizar as iteradas de ¢g, por T, das referidas linhas
horizontais.
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Figura 3.12: Graficos das funcoes ¢ = TF¢g, k = 0,1,2,3,4,5,6,50, com ¢y dada por
¢o(x) = —0.0002 cos(2mx) + 0.5038, tal que Im(pg) C Jo2 e Im(¢o) C A, e onde f é dada
aproximadamente por f(z) = —3.9477623 + 0.024932722 + 2.98683z — 0.00628802. As
linhas horizontais representam os pontos criticos de f dados por ¢; = —0.500091... e
co = 0.504301.... Notamos reescalamento nos graficos da Figura 3.11.

Em seguida, apresentamos um exemplo em que considerando uma aplicagao bimodal f
nao topologicamente exacta e as fungoes iniciais ¢g e ¢y da classe A tais que Im(¢g) ¢ A
e Im(vgy) ¢ A, relacionamos a taxa de crescimento das sucessoes 1(¢x) e n(¢x), k € Ny,

com o numero de crescimento de f.

Exemplo 3.13 Consideramos a aplicagdo bimodal f : I — I nao topologicamente exacta

caracterizada pelo invariante de amassamento

Ky = ((122C1)>, (32C2)>)

cuja expressao analitica é dada aprorimadamente por f(xr) = —2.3193423 + 0.182021z2 +
2.49686x — 0.0654008 e os subintervalos Jy, Jo C I = [—1,1] tais que J1, Jo & A, ver a

Figura 3.13. Seja ¢o9 € A a fungao tal que Im(¢pg) C J1 cuja expressio analitica é dada
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pela expressao analitica ¢po(x) = —0.038 cos(2mx) — 0.821, e itinerdrio €
it(pp) = (1112211112212...,1111111111121...,1112211112212...)

e seja gy € A a fungao tal que Im(y) C Jo cuja expressao analitica é dada pela expressao

analitica o(x) = —0.034 cos(2mz) + 0.54, e itinerdrio é

it(1o) = (2323232323233 ... ,2323323333323 . . ., 2323232323233.. . . ).

00|

K/

Figura 3.13: Grafico da aplicacao f cuja expressao analitica é dada aproximadamente por
f(z) = —2.3193423 +0.18202122 +2.496862 —0.0654008. As linhas horizontais representam
os pontos criticos de f dados por ¢c; = —0.57345... e co = 0.62577... e simbolicamente
designados por Cy e Cs.
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Temos que f ndo € topologicamente exacta pois, por exemplo, f™(J2) # I para qualquer
n € N.

A matriz de transicao A associada ao invariante de amassamento Ky € dada por

11100 00
10 00 000
01 00 0O0O
A=|0 0 1 1 0 0 O
0000110
000 0O0O01
L0 0 0 0 0 1 1|
O raio espectral da matriz A é dado por Apmee = 1.83929... e, portanto, o nimero de

crescimento de f € s(f) =1.83929....

Calculando a taza de crescimento de n(¢r), k € N obtemos o valor 1.83929... que é
igual ao numero de crescimento de f. No ultimo grdfico da Figura 3.14, podemos observar
a densidade da orbita dos pontos criticos de sy na regigo Jy (J1 estd representada na
Figura 3.13). Analogamente, obtemos para a taxa de crescimento de n(vy), k € N o valor
1.61806 ... que € diferente do numero de crescimento de f. No ultimo grifico da Figura
3.15, é também visivel a densidade da orbita dos pontos criticos de 159 mas na regido Jo

(Jo estd representada na Figura 3.13).
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Figura 3.14: Gréficos das funcdes ¢ = TF¢pg, k = 0,1,2,3,4,5,6,50, com ¢g(x) =
—0.048 cos(5mx) — 0.74, tal que Im(¢pg) C Ji, e f dada por f(z) = —2.319342% +
0.18202122 + 2.496862 — 0.0654008. As linhas horizontais representam os pontos criticos
de f dados por ¢; = —0.57345... e co = 0.62577....
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Figura 3.15: Gréficos das funcoes o, = TFig, k = 0,1,2,3,4,5,6,50, com t)o(z) =
0.048 cos(bmx) + 0.75, tal que Im(vy) C Jo, e f dada aproximadamente por f(z) =
—2.3193423 + 0.18202122 + 2.49686z — 0.0654008. As linhas horizontais representam os
pontos criticos de f dados por ¢; = —0.57345... e co = 0.62577....
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3.4 Evolucao e distribuicao dos valores criticos das funcoes
iteradas

Nesta seccao, consideramos aplicagoes m-modais f com sequéncias de amassamento
periddicas de tipo critico K; = (K1 K> ... Kp, ,C;)>*, comp; € N, i =1,...,m, e funcoes ¢
da classe A. Considerando as técnicas da dinamica simbdlica introduzidas e desenvolvidas
na Secgao 3.2 para o sistema dinamico (A, T'), analisamos a evolugao e a distribuigao dos
valores criticos das fungoes iteradas ¢ = T kpo, k € Ng. O ntmero de valores criticos
distintos de ¢ que podem aparecer ao longo da iteracao depende do tipo de sequéncias de
amassamento de f. Se as sequéncias de amassamento de f forem todas peridédicas o nimero
de valores criticos distintos de ¢y estabiliza embora o mesmo nao suceda a sua repeticao.
No caso particular, em que os itinerdrios dos valores criticos de ¢y sao periddicos existe um
inteiro positivo n tal que para qualquer k£ > n conhecemos o conjunto dos itinerarios de
todos os valores criticos distintos de ¢y, que é finito e nao varia com k. Um outro caso que
podemos analisar, e que nao estd abordado neste trabalho, é o caso em que uma sequéncia
de amassamento de f nao é periddica, sendo assim, o nimero de valores criticos distintos
de ¢y, vai crescer sempre com iteracao k e seria interessante analisar o tipo de crescimento.

No resultado que se segue, considerando as sequéncias de amassamento de f periddicas,
mostramos o conjunto dos itinerarios dos valores criticos das funcées iteradas ¢y, = T*¢y,
k € Ny. Como foi referido, n(¢g) denota o nimero de pontos criticos nao-triviais de ¢y e
dj, 7=0,1,...,n(¢o) + 1, os valores criticos de ¢y € A. Seja v(¢p) o nimero de valores

criticos distintos de ¢y € A.

Proposigao 3.14 Sejam f uma aplicacio m-modal, A C I a bacia de atraccdo de f,
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b0 € A tal que Im(¢o) ¢ A e ¢ = fF o ¢o, k € Ng. Se as sequéncias de amassamento de
f, IC;, sdo periddicas de periodo p;, i = 1,...,m, entdo os itinerdrios dos valores criticos

de ¢, k € Ng, pertencem ao conjunto

m n(¢0)+1
Ulo™®), ai=01,....p =130 (J {o'Gt@).1=01,....k},  (35)
i=1 §=0

onde dj, j =0,1,...,n(¢o) + 1, sdo os valores criticos de ¢o. Além disso, existe N € N

para cada k tal que v(¢) = v(pg4j) com k> N, j € N.

Demonstragao. Sejam ¢;, ¢ = 1,2,...,m, os pontos criticos da aplicagao f. No Corolario
3.3, provamos que todos os pontos criticos de ¢ = f* o ¢y, k € Ny, sdo obtidos de duas

maneiras:
(i) um ponto critico de ¢x_1 é um ponto critico de ¢y.

(ii) qualquer ponto critico de ¢ que nao é um ponto critico de ¢;_1 é um ponto y tal que

¢r-1(y) = ¢; para algum i = 1,...,m.

Portanto, da alinea (i) os valores criticos de ¢y, correspondem a imagem por f dos
valores criticos de ¢ _1.
Da alinea (ii), os novos valores criticos de ¢y sao sempre f(c;), i = 1,...,m. Portanto,
os valores criticos de ¢y sao pontos no conjunto
n(¢o)+1
U {fl(dj),z - 0,1,...,k;}

j=0

ou pontos no conjunto
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Em termos de itinerdrios, e recordamos que it(f*(x)) = o*(it(x)), para qualquer = € I,

os itinerarios dos valores criticos de ¢ estdo no conjunto

m n(¢po)-+1
U{aqi(lCi), qi:O,l,...,pi—l}U U {Ul(it(dj)),l:(),l,...,k}.
i=1 §=0
Como consideramos os pontos periddicos ¢;, ¢ = 1,...,m, temos que o conjunto
m
{7, kemo}
i=1

é finito. Em particular, o conjunto
m
U {fk(CZ)a k:()alv"'api_l}
i=1

¢é finito. Para um k € Ny fixo, temos que o nuimero de valores criticos distintos de uma

certa funcao ¢x é v(pg) < p1+ -+ pm +v(d0) e V(o) < v(¢g41). Portanto,

linolo v(Pr) = p1+ -+ pm + V(o).

k—
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Em seguida apresentamos um exemplo para ilustrar o resultado anterior.

Exemplo 3.15 Consideramos a aplicag¢ao trimodal f : [-1,1] — [—1,1], com o invariante
de amassamento Ky = ((412C1)*°,1%°, (412C1)>°) (com o alfabeto {1,C1,2,C5,3,Cs,4}),
que € dada aprozimadamente pela expressdo analitica f(x) = —7.97544x* +7.975442% — 1,
ver a Figura 3.16. Consideramos a funcdo inicial ¢g € A dada pela expressio analitica
¢o(x) = —0.075cos(2mx) + 0.75, cujo itinerdrio € dado aproximadamente por it(¢g) =
(342424 ... ,444141...,342424 ...). De acordo com a Proposicao 3.14, os itinerdrios dos

valores criticos de ¢, k € Ng pertencem ao conjunto

{07((41201)), ¢ =0,1,2,3} U {1} U {0!(342424 ...),0' (444141 ...),1 = 0,1,..., k} =
= {(41207), (12014), (2C141)%, (C1412)°,1%°, 01342424 . .. ), 0 (444141 ...),1 = 0,1, ..., k},

ver a Figura 3.17.

Figura 3.16: Gréfico de f cuja expressao analitica é dada aproximadamente por f(z) =
—7.97544z% + 79754422 — 1. As linhas horizontais representam os pontos criticos
c1 = —0.707107..., co = 0 e c3 = 0.707107..., simbolicamente dados por C7, Cs e
C3, respectivamente. Os simbolos do alfabeto {1,C1,2,C5,3,C3,4} estao representados
no eixo horizontal do grafico.
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Figura 3.17: Graficos das funcoes ¢ = f¥o ¢g, k = 0,1,2,3,4,5, com ¢y dada por
po(z) = —0.075cos(2mx) + 0.75 e f dada aproximadamente por f(r) = —7.97544z* +
7.975442% — 1. Os itinerdrios dos novos pontos criticos de ¢ sio dados por (412C7)%°,
(2C142)%°, (C1412)*°, (12C14)*° e 1% e estao representadas pelas linhas horizontais por
ordem decrescente respectivamente (de cima para baixo).
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Em seguida apresentamos um resultado que relaciona o numero de itinerarios dos
valores criticos distintos das fungoes iteradas ¢ obtidos por aplicacao sucessiva de o
a sequéncia K;, para algum ¢ € {1,...,m}. Analogamente & Proposi¢do 3.14 e pelas
mesmas razoes apresentadas anteriormente consideramos o caso em que as sequéncias de
amassamento de f s@o periddicas.

No caso em que as sequéncias de amassamento de f nao sdao todas peridédicas nao
ha acumulacao dos itinerarios dos valores criticos das iteracoes anteriores, apenas sao
considerados os valores criticos correspondentes aos novos pontos criticos de uma das
iteradas anteriores. E como os novos pontos criticos aumentam com a iteracao k obtemos
o conjunto em (3.5).

Sejam (i1 ... 17p)°° uma sequéncia periédica de perfodo p em ¥ e N;, ;) (¢) o nimero

de vezes que (i1 ...1,)> ocorre como itinerdrio de um valor critico de ¢ € A.

Proposigao 3.16 Sejam f : I — I uma aplicagcdo m-modal, A C I a bacia de atrac¢do de
f e ¢o € A tal que Im(go) ¢ A (com ¢g & Ac) e ¢ = f¥o ¢, k € Ng. Se as sequéncias

de amassamento de f, IC;, sdo periodicas de periodo p;, entdo para cada k € Ny, temos

Noa(ic;) (Pr) < Nor(ic;) (Pk)
para q >1r, comr, q=0,1,2,...,p,—1, ¢ =1,2,...,m.

Demonstragao. Como definido anteriormente, Nyq(i,)(¢x) € o niimero de vezes que
01(K;) ocorre como o itinerario de um valor critico de ¢ € A, k € Ny, para algum
i€ {l,2,...,m} e algum g € {0,1,...,p; — 1}. Se o itinerario de alguns valores criticos

de ¢y, é 09(K;) entao o itinerdrio destes valores criticos de ¢p_q é K;.
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Como ;, sao sequéncias periddicas de periodo p;, temos

Uq(ICZ‘) = Uq-l—npi(lci)’ n € Ny.

Neste caso, os valores criticos de ¢ cujo itinerdrio é o9(kC;) correspondem aos novos
pontos criticos que aparecem na iteragao de ordem k — (¢ + np;), para algum n € Ny, cujos
itinerarios sao K;. Estes valores criticos correspondem as pré-imagens admissiveis por f

(do ponto critico ¢;) de ordem k — 1 — (q + np;), para algum n € Ny. E como ¢ > r, entdo

k—1—(q+np;) <k—1—(r+np;).

Sendo assim, o nimero de pré-imagens admissiveis de ordem k — 1 — (¢ + np;) é inferior
ou igual ao numero de pré-imagens de ordem k — 1 — (r + np;) quando o nimero de voltas

de fF=(a+npi) § inferior ou igual ao nimero de voltas f¥~("+7Pi)  Portanto,

Na‘l(lCi)(¢k) < Na’“(lC¢)(¢/€)v q>T,

comr,q=0,1,2,...,p,—1,t=1,2,...,m. n

No exemplo que se ilustramos o resultado anterior.

Exemplo 3.17 Consideramos a aplica¢do bimodal f : [—1,1] — [—1,1], com o invariante
de amassamento Ky = ((333C1)*°, (111C2)>°), que é dada aprozimadamente pela expressao
analitica f(x) = 3.99193z3 — 2.99193z. Consideramos ¢o da classe A cujo itinerdrio é

it(do) = ((3222)>,(23)>°). De acordo com a Proposicio 3.14, para qualquer ¢ € A, k €
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Ny, temos que os itinerdrios dos valores criticos de ¢y pertencem ao conjunto

{1((333C1)™), 1 =0,1,2,3} U {o'(

= {(111Cy)>

(3C133)>

,(11C51)>®

,(1C511)%

,(32)

,(3222)>

,(33C13)>

(111C3)>), 1 =0,1,2,3} U {o*

,(C1333)>°

,(333C1)>

,(23)

}.

,(2322)>°

,(2223)

((3222)%), 0"

,(2232)

((23)>)} =

,(Ca111)>°

Pela Proposi¢do 3.16, podemos afirmar que

N(cy333) (Dr) < N(zcy33)00 (0r) < Ngaoy3y= (Pr) < Nizasey ) (Pr)

N1y (9r) < Nacyir)= (@) < Nty (9k) < Na11cy)e (k)

De facto, temos

o (D) o (¢1) o (¢1) o (Pk)

N (333C1)>®
83500

Nz3cy3)=
28891

N (3C133)>
9996

N(c,333)=
3459

Tabela 3.1: A tabela apresenta o numero de vezes que 0%((333C1)*°) ocorre como o

itinerario de um valor critico de ¢14, Nya((3330,)~)(#14), ¢ = 0,1,2,3.
Nicor1)= (@) | Nacoin=(9%) | Nuics= (@) | Naiicy)= (P)
3459 9999 28891 83497

Tabela 3.2: A tabela apresenta o numero de vezes que 09((111C3)*°) ocorre como o
itinerdrio de um valor critico de @14, Noa((11105)>)(¢14), ¢ = 0,1,2,3.
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3.4.1 Algoritmo e resultados numéricos

No ambito do nosso estudo sobre a evolugao e a distribuicao dos valores criticos das
funcoes iteradas ¢ = f¥ o ¢, k € Ny construimos e analisamos histogramas com apre-
sentacao grafica da distribuicao das frequéncias relativas dos valores criticos distintos cor-
respondentes aos novos pontos criticos de ¢p. Com o intuito de determinar os itinerdrios de
todos os valores criticos de uma fungao iterada ¢,, (para algum n inteiro positivo fixo) cujas
frequéncias relativas sao apresentadas em histogramas, desenvolvemos um algoritmo que
é apresentado em seguida. Este algoritmo é desenvolvido tomando em conta a definicao
da aplicacao deslocamento generalizado ¢ e apenas com conhecimento do invariante de
amassamento de uma aplicagdo bimodal f e dos itinerarios dos valores criticos de uma

dada funcao inicial ¢ da classe A.

Consideramos as seguintes designacoes:

1, C1, 2, Cs e 3: simbolos do alfabeto da aplicacdo bimodal f

Ki e Ks: sequéncias finitas de simbolos do alfabeto de f que designam as sequéncias
de amassamento periddicas da aplicacao bimodal f

Xo: vector contendo sequéncias finitas de simbolos do alfabeto que designam os itinerarios

dos valores criticos de ¢g

n: nimero inteiro positivo que designa o nimero maximo de iteracoes da fungao ¢y por f

Y': vector contendo os itinerarios dos valores criticos de ¢, 1 < k <n

L: conjunto contendo a acumulagao dos vectores Y até a ordem k =n

i: ordem de iteracao, 1 <i<n
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Z: vector contendo os itinerarios dos valores criticos obtidos até a ordem 4
|Z|: comprimento do vector Z

j: posicao do elemento no vector Z

Zj]: j-ésimo elemento do vector Z

h: comprimento do vector Z em cada iteracao @

o: aplicagao deslocamento usual o

Algoritmo 3.18 (Cadlculo dos itinerdrios dos valores criticos da funcgao ¢,)

Sejam K1, Ko, Xy e n as entradas, L eY as saidas.

Passo O FazL={}, Z=Xpei=1.

Passo 1. FazY = {}, calcula |Z]| e acrescenta a sequéncia o(Z[1]) ao vector Y. Fazj =1 e
passa para o Passo 2.

Passo 2. Se j < |Z| — 1 entao designa por y o primeiro simbolo de Z[j| e por z o primeiro
simbolo de Z[j + 1], e passa ao Passo 3. Caso contrdrio, passa ao Passo 9.

Passo 3. Sey=1¢z=Cy (ou z = 2) entdo acrescenta K1 ao vector Y e o o(Z[j + 1]), faz
j=74+1 ewvolta ao Passo 2. Caso contrdrio, passa ao Passo 4.

Passo 4. Sey =3 e z=C (ou z = 2) entio acrescenta Ko ao vectorY e o o(Z[j + 1]), faz
j=j4+1 ewvolta ao Passo 2. Caso contrdrio, passa ao Passo 5.

Passo 5. Sey=Cy (ouy =2) ez=3 entdo acrescenta Ko ao vector Y e o o(Z[j + 1]), faz
j=j4+1 ewvolta ao Passo 2. Caso contrdrio, passa ao Passo 6.

Passo 6. Sey=Cy (ouy =2) ez=1 entao acrescenta K1 ao vector Y e o o(Z[j + 1]), faz
j=j4+1 ewolta ao Passo 2. Caso contrdrio, passa ao Passo 7.
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Passo 7. Sey=1 e z=3 entao acrescenta K1 e Ko ao vectorY e o o(Z[j+1]), fazj=j+1
e volta ao Passo 2. Caso contrdrio, passa ao Passo 8.

Passo 8. Sey =3 ez=1 entdo acrescenta Ko e a Ky ao vectorY e o o(Z[j+1]), fazj=j+1
e volta ao Passo 2.

Passo 9. Acresenta o vector' Y ao conjunto L e faz Z =Y. Sei =n o algoritmo termina sendo
faz i =1+ 1 e volta ao Passo 1.

Utilizando o Algoritmo 3.18, calculamos os itinerarios de ¢y, para qualquer k € N.
Posteriormente ordenamos os itinerdrios dos valores criticos distintos de ¢y, de acordo
com a ordenacao simbdlica apresentada na Seccao 1.2. Em seguida, calculamos numeri-
camente a frequéncia relativa dos itinerarios de cada valor critico distinto de ¢;. Com
estas frequéncias relativas dos itinerarios dos valores criticos distintos, construimos um
histograma.

Este algoritmo, que foi desenvolvido para aplicagoes bimodais, pode ser generalizado
para qualquer aplicacao m-modal, desde que se considere os simbolos do alfabeto da
aplicacao m-modal e se adapte os casos entre o Passo 3 e o Passo 8 que correspon-
dem a defini¢do da aplicagao deslocamento generalizado o.

Com o objectivo de obter um nimero finito de valores criticos distintos de ¢, para
algum k € N, vamos considerar exemplos com sequéncias de amassamento de f periddicas
e os itinerarios dos valores criticos de ¢y periédicos. Notamos que as entradas K, Ky e
X sao constituidas por sequéncias finitas de simbolos do alfabeto de f, pois correspon-
dem a parte periddica dos itinerarios que se repete. Para o caso em que sequéncias de
amassamento de f nao sao todas periddicas ou o caso em que os valores criticos de ¢y nao
sao todos peridédicos apenas temos conhecimento dos itinerarios dos valores criticos das

fungoes iteradas da classe A por f até ordem de iteragdo k e temos que explicitar todos
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os k primeiros simbolos da sequéncia de amassamento nao periédica ou do itinerario do
valor critico de ¢y nao periédico consoante o caso.
No exemplo seguinte ilustramos uma implementacao do Algoritmo 3.18 no programa

Mathematica 6.0.

Exemplo 3.19 Consideramos uma aplica¢do bimodal f com o invariante de amassa-
mento Ky = ((332C1)>°, (112C1)*) e uma fungdo ¢g € A tal que it(¢o) = ((312)>, (32)*°).
Considerando

K1 = 33201, KQ = 11202, X() = {312,32} en = 14,

obtemos 181369 valores criticos da funcdo ¢14 = f** o0 ¢g e os sequintes itinerdrios it(¢y),

para k=1,2,3,...,7,...,14, dados por

(123, 23)
1
(231, 332C4, 32)
1
(312, 112C%, 32C1 3, 23)
1
(123,112C5, 332C1, 12C51, 332C1, 112C,, 2C1 33, 11205, 32)
1

i
(123,32013, 112C5, C2112, 112C5, 32C1 3, 112C5, 332C1, 12021, 332C1, 11205,

20133, 11205, 332C), 12051, 33201, 112C=, 32C1 3, 11205, 332C1, 20511, 332C1, 11205,
32C13,112C, 332C1,12C21, 332C1, C1332,332C4, 12C21,332C4,112C>2, 32C13,112C2, 332C1,
20,11, 332C:, 112Cs, 32C1 3, 112C5, 332C:, 12051, 332C1, 112Cs, 2C1 33, 112C5, 332C1, 12C51,
332C1, 11205, 332C, 12C>1, 332C, 112C%, 2C41 33, 112C3, 332C4, 12C> 1, 332C1, 112C5, 32C4 3,
112C%2, 332C1,2C211,332C4,112C4, 32C13,112C>2, 332C1,12C21, 332C1, C1332, 332C1, 12C51,
332C1,112C%, 32C13,112C%, 332C1,2C511, 332C1, 112C5, 32C1 3, 112C4, 332C1,12C>1, 332C1,
112Cs, 20133, 112C5, 332C:, 12051, 332C1, 112Cs, 32C1 3, 11205, Co112, 112Cs, 32C1 3, 11205,
332C1,12C51, 332C, 112C%, 2C1 33, 112C, 332C1, 12C> 1, 332C4, 112C5, 32C1 3, 112C5, 332C1,
12C21,332Ch, 112C%, 2C1 33, 112C3, 332C1, 12C21, 332C1, 112C5, 32C1 3, 112C%, C2112, 112C;,
32C13,112C5, 332C, 12C>1, 332C, 112C%, 2C4133,112C3, 332C4, 12C> 1, 332C1, 112C5, 32C4 3,

11205, 332C1, 2C> 11, 332C1, 112C4, 32C41 3, 23)
I

1
(231, 332C1,112C5, 2C133,112C>, 332C4, 12C:1, . .., 11205, 32C1 3, 112C5, 332C1, 12C2 1, 332C4, 32)
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Recordamos que N (¢) é o nimero de vezes que iU), 5 =0,1,...,0(¢y), ocorre como

itinerario de valores criticos de ¢ € A. Definimos a frequéncia relativa por

N (ér)

H;i) (or) = o) + 2

jZO,l,...,’U(¢k),

onde i) ¢ o itinerario do j-ésimo valor critico de ¢y. Estes valores H,;y variam entre 0 e

1, e verificam a seguinte igualdade

H;o) + H;q) + -+ + H,L-('u(¢k)) =1.

1

Denotamos por H o conjunto dos valores H;()(¢r), j =0,1,...,v(¢x) e construimos his-

togramas usando os valores H,; (¢x), j =0,1,...,v(¢g).

Em seguida apresentamos um exemplo que ilustra a construcao de um histograma das
frequéncias relativas dos itinerarios dos valores criticos distintos correspondentes aos novos

pontos criticos de uma funcgao iterada ¢.

Exemplo 3.20 Consideramos a aplica¢do bimodal f : I — I com o invariante de amassa-

mento Ky = ((333C1)%°, (122C3)*°). Seja ¢po € A a fungdo tal que it(¢po) = ((313)°°, (23)>°).

Os itinerdrios dos wvalores criticos correspondentes aos novos pontos criticos de ¢y =
fFogo, k€N, com ordenagio simbdlica sio dados por c1(K;), ¢ =0,1,2,3, i = 1,2, isto
é

{(122C5)%°, (C1333)%°, (22C51), (2C512)%°, (C2122)>, (3C133)>, (33C13)>, (333C1)®}

e 0s respectivos valores de Naq(lci)(qblg)), q=0,1,2,3, i =1,2, sdo dados no conjunto

{122469, 6699, 20531, 50100, 8389, 16323, 39934, 97471 }.
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Os valores das frequéncias relativas

Noga(ic;)(015)

Hougr (015) = n(¢15) +2

com n(¢15) = 361918, ¢ = 0,1,2,3, i = 1,2, de acordo com ordenagdo simbdlica, sao
dados no conjunto

H = {0.338391...,0.0185098....,0.0567286 ...,0.13843...,0.0231794 ... ,0.0451016 . . .,

0.110341...,0.269319... }

e sao representados no histograma da Figura 3.18.

0.35 }
0.30 :
0.25 :
0.20 :
0.15 :
0.10 :

0.05

(122C)™ (C1333)~ (2C12)® (22G 1)~ (G122 (3C133 (33C13™ (333Cy™

Figura 3.18: Histograma das frequéncias relativas dos itinerarios dos valores criticos
distintos da fungdo ¢15 = f1° o ¢ cujos itinerarios sdo ¢4((333C1)>), ?((122C5)>),
qg=0,1,2,3. Notamos a ordenagao simbdlica dos itinerarios dos valores criticos de ¢15.
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Em seguida apresentamos um resultado numérico que relaciona as frequéncias relativas
Hac,)(¢x) dos itinerarios dos valores criticos de ¢, dados por 0¢(K;), ¢ = 0,1,...,p; —2,
i=1,...,m.

Consideramos uma aplicagado bimodal f com numero de crescimento s(f), A C I a
bacia de atraccdo de f e ¢g € A tal que Im(dg) ¢ A e ¢p = f¥o¢p, k € Ng. Se as
sequéncias de amassamento de f sao periédicas de tipo critico K; = (K1 K3 ... Kp,_1C;)*,

entao

Heaic,) (H)

— = $"(f), quando k — oo, 3.6
Hatn (i) (k) ) (36)

q=0,1,....p;,—2, n=1,2,...,p;,—1, 1 =1,...,m.

De forma sucinta, podemos explicar o resultado numérico em (3.6), relacionando-o
com a taxa de crescimento dos pontos criticos. No Teorema 3.11, estabelecemos uma
relagdo entre a taxa de crescimento do numero de pontos criticos de ¢, e o nimero de
crescimento de f, s(f). Como o crescimento do niimero dos pontos criticos esté relacionado
com o crescimento de pré-imagens por f dos pontos criticos de f, ¢;, i = 1,...,m, tem-
-se que o crescimento do numero de cada valor critico distinto que resulta da sequéncia
de amassamento K; estd relacionado com o crescimento do niimero dos pontos criticos
correspondentes as pré-imagens por f do ponto critico de f, ¢;, para cada i € {1,...,m}.

No Exemplo 3.21 e no Exemplo 3.22 ilustramos o resultado em (3.6) considerando o
mesmo itinerario para ¢y e os invariantes de amassamento Ky = ((332C1)>, (112C3)>)
e Ky = ((32C1)%, (112C3)*°), respectivamente. Pretendemos com a escolha destes in-

variantes de amassamento de f, com numero de crescimento s(f) diferentes, analisar as
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frequéncias relativas dos novos valores criticos distintos quando alteramos um simbolo (por
exemplo, o simbolo 3) na sequéncia de amassamento K;. Nestes exemplos, estamos inte-
ressados em analisar apenas os itinerarios dos valores criticos correspondentes aos novos
pontos criticos das funcoes iteradadas até ordem k que resultam das sequéncias de amassa-
mento de f, pois apenas estes valores criticos crescem em nimero com iteragoes. Notamos
que as frequéncias relativas dos itinerarios dos valores criticos distintos de ¢ obtidas no
Exemplo 3.21 (com s(f) = 2.76929...) e no Exemplo 3.22 (com s(f) = 2.4830...) cor-
respondem as iteragoes de ordem k = 15 e k = 17, respectivamente. Este valores de k
sao suficientes para ilustrar o resultado (3.6) pois para valores superiores a k obtemos as

mesmas frequéncias relativas dos itinerarios dos valores criticos.

Exemplo 3.21 Consideramos a aplicagdo bimodal f : I — I com o invariante de amas-

samento Ky = ((332C1)>, (112C2)>). Seja ¢o € A uma funcao inicial tal que

it(¢o) = ((3132), (32)%).

As sequéncias da particao do intervalo I sdo

11 = 32013, Xr12 = 20133, Tr13 = 01332, T14 = 33201,

To1 = 12021, Too = 20211, To3 = 02112, To4 = 11202

Colocadas por ordem crescente, de acordo com a ordenagao simbdlica, obtemos as desigual-

dades

T4 < T21 X T13 < T2z <X T12 < T23 <X T11 < T14,



3.4  Fwvolugdo e distribuicdo dos valores criticos das fungdes iteradas 95

donde resultam os subintervalos
I = [xoa,x01], Iz = [z21,213), I3 = [213,222], 4= [T22,212],
Is = [z12,223], Ie = [z23,211], 17 = [211,214].

Agora, procurando a imagem de cada uma das sequéncias pela aplicacdo deslocamento,

obtemos as igualdades

fh) =1 Uls, f(ls)=14,UlsUlgUIy, f(I3) =1sUl7, f(Iy) =13U14UlIs,

fUs) =5 Uly, f(ls)=LUlLUIz3Uly, f(I7)=15UI.

Donde, obtemos a matriz de transi¢io 7 X 7 associada ao invariante de amassamento Ky,

dada por
0 1 1 0 0 0 07
0001 111
00 00O0T11
A=|0 0 1 1 1 0 O
1100000
1111000
L0 00 0 1 1 0]
O raio espectral da matriz A é dado por Apmae = 2.76929... e, portanto, o nimero de

crescimento de f € igual a s(f) = 2.76929....
Os itinerdrios dos valores criticos correspondentes aos novos pontos criticos da func¢do
b = f¥ oo, k € N sdo dados por c9(K;), ¢ = 0,1,...,p; — 1, i = 1,2, isto ¢, com

ordenagdo simbdlica pertencem ao conjunto
{(112C5)%, (12C51)%, (C1332)%°, (20511), (2C133)%®, (C2112)%°, (32C13)>, (332C1)>}

e 0s respectivos valores de Nyaic,)(¢15), ¢ =0,1,...,p; — 1, i = 1,2, sdio

{76264, 27512, 3584, 9948, 9936, 3596, 27552, 76224 }.
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Os valores das frequéncias relativas

Noaic,)(¢15)

Horealf1) =S50 2

com n(¢p15) = 234618, ¢ =0,1,...,p; — 1, i = 1,2, de acordo com a ordena¢do simbdlica,

sao dados no sequinte conjunto

H = {0.325059...,0.117264...,0.0155276 . ..,0.0424012...,0.0423501 ...,0.0153272. ..,

0.117434...,0.324888... }

e sao apresentados no histograma da Figura 3.19. Além disso, temos

Hyaic,) (1)

— 5" (f), uando k — 0o, 3.7

q=0,1,....p;, -2, n=1,2,...,p;, — 1, i =1,2.

Para K1 = (332C1)™ e Ky = (112C%)*°, temos

H H
M (015) g s, Hown(05) o agq  Hereen(0s) ey
Ho(xcy) (015) Hgz i,y (#15) Hoys(xcy) (915)
Hy,(¢15) Hgi(xc,)(é15)
—— =76715..., —————= =7.6875...
Ha2 () (615) Hes ) (015)
T (625 2679...
o3(K1)
H H
K (015) g 2903 Horgca)(915) _ 276558 ... | Hor0)(915) _ ooy .
H i,y (15) H 2 xc,) (415) H s, (615)
Hi,(¢15) Hi(ic,) (¢15)
—— =17.66626..., ———— =17.65072...
Hez 1,y (015) Hgsxc,)(015)
M =21.208...
H(73(IC2)(¢15) ’

com s(f) =2.76929..., s?(f) = 7.66898... e s3(f) =21.2376....
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Notamos que devido & simetria das sequéncias de amassamento K1 = (332C1)™® e
Ko = (112C9)%°, isto é, o simbolo 3 numa sequéncia de amassamento corresponde ao
stmbolo 1 noutra sequéncia de amassamento e o simbolo 2 numa sequéncia de amassamento

corresponde ainda ao simbolo 2 noutra sequéncia de amassamento, obtemos

Heya(xc) (k) = Hya(xcy) (D), quando k — oo, (3.8)

g =0,1,2,3. Podemos observar que o resultado obtido em (3.7) relaciona as frequéncias
relativas dos itinerdrios dos wvalores criticos obtidos por aplicacao sucessiva de o para
mesma Sequéncia de amassamento IC;, para cada i = 1,2, enquanto que o resultado
numérico obtido em (3.8) relaciona as frequéncias relativas dos itinerdrios dos valores
criticos obtidos por aplicagdo sucessiva de o as sequéncias de amassamento diferentes,

neste caso relacionamos (K1) com 0%(Kq), ¢ = 0,1,2,3. Na Figura 3.19, apresen-

tamos um histograma com as frequéncias relativas Hgyac,)(¢15), ¢ = 0,1,...,p; — 1,
i = 1,2. Podemos observar que mo histograma temos que a distribuicdo dos wvalores
criticos € simétrica e com dois picos nas sequéncias de amassamento K1 = (332C1)*>

€ ICQ = (11202)00
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0.35

0.25

0.20

0.15

0.10

(112Cy)= (12C, 1) (C,332 (2C11)® (2C,33)® (C112)® (32C,3)™ (332Cy)®

Figura 3.19: Histograma das frequéncias relativas dos itinerarios dos valores criticos dis-
tintos da funcio ¢15 = f1° o ¢y dados por ¢?((332C1)>), 0%((112C2)*°), ¢ = 0,1,2,3.
Notamos a ordenacao simbdlica dos itinerdrios dos valores criticos de ¢s5.

No exemplo seguinte analisamos o que acontece com as frequéncias relativas dos itinera-
rios dos valores criticos das fungoes iteradas ¢ quando alteramos por exemplo a sequéncia
de amassamento K; = (332C;)> para K1 = (32C)*°, removendo apenas o simbolo 3 da
sequéncia de amassamento K1 do Exemplo 3.21, considerando o mesmo itinerario gene-
ralizado para a funcao inicial ¢y e a mesma sequéncia de amassamento Co = (112C%)*° do

Exemplo 3.21.
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Exemplo 3.22 Consideramos a aplicagdo bimodal f : I — I com o invariante de amas-

samento Ky = ((32C1)%, (112C2)*°). Seja ¢o € A uma fungao inicial tal que
it(go) = ((3132)%, (32)%).
As sequéncias da particao do intervalo I sdo
r11 = 2C13, x19 = C132, 1x13 = 32C",
To1 = 12C51, x99 = 2C511, x93 = C9112, x94 = 112C5.
Colocadas por ordem crescente, de acordo com a ordenagao simbdlica, obtemos as destgual-

dades

Tog <X To1 < T12 < T2z <X T11 < T23 < T13,
donde resultam os subintervalos
I = [wo4,291], Iz = [x21,712], I3 = [212,T22],
Iy = [wo9,211], 15 = [x11,®23], e = w23, 213

Agora, procurando a imagem de cada uma das sequéncias pela aplicacdo deslocamento,

obtemos as igualdades

f(I) =1 U3, fl2) =14 UIsUlg, f(I3)=I7,

fly) =13 U1, UIs, f(Is) =11 U Iy, fle) =11 UL UI3Uly.

Obtemos a matriz de transi¢ao 6 X 6 associada ao invariante de amassamento Ky, dada

por
01100 07
000111
000001
A=1o0 0111 0
110000
(11110 0|
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O raio espectral da matriz A € dado por Apmez = 2.4830... e, portanto, o nimero de
crescimento de f € igual a s(f) =2.4830....

Os itinerdrios dos valores criticos correspondentes aos novos pontos criticos da func¢do
o = f¥ oo, k €N sio dados por c9(KC;), ¢ = 0,1,...,p; — 1, i = 1,2, isto ¢, com

ordenacgdo simbdlica pertencem ao conjunto
{(112C%)%°, (12C31)°, (C132)°, (2C211)°, (2C13)*°, (C2112)°°, (32C7)>}

e 0s respectivos valores de Nyaic,)(¢17), ¢ =0,1,...,p; — 1, i = 1,2, sdo

{54494, 21936, 10679, 8846, 26529, 3554, 65872} .

Os wvalores das frequéncias relativas

Noa(ic,y (017)

Hougry(017) = n(¢17) +2

com n(é17) = 191910, ¢ = 0,1,...,p; — 1, i = 1,2, de acordo com ordenagdio simbdlica,

sao dados no sequinte conjunto

H = {0.283956...,0.114304...,0.0556459 . .. ,0.0460945 . .., 0.138237 ... ,0.0185191 . . .,

0.343244 ...}

e sao apresentados no histograma da Figura 3.20. Além disso, temos

Ha(I(ICi) (¢k)

— s"(f), quando k — oo,
Heain i,y (Pr) )

q=0,1,....p;,—2, n=1,2,...,p;, —1, 1 =1,2.
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Para IC1 = (32C1)*° e Kq = (112C3)>° temos

Hic, (¢17)
—— " = 2.48302...
Hg ) (017)

H/Cl (¢17)
— = 6.16837...
Hez2 ) (017)

H/CQ (¢17)
—=— = 248423 ...
H i,y (017)

H/CQ (¢17)
—  =6.1603...
Hoy2(xc,)(917)

Hic, (¢17)
— - =15.3331...
H 3 (c,)(¢17)

9

H

HogenO11) _ yegon .
Hea2 )y (M17)

H

Ao 011) _ 4e610. .
H2 () (617)

H

) O17) o

Ho i) (¢17)

H 2, (617)

, — 2.48903. ..
H s, (617)

com s(f) =2.4830..., s*(f) =6.1653... e s3(f) = 15.3084....

Neste exemplo, ao contrdrio do FExemplo 3.21, nao temos simetria das sequéncias de

amassamento K1 = (32C1)* e Ko = (112C2)>° e obtemos

Hoa(xc) (k) < Hya(xc,)(dk),

gq=0,1,... ,min{py — 1,ps — 1}.

Em geral, se

entao

H

o1(K2) (Bk) < Hgaicy) (D),

Hic,(or) < Hic, (¢r),

quando k — oo,

quando k — o0,

pois os itinerdrios o4(K;) correspondem aos valores criticos obtidos nas iteragoes ante-

riores a iteracdo k. Na Figura 3.20, apresentamos um histograma com as frequéncias
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relativas Haq(,ci)(¢>17), q=0,1,...,p; —1,i=1,2. Observamos que no histograma temos

que a distribuicao dos valores criticos nao € simétrica e temos dois picos nas sequéncias

de amassamento K1 = (32C1)> e Ko = (112C5)*°.
0.35
0.30
0.25
0.20
0.5
0.10

0.05

112G (12C, ) (G132 (2C, 11 (2C,3 (G112 (32C)™

Figura 3.20: Histograma das frequéncias relativas dos itinerarios dos valores criticos dis-
tintos da fungdo ¢17 = f17 o ¢p dados por ¢?((32C1)*®), o9((112C2)>), ¢ = 0,1,2,3.
Notamos a ordenacao simbdlica dos itinerdrios dos valores criticos de ¢;7.

Nota 3.23 Considerando um outro exemplo andlogo ao Ezxemplo 3.22, analisamos as
frequéncias relativas dos valores criticos das fungoes iteradas ¢, = f* o ¢g para o caso
em que o invariante de amassamento de f € dado por Ky = ((332C1)>, (12C2)*) em
vez de ICp = ((32C1)>, (112C2)*°). Neste caso, temos o mesmo nimero de crescimento
s(f) = 2.4830... que o do Exemplo 3.22. Obtemos que as frequéncias relativas dos va-
lores criticos de ¢y, obtidos por aplicacdo sucessiva de o a sequéncia de amassamento Ko

sG0 iguais as frequéncias relativas dos valores criticos de ¢y por aplicacao sucessiva de o
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a sequéncia de amassamento K1 do Fxemplo 3.22 e as frequéncias relativas dos valores
criticos obtidos de K1 sdo iguais as frequéncias relativas dos valores criticos obtidos de Ko

do Exemplo 3.22.

No trabalho futuro ja iniciado, pretendemos estudar a relacao entre as frequéncias re-
lativas Hga(ic,) (k) € Hyaicy)(Pr), K € No, ¢ =0,1,..., no caso geral em que K1 e Kg sdo
sequéncias de amassamento peridédicas nao simétricas de uma aplicagao bimodal. Também,
achamos que seria interessante analisar a possivel relacao dessas frequéncias relativas com
uma medida invariante de f que existe quando as sequéncias de amassamento de f sao
peridédicas. Ainda, pretendemos analisar a evolucao dos valores criticos das fungoes i-
teradas para o caso em que uma sequéncia de amassamento de f nao é periédica. Neste
caso, o numero de valores criticos de ¢, vai crescer sempre com iteracao k e pretendemos

analisar o tipo de crescimento (exponencial ou nao).
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Capitulo 4

Sistemas de substituicao
assoclados ao sistema dinamico

(A,T)

No Capitulo 3, consideramos o sistema dindmico (A,7T) para o caso em que 0 ope-
rador T' é caracterizado por aplicagoes m-modais f e a este sistema dinamico associamos o
sistema dindmico simbdlico (X, ) com o alfabeto finito cujos elementos sdo simbolos asso-
ciados aos intervalos de monotonia e aos pontos criticos de f. Neste capitulo, apresentamos
uma relagao entre o sistema dindmico (X, 0) e um novo tipo de sistema chamado sistema
de substituicao que serd introduzido mais adiante. Este capitulo, pela sua natureza, é
diferente dos capitulos anteriores no sentido em que para estes sistemas de substituicao
consideramos um novo alfabeto também finito cujos elementos sdo caracterizados pelas
sequéncias de amassamento de f e por uma nova aplicacao chamada aplicacao de substi-
tuicao que ¢ induzida pela aplicacao deslocamento generalizado ¢. Uma das vantagens em
trabalhar com estes sistemas de substituicao é que conseguimos um ntmero de iteragoes

muito superior ao conseguido com os métodos utilizados nos capitulos anteriores além do

potencial de andlise grafica de todo o sistema.
105
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Para a caracterizacao do nosso sistema de substituicao consideramos apenas as aplica-
¢oes m-modais f com sequéncias de amassamento periddicas e introduzimos uma subclasse
Aper que é constituida por fungoes ¢ da classe A cujos valores criticos sao pontos periédicos
de f. Sendo as sequéncias de amassamento de f periddicas e ¢y uma funcao da subclasse
Aper, todos os valores criticos de ¢p, = T kpo, k € N, sdo periédicos por f e existe um
numero finito de valores criticos distintos de ¢ para qualquer k € N e, ainda, a partir de
uma certa ordem de iteracao n este nimero finito é fixo e os valores criticos distintos de ¢y,
k > n, sdo sempre os mesmos. A cada um dos itinerarios destes valores criticos distintos
de ¢, kK > n fazemos corresponder um simbolo. Portanto, o conjunto destes simbolos
¢ também finito e serd considerado como o novo alfabeto denotado por S sobre o qual
definimos a aplicagao substituicao e caracterizamos um sistema de substitui¢do induzido
pelo sistema dinamico simbdlico (3,0). Para estes sistemas de substituicao utilizamos
algumas notacoes e designacoes diferentes, por exemplo, usamos para o alfabeto a notacao
S em vez de 2, para aplicacao substituicao a notacao ( em vez de g para aplicacao
deslocamento generalizado, a designagao factor de uma sequéncia em vez de palavras
admissiveis, a designacao etapa em vez de iteracao, para o conjunto de todos os factores
de sequéncias finitas a notacao £ em vez de X e para o sistema de substituicdo a notagao
(L£,¢) em vez de (X,0). Nesta primeira secgao deste capitulo, analisamos graficamente
dois exemplos de sistemas de substituicdo com o mesmo alfabeto mas com algumas regras
de substituicao diferentes e apresentamos alguns exemplos que ilustram uma relagao entre
a taxa de crescimento dos simbolos do alfabeto nas etapas de substituigdo com a entropia
topolégica de f. Os resultados que sdo apresentados neste capitulo, encontram-se em

[CRV 11c].
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4.1 Sistemas de substituicao associados a A,

Nesta sec¢ao, consideramos as aplicacoes m-modais f com sequéncias de amassamento
periédicas e a subclasse A, das funcoes ¢ da classe A cujos valores criticos sao periédicos
por f. Notamos que se f é topologicamente transitiva, entao os pontos periédicos de f sao
densos no intervalo I e dada uma fungao & € A podemos escolher ¢ € A, arbitrariamente
préxima de qB (para uma métrica dada). Sendo assim, nao se perde muito quando se
considera a subclasse Ape,.

Considerando as funcoes dessa subclasse caracterizamos um sistema de substituigao
associado ao sistema dindmico (Aper,T") usando as sequéncias de amassamento periédicas
como novos elementos num alfabeto finito.

Seja f uma aplicacao m-modal do intervalo caracterizada pelo invariante de amassa-
mento K¢ = (Ky,...,K,,), onde K; sao sequéncias de amassamento periddicas de perfodo

pi,t=1,...,m,e

=

{al(/ci), 1=0,1,....pi— 1}

=1

o conjunto das sequéncias obtidas por aplicacao sucessiva de o as sequéncias de amassa-

mento IC;, i = 1,...,m. Consideramos as seguintes correspondéncias entre cada sequéncia
simbélica ¢! (K;), 1 =0,1,...,p; —1,i=1,...,m, e um simbolo dadas por
ol (Ky) =141, 1=0,1,....,p1 — 1,
(4.1)

O-l(lcl)ﬁ‘pl—’_—’_pzfl—’_l—’_la l20717°°°7pi_]-7 Ii:27"'7m7

e o novo alfabeto dado por

s={LE [}

p1+1

7"'7}7

prt- +Pmo1+1

yeees|P1LED2] s
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onde p = p1 + -+ + pn. Para simplificacdo da escrita vamos escrever o alfabeto S da

seguinte forma

s={[....[o]}-

Denotamos por @ a palavra vazia € e sejam

s = U{}ku{@}

k

00
=1

o conjunto das palavras finitas de simbolos (ou blocos) do alfabeto S e

p1+17p1+p2+17"'7

Sk = {,

p1+"'+pm—1+1‘},

o alfabeto contendo os simbolos do alfabeto S associados as sequéncias simbdlicas em (4.1)
quando [ =0,¢t=1,2,...,m.
Seja ¢ € Ape, uma fungao com os valores criticos periddicos distintos d; de periodo t;,

j=0,1,...,m(¢) + 1. Consideramos as seguintes correspondéncias

o*(it(do)) = [Vira | k=0,1,... t—1,

O—k(zt(dj)) - ‘/;O‘i"“‘f’tj—l‘i’k‘i’]. , k=0,1,... 7tj -1 (42)

e o seguinte alfabeto

st) = {[v} ..

ondet=tg+ -+ L(p)+1-

Vo

) %04—1 PR %0+t1

E obtemos o alfabeto SUS(¢) para o nosso sistema de substituigao que é caracterizado

em seguida.



4.1 Sistemas de substituicdo associados a Aper 109

Designamos por X ... 0 espago das sequéncias simbdlicas correspondentes aos itinerarios

per

dos valores criticos de ¢ € Ap,. Entao, a restricao da aplicacao deslocamento generalizado

o definida em (3.1) no espaco X, o : ¥,., — X, induz uma aplicacio de substituigao

Zper»
¢ dada por

155 X @[] [ E (4.3)
onde x representa as seguintas regras de substituicao
[p1+1 [p ]S i+ 1)
‘]?1—|-"'-i-pm—l—i-l‘g‘pl-|-"'—|-pm—1-1—2‘,---,‘p1—|—---—|—pm‘5‘pl—|—---—|—]om_1—|-17

“/to-‘rl‘g“/to-‘rQ‘a“/to-‘rQ‘é“/to-‘rB >

A‘Vto-i-17

v

L‘Vt

n($)+1 n(é)+2

para qualquer [r],[s] € (SUS(¢)), com [r] # [s] e onde o bloco [uq] m representa

a palavra vazia @ ou representa um bloco formado pelos simbolos , para algum
Jj € {1,...,m}, pertencentes ao alfabeto Sx. De acordo com a defini¢ao da aplicagao
deslocamento generalizado ¢ definida em (3.1), o aparecimento desses simbolos de-
pendem do primeiro elemento das sequéncias simbdlicas (com o alfabeto 2() que em (4.1)
ou em (4.2) estao associadas aos simbolos [r] e [s].

Seja L a linguagem da substituicao ¢ e consideramos como sistema de substituicdo o

par (£, ().
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Nota 4.1 Por construgao todos os simbolos do alfabeto SUS(¢) sao periddicos por C, isto

é, para cada|j|€ (SUS(9)), existe um k; € N tal que

¢4 =4}

Proposicao 4.2 Seja ¢ : L — L a substituicdo definida em (4.3), com o conjunto alfabeto

SUS(¢). Entao, os blocos da forma

L[]
nao podem ocorrer como factor de alguma sequéncia em L, para qualquer|[r]€ S.

Demonstracao. Suponhamos que o bloco ocorre como um factor de alguma

sequéncia em L, isto é, existe um bloco em S&* tal que tal que (( q|5) = [r[r] que
implica C(@) =[r]e ((s]) =[r]e, portanto, @ =[s] Como nao pode ser associ-
ada a aplicacao endereco generalizado de qualquer ¢ € A, uma vez que nao pode haver

dois valores criticos consecutivos (de ¢) iguais, obtemos assim a afirmagdo. ®

Para o estudo e analise grafica do nosso sistema de substituicao, desenvolvemos um
algoritmo que usando as regras de substituicio em (4.3) determina o nimero total de
cada simbolo do alfabeto deste sistema obtido em cada etapa de substituicao a partir
de um bloco inicial dado. Implementando este algoritmo no Mathematica 6.0, além de
determinarmos o nuimero total de simbolo do alfabeto do sistema obtido em cada etapa
de substituicdo associamos, uma cor diferente a cada simbolo do alfabeto e analisamos
graficamente o comportamento dindmico de todo o sistema obtido para um numero sufi-

cientemente grande de etapas.
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Em seguinda apresentamos um exemplo de modo a ilustrar um sistema de substituicao.
Neste exemplo, com o intuito de captar a esséncia deste sistema vamos considerar uma
funcao inicial ¢y da classe A, cujos valores criticos pertencem as érbitas dos pontos
criticos de f, isto é, o itinerario generalizado it(¢g) é constituido por sequéncias simbdlicas
obtidas por aplicacao sucessiva de o as sequéncias de amassamento de f. Deste modo, ao
evitar os simbolos de tipo , 7=0,1,2,..., reduzimos o nimero de simbolos envolvidos
no sistema de substituicao que em nimero nao vao crescer com as etapas de substituicao

e obtemos entao S(¢g) C S.

Exemplo 4.3 Consideramos a aplicagdo bimodal f caracterizada pelas sequéncias de amas-
samento periddicas K1 = (332C1)> e Ko = (12C2)* (com o alfabeto A = {1,C1,2,C4,3}).

Seja ¢ € Aper a fungao inicial tal que
it(do) = ((332C1), (32C13)™, (2C133)*°, (332C1)°).

Considerando as correspondéncias em (4.1), as sequéncias obtidas por aplicagdo sucessiva

de o as sequéncias de amassamento sdo substituidas da sequinte forma

(33201)> —[1], (32013)> —[2], (20133)>° —[3], (C1332)>® — [4], (4.4)
(12C5)* — [5], (2C21)> —[6], (C212)> —[7]
e temos
(1] [2]=[3] >[4~ [1]
5]~ [6]=[7]~[5]

Considerando as correspondéncias em (4.2), as sequéncias obtidas por aplicagcdo sucessiva

de o aos itinerdrios dos valores criticos de ¢y sao substituidas da segquinte forma

(332C1)% — | V1], (32C13)= — | V2, (2C133)® — | V3] (C1332)> — (4.6)
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e temos

—>’72’—>‘V3‘—>‘V4‘—>‘V1‘. (4.7
Comparando (4.6) com (4.7) podemos concluir que neste caso temos = , = ,
= e = . Neste caso, obtemos

s= {DEEDEGE. s = {5}« sen = {TE)

donde temos S(¢p) C S.

De acordo com substitui¢ao definida em (4.3) a aplicag¢do substitui¢ao ¢ : L — L €

definida do sequinte modo

[5] > [6) [6] (7] [7] % [5]

f’ |0|2|§|0|3|, |0|3|§|0|4|, [0]4] < [o]1]
[0]5] = [o]6] lof6]=[of7}  [o]7]=[o]5],

B[ [a]5]2] [s[1)- [e[x]s]2) [7]1)-< [5]2]

[1[2) S [2]3]. [3]2] 5 [4]5]3), [5]2]>[6]1[5]3), [7]2][5]3)

[113] 5 [2]5]4], [513] & [6[1[4]  [7]3] 5 [5]4]
[l4] S[2lsl1]  BI4 5[l [514] (e[l [7]4] & [5]1]
[1[5] % [2[s]1]6}, [3]5] % [4[1l6), [7[5] % [B[1le), (4%
[il6] & [2[517),  [3[6] S [al7),  [5l6] & [e[al7)  [7I6] S [5]7).

[1]7] % [2]5] 317) 5 [als],  [5]7][6]1]
2[1] % [3]2] [a]1] 5 [15]2] [6[1]=[7]5]2]

2= [af3)  [s[2]=[7]5]3)
23]~ [35]4]  [4I3][iI514]) [6]3]- [7]4]
[2]4] = [3]5]1], [6]4] = [7]5].
[2]5) = [3]5[1]6] [a]5]=>[le]  [6]5]= [7[1]6]
2[6)>[B[s[7)  [als] A7)

[2]7] % [3]5) A7 5 0OlEL  [6l7] [715)
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Neste caso, os blocos que nao podem ocorrer como factores de alguma sequéncia em L

sio da forma |1]1], [2]2], [3]3], [4]4], [5]5], [6]6] e|7]7] Ainda, ossz’mbolos e

sG0 0s novos simbolos nao derivados dos simbolos anteriores que surgem mos novos blocos
da nova etapa de substituicao. Notamos que de acordo com as regras de substituicao em
(4.8) cada bloco (com [r], € S tal que [r]#[s]) € substituido na etapa sequinte
por um novo bloco em que e sao substituidos respectivamente por um novo simbolo
em S de acordo com (4.5). No entanto, quando temos um bloco constituido pelo menos
trés por simbolos, por exemplo o bloco , aplicamos as regras de substiuigao em (4.8)

considerando separadamente cada par de simbolos deste bloco, neste caso consideramos os

pares e , sequindo a ordem de esquerda para a direita e obtemos

[2[4] = [3]5[1] e [4]7]—[1]5}

Como o simbolo € comum mnos pares e e para que ndo haja repeticdo ao

substituir em ambos os pares o simbolo por eliminamos o simbolo mais a direita no

novo bloco

[2[4] = [3]5] e [a]7]—[1]5]

FE asim obtemos

[2[4]7]—[3]5]1]5]

O procedimento € andlogo para o caso em que o0s blocos sdo constituidos por quatro ou

mais simbolos em S.

De acordo com as regras de substituicdo em (4.8) a partir do bloco inicial
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obtemos as sequintes etapas de substituicdao

1

2[3]5]4]5]2]

1
13]5[4[1[6]1]6]1]5]3]

1
[41]6]1[5]2]5]7[5]2]5]7[5]2[5][2]6]1]4]

1
[1[5]2[5]7]5]2[5[1]6[5]1]6]5[1]6[5]1][6]5[3]5[1]6][1]5]1]
l6]1[5[3[5[1]6[1[5]3]5][7[5]2[5]1]

1

Na Figura 4.1, apresentamos um grdfico que foi construido utilizando o algoritmo
referido mesta sec¢do. FEste grdfico ilustra as substituicdes acima em que podemos ver
claramente a substituicao de cada simbolo do alfabeto S = {, , , , , @,} por
uma cor de acordo com a legenda ao lado do grdfico e também que em cada etapa de
substituicao um par de simbolos € substituido por um novo bloco independentemente das

cores da vizinhanca deste par.

Figura 4.1: O grafico apresenta as primeiras quatro etapas de acordo com as regras para
sistema de substituicao a partir do bloco inicial [1]2]|3]| 1] Cada cor no grafico representa

um simbolo do alfabeto S = {, , , , , @,} de acordo com a legenda.
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Na Figura 4.2 ilustramos as 200 primeiras etapas de substituicao a partir do bloco

micial . As primeiras quatro etapas de substituicdo neste grdfico sdo as apre-

sentadas no grdfico da Figura 4.1.

Figura 4.2: O gréafico apresenta as primeiras 200 etapas de substituicao a partir do bloco
inicial [1]2]3][ 1] Cada cor no gréfico representa um simbolo do alfabeto de substiuicao

S = {, , , , , @,} de acordo com a legenda ao lado do grafico. Notamos

uma truncatura vertical no grafico.
Analisando o grdfico da Figura 4.2 podemos observar algumas bandas de cores dife-
rentes que se repetem verticalmente e obtemos um padrao com uma forma repetetiva.

Em seguida apresentamos um outro exemplo de sistema de substituicao que esté rela-

cionado com o sistema de substituicao do Exemplo 4.3, uma vez que consideramos o mesmo
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bloco inicial e o invariante de amassamento de f é obtido das sequéncias de
amassamento de f daquele exemplo. Pretendemos com este exemplo comparar dois sis-
temas de substituicdo que tém o mesmo alfabeto e algumas regras de substituicao dife-

rentes.

Exemplo 4.4 Consideramos a aplicagdo bimodal f caracterizada pelas sequéncias de amas-
samento periddicas K1 = (332C212C1)° e Ky = (12C1332C5)*° (com o alfabeto A =

{1,C1,2,C4,3}). Seja ¢pg € Aper a fungao inicial tal que
it(d0) = ((332C212C1), (320512C13)°, (20512C133)%, (332C512C1)™).

Considerando as correspondéncias em (4.1), as sequéncias obtidas por aplica¢ao sucessiva

de o as sequéncias de amassamento sao substituidas da segquinte forma

(332C512C1)™ — [1], (32C212C13)> —[2], (2C212C133)> — [3], (C212C1332)> — [4],

(12C1332C,)> — [5], (201332C51)> — [6], (€1332C512)® —[7]

e temos
—>—>—>—>—>@—>—>. (4.10)

Considerando as correspondéncias em (4.2), e como os itinerdrios dos valores criticos
de ¢¢ coincidem com algumas das sequéncias obtidas por aplicagdo sucessiva de o as
sequéncias de amassamento, vamos utilizar os mesmos simbolos associadas as sequéncias
obtidas por aplicagcao sucessiva de o as sequéncias de amassamento. Neste caso, obtemos

o alfabeto

s= (D EBEEED)
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e consideramos

do sequinte modo

Sic = {,} € S(¢O) = {77}'

De acordo com substituicao definida em (4.3) a aplicag¢ao substituicio ¢ : L — L € definida

15 2] 2)5 3] 3] [4] 4] [5]
51 [s] (6] (7). EEn!
GS0E [EESEE PESEE (6 6lE
OB S0leh [l Splrh  [ol7] S [0l

Bl E6EE BSERBE F]SE
(ESEE BlESAREL BlRIS e[S 00
[[3) [2[5]4) GL)S [y (35
M5kl BESAEL BlSEE,  [YShb
() 2[5]1]6) [3]5) % [a[1]s) 7[5 5 [11s)
(e)SEB  BloSAEr  BRISERE oSl
G SEEL BSAER. b5 6ls)
ESERL AUSELIE S A

Al2)56EL 625 EhEh
EEISEEE ABSEhIE ]S A
2[1) 5[5} 6145 [T
265 BEe) [ SER  [6h)SEe)
Lol SB[ [ao] [
ESEEL AMSEE EESER

(4.11)

Neste caso, os blocos que nao podem ocorrer como factores de alguma sequéncia em L sdo

daforma|1|1|, |2|2|, |3|3|, |4|4|, |5|5|, |6|6| e|7|7|. Notamos que os sz’mbolos

€ sGo 0s novos simbolos nao derivados dos simbolos anteriores que surgem mos novos

blocos. Comparando as substituicoes em (4.11) com as substituicoes em (4.8) podemos ver

que diferem apenas nos pares em que pelo menos um dos simbolos [r],[s] € {,}
pois em (4.5) temos que |4| — e|7|— e enquanto que em (4.10) temos 4| —

e — . Ainda, comparando as correspondéncias (4.4) e (4.9) podemos ver que os
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primeiros elementos das sequéncias simbdlicas correspondentes aos simbolos , , ,

e @ em (4.8) e em (4.11) sdo iguais.

De acordo com as regras de substituicdo em (4.11), considerando também o bloco inicial
, em cada etapa da substituicao um par de simbolos € substituido por um novo

bloco e obtemos

1

[2[3]5]4]5]2]

[3[5]4[1]6]1]5][1]6[1]5]3]

[4l1fe[1]5]2]5]7]5]2]5[1[6[1]s[2]5]7[5]2[5]1]6]1]4]

[512[5]7[5[2]5[1[6]1]5[3]5[1][6]1[6]t]5[3]5[1]6]1[5]2]5][7]5]2]5]
[1]6[t]5[3]5[t[6[1]6]1[5]3]5]1[6]1]5]2[5]7[5]2]5]
1
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Na Figura 4.3 ilustramos as 200 primeiras etapas a partir do bloco inicial .

Figura 4.3: O gréafico apresenta as primeiras 200 etapas de substituicdo a partir do bloco
inicial [1]2[3]1]. Cada cor no gréfico representa um sfmbolo do alfabeto de substiuicao

S = {, , , , , @,} de acordo com a legenda ao lado do grafico. Notamos

uma truncatura vertical no grafico.

Analisando o grdfico da Figura 4.3 podemos verificar que ndo temos as bandas de cores
verticais tao evidentes como as da Figura 4.2. No Exemplo 4.3, de acordo com (4.5) temos
dois ciclos que se repetem de quatro em quatro etapas de substituicdo e neste exemplo de
acordo com (4.10) temos um ciclo que se repete de sete em sete etapas de substitui¢ao.
Deste modo, no Exemplo 4.3 é natural que as repeticoes de bandas verticais sejam mais

frequentes do que neste exemplo.
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Tanto no Exemplo 4.3 como no Exemplo 4.4 consideramos sistemas de substituicao a
partir do bloco inicial [1[2]3]|1]. Ao utilizarmos sistemas de substituicdo conseguimos
mais de 3000 etapas em poucos segundos, enquanto que no Capitulo 3, com os mesmos
itinerarios dos valores criticos da funcao inicial ¢g e com o mesmo invariante de amassa-
mento da aplicagdo bimodal f, conseguimos no maximo 15 iteragdes no mesmo intervalo
de tempo utilizando o Algoritmo 3.18 implementado no Mathematica 6.0.

Para finalizar esta sec¢@ao analisamos algumas propriedades dindmicas de um sistema
de substituigao associado ao sistema dinamico (A,7T"). Em particular, analisamos alguns
exemplos para ilustrar a variacao do crescimento dos simbolos por etapas de substituicao
com a entropia topoldgica de f.

Em seguida apresentamos um exemplo em que consideramos algumas fungoes iniciais
da classe A, e uma funcao bimodal f fixa. Neste exemplo, pretendemos relacionar
o crescimento dos novos simbolos obtidos nas etapas de substituicoes com a entropia
topoldgica de f.

Neste capitulo denotamos por Ni(¢) o nimero de novos simbolos nao derivados dos
simbolos anteriores que surgem nos novos blocos da nova etapa de substituicao sobre o
alfabeto S U §(¢). Quando nao houver perigo de confusdo, optamos pela notagdo mais

simplificada Nj em vez de Ng(¢).

Exemplo 4.5 Consideramos uma aplicacdo bimodal f caracterizada pelas sequéncias de
amassamento Ky = (332C1)™ e Ky = (112C3)*> e as fungoes iniciais ¢o, @o € Yo em Aper
cujos itinerdrios sao respectivamente dados por

it(go) = ((312)*, (32)>), it(po) = ((312)>, (121)>,(32)) e

it(¢o) = ((123)>, (331)).
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Considerando as correspondéncias em (4.1), as sequéncias simbdlicas obtidas pela

aplicacao deslocamento das sequéncias de amassamento sdo substituidas da sequinte forma

(33201)> —[1], (32C13)™ —[2], (2C133)>° —[3], (C1332)> — [4],
(4.12)
(112C2)>® — [5], (12C21)® —[6], (2C511)> —[7], (C9112)> — [8]

e temos

[1]=[2]=[3]=[4]-[1]
5]=[6]=[7] = [5]

e obtemos
s - {(DEBEEEEIME) « s - {16}

De acordo com as correspondéncias em (4.2) obtemos

(312)° — V1], (123)> — V], (231)® —| V5]
(2% > ] 29 1) s
(331)> — | Vg, (313)> — | V7], (133)® —|V5]
(121) — Vo, (211)* —| Vi), (112)%° —
- [1e] = %]~
—~[15] -
W] [5] - ]+ [ (4.14)

Vo] = [Vio] = Vi | = [ W]

e temos

Neste caso, obtemos os alfabetos

S(o0) = {[Vi} [z}, [6]} steo) = {[] 2] [va] [Val [Vs] Vo] o} [Var ]}
D2l }-

Vi,

|V77

S(to) = {‘ Vi
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Para cada alfabeto S U S(¢pp), S U S(vp) e S U S(1y) obtemos um sistema de su-

bstituicdo, pelo que obtemos trés sistemas de substituicdo. De acordo com a substituicao

definida em (4.3) incluimos aqui as sequintes regras de substituicdo para os trés sistemas

de substituicao

][] o)
EE]]!E

A A A o

=[] = o]
HNENIEE

[5]1] > [6]1]5]2]

[5]2][6]1]5]3]
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De acordo com as correspondéncias em (4.13) temos que as regras de substitui¢cao para

o bloco constituido por um dos simbolos , , ou e um outro simbolo do

alfabeto do nosso sistema de substituicao sao as mesmas para o bloco constituido por um
dos simbolos e um outro simbolo do alfabeto apresentado em (4.14), basta substituir
o primeiro simbolo no novo bloco obtido por um outro simbolo de acordo com (4.14).
Analogamente, as regras de substituicao para o bloco constituido por um dos simbolos

ou e um outro simbolo do alfabeto sao as mesmas para o bloco constituido por

e um outro simbolo apresentadas em (4.15). Ainda, as regras de substituicao para o bloco

constituido por um dos simbolos ‘ Vs ‘/9‘ ou ‘ Vi1 ‘ e um outro simbolo do alfabeto sdo as

W

mesmas para o bloco constituido por e um outro simbolo do alfabeto apresentadas em
(4.15).

Neste exemplo, Ni(¢po) (Nk(¢o) e Ni(1g)) € o nimero total dos simbolos e nos
novos blocos obtidos em cada etapa de substitui¢ao sobre o alfabeto SUS(¢pp) (SUS(po) e
S US (), respectivamente). Utilizando o algoritmo referido nesta sec¢ao determinamos

o numero total de cada simbolos do alfabeto obtido nos blocos nas etapas k =1,2,...,14.

Os wvalores de log (Ny) e log (NJ'\“[:1> para k = 1,2,...,14, sao apresentados nas Tabelas

4.1 e 4.2.



124 Sistemas de substituicdo associados ao sistema dindmico (A,T)

k[ log (Ni(90)) | 108 (Va(20)) | 108 (Ve (%))
2 0 2.48491 1.94591
3 0.693147 3.43399 3.04452
4 1.94591 4.38203 4.07754
5 2.94444 5.3845 5.09987
6 3.97029 6.40026 6.11368
7 4.97673 7.42058 7.13409
8 5.99645 8.43923 8.15277
9 7.01481 9.45767 9.1715
10 8.03398 10.4761 10.1901
11 9.05252 11.4946 11.2087
12 10.0711 12.5132 12.2273
13 11.0897

14 12.1083

Tabela 4.1: A tabela apresenta os valores de log (Ng(¢o)), log (Ni(¢o)) e log (N (10)) para
sistemas de substituicao sobre os alfabetos SUS(¢0), SUS (o) e SUS (1)), respectivamente

para k = 2,...,14. Notamos que a etapa comeca com k = 2 e é incrementada por 1 até
14.
k Pk Pk Yy,
2 1 0.693147 | 0.85745 | 1.09861
3 | 1.25276 | 0.910212 | 1.03302
4 1 0.998529 | 0.986908 | 1.02233
5 | 1.02585 | 1.00995 | 1.01382
6 | 1.00644 1.0182 | 1.02041
7 | 1.01972 | 1.01789 | 1.01868
8 | 1.01836 | 1.01816 | 1.01872
9 | 1.01917 | 1.01831 | 1.01864
10 | 1.01853 | 1.01852 | 1.0186
11| 1.0186 1.01857 | 1.01858
12 | 1.01856
13 | 1.01859

Tabela 4.2: A tabela apresenta os valores de log (N]]\“,:1> para sistemas de substituicao

sobre os alfabetos S U S(¢0), SUS(¢o) e SUS (1), respectivamente para k = 2,...,14.
Notamos que a iteragao comeca com k = 2 e é incrementada por 1 até 13.
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Portanto, temos em todos os casos

N
log< ]’\“/_Zl> =1.018..., k=10,11,....

Na Figura 4.4, apresentamos a variagao log(Ng (1)), com k=2,...,12.

log(Nk(¥0))

12f

10}

Figura 4.4: A variacao de log(Ng(v)) com k = 1,2,...,12. A regressao linear com o
declive aproximadamente igual a 1.018... ajusta os valores da ultima coluna da Tabela
4.1.

No exemplo que se segue consideramos algumas funcgoes iniciais quaisquer da classe
Aper €, a0 contrario do exemplo anterior em que fixamos a aplicacao f, aqui variamos os
invariantes de amassamento das func¢oes bimodais f e, portanto, consideramos diferentes
valores da entropia topoldgica de f. Neste exemplo, pretendemos analisar como varia o
crescimento dos novos simbolos em cada etapa para cada sistema de substituigao referente

a cada uma das fungdes iniciais dadas com a entropia topolédgica de f.

Exemplo 4.6 Consideramos os invariantes de amassamento Ky de uma aplicagdao bi-

modal f cujas sequéncias de amassamento sao apresentadas na Tabela 4.3. Sejam ¢q, o
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ey em Aper as fungoes iniciais cujos itinerdrios sio respectivamente dados por

it(do) = ((3222),(23)),  it(po) = ((133)>,(223)>) e

it(ho) = ((1323)>, (322)™).

Como as sequéncias de amassamento de f apresentadas na Tabela 4.3 sdo periodicas
com o mesmo periodo (periodo 4) e considerando as correspondéncias em (4.1) e (4.2)
tem-se, analogamente ao FExemplo 4.5, que N € o numero dos simbolos e relativa-
mente as fungoes ¢p, po € Yo. Na Tabela 4.3, apresentamos os valores para log(N19/Nig),
relativamente as fungoes ¢o, o e o da classe Ape, para cada aplicagao f caracterizada
pelo invariante de amassamento Ky. A tabela relaciona os valores de log(N1g/Nig) com
a entropia topoldgica de f, hiop(f). A entropia topologica de f, hiop(f), apresentada na
primeira coluna da Tabela 4.3 foi calculada através da matriz de transicao associada ao

invariante de amassamento Ky (ver o Exemplo 3.21 e [LR 97]).

K hiop(f) ) ©0 Yo
((333C1)™, (111C2)™) | 1.061260 | 1.06126 | 106136 | 1.06126
((332C1)™, (112C2)™) | 1.018490 | 1.01859 | 1.0186 | 1.01857
((33201)00, (132C5)°°) | 0.745265 | 0.744997 | 0.745628 | 0.745442
(( )% ( )>°)

333C7)%°, (133C%)*°) | 0.609222 | 0.609371 | 0.609504 | 0.609504

Tabela 4.3: Na primeira coluna sao apresentados os invariantes de amassamento de f, na
segunda coluna os valores da entropia topoldgica de f, hip(f) € nas trés dltimas colunas
sao apresentados os valores de log(N19/N1g) relativamente a ¢g, @o € 1.

De acordo com a Tabela 4.3, podemos observar que, para cada f com entropia topoldgica

positiva, hiop(f), a taza de crescimento dos simbolos e € independente das fungoes
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iniciais ¢g, o € Yo, respectivamente. Além disso, a taxa de crescimento dos simbolos

e € aproximadamente igual a entropia topoldgica da aplicagdo bimodal f.

4.2 Subsistemas de substituicao associados a A, (¢)

Do que apresentamos na seccao anterior, temos uma dependéncia das regras de sub-
stituigdo com respeito & condicao inicial dependéncia, que ocorre em S(¢) uma vez que
diferentes condicoes iniciais podem conduzir a diferentes alfabetos. Para tornear esta
questao consideramos uma nova subclasse de fungoes onde fica definida uma regra inde-
pendente das condigOes iniciais. Sendo assim, nesta sec¢ao consideramos uma classe de
equivaléncia de fungoes da classe A, cujos valores criticos pertencem ao conjunto dos
valores criticos de uma dada funcao ¢ de A,.,. Para estas funcoes estabelecemos uma cor-
respondéncia entre os itinerdrios dos seus valores criticos e os simbolos do alfabeto S(¢).
Na Seccao 3.2 vimos que funcoes diferentes da classe A, em particular da classe Aer,
podem ter o mesmo itinerario, isto é, funcgoes diferentes da classe A podem representar a
mesma classe em termos de dinamica simbdlica.

Seja ¢ € Aper uma funcdo. Consideramos a subclasse A,c.(¢) das funcoes da classe
Aper cujos valores criticos estao contidos no conjunto dos valores criticos de ¢, cv(¢), isto
€,

Aper(8) = {p € Aper < ev(p) C cv(9)}. (4.16)
Em termos de dindmica simbdlica, se cv(p) C cv(¢) podemos afirmar que o conjunto dos
itinerarios dos valores criticos da funcao ¢ estd contido no conjunto dos itinerarios dos

valores criticos da funcao ¢.
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Em seguida apresentamos um exemplo para ilustrar uma fungao da subclasse Ape,(¢)

para um dada fungao ¢ da classe Ape,.

Exemplo 4.7 Consideramos a aplicagdo bimodal f caracterizada pelas sequéncias de amas-
samento K1 = (332C1)*® e Ko = (112C%)*° (com o alfabeto A = {1,C1,2,C5,3}). Seja
¢ € Aper uma funcao cujos valores criticos sao pontos periddicos, com respeito a f, tal
que

it(6) = (123, (331)°°, (112)*).

Seja ¢ € Aper uma fungao cugjo itinerdrio, com respeito a f, € dado por

it(p) = ((123), (331)%).

Temos que ¢ € Aper(¢), pois o conjunto dos itinerdrios dos valores criticos de ¢ estd

contido mo conjunto dos itinerdrios dos valores criticos de ¢.

Sejam ¢ € Ape, uma fungao fixa e £ a linguagem da substituicao ¢ sobre o alfabeto
S US(¢). Designamos por L(¢) a linguagem da substituicao ¢ sobre o alfabeto S U S(¢p)

com ¢ € Aper(¢). Denotamos esta substituicao por (4.
Proposicao 4.8 Sejam ¢ € Aper € ¢ € Aper(¢). A substituicio Cp : L(¢) = L(¢) € uma
subsubstitui¢ao da substituicao ¢ : L — L, isto €, (s = (iz(4)-

Demonstracao. Se ¢ € Ay,e-(¢), entdo cv(p) C cv(¢). Pelas correspondéncias em (4.1)

e (4.2) temos entao que S(¢) C S(¢). Pelas correspondéncias em (4.3) podemos concluir

que C¢> = C|£(¢) ||
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Em seguida apresentamos um exemplo para ilustrar o resultado anterior.

Exemplo 4.9 Consideramos a aplicagdo bimodal f caracterizada pelas sequéncias de amas-
samento K1 = (332C1)® e Ky = (112C%)*° (com o alfabeto A = {1,C1,2,C4,3}). Sejam

¢ € Aper € 0 € Aper(9) as fungoes cujos itinerdrios, com respeito a f, sdo dados por

it(p) = ((312)*,(32)%) e it(¢) = ((312)™, (121), (32)%).

Considerando as correspondéncias em (4.1), as sequéncias simbdlicas obtidas pela aplicagdo

deslocamento das sequéncias de amassamento sao substituidas da sequinte forma

(33201)™ —[1], (32C13)™ —[2], (20133)>° —[3], (C1332)>° — [4],
(4.17)

(112C2)® — [5], (12C21)® — [6], (20511)™ —[7], (C9112)> —[8]
e obtemos os alfabetos

s- {DBBEIEBDE} «s - {06}

De acordo com as correspondéncias em (4.2) obtemos

(312)> — V1], (123)® — V2], (231)>° —|V5)
(32)° = |Va| (23)° —| V5] (4.18)
(121)= — Vg, (211)® —| V7], (112)> — | V5],

Neste caso, obtemos os alfabetos

= i) [a) ) v} [} e sto) = {[val [vel] [val [val.

Vs |,

|V77

)
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De acordo com substituicao definida em (4.18) para a fun¢ao ¢ temos

EARARIAIA,
[Va] = [Vs] = [va}

(4.19)

e para a func¢do ¢ temos

1
1

1
=]

1)

(4.20)

1

1

=] [5] [s]
1

=] (=] [5]

1

1
=

e as restantes regras de substiui¢do iguais. Comparando as substituicoes definidas em

(4.19) e (4.20), podemos concluir que
Co = ClL(9)-

Proposicao 4.10 Sejam f uma aplicacio m-modal e ¢ € Aper(¢), com ¢ € Aper. Se
orby(cv(p)) = orbs(cu(p)), entdo as substituicoes (g = L(¢) — L(¢) e ( : L — L sdo

1UQIS.

Demonstracao. Seja d; valor critico periddico de ¢ de perfodo tj, 7 =0,1,...,n(p) + 1.
Como ¢ € A,er(¢), entdo os dj, j = 0,1,...,1(¢) + 1, também sdo valores criticos da

funcéo ¢. Além disso, como

(p)+1 n(e)+1
orbg(cv(p)) = |J {f"(dj):neNt= |J {f"(dj):n=0,1,....t; -1}
j=0 Jj=0

e como orbg(cv(p)) = orbs(cv(¢)), entao as fungdes ¢ e ¢ tém os mesmos valores criticos

e n(p) =n(¢). Pelas correspondéncias em (4.2) temos que S(¢) = S(¢). Recordamos que

it(fF(dy)) = o (it(d;)), k=0,1,...,t;—1,5=0,1,...,n(p) + 1.
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Utilizando a correspondéncia em (4.3), temos que C¢() =( () qualquer que seja

€ SUS(y), j=1,...,t. Portanto, as aplicagoes substituigoes (, e ¢ sao iguais. m
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Apéndice A

Problemas de valores na fronteira
e equacoes as diferencas

Neste apéndice apresentamos um modo de ’identificar’ equagoes as diferengas com ar-
gumento continuo com sistemas dinamicos, ver [Vin 04]. Seguindo Sharkovsky em [Sha 03]
ou [SR 04], se queremos estudar o comportamento assimptético das solugoes de problemas
de evolugao é, normalmente, conveniente a transferéncia para o correspondente sistema
dinadmico (quando isto é possivel) e aplicar a teoria dos sistemas dinamicos.

Consideramos o comportamento assimptético das solugoes das equacgoes as diferencas
nao-lineares da forma

x(t+1)=f(x(t)), t>0, (A1)
onde f € C°(I,I) e I é um intervalo limitado e fechado (ver, por exemplo, [SMR 93,

Sha 06] e [RS 99]).

As solugoes da equagao (A.1) com condigao inicial
z(t) =), tel0,1], (A.2)

sao dadas por

z(t)=f"(p®), n<t<n+1l, n=01,...,
133
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onde ¢ : [0,1] — I e f™ é a n—ésima iteracao de f. De modo a obter uma solugao

continua ¢é necessario e suficiente que

Em geral, uma solucdo é C*-suave, com k > 0, se e sé se satisfaz as condicoes
(i) feC™(1,1),

(ii) ¢ € C*([0,1],1),

&

dS
1 —
¢ ()

(iii) —dtsf(go(O)), 5=0,1,...,k.

A equagdo (A.1) induz o sistema dinamico seguinte, no espago das fungoes iniciais,
{c°([0,1],1),Z%,8"}, (A.3)
onde S [p| = f o p. As trajectérias deste sistema dinamico sao descritas pela férmula
S'lpl=flop, i€Zt, peC’([0,1],1),

e, portanto, o seu comportamento é determinado pela aplicacao unidimensional f : I — I.

Entre os problemas de valores na fronteira para equagoes as derivadas parciais, existem
certas classes de problemas redutiveis a equagoes as diferencas e outras equacoes relevantes.
Estas classes consistem principalmente em problemas para os quais a representagao de
solugao geral de equacoes diferenciais parciais é conhecida. A reducdo a uma equacao as
diferencas permite dar uma percepcao das propriedades das solucoes cadticas.

De seguida, apresentamos um exemplo de problema de valores na fronteira que pode
ser reduzido a equagoes as diferengas com argumento continuo, ver [Sha 03, Sha 06] e

[SR 04].
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Exemplo A.1 Consideramos u(z,t) que satisfaz a equagdo as derivadas parciais

ou Ou
— = 1 A4
5%~ 9 zel0,1], t>0, (A4)
com a condi¢do de fronteira
u’ﬂC:l =f (u) ’acan (A5)

onde f ¢ uma C'—aplicagdo diferencidvel, e com a condi¢do inicial
u(z,0)=p(x), ze€l0,1], (A.6)
com @ uma C'—fungdo diferencidvel. A solugio geral da equagio (A.4) é dada por
u(z,t) =w(x+1), (A.7)

onde w é uma C'—funcdo diferencidvel arbitrdria. Substituindo (A.7) na condi¢io de

fronteira (A.5), obtemos a equagdes as diferengas com argumento continuo
w(r+1)=f(w(r)), 7>0. (A.8)

A condigao inicial (A.5), do problema (A.4)-(A.5), implica, para a equagdes as diferencas

(A.8), a sequinte condig¢ao inicial
w(t)=9(1), para T€][0,1]. (A.9)

Neste caso a equacio (A.8) com a condicdo inicial (A.9) tem uma tnica C'— solucdo

diferencidvel se e so se

p(1)=f((0) e ¢(1)=rf(£(0)¢ (0). (A.10)
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