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Equacoes Diferenciais na Fisica

Resumo

A modelagdo matemética fornece modelos que permitem descrever, inter-
pretar e prever a evolucdo de situacdes reais nas mais diversas areas do
conhecimento.

As equagdes diferenciais sao uma das ferramentas mateméticas usadas na
modelagem de fenémenos fisicos. O estudo da segunda lei de Newton e a
lei de Hooke permite deduzir que certos sistemas envolvendo massas e molas
apresentem um comportamento de oscilador harménico.

O estudo de multiplos osciladores acoplados e a ligagdo ao problema da corda
vibrante leva-nos ao estudo das equacoes diferenciais parciais, das séries de
Fourier e do método da separagao das varidveis.



Differential equations in Physics

Abstract

The mathematical modeling offer us models that allow us to describe, inter-
pret and predict the evolution of real situations in various fields of knowledge.
The differential equations are one of the mathematic tools when modeling
physic phenomena. The study of Newton’s second law and Hooke’s law allow
us to deduct that certain systems which involve masses and springs show an
oscillator and harmonious behaviour.

The study of multiple coupled oscillators and the connection to the vibrating
string lead us to the study of the partial differential equations, the series of
Fourier and to the method of the separation of variables.
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Introducao

A modelacdo matematica consiste num conjunto de ferramentas matematicas
que permitem descrever diversos fen6menos da realidade.

As equacses diferenciais sdo um dos ramos da matematica mais usados na
aplicacao e modelacao de fenémenos fisicos.

A tematica proposta para a presente dissertacio passa pela abordagem de
alguns problemas fisicos, tais como, o movimento de osciladores simples e
acoplados, equacao do calor e equacdo das ondas, aplicando a teoria das
equacoes diferenciais.

O presente trabalho comeca com uma pequena nota histérica da evolugdo do
estudo das equagbes diferenciais, seguido de uma abordagem as equagoes di-
ferenciais em geral, apresentando-se defini¢es e conceitos bésicos. Na tltima
seccao deste primeiro capitulo estudaremos algumas equagoes diferenciais de
primeira ordem e métodos de aproximacao de solugoes.

O problema dos osciladores nao forgados é modelado por uma equacgao dife-
rencial linear homogénea de coeficientes constantes. E feito o estudo deste
tipo de equagodes recorrendo a teoria de sistemas de equagoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem. Primeiro com a analise de um caso geral de
um sistema de n equagdes diferenciais de primeira ordem, seguido do caso
particular de um sistema de duas equacdes diferenciais ordinéarias de primeira
ordem.

No capitulo do movimento harmoénico é apresentado o estudo do oscilador
harménico simples e sujeito a for¢a de amortecimento. Os sistemas massa-
mola podem ser simples ou acoplados e como tal deduzimos as equagdes que
modelam o movimento para os diversos casos.

As equacgoes do calor e das ondas sao apresentadas como exemplos de apli-
cacao das equacoes diferenciais parciais. A primeira é deduzida no caso da
conducdo de calor numa barra e a iltima é estudada na formulacao dos pro-
blemas da corda vibrante e da corda com extremidades fixas. Na resolucdo
destas duas equacoes é usado o método da separagdo das variaveis e as séries
de Fourier.

11



12 CAPITULO 0. INTRODUCAO

A proposta de novo programa de matematica para o ensino secundario sa-
lienta a modelacao e a aplicagao da Matematica no mundo real como uma
das finalidades da disciplina de Matematica. E dada relevancia a diversas
aplicacoes da Matematica, tais como, o uso de fungoes trigonométricas na
modelagao de alguns sistemas que exibem comportamento oscilatério. No
11.° ano de escolaridade pretende-se que o aluno entenda o conceito de os-
cilador harmoénico e reconheca a equagao x(t) = A cos(wt + ¢). No 12.° ano
de escolaridade o estudo dos osciladores harménicos faz parte do tema da
diferenciacao de funcGes trigonométricas. Neste seguimento, sdo propostas
algumas atividades a aplicar em contexto de sala de aula que envolvem o
oscilador harmoénico.



Nota historica

O desenvolvimento da teoria das equagcoes diferenciais comecou no final do
século XV II quando G.W. Leibniz, I. Barrow, I. Newton, Jacob Bernoulli
e seu irmao Johann Bernoulli determinaram solugoes de algumas equagoes
diferenciais de primeira e segunda ordem muito simples, associadas a proble-
mas de mecanica e geometria. A formulacao desses problemas aparece com
recurso as equacoes diferenciais, com destaque para a equacado de Newton
para o movimento, que esteve na origem do proprio desenvolvimento do
calculo diferencial e integral.

Newton classificou as equacdes diferenciais de primeira ordem de acordo com
as formas

dy dy dy
Desenvolveu, também, um método para resolver a equacao de primeira ordem

d
Y _ f(x,y) no caso em que f(z,y) é um polinémio em = e y usando séries

dz

infinitas.

A Leibniz devemos a notacao matemaética de derivada assim como o sinal de
integral. Em 1691 desenvolve a teoria das equacoOes diferenciais separaveis e
em 1694 descobre como resolver equagoes lineares de primeira ordem.

O século XV III foi uma época de intenso desenvolvimento da teoria das
equacoes diferenciais. Esta tornou-se no ntdcleo da analise matemética e
de praticamente toda a ciéncia matemaética. Foi desenvolvido um conjunto
de truques e métodos sisteméaticos para determinar solucbes de equacdes
diferenciais em termos de func¢oes elementares, resultados que ainda hoje
fazem parte da teoria qualitativa das equagoes diferenciais.

Jakob Bernoulli estudou e escreveu equacoes diferenciais para o movimento
planetario, usando os principios de gravidade e momento desenvolvidos por
Newton. Johann Bernoulli foi provavelmente o primeiro mateméatico a en-
tender o célculo de Leibniz e os principios de mecénica para modelar mate-
maticamente fenémenos fisicos usando equagoes diferenciais e a encontrar as
suas solugoes.

13



14 CAPITULO 0. NOTA HISTORICA

Mais nomes de grandes matematicos da época aparecem associados as equa-
¢oes diferenciais: Clairaut, D’Alembert, Lagrange, Riccati, Laplace, Euler,
Gauss, Bessel, entre outros.

Entre 1734 e 1736, Euler identificou a condig¢do para que equagoes diferenci-
ais de primeira ordem sejam consideradas exatas e usou séries de poténcias
para resolver equagoes diferenciais. Num artigo publicado em 1734, FEuler
desenvolveu a teoria dos fatores integrantes e encontrou a solucao geral para
equagoes diferenciais de coeficientes constantes homogéneas. Por volta do
ano de 1751 determina a resolucao de equagdes nao homogéneas. O uso de
aproximacoes numéricas e o desenvolvimento de métodos numéricos para a
aproximacao de solucoes também se deve ao seu trabalho.

O estudo das propriedades da equacao das ondas resulta do trabalho de
alguns dos maiores matematicos do século XV III como D’Alembert, Daniel
Bernoulli (filho de Johann), Euler e Joseph-Louis Lagrange.

A equacao das ondas, também chamada de equacao das cordas vibrantes,
apareceu em 1747 num artigo do filosofo e matematico D’Alembert. Euler
e D’Alembert chegaram a conclusdo que as soluc¢oes da equagdo deveriam
ser a sobreposicao da propagacao de duas fungoes em sentidos opostos com
velocidades iguais. Ja D. Bernoulli, entre 1751 e 1753, apresentou as solugoes
por séries trigonométricas. Este usou os métodos de Euler para estudar
oscilacgoes e as equacdes diferenciais que produzem estes tipos de solucdes.
O trabalho de D’Alembert em fisica matematica envolveu equagoes diferen-
ciais parciais e exploracgoes por solucoes das formas mais elementares destas
equacoes.

Entre os anos de 1762 e 1765, Lagrange mostrou que a solugao geral de uma
equagao diferencial linear homogénea de grau n é uma combinacdo linear
de n solucbes independentes. A observacao que uma equacao diferencial de
coeficientes constantes de ordem n é equivalente a um sistema de primeira
ordem foi feita pela primeira vez por D’Alembert e a noc¢do de conjunto
fundamental deve-se a Lagrange. A reducdo de ordem de uma equagio di-
ferencial linear a partir de uma solucdo conhecida foi aplicada pela primeira
vez, também, por D’Alembert.

O matemético Lagrange desenvolveu a anélise tedrica das vibragoes de uma
corda de comprimento L fixa nas extremidades. Esteve perto de chegar ao
resultado de que qualquer forma da corda entre os seus extremos pode ser es-
crita por uma soma infinita. Mas, foi Jean Fourier quem chegou ao resultado
enquanto estudava o problema da conducao de calor por um material em que
seja mantida uma diferenca constante entre duas das suas extremidades.

A primeira prova da convergéncia de séries de Fourier em condigoes relati-
vamente gerais foi feita em 1829 por Dirichlet, com a introducdo do nucleo
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de Dirichlet para representar as somas parciais da série.

Cauchy foi o primeiro a definir completamente as ideias de convergéncia e
convergéncia absoluta de séries infinitas e iniciou uma anélise rigorosa de
calculo e equagdes diferenciais.

Gauss reconheceu que a teoria das funcoes de uma varidvel complexa era a
chave para entender muitos dos resultados importantes das equacoes dife-
renciais aplicadas.

Em 1835, Liouville estabeleceu que apenas uma classe restrita de equagoes
diferenciais pode ser resolvida em termos de funcoes elementares.

O teorema de existéncia e unicidade de Picard tem raizes no trabalho de
Cauchy por volta de 1820 e de Lipschitz em 1876. A demonstracao baseada
em aproximagoes sucessivas, no caso geral, deve-se a Picard e a Lindelof. J4&
a prova de existéncia de solucoes de problemas de valor inicial para equa-
¢oes diferenciais ordinérias de primeira ordem quando a funcao que define a
equagao é continua deve-se a Peano, em 1886 para equacgoes escalares e em
1890 para equacoes vetoriais.

A partir dos meados do século X X, com o progressivo aumento das capaci-
dades de célculo com recurso aos computadores, tornou-se possivel resolver
numericamente uma grande classe de equagoes diferenciais.

O aparecimento de métodos numeéricos mais robustos e eficientes deu-se com
Carl Runge que, juntamente com Martin Kutta, desenvolveu métodos nu-
meéricos para a resolucao de problemas de valores iniciais.

O estudo das equagdes diferenciais originou o desenvolvimento de muitas
outras dreas como, por exemplo, Algebra Linear, Analise Funcional, Analise
Numeérica, Célculo de Variagoes, Dinamica de Fluidos, Teoria do Controlo,
Mecéanica Quéntica, entre outras.
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CAPITULO 0. NOTA HISTORICA



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais

As equacoes diferenciais aparecem em importantes aplicacoes nas areas da
Biologia, da Ecologia, da Sociologia, da Economia, da Termodindmica, da
Fisica, entre outras.

Muitos problemas reais, tais como, crescimento populacional, movimento de
um péndulo, propagagdo de doencgas, movimento de corpos celestes, circui-
tos elétricos, corpos em movimento harménico simples, sao modelados por
equacoes diferenciais.

No decorrer deste trabalho iremos estudar alguns problemas de modelizagao
de situacGes fisicas, como o movimento de um péndulo ou o movimento de
uma mola.

Nas equacoes diferenciais que aparecem ligadas a problemas de movimento,
a variavel independente é usualmente representada por t e a funcao que
desejamos encontrar, a varidvel dependente, é representada por x.

Vejamos exemplos de alguns modelos fisicos que recorrem as equacoes dife-
renciais:

- De acordo com a segunda lei de Newton, a forca é proporcional &
aceleracdo a de um corpo de massa m

F = ma. (1.1)

Esta equacdo é conhecida, também, como a equacdo do movimento de
Newton e pode ser representada na forma de equacao diferencial como

ma” = f(t,x,2), (1.2)

em que temos um objeto de massa m em movimento ao longo do eixo
x na posi¢ao z(t) no momento ¢, com forca f(t,z(t), 2’ (t)) que atua no
objeto no tempo t.

17



18 CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS

- No oscilador harménico a equacgdo do movimento de uma particula de
massa m e constante k, é dada por

k
2+ —x=0. (1.3)
m

- O movimento de um péndulo simples de massa m, de comprimento L
e de angulo 0 formado com a linha vertical, como mostra a figura 1.1,
é descrito pela funcao 6(t), que satisfaz a equacgao diferencial

0" + %sin@ =0. (1.4)

Figura 1.1: Exemplo de um péndulo de comprimento L e massa m.

Tendo este trabalho como objetivo o estudo de algumas equagoes diferenciais
que modelizam situacoes fisicas de movimento, comecemos por ver alguns
conceitos basicos das mesmas.

1.1 Classificagcao das equacoes diferenciais

As equacoes diferenciais podem ser classificadas por tipo, ordem e linearida-
de.

Quanto ao tipo podem ser equacées diferenciais ordinéarias ou equagoes dife-
renciails parciais.

Definicao 1 A equacdo diferencial que relaciona uma func¢do dependente x,
as suas derivadas ordindrias e a varidvel independente t, apresenta-se como
uma equacdo do tipo,

F(tz, o' 2", .. ™) =g(t), (1.5)

com g fun¢ao a depender apenas det e F = F(t,xq,...,xy) fun¢do conhecida
de valores reais de n + 2 varidveis.

Este tipo de equagao designa-se por equagao diferencial ordindria (EDO) de
ordem n.
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O estudo das EDO é de extrema importancia na aplicacdo das leis da Fi-
sica, sendo muitas destas traduzidas matematicamente através deste tipo de
equacoes.

As equagoes diferenciais do movimento de um oscilador harmonico 1.3 e de
um péndulo 1.4 sdo EDO.

Existe outro tipo de equagdes diferenciais que envolvem derivadas parciais da
variavel dependente e que modelam diversos fenémenos mecénicos, fisicos,
biolégicos, entre outros.

Definicao 2 Uma equagdo que envolve as derivadas parciais de uma ou mais
varidveis dependentes em ordem a duas ou mais varidveis independentes é
designada por equagao diferencial parcial (EDP).

Podemos apresentar a EDP para a fun¢éo x = x(t1,...,t,) como
ox or 0%x 0%x
Flte,—,...,—, —5, ..., ———,... | =g(t), 1.6
( Dot o, 08T 9ty ot ) 9(t) (16)

em que F' é uma equagdo dada que depende das varidveis independentes
ti,...,tn, de x e das suas derivadas parciais.

A varidvel independente t estd definida em IR™, com n > 1.

A ordem de uma equagdo diferencial parcial € a maior das ordens das deri-
vadas da incdgnita presente na equacdo.

Exemplo de uma aplicacdo de uma EDP ¢é a chamada equacado do calor ou
difusao 5 52
t t
ot Ox?
As equagtes 1.4 e 1.7 sao equacoes diferenciais de segunda ordem, em que a

primeira é uma EDO e a segunda EDP.

Definicao 3 A equacdao diferencial ordindria 1.5 diz-se linear se a funcao
F for uma funcdo linear, isto é, podemos assumir que € combinacdo linear
das varidveis x, 7', ..., x™.

Uma EDO linear de ordem n pode ser escrita como

ao()x + a1(H)’ + ... + an(t)z™ = g(t), (1.8)

onde 0s coeficientes ag, ..., a, $Go func¢des continuas, independentes de x e
das suas derivadas.

A equacgao diferencial parcial 1.6 diz-se linear se for linear em t e nas suas
derivadas parciais.

A equacao do péndulo 1.4 € classificada como uma equacgao diferencial nao
linear de sequnda ordem devido & presenca de sin .



20 CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS

Iremos fazer o estudo mais adiante da equacao do péndulo, aproximando a
equacao nao linear por uma linear. Fste processo ¢ designado por lineariza-
Gao.

Definicao 4 Uma equagdo diferencial é designada de equagdo auténoma
quando a varidvel independente ndo aparece explicitamente. Isto €, sdo equa-

¢coes da forma
F(x,x’,...,x(”)) =0. (1.9)

Caso contrdrio, diz-se que a equagdo diferencial é ndo auténoma.

Definicao 5 As equagdes diferenciais em que o seqgundo membro € identica-
mente nulo designam-se por equagées homogéneas. Ou seja, se g(t) = 0 na
equacao 1.5

F(t,z, o', a",...,a™) =0, (1.10)

diz-se homogénea.
Caso contrdrio, a equagdo diz-se nao homogénea.

No decorrer do trabalho iremos aprofundar o estudo de algumas equagdes
diferenciais lineares de primeira e segunda ordem homogéneas.

1.2 Problema de valor inicial

Em diversas situacoes para a descricao de determinado fenémeno além de
uma equacao diferencial temos que impor certas condices iniciais, previ-
amente estabelecidas. Condicoes iniciais sdo condigoes relativas & funcao
incognita e suas derivadas dadas para o mesmo valor da varidvel indepen-
dente.

Definicao 6 A um problema definido do modo sequinte
F(t,z, o' 2", ... ™) = g(t),
x(to) = X,
a'(to) = w1, (1.11)
=D (t) = 2,1

chamamos problema de valor inicial (PVI) ou problema de Cauchy.

Neste tipo de problema temos como objetivo encontrar as solugoes da equa-
cao diferencial que satisfazem o conjunto de condic¢Ges iniciais num dado
instante tg.
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1.3 Solucao de uma equacao diferencial

Uma equacao diferencial pode nao ter solugdo, ter uma tnica solucao ou ter
mais do que uma solucdo, pode mesmo ter uma infinidade de solugoes.
Dada uma determinada equacao diferencial algumas questdes se levantam
quanto & sua solucdo. Existird ou ndo solucdo? Se existir, serd unica?

Na prética, mesmo sem conhecimento da solucao, é possivel obter aproxima-
¢oOes precisas da mesma. Tal s6 faz sentido no caso em que a solucdo existe
e é Unica. Assim, é fundamental estudar a questao da unicidade e existéncia
de solucoes.

A equacdo diferencial mais simples € da forma

2'(t) = ax(t), (1.12)

com a constante, x(t) fungao real de variavel real desconhecida e derivada
2 (t).

A solucdo da equagao diferencial 1.12, num intervalo I, é uma fungdo ¢(t)
definida em I tal que a sua derivada estd definida nesse mesmo intervalo e
satisfaz identicamente a equacao.

Facilmente, verificamos que a fungao ¢(t) = e® ¢ uma solugao da equagio
1.12, assim como, ¢(t) = 4e* também ¢ solugao.

Em geral, uma EDO pode ter um niimero infinito de solucoes.

Definicao 7 Uma solucdo de uma EDO € uma fun¢do ¢, definida num in-
tervalo I, que tem pelo menos n derivadas e verifica

F(t,o(t),d'(t),..., 6™ () = g(t), para todo t € I. (1.13)
A funcao ¢(t) = 0 também é solugao da equacdo 1.12.

Definicao 8 A solug¢do de uma equagdo diferencial identicamente nula num
intervalo I € chamada solugao trivial.

Definicao 9 Uma fungdo diferencidvel é uma solu¢do do PVI 1.11 num
wntervalo I se para além de satisfazer a equagdo diferencial dada, para todo
t € I, satisfaz também as condigoes iniciais definidas em 1.11.

No caso da equagao 1.12, obtemos para qualquer valor de a e K, como solucao
da equacdo diferencial
z(t) = Ke™. (1.14)
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Ou seja, para cada valor de K, temos uma solugdo. Ao resolver a equagao
obtemos uma familia de curvas ou func¢des contendo um parametro arbitrario
que ao ser formalizado é uma solucdo da equacao.

Neste sentido aparecem duas nogoes de solucdes: a solugdo particular e a
solucao geral da equacao diferencial.

Definicao 10 A solugdo geral de uma EDO de ordem n é uma familia de
solugées ¢, dependendo de constantes, tal que qualquer solucao particular
pode ser obtida da solucao geral ao atribuir valores as constantes.

Uma solucao particular pode ser obtida a partir das condicoes iniciais do
problema.

Definicao 11 Uma solucdo particular de uma equacdo diferencial num in-
tervalo I € uma funcdo ¢ definida no intervalo I, que nao depende de pa-
rdmetros arbitrdrios, tal que as suas derivadas de ordem n estio também
definidas no mesmo intervalo e satisfazem a equagdo nesse mesmo intervalo.

As solucoes das equagdes diferenciais podem ainda ser divididas em solugdes
explicitas e implicitas.

Defini¢ao 12 Uma solugao de uma EDO da forma y = ¢(t) é chamada de
solucdo explicita.

Uma solugdo implicita de uma equacdo diferencial ordindria é uma relacdo
G(t,y) = 0 que define uma ou mais solugoes explicitas num intervalo I.

Definicao 13 O grifico de uma solugdo ¢ de uma EDO € chamado de curva
integral.

Sendo a solu¢do uma func¢ao diferencidvel, a curva integral é continua no
intervalo I.

A solucao da equacao pode ser classificada de acordo com o seu comporta-
mento perante perturbacdes do valor inicial.

Definicao 14 A solucio da EDO é considerada estavel se as solugdes re-
sultantes da perturbagao do valor inicial se mantiverem préoximas da solugao
original.

Classificamos a solucdo de assintoticamente estdvel se as solugdes resultantes
da perturbagcao do valor inicial convergirem para o solu¢do original.

Se as solucdes resultantes da perturbagio do wvalor inicial divergirem da so-
lugdo original sem limites dizemos que a solug¢io da FDO ¢ instdvel.
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Retomemos o exemplo da equagdo 1.12 com valor inicial conhecido xg para
to =0,
Z'(t) = az(t)

(1.15)
z(0) = xo.
Neste caso temos solucdo, para a constante,
z(t) = zoe™. (1.16)

No caso de a ser niimero real positivo, todas as solucoes crescem exponen-
cialmente logo cada solucao é instével. Se a for um nimero real negativo,
todas as solugdes decrescem exponencialmente, sendo cada solucao assinto-
ticamente estavel.

No caso da constante a ser um numero imagindrio com parte real positiva
temos soluctes instaveis. As solucdes serao assintoticamente estéveis se a
parte real for negativa. No caso da parte real nula temos solucoes estéaveis.

Figura 1.2: Representacao grafica da solugao 1.16 no caso de a > 0 e a < 0.

1.4 Equagoes diferenciais de primeira ordem

Consideremos a EDO de primeira ordem

Z'(t) = f(t,z), (1.17)

com f uma funcao real.
O problema de valor inicial no caso das EDO de primeira ordem toma a
forma

¥ = f(t,x)
(1.18)
x(to) = xo.
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Geometricamente, resolver o PVI 1.18 consiste em determinar a funcao z(t)
que satisfaz a equagdo 1.17, para todo o t € IR e que passa no ponto (tg, o).
Uma das primeiras questoes que surge ao trabalhar com problemas de valor
inicial diz respeito & existéncia e unicidade da solucao.

O seguinte teorema apresenta apenas uma condicao suficiente para a existén-
cia e unicidade da solugdo do PVI 1.18. Se as condigdes ndo se verificarem,
o PVI 1.18 pode ter ou ndo uma ou mais solucoes.

Teorema 1 (Teorema de Picard) Seja R regigo definida por
R={(t,x) e R*:a <t<bc<z<d} que contém o ponto (to,zo).

0
Se f(t,z) e 8—f(t, x) sao fungoes continuas em R, entdo existe um intervalo I
x

centrado no ponto ty e uma unica funcao x = x(t) definida em I que satisfaz

o PVI 1.18.

Demonstragao: ver 3| =

O teorema anterior da-nos uma condicao suficiente para verificar a existéncia
de solucdo mas nao nos diz como a calcular.

A solug¢ao de um PVI da forma 1.18 pode ser determinada com recurso a
primitiva da funcdo x(t). Mas, como sabemos, nem todas as fun¢des possuem
primitivas, o que nos leva a um numero reduzido de EDO que podem ser
resolvidas deste modo.

O estudo qualitativo das equacgoes diferenciais ajuda a identificar caracteris-
ticas importantes das solugoes da equacao sem a resolver, em que procuramos
encontrar o maximo de informagoes sem conhecer explicitamente a solucao.
Pode ser usado no estudo de equacdes diferenciais lineares mas é um dos mé-
todos de maior importancia no estudo de equagdes diferenciais nao lineares.
Geometricamente, as solu¢bes da equacdo 1.17 definem um conjunto de cur-
vas integrais no plano tx. Cada uma das curvas integrais é solucao de um
determinado PVI. Para cada ponto (¢, ) a equacao diferencial define 2/, ou
seja, conhecemos o valor do declive da reta tangente ao grafico da curva
integral que passa no ponto.

A equacgdo diferencial 1.17 gera um campo de dire¢des no plano tx. Ao
representar em cada ponto (t,x) a reta com declive f(t,x) obtemos uma
representacao do campo de direcoes associado & equacao diferencial.

A anélise do campo de dire¢oes associado a uma equacao diferencial permite
conhecer propriedades das solucoes sem as calcular.

As solugdes da equacgdo diferencial sdo curvas em que as tangentes em cada
ponto sao definidas por esses declives.
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1.4.1 Analise qualitativa de equagoes auténomas

No caso das EDO da forma 1.9, as chamadas equacoes diferenciais auto-
nomas, através da anélise qualitativa conseguimos descrever de uma forma
mais pormenorizada as solucoes da equacao.

O teorema 1 garante a existéncia e unicidade da solucdo para qualquer con-
digdo inicial, assim as curvas integrais no caso de uma equacao auténoma de
primeira ordem néao se intersetam.

No caso auténomo f(t,z) = f(x).

Definicao 15 Um ponto xg é um ponto de equilibrio da equagdo 1.17 se e
56 se f(xzg) = 0. No caso dos sistemas diferenciais auténomos, os pontos de
equilibrio definem as solugdes constantes.

Podemos classificar os pontos de equilibrio com base no comportamento da
solucao da equacao.

Definicao 16 O ponto de equilibrio x = x¢ € um escoadouro se toda a solu-
¢Go com condicdo inicial suficientemente proxima de xg tende para xg quando
t = +00. Neste caso a solucdo de equilibrio diz-se estdvel.

No caso da solu¢do com condi¢do inicial suficientemente préoxima de xo ten-
der para xg quando t — —oo, o ponto € classificado como fonte e estd asso-
ctado a uma solugcao de equilibrio instdvel.

O ponto de equilibrio que ndo seja nem fonte nem escoadouro é chamado por
ponto de sela.

Na figura 1.3 podemos observar exemplos de ponto de sela, escoadouro e
fonte.

hy=
—\\

-l
e

Ponto de sela Escoadouro Fonte

Figura 1.3: Representacao grafica dos diferentes pontos de equilibrio.



26 CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS

1.4.2 Aproximagao de solugoes

Vamos ver como podemos obter uma aproximacao das solugoes de um PVI
da forma 1.18 recorrendo ao método de iteraciao de Picard e aos métodos
numeéricos baseados na série de Taylor.

Suponhamos que nos encontramos nas condicoes do teorema 1, tendo assim
uma unica solugdo x(t) do PVI dado num intervalo I em torno do ponto to.

Método de iteracao de Picard

O método de iteragao de Picard determina uma férmula recursiva, que veri-
ficando certas condi¢Oes, converge para a solucao do PVI 1.18.

Lema 1 A fung¢do x(t) € solugio do PVI 1.18 num intervalo I se e sd se
for uma solugdo da equacdo integral

x(t) = x0 + t f(s,x(s))ds, (1.19)

num intervalo 1.

Demonstracao:

Seja z(t) solugdo do PVI 1.18 num intervalo 1.

Entdo z é diferenciavel em I e 2/(t) = f(¢,z(t)).

Integrando de tg a t ambos 0os membros da equacio z/(t) = f (¢, x(t)) obtemos

/t 7' (s)ds = t f(s,z(s))ds < x(t) —z(ty) = 1; f(s,x(s))ds
& x(t) = x(to) + t f(s,z(s))ds
e como x(tp) = xo, x(t) é solugao de 1.19.

Suponhamos agora que z(t) é a solu¢ao da equagao integral 1.19. Derivando
em relacao a t, chegamos a

a'(t) = f(t (1))

x(to) = zo + / i f(s,z(s))ds = xo.

to

Donde x(t) é solucao do PVI 1.18. m
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Definicao 17 A sequéncia de fungdes x1(t), x2(t) ..., onde

t

xn(t) = x0 +/t f(s,xn_1(s))ds (1.20)

0

€ chamada de aprozimagdes sucessivas ou de iteracées de Picard.

Meétodos numeéricos para a solugao do PVI

Os métodos numéricos sao usados para obter uma aproximagdo precisa da
solucdo de um PVI. Sdo métodos muitos tteis principalmente em casos de
EDO nao lineares, mas também podem ser usados em EDO lineares.

Este tipo de métodos para resolver PVI determinam aproximacgoes
x1,x2,...,T, para a solugdo exata x(t1),z(t2),...,x(t,), com t1,ta, ..., t, €
I = [a,b]. Os pontos ty,ts,...,t, sdo designados pontos da malha. Estes
métodos sao designados por métodos discretos.

Consideremos a = ty < t1 < t3 < ... < t, = b equidistantes e passo da

b—a
malha h = ——,t; =tg +1th,t = 1,...,n com n subintervalos do intervalo

n
I (ver figura 1.4).

Iy

| | |
h % h & h & fiy

1

T

n

Figura 1.4: Decomposicao do intervalo [tg, ty]

Os métodos numéricos permitem determinar valores z; ~ x(t;) através de
processos de recorréncia a partir dos dados do PVI. Os que determinam o
valor de x;11 apenas & custa de x; sdo designados de métodos de passo tnico
e tomam a forma geral

Tiy1 = x; + ¢h, (1.21)

com ¢ funcao de iteracao.

Os métodos de passo multiplo determinam o valor de x;41 & custa de outros
xj, com j < i.

Os métodos em que o valor de x;41 é calculado diretamente a partir de x; sdo
designados de métodos explicitos. No caso de x;+1 depender implicitamente
de si proprio através da funcao de iterag@o, o método diz-se ser implicito.
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Admitamos que z(t) tem derivadas de ordem s + 1 em ]tg,t,[ com z(™)
continua em [tg, tp).
A formula de Taylor em torno do ponto ty € dada por
2 s

zs(t) = :z:(to)+93'(t0)(t—t0)+:p”(t0)(t_;o)+. 4z (to)(t_;())+Rs(t, to),

' ' (1.22)

o s+1

em que Rg(t,tg) = m(“l)({)%
tremos de t e tp, é o chamado resto de Lagrange.
No caso da EDO primeira ordem, z/(t) = f(t,z), com passo h = t;11 — t;,
entdo podemos reescrever 1.22 e obtemos a férmula do método de Taylor de
ordem s

e & pertencente ao intervalo de ex-

S

h? h
Tiy1 = T; + f(ti,xi)h + gf,(tiyxi) —+ ...+ f(s_l)(ti,:ri)g. (1.23)

O resto de Lagrange verifica |R; 41| < h*+! para M e k ndo negativos.

(s+1)!
Podemos dizer que o método é de ordem s, isto &, |R; 1| = O(h**1), e que
0 erro é proporcional a 51!

Ao escrever o método de Taylor de ordem s = 1 obtemos

Tit1 =z + f(ti, zi)h, (1.24)
com erro 2
Ry = ?f/(&?l’(fi)) (1.25)

Esta férmula recursiva é conhecida como método de Euler, como iremos ver
adiante.

Para obter uma férmula mais precisa devemos usar mais termos na série de
Taylor e usando o resto de Taylor podemos estimar o erro cometido nesta
aproximacao.

O método da série de Taylor de segunda ordem ¢ dado, paran =0,1,...,

h2
Tip1 ~ i+ f(ti, xi)h + gf’(tmxz’) (1.26)

com

Pt = PLCo2)  OIG ) gy (1.27)
Os métodos que usam o desenvolvimento em série de Taylor aproximam a
solucdo de EDO, mas quanto maior a ordem do método mais complicado se
pode tornar o calculo das derivadas envolvidas.
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Método de Euler

O método de Euler usa a informacao do instante ¢, para calcular uma apro-
ximacgao da solucao no instante seguinte ¢,,+1. O PVI transmite a informagao
do valor inicial e do valor da derivada de z em cada ponto.

Sabemos que o grafico da solugéo passa pelo ponto (tg,zp) com inclinagao
igual a f(to,z0). O método também é conhecido pelo método da tangente
pois podemos aproximar a solu¢do que procuramos pela fun¢do cujo grafico
¢ a reta tangente ao grafico da solu¢ao no ponto (tg, xo), isto é,

x = x0 + f(to, zo)(t — to). (1.28)

A reta tangente é uma boa aproximacao da curva solugdo num intervalo
[to, t1] pequeno, seguindo ao longo da reta chegamos ao ponto (¢1,z1), onde

r1 =g+ f(to, Jio)(tl - to). (1.29)
Utilizando agora o ponto de partida (t1,21) podemos obter o valor de xa,
o %a?l—kf(tl,l‘l)(tg—tl). (130)

Repetindo o processo usamos o valor de x usado em cada passo para calcular
o valor de f na proxima aproximacdo. Assim, chegamos a uma expressao
geral para x,11 em funcdo de ¢, e t,41 € Ty,

Tn+1 %xn+f<tnaxn)(tn+l _tn>7 n=0,1,.... (131)

Definicao 18 O algoritmo numérico 1.81 fornece as aprorimagies das so-
lugao xy recursivamente nos instantes ty, ..., t, dado x(ty) = xy.
Fazendo h = t, 1 — t, na equagdo 1.81, obtemos

Tnt1 & Tp + f(tn,zp)h, n=0,1,.... (1.32)
A equacdo 1.32 € a chamada férmula para o método explicito de Fuler.

O método consiste em calcular, repetidamente, a equagdo 1.31, usando o
resultado de cada passo para executar o passo seguinte, obtendo uma sequén-
cia de valores g, z1, ... que aproximam o valor da solugdo do PVI 1.18 nos
pontos %o, t1,. . ..

Podemos escrever a EDO de primeira ordem 1.17 no ponto t,

' (tn) = f(tn, 2(tn)) (1.33)
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e aproximar a derivada pelo quociente das diferencas, com h passo da malha
suficientemente pequeno,

2(thy1) — 2(ty)
thrl - 7fn

~ f(tn,z(tn)) < $(tﬂ+1)h_ o) ~ f(tn, z(tn))

= x(tn+1) ~ $(tn) + hf(tn,l‘(tn)),

obtendo a férmula iterativa de Euler 1.32.
Utilizando a equacao integral 1.20, obtemos

tn+1
x(tpy1) = x(tn) + /t f(s,z(s))ds, (1.34)

em que o integral do segundo membro pode ser entendido como a area do
grafico de f(s,x(s)) entre t, € tp41.

Aproximando a érea pela drea do retdngulo com dimensoes f(t,,z(t,)) por
(tn+1 — tn) (figura 1.5), vem que

2(tny1) = x(tn) + f(tn, ©(tn)) (tns1 — tn)- (1.35)

Figura 1.5: Aproximacao pela area do retangulo.
Fazendo xp = x(t;) e h = tp4+1 — t,, obtemos,
Tnt1 = Ty + f(tn, zp)h, (1.36)

conhecendo o valor inicial g = z(to) e incrementos t,, = to+nh, n=1,2....
A simplicidade do método é a sua maior vantagem, mas para os resultados
obtidos serem mais precisos teriamos que utilizar o passo de malha cada vez
mais pequeno, tornando o método demasiado lento.

Podemos melhorar o método de Euler tentando uma aproximacao mais pre-
cisa, aproximando o integral da equagao integral 1.20 pela regra do trapézio.
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Consideremos o trapézio de vértices (figura 1.6)

(t’m 0)’ (tn+1a 0)7 (tny f(trn ITL))) (tn+1> f(tn-i—l) xn+1))7 (137)

cuja area é dada por

ftn, zn) + é(tn+17$n+1) (tns1 — tn). (1.38)

' (t)

f(tn,+1~, I77+1>

f(tmg;n) oo

tn 2‘/rz,Jrl t
Figura 1.6: Aproximagdo pela area do trapézio.
Donde,

f(tna xn) + f(tn—Ha xn-{—l)
2

(tpy1) = x(ty) + (tnt1 — tn). (1.39)
Esta equagao nao é tao simples de aplicar pois x,41 aparece como um dos
argumentos da funcdo do lado direito da igualdade. Este tipo de equagao ¢é
chamada de equagao implicita, nao temos o valor de x,1 explicitamente em
funcdo do valor de z,,. Em cada passo teriamos que resolver a funcao do lado
direito para x,+1 0 que poderia tornar o método muito lento e demorado.
Vamos tentar colmatar esta dificuldade aproximando z(t,4+1) pela formula
de Fuler 1.36.

Assim,

f(tm xn) + f(tn—i-l’ ‘T(tn; + f(tm l‘n>(tn+1 — tn)) (tn-i-l—tn).

(1.40)

(tny1) = x(tn)+

Fazendo x,, = x(t,), th41 = tn + h e h = tp41 — t, temos,

Tl A T+ f(tna$n) + f(tn +2h7 Tp + hf(tm xn))h (1'41>
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Para a aplicacao da férmula primeiro necessitamos de calcular
T + hf(tn, zn) (1.42)

pela formula de Euler 1.36 e depois usamos esse resultado para calcular 11
em 1.41.

Definicao 19 A equacdo 1.41 é conhecida como formula de Euler melhorada
ou férmula de Heun.

Neste caso temos um erro proporcional a h3, enquanto na férmula de Euler
1.36 tinhamos um erro proporcional a h?.

Método de Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta de ordem n é caraterizado por nao exigir o célculo
de derivadas parciais de f(t,z) e apenas necessitar do célculo de f(¢,x)
no nimero de pontos que depende a ordem dos métodos. A expressdo do
método coincide com a expressdo do método de Taylor em torno de (¢, z;)
de mesma ordem, quando agrupados os termos em relacdo &s poténcias de
h. A desvantagem do método é o ndo conhecimento da estimativa do erro,
o que podera nao facilitar a escolha do passo h.

O método de Euler 1.36 é um método de Runge-Kutta de primeira ordem e
o método de Euler melhorado 1.41 é um método de Runge-Kutta de segunda
ordem.

E dos métodos mais usados, sendo o método de Runge-Kutta de quarta
ordem o mais eficiente para obter solugoes aproximadas de PVI.

No nosso caso iremos ver somente a aplicacao do método de segunda ordem.

Método de Runge-Kutta de segunda ordem

h "
Consideremos o polinémio de Taylor de segunda ordem com resto 3 3]
pequeno,

hj 8f(t,,xz> I 3f(t27xz)

Tip1 ~ xi + f(ti, zi)h + 5 T o

f(ti,;vi) . (1.43)

O método de Runge-Kutta de segunda ordem consiste em encontrar cons-
tantes aq, as, by, by tais que a férmula

Tptl = Tp + a1k1 + agko, (1.44)
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em que

1.4
]{32 = hf(tn + blh, Ty + bgkl), ( 5)

coincida com a expressao 1.43 do desenvolvimento do polinémio de Taylor.
Comecemos por desenvolver ko = hf(t, + bih,x, + bak;) com recurso ao
polinémio de Taylor,

kz = hf(tn + blh, In + bgkl)

= Rhf(tn,zn) + bthW

af(tn,xn)

+ boh? f (tn, ) e

Substituindo na expressao 1.44, vem que

Of (tn, Tn Of (tn, Tn
Tptl = Tp+ alf(tna wn) + a2 |:hf(tna l‘n) + bthf(atx) + bzhf(tn, l’n)f(axx)]
(9 tn, n a t’na n
= (o1 0 () + 12 [t 2] g, ) 2L tn) |
Comparando as expressoes 1.43 e 1.44, resulta
1 1
a1 +as =1, ash) = 5, agby = 5 (1.46)

1
No caso de a1 = a9 = §,b1 = by = 1 estamos perante o método de Euler

melhorado 1.41,
T(tni1) = z(tn) + g [f(tn, x(tn)) + f(tn + hy2(tn) + hf (tn, z(tn))] . (1.47)

1.4.3 Equacgoes Diferenciais Separaveis

Uma EDO de primeira ordem ¢é separavel se for possivel, através de ma-
nipulacdo algébrica, reescrever a equagao de modo que todas as varidveis
dependentes estejam num membro da equacao e as variaveis independentes
do outro.

Definicao 20 As equacoes que se podem escrever na forma

dx
W = Fha) (1.48)

com h e [ fungoes continuas, sdo designadas de EDO separdveis.
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As equagdes diferenciais que se podem escrever na forma 1.48 sdo de facil
resolucao. O processo de determinacao da solucao deste tipo de equacgoes é
designado de método de separagao de variaveis.

Sejam f e h funcoes continuas e consideremos que h nao se anula.

A equagdo 1.48 pode tomar a forma

wiy = 10 & sl@de = f()at (1.49)

onde g(z) = (x)
Definamos G(z) = [ g(z)dz, donde

g(x)de = f(t)dt < %dw = f(t)dt
o dGd_ g
de dt '
Da aplicagdo da regra da cadeia, vem
d
2G(a(0) = (1) (1.50)

Esta equacao é facilmente resolvida integrando ambos os membros,

th( )dt = /f t)dt < G(z /f )t + c. (1.51)

Temos entdo a solugdo geral implicita da equagdo 1.48 dada por

/ g(x)dz = / F(t)dt + C, (1.52)

em que C' é uma constante.

Proposicao 1 A solugio geral da equacao diferencial 1.48, é dada, de forma
wmplicita, pela equagao integral,

/ o(@)dz = / F(t)dt+C, (1.53)

1

onde g(x) = )
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Se pretendermos uma solugao particular da equacdo tal que x(t9) = o,
temos

C = G(z0) — F(to).

Reescrevendo a equagao 1.52,

/ d:c—/f t)dt + C @/ dx—/f t)dt + G(zo) — F(to)

) —G(x F(to)

& / s)ds = \ f(r)dr

Obtemos uma curva que passa pelo ponto (tg, zg) e que define implicitamente
a solucao da equagao 1.48 sujeita a condigao inicial z(tg) = xo.
Consideremos a EDO de primeira ordem

2'(t) = f(t). (1.54)

Aplicando o método de resolucao de separacio de variaveis, temos

/dt /f(t)dt@x(t):/f(t)dt—i—(}. (1.55)

Ou seja, a solugdo geral da equagdo é dada, com C' constante, por

(1) :/f(t)dt+C. (1.56)
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Lineares
Homogéneas de Coeficientes
Constantes

As equagdes diferenciais lineares homogéneas de primeira ordem sao equagoes
da forma

a1(t)x’ + ap(t)r =0 (2.1)
com ai,ag fungdes continuas definidas num intervalo I C IR dependentes
apenas de t.
Assumindo que a funcdo aq(t) nunca se anula em I podemos simplificar a
expressao que define a equacao diferencial dividindo ambos os membros por
a1(t) e podemos reescrever a equagdo 2.1 como

Z'(t) + p(t)z(t) = 0, (2.2)

com p fungao continua em I.
Podemos resolver a equacao 2.2 aplicando o método descrito para as equagoes
separaveis,

() +z(t)pt) =0 & = —p(t), supondo que z(t) ndo se anula

< Inlz(t)] = —/p(t)dt+ c
|l‘(t)| _ 6—fp(t)dt+c

z(t)| = Ce™ S PO,

T e

37
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A solugdo geral para a equagdo homogénea é
a(t) = Ce~ TP (2.3)

em que, para cada valor C, teremos uma solucao particular da equacao.
Para um PVI definido da forma

'(t) + p(t)z(t) =0

(2.4)
.T}(to) = X0
a solugao serd entao dada por
t
2(t) = zge Jeo PO, (2.5)

Definicao 21 A equac¢do homogénea linear de ordem n escrita do sequinte
modo

anz™ +a, 12" .+ ar + apxr = 0, (2.6)
ag, at, - - -, Gy constantes reais com a, # 0, designa-se por equacio diferencial

linear com coeficientes constantes.

Definicao 22 Para uma EDO linear de ordem n homogénea de coeficientes
constantes um PVI toma a forma

aot + a1’ + ...+ apz™ =0
x(to) = xo
'(to) = a1 (2.7)

=D (tg) = 2,1
com tg, g, ..., Tn—1,00,-- ., 0y constantes.

Definicao 23 Ao conjunto de solugdes linearmente independentes
T1,...,Tn de uma EDO linear homogénea de ordem n, num intervalo
1, designamos de conjunto de solucoes fundamentais. A combinacdo linear
de solugdes ainda é uma solugao.

2.1 Sistemas de EDO lineares homogéneas de coe-

ficientes constantes

Podemos reduzir a ordem das equacoes a serem estudadas usando a escrita
de equagoes diferenciais em sistemas.
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Um sistema de EDO lineares de coeficientes constantes de primeira ordem
é, geralmente, representado por

(2.8)
x (t) = amz1(t) + ... + anpen(t)
com a;j,%,j = 1,...,n constantes, que podemos escrever na forma matricial
l‘ll(t) all ... Qin wl(t)
=1 : : : (2.9)
x (t) Y xn(t)
ou na forma
X'(t) = AX(t), (2.10)
com
ai] ... Qip I (t)
A= : : e X(t)= : . (2.11)
anl Ann T (t)
Trata-se de um sistema com derivadas 7, ..., 2], dadas explicitamente.

Consideremos uma EDO linear homogénea de ordem n de coeficientes cons-
tantes escrita na forma mais usual

vy 4+ a1y Yt ay +agy =0 (2.12)

com a;,t =0,...,n — 1 constantes.
A equacao 2.12 pode ser escrita na forma de um sistema de n equagdes
diferenciais de primeira ordem, para tal, usamos as seguintes mudancas de
variavel:
1 =YY
zo =y
: (2.13)
ITp-1 = y(n—2)
Ty = y(nfl)
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entdo, obtemos um sistema equivalente a equagao 2.12

. (2.14)
*)
/
Tp—1 = Tn
/
Ty = —Ap—-1Tp — QGp—2Tp—-1 — ... — A1T2 — AQT1
O sistema anterior pode ser escrito matricialmente como,
(2] [0 1 0o ... O 0 1 1 ]
/
Ty 0 0 r ... 0 0 )
: = : : PR : : - (2.15)
/
Ty_1 0 0 o ... O 1 Tp—1
/
L Ty i L —ap —a1 —agy ... aAp—2 —Aap_-1 1L In 1

Definicao 24 O wvetor solugdo de um sistema é dado pela matriz coluna
l‘l(t)
x=| : |, (2.16)
(1)

cujos elementos sdo n funcgoes diferencidveis definidas em IR com wvalores
reats ou compleros, que satisfazem o sistema 2.10 no intervalo I.

Teorema 2 (Principio da sobreposi¢ao para sistemas lineares homogéneos)
Sejam X1(t), ..., Xn(t) um conjunto de vetores solu¢ao do sistema de ordem

n homogéneo 2.10 num intervalo I.

Entao a combinacao linear

X(t)=aXi(t) + ...+ cnXn(t) (2.17)
também € solucao do sistema em I.

Demonstracao:
Por hipotese, para cada i = 1,...,n, temos AX;(t) = X/(t).
Portanto,
X'(t) = aXit)+...+ X ()

= ClAXl(t) +...+ CnAXn(t)

= A Xi(t)+ ...+ cnXn(t))
donde X'(t) = AX(t). m
O seguinte resultado apresenta um teste a4 independéncia linear das solucoes.
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Teorema 3 (Teste de independéncia linear) Sejam  Xi(¢),..., X, (t)
solugoes de 2.10 e to € R. Entao Xi(t),...,Xn(t) sdo solugoes linearmente
independentes se e sé se Xi(to),...,Xn(to) sdo wvetores linearmente
independentes em IR™.

Demonstragao:
Suponhamos que X(t),..., Xy (t) sdo solugdes linearmente dependentes.
Entao existem constantes cy, ..., ¢, ndo todos nulos, tais que

aXi(t)+ ...+ cpXn(t) =0, para todo o t.

No caso de t = ty,

0
chl(to) 4+ ...+ Can(to) = :
0
Assim X (to), ..., Xn(to) sdo vetores linearmente dependentes em IR™.
Concluimos que se {Xi(to), ..., Xn(to)} € linearmente independente, entao
{X1(t),...,X,(t)} € linearmente independente.
Suponhamos, agora, que X;(¢),..., X, () em algum instante ¢ = ¢y sdo ve-
tores linearmente dependentes em IR™. Entao existem constantes cq,..., ¢y,
nao todas nulas, tais que
0
1 X1 (to) +...+ Can(to) = :
0

Com esta escolha de constantes podemos considerar a fungao vetorial
X(t)=aX1(t) + ...+ cnXn(t).

Esta funcao é combinacao linear de solugdes e além disso, a solucdao nula
também é solugao de 2.10 com X (tp) = 0, logo X (t) = 0, para todo o ¢, o
que implica que X (t),. .., X, (t) sdo solucoes linearmente dependentes. ®

Teorema 4 Uma matriz X (t) é uma solugdo fundamental de 2.10 se e s6
se

X'(t) = AX(t) e det X (to) # 0. (2.18)
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Demonstracao:
Sejam X1 (t),..., X, (t) as n colunas de X(t),

X'ty = X{@t) ... X, ]

AX(t)=[ AXq(t) ... AX,(t) |
donde as n equagcdes vetoriais

X{(t) = AX1(¢),

X4 () = AX (1),

sdo equivalentes & equagdo matricial X'(t) = AX (¢).

Além disso, as n solugoes de 2.10 sdo linearmente independentes se e s6 se
X1(to), ..., Xn(to) sdo vetores linearmente independentes, o que acontece se
e 50 se det X (tp) #0. m

Teorema 5 Sejam X1(t),..., X, (t) um conjunto de vetores solugio do sis-
tema de ordem n e det X (to) # 0.
Entao, o PVI

X'(t) = AX(¢t)

(2.19)
X(to) = Xo
tem wma unica solucdo, que € da forma
X(t)=aXq1(t)+ ...+ cnXn(t). (2.20)

Demonstragao:
Consideremos a solucao

X(t)=aXi(t)+ ...+ Xn(t).
Substituindo t = ty obtemos
X(to) = Xo = a1 X1(to) + ... + cnXn(to)
que matricialmente fica,

&1
[Xl(t()) Xn(t())] = Xp.

Cn
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Se a matriz B = [ Xi(tg) ... Xyu(to) | for invertivel entdo existe uma
tinica solu¢do e é da forma B! Xy, para toda a condi¢do inicial X (tg) = Xo.
Mas uma matriz quadrada é invertivel se e s6 se o seu determinante é di-
ferente de zero. Logo se det X (¢9) # 0 entao para toda a condigao inicial
X (tg) = Xo existem constantes cy,. .., ¢, tais que

X(t) = Cle(t) + ...+ Can(t)

é a solucdo do PVI 2.19. m

O nosso objetivo é encontrar n solucoes linearmente independentes do sis-
tema 2.10. Para tal iremos recorrer & teoria matricial da resolucao de siste-
mas.

Definicao 25 Dizemos que A € valor préprio da matriz A, xy, Se existir um
vetor V ndo nulo tal que

AV = AV, (2.21)

O vetor V ¢ designado de vetor préprio de A associado ao valor préprio \.

Temos que se AV = AV entao, para «a # 0,
A(aV) = aAV = A(aV), (2.22)

isto é, qualquer escalar a # 0, miltiplo de V é também vetor préprio da
matriz A com valor proprio .

Vimos que as EDO lineares homogéneas de primeira ordem tém como solu-
¢oes funcdes exponenciais.

Teorema 6 Para V um wvetor constante nao nulo e X\ constante nao nula,
temos que
Xt) =MV, teR (2.23)

€ solucao do sistema 2.10.

Demonstracgao:
Seja V um vetor constante ndo nulo e A constante nao nula. Consideremos
x(t) = eMV, donde para t € IR, substituindo em 2.10, obtemos

X'(t) = MV
= MV
= eMAV
= AeMV
= AX(t).
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Portanto, z(t) = eV ¢ solucio do sistema 2.10. m
Vejamos como determinar os vetores proprios da matriz A associados aos
respetivos valores préprios.

Teorema 7 Os valores proprios de uma matriz Apxy, SGo as solugdes de
det(A — \I) =0. (2.24)

Uma matriz n X n tem no mdximo n valores préprios distintos.
Os wvetores préprios V associados aos respetivos valores proprios sio solugoes
do sistema

(A= XV =0. (2.25)

Demonstracao:
Para calcular um vetor préprio V' temos que encontrar solucoes diferentes de
zero, tais que AV = AV, donde

AV =XV & AV - AV =0< (A— M)V = 0.

Entao, V deve ser tal que verifique 2.25.

Ora, como o sistema 2.25 é um sistema homogéneo, entao tera solucoes nao
nulas se e s6 se det(A — X\I)V = 0.

Os valores proprios A da matriz A sdo as solugdes da equagdo 2.24 e os
vetores proprios sao as solugoes (diferentes de zero) do sistema 2.25 para os
respetivos valores proprios A.

A expressao det(A — AI) = 0 é um polinémio de grau n designado por
polinoémio carateristico de A. Assim sendo, a matriz A ndo pode ter mais do
que n valores proprios diferentes. m

Pelo teorema. 6 sabemos que para cada vetor proprio V da matriz A associado
ao valor préprio A temos como solugao

X(t) = eMV.
Se a matriz A tiver n vetores proprios Vi,...,V,, linearmente independentes
com valores préprios Ai, ..., A\, entdo, pelo teorema 3, temos n solugdes

Xi(t) = MV, i=1,...,n

linearmente independentes.
O seguinte resultado garante que quando a matriz A tiver n valores proprios
distintos, os seus vetores proprios associados sao linearmente independentes.
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Teorema 8 Seja A uma matriz n X n com n valores proprios Ay, ..., Ap dis-
tintos. Entdo osn vetores proprios Vi, ..., V,, associados aos respetivos valores
proprios, sao linearmente independentes.

Demonstragio: ver [3] ®

Se a matriz dos coeficientes A do sistema 2.10 for diagonal podemos re-
solver independentemente das outras cada uma das equagoes. Deste modo
queremos transformar o sistema 2.10 num em que a matriz A seja diagonal.

Definicao 26 Uma maitriz A € diagonalizdvel se for semelhante a uma ma-
triz diagonal D. Dizemos que A ¢ semelhante a D, se existe uma matriz

invertivel P tal que
D =P AP (2.26)

Teorema 9 Uma matriz Apxn € diagonalizdvel se e sé se tiver n vetores
préprios linearmente independentes.

Demonstracao:

Suponhamos A é uma matriz diagonalizével, isto é, existe uma matriz P
invertivel tal que D = P~1AP.

Suponhamos que existem as matrizes

A O 0
0 X ... O
P=[Vi Vo ... Vo ] e . I (2.27)
0 ... 0 A\
em que V; é a coluna j de P com Aq,..., A\, € IR tais que
D=PlAP. (2.28)

Multiplicando & esquerda por P ambos os membros da equacao 2.28, vem
que

PD = AP (2.29)
com
AP=A[Vi Vo ... Vu | =[AVL AV, ... AV, ]
€
At 0 0
0 X ... 0
PD=[Vi V2 ... Vu]| . T PV RPN A
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Podemos entdo reescrever 2.29 como
[ AV AV, ... AV, ] = [ DY ZEP.V) 72 D Yo VA, ]

Portanto,
AV; = \;V;, para j =1,2,...,n, (2.30)

isto é, as colunas de P sido vetores proprios de A. Como a matriz P é
invertivel as suas colunas sdo linearmente independentes. Temos entdo n
vetores proprios linearmente independentes de A.

Suponhamos agora que existem n vetores proprios linearmente independentes
Vi,...,V, tais que

AV; = \;V;, para j =1,2,...,n.
Definamos a matriz P tal que
P=[Vi Vo ... Vo].

Como as colunas de P sdo linearmente independentes temos que a matriz P
é invertivel.

Fazendo
AP = A[Vi Vo ... V|
[ AV AVy ... AV, ]
= [ MV MV o AV
M 0 ...00
0 X 0
= (v v .. V] N
0 0 A
= PD,
com
M 0 .00
0 X 0
D=
0 ... 0 M\

Chegamos a AP = PD e multiplicando ambos os membros por P~! obtemos
PlAP=D. =

Para diagonalizar a matriz A precisamos de determinar os seus valores proé-
prios e vetores proprios associados. Mas antes vejamos um resultado impor-
tante usado na construcao da solucao geral do sistema 2.10.



2.1. SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS... 47

Teorema 10 Se A = PDP~! entdo Y(t) € solugdo de Y'(t) = DY (t) se e
s6 se PY (t) € solugio de X'(t) = AX(t).

Demonstracgao:
Suponhamos que Y (t) é solugdo de Y'(t) = DY (t) e A= PDP~L.
Consideremos X (t) = PY (t) e AP = PD, entao

X'ty = PY'(t
DY (t)
PY (1)
X(t).

=~

i

Logo X(t) = PY(t) é solucao de X'(t) = AX(¢).

Suponhamos agora que X () ¢ solugdo de X'(t) = AX(t) e consideremos
Y(t)=P 'X(t)e P"lA=DpP L

Entao

Y'(t) = PTIX'(t)

= P 'AX(t)

= DP'X(t)

= DY(1),
isto é, Y (¢t) é solucdo de Y'(¢t) = DY (t). m
Retomando o sistema 2.10 vejamos como determinar a sua solugao geral.
Suponhamos que existem as matrizes D e P nas condi¢es da definicao 26
tais que A = PDP~1,
Substituindo em 2.10, vem que

X'(t)= PDP'X (1) (2.31)
e multiplicando & esquerda por P~!, obtemos
P7iX'(t) = P7'PDP7'X(t) & P7'X'(t) = DP71X(¢). (2.32)
Fazendo uma mudanca de varidvel tal que
Y(t) = P71X(t), (2.33)

temos

Y'(t) = DY (), (2.34)
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que na forma de sistema fica

Y1 (t) = My ()

y;z (t) = Anyn(t)

e podemos, assim, resolver as equacdes individualmente.

Pelo teorema 6 temos como solucao do sistema 2.35

y1(t) = creMt

Yn(t) = cpetnt
que satisfaz a condicao inicial Y (0) = (c1,...,¢n).
Matricialmente, a solugdo do sistema 2.35 é

y1(t) crett

vig=| ¢ |=| :
Yn(t) cpetnt

Da mudanca de variavel 2.33 vem que

PY(t) = X(t)
e obtemos a solucao geral do sistema 2.10
cle’\lt
Xty = [i ... V] :
Cne)\nt

= cle)‘ltvl +...+ cne)‘"tVn.

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

2.2 Equacgoes diferenciais lineares homogéneas de
segunda ordem com coeficientes constantes

As equactes diferenciais homogéneas definidas da forma 2.6 para n = 2
designam-se de equagbes diferenciais de segunda ordem homogéneas com

coeficientes constantes.
A forma mais usual de representacéo é dada por

2 +pr’ +qr=0.

(2.41)

Como ja foi dito, as equagoes diferenciais lineares de segunda ordem homogé-
neas gozam de uma propriedade fundamental resultante da sua linearidade.
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Proposicao 2 (Principio da Sobreposicao) Se z1(t) e xa(t) sdo solu-
coes da equacdo 2.41, entdo

z(t) = Crz1(t) + Cowa (1), (2.42)
com C1 e Cy constantes, também ¢é solucao.

Demonstracao:

Pretendemos mostrar que a combinacdo linear de duas solucdes é também
uma solucao.

Por hipotese, x1(t) e z2(t) s@o solugdes da equagao 2.41, entao

2" (t) + px'(t) + qu(t) =

= [C121(t) + Coxa(t)]” + p[Cra1(t) + Caza(t)] + q[Cra1(t) + Coma(t)]
= C12{(t) + Caxy(t) + pCr2(t) + pCay(t) + ¢Cr1(t) + gCawa(t)

= C1[27(t) + p21(t) + g1 (t)] + Calay (t) + pr(t) + qra(t)]

=C1 x04+Cy x0=0.

|
A funcao z(t) = 0 é sempre uma solucao e é designada de solugdo trivial.

2.2.1 Meétodo de reducao de ordem

Podemos simplificar as equacoes diferenciais lineares, reduzindo a ordem da
EDO, conhecendo ja uma solucdo nao trivial da EDO homogénea, permi-
tindo assim encontrar outra solucdo de modo que as duas sejam linearmente
independentes. O método descrito é designado por método de reducao de
ordem.

Consideremos a EDO linear homogénea de segunda ordem 2.41.
Suponhamos ser x1(t) uma solu¢ao conhecida da equagao 2.41.
Consideremos uma segunda solu¢ao da equacao definida por

xa(t) = 1 (t)v(t). (2.43)

Derivando,
y(t) = 2y (H)o(t) + 21 () (1) (2.44)
xh(t) = 2 (t)v(t) + 21 (t)0" (t) + 20" (1) 2] (). (2.45)

Substituindo 2.43, 2.44 e 2.45 na equagao definida em 2.41, obtemos

2"+ pr +qr=0 & 2fv+z0" +20'2] + p(aiv + 210") + g0 =0
& a0 + 0 (22 + pry) + v + pr) + qr1) = 0.
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Como z; é solucao da equagdo temos
x| +pr) +qr1 =0, (2.46)
portanto v(t) satisfaz a equagdo seguinte

,U/

0" +0'(22) +pr1) =0 & '+ ;(23}’1 +pz1) =0
1
o o+ <2w1+m“1> _0.
I

Fazendo u = v’ a equacdo pode ser escrita como uma equacio linear de
primeira ordem,

2! x
w+u<1+p1>:0. (2.47)
€1
Esta tltima equacao é uma equacao separavel,
!/ 2 /
W _amEpn (2.48)
u T

donde, integrando ambos os membros, obtemos

/t 2/
/u()dt:—/wdt & lnu(t):—2lnx1—/pdt+0
u(t) x1

& In(u(t)z?) = — /pdt +C

& u(t)z} = e SO
Ceffpdt
& u(t) = —F5—,
1
para C constante arbitraria.
Como v' = u, temos que, para c,d € IR
— [ pdt —pt
u(t) :/Cezcz7s+cz=/ce2 dt + d. (2.49)
7 1

Por 2.43, vem que

2a(t) :/Ce;ptdwrd & @(t) = [/ Ce_gptd“rd] z1(t). (2-50)

z1(t) xy xy

Encontramos, deste modo, uma solugao tal que z2(t) = v(t)z1(t) e fazendo
d=0ec=1,

o(t) = / i (2.51)

2
51
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Assim se z1(t) ¢ uma solugdo conhecida da equacdo 2.41 e

a(t) = 21(t) / e;%dt (2.52)

entao ot
2(t) = c121(t) + caa (t) / ex—th (2.53)

1

é solucao geral da equacao 2.41.

2.2.2 Sistemas de equacgoes diferenciais lineares homogéneas
de segunda ordem com coeficientes constantes

Consideremos a EDO de segunda ordem linear homogénea de coeficientes
constantes 2.41.

Fazendo as mudancas de variavel 2/ = y vem z” = v/ e podemos escrever a
equacao como um sistema linear de duas equactes diferenciais de primeira
ordem,

=y
(2.54)
y'=—qz —py
que, na forma matricial, toma a forma
a:’(t)] [ 0 1 ] [x(t)]
= ) 2.55
v =15 S0 (25
Seja A a matriz dos coeficientes
0 1 x(t) }
A= e X(t)= 2.56
[—q —p] € {y(t) (250)
O PVI toma a forma matricial,
X'(t) = AX(t)
(2.57)
X (to) = Xo
com
X(t) = Xo = [ 0 } (2.58)
Yo

e tem uma tdnica solucdo que é da forma

X(t) = Cle(t) + CQXQ(t). (2.59)
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No caso de n = 2, uma solugao do sistema 2.54 pode ser considerada como
uma representacao paramétrica de uma curva no plano. O plano xy é cha-
mado de plano de fase e um conjunto de trajetérias é designado por retrato
de fase.

Os pontos para os quais AX = 0 sao chamados de pontos de equilibrio do
sistema. Admitindo que det A # 0, a matriz A ¢ invertivel, tendo X = (0, 0)
como unico ponto de equilibrio do sistema. O determinante da matriz é
diferente de zero se e s6 se a matriz tiver valores préprios ndo nulos. O
estudo do ponto de equilibrio (0,0) fica restrito ao sinal dos valores proprios
da matriz de coeficientes A.

O ponto de equilibrio (0,0) sera:

1. estavel, se cada ponto (z(t),y(t)) numa vizinhanca da origem perma-
nece limitado quando ¢t — +o00;

2. assintoticamente estével se cada ponto (z(t),y(t)) — (0,0) quando
t — +o0;

3. instével se x — 400 ou y — 400 quando ¢t — +00.

Comecemos por determinar o polinémio carateristico det(A — AI) =0 e de
seguida calculemos os valores proprios da matriz A.

det(A— ) =0 < "A 1 ‘

_ VP g VPP g

2 2 2

Dependendo do sinal de A = p? — 4q temos trés situacdes possiveis: dois
valores préprios reais distintos, dois valores préprios complexos ou um dnico
valor proprio real. Analisaremos de seguida cada um dos casos.

Valores proprios reais distintos

Se A > 0 obtemos valores proprios distintos A1, Ao reais.

Sejam Vi e Vo os vetores proprios associados aos valores proprios Ar, Ag,
respetivamente.

Tendo em conta o processo utilizado na diagonalizacdo da matriz A usada
na demonstracao do teorema 9, definamos as matrizes P e D tais que:

v w A0
P:[VlI/Q]:[U; wﬂ eD:[Ol Az]. (2.60)
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Sabemos que A = PDP~!e
X'(t)= PDP1X(¢). (2.61)
Donde, multiplicando & esquerda por P~!, ficamos com
PIX'(t)= P"'PDP'X(t) & P7'X'(t) = DPT' X (). (2.62)
Fazendo a mudanca de variavel tal que
Y(t)=P'X(1), (2.63)

temos

Y'(t) = P71X'(t) (2.64)

e substituindo em 2.62 chegamos a

vo=ovos [ =[5 L]0 ] e

A equagdo 2.65 pode ser escrita como um sistema de equagdes desacopladas

y1(t) = \y(t)

(2.66)
y5(t) = Aaya(t)
e assim podemos resolver as equagoes individualmente.
Como temos valores proprios Ay, Ag reais, pelo teorema 6, resulta que
y1(t) = creMt creMt
< Y(t) = (2.67)
yo(t) = cae??! coer2t
e -
creMt
X(t)=PY(t)s P . (2.68)
i coe??t
Donde, a solucao do sistema pode ser escrita como
x(t) B vy wy | [ epett
[ y(t) } B [ vy wy ] | cpe??t (2.69)
= ettt [ vl ] + coe???t [ e ] . (2.70)
V2 w9
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Temos a solucao geral do sistema, com

X1(t) = creM? [ 2 ] (2.71)
e Xo(t) = cae?t [ Z; } (2.72)

linearmente independentes.

Assim a solucdo particular do PVI pode ser obtida atribuindo valores ade-
quados as constantes ¢y, cs.

Dadas as condigoes iniciais z(0),y(0) e se t = 0, obtemos

ol lm) e aln]veln]-[p] e

vic1 +wicy = xg
& (2.74)
VaC1 + Wa2cC2 = Yo-

Resumindo, sejam A1, Ao dois valores proprios reais distintos da matriz A
com vetores proprios associados Vi, Va. Entao, a solucdo geral

X(t) = [ z(?) } (2.75)

do sistema 2.54 é dada por

X (t) = 1MV + eV, (2.76)
ou seja,
x(t) = creMto 4+ ety
(2.77)
y(t) = creMtoy + coe?tws.

Neste caso temos ainda trés situagoes que podem ocorrer:

Se ambos os valores proprios sdo positivos, as solugdes tornam-se arbitraria-
mente grandes quando t — 400 e convergem para a origem quando t — —oo.
O ponto critico neste caso ¢ chamado de no6 instavel ou repulsor (fonte, ver
figura 1.3).

Se os valores proprios forem ambos negativos, as solugoes aproximam-se de
zero quando t — +o00 , assim um ponto critico é chamado de né estavel ou
atrator (escoadouro).

No caso de valores proprios com sinais opostos, o ponto critico é instavel e é
designado por ponto de sela (figura 1.3). Existem duas dire¢bes no espago de
fase onde o sistema evolui ao longo de retas paralelas aos vetores préprios,
uma afastando-se do ponto critico e outra em que se aproxima.
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Valores proéoprios complexos

Se A < 0 obtemos duas solugbes complexas conjugadas A\ = Ao = a +if.
As solucgoes do sistema associado a valores proprios complexos transformam-
se em duas solugdes reais, como podemos constatar com o préximo teorema.

Teorema 11 Seja X (t) =Y (t) +iZ(t) uma solugdo do sistema 2.5/ asso-
ctada a valores préprios complexos.
Entao Y (t) e Z(t) sao solugdes reais de 2.54.

Demonstragao:
Se X(t) = Y(t) +¢Z(t) é uma solugao do sistema 2.54 associada a valores
préprios complexos, entao

Y'(t) +4iZ'(t) = AlY (¢) +iZ(t)] = AY (t) + i1 AZ(t).
Donde,
Y'(t) = AY (t) e Z'(t) = AZ(t).

Temos assim solucoes reais pois,

As funcgoes complexas das solucoes pode ser escritas como,

X(t) = e TP a4 ib) = (a+ib)e T
= (a+ ib)e™[cos(Bt) + isin(pBt)]
e {[a cos(Bt) — bsin(Bt)] + i [asin(Bt) + bcos(Bt)]} .

Temos ainda que
Y (t) = e [acos(Bt) — bsin(Bt)]

Z(t) = e™ [asin(Bt) + bcos(Bt)]

sdo solugoes reais, linearmente independentes, de 2.10 =
Sabemos, pelo teorema 8, que vetores proprios associados a valores proprios
distintos sdo linearmente independentes, entdo pelo teorema 9, a matriz A é
diagonalizavel.
Definamos as matrizes P e D tais que

V1 + iwl vl — iw1

P = . . (2.78)
Vg + 1w V2 — W2
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D:[Oé-giﬁ agw] (2.79)

tais que A = PDP~1,
Procedendo de modo andlogo ao caso anterior, depois de efetuadas as devidas
substituicoes e mudanca de variavel, obtemos

Y/(t) = DY (t) « [Zig; ] = [ aJ{)w aow ] [ z;gg ]

Y1 (t) = (a+iB)yi(t)
=

Ys(t) = (o — iB)ya(t).

Podemos resolver as equagoes individualmente, chegando a

n (t) — Cle(a+i6)t
(2.80)
y2 (t) = c2e(a_iﬁ)t'
Donde,
B vy +iwy v —iwy cpelatif)t
X(t)=PY(t) & [ v+ ity s — 10 ] [ ¢yela—iBt (2.81)
Entao a solucado do sistema pode ser escrita como
(0 ] _p platippe [ Or i ] g [ i | g gy
y(t) vy + tws vy — fws
Sabemos que a solucdo geral do sistema é da forma
X(t) = a1 X1(t) + 2 Xa(t), (2.83)
com
X, (t) = elotib)t [ V1 } (2.84)
V9 + 1wo
e
Xo(t) = elaif)t | V170t (2.85)
Vo — ’iwg ’

isto é,
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X1(t) = e [cos(Bt) + isin(Bt)] [ Z; i;g; }

t |: [v1 cos(Bt) — wy sin(Bt)] + i [v1 sin(Bt) + wy cos(Bt)] }

[vg cos(t) — wa sin(Bt)] 4 i [va sin(Bt) + wa cos(Bt)]

Xo(t) = e [cos(Bt) — isin(SBt)] [ z; : 25; ]

t [ [v1 cos(Bt) — wy sin(Bt)] — i [vq sin(Bt) + wy cos(Bt)] ]
[vg cos(Bt) — we sin(Pt)] — i [vg sin(St) + wa cos(5t)] |

Logo,

X(t) = [f"(t) ] — X (1) + e Xo(t)

v1 cos(fSt) — wy sin(St)
= (c1+ca)e +
vy cos(t) — wa sin(St)

t v1 cos(ft) + wi sin(Bt)
+ i(cg —co)e”
v cos(ft) + wy sin(5t)

Provemos agora que a matriz P é a matriz dos vetores préprios Ve W =V
associados aos respetivos valores proprios A1 e Ay = Aq, em que

| v+ W1 . .
V= [ vy + ity } e Al =a+if. (2.86)
As matrizes P e D foram definidas tais que A = PDP~!, donde

A=PDP™' & AP=PD (2.87)
& [AV AW | =[NV W ] (2.88)

e comparando coluna a coluna obtemos

AV =\ V e AW = oW (2.89)
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ou seja, por 2.21, A1, Az sao valores proprios com vetores proprios associados
V e W, respetivamente.
Sejam valores proprios A1, Ag complexos, tais que

M=a+if, l=a-—if (2.90)
com vetores proprios associados
Vi = (v1 +iwy, v +iws), Vo= (v1 —iwy,ve — iws). (2.91)
A solugdo geral do sistema 2.54 é dada por

2(t) = vy [e1 cos(Bt) + casin(Bt)] + ewy [ez cos(Bt) — ey sin(Bt)]

y(t) = e®vg [c1 cos(Bt) + cosin(Bt)] + e*wy [ca cos(Bt) — ¢y sin(Bt)] .
(2.92)
Tendo em conta os valores proprios complexos podemos classificar o ponto
de equilibrio (figura 2.1). Se o > 0 todas as trajetorias sao espirais que
se afastam da origem quando t cresce. Neste caso o ponto de equilibrio é
chamado de ponto espiral instavel ou foco instdvel. Se o < 0 as solucoes
aproximame-se da origem e o ponto de equilibrio é designado de ponto espiral
estavel ou foco estével.
No caso de valores proprios imaginérios puros, isto é, a = 0, temos solugbes
periédicas e as trajetorias sdo elipses centradas na origem. O ponto de
equilibrio designa-se por centro.

Figura 2.1: Classificacao do ponto de equilibrio no caso de valores proprios
complexos.

Uma tnica solucao real

Se A = 0 o polinémio carateristico tem apenas uma raiz (de multiplicidade
2) e a matriz A pode nao ter 2 vetores proprios linearmente independentes.
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- S e p L
Da resolucao do polinémio carateristico obtemos A\ = —7 como valor préprio

de multiplicidade 2. Se conseguirmos encontrar 2 vetores proprios linear-
mente independentes V;, V5 correspondentes ao valor préprio A, a solucao
geral do sistema serd da forma

X(t) = VicreM + Vacge™, (2.93)

A trajetoria estd sobre uma reta que passa pela origem. No caso do valor
proprio A < 0 as solugdes convergem para a origem. Se A > 0 as solugoes
afastam-se da origem quando ¢ cresce. No primeiro caso, a origem é de-
signada por nodo proprio estavel (figura 2.2). Quando A > 0 diz-se que a
origem é um nodo préprio instavel.

Nodo improprio estavel Nodo préprio instavel

Figura 2.2: Classificacao do ponto de equilibrio no caso em que o valor
proprio é real.

Se existir somente um vetor proprio associado ao valor préprio A, teremos
que procurar outras solugoes.

Vimos que uma matriz pode ser diagonalizada se existir um conjunto de n
vetores proprios linearmente independentes. No caso de existirem menos po-
demos transformar a matriz dos coeficientes A numa matriz quase diagonal, a
chamada matriz de Jordan, que tem os valores proprios de A na diagonal, uns
em determinadas posi¢oes acima da diagonal e zeros nos restantes posigoes.
Consideremos novamente o sistema de equagoes diferenciais lineares homo-
géneas de segunda ordem com coeficientes constantes 2.54.

Suponhamos que existem as matrizes 2 x 2,

_ |1 ow A1
P—[W w2] e J_[O )\] (2.94)
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tais que
A=PJjpPL. (2.95)

Donde,

X'(t)=PJP7'X(t) & P'X'(t)=P7'PJP7'X(t) (2.96)
& PIX'(t)=JP7IX(b). (2.97)

E fazendo mudanca de varidvel Y (t) = P~1X (), obtemos
Y'(t) = JY (t). (2.98)
Escrevendo 2.98 na forma de sistema, vem que

yi(t) = Ayi(t) + ya(t) Yi(t) = Ay (t) + cpe
& (2.99)
Yo (t) = Aya(t) Yo (t) = cae.

Para resolver a primeira equacdo precisamos de encontrar uma solucdo
que nao seja um miltiplo de ys.

. ~ _b
Consideremos a solucio ya(t) = e~ 2%, para ¢ = 1, podemos encontrar uma

segunda solucdo linearmente independente y; (t) tal que y(t) = u(t)e%pt.

Procedendo de modo anélogo ao método de redugdo de ordem usado na
seccao 2.2.1, vem que

W (e Tt =~ (t) (—pe_Tpt + pe%"t) = —0 (2.100)

e integrando ambos os membros,

/ Z/:(%) dt = / 0dt

=
s dt)=¢
=
=

onde fazendo k = 0, temos u(t) = t.
Logo podemos escrever a segunda solucgao y (t) da forma

y1(t) = teM. (2.101)
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Retomando o sistema 2.99, vem que

y1(t) = crteM + coet
2.102
Yo (t) = cae. | )

E a solucao do sistema 2.54 &

[ z(t) ] _ [ v wy } [ creM + coteM }

y(t) vy Wo coeM
= (Cle)\t +62t6>\t) |: U1 :| + CQ@M |: W1 :|
vy wa
x(t) = (cle)‘t + czte)‘t) v1 4 coeMwy
y(t) = (cle)‘t + cztekt) vy + coeMwy
z(t) = (1 + cat) Moy + cpeMwy

y(t) = (c1 + cot) eMug + coeMws.

Falta ver como determinar os elementos da matriz P. Comecemos por supor
que existem as matrizes P e J definidas em 2.94 e tais que A = PJP~!.
Multiplicando & direita por P ambos os membros da equacio A = PJP~!
obtemos AP = PJ.

Defina-se
V:[Ul] e W:[wl]. (2.103)
V9 w2
Entao
AP=A[V W |=[AV AW | (2.104)
e
PJ=[ AV V+AW |. (2.105)
Donde,
AP = PJ (2.106)
[AV AW | = [ AV V4AW | (2.107)
e comparando coluna a coluna chegamos a
AV =XV & (A-AX)V =0 (2.108)

AW =V 4+ AW & (A= AXDW =V, (2.109)
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ou seja, a primeira da-nos, por definicdo, o vetor proprio V associada ao
valor proprio A e na segunda equacgao temos que W ¢ solucao do sistema
(A= X)W =V, o que depois de determinado o vetor V, permite calcular o
vetor W.

Resumindo, se A for o anico valor préprio real da matriz de coeficientes A e
V e W, vetores proprios, entdo a solugdo geral do sistema 2.54 é dada por

X(t) = (c1 + cat) eV + coeW. (2.110)

Se A < 0et — 400 as trajetérias tendem para a origem, sendo o ponto critico
um noé6 estavel impréprio. No caso de A > 0 a trajetéria é uma assintota do
vetor proprio e o ponto critico chamado de n6 instavel improprio (figura 2.2).



Capitulo 3

Movimento Harmoénico

O movimento efetuado por uma particula de massa m sujeita a uma forga
que é proporcional ao deslocamento da particula, mas com sinal oposto, é
chamado de movimento harmonico simples.

Um corpo efetua um movimento harmoénico simples quando oscila periodi-
camente em torno da posicao de equilibrio sob a acao de uma forca restau-
radora. Os sistemas massa-mola com um corpo de massa m e constante
da mola k, formam um oscilador harmoénico linear simples, com frequéncia
angular

w = ﬁ (3.1)
m

Uma propriedade importante do movimento oscilatério é a sua frequéncia
f, isto é, o ntmero de oscilagdes completas em cada segundo, cuja unidade
de medida é o hertz - Hz (1hz = oscila¢ao por segundo). O periodo T do
movimento é o inverso da frequéncia.
O movimento de uma particula é dada, como iremos ver adiante, como uma
funcdo do tempo por

x(t) = Acos(wt — ¢) (3.2)

onde A, ¢ e w s&o constantes.

O valor de A depende de como o movimento foi iniciado e chamamos ampli-
tude do movimento, esta amplitude é a magnitude do deslocamento méaximo
da particula em qualquer dire¢do. Num movimento harmoénico simples, a
frequéncia e o periodo sao independentes da amplitude.

A quantidade que varia com o tempo (wt — ¢) é a fase do movimento e
a constante ¢ é a fase inicial ou angulo de fase. O seu valor depende do
deslocamento e da velocidade da particula em ¢t = 0.

63
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O deslocamento x(t) volta ao seu valor inicial depois de um periodo 7" do
movimento. Ou seja,

z(t) =z(t+T) < Acos(wt) = Acos|w(t + T)]. (3.3)

Donde, para k inteiro,

wt+T) = wt+2knw
& wl = 2kn
2
& w= % = 2km f.
A quantidade
w=2nf (3.4)

é chamada frequéncia angular fundamental do movimento e a sua unidade
de medida é o radiano por segundo.

3.1 Oscilador harmonico

Vejamos um exemplo de movimento oscilatério periédico em que temos um
corpo de massa m preso a uma mola de massa desprezivel.

A mola exerce uma forca restauradora proporcional e oposta ao deslocamento
z(t), F = —kz. A equagao de movimento oscilatorio sem amortecimento é
dada por

k
mz” + —z =0. (3.5)
m

Alem disso, pode existir uma forca de atrito proporcional a velocidade /(t)
na direcao oposta ao movimento. Os parametros a ter em conta sdo; a massa
m do oscilador, a constante de amortecimento b e a constante k£ da mola.
Nestes casos dizemos que o movimento oscilatério é amortecido e a equacao
do movimento é da forma

ma” + ba' + E:c =0. (3.6)
m

No movimento harmoénico simples, quando o sistema massa-mola é retirado
do ponto de equilibrio, a mola é deformada, age sobre o corpo de massa m,
distendendo ou comprimindo, conforme a deformacao.
De um modo mais geral, o sistema de massa mola pode ser submetido a uma
forca externa, dependente do tempo mas ndo da posicao, tendo um sistema
do oscilador harménico forcado e com amortecimento

maz” + bx’ + kx = f(t). (3.7)
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3.1.1 Oscilador harmoénico

As oscilacoes sao descritas pelo deslocamento do corpo em relagdo a posicao
de equilfbrio xq, que neste caso consideramos ser xg = 0.

1

F i

_— :

'
x=0 X

Figura 3.1: Exemplo de oscilador harmoénico massa-mola

Quando o corpo estd deslocado da posicao de equilibrio esta sobre o efeito
de uma forca restauradora
F=—kx (3.8)

conhecida por lei de Hooke para uma mola, com constante elastica k = mw?.

Usando a segunda lei de Newton obtemos a equagdo do movimento para um
corpo de massa m, tal que

ma’ = —kx & 2" = T g’ = —w?z. (3.9)
Esta equacao é uma EDO linear de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes.
Aplicando o processo de resolu¢do de EDO lineares de segunda ordem com
coeficientes constantes estudado na seccdo 2.2.2, comecemos por escrever a
equagao 3.9 na forma de sistema

r_ r_
{x v @{x, v (3.10)

v =z" v = —wix

[H:[—?Mé][ﬂ (3.11)

O passo seguinte passa por determinar os valores préprios da matriz de
coeficientes

e matricialmente,

0:[_02 1], (3.12)
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—A 1
det(C — M) =0 ‘_wZ _A‘_o
& M4wr=0
S A = dw V Ay = —iw.

Obtemos valores proprios imaginarios conjugados, associados aos vetores pro-
prios, V e Z, tais que

—Av; +vy =0
[C—=MV=0 &
—w2v1 - )\1}2 =0

V9 = AU

—w2v1 - )\1)2 =0.

Donde, os vetores proprios sao da forma (vi, \jv1) e (21, A2z1).
Fazendo v1 = 1,21 =1,

V= (1, —iw), Z = (1,iw) (3.13)

temos dois vetores proprios associados aos valores proprios A\; = —iw e
Ao = jw, respetivamente.
Entao, por 2.92; a solugdo geral do sistema é dada por

x(t) = ¢1 cos(wt) + co sin(wt)

(3.14)
v(t) = w [cg cos(wt) — c; sin(wt)] .
Impondo as condi¢oes iniciais z(0) = xg e v(0) = vy, obtemos
x(0) = ¢1 cos(0) = ¢; Ty = 1
& (3.15)
vo
v(0) = wea cos(0) = wes P X

Substituindo os valores de ¢; e ¢z na equacao x(t) do sistema 3.14 temos

2(t) = x cos(wt) + % sin(wt). (3.16)

O grafico da figura 3.2 apresenta um exemplo do comportamento da solucao
z(t) quando temos posicao inicial g = 0 e velocidade inicial vy # 0.
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x() x()”

Figura 3.2: a) Representagao grafica do deslocamento de um oscilador har-
monico com vy < 0 e vg > 0. b) Retrato de fase de um oscilador harmonico.

O retrato de fase representado na figura 3.2 é um exemplo de uma trajetoria
de aproximacao da solucdo em que o ponto de equilibrio é classificado de
centro.

Vejamos como escrever a equacao 3.14 na forma da expressao 3.2, determi-
nando a amplitude A, isto é, deslocamento maximo do corpo de massa m a
partir da posicao de equilibrio.

Tendo em conta as constantes determinadas em 3.15, podemos escrever

Vo

A2 =2 (%)2 o A=/ + (5)2 (3.17)

e ¢ € [0,27], angulo de fase que carateriza as condicoes iniciais, tal que

cos ¢ = Czl = %
(3.18)
SUSNCR Y
sin ¢ = A= wd
Substituindo no sistema 3.14, obtemos
xz(t) = Acos(wt)cos ¢+ Asin(wt)sin ¢ (3.19)
= Acos(wt — ¢) (3.20)
e
v(t) = —w[Asin(wt)cosd — A cos(wt)sin @] (3.21)

= —Awsin(wt — ¢). (3.22)
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Estas equacdes descrevem o movimento oscilatério em torno da posicao de
equilibrio g = 0 e vg = 0 de amplitude A e de periodo T das oscilagoes. O

periodo
2 k
T="comn/= (3.23)
w m

das oscilagbes é independente da amplitude e angulo de fase ¢. O periodo T'
aumenta quando aumenta a massa m, de modo que corpos de massa maiores
oscilam mais devagar, por outro lado, 7" diminui quando aumenta a constante
k da mola, o que significa que molas mais duras fazem com que o sistema
oscile mais rapidamente.

Resumindo, a solucao geral da equagao do oscilador 3.9 sujeito as condig¢oes
iniciais pode ser escrita com deslocamento z(t) e velocidade v(t) tal que

x(t) = Acos(wt — ¢)
(3.24)
v(t) = —Awsin(wt — @)

com amplitude A e adngulo de fase ¢.

Energia do oscilador harménico

Quando um corpo oscila com movimento harmoénico simples, a energia poten-
cial e energia cinética variam com o tempo e a sua energia total é constante.
A energia cinética E. do sistema esta associada a massa da mola, dependendo
da rapidez com que o bloco se move e é dada por

1

E. = imx'Q(t)
1
= §m(—Aw sin(wt — ¢))?
1
= §mAQw2 sin?(wt — ¢)
1
= imA2w2 sin?(wt — ¢)

= %k:A2 sin?(wt — ¢).

A energia potencial £, de um oscilador com movimento harménico simples
¢ associada inteiramente & mola e o seu valor depende da distensdo ou com-
pressao da mola.

@ 1
E,(t) = —/0 —ktdt = §kx2 — E,(0), (3.25)
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considerando E,(0) = 0 obtemos
1
Ep = §k$2 (t)

1

= %k(A cos(wt — ¢))?
= %/@42 cos?(wt — ¢).

A energia mecénica total Er associado a um movimento qualquer € a soma
da energia potencial F, e energia cinética F.. Durante o movimento, a £,
transforma-se em FE. e vice-versa, mas a Er permanece constante.

A energia total é dada pela formula

E = E.+E,

1 1
= 51@42 sin?(wt — ¢) + §k‘A2 cos?(wt — )

= %k;A2 [sin®(wt — @) + cos®(wt — ¢)]

_ Fk A?
5 A~
sendo o sistema conservativo pois a energia total é um valor constante, de-
pendente da amplitude e da constante da mola.
A energia total do movimento harmonico simples é proporcional ao quadrado

da amplitude.

3.1.2 Péndulo simples

Consideremos um péndulo de comprimento [, sendo o arco descrito s = 16.
A aceleracdo é dada pela segunda derivada da fun¢do em ordem ao tempo,
isto &,
d’s d*6
a=—=1— =10". 3.26
dt dt? ( )

A massa m é livre de oscilar para a direita e para a esquerda e pela segunda

lei de Newton, temos
F =ma=ml§". (3.27)

As forgas que atuam no péndulo sao forca de tensao

T = —mgcosb (3.28)
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Figura 3.3: Exemplo de um péndulo simples de comprimento L e massa m

e peso
mg = mgcosf — mgsin 6. (3.29)

Substituindo em 3.27 obtemos,
mg+T =mlf" < mgcosh —mgsinf — mgcosf = mif”
& —mgsinf = milf”’
& —gsinf =10"

& —%sin@ — 0.
O movimento do péndulo é definido pela equacao
9" = —% sin, (3.30)

com forca restauradora proporcional a sin 6.
O desenvolvimento da funcao seno é dado por
) 6>
sm@z@—g—l—ﬁ—... (3.31)
e para deslocamentos de 6 suficientemente pequenos temos sinf =~ 6, o que
nos leva a equacgdo do péndulo linearizada

0" = —%0. (3.32)

Fazendo w = % temos uma equacao diferencial de segunda ordem equiva-

lente & que vimos em 3.9, para o oscilador harmoénico,

0" + w0 =0 (3.33)
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e que podemos escrever na forma

{ ' =v (3.34)

v = —w?30.

Aplicando o mesmo processo do oscilador sem amortecimento, obtemos como
solugao geral do sistema

0(t) = Acos(wt — ¢)
(3.35)
v(t) = —Awsin(wt — )]

{
com periodo de oscilacao T = 27T\/> e A amplitude angular, isto é, angulo
g

maximo de oscilacao.

O periodo do péndulo em pequenas oscilagdes é independente da amplitude
da oscilacao, dependendo apenas do comprimento do péndulo [ e da acele-
ragao da gravidade, carateristica do movimento harménico simples. Temos
que quanto maior for o comprimento [ do péndulo, maior é o periodo T da
oscilacao.

3.1.3 Oscilador harménico com amortecimento

As oscilagdoes harmonicas simples que vimos ocorrem em sistemas conser-
vativos. Na pratica existe sempre dissipacao da energia. Sempre que um
sistema, fisico é posto a oscilar livremente, as oscilagoes decaem com o tempo
até desaparecerem por completo.

No caso de um péndulo as oscilacoes sao amortecidas devido principalmente
a resisténcia do ar. As oscilagoes de um sistema massa-mola colocado num
meio aquético sdo amortecidas pela resisténcia da agua.

A forca de amortecimento, com b constante de amortecimento, é dada por
F, = —bv, é proporcional & velocidade e opde-se ao movimento.

A equacao diferencial homogénea para o oscilador amortecido com constante
de amortecimento b e constante da mola k é da forma

b k
ma’ +br +kr=0&2"+—2'+ —2=0. (3.36)
m m

Fazendo w? = — e v = —, a equacdo 3.36 toma a forma
m m

" + v’ +wlr = 0. (3.37)
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Figura 3.4: Exemplo de um oscilador amortecido.

A constante 7y caracteriza o amortecimento. Quando é nula, ndo ha amorte-
cimento e o corpo oscila com frequéncia angular w.

A equacgdo 3.37 é uma equacgido diferencial de segunda ordem linear de coe-
ficientes constantes v e w? e o processo de resolucio foi estudado na seccio
2.2.2.

Comecemos por transformar a equagdo 3.37 num sistema de equacdes dife-
renciais de primeira ordem, tal que

T =v
(3.38)
v = —yv — wlx
e obtemos como equacao caracteristica
Nty +w?=0 (3.39)

cujas solugoes sao

A — 2_42 _ 2_42
A= ; Y = 7+V; v (3.40)

A equacdo da solucdo geral do sistema depende do sinal de v? — 4w?.

Amortecimento forte

No caso de 42 > 4w? temos solucdes do polinémio caracteristico reais e a
solugao geral do sistema 3.38 é dada

777vv274w2t 7’y+\/v2*4’w2t
z(t) = civre 2 + cowie 2
(3.41)
—v—\/v2—4w2t —v+\/w2—4w2t
v(t) = crvee 2 + cowne 2 .
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Os vetores préprios associados aos valores proprios A\; e Ay sdo da forma
V =(1,\1) e W = (1, A\2), respetivamente.
Simplificando as equagbes do sistema 3.41 obtemos a solugao geral dada por

x(t) = e~ 2t <A€_@t + Be @t>

(3.42)

V2 —4w? VA2 —4w?
o(t) = ezt <C’e Ty D t>

com constantes A = ¢1, B = ¢co, C = c1A1 € D = )y determinadas pelas
condicoes iniciais.

Todas as solucoes tendem exponencialmente para zero, devido ao atrito, sem
oscilacoes.

Neste caso dizemos que o movimento é fortemente amortecido, dado que o
coeficiente b é grande quando comparado com a constante da mola k. Nesta
situacao o oscilador retoma a posicao de equilibrio lentamente devido ao
amortecimento forte e quanto menor for o valor do coeficiente b, mais rapido
se atinge a posi¢ao de equilibrio.

No caso de vg > 0 a mola é distendida até determinado ponto e vai regres-
sando & sua posi¢do natural, com a passagem do tempo. Ao comprimir a
mola (vg < 0) estamos a empurrar o corpo para uma posi¢ao inferior a de
equilibrio.

Consideremos agora o caso em que esticamos a mola até uma posicao xg,
isto é, £(0) = x¢ e aplicamos uma velocidade inicial vg.

=0, ~0

Figura 3.5: a) Representacao grafica do comportamento da solugao de um os-
cilador com amortecimento forte para diversas condicoes iniciais. b) Retrato
de fase de um oscilador com amortecimento forte.

0|
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Observando a representacao grafica da figura 3.5 ficamos como uma ideia
de como se comporta a solu¢ao x(t) quando é aplicada uma determinada
velocidade inicial v(0) = vp.

No caso em que a velocidade inicial é nula, a posi¢do do corpo diminui mono-
tonamente em diregdo & zero. No caso de velocidade inicial positiva a mola
¢ distendida, atingindo um méaximo comegando a diminuir até atingir a sua
posicao natural. No caso da velocidade inicial ser negativa, a mola é compri-
mida, empurrando a massa m e o movimento vai decaindo monotonamente
até a sua posicao inicial.

Na figura 3.5 podemos observar um retrato de fase de um oscilador forte-
mente amortecido e em que ambos os valores préprios sao negativos, ou seja,
o ponto de equilibrio ¢ um né estavel.

Amortecimento critico

No caso de 42 = 4w?, temos uma tnica solucdo real.

A solucao A = —% da equacao carateristica 3.39 tem como vetor proéprio
associado V' = (1, A). A equagao 2.109 permite determinar um vetor proprio
W = (w1, ws), conhecido o vetor V.

Assim temos,

-2 1 wy | 1 N —AwnFwy =1
—w? —y—=A wy | | A

—wwy — (7 + Nwe = A
& wo =1+ dwy.

e encontramos um segundo vetor proprio W = (1,1 + \).
Estamos em condicoes de escrever a solucao geral do sistema 3.38

2(t) = (1 + cat) e 2" + cpe 2! z(t) = e~ 2t (A + Bt)
=
v(t) = A (e1 + cat) e 28+ (1 + A)cge 2t u(t) = e~ 3 (C + Dt)
(3.43)

com constantes A = ¢1 + o, B = ¢c2, C = (c1 + c2)A+c2 e D = 2\
determinadas pelas condigoOes iniciais.

Neste caso o movimento atinge o equil{brio mais rapidamente e 0 movimento
do oscilador é designado por amortecimento critico. O sistema volta & posi-
¢ao de equilibrio sem oscilar e a massa pode passar pela posicao de equilibrio
no maximo uma vez.

As representagoes graficas da figura 3.6 sdo exemplos do comportamento da
solugao x(t) para diferentes condigbes iniciais.
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x ()

Figura 3.6: a) Representagao grafica do comportamento da solu¢ao do osci-
lador com amortecimento critico para diversas condigoes iniciais. b) Retrato
de fase do oscilador com amortecimento critico.

No caso do movimento ser fortemente amortecido ou na situagdo em que
temos um amortecimento critico, a solucao x(¢) tende a atingir a posicao
natural de equilibrio com a passagem do tempo, independentemente das
constantes A e B.

Na figura 3.6 b) observa-se um exemplo de um retrato de fase da trajetoria
da solucgéo do oscilador quando temos como solugao da equacao carateristica
um valor proprio negativo. O ponto de equilibrio é classificado de nodo
estéavel.

Amortecimento fraco

No caso de v2 < 4w? o coeficiente de amortecimento b é pequeno em relacio
A constante da mola e dizemos que o sistema tem amortecimento fraco.

As solucoes da equagio carateristica 3.39 sdo ntimeros complexos da forma

—y =iy =Y+ 4w — =y 4y =%+ 4w?
A1 = VA= . (3.44)

2 2

Temos vetores proprios associados aos valores proprios A; e A\; da forma
V = (1,A1) e W = (1, A1), respetivamente.
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Por 2.92 sabemos que a solugao geral do sistema 3.38 é dada por

2 2

fy - -
R /_~2 A2 /_~2 A2
z(t)=e€ 2 |c1cos (th) + ¢9sin (Wt>

- -
L /_~2 1 Aw? /—~2 1 A2
v(t)=e 2 |c3cos (W}t> + ¢4 sin <7+wt>

2 2
(3.45)
_~2 2 A2
v VR v 72 1 4w
com ¢, €2, €3 = _501 + fCQ ecy = —502 — fcl

constantes determinadas com as condigoes iniciais.

Na representacdo grafica da figura 3.7 a) observamos o comportamento da
solucdo x(t) quando temos posigao inicial xy e velocidade inicial negativa e
nula e o caso em que a posicao inicial é a de equilfbrio com velocidade inicial
negativa.

O retrato de fase da figura 3.7 b) representa a situa¢do em temos um ponto
de equilibrio estével, com trajetéria da solucdo em espiral.

x(1)

Figura 3.7: a) Representacao grafica do comportamento da solugao de um os-
cilador com amortecimento fraco para diversas condigoes iniciais. b) Retrato
de fase de um oscilador com amortecimento fraco.

A curva referente a solucdo oscila indefinidamente com amplitude cada vez
menor em torno do ponto de equilibrio. Estamos perante um movimento

oscilatério, portanto podemos escrever a uma solucdo da forma da equagao
3.2.
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Definamos as condigoes iniciais z(0) = z¢ e v(0) = vo, donde

g = C1 Trog = C1
_ . __ V=7 + 4w? - o= 200 F %0 (3:46)
L e T /=2 duw?
De 3.18 vem que
c1 = Acos ¢ e co = Asin ¢ (3.47)
com
) 2
A= |22y [ 20T (3.48)
. /_72 + 42

Substituindo no sistema da solucao geral 3.45, obtemos

( i 2 3 2 2
z(t)=e 2! Acos (Wt) cos ¢ + Asin (Wt) sin qb]

Y
_ =t /—~2 L A2 /—~2 & 42
v(t)=e 2 (—Agcos¢+Asin¢V2—HU> cos (Wt)—
Y
_t 2 1 Aw? 2 & dw?
.2 <A;sm¢+Acos¢w2+w ) in <M;w t>

2

~
z(t) = Aeigt cos (”_724_410275 - gf))

e 0 V=72 + dw? V= 4w [+ 4w
—, C0s —t—0 | + sin t—

) = Ae 2
u(t) = Ae 2 2 2

O sistema oscila com uma amplitude A que vai diminuindo, devido ao fraco
amortecimento, ao longo do tempo.

A figura 3.8 resume o comportamento dos trés casos de amortecimento com
posigado inicial zg = 0 e velocidade inicial vg > 0.

O dnico movimento oscilatorio é o caso do movimento com amortecimento
fraco. Nos outros dois casos temos uma diminuicdo sem oscilagoes em direcao
A posicao de equilibrio.
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x(t)

amortecimento fraco

amortecimento critico

amortecimento forte

Figura 3.8: Representagao grafica dos diferentes tipos de amortecimento.

Energia do oscilador harmoénico amortecido

Nas oscilacoes amortecidas a for¢ca de amortecimento ndo é conservativa, a
energia total vai se dissipando com a passagem do tempo.
Calculando a derivada da energia total, vem que

1 1 !
E, = <2mv2+2kx2)

/ /
= mov + kxx

= mv <—b1:’ — k:z:) + kxa'

m m
= —obx' + kxv — kzv
= —%b.

A taxa de perda de energia é proporcional ao quadrado da velocidade do
corpo de massa m, ou seja, a diminuicao da energia nao é uniforme.

3.2 Osciladores acoplados

Geralmente os osciladores nao existem isolados, eles interagem e fazem parte
de um sistema que contém miiltiplos osciladores.

Cada oscilador é caraterizado por uma equac¢do de movimento que nao é
independente das equagoes dos outros osciladores. O objetivo é combinar as
equagoes de movimento e construir novas coordenadas, designadas de coorde-
nadas normais, que sejam combinacoes lineares das originais e que satisfacam
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EDO desacopladas. Associado a cada uma das coordenadas normais existe
um modo de vibracao, independente, designado de modo normal de vibragao.
Um sistema constituido por n osciladores acoplados é descrito por n EDO
e terd n modos normais. Bernoulli chegou & conclusao que a oscilacao do
sistema, por ser descrito como a sobreposicdo dos seus modos préprios, dado
que as coordenadas originais de cada oscilador se podem escrever como uma
combinacgao linear das coordenadas normais e descrevem movimentos com
frequéncia bem definida.

Dois osciladores acoplados

Comecemos por analisar o caso em que temos dois osciladores acoplados sem
amortecimento e movimento apenas longitudinal.

Consideremos dois corpos de massas iguais m ligados entre si por uma mola
de constante k, como mostra a figura 3.9.

k (x;-x)

Figura 3.9: Exemplo de dois osciladores acoplados

O sistema ¢é descrito por duas equacoes diferenciais acopladas, uma para
cada massa e cada uma das massas esté ligada a duas molas.

Relembrando o estudo feito no caso do oscilador harmoénico sem amorteci-
mento podemos escrever as equacoes de movimento para cada massa.

As forgas que atuam no sistemas sao

F1 = —k:xl
Fy = —kas (3.49)
Fy = —k(z1 — x2)

e pela segunda lei de Newton podemos escrever
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7 z] = —%ajl + El‘z
mzy| = —kx1 + k(xe — 1) 1 m m
= (3.50)

"
maly = —k(xe — 1) — ko xg:£$1_2£$2
m m

De 3.1 podemos escrever w? = — e temos o seguinte sistema
m
o = —2w?z; + wxs
(3.51)
oY = w?zy — 2wixy

com duas equacdes diferenciais acopladas.
Escrevendo na forma de sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem

/ 2 2
V] = 2w x1 + wxs

! (3.52)
1'2 = V2

I 2 2
Vy = w T — 2W T2

obtemos quatro EDO lineares de primeira ordem com coeficientes constantes,
desacopladas umas das outras.

Procedendo de modo andlogo ao visto na seccao 2.1, temos C' matriz dos
coeficientes do sistema,

0 1 0 0
—2w? 0 w? 0

C = 0 o0 0 1 (3.53)
w2 0 —2w? 0

e pelo teorema 7 obtemos a equacao carateristica e valores proprios da matriz

C.

det(C—X)=0 < A +4uw 2+ 302 =0
S A =iwV A= —iwV A3 =V3iwV A = —V3iw.

E seguidamente, determinamos os vetores proprios associados aos respetivos
valores proprios da matriz C.

(1,iw, 1, iw);

(1, —iw, 1, —iw);
Vs = (1,V3iw, —1, —/3iw);
Vi = (1, —V3iw, —1,/3iw).

Vi =
V2= (3.54)
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A solucdo de cada equacao diferencial é dada

4
X(t)=> Xu(t) (3.55)
n=1
com
X, (t) = ¢, Vet (3.56)
Donde,
z1(t) 1 1 1
vi(f) = cre®t " +ege Wt —w +03e\/§“’t iv/3w +C4e_\/§“’t
2o(t) 1 1 ~1
va(t) iw —iw —iv/3w

(3.57)
S6 nos interessa as equagoes referentes ao deslocamento z1(t) e za(t),

z1(t) = 1™t + cpe™ Wt + czeV3iwt | gy V3wt
(3.58)
xz(t) — Cleiwt + C2e—iwt _ Cgex/giwt _ 646—\/§iwt‘

A manipulacdo algébrica das equagdes 3.58 ja ndo é tao simples.

Como estratégia para resolver o sistema de equacOes acopladas vamos ver
como encontrar um novo sistema de coordenadas com equagoes diferenciais
desacopladas.

Somando e subtraindo as equacoes do sistema 3.51 obtemos

o + 2l = —w?(x) + 29) (3.59)

o — 2l = —3w?(zy — o). (3.60)
Podemos definir novas varidveis tais que
q1 = 1+ T2 e g2 = T1 — T2 (3.61)

tendo, deste modo

" 2 " 2

¢ =—wq e gg=—3wag. (3.62)
Nestas condicdes o sistema tem EDO lineares desacopladas, as novas coor-
denadas sdo chamadas de coordenadas normais. As suas soluc¢oes definem
0os modos normais nos quais as molas oscilam. Para duas massas existem

—iv/3w
iv3w
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dois modos normais e a solucdo geral do movimento das massas é a soma
das solucoes dos modos normais.

As frequéncias dos modos normais sdo dadas pelos valores proprios da matriz
C' e por 3.2 sabemos que a solu¢do de um oscilador harmoénico é da forma

Acos(wt — ¢). (3.63)
Portanto, as solucoes das equagoes 3.62 sao

q1(t) = Ay cos(wt — ¢q)
(3.64)
q2(t) = Ag cos(v/3wt — ¢o).

Pela transformagao das coordenadas, a solugao geral dos movimentos x1(t)
e xo(t) ¢ dada por:

r1(6) = 5 (@) + aa(0) = £ [Ar cos(ut — 1) + A cos(vBut — )]

To(t) = % () — p(t)) = % [ Ay cos(wt — 1) — Ay cos(v/3wt — o).

(3.65)

Estas solugoes nao correspondem a um movimento harmoénico simples para

r1 e xo. Mas as coordenadas normais ¢q; e g2, que sdo combinacoes lineares

de x1 e 9, oscilam harmonicamente, ¢; oscila com frequéncia normal w e ¢

com frequéncia normal v/3w.

Fazendo Ay = 0 ou A; = 0 em 3.65 as coordenadas z1 e z9 oscilam ambas

com a mesma frequéncia.

No primeiro caso (A; = 0 ) oscilam com frequéncia igual a w e as equacoes

sdo iguais para as duas massas

z1(t) = x2(t) = % cos(wt — ¢2). (3.66)

Neste caso a mola que liga os dois corpos nao é comprimida nem esticada.
Na segunda situacio (A; = 0 ) com frequéncia igual a v/3w os deslocamentos
sdo contrarios

I (t) = —l‘g(t) = % COS(\/gwt - gbg) (367)

A frequéncia é mais elevada devido a forga restauradora da mola que liga as
duas massas.

Temos que as duas massas oscilam com a mesma frequéncia e mesma ampli-
tude e estdo ou na mesma fase ou em oposicao de fase.
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As solugdes com estas caracteristicas designam-se de modos normais de vi-
bracao e, neste caso, temos dois modos normais de vibragao.

A solugao geral 3.65 resulta da sobreposi¢ao dos modos normais de oscilagao
com amplitude e fases que dependem das condigoes iniciais.

Consideremos o caso em que as massas partem do repouso e s6 temos o
deslocamento da posicao de equilibrio de uma delas, isto é,

71(0) = A, x2(0)=0, 21(0)=0, 5(0)=0. (3.68)
Estas condig¢oes implicam que 3.61 e 3.62 sejam tais que
a(0)=z1=4, @0)=z1=4, ¢0)=0 e ¢50)=0. (3.69)

Logo
q1(0) = Aj cos(p1) = A;

q2(0) = Ag cos(p2) = A;

(3.70)
¢/(0) = —w? Ay sin(g1) = 0;
@5(0) = —3w? Ay sin(p2) = 0.
o que implica que ¢1 = po =0e A1 = Ay = A.
Substituindo em 3.65, obtemos
A
z1(t) = 5 [cos(wt) + cos(v/3wt)]
(3.71)

z2(t) = g [cos(wt) — cos(V3wt)] .

Cada uma das equagtes é a sobreposicao de dois movimentos harménicos
simples com a mesma amplitude.

Recorrendo &s propriedades trigonométricas podemos reescrever as equagoes
3.71 da forma

x1(t) = Acos (w—f?m)t) cos (Wt)

x2(t) = —Asin <w_2\[310t> sin <w+\/§wt> .

(3.72)

2
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X X X,

m- m-
k(- %) e

Figura 3.10: Exemplo de trés osciladores acoplados

Trés e quatro osciladores acoplados

Vejamos agora o caso em que temos quatro molas idénticas e trés corpos de
massa m acopladas, com atrito desprezavel e com constante da mola k.
Comecemos por escrever as equacoes dos trés osciladores,

x] = —%x + Ew
ma| = —kxy + k(zo — x1) 1 km L km 2
maly = —k(zy —x1) + k(zz —22) < 2= —x) — 229 + —3
maly = —k(xz — x2) — kas , %L m
Ty = T2~ 2—ux3.
(3.73)
O sistema que modela o acoplamento das trés massas ¢ dada por
o = —2w?r1 + wiae
zy = wiry — 2w’ry + wles (3.74)
2 = wlry — 2wxs

que pode ser escrito como um sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem

:Ell = U1

v = —2w3r + was

xh = vy

vh = w?zy — 2w?ze + wirs (3.75)
xh = U3

vh = w?ze — 2wx3.
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No caso de cinco molas com quatro corpos de massa m acoplados, o sistema
das equagoes serd da forma

x’ll = —2w2$1 + ’LU2$2

7

/1/ 1 ( 2 1) x/2/ — w2:[j1 — 2w2x2 =+ w2$3
may = —k(ry — 1) + k(23 — 72)

2 o (3.76)
mal = —k(xz — x2) + k(x4 — z3) "__ .2 2 2

3 T3 = wW'Ty — 2w T3 + W Ty
mry = k(x4 — x3) — kx4

L _'EZ = ’LUQI'S — 2w2$4.

Que na forma de sistema de equactes diferenciais de primeira ordem fica

T =0

vy = —2w?r + wiry

Th = vy

vh = w?zy — 2wrry + wirs (3.77)
Th = v3 '

vh = wlry — 2w?xs + way

Ty =y

vy = w3 — 2wzy.

Mailtiplos osciladores acoplados

Consideremos um sistema massa-mola constituido por n corpos de massa m,
igualmente espagados, acoplados por n+ 1 molas idénticas com constante da
mola k.

Figura 3.11: Exemplo de n osciladores acoplados.

Generalizando, quando nao ha equilibrio, a massa j tem um desvio x; relati-
vamente & posi¢ao normal x = ja e fica sujeita as forcas das molas vizinhas.
Repetindo o processo da escrita do sistema que modela o sistema massa-mola
para 6,7, ... molas acopladas, obtemos

mx;-’ = —2kx; + ka_l +kr;_1, 1=1,...,n (3.78)



86 CAPITULO 3. MOVIMENTO HARMONICO

k
e fazendo w? = — temos
m

r! = wrzi_y — 2wlz; + wirig, i=1,...,n. (3.79)
Para n massas acopladas oscilando existem n modos normais de oscilacao
para o sistema, de modo que a solugdo geral para o movimento do sistema
serd a soma de todas as solucées dos n modos normais.

Seja x;, a equagao do movimento harmoénico com amplitude A, e frequéncia
da oscilacao w da p-ésima massa,

xp(t) = Apcos(wt), p=1,...,n (3.80)
com velocidade
z),(t) = —wApsin(wt), p=1,...,n. (3.81)
Substituindo na equacao 3.79, temos, parap=1,...,n,

—w?Ap cos(wt) = w3 Ap_1 cos(wt) — 2wi A, cos(wt) + wi Ap41 cos(wt)
& (—w? +2uf)Ap = —wi(Ap-1 + Apta),
isto €,

—w? + 21U(2) B Ap—l + Ap—i—l

3.82
Suponhamos que a amplitude da p-ésima massa é dada, para certas condic¢oes
C e 0, por

A, = Csin(ph) (3.83)

e definindo as amplitudes para os corpos nas posicoes p—1 e p+1 da mesma
forma, temos

Ayt Aps = Clin((p—1)0)+sin((p+10)]  (3.84
= 2C'sin(ph) cos b (3.85)
donde,
Ay 1+ A
Aot T2l g 60 (3.86)
Ap

é constante e independente de p.
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Impondo como condigoes de fronteira
Ag=0=A,41, (3.87)

temos

Ap = C'sin(0) = 0 (3.88)

Apt1=Csin[(n+1)0] =0 < sin((n+1)0) =0
& (n+1)0 =kn
k
e =" k=12 n
n+1
Retomando 3.83 obtemos a amplitude da p-ésima massa com frequéncia de
oscilagao wy,

A, = C'sin <pnk+”1> . (3.89)

Podemos encontrar as restantes frequéncias de oscilacao, a partir das expres-
soes 3.82 e 3.86,

2w — w? k
W:20089:2c05< 7T> (3.90)
wj n—+1
logo,
km
2 2

=2 1-— =1,...,n. 3.91

w ’LU0|: COS <n+1>:|7 p ) , ( )

que podemos ainda simplificar recorrendo &s propriedades trigonométricas,

. km
w? = 4w? sin’ <2(n+1)> , p=1,...,n. (3.92)

Resumindo, o sistema de n massas acopladas por n 4+ 1 molas iguais, com
condi¢oes de contorno 3.87, tem modos normais de oscilagdo com frequéncia
dada por

) km
wp = 2w sin <2(n—|—1)>’ p=1,...,n (3.93)

A equacao de movimento é, geralmente, escrita como combinagcdo linear das
solugoes correspondentes aos modos normais

n
Z [A, sin(wpt) + By, cos(wpt)] (3.94)
p=1
com coeficientes A, e B, determinados pelas condicoes iniciais e pelos vetores
proprios da matriz de coeficientes do sistema.
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Capitulo 4

Séries de Fourier

Neste capitulo vamos estudar as séries de Fourier para aplicagao nas equagoes
diferenciais parciais.

Definicao 27 A série de senos e co-senos definida por

“+o00
% + Z [ay, cos(nx) + by, sin(nz)] (4.1)

n=1

é designada de série trigonométrica e ay, b, € IR sdo chamados de coefi-
cientes da série.

Considerando a variavel z real temos que cos (nx) e sin (nx) sao limitadas
e se a série trigonométrica (4.1) convergir representard uma determinada
funcao f tal que:

f(z) = % + Z [an, cos(nz) + by, sin(nx)] . (4.2)

n=1

Vamos ver mais adiante quais as fungdes que se podem representar desta
forma.

Comecemos por apresentar algumas defini¢es e resultados aos quais iremos
recorrer neste capitulo.

89
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4.1 Generalidades

4.1.1 Continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade de
fungoes

Os teoremas e definicoes seguintes serdao tuteis no entendimento de alguns
resultados importantes da teoria da séries de Fourier.

Teorema 12 Seja f fungao varidvel real definida num intervalo I, integrd-
vel. Entao |f(x)| é integrdvel e

’ /I f(@)da

Demonstragao: Ver [11]| m

< / (@) da. (4.3)

Definicao 28 Uma fungao f real de varidvel real diz-se absolutamente in-
tegrdvel se |f| for integrdvel.

Definicao 29 Uma func¢do f real de varidvel real diz-se quadrado integrdvel
se f e |f|? sdo integrdaveis.

Definicao 30 Uma funcao f diz-se Holder continua na vizinhanca do ponto
x se existem constanies k, o, § positivas, tais que

1f(t) = fy)l < kIt —yl%, (4.4)
para t,y € [x — §,z + ).

Iremos agora definir funcao seccionalmente continua e funcao seccionalmente
diferenciavel.

Observacao 1 Uma fungdo f diz-se seccionalmente continua se tiver ape-
nas um numero finito de descontinuidades, ou seja, dados a < b, existem

a < a1 < ag < ... < ap < b, tais que f € conlinua em cada intervalo
laj,ajt1[,7 =1,...,n—1 e existem os limites (finitos) laterais
+ _ . — _ .
flaf)= lim f() e fla;)= lim f(a).
r—aj T—a;

Toda a funcdo continua € seccionalmente continua.

Observacao 2 Uma funcdo f diz-se seccionalmente diferencidvel se for sec-
cionalmente continua e se a funcao derivada f' for também seccionalmente
continua.
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A aplicagdo desta defini¢do requer algum cuidado pois existem situagoes em
que f’ pode ndo estar definida (ndo existe com certeza nos pontos onde a
funcdo f é descontinua e pode até nao existir f/ em pontos onde a func¢ao f
é continua).

O teorema do valor médio estabelece uma relacao importante entre a funcio
e a sua derivada.

Teorema 13 (Teorema do Valor Médio) Seja f funcao real de varidvel
real definida em [a,b] continua.
Se f for diferencidvel em la,b|, entdo existe ¢ €|a,b| tal que

fla)=f(®) = f'(c)(b—a). (4.5)

Demonstragdo: ver [11| =
O teorema seguinte estabelece a ligagao entre o calculo diferencial e o calculo
integral.

Teorema 14 (Teorema fundamental do calculo) Seja f fun¢ao real de
varidvel real definida em I C IR, continua, e seja a um ponto de I.
Consideremos a funcio F, definida por

F(x) = /xf(t)dt, para x € 1. (4.6)

Entao, para todo z € I

b
Fla) = f(z) e / F@)dz = F(b) — F(a). (4.7)
Demonstracao: ver [11| m

4.1.2 Fungoes trigonométricas

Como a série trigonométrica envolve as fun¢oes trigonométricas sinz e cos z,
serd vantajoso apresentar algumas das suas propriedades, assim como a no¢ao
de paridade e periodicidade.

Propriedade 1 Sabemos que, para quaisquer x e y reais,

sin(z £ y) = sinz cosy + cos x sin y; (4.8)

cos(x + y) = cosx cosy F sin z sin y; (4.9)
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1
cOSTCOSY = 5 [cos(z + y) + cos(z — y)]; (4.10)
o 1
sinzsiny = = [cos(x — y) — cos(x + y)] ; .
5 [cos(z —y) (z +y)] (4.11)
. 1. .
sinzcosy = 5 [sin(x + y) + sin(x — y)]. (4.12)

As fungoes trigonométricas cosx e sinx sao funcoes periodicas de periodo
27 e no respeita a sua paridade, a funcdo cosx é uma fungao par e sinz é
uma funcao impar.

Propriedade 2 Uma funcao f, real de varidvel real, é periddica de periodo
TelR se
fle+T)= f(x), para qualquer x € IR. (4.13)

Em geral, qualquer miltiplo de T é também um periodo. Ao menor periodo
positivo chamamos periodo fundamental.

Para simplificar a escrita escreveremos s6 periodo em vez de periodo funda-
mental.

E-nos ttil relembrar que

e que a soma de um numero finito de func¢des peridédicas de um dado
periodo é uma funcdo periédica desse periodo.

e se f é uma funcdo perioddica de periodo T, entao
T T+a
/ f(z)dx = / f(x)dz, ac . (4.14)
0 a

J4 nos referimos a paridade das fungoes trigonométricas e facilmente se per-
cebe a classificagdo dada tendo em conta a definicao seguinte.

Propriedade 3 Consideremos f uma fungao real de varidvel real e x um
nimero real.
Dizemos que f € funcao par se f(—x) = f(x) e que f é fungao impar se se

verifica f(—x) = —f(x).

Como consequéncia da propriedade temos que a soma de funcoes pares é par,
a soma de funcdes impares é impar, o produto de fungoes pares ou funcoes
impares é uma funcdo par e o produto de uma funcdo par por uma funcgao
impar é impar.
Vamos também relacionar a paridade com a integrabilidade de fungoes do
seguinte modo:
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e se f {mpar e integravel verifica-se que

/LL flz)dz = /(]Lf(a:)d:c—i—/OL f(x)dx
= /OLf(—w)der/OLf(x)dx

L L
= / —f(x)dx —|—/ f(x)dx, f éimpar
0 0

- _/OLf(x)dx+/0Lf($)dﬂf
0.

e sendo f par e integravel temos que

/_LLf(x)dx _ /_OLf(x)d:c+/OLf(x)dﬂf
_ _/OLf(a:)da;+/0L f(@)dz

_ _/OL —f(—:c)d:z:—F/OLf(f’?)dx
- /OL f(—:c)d:c+/OLf(x)de

L L
= / f(x)dm+/ f(z)dz, f épar
0 0
L
= 2/0 f(z)dx.

No caso concreto das fungdes trigonométricas, sendo a fungdo seno uma
funcdo impar e a funcéo co-seno uma funcao par, temos que,

L
/ sin L dy = 0 (4.15)
oL
L
/ cos 2 gy = 0, (4.16)
L TL
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dado que

L L
/ cos Xy = 2 / cos 2 g
_L L 0 L

oL, [Lnx TLﬂ'IEd
= — — cos —dx
nm Jo L L
2L ( nrl . )
= — [sin—— —sin0
nmw L
2L .
= Esm(mr)
= 0.

Um dos nossos objetivos é a determinacao dos coeficientes da série trigo-
nométrica 4.1. Para tal iremos necessitar de aplicar as propriedades da
ortogonalidade das fungoes trigonométricas.

Teorema 15 (Ortogonalidade das fungoes trigonomeétricas)
. . . . nmx nmwx
Considerando as sucessoes do tipo SIHT € cos I com n natural,

sao vdlidas as sequintes relagdes:

L
mnrr . nmx
cos sin —dx =0, n,m >1;
L L
~L

L, se n=m2>1

/L mnx mracd
cos cos —dx =

4.1
-L L L 0, se n#m>1; (4.17)

L, se n=m>1

L mrx | nmx
/ sin i3 sin Tda; =
—L 0, se n#m>1.

Demonstracao:
Suponhamos m,n > 1, sabendo que o produto de uma fun¢do par por uma
funcédo impar é uma funcao impar, vem que

L mTT . NTT
cos sin —dxz = 0.
L L L




4.1. GENERALIDADES

95

De modo analogo, consideremos m,n > 1 e m # n e sabendo que o produto

de fun¢bes pares é uma funcao par, vem que

L mnrx nmT L mnrx nmT
cos cos —dx = 2 cos cos —dx
_L L L 0 L L

/ L1 mnTr NI M
= 2 f[cos< —*)-FCOS( +
0

2
= 0, por 4.16.

L L L

No caso de m = n, temos que

L L
1 2
/Lcosnzxcos %dm = 2/0 5 [c030+cos <( ngwx)] dx

L L
= / 1dx —i—/ cos ((2n)mc> dx
0 0 L

= L+0, por4.16
L.
Para m,n > 1 e m # n, vem que
/L_mmv_mrxd 2/L_m7rx,mm;d
sin sin —dx = sin sin —dx
_L L L 0 L L
2/L 1 [C S(mchrnmc) . S(mmc
0 2 L L L
= 0, por 4.16.
e para m = n, obtemos
/L,mm:_mrmd 2/L,n7rx,mrxd
sin — sin —dx = sin — sin ——dx
_L L L 0 L L

— : cos (2n)mz — oS T
/OL [ <(2n)fm: ) OL] d
= /0 cos < 7 ) dr — /0 1dx

= 0+ L, por 4.16
= L.

)

ok

Os resultados seguintes sao necessarios no estudo da convergéncia pontual e

uniforme da série de Fourier.
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Lema 2 A expressio sequinte é designada por Nicleo de Dirichlet

Da(z) = — LN s B2 (4.18)

n(@) =715 cos — .
k=1

e goza das sequintes propriedades:

1. é uma funcao par;

L
2. / Dy (z)dx =1;
—L
3. € wma funcao continua;,

4. € uma funcdo periddica de periodo 2L;

n+i
5. Dy(0) = 7 2,
6. para v # 0,1£2L,+4L, ...
1 sin [(n + %)%}
D, (z) = Y — (4.19)
sin —
2L

Demonstracao:
As propriedades 1.,3.,4. facilmente se verificam sabendo que a fungao
co-seno é continua, periédica e par.

krx - kmx —kmrx
Como cos I é uma fungao par, cos 7 cos T donde

11 & knx 1 (1 & —knx
Du(z)=~+ (= === = Dy(~2).
(x) 7 <2+;COS 7 ) 7 (2—1-;005 T ) (—x)

- ) ) . ] krx .
A soma de fungoes continuas é uma fungdo continua e cos T é uma fungao

n
) kma ) ) < )
continua, E cos — também sera uma funcdo continua, portanto D, (x)

k=1
uma funcao continua.

A funcao co-seno é uma funcio periddica de periodo 2L e temos

km(x+2L) krx ok ) — krx
Co8 = = cos | —— m ) = cos——,
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donde
Dy (x4 2L) = Dy,(x).

Integrando a expressao no intervalo [—L, L] provamos 2,
L n no oL
1/(1 kmx 1 1 kmx
/_LL (2"’];_1(305[/) d$ = M(L+L)+L’§_1/_LCOSde

1 n
= 1—|—EZO, por 4.16
k=1
= 1.

Fazendo z = 0, temos

11 & 1 (1
k=1

como se pretendia na alinea 5.
Vamos agora provar a ultima propriedade. Consideremos a expressao defi-
nida da seguinte forma:

sp(0) = 14 Zn: cos(kf)
k=1

n
= Re|l+ Z[cos(k‘@) +1 sin(k:t?)]]
k=1
n .
= Re l—i-Ze’ke] ,
k=1
e sabendo que para z # 1,
1— n+1
lfod 224, gt o
1—-=z
podemos escrever
10
|2y o Lo
. o

Retomando o calculo de s,(f) e manipulando algebricamente, resulta que,
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Re
k=1

no 1— eiﬂ(n—i-l)
§ : k6 _
1 + e ] = Re <1_620

E simplificando a expressao dentro de paréntesis,

et — (if(n+3) cos (%) —isin (g) — cos(6n + g) — isin (6n + g)
—i0 9 = . 9
e2 —e2 —2’LSIH(§)
_ icos (g) + sin (g) —icos(fn + g) + sin (0n+g)
B 2sin (g) '
temos que,
no —if - i9(n+l)
Re |1 Z] _ R ()
k=1 ez —ez2

_ sin (§) +sin (On + 5) 0 +£0,4+2L, +4L, . ...
ZSin(g) ’ 7 , ’

Fazendo 6 = %, 0 # 0,+2L,4+4L,... e substituindo na expressdo 4.18,

T s
1 1 sin <L> + sin (?n + ;)

resulta que,

2
DTL("I;) - e _7+ T
L 2 (T
2s1n(%>
1 1+sin%+sin[%(n+%)}
L 2 2sin 5

1[5 (04 d)]

: T
2L sin 57
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Lema 3 Seja f uma fungao real de varidvel real definida em [a,b], periddica
e periodo 2L, integrdvel e absolutamente integrdvel em [a,b].

Entao
b
tl>1+moo/a f(z)sin(tx)dz = 0; (4.20)
e
b
tkﬁloo/a f(z) cos(tx)dx = 0. (4.21)
Demonstracao:

Iremos demonstrar o primeiro limite, sendo a demonstracao do segundo li-
mite anéloga.

Seja f uma fungdo continua num intervalo [a,b]. O intervalo [a,b] pode
ser subdivido num ntmero finito de subintervalos tais que a fun¢do f seja
continua em cada um destes subintervalos.

Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos:

o=z <21 <...<xp_1<xH=0>,

podemos escrever

b [
/ f(x)sin(tx)dx = Z/ f(x)sin(tx)dx
n—l Tit+1 nlemi
= f(z:) sin(tz)dx + [f(x) — f(x;)] sin(tx)dx.

Se M = max(,y |f|, vem que

Tit+1

b noloepg n-l
/ f(z)sin(tz)dx| < M Z/ sin(tz)dx + Z/ [f(z) — f(2)|da.
a i—0 /i i=0 V@i

Temos

Tit1 _ t
/ sin(tz)dr = —cos(tz)

Ti+1

=7 | — cos(txit1) + cos(ta;)| <

SN

T
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Além disso, se m; = miny,, ,, 1 f e M; = max(,, », 1 /f,

nolerig n-l Tit1
2/ [f(x) = flxy)]dx < Z(Mi — mi)/ dx
i=0 7 Ti i=0 Zi

n—1

= > (M; = my) (i1 — ;)

1=

0
n—1 n—1
= ZMi(fL‘z’H —x;) — Zmz’(%url — ;).
i=0

=0

Como a funcao f é continua no intervalo [a, b] € também integravel no mesmo
intervalo, assim tanto a soma superior quanto a soma inferior convergem para
o valor do integral de f no intervalo, & medida que tomamos partigoes do
intervalo [a,b] cada vez menores, isto ¢ um nimero de n pontos cada vez
maior. Dado € > 0 arbitrario podemos encontrar n suficientemente grande
para que tenhamos

n—1 Tig1
[f(z) — f(z;)]dz < e.
>,

Donde,
b
2nM
/ f(x)sin(tx)dz| < nT +e
e fazendo t — +o00, vem que
b
/ f(z)sin(tx)dz| < e.
Portanto
b
/ f(z)sin(tx)dx = 0.
]

4.1.3 Convergéncia de séries

Nem sempre as séries convergem, donde se torna importante estudar condi-
¢Oes de convergéncia para as mesmas.
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+oo
Definicao 31 Uma série numérica Z a; converge se a sucessao das somas
j=1
n
parciais Z a;j COMUETGIT.
j=1
+oo
Definicao 32 Uma série numérica Z a; diz-se absolutamente convergente
j=1
+o0o
se a série Z laj| for convergente.
j=1
+0o0

Definicao 33 Uma série de fungies Z fn com fp fungées reais de varidvel

n=1
real definida em I C IR, converge pontualmente se, para cada xg € I fizo, a
“+o0o

série an(xo) convergir. Ou seja, dados € > 0 e xg € I, existe N inteiro

n=1
(dependente de € e x) tal que

m
Z fa(zo)| <€, k< m tais que k > N. (4.22)
n=~k
+o0
Uma série de fungoes Z fn converge uniformemente se, dado € > 0, existir
n=1

um inteiro N, dependente apenas de ¢, tal que

> fa

n=~k

<€ comm >k > N. (4.23)

Teorema 16 (Critério de Cauchy) Uma série de funcées f, definidas
“+o0o

num intervalo I, Z fn, converge uniformemente se e sd se para cada € > 0,
existe N tal que ;Z:Zl N implica | fn(x) — f(x)| < €, para todo x € I.
Demonstragao: Ver [11]| m
Teorema 17 (Teste de comparacgao) Seja 0 < a,, < b,,n € IN.

+00 +00

Se E b, € uma série convergente entdo E an € uma série convergente.

n=1 n=1
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Demonstragao: Ver [11]| m

O seguinte teorema, conhecido como o teste M de Weierstrass, é muito til
para verificar a convergéncia de séries pois reduz o problema do estudo da
convergéncia uniforme de uma série de fungoes ao do estudo da série numé-
rica.

+o0
Teorema 18 (Teste M de Weierstrass) Seja an uma série de fun-

n=1
coes com fn, funcoes reais de varidvel real definida em I C IR.

Suponhamos que existem constantes M, > 0 tais que:

| fr(x)| < M, para todo x € I

“+o0o
€ que a série numérica ZMn é convergente.
n=1
“+o0o
Entao a série de funcoes an converge uniforme e absolutamente para f.
n=1
Demonstracao:
+oo
Por hipotese ZM” é convergente e |fn(z)| < M,, para qualquer = € I.
n=1
+00 +oo
Pelo teorema 17 temos que Z | fr| converge. Portanto Z fn converge ab-
n=1 n=1
solutamente.
“+o0o
Como a série Z M, converge, para todo o € > 0, temos
n=1
400 k 400
S @ =S @] = | Y fal@)
n=1 n=1 n=k+1
+oo
< Z | fn(x)|, critério de Cauchy
n=k+1
+oo
< Z M, <.
n=k+1

+00 oo
Considerando a soma da série f(x) = E fn, temos que a série g fn con-
n=1 n=1

verge uniforme e absolutamente para f em . m



4.1. GENERALIDADES 103

Proposicao 3 Suponhamos que as funcoes fy sdo continuas e que a série
+oo

an converge uniformemente para f.

n=1
+oo
Entao a soma da série f(x) = E fn(x) € também uma fungao continua.
n=1
Demonstracgao:
+o0

A série E fn converge uniformemente para f, entdo dado € > 0, existe

n=1
k € IN tal que, para todo n > k e todo z € I,

[fn(z) = f2)] <

€
3

Por hipétese, as fungoes f, sdo continuas no intervalo aberto I. Entdo para
qualquer xg € I, fixo, e para todo o € > 0, existe um §, > 0 tal que:

[ = o] < 6 = |ful@) — fulao)| < .
Paran >k e |z — xo| < 6, temos que
|f(z) = f(zo)| = |f(z) = falz) + fu(z) — falz0) + falz0) — f(20)],
o que implica
(@) = f(@o)l < [f(z) = fa(@)| + | fn(@) = fa(@o)| + [fu(zo) — f(z0)]
< gHztz=ec

Portanto, para todo o € > 0, existe 6 > 0 tal que:

[z —zo| <= |f(z) = flzo)| <,
+0o0
ou seja, a soma da série f(z) = Z fn(x) é também uma func¢ao continua
n=1
em xg. Como xy € I era arbitrario, temos que f é continua em /. m

Teorema 19 Suponhamos as fungoes f,, integrdveis uniformemente conver-
gentes para  num intervalo [a,b]. Entao f ¢ integrdvel e

b b b
Jdm [ [ g [ (420
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Demonstracao:
Como f, converge uniformemente no intervalo [a,b], dado € > 0, existe
N > 0 tal que se n > N, entdo para todo z € [a, b],

(@) = fulw)] <

Como f, é integravel em [a, b], temos

/ab f(z)dz — /ab fn(z)dx /ab[f(x)dx — fol(a)]da

b
< /f(x)dmfn(:v)|dx

b
€
d
< [ g

_ eb—a)
= -4 ¢
Logo
b b
Jdm [ = [
]

Proposicao 4 Suponhamos que as fungdes f, sio integrdveis no intervalo
+0o0o

I e que a série E fn converge uniformemente.

n=1

FEntao

00 +00
/1 (; fn(@) dx = ;/Ifn(x)dx. (4.25)

Demonstracao:
Por hipotese, as fungoes f, sdo integraveis num intervalo I, entdo para qual-
quer m € IN, e para todoo x €

/Ifl(z)dﬁ/Ifz(x)dx+...+/jfm(x)dx:/I(g:lfn(x)> da.

Com m — +o00, vem que, para qualquer x € I, pelo teorema 19,

AR ST) RS Sy BT

=1
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Como a série f(x E fn(x) converge uniformemente, temos que

/ (f o)) =3~ [ oy

Proposicao 5 Suponhamos que as fungoes reais de varidvel real f, definidas
+oo

. . . - - . - P /!
num intervalo I sejam continuamente diferencidveis e que a série E fn(x)

n=1
das derivadas converge uniformemente.
+oo
Suponhamos ainda que, para um dado xo € I, a série Z fn(xo) converge.
n=1
Entao
d “+o0o “+oo
- (Z fn<:c>> =Y _ful). (4.26)
n=1 n=1
Demonstragao:
Seja x € I, pela proposicao 4
T +°° =
5> d:c—Z )i = an 7= Y fale) — faulao)].
T0 p= 1 n=1

ou seja,
|3 st = 1a) = fGa0) # 1) = [ S () + fxo).
10 p=1 L0 p=1

+o0o
Pela proposicao 3, Z fr(x) é continua e temos que

n=1

d +00 +oo
- (Z fn<x>> = lim [fi@2)+... + fi(@)] =) fi()
n=1 n=1

]
As desigualdades seguintes facilitam o estudo da convergéncia das séries.
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Proposicao 6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Consideremos dois
vetores de R", a = (aq,...,a,) e b= (b1,...,b,), entdo

[NIES

1
n n 2 n
Z; ajb;| < z; a3 Z; v . (4.27)
J= J= J=

A desigualdade pode tomar outra forma se considerarmos duas fungoes qua-
drado integrdveis f, g definidas em [a,b] C IR.

<[/ b \f<ac>\2]é | b s g (128)
Demonstracdo: ver [7] m

Outra desigualdade importante no espago de IR™ é a seguinte:

[ 1

Proposicao 7 (Desigualdade de Minkowski) Sejam a = (ai1,...,a,) €
b= (b1,...,by) dois vetores de R", entdo

1
n 2 2

Db <[ Doad| +([Dovr] . (4.29)
j=1 Jj=1

Jj=1

o=

Demonstragio: ver [7] =

Proposicao 8 (Desigualdade de Bessel) Seja f funcao de varidvel real
definida em I C R e f e |f|? integrdveis.

Entao,
ag -~ 2 | 72 1t 2
Py @<y [ 1@l (430)
k=1 -

com ag, ai e by coeficientes de Fourier.

Demonstragao: ver [7| =

4.2 Coeficientes de Fourier

Como ja foi dito anteriormente, os coeficientes ay, e b, da série trigonométrica
sao elementos importantes na convergéncia da série.

Comecemos por estudar qual a relagdo de a, e b, com a funcao f.
Consideremos a func¢ao f escrita da forma
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400
1 nmwx . nTx
flx) = 5@@ + ;:1 (an cos < 4+ by, sin T) . (4.31)

Suponhamos que a relagao 4.31 é verdadeira e que a série converge unifor-
memente.

Pela proposicao 3, a fungéo f é continua e pela proposig¢do 4 podemos integrar
a funcao f, donde

L L +OO nTT
/L f(x)dx = / faod:z: +/ Z an, cos 2L by, sin T) dx
1 /L / nwx L nrx
= —ag dr + an cos —dx + by, / sin —dzx
27 )1 nz:l L L - L

1 L
= ao/ dzx, por 4.15 e 4.16
2 )1

1
= §a0(L +1L)
= aoL.

Determinamos assim o coeficiente ag:

L
_ % / fayda. (4.32)

Vamos, agora, tentar obter os coeficientes a,, e by,.
Consideremos a func¢do dada pela igualdade 4.31 & qual multiplicamos
mm

ambos os membros por cos T’ com m > 1, fixo e de seguida integramos
entre —L e L:

L mmx
/L[f(:c)cos< 7 )]dx:

L

sin (nfzx) cos (mgm)} dx.
L

+:§§ [an/Lcos (%) cos (?) da:+bn/
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Da aplicacao da ortogonalidade das fungoes trigonométricas 15 e por 4.16,
vem que

0
2o (—)dw—i—o, m#n>1
[\ [ (e = 4 "
% . (7)d1:+anL, m=n>1
0, m#n>1
B anL, m=n2>1
Logo,
1 [F nwT
an = 7 /_L {f(:v) Cos (T)} dzx. (4.33)

x
De modo anélogo, multiplicando por sin , com m > 1 e integrando, e

por 4.17 e 4.15, temos que:
L
/ {f(m) sin (meﬂ dx =
L L

—+o00

s {2 (7)1 3 e ("2 ) i (770 4 i (70 i (7270 } "

- n=1

+ f [an /L cos (%) sin (?) dx + by /L sin (?) sin (m;m:)] dx
L L

2/1 [f(x) sin (ﬂ;)} dz. (4.34)
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Definicao 34 Os coeficientes an, by, € ag definidos pelas expressoes seguintes
1 L
/ Cos nr )} dz, neNN; (4.35)
I L

1 L
/ ) sin Z )} dr, nelN; (4.36)
L

/ f(x (4.37)

sdo denominados de coeficientes de Fourier.

Os coeficientes de Fourier verificam algumas propriedades, uma delas é a
identidade de Parseval.

Proposicao 9 (Identidade de Parseval) Seja f uma fungao real de va-
ridvel real, periddica de periodo 2L e tal que f e |f|? sdo integrdveis.

Entao os coeficientes da série de Fourier de f satisfazem a chamada identi-
dade de Parseval

L
*Z ntbn) = i/_Llf(:v)Fd:c. (4.38)

Demonstragao: ver [7] ®

4.3 Série de Fourier

Definicao 35 (Série de Fourier) Dada uma fungao real de varidvel real f
periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente integrdvel, podemos cal-
cular os seus coeficientes de Fourier pelas expressoes constantes na definicdo
34 e escrever a relagdo sequinte:

~ —ao + Z (an cos —|— b, sin ?) (4.39)

A expressio do lado direito chamamos Série de Fourier de f e representamos
por SF}.

Nao usamos o simbolo de igualdade pois a série de Fourier de f pode ser
divergente.

Mas serd que podemos atingir a igualdade? Iremos ver mais adiante quais
as condicoes para que tal aconteca.
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Teorema 20 (Unicidade da série de Fourier) Sejam as fungées f e g
fungées periddicas de periodo 2L, integrdveis e absolutamente integrdveis em
[—L, L]. Suponhamos que se verifica a convergéncia das respetivas séries de
Fourier.

Se as respetivas séries de Fourier forem iguais, entdo f(x) = g(x) em todos
0s pontos de continuidade de f e g.

Demonstracao:

Definamos a funcao h tal que h(x) = f(z) — g(x), donde, por hipdtese, os
coeficientes das séries de Fourier de h sdo nulos. Aplicando a identidade de
Parseval 4.38, vem que

02 +00 1 L
2+;(02+02) = L/L!h(w)lzd:r
L
o ;/_L|h($)|2dm:0
& h(z)=0
& f(z)—g(x)=0
& flz) =g()

4.4 Estimativa dos coeficientes de Fourier

O nosso objetivo nesta secgdo é encontrar estimativas para os coeficientes de
Fourier.

Consideremos a funcao f periddica de periodo 2L, f e |f| integravel.
Donde

1 [F nmwT
lan| = 'L/_Lf(m)cosLd;v
L

2/ )f(:c)cosnLﬁ‘daz
~L

1 L
/ |f(x)|dz = M, porque ’cosw’ <1
L), L

IN

IN
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|bn| = ‘ / f(z Sin—dx

< L/L’f(a:)sm‘dq;
1 L

= / |f(z)|de = M, porque Sin@‘ <1.
LJ_p L

Resumindo, existe uma constante

1 L
M= [ i@l

tal que |a,| < M e |b,| < M, para qualquer n natural.

Conseguimos obter uma melhor estimativa dos coeficientes, considerando
f periodica de periodo 2L, diferenciavel, tal que a derivada f’ e |f'| sdo
integraveis.

Entao integrando por partes, para n > 1, temos

L
La, = f(z) cos 72 g
. L
L L [F
= TTf(ﬂU)Sl sz [ Lf’(x)sinﬂdx
L [F nwr
= 00— — ! d
— _Lf (z) sin 74z,
isto &,
a L ' 1'(z) sin “ dy (4.40)
" nmw J_r, L ' )
Ou seja,
1 [t 1 [F
lan| = ’—M/L f'(z) sin ?dm < W/L |f'(z)|dx. (4.41)

Procedendo do mesmo modo para o coeficiente b, e tendo em conta a peri-
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odicidade de f e a paridade da func¢édo co-seno,

L
Ly, = / f(z)sin "2 g
L L

L
nwx L [F

L
= —%f(x) cos —— » + e f'(z) cos n—zajdx
L L
= 0+ e f'(z) cos ?dx,
vem que,
1 L
by, = ) f'(x) cos n—zwdx.
Ou seja,
1 [E nwT 1 [F
bn| = mT/_Lf'(ar)cosLal;zc < m/_L|f/(l‘>|dl'.

Concluimos assim que existe uma constante

L
N=2 [ i@

T™J-L
tal que, para todo o n > 1,
N N
lan| < — e |bn| < —.
n n

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

Podemos ainda tentar melhorar as estimativas dos coeficiente, supondo a
fungao f periodica de perfodo 2L com f’ continua e f” e |f”| integravel.
Para tal, integremos por partes mais uma vez as expressoes 4.40 e 4.42.

(4.46)

-1 -L L
an = { Ef(a:) oS sz » e i —f"(z) cos nzxdx}
L L nmwT
= 0— ()2 /_L f"(x) cos Tdac.
Temos, assim
L Lo nwT
an = ~ )2 /L f(x) cos Tda?.
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De modo anélogo,

1 —L nrx P L nme
by = —< — in — - — " —d
nﬂ_{nﬂ_f(w)sm L |, nrm f()m L x}
= 0-— / ' (x n—dm
(nm)?
Resultando,
L L . nTT
bn = —W /;L f”(x) Sin de (447)
Donde, podemos estimar, cada um dos coeficientes como
L [t P
nl < — dx 4.4
o < oz [ 19" @lde = 25 (4.48)
¢ L
L P
by < —= "(x)dr = — 44
bl < 2 [ 1@l = 1. (4.49)
L L
com P = — |f"(z)|dz, para todo o n € IN.
™ J-L

4.5 Séries de Fourier para funcoes pares e impares

Lema 4 A série de Fourier duma fung¢do par tem apenas os termos coseno
e a série de Fourier de uma funcdo fmpar tem apenas os termos seno.

Demonstracgao:
Consideremos a série de Fourier de uma funcdo f par, entdo podemos rees-
crever os coeficientes de Fourier como:

nmnx

an = / f(z) cos —dm

nmx
= — f T) Cos de, produto de funcoes pares é uma funcao par
L L

b, = / f(z sm—dm

= E x 0 =0, produto de fung¢ao par por funcdo impar é uma func¢io impar.
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Suponhamos, agora, que f é fungdo impar, entao

1 L
an, = L/Lf(x)cosande

= 0, produto de funcao par por funcao impar é uma funcdo impar

by = /f n—dx

= / f(x sm dx produto de funcoes pares é uma funcao par.

]

Com bagse no que acabamos de mostrar podemos reescrever os coeficientes
de a,, e b,.

Se f for uma funcao par,

an = Z/L f(x) cos ——dz, n € INy;
0 (4.50)
b, =0
e se f for fun¢io impar,
an = 0;
(4.51)

9 (L
:L/o f(x)sin?dm, n € IN.

Teorema 21 Sejam [ e [’ seccionalmente continuas no intervalo fechado
[0, L].

Entao f(x) pode ser expandida em série de co-senos

1 < nmwT
= Sao + > " an cos —— w€0L] (4.52)
n=1
ou em série de senos
= nwx
f(z) = Zlbn sin——, 2 €[0,L], (4.53)
n=

com os coeficiente a, € b, definidos por 4.50 e 4.51, respetivamente.
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Demonstragao:
Suponhamos a funcao g, extensao par de f,

f(z), 0<z<L

g(z) =
f(=x), —L<xz<0.

Portanto, pelo lema 4, a série de Fourier de g(x) contém apenas co-senos

=2 nmx
g(x) = 500 + nzl Qp €O8 ——

com

Temos que g(z) cos ”Lﬂ é par, donde, por 4.50

L

2 [F 2 [*
ap = /0 g(x) cos?dx: L/o f(zx) COSnLﬂdl‘.

E uma vez que g(x) = f(x) para = €]0, L], entao de 4.54 resulta

Consideremos agora a funcao h(z), extensao impar de f,
f(z), 0<z<L

h(z) =
—f(—z), —-L<z<0.

Pelo lema 4, a série de Fourier de h(z) contém apenas senos

nmx

+o0
1
h(z) = 500 + Z by, sin A
n=1

com

(4.54)

(4.55)
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nmwx
Sabemos que o produto de fungbes impares é par, entao h(x) cos - é par,
e de 4.51

2 [t 2 [t
by, = L/o h(x) sin?dm: L/o f(zx) sin?dw.

Como h(z) = f(x) para z €]0, L], entdo de 4.55 vem que

+o0o
nmwx
f(z) = nz:lbnsmL

4.6 Forma complexa da série de Fourier

Nesta seccdo pretendemos estudar a teoria das séries de Fourier com recurso
A teoria dos numeros complexos, tendo em conta a féormula de Euler e con-
sequéncias da mesma;:

¥ = cos(f) + isin(f); (4.56)
10 —i6
cos(8) = %; (4.57)
ot _ it
i = 4.
sin(6) 5 (4.58)

Teorema 22 Seja f uma funcdo real de varidvel real periddica de periodo
2L, integrdavel e absolutamente integrdvel, entdo a série de Fourier de f,

1 =

540 + Z (an cos ? + by, sin L’i[T/ZL’) (4.59)
n=1
pode ser escrita na forma compleza
+o0 ‘
D T, (4.60)
n=—oo

com

_innx

1 L
cn:/ fl@)e " Fde, n=0,%1,%2,... (4.61)
2L | |,
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Demonstragao:
Tendo em conta as formulas 4.56, 4.58 e 4.57 podemos escrever:

ap COS ( i3

com

De 4.35 e 4.36,

Cp =

nﬂm)+b Sln(nﬂ.x) _

an( ﬂsz Z%)

5 e +e

S n _ bn
2 2 2

ﬂnx WTL‘Z

= cpe'' L +che”

L

Cn:?—F?Z:?—ZE:i(Gn—an)
—_Gn by _an by 1 .

c 5 9= o tig = 2(an+zbn).
vem que

1 .

§(an—lbn)

11 [ I

5 [L » f(x) ? —iy » f(x)sin nZ] dx

1 (L

Y fx) [cosn—y — isin n—?} dx

e "L dx.

1L/LLf(a:

De modo anélogo calculemos ¢,

(an + iby)

[t [t [

_Lf(:z:) [cosn—zxﬁtzsnTﬂ dx

DN =

. nmx
sm— dzx

DN | =

2L

L/Lf(x)ezde.

117

s TNT s TTNIT
( U e

PRusci
L

(4.62)

(4.63)

)
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Resumindo,

1 L inmTx
Y /L f(x)e” L dx, n >0

1 L inmTT
cn = 2L/_Lf(au)eLd:L', n <0

L e = e o
oL ), z)dz = 3ao, n=0.

Ou seja, podemos escrever o coeficiente ¢, como

Cn = / f(z)e" T dx, n=0,£1,42,...
2L J_g
Entao a série de Fourier pode ser escrita na sua forma complexa como

“+o00

D> el (4.64)

n=—oo

4.7 Convergéncia das séries de Fourier

Vimos que para definir dos coeficientes de Fourier e os termos da série de
Fourier tinhamos que verificar como hip6teses minimas a periodicidade, in-
tegrabilidade e integrabilidade absoluta da func¢ao f no intervalo [—L, L].
Mas a série de Fourier de uma funcao nem sempre converge. Para estudar
a convergéncia da série de Fourier de uma funcdo f necessitamos aplicar
a fungdo f condigbes adicionais. Analisaremos de seguida a convergéncia
pontual e uniforme da série de Fourier.

4.7.1 Convergéncia pontual das séries de Fourier

Vejamos condigoes suficientes a aplicar a funcao f que garantam a conver-
géncia da série de Fourier num ponto fixo x para o valor f(z), ou, em geral,
que convirja para

f@)+ f(a)

. (4.65)

Teorema 23 (Teste de Dini) Seja f funcgdao periddica de periodo 2L, com
f e |f| integravel no intervalo [—L, L].
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Suponhamos que existem e sao finitos os limites laterais f(z™) e f(z7), com
€ [-L, L], e que existe § tal que
9(@,y)

b
N
com g(z,y) = f(x+y) — flzT)+ flx —y) — f(z7).

Entao a série de Fourier de f, SFy é convergente em cada ponto x do inter-
valo [—L, L], para

‘ dy < o0 (4.66)

f@) + fz7)
2 )
1sto €, a soma parcial de ordem k, SFy, converge para 4.67 quando k — +oo.

(4.67)

Demonstracgao:
Consideremos a soma parcial de ordem £ da série de Fourier SFY,

fao—i—Z(ancos——i—b sinn—zx).

Definamos

ex(x) = SFi(z) — W

Comecemos por substituir os coeficientes de Fourier, ja determinados, em
SFy.

(4.68)

SF, = f(z)dx +

k
+ Z{ic Snm;/ f(t) cos(mrt>dt+' mrm/ f(t) sm(nm)dt}

1 [t t t
= L/Lf +nzl<coscosnz—|—smnzxsinnz) dt
1 [ —1)
= L/ f(t) —I-Zcos dt.
L

Do lema 2 de ntucleo de Dirichlet, sabemos que

. 1 7r(:v—t)
1 :E—t) sin {(k—i— 3) }
- + E cos = = Dy(x —t).
L ] 2L sin ﬂ(gL t) ( )
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Donde, fazendo as devidas substituigoes,

L
SF, = /_ T Dy~ 0. (4.69)

Facamos agora uma mudanca de varidvel tal que y = t — x, o que implica
quedy =dtey €|—L—x,L—z[. Afuncdo f e Dy sdo periodicas de periodo
2L e Dy, &€ uma funcao par, entao podemos reescrever 4.69 como,

L—x
SF = / £y + ) Dy(—y)dy

—L—x
L
= [ s+ oDy
0 L
- / f(y—i-a:)Dk(y)dy—i-/ f(y + =) Di(y)dy
L 0
L L
_ _/ _f(m—y)Dk(—y)dy+/ [y +2)Dp(y)dy =
0 0
L L
— /f(gc—y)Dk(y)dy—i—/ f(y +2)Di(y)dy
0 0

L
= [ 1@ =)+ fa )] Dulwi.
L
Do lema 2 sabemos que Dy(y) é par e / Dy(y)dy = 1, o que nos leva a
~L

L L 1
/L Dy(y)dy =1 < /U Dy(y)dy = 5. (4.70)

De 4.68 e 4.70, resulta
L L
@) = [ (@ =u)+ flo+ ) Dulw)dy - / Di(w) [Fat) + f(z7)] dy

0
L
= /. Dr(y) [fle—y)+ flx+y) — f(=h) — f(z7)] dy.

Definindo a fungao g(x,y) do seguinte modo
g(a,y) = flx —y) = f@7) + fla +y) - f(@™), (4.71)

temos que

L
ex(z) = /0 Di(y)g(, y)dy. (4.72)
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Queremos agora mostrar que ex(x) — 0, quando k — 4o00.
Retomando a expressao 4.72 e considerando L > § > 0, decompomos ey ()
em duas partes,

¥ sin(k + 1)T¥ Lsin(k + 1)7
w) = [ T gy + [T ey

2L sin 57 2L sin 37
[ 1\7my L
sin(k + 5)52 1
_ /y (- 27r)yL g(a:,y)dy+/ ain [ (54 L) ™ g($,y2ydy
0 2L sin 57 Y 5 2) L | 2Lsin 57
1
Temos que sin%‘ <1leparayel0,L] % < 5

A funcdo h(y) = —==; € crescente no intervalo [0, L], pois temos que

. Ty
S —
2L
Ty Ty Ty
Sl —— — —— COS —
Sin” —
2L

dado que
s
sinx > xcoszx,para r € [O, 5[

O valor maximo de h no intervalo [0, L] é atingido em y = L, onde h(L) = L,
portanto h(y) < L, para todo y € [0, L].

Donde, sendo a funcao crescente e continua em [0, L], temos que

. Ty
2L ‘ v
Sin 2L

Entao, pela hipotese 4.66, dado € > 0, tomando § > 0 suficientemente pe-
queno, temos

/Oéka(x)g(:v,y)dy' - /05|ka(93)|‘9($,11)‘¢[?;

Y
1/‘S

<,

<3

g(z,y) ‘ dy
€

Y
< -
-2

Vamos ver agora como se comporta o segundo integral,

L
. 1\ my] g(x,y)
kto) ™| 9y g
/5 Sm[( +2) L} 2Lsin 72 Y
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A fungédo g(z,y) € uma fungdo integravel e absolutamente integravel em [4, L]

9(z,y)

i YD
L51n2L

assim como entdo pelo Lema 3 vem que, para k — 400,

Portanto
0 L
9(z,y) 1/ . 1\ my] g(z,y)
—0 = D dy + - [
i) =0 = | [Cupen Sy g [Csin| (k4 5) | 20
é L
9(z,y) 1 1\ my] g(z,y)
< ydi(y dt'—l—‘/ sin Kk‘—l— — -
/0 ) t 2 Js 2) L | Lsing}
< L€
—+-=c¢
2 2
Concluimos assim que |egx(z)| < % + % = ¢, isto ¢,

ex(x) = SFy(x) — — 0, quando k — +o0.

f@t) + f@7)
2
|

Os corolarios seguintes mostram-nos como podemos utilizar o teste de Dini
para obter condigoes suficientes para a convergéncia da série de Fourier mais
simples de verificar.

Corolario 1 Suponhamos que a fungdo f é Hélder continua na vizinhanga
do ponto x. Entao verifica-se a condigdo 4.66 do teste de Dina.

Demonstracao:

Por hipdtese, a expressao 4.4 implica que a funcao f é continua no ponto z,
ou seja, f(x7) = f(z+) = f(x), e existem «, k e § tal que a expressio 4.71
pode tomar a forma

[flz—y)— f@)|+[flz+y) - f(2)]
kle —y — x|+ klz +y — z|*

= k| —y|* +kly|*

2kly|®,

lg(z,y)

VANVAN



4.7. CONVERGENCIA DAS SERIES DE FOURIER 123

para y € [z — d,x + d] donde

) 1) 2™
/g(x,y)’dy S/ ky dy
0 ) 0 Y
)
< 2% / [y[o~Ldy
0
a 6
— 9% {y]
@ g
(0%
= 2k— < 0.
(0]

Portanto verifica a condicao do teste de Dini. m

Corolario 2 Se a funcao f tiver derivada no ponto x, entdo a série de
Fourier SFy converge pontualmente para f.

Demonstracao:
Se f tem derivada em x, entao f é em particular Hoélder continua com o = 1,
donde pode ser usado diretamente o resultado do corolario anterior. m

Corolario 3 Suponhamos que a funcao f é seccionalmente continua e que
as razoes incrementais

flaty) - f@") flz—y) - f=7)
y y

(4.73)

sdo limitadas para y > 0 suficientemente pequeno. Em particular isto €
verdade se existirem as derivadas laterais de de f em x,

/ BT f(l'—i—y)—f(.’BJr) ! T f(x_y)_f@:i)
fi(x) = ylilr(r)l+ ; e fl(x)= ylg& ; (4.74)
entao N B
SFy(z) = W (4.75)
Demonstragao:

Se f é seccionalmente continua em [—L, L], entao em particular os limites
laterais existem para todo o x € [—L, L]. E se f’ também é seccionalmente
continua em [—L, L], entao as derivadas laterais em x existem

flxz+y) = f(z™)

' (z) = lim ,
filw) = lim S
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£ (2) = tim LE=Y) = S@T)
y—07T Y
/5 fla—y) — fla )+ flz+y) — fla* / f(a:‘)‘dt+
0 4
/ x+y mPACAD]I P

é finito para algum & > 0 suficientemente pequeno.
Donde, sao vélidas as hipéteses de Dini , logo

$rya) = 160160
|

Podemos entao enunciar o seguinte resultado, que acabamos de demonstrar:

Teorema 24 (Teorema de Fourier) Seja f uma fungao real de varidvel
real seccionalmente diferencidvel e de periodo 2L.
Entao a série de Fourier da funcao f dada por

1 o
§ao + ; (an cos ? + by, sin ?) , (4.76)

1
converge, em cada ponto x, para 3 [f(zT) + f(z7)], isto é,

[f(z) + f(z™ —ao + Z (an cos == 4 b, sin ?) . (4.77)

N | —

Uma funcao f para ser representavel por uma série de Fourier deve ser perié-
dica e seccionalmente diferenciavel, sendo esta tltima condi¢cdo uma condigdo
suficiente mas nao necessaria para que se possa expandir a funcdo f em série
de Fourier. Isto é, toda a fungdo peridédica e seccionalmente diferenciavel
é representavel em série de Fourier, mas existem funcoes representadas por
série de Fourier que néo sdo seccionalmente diferenciaveis.

A representagdo em série de Fourier de uma fungdo é convergente para o
ponto médio dos limites laterais de f para todo o x. Assim, nos pontos onde
a funcdo ¢é continua a série converge para a propria imagem de f(z) e onde
é descontinua a série converge para a média

1

3 [f(x+) + f(:r_)] ) (4.78)
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4.7.2 Convergéncia uniforme das séries de Fourier

Nesta seccao vamos obter condi¢des sobre a funcdo f para garantir a con-
vergéncia uniforme da sua série de Fourier.
Da aplicagao do teste M de Weierstrass surge o teorema seguinte:

Teorema 25 Consideremos f uma func¢do periddica de periodo 2L, conti-

nua, com f' e |f'| integravel. Entio a soma da série de Fourier SFy converge
o0

absoluta e uniformemente para f em [—L, L] se Z (lan| + |bn|) convergir.

n=1

Neste caso temos f = SFy.

Demonstragao:
ISFy(x)] 1 +§:< nmc+b . 'mm)
) = |=za y, COS —— sin —
! A T a7
ad nmx
= Z(“" L D
o0
< Y (lan] + [bal) -
n=1
]

Assim vamos ver em que condi¢Oes a série numérica

> (lan! + [ba]) (4.79)
n=1

converge.
Tendo em conta 4.48 e 4.49 e pelo teorema 18, sabendo que

[e%S) [e'e) 1 [e'S) [e'S) 1
Sla < PSS e Sl <Py
n=1 n:ln n=1 n:ln

e que sao ambas séries convergentes logo Z (lan| + |bn|) também é conver-

n=1
gente.

Os dois resultados seguintes dao nos condigoes suficientes sobre a funcao f
e que garantem a convergéncia uniforme da série correspondente.

Teorema 26 Seja f uma fungao periddica de periodo 2L, continua e com
"¢ |f'| integrdvel, entdo a série de Fourier de f converge uniformemente
para f.
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Demonstracao:

Suponhamos f uma fungéo periddica de periodo 2L, continua e com [ e | f'|
integravel.

Ja vimos em 4.40 e 4.42 que

L

/ - /
a, =—>b, e b =—a,
" onrm Y

onde al, e bl sdo os coeficientes de Fourier de f’.
Podemos substituir os coeficientes da série reduzida 4.79 de ordem n pelos
anteriores e temos que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e

(Ila| +16;)* < 2 (aF + 7).,

vem que
n n
L <A1
Sl + 185 = =37 % (lagl + b))
j=1 =1
b !
2
L[<1 -
< = = | 1D (lasl + [b;1)
T\i= j=1
1 1
2 2
L [<~1 - o o
= - 72 > 2(a} +1b5)
j=1 j=1

1

2 n

1
= > (a5 +5)

j=1

N

2|
=~
3

<.
Il
—_
<

O primeiro somatoério é convergente e o segundo, tendo em conta a desigual-
dade de Parseval também o é. m
Até aqui vimos que a série converge uniformemente quando f é continua em
IR enquanto f’ poderd ser descontinua. E se ocorrer o caso da funcéo f ser
apenas seccionalmente continua?

Teorema 27 Seja f uma fungdo periddica de periodo 2L, seccionalmente
continua e com [’ e |f'| integrdvel, entdo a série de Fourier de [ converge
uniformemente para f em todo o intervalo fechado sem pontos de desconti-
nuidade.

Demonstracao:
Iremos aplicar o seguinte lema, cuja demonstragdo pode ser consultada em
[7], na demonstracao do teorema.
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Lema 5 Seja ¢(x) a funcao periddica de periodo 2L definida por:

1 T
(1 f) _L<
2< —I—L , <x <0
P(x)=4¢ 0 , =0 (4.80)
1 T
- 1_7) <L
2( ) o 0<=s

Entao a série de Fourier de ¢ converge uniformemente para ¥ em qualquer
intervalo que nao contenha pontos da forma 2Ln, para n inteiro.

Sejam x1,...,x os pontos do intervalo [—L, L] onde a funcao f é descon-
tinua, e sejam wq, ..., w; os saltos de f, nesses pontos de descontinuidade,
isto é, w; = f(a:j) — f(z;),j = 1,...,k. Logo a funcio w;y(z — z;) &
descontinua nos pontos da forma x; £ 2Ln,n = 1,...,n. Entao a funcao
g(z) = f(x) — wjtp(x — ;) é continua nesses pontos e em todos os pontos
onde f ja era continua.

Temos, assim, uma func¢do com menos descontinuidades que a funcao f. Para
eliminar todas as descontinuidades repetimos o processo k vezes e teremos a

funcao
k
g9(x) = f(x) = Y wi(a —x;), (4.81)
j=1

continua para todo o x.

Pelo teorema 26, a série de Fourier da fungao g converge uniformemente para
g. Pelolema 5, a série de Fourier da funcao ¢ (z—x;) converge uniformemente
em qualquer intervalo que nao contenha pontos da forma x; &= 2Ln.

Como a série de Fourier da funcao f é a soma das séries de Fourier das
funcées g e wj(x — ), para j = 1,...,k entdo converge uniformemente
em qualquer intervalo fechado que nao contenha os pontos da forma x; £2Ln,
que sdo os pontos de descontinuidade de f. =

4.8 Integracao de séries de Fourier

Vamos ver agora como proceder na integracao de séries de Fourier.

Teorema 28 Seja f fungao real de varidvel real seccionalmente continua de
periodo 2L.
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Suponha-se que a sua série de Fourier é dada por

SFy = — + Z (an cos F 4 by, sin ﬂ;) (4.82)

Entdio,

1. a série pode ser integrada termo a termo e o valor da série é

b
/f da:—/ 20 g —I—Z</ ancodeaz—F/a bnsinnzxd:c>;

(4.83)

2. a funcio N
Flz) = /0 (rt)— %) ar (4.84)

¢ periddica de periodo 2L, continua e com deriwada F' seccionalmente
continua e € representada pela série de Fourier

f(t)dt—aO:U—LJffbn+i —ib cos 2L 4 La sin 2%
_anln = nr " L nr " L
(4.85)

LXb

— F(x)dxe = — -, 4.86

oL ), (z) - > - (4.86)
n=1

Demonstragao:

Consideremos a funcao f real de varidvel real igual & sua série de Fourier,

supondo que a mesma converge uniformemente.

Nestas condicbes podemos aplicar a proposicao 4 para concluir que

b b +00 b b
B ap nwx . nTT
/a f(x)dx = /a 5 dx + ngl </a i COS —— dx —i—/a by, sin < dx) .

(4.87)
O nosso objetivo nesta seccao é mostrar que a igualdade continua a verificar-
se mesmo que a série de Fourier ndo convirja uniformemente para a fungao

f
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Comecemos por supor f uma funcao real de varidvel real, seccionalmente
continua e de periodo 2L.
Defina-se F' funcao real de variavel real continua tal que

F(z) = /OI (f(t) . %) dt. (4.88)

Por hipétese F' & continua, e pelo teorema 14 temos que F'(z) existe em
todos os pontos xz onde f & continua e

F(z) = f(x).

Temos entao que F'(x) é seccionalmente continua.
Veremos agora que a funcao F' também é periddica de periodo 2L, isto &,

F(x+2L)— F(x) =0.

Se f(t) é periddica de periodo 2L, entao f(t) — % também o é, logo

F(z +2L) — F(z) = /02L (f(t) - %) dt.

e como por definicao

L ap
| swi=1%,

usando novamente a periodicidade de f(t) vem

/:L (f(t) —%) dt = 0.

Resumindo, temos a funcao I continua, com derivada F’ seccionalmente
continua e periédica de periodo 2L.
Entao pelo teorema de Fourier,

1 I _ 1 > nmwx . NTT
F(z) = 5 [F(a®) + Fa7)] = 540 + ; (An cos "= + By sin T) :
(4.89)
com coeficientes
1 L
A, = / [F(m) cos wa} de, n>0 (4.90)
L J_; L
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1 L
B, = / |:F(ZE‘) sin L dr, n>1. (4.91)
L), L

Integrando agora por partes cada um dos coeficientes A,, e B,,, mostramos a
relagdo existente entre os coeficientes de Fourier da funcado F' e os da funcgao

f-

L] L . nmx L nrr
An = Z %F(w) S11 T » — % . sin 7 F/(:L_)dx]
1 L [F
- L [0 N m/_L mnmf(ﬂv)dﬂf} , porque F'(z) = f(x)
1L [F
=L
ou seja,
L
Ay, =——b,, n>1 (4.92)
nm
Fazendo o calculo andlogo para o coeficiente B,,, temos que,
1| -L nra| " L (L nwx
Bo = | e fF@eos == T _L—COSLF’(x)d;L«]
1 L [F
- I [O + nn /_L COSTf(x)daz} , porque F'(z) = f(z)
L L nmx

= — 7LcosTf(a:)da:.

Mostramos que,

L
B,=—a,, n>1. (4.93)
nm

Para calcular o coeficiente Ag, faremos x = 0 na série de Fourier 4.89,

400 0
1 1
5Ao + 321 (Apcos0+ By, sin0) = 5140 + n§:1 (Ap x 14 By, x 0)

1 =
= Ao+ ZlAn
n—

+o0
1 L
= ot (‘Mﬂ) :

n=1
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Por defini¢ao da funcao F' temos que F'(0) = 0, donde

F0)=0 < 1A —l—f —ib =0
a 2 0 = nr ')

oL Xp

Ag = — Ly

e A=

Da definicao 4.88 da funcéo F e substituindo na série de Fourier os coefici-
entes acabados de determinar, resulta que

/ LiXy = nwx L nwx
() dt——x = Zn+z< —by, cos——i— ansm )
T o L L
“+00

= Z —ib (cos@—l)—kia sin@
- nmw " L nro L |

Sendo as fungdes trigonométricas seno e co-seno diferenciaveis e integréaveis,
temos que,

. nmww L ( . nTT . 0)
—apsin—— = —ay, (sin—— —sin
nmw L nmw L
L /z nw nmt
= an —_— 7dt
nmw 0 L
r nmt
= —dt
/0 (U, COS T
e
—L —L
—by, (cos nrr 1) = —b, (cos e cos 0)
nmw L nmw L
—L T —nmw nmt
= —b in —dt
nmw n/o T ML
X
t
= / by, sin ﬂdt
0
Deste modo, podemos escrever a expressao
x nwx L .z
/0 f)ydt — —z = Z_: [—mb (cos— - 1) + —ansin L} (4.94)

como

/f t)dt = /dt+z</ a cOs dt+/ bnsinnztdt>. (4.95)
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Fazendo x = a, resulta

nrt @ . nmt
/ flt)ydt = / dt+z (/ ap, COS Ldt+/0 by, sin Ldt> (4.96)

e se x = b vem que

/f t)dt = /dt+z</ p COS - dt+/bbnsinnztdt>. (4.97)

Tomemos agora a subtracao das duas expressoes anteriores e conseguimos
concluir o que pretendemos.

b a b ao
/ F(t)dt — / F(t)dt = / 90 gyt
0 0 0o 2
+oo b b
nmt nmt
n —dt b, sin —dt | —
+nZ:1</0aCOSL —i—/o smL >

@ t
[/ dt+z</ ancos 7 dt+/ bnsinn;rdt>]
b . nmt
& f t)dt = dt—l—z ancos—dt—l— bnsdet .



Capitulo 5

Equacoes Diferenciais Parciais
de Segunda Ordem

Na Fisica muitos dos problemas sao formulados por equacoes diferenciais que
contém uma ou mais func¢oes desconhecidas de duas ou mais variaveis e as
suas derivadas parciais em relacdo a essas varidveis. Este tipo de equacao
designa-se por equacao diferencial parcial (EDP).

Neste capitulo iremos analisar dois problemas classicos da aplicacao da teo-
ria das equagoes diferenciais parciais lineares de segunda ordem: a equagao
do calor (ou difusdo) usada para modelar a evolugao da temperatura mum
determinado corpo e a equagao da onda que descreve a propagagao de uma
onda num determinado meio.

Definicao 36 Seja u(x,t) wma fung¢do com x,t varidveis independentes.
Uma equagio diferencial parcial contém as varidveis independentes x,t, a
varidvel dependente u e as suas derivadas parciais.

Uma EDP linear de sequnda ordem € da forma

com F uma funcao dada.

A equacio do calor aparece no estudo da conducio do calor ou em processos
de difusdo. A temperatura u(z,t) numa barra homogénea, em fungao da
posicdo x no tempo ¢, é uma equacdo que satisfaz a equacao diferencial

parcial
ou(x,t) K82u(x, t)

ot Ox? (5-2)

133
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em que K é constante de difusdo térmica e que depende somente do material
da barra.

A equagdo das ondas permite descrever diversos processos de propagacgao
como o som, as ondas acusticas, as ondas de 4gua, as ondas eletromagnéticas,
entre outros.

Consideremos uma corda de comprimento L e a fun¢do u(z,t) que define
o deslocamento da corda no ponto x no tempo t. Se todos os efeitos do
amortecimento, como a resisténcia do ar forem desprezados e a amplitude
do movimento nao for grande, entao a fungao u(x,t), com 0 < x < L, satisfaz
a equacdo diferencial parcial,

0u(x,t) _ 2 0u(x,t)
ot? Ox?

(5.3)

, H
com o = —,
Iremos estudar a equacao do calor e a equacdo das ondas usando o método
da separagao das varidveis e as séries de Fourier.

5.1 Equacao do Calor

Consideremos uma barra de metal uniforme de comprimento L cuja super-
ficie esta isolada, isto é, nenhum calor escapa da barra nem é gerado dentro
da barra.

Definicao 37 Calor € a energia que é transferida entre um sistema e o seu
meio envolvente, devido a uma diferenca de temperatura que existe entre eles.

Suponhamos que a temperatura u, dependente da posicdo de x e do tempo
t, é constante em qualquer ponto da barra.

Consideremos que o fluxo de calor se verifica apenas na direcdo = e o calor
especifico ¢ e a condutividade térmica k do material da barra sao constantes.
A condutividade térmica depende do material de que é feita a barra.

5.1.1 Definicoes e generalidades

Defini¢ao 38 A capacidade calorifica ou capacidade térmica C' de um corpo
relaciona a quaniidade de calor Q mecessdria por unidade de variacdo de
temperatura do corpo

C=-<. (5.4)
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Definicao 39 O calor especifico ¢ da substincia é a capacidade térmica por
unidade de massa do corpo, isto €, quantidade de calor que € necessdrio
fornecer a unidade de massa da substincia para elevar a temperatura de um

1 Q

mAu’

grau.

(5.5)

CcC =

O que nos leva & chamada equacio fundamental da calorimetria - quantidade
de calor Q num elemento com massa m e temperatura u

Q = mcAu. (5.6)

Fisicamente sabe-se que, numa mesma area, duas seccoes paralelas separadas
por uma distancia Az e com temperaturas 71 e To, uma quantidade do calor
por unidade de tempo vai passar da parte mais quente para a mais fria.

Definicao 40 A lei da condugdo térmica diz-nos que a quantidade de calor
por untdade de tempo q através de uma sec¢do transversal € proporcional a
drea A da seccao transversal e a diferenca da temperatura e inversamente
proporcional 6 distdncia Az, isto €,

Q  —EA|Ty —T|

com k constante de condutividade térmica.
Esta relacao é conhecida por lei da conducdo do calor de Fourier.

5.1.2 Deducao da equacgao do calor

Consideremos uma parte da barra entre a posicio x e x+ Ax, como podemos
observar na figura 5.1.

seccdo transversal de area A

Figura 5.1: Condugao de calor numa barra de metal.

A taxa instantanea de calor ¢(x,t), para Az pequeno, é dada por
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lu(z + Az, t) — u(z,t)]

q(z,t) = —AligokA A (5.8)
ou(x,t)

— a2t .

e (5.9)

Como a barra esta isolada, o calor s6 pode ser gasto a aquecer a barra no
pedaco correspondente a Axz durante o intervalo de tempo At. O calor retido
por unidade de tempo é a diferenca entre o calor que entra e o calor que sai,
ou seja,

B Ju(z,t) ou(zr + Ax,t)
q(z,t) —q(z + Ax,t) = —kA O +EA e
_ kA [Ou(z + Az,t)  Ou(z,1) A
Az Ox Ox v
0u(z,t)
isto é,
0u(z,t)

Consideremos o calor especifico ¢ e p a massa especifica da barra. Temos
que a massa contida em Az é dada por pAAx e, substituindo em 5.6, temos
que na vizinhanca do ponto x,

du(z,t)

ot
A taxa segundo a qual o calor entra em qualquer parte da barra é igual &
taxa segundo a qual o calor é absorvido nessa mesma parte da barra. Donde,
igualando as expressoes 5.10 e 5.11, vem que

Q(z,t) = pAcAzAu = pAcAzx At. (5.11)

0?u(x,t) ou(z,t) O*u(x,t) ou(z,t)
kA————~ Az At = pAcA LAt k——"— = d
e . T T T TP
O*u(xz,t) pcdu(z, )
ox2 kot
k e
Fazendo K = —, constante de difusdo térmica que depende somente do

pc
material da barra e sendo u(x,t) a temperatura no ponto = no tempo ¢, para
0 < x < L, obtemos a chamada equacao do calor
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ou(z,t)  0*u(x,t)
= K (5.12)

A solucao da equagdo serd uma fun¢ao u(z,t) que satisfaz a equacao.

5.1.3 Solucao da equacao do calor

Para determinar a solugdo da equacdo do calor necessitamos de conhecer
a temperatura inicial distribuida pela barra e de saber o que acontece nas
extremidades da barra, isto €, teremos que definir algumas condic¢oes.
Suponhamos as extremidades mantidas & temperatura constante de 0°C.
Pretendemos determinar a solugao da equacao

ou(z,t) O*u(w,t)
5 =K 92 ,parat >0e0 <z <L, (5.13)

sujeita as condicoes de fronteira

u(0,t) =u(L,t) =0,t >0 (5.14)
e condicdo inicial

u(x,0) = f(z),0 <z < L. (5.15)

Ou seja, dados K e f(z) podemos escrever o seguinte problema de valor

inicial e valor fronteira (PVIF):

( 2
ou 0“u
—=K— t>0, 0 L
It 922 >0, U<z <

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0 (5.16)

u(z,0) = f(z), 0<z<L.

Comecemos por definir solucdo, se existir, de um problema deste tipo e ver
em que condicbes a solucao existira.

Definicao 41 Defina-se o conjunto R* = {(x, t)eR?:0<z < L,t> O}.

Uma funcao u: R* — IR € solugdo do PVIF 5.16 se for continua em R*, se
ou(x,t)  0%u(x,t)

e e
Ox?

existirem as derivadas parciais m IR? e se satisfizer as

t
trés condi¢oes definidas no PVIF 5.16.
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Poderemos nem sempre conseguir definir a fungdo f com estas condi¢bes. A
definicao seguinte salvaguarda estas situagoes.

Definicao 42 Definamos o conjunto R= {(z,t) eR?2:0<z<L,t> 0}.

Um fungdo continua u : R — R ¢ uma solugdo do PVIF definido em 5.16
se se verifica

ou(x,t) 0u(x,t)
=K t L;
o 92 >0,0<z<
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0; (5.17)

L L
lim u(m,t)gb(x)dx:/o f(x)o(x)dz.

t—0 0

para toda a fungdo ¢ seccionalmente continua no intervalo [0, L].

Aplicando o método de separacao de varidveis iremos reduzir as equacoes
diferenciais parciais a pares de equagoes diferenciais ordinarias, sujeitas as
condicbes iniciais e de fronteira.

Definamos a funcdo u na forma de produto de uma funcdo que depende
apenas da variavel x por uma funcdo que depende apenas da variavel ¢,

u(z,t) = X(x)T'(t). (5.18)
Temos que
Ou(x,t) _ ’ 82u(x,t) _
o = X1 e gz = X'@T@).  (5.19)

De 5.12, vem que

KX(z)T(t) KX (x)T(t)
1T'(t)  X"(x)
KTt X(z)°

X(2)T'(t) = KX"(2)T(t) <

X(@)T'(t)  KX"(z)T(t)
t

~—

=

O 1.° membro depende apenas de t e 0o 2.° membro depende apenas de z,
que nos leva a concluir que para serem iguais tém que ser constantes.
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Entao, para qualquer A,

1LT'(t)  X"(x)

KTt 7 X(z)

(5.20)

A constante A\ designa-se por constante de separacao.
Juntando as condi¢oes iniciais e de fronteira definidas em (5.16) temos que,
para todo ot >0

0=u(0,t) = X(0)T(t)
(5.21)
0=u(L,t) = X(L)T(t).

Nao nos interessa u(z,t) = 0, logo ndo podemos ter T'(t) = 0, para todo o t,
o que implica que X (0) =0 = X (L).

Entao u(z,t) = X (x)T(t) é solugao, para qualquer A\, se:
X" () + AX(2) =0, com X(0) =0= X(L) (5.22)
e
T'(t) + AKT(t) = 0. (5.23)

Concentremo-nos na primeira equacao 5.22
X"(z) + XX (z) =0, com X(0)=0= X(L). (5.24)
Temos trés possibilidades para o cdlculo da constante A.

1. Suponhamos A < 0, entdo a solucao geral da equagao 5.24 é

X(z) = c1e¥?® 4 cpem VAT, (5.25)

Para satisfazer X (0) = 0 = X (L), temos que:

c1+c=0 C1 = —C2
=
c1eVM 4 e VAL = c2 <—€ﬁL + e_ﬁL> =0
C1 = 0
=

ey =0, \L#0.

com solucdo tnica ¢; = c2 = 0, o que implica que X (z) = 0, para todo
0 x, 0 que nao nos interessa.
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2. Veremos agora o caso em que A = 0.
De 5.24 vem que

X'x)=0& X(x) =12+ o (5.26)

donde co =0 e L+ co = 0, ou seja, c; = 0 = ¢z, 0 que implica que
X (x) =0, para todo o z.

3. Se A > 0, a solugdo geral da equacao 5.24 é da forma

X () = ¢ cos(VAx) + o sin(VAx). (5.27)

Pretendemos que a solugao satisfaca

X(0)=0 c1=0
=
X(L)=0 c1cos(VAL) 4 cosin(vAL) = 0
Cc1 = 0 Cc1 = 0
= =
cosin(v/AL) =0 VAL =nm,on==+1,42, . ..
n?n?
Donde, para co # 0 temos A = Iz e concluimos que o problema de valores
de fronteira 5.22 tem solucdes
Xn(z) :CnsinnLﬂ, n=12,.... (5.28)
Resumindo, a equagao
X"(z) + XX (z) =0 (5.29)
n2m?
tem como solucao, para co # 0, A\, = —72 Paranm natural. Aos valores de

A chamamos valores préprios.
As funcGes que satisfazem a equacdo diferencial e as condi¢bes de fronteira
dadas designam-se de func¢oes carateristicas e sao do tipo

Xp(x) = Cysin ?, n=12,... (5.30)

onde C,, € uma constante arbitraria.
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Retomando a expressao 5.23, temos que

(O /T’(t)dt /AKdt

T(t) T(t)
< In|T(t)|=—-AKt+c
o ( ) f)\KtJrc
& T(t) = Fx el
PN ( ) 7)\Kt

Como a fungao T'(t) deve satisfazer a equacao diferencial com a mesma cons-
tante de separacao A que a fungao X (x), temos para n natural,

_n27r2Kt
Tn(t) = Dpe 12 (5.31)
As funcoes que satisfazem a equacao diferencial
T'(t) + AKT(t) =0
sdao do tipo
n27r2K
To(t) = Dpe” 12 ', n=1,2,3 (5.32)

onde D,, ¢ uma constante arbitraria.
Procedendo as devidas substitui¢oes em 5.18, obtemos, para qualquer n na-
tural, o conjunto de solugdes fundamentais

nTr _nlrlK,
L2

un(x,t) = ¢y sin Te (5.33)

A equacgdo diferencial e as condi¢oes de fronteira sao lineares e homogéneas,
entdo, pelo principio da sobreposicao, qualquer combinacao linear finita das
solucoes fundamentais também é solucao da equagdo 5.16, com as respetivas
condicoes de fronteira,

n2nlK
ch sin wef 1z ! (5.34)

Mas uma solucdo deste tipo pode nao satisfazer a condicdo inicial para uma
funcao f(x) mais geral.

Vamos supor que podemos escrever a solugao como combinacoes lineares
infinitas das soluces fundamentais,

Un(z,t) = Y cpsin ”Lﬂe e (5.35)

n=1
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Para satisfazer a condigdo inicial u(z,0) = f(x), temos que verificar

“+o00

un(2,0) = f(z) & Y ensin ?a SO _ pa) (5.36)
n=1
& ch smnﬂ = f(x). (5.37)

Podemos concluir que a equacao do calor definida em 5.16 86 tem solucao
se se verificar 5.35 e se nos for dada como condigao inicial a funcao f(x) na
forma, isto €,

ch sm@ = f(x). (5.38)

Por 4.53, 5.38 define a série de Fourier de senos de f(x).

Assim os coeficientes ¢,, devem ser os coeficientes da série de Fourier de senos
para a fungdo f(x).

Pelo teorema de Fourier, se a funcao f for seccionalmente continua no in-
tervalo [0, L], f(0) = f(L) = 0 e tal que a sua derivada seja seccionalmente
continua podemos escolher as constantes ¢, definidas pela expressao dos
coeficientes de Fourier

/f sin@dx n=1,2,.... (5.39)

da funcdo f, impar e periddica de periodo 2L.
Entao,

2 X7 L NI nmr _n’n’K,
ZZ [/ f(x)sin Td:n sin e L2 (5.40)
— Lo

serd a solucdo pretendida da equacgio do calor definida por 5.16.

Se o PVIF 5.16 tiver uma solugdo no sentido da definicao 41, essa sera
solucdo também no sentido da definicdo 42, pois esta dltima é uma extensao
da primeira definicdo. O teorema 29 garante a existéncia de solugao da
equacao do calor no sentido da definicao 42.

Teorema 29 Seja f e |f|? integrdveis em [0, L], entdo a expressdo 5.40
define uma fungao continua em R que é solugio do PVIF 5.16 no sentido

da defini¢do 42.
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Demonstragao: ver em [7| =
O teorema seguinte garante a existéncia da solucao da equacao do calor no
sentido da definicao 41.

Teorema 30 Seja f uma funcao continua num intervalo I = [0,L] com
f(0) = f(L) =0 e tal que a derivada f' exista no intervalo I e seja quadrado
wntegrdvel. Entdo o expressio 5.40 define uma funcdo continua em R* no
sentido da definicao 41.

Demonstracio: Como f é uma funcio continua, f e |f|? sdo integraveis
estamos em condigoes de aplicar o teorema 29. Temos que 5.40 define uma
funcdo u(z,t) tal que verifica as condi¢oes definidas em 5.17, para toda a
funcao ¢ seccionalmente continua em [0, L].

Veremos que
+00

. nmr _nlrlK,
u(x,t) = g Cpsin —e L2
L
n=1
define uma, funcao continua.
A gérie
= nmwr n?n2K
: - t
g Cpsin —e L2 (5.41)
L
n=1
+00 oo

¢ majorada pela série g ¢n para (z,t) € R*. Entao se a série g Cp, CON-
n=1 n=1
vergir, pelo teorema 18, a série 5.41 converge uniforme e absolutamente em

[0, L].
Integrando por partes o coeficiente ¢, definido em 5.39, vem que

2( L Eoogbop
o= (—mf(x) Costx . —/0 —Ef'(x) 0s 22 d1:>
—L 2 L nwT
= —7 <f(L) cos(nm) — f(0) — ; f'(x) cos Ld:c>
Como, por hipotese, f(L) =0 = f(0), temos
L2 [t nwT
Cnh = mL/O f ("17) COS Tdﬂf
L 2 [t
= %dn, com d,, = ) f'(z) cos n—zwdx.
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Por 4.50, d,, define coeficientes de Fourier de f’(x), fun¢éo par e de periodo
2L.

L
De ¢, = —d,,, obtemos

nm
1.2 1,
enl < 52 T3
¢ + +
o o o
L? 1 1
n=1 n=1 n=1

Pela desigualdade de Bessel,

= 2 2 g 12
St [
n=1 0

+oo
é convergente e como g — também é convergente, concluimos que 5.42 é
n

n=1
convergente. H

5.1.4 Discretizacao da equacao do calor

Nem sempre é facil chegar & solucdo de uma EDP. Como ja vimos existem

alguns métodos numeéricos de aproximagao de solucdes.

Podemos escrever a equacao do calor discretizada, facilitando, caso necessa-

rio, a aproximacao numérica de solugoes.

Vamos aplicar o método das diferencas finitas em que a base é o processo

de discretizacao. Este processo reduz o problema com ntmero infinito de

variaveis num problema discreto com nimero finito de varidveis.

Comecemos por definir o conjunto finito de pontos da regido a discretizar

(figura 5.2).

O intervalo de tempo [to,tn] tem uma amplitude de discretizagdo constante

th —th1=At, n=1,...,N e At = t . A distancia de discretizacdo é
I n

dada por x; — x;—1 = Ax com Ax = —.

i
Como as derivadas parciais sao dadas por

ou(z,t) .. ulz,t+ At) —u(z,t)
o Al At (5.43)

OPu(w,t) lim u(z — Az, t) — 2u(x,t) + u(x + Az, t)

0x2 At—0 Ax?

(5.44)
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n+1

Figura 5.2: Malha de discretizagdo temporal e espacial
Podemos aproximar a equacao do calor por

u(z,t + At) — u(x,t) u(z — Az, t) — 2u(x,t) + u(x + Az, t)
~ K
At Az?

efazendokzLAt arat=1,...,N, n>0
(A )27p ) ) )
x

(5.45)

w(@g, tn1) — w(xg, tn) = klu(xi—1,tn) — 2u(w;, ty) + w(wiv1, tn)] (5.46)
S u(Tiy tnt1) = u(wi, tn) + ku(ziz1, tn) — 2u(mi, tn) + w(xiys, tn)]. (5.47)

As condicoes de fronteira especificam a temperatura na posicio inicial e final
u(0,t,) =0 =u(zn,t,), n>0. (5.48)
O processo inicializa com
u(z;,0) =0= f(x;), i=1,...,N (5.49)
eparat=1,...,Nen >0,

w(iy tns1) = ku(ziz1, tn) + (1 — 2k)u(zi, ty) + ku(zipr, tn). (5.50)

5.2 Equacao da onda

O conceito de onda aparece normalmente associado a sistemas oscilatorios,
em que as oscilagoes aparecem como funcdo do tempo num determinado
lugar e que se propagam no espago.

As perturbagoes oscilatorias em meios solidos ou fluidos provocam as cha-
madas ondas mecénicas.



146 CAPITULO 5. EDP DE SEGUNDA ORDEM

As ondas classificam-se de acordo com o tipo de movimento das particulas
do meio em relagdo & direcdo de propagagdo. Se a direcdo de oscilagao
for perpendicular & direcao de propagacgao da onda designamos por ondas
transversais.
Caso a direcao de oscilagdo das particulas do meio seja a mesma que a direcao
de propagagao da onda chamamos de ondas longitudinais.
As oscilagbes do sistema continuo dao origem & equagao

O?u(x,t) _ 2 32u(1‘,t)7 (5.51)

ot2 0x2

que é designada por equagao das ondas.
A velocidade de propagacao ¢? das ondas é uma constante determinada pelas
propriedades do meio onde ocorre o fenémeno.

5.2.1 Definicoes e generalidades

Definicao 43 Defina-se ¢ a perturbacdo num determinado meio, sendo de-
pendente da posi¢iao x e do instante t, ¢(z,1).
Temos que ter em conta que:

1. a perturbacao ¢ desloca-se com uma velocidade v, tal que x = vt;

2. a perturbagcdo ¢ apresenta uma periodicidade no espaco, tal que
d(x,t) = p(x+ A\ t) = oz + 2\, 1) = ...

A distancia \ designa-se por comprimento de onda;

3. a perturbagcdo ¢ também apresenta uma periodicidade no tempo, tal que
d(x,t) = p(x,t+T) = ¢p(x,t +2T) = ....

Ao tempo T chamamos periodo e o seu inverso chamamos de frequén-
cia.

Ao movermos com a mesma velocidade v da onda temos sempre a mesma
perturbacdao ¢. Mas para que tal aconteca e para se verificar a condicdo de
que a perturbagdo tem o mesmo valor em todos os pontos (x,t) com x = vt,
a fungdo ¢ tem que tomar a forma

d(x,t) = op(xz — vt) (5.52)

no caso da onda a propagar-se no sentido positivo do eixo das abcissas, e no
caso de se propagar no sentido negativo

d(x,t) = ¢(x + vt) (5.53)
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O principio de sobreposicao determina o comportamento de ondas que coe-
xistem num mesmo espago.

Se num determinado momento duas ou mais ondas existirem simultanea-
mente num mesmo ponto, o deslocamento resultante serd dado pela soma dos
deslocamento que ocorreriam em cada onda separadamente naquele ponto.
Seja u(z,t) a posicao da onda dependendo da posi¢do x no tempo t¢.
Quando onda se propaga para a direita com velocidade v,

u(z,t) = F(z + vt) (5.54)
e quando a onda se propaga para a esquerda,

u(z,t) = G(z — vt). (5.55)
A equacdo que descreve o movimento combinado das duas ondas é

u(z,t) = F(xz +vt) + G(x — vt). (5.56)

5.2.2 Equacao geral das ondas

Fisicamente a equacao 5.56 representa a sobreposicao de duas ondas unidi-
mensionais tal que f = F'(z —vt) permanece constante ao longo de cada reta
x — vt e g = G(xr + vt) permanece constante ao longo de cada reta z + vt.
Sendo f a onda que se desloca com velocidade v para a direita e g a onda
que se desloca com velocidade v para a esquerda.

Da proposicao seguinte podemos concluir que a solucao geral da onda u(x,t)
pode ser escrita como a sobreposi¢do de duas ondas, uma com propagagao
para a direita e outra com propagacao para a esquerda.

Proposicao 10 Seja u(x,t) solugdo da equagio das ondas

Pu(z,t)  ,0%u(w,t)

com velocidade de propagacdo c constante, entio existem funcgoes F' e G reais
de varidvel real tais que

u(z,t) = F(xz + ct) + G(x — ct). (5.58)

Demonstracgao:
Introduzimos novas variaveis independentes &, dadas por

E=xz+ct, n=2x—ct,
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e definimos a funcdo v por
v(&,n) =v(r+ct,x — ct) = u(z,t).

Portanto
v o oo o
dxr  0¢  On 0z 0€2 0con  on?

2 2 2 2
ou ov ov 0v 0% 2201} +C2Q'
on?

ot~ ‘o “on ¢ a2 T C ez °C bean

Substituindo na equacao das ondas 5.51 resulta

2
0“v _o,
a&on

o [ 0Ov
ag(aﬂ:“

v
Sendo — é independente de &, facamos

on

isto &,

gz(i,n) =g(n)-

E integrando esta Gltima equacao, obtemos

e = | gj;@,n)dn ~ [ stwin = F () + o).

sendo F'(§) uma constante de integragao arbitraria que depende de €.
Voltando as variaveis originais x, ¢, obtemos uma solucao geral da equacao
da onda, dada pela forma

u(z,t) = F(z + ct) + G(x — ct),

onde F' e G sdo fungdes arbitrarias. m
Procuremos determinar funcoes I’ e G de tal forma que a solucao 5.58 satis-
faca as condicGes iniciais

u(z,0) = f(x)
(5.59)
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Assim,

u(x,0) = F(z) + G(x) = f(z)

ou(z,0)
ot

Derivando a primeira equagao e multiplicando por ¢, obtemos
cF'(z) + cG'(z) = cf'(x).

Temos o sistema definido por

= cF'(z) — ¢G'(z) = g(z).

{ cF'(x) — cG'(z) = g(x) 2 2
-
cF'(z) + cG'(z) = cf'(x) oy f'@) | g(@)
Pl =547
e integrando, obtemos
G(z) = G(0) — f(20) + f(;) - ;Cfoxg(s)ds

0 1 [
F(x)=F(0) — (0) + J(z) + / g(s)ds
0
De 5.58 e das condi¢des iniciais 5.59, vem que

F(0) + G(0) = u(0,0) = £(0),

e
u(z,t) = F(z+ct)+ Gz —ct)
= F(0)+ G(0) — f(0) + flz+ct) -; flz = ct)
1 z+ct 1 et

+ ?C 0 g(s)ds — 20/0 g(5>d8
_ fletcet)+ flr—ct) 1 ztct I
— 9 + 26/0 g(s)ds — % i

A formula

u(x,t) =

flxz+ct) + f(z —ct) N 1 /Hdg(s)ds

2 2c

—ct
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(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

é conhecida como a féormula de d’Alembert para a solugao geral da equagao

das ondas.



150 CAPITULO 5. EDP DE SEGUNDA ORDEM

5.2.3 Equacao da corda vibrante

Consideremos uma corda flexivel e elastica com comprimento L, entre dois
pontos a e b.

Temos dois parametros importantes a ter em conta, a massa por unidade de
comprimento p e a tensdo representada pela forca F.

Figura 5.3: Exemplo de um pedago de corda de comprimento L.

Designemos por p(z,t) a densidade da corda que apresenta uma vibragao
transversal, isto é, as particulas deslocam-se apenas em ¥, ou seja, ndo existe
componente de velocidade na direcao x, o que implica que a densidade seja
independente de ¢, assim representemos apenas por p(x).

O deslocamento do ponto de abcissa z no instante ¢ é dado por u(z,t), a
ou(x,t
velocidade vertical do ponto x da corda no instante ¢ definida por at’)
0%u(x,t
e a aceleracdo dada por 8(t2)

Como temos deslocamento s6 em x também se chama a este processo onda
unidimensional.

Consideremos a agdo da corda entre a posi¢do a e a posigao b representada
por forgas de tensao na diregdo das tangentes Fy(a,t) e Fp(b,t).

Sejam 6, e 6, os angulos das tangentes & corda com o eixo das abcissas nos
pontos a e b, respetivamente.

O movimento é vertical, ou seja, ndo ha quantidade de movimento na direcao
horizontal e temos amplitude de oscilacao pequena, entao

Fy(b,t) cos by — Fy(a,t)cosb, =T, = 0. (5.66)
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A componente horizontal da tensdo T'(t) ¢ independente da posi¢ao z, ¢é
funcao apenas do tempo t, assim podemos representar por

Fy(b,t) cos O, = Fy(a,t)cosl, = T(t). (5.67)
Donde, podemos escrever

T T
F, = . 5.68
cos 0, © " cosb, ( )

Fy =

As componentes da forga segundo a diregdo vertical é dada por

Fy(b,t)sin b, — F,(a,t)sinf, =T,. (5.69)
De 5.67 e de 5.69,

Fysinfy, — F,sinf, = no, — sin 6,

. T
si
cos 0, os b,
= Ttanf, — T tanb,

= T(tan6, — tan6y) = T,.

Da resultante vertical das forcas de tensdao que atuam sobre o pedaco da
corda entre a e b e sabendo que a derivada é igual ao declive da reta tangente,
concluimos que

ou(b,t)  Ou(a,t)
T,=T — . 5.70
Y ( 0x 0x ( )
2

De p = ™ ¢ tendo aceleragdo dada por 815(:2:,25)’ a equagdo do movimento

de Newton 1.1 pode ser escrita como

0%u(x,t)

Ty=pL—ps— (5.71)

Igualando as expressdes 5.70 e 5.71, e sendo L = Az = b — a, vem que

) du(b,t)  Ou(a,t) )
T <8u(b, t) 8u(a,t)> B La u(x,t) O O p O“u(x,t)

oz ox ) P T b—a T o2
O?u(z,t)  p O%u(x,t)
z? T otz
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T
Facamos ¢> = =, em que T é a componente horizontal da tensio da mola e

p massa por unidade de comprimento da corda.
Esta relacao leva-nos a concluir que o valor de ¢ aumenta com a tensao na
corda e diminui com a sua massa por unidade de comprimento p.
Fazendo as devidas substituicoes, vem que
2 2
0%u(z,t)  50%u(z,t)

52 —C (5.72)

5.2.4 Corda com extremidades fixas

Supondo que a corda tem as extremidades fixas podemos definir o seguinte
PVIF:

92 t H? t
U($>)_02 u(z,t) O<z<L,t>0

ot? or?
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0
(5.73)
u(z,0) = f(x), 0 <z < L, posigao inicial
ou . o
E(w, 0) = g(x), 0 <z < L, velocidade inicial.

Pretendemos determinar uma solucao particular da equacao 5.72 e que sa-
tisfaca as condicGes do PVIF 5.73.
Aplicando o método da separacao das variaveis, definamos a funcéo wu,

u(z,t) = X(x)T(t) (5.74)
e substituindo em 5.72 obtemos
") X"(x)

X(2)T"(t) = 2X"(2)T(t) & ¢ W~ X = —o0,

onde o é uma constante de separagao.
X (x) e T(t) satisfazem as seguintes equagdes diferenciais:

X"(z)+0X(x)=0 (5.75)

T"(x) 4+ PoT(z) =0 (5.76)
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Da condigao fronteira e de 5.74 vem que, para T'(t) # 0,

w(0,4) =0 & X(0)T(t) = 0 & X(0) =0 (5.77)

w(L,t) =0 & X(L)T() =0 < X(L) = 0. (5.78)

Se tivéssemos T'(t) = 0, para todo o ¢, implicaria que u(x,t) = 0, para todo
o x e t, 0 que nao nos interessa.
Temos portanto o nosso problema de valores proprios definido por

X"x)+0X(x)=0, 0<zx <L, X(0)=0=X(L) (5.79)

e com solugdes j4 determinadas aquando da equacdo do calor, isto é, exis-
2,2
tem valores préprios o, = nr

12
nwx
Xy (z) = Cysin %, para n natural.

cujas funcGes carateristicas sdo da forma

Vamos agora determinar a solucao geral da equacao 5.76, para cada o,.
Como temos valores proprios complexos a solugdo geral da equagdo 5.76 €
da forma,

t t
T(t) = A, sin ey By, cos m;c (5.80)
para o, e constantes quaisquer a,, € by.
Procedendo as devidas substituigoes na equacio 5.74,
t t
up(x,t) = Cpsin ”Lﬂ (An sin % + By, cos e > (5.81)
t t
= C,A,sin nre sin nre + C,, B, cos nre sin . (5.82)
L L L
Logo as fungoes da forma
t t
up (z,t) = ay sin mlr_/c sin nfzx + by, cos nzc sin ? (5.83)

sao solugoes da equacao da onda e satisfazem as condicoes de fronteira defi-
nidas no PVIF 5.73. o
Estas funcdes sao chamadas modos normais de vibracdo e —— sao as cha-

madas frequéncias normais da corda. Logo os periodos fundamentais sao da
2L

forma T = —.
nx
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Pelo principio da linearidade que goza a equagdo de onda temos que as
solucoes satisfazem o principio da sobreposi¢ao. Assim, sabendo que sendo
a equagao 5.83 solucao também a soma finita das solucoes é solucao,

N N
. nmct . n7mr nwct . nrx
nzl up(z,t) = nzl [an sin —— sin —— + by, cos 7 sin L} . (5.84)

Mas uma solucgdo deste tipo pode nao satisfazer a condicdo inicial para uma
fungao f(x) qualquer.
Suponhamos que a soma infinita das solugoes

= = nmct nnT nmwet nmT
n(x,t) = in ——sin— +b in — 5.85
nz:lu (z,t) Z [an sin —— sin — + by, cos 7 sin— } (5.85)

n=1

é também solucdo, desde que se verifiquem as condigoes do PVIF e que os
coeficientes a, e b, sejam tais que a série convirja.

Consideremos que se verificam as condicées da proposicao 5, entao podemos
derivar u(x,t) em relacdo a varidvel ¢,

+
ou(x,t) X[ nme  nmet | nwx nwe . nwet | nwx
—_— Z an cos sin by,

S L F 7R TR T 7
(5.86)
Retomando as condigées iniciais, obtemos
= nmwe X 0 nmwT nmwe x 0
u(z,0) = f(z) < wu(x,0)= Z:l [an sin T sin T + by, cos 7 sin
n—=
= nm
& ansinT = f(x),
n=1
que é a série de Fourier de senos de f(x).
E
ou(x,0)
o 9)
+00
- Z a nmwe cos nmwe x 0 sin nwr b nmwe sin nme x 0 sin nmr| o)
—~|" L L L "L L L
X pme | nmx
~ ;CL”LSinL :g(.’lj)
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Resumindo, temos séries infinitas de senos a definir as funcdes f e g

Y by sin ﬂLx = f(2) (5.87)
n=1
€
= nmc nmnx

Sem impor, ainda, condicoes as fungoes f e g, e retomando o estudado nas
séries de Fourier, podemos escrever os coeficientes a,, e b, como

2 (L . nmwx
an—L/O f(:E)blan:E (5.89)

nme 2 L nwx 2 L nwT
—b, = — z)sin —dr < b, = — ) sin ——dx. 5.90
L”L/OQ() L ”nmog() L (5.90)
O teorema seguinte da-nos algumas condi¢Ges para que possamos encarar as

funcoes acima determinadas como solugao para a nossa equagao da onda.

Teorema 31 Sejam f e g, definidas no intervalo [0, L], fungdes continuas,
com f', f", g continuas, e ainda com " e g" seccionalmente continuas.

Suponhamos que f(0) = f(L) = f"(0) = f"(L) = g(0) = g(L) = 0.
FEntao

i) os coeficientes ay, e by, estao bem definidos pelas expressées 5.89 e 5.90,
respetivamente;

i) as igualdades 5.87 e 5.88 sao vdlidas;

i) a expressio 5.85 define uma condigio continua em R*, de classe C?
em IR e satisfaz a equagdo da onda.

Demonstragao:

i) Como as fungdes f e g sdo continuas, por hipétese, no intervalo [0, L],
entao os integrais definidos em 5.89 e 5.90 convergem.

ii) Por hipotese as fungdes f e g sao continuas assim como a sua primeira
derivada e f(0) = f(L) = f”(0) = f"(L) = g(0) = g(L) = 0, entao
as funcbes podem ser estendidas continuamente a toda a reta real de
modo a serem impares e peridédicas de periodo 2L.
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iii) Ja vimos no estudo das séries de Fourier, que pelo teorema 26, para
provar que a expressao 5.85 é continua basta verificar a convergéncia
oo

da série Z (lan| + |bn|). Adaptando o calculo feito em 4.49, obtemos

n=1

nmwx
/ f"(z) sin —dx

e integrando por partes mais uma vez, chegamos a

212 [ nmwT
a, = NCTE /0 1" (x) cos Tda:.

(5.91)

No caso do coeficiente b, e adaptando o ja calculado em 4.49, vem que

21> [ . nTT
b, = —3/0 g"(z) sin sz.

(n)

Donde de 5.91 e 5.92,

n) Tl
¢ 2 /L
2L ko
b "(z)|dx =
bl < o [l @l = 3%
2L? 2L2
com ki = / |f" (x)|dx e ko = 5, lg" (x)|dx
Temos portanto que
k1 ko
e

e podemos escrever,

+o00 +o00
Slanl <k Y e ZwaZ
n=1 n=1

n=1

+00

(5.92)

e sdo ambas séries convergentes logo Z (lan| + |bn|) também é con-

n=1
vergente.
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]
Pela proposicao 10 a equacao 5.85 deve ser da forma 5.56 uma vez que 5.85

é solucao da equacao da onda. Usando as identidades trigonométricas 4.11
e 4.12,

+oo

t t
u(z,t) = Z [ansin n;c sinn—zw+b cos ZC sinnzm]

n=1

= 72 acos ct—:c) acosw—i-
- " L " L
nm(ct + x) nm(x — ct)
L

+ by, sin + by, sin

B Z ) (x — ct) cos nr(z + ct) N
= an 7 an 7

nm(ct + x)

—ct
+ bn sinf +bn sin nﬂ-(xI/C)>
= 72 (—ancos m(z L+ ct) + b, sinmr(x;_cﬂ +
+ bnsinw+ancosw>
= F(z+ct)+ Gz —ct),
onde
1R t t
F(zx+ct) = 2; (—an cos mr(:cIch) + by, sin n7r(a:L+c))
¢ +
1= nm(x — ct) . nm(z —ct)
Gz —ct) = 2; <ancosL +bns1nT :

5.2.5 Discretizagao da equacao da onda

Apresentaremos de seguida a aplicagao do método da discretizacao as deri-
vadas na equacao da onda.

Pensemos na corda como um conjunto de N particulas cada uma com massa
m = pAx, com distancia entre elas dada por Ax = x;11 — x; situadas nas
posicoes x = iAx,i = 1,2,..., N ao longo da corda. A extremidade inicial
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da corda estd situada na posicdo z; = 0 e a outra extremidade na posigao
zy = LAx.

Iremos proceder a discretizagao em relagao a posicao x de modo andlogo ao
que foi feito no processo da discretizacdo da equagao do calor.

n+1

-1 i i+1

Figura 5.4: Discretizacao temporal e espacial.

Sejax=iAzet=nAt,i=1,2,... N.
u(i,n+ 1) +u(i,n—1) —2u(i,n)  su(i+1,n)+u(i—1,n) —2u(i,n)
~C .

~

(At)? (Az)?
2 (5.93)
Fagamos K = (ﬁic)
u(i,n+1) = Klu(i+1,n)+u(@—1,n)—2u(i,n)] —u(i,n — 1)+ 2u(i,n)

= 2u(i,n)(1 —k)+ku(@+1,n)+u(@—1,n)] —u(i,n—1).

As condigdes iniciais do PVIF 5.73 especificam a posi¢ao e velocidade inicial

duli

para cada particula da corda, ou seja, u(i,0) = f(iAz) e M = g(iAx),

com f e g as funcoes dadas definidas no intervalo [0, L].

O PVIF da equacao da corda discretizada pode tomar a forma

[ u(0,t) = u(L,t) =0, t>0

u(i,0) = f(iAx), i=1,2,...
%(LO):g(iAfv), i=1,2,...
u(i,n+1) =2u(i,n)(1 —k)+ku(i+1,n) +u(@ —1,n)] —u(i,n —1).

(5.94)



Capitulo 6

Osciladores Harmonicos na
Sala de Aula

Com base na proposta do novo programa de matemaética do secundério apre-
sentamos uma proposta de planificacao do contetido referente & aplicacao das
funcGes trigonométricas no estudo dos osciladores harmoénicos.

6.1 Plano de aula: Oscilador harmoénico

e Ano de escolaridade: 11.° ano
e Dominio de contetidos: Trigonometria
e Pré-requisitos:

— Generalidade de fungoes reais de variavel real (10.°/11.°)
— Funcbes trigonométricas (11.°)
e Contendos: Aplicacoes aos osciladores harmoénicos
— Osciladores harmonicos: amplitude, frequéncia angular, frequén-
cia, periodo e fase.
— Resolucao de problemas envolvendo osciladores harmonicos.
e Metas Curriculares: Designar por oscilador harménico um sistema
constituido por um ponto que se desloca numa reta numérica em
determinado intervalo de tempo I, de tal forma que a respetiva ab-

cissa, como funcdo de t € I , seja dada por uma expressao da forma
x(t) = Acos(wt + ¢), onde A > 0, w > 0 e ¢ € [0,27], designar estas

159
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constantes, respetivamente, por amplitude, frequéncia angular e fase,

T
justificar que a funcao x é periédica de periodo T' = — e designar
w

1
f= T por frequéncia do oscilador.

e Numero de aulas previstas: 2 aulas (90 minutos)
e Sumdrio:

- Atividade laboratorial - Péndulo.

- Resolugdo de atividade pratica envolvendo osciladores harmoéni-
COS.

6.1.1 Atividade Laboratorial - Péndulo gravitico

A atividade laboratorial tem como objetivo o estudo de propriedades do mo-
vimento oscilatério. Os alunos devem concluir que o periodo do movimento
é independente da amplitude para oscilagoes de pequena amplitude (adngulos
menores que 10°). Devem ainda concluir que o periodo ndo depende da
massa do péndulo mas depende do seu comprimento.

Guiao da atividade

Objetivo: Estudar o movimento periodico de oscilagao de um péndulo sim-
ples.

Materiais: Suporte de fixacao, fio, cronémetro, esferas de diferentes massas,
fita métrica, balanca de precisdo, transferidor, calculadora gréfica.
Procedimento:

1. Construir um péndulo simples usando o suporte de fixagdo, uma esfera
e o fio.

2. Medir o comprimento L do fio (massa desprezavel e inextensivel).
3. Medir a massa da esfera.

4. Largar o corpo de um certo angulo (maximo de 10° ) e medir o tempo de
10 oscilagbes completas. Deve anotar o angulo e o tempo das oscilagdes
numa tabela.

5. Mudar o comprimento do fio, a amplitude do angulo e trocar a esfera
e repetir o processo.
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6. Realizar o ensaio 5 vezes para cada amplitude de dngulo para cada um
dos pardmetros definidos na alinea anterior.

7. Registar todos os dados recolhidos.

8. Determinar o periodo 7' médio das oscilacoes.
9. Determinar a aceleracao da gravidade g sabendo que T' = 27 / %

2_ 9

10. Determinar a frequéncia angular das oscilagoes w T
11. Fazer representacao grafica do periodo T em funcao da massa da esfera

m.

12. Fazer representacao gréafica do periodo T em funcao do comprimento
do fio L.

13. Fazer representacio grafica de T2 em funcio do comprimento do fio L.
Determinar o valor de g recorrendo & regressao linear.

14. Registar as conclusoes.

6.1.2 Atividade Pratica - Péndulo

As seguintes atividades tém como objetivo o estudo do movimento do pén-
dulo a partir da modelagem, anélise e comparagdo da equagao do seu movi-
mento e variacao de parametros fisicos, com recurso & calculadora gréfica.

Atividade 1 Consideremos a amplitude inicial A de um péndulo simples
constante. Como se comporta o movimento do péndulo quando o compri-
mento € varidvel?
Dados numéricos:

2
Azgﬂ', ¢:0, g:98, L1:0.5, LQZI, L3:15
Proposta de Resolucao:
Pretendemos fazer a anlise grafica da equacao do movimento do péndulo,
variando o comprimento do mesmo.
Tendo em conta as condicoes definidas as equacgoes de movimento sdo da
forma:

2 9.8 2 9.8 2 9.8
:vl(t):£7rcos ﬁt ) :zzg(t):£7rcos Tt , mg(t):4—57rcos 1—575
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"0 () 20

Figura 6.1: Representacao grafica do comportamento do péndulo: amplitude
constante e variacdo do comprimento do fio.

Da anélise do grafico 6.1 verifica-se que a amplitude de oscilacao do péndulo
¢ mantida constante, observa-se que o aumento do comprimento do fio leva
a uma aumento do periodo de movimento. m

Atividade 2 Consideremos o comprimento do fio do péndulo constante.
Como se comporta o movimento do péndulo quando variamos a amplitude?
Dados numéricos:

s
) ¢ 07 g 983 1 30’ 2 60’ 45

I
|
.
w
[
|

Proposta de Resolugao:

Tendo em conta as condi¢oes definidas as equacdes de movimento sao da
formas:

0 0 0

z1(t) = 30 o8 (9.8t), za(t) = 60 o8 (9.8t), x3(t) = T (9.8t)
O periodo do movimento do péndulo é o mesmo nas trés opgoes, ou seja,
para pequenas oscilagoes a variacdo da amplitude nao influencia o periodo
de oscilagao, quando o comprimento do fio ¢ mantido constante (ver grafico
6.2). m

Atividade 3 O que podemos concluir quanto & variacdo da acelera¢ao da
gravidade g?
Dados numéricos:

1=06, ¢=0, A:%, g1=98, ¢2=58 go=10.2
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0.17

x(t)
x1I (l)

Figura 6.2: Representacao grafica do comportamento do péndulo: compri-
mento constante e variacao da amplitude.

Proposta de Resolugao:

Tendo em conta as condi¢oes definidas as equagdes de movimento sao da
forma:

) T o 9.8t ) T cos 5.8t ) T o 12.3t
X = — S| — €T = — - T - s | —/=

! 36 06 )" °? 36 06 )" 36 0.6
Neste caso observa-se uma altera¢ao no periodo de oscilacdo (gréafico 6.3). =

Atividade 4 De acordo com a sequnda lei de Newton, a equagdo que des-
creve o movimento do péndulo € dada por

0" (t) = f% sind(t),

onde g =~ 9.8m/s% ¢ a aceleracio da gravidade e | o comprimento do péndulo.
Consideremos que no instante inicial t = 0 o péndulo foi solto a partir da
sua posicdo inicial 0y. Podemos definir o sequinte problema de valor inicial:

0"(t) = —% sin 6(t)
9(0) = 6o (6.1)
0'(0) = 0.

Um dos métodos usados para a resolucao de equagoes diferenciais é o método
de Euler. O método consiste em escolher um intervalo de tempo h suficien-
temente pequeno e a partir dai calcular recursivamente a sucessao 0, através
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x3 (t)

0.02

x2 (If) xl (t)

Figura 6.3: Representacdo grafica do comportamento do péndulo: variagao
da aceleracao.

das formulas
Ony1 = 0, + ho,

Up+l = Un — h% sin 6,,

dados valores iniciais 0(0) = 6y e v(0) = vg.
Aplique o método de Euler com h = 0.001 para encontrar uma aprorimagdo

para a solucdo do PVI 6.4 de um péndulo nao linear coml =1 e 0y = i e

12
9() = g

Proposta de Resolugao:
A equacao diferencial a considerar é

0"(t) = —9.8sin(t).
Representando graficamente

Opi1 = O, + 0.0010y,

Up+1 = U — 0.001 x 9.8sin 6,

para as diferentes condicOes iniciais, obtemos o retrato de fase representado
na figura 6.4.
|



6.2. PLANO DE AULA: SISTEMA MASSA-MOLA 165

p1:(a1(n) w2(n)

Figura 6.4: Retrato de fase de um péndulo nao linear.

6.2 Plano de aula: Sistema massa-mola

e Ano de escolaridade: 12.° ano
e Dominio: Diferenciacdo de fungoes trigonométricas
e Pré-requisitos:
— Generalidade de funcoes reais de variavel real (10.°/11.°)
— Fungoes trigonométricas (11.°)
— Continuidade e diferenciabilidade de fungoes (11.°)
— Fungbes exponenciais (12.°)
Osciladores harmonicos (11.°/12.°)

— Sucessoes (11.°)

e Contendos: Aplicacoes aos osciladores harmoénicos

— Relacao Fundamental da Dinamica e lei de Hooke;

— Os osciladores harmoénicos como solugoes de equagdes diferenciais

da forma z” = —w?z;

— Resolucao de problemas envolvendo osciladores harmonicos.

e Metas Curriculares: Justificar, dado w > 0, que as funcoes definidas
por uma expressao da forma z(t) = Acos(y/wt + b), onde A e B sdo
constantes reais satisfazem a equacdo z” = —w?x, saber que todas
as solucoes desta equacdo sao dessa forma, e reconhecer que um sis-
tema constituido por uma mola e por um ponto material P colocada
na respetiva extremidade constitui um oscilador harmoénico. Ter em
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atencdo que existe uma deformacdo méxima das molas além da qual
nao hé oscilador harmoénico. Resolver problemas envolvendo derivadas
de funcgodes trigonométricas e osciladores harmoénicos.

e Numero de aulas previstas: 3 aulas (135 minutos)
e Sumario:

- Atividade laboratorial.

- Resolucao de atividade pratica envolvendo osciladores harmoéni-
cos.

6.2.1 Atividade Laboratorial - Lei de Hooke

Com esta atividade pretende-se que os alunos entendam a relagdo funda-
mental da dinamica e lei de Hooke e que cheguem & equagio diferencial que
define o movimento harmoénico.

Guiao da atividade

Objetivo: Estudar o movimento peridédico de oscilagdo de um sistema
massa-mola.

Materiais: Suporte de fixacdo, mola, cronémetro, 10 blocos de diferentes
massas, fita métrica, balanca de precisao, calculadora grafica.

Procedimento:

1. Coustruir um sistema massa-mola usando suporte de fixagao, bloco e

mola. (ver figura 6.5)

m

Figura 6.5: Exemplo sistema massa mola.

2. Medir a massa do bloco.

3. Medir o comprimento da mola (massa desprezavel e inextensivel)
quando se encontra na posicao de equilfbrio.
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4. Deslocar o bloco 1lem para baixo (distensao da mola) e soltar. Medir
o tempo de 10 oscilacoes.

5. Deslocar o bloco lem para cima (compressao da mola) e soltar. Medir
o tempo de 10 oscilacoes.

6. Repetir o processo para um deslocamento de 2cm.
7. Realizar o ensaio 5 vezes para cada deslocamento.
8. Determinar o periodo 7" médio das oscilagoes.
9. Repetir o processo para os 10 blocos.

10. Registar todos os dados recolhidos.

11. Determinar o valor do peso para cada bloco, aplicando a segunda lei
de Newton p = mg, considerando g = 9.8.

12. Fazer representacao grafica do peso p em funcdo do alongamento da
mola. Calcular por regressao linear o valor da constante elastica da
mola k.

6.2.2 Atividade Pratica - Sistema massa-mola

Da aplicagao da lei de Hooke e da segunda lei de Newton temos
2" (t) = —w?z(t). (6.2)

Atividade 5 A equacdo 6.2 é chamada de equagdo diferencial de segunda
ordem.
Mostre que a equagao x(t) = Acos(wt + ¢) € solugao da equagio 6.2.

Proposta de Resolugao:
Calculando a primeira derivada de 6.2 vem

2/ (t) = v(t) = —wAsin(wt + ¢).
A segunda derivada do deslocamento da-nos a aceleragao
2"(t) = a(t) = —w?Acos(wt + ¢).
Substituindo em 6.2 obtemos

2" (t) = —w?z(t) & —w?Acos(wt + ¢) = —w? A cos(wt + ¢)
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0 que mostra o que pretendiamos. =
Sabendo que 2’ = v e v/ = 2” podemos reescrever a equacao diferencial 6.2
como

V' (t) = —w?z(t).

Atividade 6 Suponhamos que temos um sistema massa-mola com frequén-
cia angular w = 1 e no instante inicial o bloco estd na origem com velocidade
2

Aplique 0o método de Euler para h = 0.1 e h = 0.01 e compare os resultados.

Proposta de Resolugao:
A formula recursiva para aplicacdo do método de Euler ¢ dada por:

Tptl = Tn + hvn
_ —h 2
Un+l = Un wxy,

para dados valores iniciais z(0) = zg e v(0) = vp.
Comecemos por fazer a mudancga de variavel 2’ = v. Entao v = 2" e

V'(t) = —1x(t).

Pelo método de Euler,
Tntl = Tp + hvn
Upt1l = Up — hTp.

Na calculadora gréafica usando as capacidades de representagdo grafica para
sucessoes:

ui(n) =ui(n —1) 4+ hua(n — 1)
ul(O) =0

ug(n) =ug(n —1) — huy(n — 1)
u2(0) =

Repetimos o processo para h = 0.01.

No grafico 6.6 a) podemos observar os primeiros 64 termos da sucessao. No
grafico 6.6 b) temos uma melhor aproximagao da solugdo mas foi necessério
calcular 630 termos.

Da anélise da figura 6.6 somos levados a concluir que a soluc¢do tem a forma
de circunferéncia.

Sabemos que a solugdo é da forma

x(t) = Acos(t + ¢)
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u2(n)
\[J ul (n)

B u2(n)

ul (n)

@

Figura 6.6: Retrato de fase da aplicagdo do método de Euler para w =1

com velocidade
7' (t) = v(t) = —Asin(t + ¢).
Elevando ambas as expressoes ao quadrado e somando obtemos
22(t) +02(t) = A%cos*(t+ ¢) + A?sin®(t + o)
A? [cos®(t + @) + sin®(t + ¢)] = A%,
ou seja, circunferéncias de centro na origem e raio igual a amplitude A. =

Atividade 7 Se considerarmos um sistema massa-mola sujeito a amorteci-
mento a equacdo do movimento € dada pela equagao diferencial

2" (t) = —wlax(t) — B2’ (1), (6.3)

com B constante de amortecimento.
No caso de B2 < 4w? dizemos que o amortecimento ¢ fraco.
Verifica-se facilmente aplicando as propriedades da derivagdo que

2(t) = Ae* cos (4“’;_5275 + ¢> (6.4)

€ solugcao da equagdo diferencial 6.5,
Representa graficamente 6.4 para A=+/2, ¢ =0, w=28 ¢ 3 =4.

Proposta de Resolucao:
Substituindo os valores dados em 6.4, obtemos

z(t) = v2e % cos (2\/Bt)

com representacao grafica na figura 6.7.
O sistema (figura 6.7) oscila com uma amplitude inicial de A = /2 que
devido ao amortecimento vai diminuindo ao longo do tempo. m
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AN

0.1

Figura 6.7: Representacao grafica do comportamento da solugdo de um os-
cilador com amortecimento.

Atividade 8 Aplique o método de Euler com h = 0.01 ao sistema massa-
mola considerado na atividade 7 para w = /5, f = 2 e condi¢des iniciais
z(0) =2 e v(0) = 1.

Considere agora w = 1 e f = 2 e condigoes iniciais x(0) =1 e v(0) =0 e
repita 0 processo.

Proposta de Resolucgao:
A primeira equacao diferencial a considerar é

2" (t) = —=bxz(t) — 22/ ().
Representando graficamente

Tptl = T + hop

Unt1 = U — h(bzy + 20p)

obtemos o retrato de fase representado na figura 6.8 a), com gréfico a con-
vergir para a origem devido ao amortecimento.
No caso de w =1 e 8 =4, temos

Tptl = Tp + hvy,

Unt1 = Up — h(xn + 4vy).
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v(l)

A

K0

Figura 6.8: Retrato de fase de oscilador com amortecimento a) w = v/5 e b)

w = 1.

No segundo caso estamos perante o que chamamos de amortecimento forte
pois temos uma forca de resisténcia grande. O oscilador retoma a posicao de

equilfbrio lentamente devido ao amortecimento. m
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Consideracoes Finais

Muitas das aplicacoes da Matematica &s ciéncias experimentais e & engenha-
ria envolvem equagdes diferenciais. Torna-se fundamental uma abordagem
mais tedrica da tematica das equacoes diferenciais para uma correta aplicacao
na modelacao matemética de situacoes reais.

Para compreender os fendémenos que nos rodeiam muitas das vezes é necessa-
rio construir modelos, encontrar solucoes e validar as mesmas. Transpondo
este conceito para o ensino da Matematica, a modelagdo matemética em
contexto de sala de aula pode ser usada como meio de motivacao e de tornar
a disciplina mais concreta aos olhos dos nossos alunos.

No estudo do movimento oscilatério diversas atividades podem ser desen-
volvidas com os alunos, mesmo em interdisciplinaridade com a disciplina de
Fisica. Estas atividades passam pela observacao, interacdo ou mesmo cons-
trucdo de modelos & escala de sistemas massa-mola, simples ou acoplados
e/ou de péndulos.

O ensino da Matematica cada vez mais é feito com recurso a calculadora
grafica e as novas tecnologias, incentivando a espirito de anélise e critico
dos alunos. E dado que os alunos deste nivel de escolaridade nao possuem
conhecimentos de equagoes diferenciais, o recurso ao estudo qualitativo da
solucao e o uso dos métodos numéricos de aproximacao de solugoes serd uma
mais valia na resolucdo de problemas.

A proposta de novo programa de Matematica do ensino secundario é muito
ambiciosa e, caso este seja aprovado, tenho algumas duvidas na sua apli-
cabilidade e sucesso. Os programas sao cada vez mais extensos e os alunos
demonstram, na sua maioria, menos interesse em geral pelo ensino. Todavia,
mantenho a esperanca que a aplicacao do estudo da Matemaética a situacoes
reais incentivem o interesse por parte dos alunos e que desenvolvam o gosto
pela disciplina.
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