MODELOS ESTOCASTICOS DE
TAXAS DE MORTALIDADE E
APLICACOES

Sandra Maria Damadsio Lagarto

Tese apresentada a Universidade de Evora
para obtencao do Grau de Doutor em Matematica
Especialidade: Estatistica

ORIENTADOR: Professor Doutor Carlos Alberto dos Santos Braumann
CO-ORIENTADORA: Professora Doutora Dulce Maria de Oliveira Gomes

EVORA, JULHO DE 2014

INSTITUTO DE INVESTIGAGAO E FORMAGAO AVANGADA






MODELOS ESTOCASTICOS DE
TAXAS DE MORTALIDADE E
APLICACOES

Sandra Maria Damdsio Lagarto

Tese apresentada a Universidade de Evora

para obtencao do Grau de Doutor em Matematica
Especialidade: Estatistica

ORIENTADOR: Professor Doutor Carlos Alberto dos Santos Braumann
CO-ORIENTADORA: Professora Doutora Dulce Maria de Oliveira Gomes

EVORA, JULHO DE 2014

INSTITUTO DE INVESTIGAGAO E FORMAGAO AVANGADA






A meméria do meu pai






Agradecimentos

Aos meus Orientadores, Professor Doutor Carlos Braumann e Professora Doutora Dulce Gomes,
agradeco a generosidade na partilha do conhecimento e o constante entusiasmo. Sem a intervengao
conjunta de ambos nao teria sido possivel concluir este processo.

Agradeco também aos Colegas e Professores da Universidade de Evora, com os quais considero
ter sido igualmente um privilégio aprender nestes Ultimos anos, ndo s6 Matematica, mas sobretudo
a sua utilidade para a vida. A Professora Doutora Sandra Vinagre, pela motivagido que me fez
regressar todos os dias & UE no primeiro ano do curso de licenciatura em Matematica Aplicada,
e aos Professores Doutor Russel Alpizar e José Carlos Tiago de Oliveira, pelo apoio constante em
todo este processo. Ao Dr. Nuno Brites e a Professora Doutora Patricia Filipe, pela ajuda com o R na
fase inicial deste trabalho. Ao Professor Doutor Jodo Corte-Real, pela ajuda na obtencéo e escolha
da metodologia para o tratamento dos dados climaticos.

A Universidade de Evora fago ainda dois agradecimentos institucionais. A equipa do Projeto
“PTDC/SDE/68126/2006 - O Futuro da Populagdo Portuguesa: a importancia da estimacao da
mortalidade e das migragdes ao nivel regional”, co-financiado pela FCT e pelo FEDER através
do Programa POCI 2010, em que fui Bolseira de Investigacdao e a sua coordenadora, Professora
Doutora Maria Filomena Mendes, por me ter introduzido no estudo dos fenémenos demograficos, e
em particular da mortalidade, numa altura em que fiz as primeiras experiéncias que mais tarde viriam
a conduzir ao Projeto de Tese. Ao Instituto de Investigacao e Formacao Avangada, responsavel pelo
processo de atribuicdo da Bolsa de Doutoramento no ambito do Programa Bento de Jesus Caraca,
sem a qual nao teria sido possivel frequentar este curso.

Agradeco ainda a todos aqueles que me acompanharam nesta aventura, que tem sido aprender
matematica depois dos 30 (0 que se revelou uma agradavel surpresa), e que, em algum momento,
me apoiaram ou me transmitiram algum tipo de motivagdo. A minha Mae e & minha Irma, porque s&o

0 meu suporte, um especial obrigada!






In precisely built mathematical structures, mathematicians find the same sort of beauty others find in
enchanting pieces of music, or in magnificent architecture. There is, however, one great difference
between the beauty of mathematical structures and that of great art. [...] Only mathematicians can read
“musical scores” containing many numerical formulae, and play that “music” in their hearts.
Accordingly, | once believed that without numerical formulae, | could never communicate the sweet
melody played in my heart.

Kiyoshi 1t6, My Sixty Years in Studies of Probability Theory: acceptance speech of the Kyoto Prize in Basic Sciences (1998)






Resumo

O prolongamento da vida humana é considerado atualmente um problema no plano socioeconémico.
Os modelos probabilisticos para estudar a evolugdo das taxas de mortalidade tém, sobre os
deterministicos, a vantagem de incorporar os efeitos aleatérios das variagcoes ambientais (em sentido
lato) e determinar o grau de incerteza das previsoes.

Fazemos uma incursdo na andlise transversal da mortalidade ao longo do tempo, em alternativa
a usual analise por coorte, desenvolvendo modelos de equagbes diferenciais estocasticas, que
aplicamos a populagao portuguesa e que explicam a evolugao temporal das taxas de mortalidade
em todas as idades do arco de vida e de ambos 0s sexos.

Construimos modelos univariados separadamente para cada idade e sexo com fontes de ruido
independentes, modelos bivariados por idade com correlagdes entre sexos e modelos multivariados
com correlagao entre idades e entre idades e sexos. Foi feito um estudo comparativo entre estes

modelos e destes com modelos alternativos.

vii






Abstract

STOCHASTIC DEATH RATES MODELS AND APPLICATIONS

The extension of human life is considered a very demanding social and economical issue. When
we plan to study the evolution of death rates, stochastic models have some advantages compared
to the deterministic ones, because we can input random environmental fluctuations and evaluate the
uncertainty in predictions.

We propose a cross-sectional analysis of mortality, instead of the usual cohort analysis, by
developing stochastic differential equations models, which we have applied to the Portuguese
population, describing death rates trends for all ages of the life span of males and females.

We build univariate models separately for each age and sex with independent noise sources,
bivariate models for each age with correlations between sexes, and multivariate models with
correlations among ages and with correlations among ages and sexes. We compare these models

with one another and with alternative ones.
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1.1 Motivacao: o estudo da tendéncia evolutiva da mortalidade

humana e os dados da populacao portuguesa

Em Portugal, e na maioria dos paises ocidentais, a estrutura etaria da populagao tem vindo a
modificar-se, acentuando-se cada vez mais o envelhecimento populacional devido a reducao da
natalidade e ao aumento da esperanca de vida. De acordo com as estimativas da populagao
residente de 2007 [41], a populagdo idosa representava mais de 17% da populagao portuguesa.
Os resultados definitivos do recenseamento de 2011 apontam para um aumento desse valor, com
cerca de 19% de idosos [42], mas, segundo o Instituto Nacional de Estatistica, este fendmeno tem
tendéncia para se acentuar nas préximas décadas, podendo esse valor duplicar em algumas regioes
do pais [40].

Se é certo que o risco de mortalidade aumenta com a idade, as taxas de mortalidade tém vindo
globalmente a diminuir, facto que tem conduzido ao estudo de fatores, intrinsecos e extrinsecos,
suscetiveis de explicar essa evolugao. Familias de modelos, deterministicos ou, mais recentemente,
estocasticos, tém vindo a ser testadas, dando origem, nomeadamente, a estudos comparativos para
aferir qual o melhor modelo a aplicar neste contexto (veja-se, por exemplo, [5], [19] ou [33]).

Pelo exposto, e ndo obstante a mortalidade ser uma variavel demogréafica que tem vindo a
ser estudada exaustivamente, o objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo de equagdes
diferenciais estocasticas que, através de uma analise transversal dos dados da mortalidade
ao longo do tempo, nos permita inferir sobre a tendéncia futura do fendmeno de diminuigdo das
taxas de mortalidade, para todos os grupos etarios e por sexo, e fazer previsoes a curto prazo ou
passo-a-passo (PP) e também a médio/ longo prazo (LP).

Esta ideia surgiu numa fase inicial do plano de estudos do Programa de Doutoramento em
Matematica, em que teve lugar uma andlise exploratéria exaustiva dos dados da mortalidade da
populacao portuguesa. Os dados, obtidos através do Human Mortality Database [37], correspondem
as taxas brutas de mortalidade e representam a razdo entre o nimero de Obitos (total para o
pais num certo intervalo de tempo e para todas as causas de morte) e a uma estimativa da populagao
residente que, por sua vez, corresponde a populagio exposta ao risco de ébito no mesmo intervalo
idade-tempo. Para este estudo, selecionamos, inicialmente, 200 séries temporais, com periodicidade
anual, disponiveis entre 1940 e 2009, para 100 grupos etarios anuais (que passamos a designar por
idades) e por sexo, abrangendo o arco de vida dos 0 aos 99 anos. A idade 0 (que corresponde a
primeira idade estudada) refere-se aos individuos que morreram no primeiro ano de vida, isto €, antes
do primeiro ano completo, e assim sucessivamente até a idade 99; designamos, respetivamente, por
FO e M0 a[TBMldos individuos do sexo feminino e do sexo masculino na idade 0 (e de modo analogo
para as restantes idades).

Em demografia, € comum os dados estarem disponiveis por coorte (numa perspetiva longitudinal
ao longo do tempo). Uma coorte representa um conjunto de individuos que nascem num mesmo
ano e sao acompanhados ao longo da vida. Nao ha nesse caso, em que se usa uma abordagem

longitudinal ao longo do tempo, distingado entre idade e ano de calendario. Nesse contexto, é
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muito dificil a modelagao abarcar todas as idades do arco da vida humana, pois é necessario,
geralmente, um nimero muito elevado de parametros para o efeito (com frequéncia superior a oito
por cada coorte, por a trajetoria da mortalidade ser muito irregular). A proposito desta abordagem,
ver representacdo dos dados no grafico da esquerda da figura A curva descreve a evolugao
da mortalidade nas varias fases do arco da vida. Neste caso, foi fixado o ano de 1974, mas a
forma, usualmente descrita na literatura como “curva em forma de banheira”, ndo se tem alterado
significativamente ao longo do tempo — nao obstante a redugdo da mortalidade infantil nas Gltimas
décadas e a maior longevidade, esta forma caracteriza a mortalidade humana.

Em alternativa, a abordagem transversal que seguimos faz sentido, por considerarmos que
existem fendbmenos que, ao longo do tempo, afetam todas as idades. Entre outros, destacamos,
pela positiva, as alteragdes nas condigcbes de vida de natureza sécio-econdmica ou os avangos da
medicina — como a introdu¢ao do plano nacional de saude e do plano de vacinagao (que, no caso
das criancas, reduziu drasticamente a mortalidade). Também as alteracOes climaticas que geram
fendmenos extremos ou outras situagoes de catastrofe, podem afetar globalmente uma populagao,
neste caso aumentando a mortalidade. O fendmeno assim descrito tem uma forte tendéncia
decrescente no periodo em andlise e é mais facil explica-lo matematicamente com recurso a dois
ou trés parametros (ver gréafico da direita da figura[1.1). Em quase todas as idades, asTBMs| sao
superiores nos individuos do sexo masculino relativamente aos do feminino, ainda que com uma

evolugao diferente em cada idade.
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Figura 1.1: da populagao portuguesa (sexo feminino); representacao longitudinal (idades 0 a 99) para o
ano de 1974 (a esquerda, com ampliagdo das idades 2 a 59) e transversal (no periodo de 1940 a 2009) da
idade 24 (a direita)

Os resultados e métodos sao, pelo exposto, ilustrados através das da populagao
portuguesa, que consideramos refletirem o comportamento da mortalidade nos paises que ja
sofreram a transicdo demografica (a propdsito da evolugdo da mortalidade no contexto da transicao

demografica, em Portugal e no mundo, ver, por exemplo, [61]). Na figura[i.2, mostramos o padréo
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Figura 1.2: da populagao portuguesa das idades 3 a 12, 13 a 22, 48 a 57 e 88 a 97 (de cima para baixo,

com F do sexo feminino e M do masculino), no periodo de 1940 a 2009
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das em varios grupos de idades sucessivas (para ilustrar, genericamente, o0 comportamento
dos dados). Representamos as séries que correspondem a idades de periodos diferentes do arco
de vida dos dois sexos (no primeiro grafico, acima, F3 a F12 representam as das idades
3 a 12 dos individuos do sexo feminino; analogamente, nos graficos seguintes, com M13, por
exemplo, a representar a [TBM da idade 13 do sexo masculino). Com excegéo das figuras que
ilustram globalmente os dados (como o exemplo anterior), dividimos cada série temporal, que tem 70
observagdes (na realidade, séo estimativas das [TBMs| anuais), em dois subconjuntos: observagdes
de 1940 a 1999, para o ajustamento dos modelos, e de 2000 a 2009, para validar as previsoes.
Antes de concluir esta sec¢ao, chamamos ainda a atengao para o facto de, em demografia, ser
frequentemente objeto de estudo a variavel forca da mortalidade, habitualmente representada por
p. Sendo i uma certa idade, temos p; = —In(1 — ¢;), com ¢; a probabilidade de morte para um
individuo com a idade 7, de um dado sexo (estas questoes sao frequentes na construgao de tabuas
de mortalidade e estdo descritas exaustivamente, por exemplo, em [65] ou [75]). Se considerarmos
gue essa probabilidade € constante entre as idades exatas i e « + 1 e num dado horizonte temporal
(digamos num periodo anual), aproximamos ¢; pela [BM correspondente a mesma idade e no
mesmo periodo e podemos assim obter uma aproximacao de u (a propdsito das medidas das
estatisticas da mortalidade ver também [46] ou [57]). Na realidade, o desvio médio entre 1 e as
é bastante reduzido (estima-se que na ordem dos 10~?) na maior parte das idades (no periodo
em andlise, apenas aumenta a partir da idade 85). Na figura [1.3] ilustramos essa diferenga para a

idade 63 do sexo masculino.
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Figura 1.3: [[BM vs forga da mortalidade da idade 63 do sexo masculino, no periodo de 1940 a 2009
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1.2 Breve sintese da literatura e porque modelar a mortalidade

com equacoes diferenciais estocasticas

A evolugao futura da esperanca de vida € incerta, devido a fatores externos e a propria incerteza
na tendéncia evolutiva das taxas de mortalidade enquanto fenédmeno demografico. Desde o século
XIX, com os primeiros estudos de Gompertz, muito mudou na abordagem ao problema, que tem sido
amplamente estudado. Inicialmente, os modelos nao incorporavam incerteza - esta foi introduzida
através da construgdo de tabuas de mortalidade [58,[59], estudando uma geragdo ou coorte,
pelo que, apenas ao reconhecer-se essa necessidade foram desenvolvidos os primeiros modelos
estocasticos (ou probabilisticos), que surgiram sobretudo desde a década de 90 do século passado,
principalmente na perspetiva dos atuarios, economistas e banca de investimento [36]. Destes,
0 modelo de Lee-Carter, de 1992 [51], é sem dlvida o mais conhecido, com muitas aplicagoes
e variagoes (veja-se, por exemplo, [50], ou, do mesmo autor, um estudo do Life Office Mortality
Committee [52], em que se faz um balancgo de resultados da sua aplicacdo, ou ainda um outro [21]
sobre as projegoes da mortalidade em Portugal). Modelos paramétricos de séries temporais (como
o ilustrado em [2])), ou outros como os de Cairns-Blake-Dowd, de 2006, Renshaw-Haberman, de
2003 ou de 2006), Olivier-Smith (Olivier-Jeffery, de 2004 e Smith, de 2005), modelos polinomiais
ou de p-splines (a propdsito destes modelos, ver [18,/23]) sdo exemplos de modelos estocasticos,
todos eles procurando, para além do melhor ajustamento, sobretudo, as melhores previsdes. Estes
modelos, muito utilizados na analise longitudinal dos dados, sdo construidos a partir das leis da
mortalidade, sendo que a componente estocastica que determina a evolugdo dos parametros é
geralmente introduzida através de um termo que incorpora um processo estocastico (p-€J), cuja
modelagao ¢ feita frequentemente por técnicas de analise de séries temporais (veja-se, por exemplo,
as projecbes para a populacdao da Australia, a partir dos dados entre 1921 a 2004, usando uma
extensdo do modelo de Hyndman e Ullah, de 2007 [39], em [38]).

Com uma longa aplicagao no estudo do comportamento dos mercados financeiros, as
cujo modelo de Black-Scholes (anos 70 do século passado) veio impulsionar a investigacao e o
desenvolvimento de uma vasta teoria e aplicagcoes a outras areas da ciéncia, tém vindo a ser muito
utilizadas na modelagdo do crescimento de populagées (ver [8] e referéncias ai contidas e [25-28]).
Recentemente, comegaram a ser aplicados em Portugal modelos de [EDESs| variantes do modelo de
Ornstein-Uhlenbeck, que incorporam também um termo com uma componente aleatéria ambiental,
a dados demograficos, designadamente no estudo longitudinal da mortalidade ou construcédo de
tabuas de mortalidade dinamicas - veja-se, por exemplo, a sua utilizagdo na construgao de tabuas
de mortalidade prospetivas, aplicacées atuariais e cobertura do risco de longevidade [12,/13] ou,
no mesmo sentido, um estudo sobre tabelas dindmicas, aplicado as taxas de mortalidade de
Espanha [22]. Estes modelos permitem a introdugdo de aleatoriedade, que traduz os efeitos das
variacdes ambientais nos coeficientes (logo, sdo mais realisticos), sendo possivel, a partir da
solucdo da equagao, inferir sobre a sua distribuigdo de probabilidade. Das escassas referéncias

que encontramos na literatura acerca da utilizacéo de [EDEs| para modelar a mortalidade humana, e
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ainda que numa perspetiva do estudo de coortes, destacamos o recente modelo de Jevtic, Luciano
e Vigna, de 2013 [44], para uma superficie de mortalidade e com recurso a analise fatorial, também
o modelo de Park de 2008, em que, para obter a probabilidade de sobrevivéncia, se estima a forca
de mortalidade através de um processo de difusdo com saltos [69], € o0 modelo de Yashin et all, de
2007 [87], em que a mortalidade é funcéo de fatores de risco, que se alteram com a idade e que sao
traduzidos por uma[EDElcom processos de Wiener independentes.

Embora o conjunto de modelos em tempo discreto do tipo Lee-Carter, que incorporam geralmente
a componente estocastica num Unico termo, se revele bom no curto prazo (os parametros precisam
geralmente de ser reajustados para proje¢des a médio-longo prazo), os novos modelos de
em tempo continuo trazem vantagens adicionais, uma vez que associam a incerteza a dinamica
do processo. A sua construgao baseia-se nos modelos deterministicos de equacgdes diferenciais
ordinarias, incorporando o efeito da variabilidade ambiental na evolugao das taxas.

Os modelos de que nos propomos construir e aplicar sdo modelos que se pretendem
simples e flexiveis (embora com parametros diferenciados por idade). Admitindo que o sistema
demografico nao evolui de modo independente dos sistemas econémicos e ambientais [60], as taxas
de mortalidade tém assim flutuagoes estocasticas em funcao do “ambiente”, em sentido lato (como
ja referimos), acrescendo que, para além da aleatoriedade ambiental (ou sistematica), as
observadas tém também um erro amostral associado (aleatoriedade demografica), que ndo é objeto
de estudo nesta tese. Trata-se de um erro que, em termos relativos, é reduzido e por isso nao é
tratado, sendo que tem apenas alguma expressao nas idades mais avancadas (porque a “amostra”,
isto &, a populacao em risco, &€ menor).

Em abordagem anterior, ja referida [12], utilizaram-se modelos longitudinais de de modo
a explicar a evolucdo de uma coorte ficticia (idade e tempo a evoluir conjuntamente) e obtiveram-se
bons resultados para idades avangadas. Contudo, a abordagem longitudinal tem limitacées, pois,
a partida, ha que selecionar um periodo de tempo/ idade restrito, dado o comportamento muito
complexo da taxa de mortalidade com a idade quando se considera todo o arco da vida humana.
A nossa abordagem, transversal ao longo do tempo, pelo contrario, modela a evolugao da taxa de
mortalidade de uma certa idade (fixa ao longo do tempo), que tem um comportamento relativamente
regular.

Pelo exposto, como os dados mostram uma evolugdo dindmica das [TBMs| ao longo do tempo (e
ndao meramente amostral), faz sentido construir e aplicar modelos com uma componente ambiental
aleatéria, dai a utilizagdo de modelos de Acerca das potencialidades de utilizagdo destes
modelos, em que se procura explicar a variabilidade da mortalidade de uma forma simples e
credivel para fins de planeamento (por exemplo, pensées, poupangas, planos de salde ou seguros),
destaca-se o facto de podermos ainda converter posteriormente os resultados em termos de
grandezas derivadas como a esperanca de vida ou taxas de sobrevivéncia, variaveis aleatérias
também dependentes das condigbes ambientais, estudando problemas complementares ou afins

e introduzindo até variaveis explicativas exteriores ao sistema da mortalidade.
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1.3 Objetivos e organizacao da tese

Considerando a problematica que constituiu o ponto de partida para a investigacdo (conforme
exposto na secgdo [1.1), esta dissertagdo procura dar resposta a questdo: qual a tendéncia futura,
a curto/ médio prazo, de evolugdo das da populagdo humana, por idade e por sexo e, em
particular, como é que as previsdes dadas por modelos de se comportam, se considerarmos
o efeito de correlagbes nas entre sexos diferentes, para a mesma idade, e entre idades
diferentes, quer entre sexos diferentes, quer dentro do mesmo sexo. Na figura [T.4] sintetizamos

a abordagem metodol6gica que usamos para responder a problematica.
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Figura 1.4: Diagrama metodolégico

Esta dissertagdo € composta por 6 capitulos. No primeiro capitulo, apresentamos os aspetos
motivacionais que conduziram a identificacdo do problema e selecdo da metodologia e faz-se uma
breve revisao da literatura sobre modelos de mortalidade, de modo a enquadrar a tematica.

No segundo capitulo, fazemos uma breve exposicao conceptual e metodolégica acerca da teoria
das[EDEs| necesséria no desenvolvimento dos capitulos seguintes.

Os terceiro, quarto e quinto capitulos sao os capitulos centrais da tese e referem-se a modelagéao
das [TBMs| através de [EDEs| No capitulo 3, aplicamos modelos de [EDEs] univariados aos dados.
Faz-se o estudo analitico dos modelos apresentados e comparam-se os resultados obtidos através
do movimento browniano geométrico e do modelo de Gompertz estocastico (MGE) com

os obtidos por outros métodos de andlise transversal de dados, nomeadamente, baseados em

8 1. Introducao



métodos de regressdo nio linear (BNL) e modelos classicos de anélise de séries temporais,
concretamente, modelos autorregressivos integrados e de médias méveis (ARIMA), no sentido de
justificar a consisténcia e vantagens da metodologia.

No capitulo 4, apresentamos dois novos modelos bivariados de [EDEs| considerando que existe
uma estrutura de correlagao associada as taxas de mortalidade de sexos diferentes para a mesma
idade. Designamos por movimento browniano geométrico bidimensional 0 primeiro dos
modelos apresentados e por modelo de Gompertz estocastico bidimensional (MGEB) o segundo. Em
ambos os casos, aplica-se um modelo de [EDEs|e compara-se o0 modelo completo, com correlagao
entre os processos de Wiener unidimensionais relativos a cada sexo, com o modelo sem correlacéo.
A semelhanca do estudo para os modelos unidimensionais, comparamos ainda os resultados da
modelagdo das através dos modelos bivariados de (no caso, do [MBGB) com outros
modelos, designadamente modelos de vetores autorregressivos e de médias moveis (VARMA).

No capitulo 5, propomos um modelo multivariado de considerando que existe uma
estrutura de correlagdo, tendo em conta as dimensdes sexo e idade. Aplicamos o novo modelo
que designamos por movimento browniano geométrico multidimensional (MBGM) e em que
consideramos processos de Wiener correlacionados entre idades dentro de cada sexo e também
entre sexos diferentes. Comparam-se, neste caso, os resultados de diferentes versées do modelo
proposto.

Nos capitulos 3, 4 e 5, serdo tratados, com recurso a exemplos, 0os aspetos estatisticos de
selecdo dos modelos, estimacao e previsao, bem como os respetivos intervalos de confianga. Quanto
a calibragdo dos modelos de na estimacdo dos parametros sera utilizado o método de
méaxima verosimilhanca (MV). Considerando a validagdo dos modelos, para além da comparagéo
com modelos congéneres alternativos ou entre versdoes dos modelos, serdo usadas medidas de
avaliacdo de desempenho e o estudo da capacidade preditiva.

No capitulo 6, apresentamos um resumo das conclusdes desta dissertacao e fazemos algumas
consideragdes sobre o trabalho futuro.

Por ultimo, refira-se que, nao obstante se terem utilizado ocasionalmente varios programas de
computador para céalculo ou representacao grafica de dados e resultados, como 0 Mathematica,
O Maple, O IBM SPSS Statistics OU O Microsoft Office Excel, o trabalho de programacao
foi desenvolvido no programa estatistico R (disponivel, com acesso livre, em http://www.
r-project.org/). Ao longo dos capitulos, apresentamos, sempre que se justificar, algumas
caixas destacadas do texto com resultados da compilagdo do cddigo R. Os algoritmos originais
(ou excertos de algoritmos) escritos em puro cédigo R, dos modelos de sdo apresentados
em apéndices que seguem a ordenagao dos capitulos. Note-se que, pela sua extensao, salvo
casos pontuais, ndo apresentamos o cédigo relativo aos graficos (para o efeito, utilizamos,
entre outros, [56, |63] ou os portais http://www.statmethods.net/graphs/index.html e
http://research.stowers-institute.org/efg/R/). No apoio geral a programagao em R, usamos,
para além das referéncias em areas especificas que iremos mencionar ao longo dos capitulos, as

referéncias [1,/11},/89].
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2.1 Introducao

Apresentamos, de seguida, uma breve exposicdo de conceitos, propriedades e aspetos numéricos,
relativos a teoria das equagdes diferenciais estocasticas (EDEs). Todos estes topicos, alguns
dos quais baseados na teoria das probabilidades ou com origem na andlise matematica, estao
exaustivamente enunciados e demonstrados na bibliografia de referéncia, nomeadamente em
[3,/9,[12}[25]36}62}66/68L[81].

2.2 Processos estocasticos

A partida, consideramos que o fenémeno que vamos estudar ndo é puramente deterministico, pois
ao observar, no nosso caso, as séries temporais das [TBMs|e as suas variagdes ao longo do tempo,
constatamos que estas sofrem perturbacoes aleatérias que ndo conseguimos prever. As taxas de
mortalidade tém assim aquilo que designamos por um comportamento estocastico. Estes processos
podem ser modelados a custa de conjuntos de variaveis aleatérias que descrevam o sistema
em estudo em cada instante de tempo, ¢, com ¢t € T (normalmente, T = R* ou T = N, isto &,
em modo continuo ou discreto), e que dependem também do acaso, w, com w € , o conjunto de
todos os resultados possiveis para um acontecimento (ou evento aleatério) ou estados possiveis
da natureza (em sentido lato), suscetiveis de perturbar esse mesmo fenomeno. O nosso objetivo é
pois introduzir uma fonte de ruido num modelo de modo a captar ou a explicar melhor as oscilagoes
aleatérias de um dado processo ao longo do tempo. O fenémeno assim descrito, € que traduz a
evolugao temporal de um conjunto de {X(t)},c7> € um processo estocastico (p-€) indexado
por T, que designamos apenas por X (¢) como abreviatura de X (¢,w) para simplificar a notagao.
A partir de agora, assumimos 7" = [0, co[, logo o € em tempo continuo, e também a variavel
de estado é continua (pois a variavel pode mudar de valor em qualquer instante de tempo e pode
tomar qualquer valor real). Um indexado por T' € uma familia de variaveis aleatorias, todas elas
definidas sobre o0 mesmo espaco de probabilidade (2, 7, P), com P a medida de probabilidade e
F uma algebra-o sobre .

Existem varias classificacdes para os dependendo das caracteristicas das que 0s
definem, do conjunto T considerado e do proprio espaco de estados (). Refira-se, a este propésito,
que todos os que vamos usar neste estudo, bem como as solugdes das [EDEs| apresentadas,
podem ser considerados processos de difusdo e processos de Markov. O processo de Wiener (W (%)),
fundamental para a construgao de (pois pode traduzir o efeito acumulado das oscilagdes
ambientais sobre um dado fendmeno, até um certo instante ¢ considerado) € um processo de difusao
e um processo de Markov homogéneo.

Seja B um conjunto de Borel, tal que B € B, com B a algebra-c de Borel representando a mais
pequena algebra-o que contém os intervalos contidos em 7. X(¢) € um processo de Markov se,

para todo o0 s,t € T'com s < t € para qualquer conjunto de Borel B,

PIX(t) € B|X(u),0 < u < s] = PX(t) € B|X(s)].
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Esta propriedade, conhecida por propriedade de Markov, diz-nos que, conhecendo o valor
presente do processo, 0s seus valores futuros sdo independentes de valores passados. Se um

processo de Markov tiver probabilidades de transicao estacionarias (no tempo), isto €,
PX(t+71)eB|X(s+71)=1)]=P[X(t) € B|X(s) = )],

diz-se um processo de Markov homogéneo.
Um[p-e] X (t) com momentos de segunda ordem designa-se processo de difusao se se verifica a
propriedade de Markov e se, adicionalmente, apresenta quase certamente (q.c.) trajetérias continuas

e existem, parae > 0, z € R e s € [0, d], com convergéncias uniformes, os limites

1
lim —P,,[|X(s+A)—z|>¢ =0,
A—0 '

+ A
) X(s+A)—x]
AILI%+ Es, {A } = a(s, )
e
: (X(s+4)—=)?] _
Alg{)IJr B [ A = bls, ),

onde P, , € a probabilidade condicional a X(s) = x e E;, representa a esperanga matematica
condicional a X (s) = . A definicdo pode ser generalizada para processos de segunda ordem.

A a(s,z) e b(s,x), que correspondem, respetivamente, aos momentos infinitesimais de primeira e
segunda ordem, chamam-se coeficiente de tendéncia ou média infinitesimal e coeficiente de difusao
ou variancia infinitesimal. Se esses coeficientes ndo dependerem de ¢, o processo de difusdo diz-se
homogéneo.

Um processo de Wiener (ou processo de Wiener padrao), [V (¢)l € um processo de difusdo

homogéneo que verifica as propriedades:
e W(0)=0gq.c;

e 0s incrementos AW (t) = W(t) — W(s) (com s < t) ttm uma distribuicdo normal com média

zero e variancia t — s;

e osincrementos W(t;) — Wi(s;) (comi=1,...,ne0<s; <t; <sg<ta<...<8p_1 <tp_1 <

sn < tp), em intervalos de tempo nao sobrepostos, sao independentes.

Note-se que W (¢) tem distribuicdo normal com média zero e variancia ¢, isto &, W(t) —~
N(0,t), pois W(t) = W(t) — W(0) é o incremento no intervalo [0,¢]. Também se verifica que
Cov[W(s), W(¢t)] = E[W (s)W (t)] = min(s,t).

2.3 Equacoes diferenciais estocasticas

Normalmente, obtemos uma equacao diferencial estocastica, [EDE| a partir de uma equacéo
diferencial deterministica a que adicionamos um termo de ruido com o objetivo de descrever as

flutuagdes aleatdrias que afetam o fendmeno em estudo. Admitindo que o valor acumulado até ao
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instante ¢ dessas flutuagdes aleatérias pode ser descrito por um processo de Wiener padrao, [W ()]

a[EDEltoma a forma diferencial
AX(t) = f(t, X ())dt + g(t, X (£))dW (1), (2.1)

com condigao inicial X (0) = X, que supomos ser uma al independente de [W (¢), onde f e g séo
fungdes reais. Uma solugdo X (t) = X (¢t,w) da equagao (2.1) € um que verifique a equacao
integral

X(t) =X(0) +/O f(&X(s))ds—i—/O g(s, X(s))dW (s), (2.2)

mais explicitamente

X(t,w)=X(0,w) +/0 f(s,X(s,w))ds—f—/O 9(s, X (s,w))dW (s,w),

com os integrais definidos como iremos descrever a seguir.

Seja F(s,w) = f(s, X (s,w)) € G(s,w) = g(s, X (s,w)). O integral fot F(s,w)ds pode considerar-se,
para cada w fixo, um integral de Riemann. Ja o integral fot G(s,w)dW (s,w) ndo pode ser definido
como um integral de Riemann-Stieltjes pois diferentes somas de Riemann-Stieltjes convergem para
limites diferentes. Trabalhamos com fungdes G(s,w) nao-antecipativas com norma L? finita, isto é,
(11Gl]2)? = E[fot |G(s,w)[?ds] < +oo. A fungdo G(s,w) diz-se ndo-antecipativa se for conjuntamente
mensuravel em s e w e for independente dos incrementos futuros dos processos de Wiener. Para
G € L? usamos o integral de Itd, que se define como o limite em média quadratica das somas de

Riemann-Stieltjes, isto €,

n

LMoo Z G(te—1)(W (tx) — W (tg—1)),
k=1

onde 0 = to, < t1n < ... < tpn =1t = 1,2,...) sdo decomposi¢des do intervalo [0,¢] cujo
didmetro tende para 0 quando n — +o0. Note-se que as somas de Riemann-Stieltjes utilizam como
ponto intermédio o ponto inicial de cada intervalo da decomposicao. Outras escolhas de pontos
intermédios dariam outros tipos de integral, mas a escolha feita (ndo antecipativa), que conduz ao
integral de It6, tem a vantagem de produzir propriedades bastante interessantes do integral. Esta
definicao pode estender-se a classe das fungdes G nao antecipativas tais que fot |G(s)]?ds < +o0
q.c..

O grande impulsionador, quer para as definicbes, quer para 0 que se passou a designar por
calculo estocastico, foi Kiyoshi 1t6, matematico japonés que desenvolveu nos anos 40 do século
passado as bases para a teoria das

Identificando fungdes quase iguais, L? é um espago de Hilbert. Das propriedades dos integrais
estocasticos, destacamos as seguintes, considerando o intervalo de integragao [0,¢], a,b € R e
G,G1,Gy € L

o [y dW(s)=W(t)—W(0);
o [J(aG1(5) + bGa(s))dW (s) = a [ G1(s)dAW () + b [ Ga(s)dW (s);

o E[f) G(s)dW (s)] = 0;
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o B[(f; G(s)dW (s))?] = E[f, G*(s)dt];
o E[fy G1(s)dW (s) [} Ga(s)dW (s)] = E[fy G1(s)Ga(s)d].

Voltando a (2.2), caso f e g satisfagam as propriedades adequadas (ver, por exemplo, [9]), a
solugéo existe e é Unica e é um processo de difusdo com coeficiente de tendéncia a(s,z) = f(s,z) e
coeficiente de difuséo b(s, z) = ¢%(s,z). Quando f e g ndo dependem do tempo, como sucede neste

trabalho, a [EDE| diz-se auténoma e a sua solugéo € uma difuséo de It6.

2.4 Formula de Ito

Um processo X (t),

t t
X(t,w)=X(0,w)+ / F(s,w)ds + / G(s,w)dW (s,w), (2.3)
0 0
com X(0) = X, independente de [W (t)|e F e G mensuraveis em s e w, que verifiquem, g.c., as
propriedades: .
/ G?(s)ds < 400
0
e

¢
/ |F'(s)|ds < 400,
0

diz-se um processo de Ito.

Seja X (t) um processo de It6. Se Y (t) = h(t,X(t)), com h(t,z) de classe C'? (isto é, com
derivada parcial de primeira ordem continua em ¢ e derivada parcial de segunda ordem continua em
x), entdo Y (t) = Y (¢,w) € ainda um processo de It6. A formula de It (que se refere a regra de

diferenciagdo de uma fungdo composta ou regra da cadeia), pode ser dada, relativamente a Y (¢), na

forma
_ Ot X(t) | Oh(t, X (1) 19°h(t, X (1) )
dY (t) = 5 dt + o dX(t) + 3 52 (dX(t))=, (2.4)
usando-se, no terceiro termo, as igualdades
dtdt = 0
dtdW(t) = dW(t)dt=0
dW(t)dw(t) = dt.

2.5 Exemplo: a lei de Gompertz

Se atendermos ao nosso objeto de estudo, um exemplo de modelo deterministico, que pode traduzir
a lei de Gompertz para a mortalidade, pode ser dado por

dX(t) a
= bX (t) In (X(t)) : (2.5)
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com X (t) a taxa de mortalidade (que varia com o tempo) dos individuos de uma certa idade e sexo
(que por agora assumimos como fixos), onde a representa a taxa de mortalidade assintética e b €
uma taxa de aproximagao ao regime assintotico.

Por comodidade de calculo, usamos Y (t) = In(X(¢)) e A = In(a) e obtemos a equagao,

equivalente a equacéao (2.5)
4y (1)
dt
Para obter o modelo de Gompertz estocéastico (MGE), introduzimos, em (2.6), uma fonte de

ruido, ¢(t), onde €(t) = 1 & o ruido branco padrdo. O processo de Wiener reflete o

= —b(A-Y(t)). (2.6)

efeito acumulado das perturbagdes “ambientais” sobre o fenémeno da mortalidade, até um certo
instante ¢ considerado e o coeficiente o mede a intensidade da variabilidade ambiental resultante
das perturbacdes aleatérias que afetam a variavel Y em torno da sua tendéncia dinamica. Obtemos

assim a[EDE|auténoma
dY (t)
dt
com o valor inicial, Y (0) = yo, suposto conhecido.

= —b(A-Y(t)) + oe(t), (2.7)

Em vez de escrevermos a equagao (2.7) com recurso a derivada, no sentido das fungdes

generalizadas, de [V (¢)l também se pode escrever usando a notagdo mais usual
dY (t) = =b(Y (t) — A)dt + odW (). (2.8)

Considerando a forma genérica de [EDE] apresentada em (neste caso para um Y (%)),
flty)=—bly—A)eg(t,y) =o.

Seja Z(t) = exp{bt}(Y (t) — A). A solucédo da equagao (que vamos usar na subsecgao
e cuja resolucao apresentamos, neste ponto, a titulo ilustrativo), obtém-se aplicando a férmula de It6,
2.4), a h(t,y) = exp{bt}(y — A) e notando que Z(t) = h(t,Y (t)). Vem

dZ(t) bexp{bt}(Y (t) — A)dt + exp{bt}dY (t) + %O(dY(t))z

bexp{bt} (Y (t) — A)dt + exp{bt}(-b(Y (t) — A)dt + o exp{bt}dW (¢))

= oexp{bt}dW(t)).
Integrando, no intervalo [0, ¢], vem
t t
/ dZ(s) = / o exp{bs}dW (s),
0 0
donde \
Z(t)=Z(0)+ O'/ exp{bs}dW (s).
0
Invertendo a transformacéo Z(t) = exp{bt}(Y (t) — A), vem entao

exp{bt}(Y(t) = A) =yo— A+ 0 / exp{bs}diV(s),

pelo que .
Y(t) = A+ (yo — A) exp{—bt} + Uexp{—bt}/o exp{bs}dW (s).
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Dado que a fungao integranda é deterministica, fot exp{bs}dW (s) tem distribuicdo normal com

média 0 e variancia fot(exp{bs})gds, isto &,

N <O,/0t(exp{bs})2ds> =N <0, ;—Z(l exp{2bt})> ;

pelo que ,
Y(it) ~N <A + (yo — A) exp{—bt}, ;—b(l — exp {th})) .

De Y (t) = In X (¢) resulta que, a solugdo para X (t) & dada pela expressao,

X(t) =exp {A + (Inzg — A) exp{—bt} + Uexp{—bt}/o exp{bs}dW(s)} .

Obviamente que, como Y (¢) = In X (¢) tem distribuicdo normal, X (¢) tem distribuicdo log-normal.

2.5 Exemplo: a lei de Gompertz
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3.1 Introducao

Na andlise transversal da mortalidade humana, consideramos que ha que ter em conta as flutuaces
aleatérias das condigdes ambientais, pelo que utilizamos [EDEs|para modelar as[TBMs|da populagédo
portuguesa.

A partir da andlise meramente preliminar das séries temporais das no sentido de se
encontrarem os primeiros resultados para viabilizar o plano de tese, constatdmos que modelos
relativamente simples - com dois ou trés parametros - permitem obter ja resultados promissores (que,
inclusive, captam a variabilidade das séries nas idades mais avancadas - geralmente mais dificeis
de modelar - e permitem fazer previsdes); no caso, ajustdmos varios modelos unidimensionais,
por idade e por sexo. De seguida, apresentamos a aplicagao as do movimento browniano
geométrico e do modelo de Gompertz estocastico (MGE).

Por ser uma abordagem inovadora, para inferir acerca da adequabilidade dos modelos de
a este tipo de dados, os resultados serao comparados com outros modelos, que em termos
metodologicos sao também potencialmente adequados, nomeadamente modelos de regressao nao

linear (BENL) e modelos para séries temporais do tipo [ARIMAL

3.2 Movimento browniano geomeétrico

O movimento browniano geométrico (MBG) é um processo habitualmente utilizado para modelar
precos de agbes e outras variaveis econémicas. Este é a solugao da [EDEl conhecida como modelo
de Black-Scholes, também designada equagao de difusdo de Black-Scholes (com coeficientes de
tendéncia e difusdo proporcionais a variavel de estado, sendo os coeficientes de proporcionalidade

aqui designados, respetivamente, i e o), dada por
dX(t) = pX(t)dt + o X (t)dW (1), (3.1)

como > 0.
Neste caso, X = X (t) pode ser o prego de ativos, mas esta formula tem multiplas aplicagoes, nao
s6 a produtos derivados dos mercados financeiros como também no crescimento de populagoes [14].

Usando a condi¢&o inicial X (0) =z, > 0, a sua solugao, X (t), & como veremos, 0 [p.€]

1
X(t) = g exp { <u - 202> t+ UW(t)} , (3.2)
conhecido por[MBG

Consideremos que as da populagdo portuguesa seguem também um e tomemos
como ponto de partida para a modelagao a equagéao (3.7) ou a sua solugéo (3.2). A este propdsito,
note-se que, de facto, qundo observamos as séries parece haver uma tendéncia exponencial

decrescente das ao longo do tempo.

20 3. Modelos univariados de EDEs para taxas de mortalidade



3.21 O MBG

Seja X, (t) allBM dos individuos de uma certa idade i (i = 1,...,100) e sexo j (j = 1 para o feminino;
j = 2 para o masculino), no instante ¢, com k = i + 100(5 — 1) para abranger todas as idades do
arco da vida e de ambos os sexos. Para simplificar a notagao, usamos ao longo de toda a secgao
simplesmente X (¢t) em vez de X(t), aplicando o modelo a cada idade e por sexo. Suponhamos
conhecida a condigdo inicial X (t) = z¢. Fazemos Y (t) = h(t, X (t)) = In(X(t)/z0), com X (t) como
em @:2). h(t,z) = In(xz/z0) € uma funglo estritamente crescente de classe C? em z e podemos
aplicar a férmula de 1t6 da secgao [2.5] obtendo a[EDE]

dY (t) = Rdt + cdW (t) (3.3)

com Y (0) = 0, onde R = . — 0% /2. Note-se que, como convencionamos usar X (t) em vez de Xj(t),
0 mesmo se aplica aos parametros do modelo, que podiamos escrever como Ry, € oy, representando
Ry, a taxa média de crescimento de Y (t) e o 0 efeito das flutuagbes ambientais na dinamica da
mortalidade.

A solugéo da equagéo (3.3), para cada idade e sexo, no instante ¢, é dada por
Y(t) = Rt + oW (t), (3.4)
com distribuicdo marginal normal, com média Rt e variancia o>t, isto é,
Y (t) ~ N(Rt,o?t), (3.5)

donde X (t) tem distribuicao log-normal com valor esperado E[X(¢)] = Xpexp{ut}. Podemos

escrever (3.4) na escala original, tal que
X(t) =zoexp{Rt + oW (t)}.
Note-se que a equacao (3.3) é uma[EDEl autonoma e que a sua solugéo (3.4) é uma difusdo de

It6 e um processo de difusdo homogéneo com coeficientes de tendéncia R e de difusdo o2.

3.2.2 Estimacao

De (3.5) resulta que a fungao densidade de probabilidade (f.d.p), f(¢,v), de Y (¢) é dada por

fty) =

1
V2Vt
comV = g2.

Sejamt, =ty+n (n=0,1,2,...,N) 0s anos em que as foram observadas, para cada idade

e por sexo (neste caso, todas as séries ttm a mesma dimenséo). Consideramos que Y (tg) =0 e
Y(tn) = Y(tnfl) + R(tn - tnfl) + U(W(tn) - W(tnfl)% (36)

pelo que, condicionado a Y (¢,—1), Y (¢,,) tem distribuicdo normal com média Y (¢,,—1) + R(tn, — tn—1)

e variancia V (¢, — t,—1) (uma vez que Y (¢,—1) € independente de W (¢,,) — W (t,,—1)).
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Logo, a[f.d.p]de transicéo de Y (¢) entre ¢, e t,, € dada por

1 1 (Y(tn) - Y(tn—l) - R(tn - tn—l))2
- exp {— } . (3.7)

2 V(tn —tn_1)
Note-se que R e V sao, respetivamente, a média e a variancia das séries dos logaritmos dos
retornos das In(X(t,)/X (tn_1)) = Y(t,) — Y(tn_1). O vetor de parametros p = (R, V) pode
ser estimado por méaxima verosimilhanga (MV). Por Y () ser um processo de Markov, a fungao de

f(Y(tn)|Y(tn—1)) =

log-verosimilhanga, £, dadas as observagdes Y (¢1), ..., Y (tx), pode escrever-se como
N
LY (), Y () = Y (Y (E)Y (tn))
n=1
N

1 oX (Y(tn) — Y(tno1) — Rty — tn_1))?
2 2 V(tn —tn_1) '

(3.8)

Podemos obter as expressdes explicitas dos estimadores de [MV| dos parametros (ver [70]),

resolvendo o sistema de equagdes

9L(y;p) o =0

OR 'RV

(3.9)

OL(y; p) o =0

oV RV

Obtemos, para t,, — t,—1 constantes,
~ Y
7o Y(n)
tn

N ~
i _ 1 (Y(tn) - Y(tnfl) - R(tn - tnfl))2
V= N; tn_tn—l .

Como, no caso da aplicagdo as da populagao portuguesa, todas as séries sao anuais,
acima fica ¢, — t,—1 = 1, 0 que simplifica bastante a computag&o (ver codigo no apéndice [B). Esta
simplificacdo é valida para todos os modelos aplicados a este conjunto de dados e expostos nas
secgoes e capitulos seguintes.

Para obter os intervalos de confianca, ZC, para os parametros, podemos considerar as

propriedades assintoticas da estimacgao por[MVL A matriz de informacao de Fisher, F, é dada por

8L 8L
- [832} —-E [m} ty g
F = =
9L 9L N
-k {m} —E [W} 0 =

Por sua vez, a variancia de cada um dos elementos de p é dada pelos valores da diagonal
da inversa da matriz F. Para cada parametro p podemos assim obter uma aproximagao dos
limites de um intervalo de confianga com um nivel de confianga 1 — a, ZC(1_a)x100%, através de
PE 21_a)2 @@]’ onde @ﬂ[ﬁ] representa a variancia de p com os parametros substituidos pelos

seus estimadores de MVl Mais concretamente, os respetivos ZC assintéticos, para R e V, sdo dados

~ [V
IC(1—ayx100%(R) = R £ 21_q/2 N
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. [ 2172
IC1—ayx100%(V) =V £ 21_ay2 N

onde z, € o quantil de ordem ¢ da distribui¢do normal padréo.
Neste caso, podemos também calcular os intervalos de confianga exatos, ZC{; _,)x100%, Usando

as distribuicdes exatas, como em [10]. Com efeito,

~ N -1ty

R—R)\|——— = —~ 1IN

(R R\ =5 ~ v

NV,
% XN-1>

onde ty_; representa a distribuicdo t de Student e x3._, a distribuigdo qui-quadrado, em ambos os

casos com N — 1 graus de liberdade. Logo, os intervalos de confianca exatos sao dados por

N

IC(i_ayx100%(R) = REt1_aon—1 N =1

=

NV NV

2 iy
X1—a/2;N-1 Xa/2;N-1

ICh—ayx100%(V) =

)

onde t,n_1 representa o quantil de ordem ¢ da distribuigdo t de Student e Xg;N—l os quantis de
ordem ¢ da distribuicdo qui-quadrado, em ambos os casos, com N — 1 graus de liberdade.
Se tivermos observagées até um certo instante ¢, com Y (tx) = vz, , € quisermos obter previsdes

para um certo instante ¢ > ty, considerando que Y (¢) € um processo de Markov, temos
EY (@Y (t1),....Y(tn)] = E[Y ()Y (tn)].

De (3.7), vem
Y)Y (tn) ~ N(Y(tn) + R(t —tn), V(t —tw)).

Podemos usar para previsdes a longo prazo (LP), em cada idade, para t > ty,
Y(t) = EY )Y (tn) = yen] = vy + Bt — tn), (3.10)

onde E representa o valor aproximado da esperanca matematica, pois, como ndo conhecemos o
valor exato de R, substituimo-lo pelo do seu estimador de [MV] R.

As previsdes passo-a-passo (PP) sao estimadas da mesma forma que em (3.10), mas atualizando
t e a Ultima observacao, bem como as estimativas dos parametros, cada vez que se progride um
passo no tempo (no nosso caso, um ano). No apéndice [B|apresentamos o cédigo R correspondente
a todo o processo de modelagao.

Finalmente, podemos recorrer a técnica de simulacao para obter a distribuicao aproximada dos
erros de previsdo Y (t) — Y () e intervalos de confianga de previsao. De conhecemos a média e
avarianciade Y (¢,)|Y (t._1) = v, _,. Usamos, para cada idade e por sexo, as estimativas de [MV|de

p e simulamos um numero suficientemente elevado de réplicas (trajetérias) Y*(t), digamos r (neste
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caso, usamos r = 1000). Deste modo, obtemos até um certo ano ¢ as estimativas de[MV| para cada
uma das r réplicas simuladas, um novo vetor de parametros, p°®, as previsdes f“(t) (parat > ty), 0s
erros de previsao Y*(¢) — Y*(¢), bem como a média e a variancia empiricas destes no conjunto das
r réplicas, para estimar a média e variancia do erro de previsao.

Designemos por M, e V; as respetivas médias e variancias empiricas. Seja Y (t) a previsao inicial
no instante ¢. Podemos obter uma aproximagao dos limites do ZC 1 _)x100%, Para uma certa idade e

sexo considerados, através de
Y(t) = My £ 2102V Vi (3.11)

3.2.3 Resultados

Ajustamos o aos dados da mortalidade da populagdao portuguesa, para cada uma das
idades selecionadas do arco da vida (0 a 99 anos) e por sexo. Para o efeito, usamos a variavel
Y (t) = In(X(t)/20), com X (t) cada uma das séries temporais das [TBMs|

Nas figuras[3.1]e[3.2] representam-se as estimativas dos parametros do modelo, respetivamente
R eV, estimados para todas as idades e por sexo, bem como os intervalos de confianga, ZC, que
Ilhes estdo associados. Se considerarmos o “comportamento” dos parametros estimados com a
idade, constatamos que, relativamente a R, existe uma ligeira tendéncia crescente, mais notéria até
as primeiras idades adultas, crescendo muito lentamente depois da idade 20.

Se considerarmos a evolugao do “comportamento” dos parametros estimados por sexo, fixando
cada idade, constatamos que, se os valores de R sdo bastante semelhantes, ja os valores de V
apresentam um padrao diferente nas primeiras idades, com mais oscilagcbes (mais notério entre as
idades 18 a 30), e também nas Ultimas (depois da idade 95, sobretudo no caso do sexo masculino).

Quanto aos ZC, estimamos os intervalos assint6ticos, mas como, neste caso, € também possivel
estimar os intervalos exatos, apresentamos os resultados obtidos pelas duas vias para um grau de

confianga de 95%, respetivamente, ZCys9 € ZCgsq; -

R

0.00
| |

R

0.00
| |

-0.10
-0.10

Idade Idade

Figura 3.1: Estimativas de R do[MBG| com ZC§;., (a verde) e ZCos¢ (a castanho), por idade e por sexo

(feminino, a esquerda e masculino, a direita)
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Figura 3.2: Estimativas de V do[MBG|com ZC$;, (a verde) e ZCys9 (a castanho), por idade e por sexo

(feminino, a esquerda e masculino, a direita)

Para ambos os parametros, os ZC assintoticos e exatos estimados pouco diferem e nao
ha vantagens significativas na utilizacdo dos intervalos exatos (nas figuras anteriores, as duas
representacdes quase que se sobrepdem). As amplitudes dos ZC de R e V sdo aproximadamente
proporcionais a 'V e a V, o que determina a maior amplitude dos ZC de R comparativamente aos de
V. No caso do parametro R, destaca-se ainda a enorme amplitude dos limites dos ZC depois da idade
95 do sexo masculino. Nas caixas [3.1]e[3.2] respetivamente para R e V, mostramos as estimativas

dos parametros bem como os ZC associados para as primeiras dez idades do sexo masculino.

Caixa 3.1 [MBGI estimativas do parametro R e respetivos ZCys9, (IC, assintéticos; ICe, exatos) para

as idades 0 a 9 do sexo masculino

> IC.R.M <- cbind(lim.inf.assin.R,lim.inf.exa.R,R,lim.sup.exa.R,lim.sup.assin.R)
> IC.R.M[1:10]
lim inf IC lim inf ICe R 1lim sup ICe 1lim sup IC
[1,]1 -0.07477691 -0.07543025 -0.05303565 -0.0306410552 -0.031294396
[2,] -0.11079548 -0.11198164 -0.07132691 -0.0306722732 -0.031858333
[3,] -0.10707953 -0.10844656 -0.06158875 -0.0147309436 -0.016097975
[4,] -0.09752380 -0.09882547 -0.05420811 -0.0095907419 -0.010892410
[5,]1 -0.08725503 -0.08838646 -0.04960430 -0.0108221420 -0.011953574
[6,]1 -0.09341776 -0.09480346 -0.04730588
[7,]1 -0.08554126 -0.08687276 -0.04123296

0.0001917078 -0.001193988

0.0044068362 0.003075339

[8,] -0.09564886 -0.09727390 -0.04157253 0.0141288373 0.012503804
[9,]1 -0.09922982 -0.10103133 -0.03928069 0 0
[10,] -0.07888325 -0.08030825 -0.03146344 0 0

.0224699437 .020668429

.0173813742 .015956374

Os resultados dos ajustamentos e previsdes foram revertidos para a escala original, X (¢), das
[TBMs|, em vez de Y (¢). Na figura ilustramos uma concretizagao do ajustamento (fazendo o = 0
em e substituindo os parametros pelos seus estimadores de [MV) e previsbes, neste caso, para
a idade 8 do sexo masculino.
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Caixa 3.2[MBGL estimativas do parametro V' e respetivos ZCys¢ (/C, assintéticos; ICe, exatos) para

as idades 0 a 9 do sexo masculino

> IC.V.M <- cbind(lim.inf.assin.V,lim.inf.exa.V,V,1lim.sup.exa.V,lim.sup.assin.V)

> IC.V.M[1:10]

lim inf IC lim inf ICe v lim sup ICe 1lim sup IC
[1,] 0.004639824 0.005292021 0.00725954 0.01102663 0.009879255
[2,] 0.015290974 0.017440350 0.02392449 0.03633928 0.032558010
[3,] 0.020313230 0.023168559 0.03178239 0.04827476 0.043251550
[4,] 0.018417171 0.021005980 0.02881579 0.04376874 0.039214403
[5,] 0.013914867 0.015870811 0.02177141 0.03306893 0.029627961
[6,] 0.020871713 0.023805546 0.03265620 0.04960200 0.044440690
[7,] 0.019270920 0.021979737 0.03015158 0.04579769 0.041032233
[8,] 0.028704288 0.032739107 0.04491117 0.06821626 0.061118049
[9,] 0.035277513 0.040236297 0.05519574 0.08383765 0.075113959
[10,] 0.022072521 0.025175145 0.03453500 0.05245574 0.046997487
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Figura 3.3: Ajustamento do[MBGl com previsdes a[LPl (25 anos: de 2000 a 2024) para a idade 8 do sexo
masculino (em cima); previsdes, no periodo de 2000 a 2009, [PPle allPlcom ZCgs¢, assintdticos

(respetivamente, a esquerda e a direita, em baixo)

No caso das previsdes a [[P| representamos também, na figura anterior, os ZC associados,
obtidos por simulagao (usando a expressao (3.11)). Recordemos que usdmos para o ajustamento

os dados de 1940 a 1999, reservando os de 2000 a 2009 para a previsdo. Note-se que optamos
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por representar também esses valores na figura conjunta do ajustamento e previsdes (precisamente
a direita da barra vertical cinzenta que marca o inicio do periodo de previsdes), pois traduzem uma
informacao adicional a estimativa do erro, que resulta da comparagao entre a sua tendéncia e a das
previsdes.

Na figura mostramos as 1000 réplicas das simulagbes realizadas para obter os ZC das

previsdes para a idade 8 do sexo masculino (ilustrada no exemplo da figura|3.3).

Séries simuladas (em escala logaritmica)

10

—— Observadas

TBM
0
|

-10

I I I I I I I I
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Ano

Figura 3.4: 1000 réplicas simuladas (de 1940 a 2009) da[TBM pelo para a idade 8 do sexo masculino

De um modo geral, os resultados da aplicagdo do modelo sdo bastante satisfatérios. O
ajusta-se bem aos dados e fornece “boas” previsdes. Na caixa[3.3} mostramos as previsdes (obtidas
usando (3.70)) alLP} para o periodo de 2000 a 2009, para a idade 8 de ambos os sexos, antecedidas
pelos valores das[TBMs|observadas, de modo a melhor enquadrar a ordem de grandeza. Para medir

a "bondade”do ajustamento, usamos como critério quantitativo o erro quadratico médio (EQM).

Caixa 3.3 [MBGl previsdes a[LPl para o periodo 2000 a 2009, das da idade 8 de ambos os

Sexos

> tx.prev.MBG <- cbind(Taxas.F[60:70,9],Prev.F[,9],Taxas.M[60:70,9],Prev.M[,9])

Observ.F prevLP.F Observ.M prevLP.M

[1,]1 0.000165 0.000227 0.000193 0.000267
[2,]1 0.000207 0.000158 0.000235 0.000184
[3,]1 0.000156 0.000199 0.000148 0.000226
[4,] 0.000156 0.000149 0.000295 0.000141
[5,]1 0.000077 0.000150 0.000219 0.000284
[6,]1 0.000134 0.000073 0.000203 0.000210
[7,]1 0.000154 0.000128 0.000129 0.000195
[8,]1 0.000037 0.000148 0.000178 0.000123
[9,] 0.000092 0.000035 0.000212 0.000171
[10,] 0.000149 0.000088 0.000176 0.000204
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Analisando globalmente os resultados, quer o ajustamento, quer as previsdes sao melhores

(segundo os critérios anteriores) para as séries de dados relativos ao sexo feminino. Nas figuras

e[3.6]ilustramos os respetivos
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Figura 3.5: EQM|do ajustamento do [MBGl as , por idade e por sexo (em cima, representagao para todas

as idades; em baixo, ampliagao por grupos de idades)
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Figura 3.6: [EQM|das previsdes alLPldas ‘ para o periodo 2000 a 2009, do[MBGI por idade e por sexo

(em cima, representagdo para todas as idades; em baixo, ampliagado por grupos de idades)
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A diferenca no desempenho dos modelos entre sexos € mais notéria entre as idades 18 e 45

(corresponde a um conjunto de idades em que, ao longo do tempo, o padrdao de mortalidade do sexo

masculino sofre uma inflexao relativamente a proeminente tendéncia decrescente geral). Também

a partir da idade 91, em ambos 0s sexos, contudo mais expressivo no masculino, 0 modelo nao

consegue captar a variabilidade das séries e obter um bom ajustamento, dai o0 expressivo aumento
do[EQMiilustrado na figura[3.5] No entanto, e apesar do[EQM|das previsdes ser também elevado nas

idades mais avangadas relativamente as restantes (ver figura[3.6), o modelo consegue ainda assim,

nessas idades, fornecer algumas previsdes a considerar, ja que tendem fortemente para as médias

das séries (veja-se a ilustragao de dois casos particulares que correspondem a esta descrigdo na

figura[3.7).
7 Ajustamento/Previsdes LP
3 —— Observadas
S
[S)
= _
E g
[ S
[S)
o \
S
S
S \ T T \ T
1940 1960 1980 2000
Ano

TBM

7 Ajustamento/Previsdes LP
© —— Observadas
® -
3 L
3
o ]
© \ T T T

1940 1960 1980 2000

Ano

Figura 3.7: Ajustamento do[MBGlcom previsoes alLPl (de 2000 a 2009) para as idades 29 (a esquerda) e 98 (a

direita) do sexo masculino

Na caixa [3.4) mostramos os valores dos para o ajustamento, previsdes a [Pl e [PPl das

[TBMs], no periodo de 2000 a 2009, das idades 0 a 9 de ambos os sexos.

Caixa 3.4 [MBGI do ajustamento as e das previsdes [PP| e alLP| para o periodo 2000 a
2009, das[TBMs|das idades 0 a 9 de ambos os sexos

> EQM.

[1,]
[2,]
[3,1
[4,]
[5,]1
[6,]
(7.1
[8,]
[9,]1
[10,]

M

BG

EQM.ajust.F EQM.ajust.M

.093210e-04
.446729e-05
.792582e-06
.337624e-07
.138975e-07
.623475e-07
.205340e-07
.450619e-08
.871227e-08
.355684e-08

6.366660e-04
3.563518e-05
6.213509e-06
1.125694e-06
2.521653e-07
ilg
7
4
4
6

534057e-07

.478043e-08
.341852e-08
.294925e-08
.032932e-08

EQM.prevLP.F

1.584287e-07
6.340558e-09
1.239100e-08
5.920429e-09
1.105865e-08
8.
1
4
4
1

391448e-09

.782075e-09
.104093e-09
.633425e-09
.897361e-09

EQM.prevLP.M

3
7
5
6
4.
4
1
2
2
1

.282315e-07
.015487e-09
.307098e-09
.618440e-09

102888e-09

.006402e-09
.023516e-08
.394581e-09
.480245e-09
.043273e-08

EQM.prevPP.F

2.618232e-07
1.795989e-08
1.215987e-08
1.314745e-08
4.835788e-09
5.
3
5
3
4

014393e-09

.510684e-09
.108838e-09
.372764e-09
.630891e-09

EQM.prevPP.M

2.738289e-07
1.443912e-08
1.140113e-08
2.355860e-09
3.271105e-09
5.
7
3
4
4

891796e-09

.638037e-09
.254216e-09
.723781e-09
.180100e-09
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Parecendo-nos adequado o para modelar, como ponto de partida, este tipo de dados e
tendo obtido resultados que consideramos satisfatorios, mostramos, na sec¢do seguinte, a aplicagao
de um outro modelo de [EDEs] o modelo de Gompertz estocastico (MGE). No final do capitulo,

comparamos o desempenho dos dois modelos entre si e também com modelos alternativos.

3.3 Modelo de Gompertz estocastico

O modelo deterministico monomolecular (do inicio do século XIX), inicialmente proposto para
descrever uma reagao quimica irreversivel de primeira ordem, também conhecido por modelo de

Mitscherlich na area da nutricdo das plantas e fertilizacdo dos solos, pode ser enunciado por

dy (t)
— =hA-Y () (3.12)

e tem como solugao, admitindo Y (¢y) = yo conhecido,
Y(t)=A— (A—yo)exp{—b(t —to)}.

No caso das plantas, considera-se que a evolugao da taxa de crescimento ao longo do tempo,
dY (t)/dt, onde vamos supor que Y (t) é uma medida de biomassa, proporcional a diferenga entre
uma biomassa maxima ou assintética e a biomassa entretanto formada, com b a constante de
proporcionalidade. Se quisermos, o modelo em pode ainda ser escrito de uma forma mais

geral pondo £ — p(a¢ — y(t)) (nos exemplos que se seguem, usamos sempre ¢ = 1).

Este modelo esta na origem de outros, que podem obter-se através de transformacgoes, usando
uma variavel Y (t) = h(X(t)), em que h € uma fungdo monétona de classe C'. Um exemplo, é o
modelo de Gompertz deterministico, que se pode escrever na forma

w = b(In(a) — In(X(t))), (3.13)
e que se reduz a (3.12), pondo Y (t) = h(X (¢)) = In(X(¢)) e A = h(a) = In(a).

O modelo de Gompertz estocastico (MGE), que abordamos com mais pormenor de seguida,
obtém-se adicionando ao modelo de Gompertz deterministico, em (3.12), um ruido branco que

descreve as flutuagoes aleatérias do ambiente sobre a mortalidade.

3.3.1 OMGE

Consideremos, como na subsecgéo a simplificagao de notagdo X (t) = X, (t), para a[TBM dos
individuos de uma certa idade i e sexo j, com k = i + 100(j — 1), no instante ¢. Sejam Y(t) e A
definidos como em (3.12), isto é, Y'(¢) = In(X (t)) e A = In(a), o[MGE|pode escrever-se na forma

dY (t) = b(A = Y (t))dt + odW (t), (3.14)

com Y (to) = w,, @ condi¢ao inicial suposta conhecida, W (t) um processo de Wiener padrao e

parametros A = In(a), onde a representa a taxa média de mortalidade assintotica, b, que regula
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a velocidade de aproximacdo ao regime assintético e o, que mede a intensidade das flutuagoes
aleatérias do ambiente. Note-se que foram experimentadas exaustivamente vérias transformagoes
h, de acordo com as recomendacdes dadas na literatura (ver, por exemplo, [82]), no sentido de
diminuir a variancia das séries e tentar obter séries com padrdo mais linear ou curvilineo suavizado,
de modo a facilitar a modelagéao, mas de facto a transformagao logaritmica, utilizada com frequéncia
em taxas de crescimento de organismos na biologia, revelou-se a mais vantajosa para o conjunto
dos dados.

A solugdo da equagdo (3.14), para cada idade e sexo, no instante ¢, é dada por
Y(t)=A+ (y1, — A)exp {—0b(t — to)} + oexp {—bt} /: exp {bs} dW (s) (3.15)
com distribuicdo normal, com média
A+ (g1, — A) exp {=b(t — o)}

e variancia
02(1 — exp {~2b(t — t0)})/(2D),
isto &,
Y(t) ~N (A+ (y, — A)exp {=b(t — o)}, o?(1 — exp {—2b(t — t0)})/(2b)) . (3.16)

A equacao (3.14) é uma[EDE auténoma. Por sua vez, a solugdo, (3.15), € uma difusao de It6 e
um processo de difusdao homogéneo com coeficiente de tendéncia a(y) = b(A — y) e coeficiente de

difusdo b(y) = o2.

3.3.2 Estimacao

Podemos supor ¢, = 0. Sejam ¢, = n (n =0,1,2,..., N) os anos em que as[TBMs|foram observadas,
para cada idade e por sexo. A[f.d.p]de transicao de Y (¢) entre ¢,,_; e t,, € dada por

f(ynly(tn—l)) = ; exp {_;(yn_ﬂ)’,nnl)}

V271 82y a1 52y nln—1
em que
it = BIY (0)[Y (b 1)) = A+ (¥ (tn1) — A)exp {—b(tn — tn 1)}
e

S2y’n‘n_1 =Var[Y (t,)|Y (tn_1)] = 0?(1 — exp {=2b(t, — tn_1)})/(2D).

O vetor de parametros, p = (A4,b,0), pode também ser estimado por MVl Por Y (¢) ser um

processo de Markov, a funcéo de log-verosimilhanca, £, é dada por

N
LY (t),-- Y (En) = Y I (f(yalY (ta))

n=1

N

N 1 - 2
- 7? 111(2’/T) - 5 ln(52Y,n|n—1) - 5 Z : ) ’
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a partir da qual é possivel definir as expressdes dos estimadores de [MV| dos parametros, p.

Resolvemos, entao, o sistema de equagdes

9L(y; p) =0
9A Abs

M‘ . =0
ob  |Abs

M| =0
Jo Abs

Fixando b (pois ndo é possivel obter explicitamente as expressdes para os trés parametros), vem

= 1Y ()~ Y(tar) exp{—b(tn — ta1)}
A= N ; 1— exp{fl;(tn —tp-1)}

5o <2b S5 0V (t) = A= (Vlta1) = A)expl it - tm)})?)%
N &~ 1 — exp{—2b(t, —t,_1)} '

Para efeitos de calculo, atenderemos a que ¢, — t,_1 = 1, que recordamos se deve ao facto de

os dados serem séries temporais anuais. Resulta do exposto que definimos A como funcdo de b,

tal que A := (1(b), e 6 como fungdo de A e de b, tal que 6 := (2(A,b). Obtemos assim uma nova

funcéo, £*, como os mesmos valores 6timos que a fungéo de log-verosimilhanga definida em (3.17),

mas que depende apenas do parametro b, e que podemos escrever na forma

" L N N %2 1 N (Y(t”) 7”;’,n|n—1)2
LAY (1), Y (tn)) 2= =5 In(2m) = 5 (s v, 1) - 5; NN
(3.18)
com
1Y npn—1 = C1(b) + (Y (tn—1) — C1()) exp{—b}
e

5"y -1 = (G2(C(0), )7 (1 — exp{—2b})/(2b).

O estimador de [MV] de b, para cada idade e sexo, é obtido pela minimizagdo do simétrico de
(3:18), utilizando a fungéo optimize do R (conforme cddigo, no apéndice [C). Este método (descrito
em [30] e aplicado também em modelo analogo em [14]), utilizando £* em vez de £ para encontrar
os estimadores de [MVldo vetor de parametros p, é especialmente Util quando é dificil encontrar uma
expressao explicita para os estimadores, com a vantagem de ser computacionalmente eficiente (sem
recurso a métodos numéricos mais complicados de implementar). Uma vez obtido b, os estimadores
de[MV] A e 6 obtém-se, respetivamente, a partir de A = ¢1(b) € 6 = (2(A, b).

Para obter uma aproximacgao dos intervalos de confianga para os parametros, assumimos que
estamos em regime assintético, considerando as propriedades de estimagao por [MV], e fazemos,
também, uma aproximacao da matriz de informacao de Fisher pela simétrica da inversa da matriz
hessiana, de cuja diagonal obtemos uma aproximagao as variancias dos parametros estimados.

Considerando um parametro p e o seu estimador de [MV], p, uma aproximagao dos limites do

ZC(1—a)x100% POde ser obtida analogamente ao utilizado no caso do através de
P+ Z1—a/2\/ @“[ﬁL
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em que Var[p] representa uma estimativa da variancia do parametro obtida a partir da inversa da
matriz hessiana pelo método acima descrito.
Se tivermos observacoes até um certo tempo ¢y, € quisermos obter previsdes para um certo

tempo ¢ > ¢, considerando que Y'(¢) € um processo de Markov, temos que
EY (@)Y (4),....Y(tw)| = BY ()Y (tx)].
Como
Y)Y (tx) ~ N(A+ (Y (ty) = A)exp{=b(t — tx)},0*(1 — exp{=2b(t — tn)})/(2D)),
podemos usar para previsdes a longo prazo, em cada idade,
Y(t) = EY ()Y (tn) = yun] = A+ (g — A) exp{=b(t — tn)}, (3.19)

onde E representa o valor aproximado da esperanga matematica, substituindo os valores exatos de
A e de b pelos dos seus estimadores de [MV], respetivamente, Aeb.

As previsdes [PPl sdo estimadas da mesma forma que em (3.19), mas atualizando ¢, e a Ultima
observagao, bem como as estimativas dos parametros de cada vez (no nosso caso anualmente) que
se avanga um passo no tempo (ver no apéndice [C|o codigo R correspondente).

Obtidas as previsoes, se quisermos encontrar um intervalo de confianga para os seus erros,
dados por )A/(t) —Y(t), podemos usar, em alternativa a técnica de simulagao apresentada na secgao
anterior, 0 método Delta para estimar a sua variancia (ver [20,/70]). Este método utiliza-se para
estimar a média e a variancia de fungdes dos parametros, a partir de estimativas da média e
da variancia dos parametros. Em (3.14), fizemos A = h(a) = In(a), donde, para reverter ao
parametro inicial a, também aqui podemos usar o método de Delta (usando uma fungéao g, tal que
g(A) = h™'(A) = exp{A}, de modo a obter, designadamente, os limites do ZC1_)x100% @ partir da
expressao g(ﬁ) + zl,a/gg’(ﬁ)\/@[g(ﬁ)]), onde ¢’ representa a derivada de g.

Note-se que, para a aplicacdo deste método, a funcdo g tem que ser diferenciavel, pois este
baseia-se na expansao em série de Taylor dessa mesma fungao (neste caso, usamos apenas o
termo linear), através de uma generalizagdo do teorema do limite central. Relativamente aos erros

de previsao do MGE! aplicado a cada idade e por sexo, fazemos (como em [25])

o~

V&)= Y() = g(A,5,S) = A+(¥(tw)—A)exp{=b(t — tn)}
— A (Y(tw) — A)exp{-b(t — t)} — cexp {~bt} S,
(3.20)

em que S = fttN exp {bs} dW (s) tem distribuicio normal com média nula e variancia

exp{2btj—exp{2bin} A partir do método Delta, vem que

E[Y (t) = Y(t)] ~ g:(A,b,0) = 0

Var[Y(t) =Y () ~ E

1T agt(Avb’O) 7 agt(AvbaO) 8gt(A7ba0) ?
((A AYHIE2 (- ) 2+ T :
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sendo que a variancia pode ser decomposta em dois termos: um termo Vp, que corresponde a
variabilidade dos erros de estimagao dos parametros, e um termo Vg, associado a variabilidade
devida as flutuacoes aleatérias do ambiente (através do integral estocastico). Podemos assim obter

uma aproximagao da variancia na forma
Var[Y(t) =Y ()] = Ve + Vg,
com

Ve = (1 — E3)?Var[A] + (Y(ty) — A)(t — tn) 2 EXVar[h] — 2(Y (tn) — A)(t — tx)E%Cov|A, b,

onde
EN :exp{—(t—tN)L
e
Vg = 0—2(1 — E)
E= 9 N

As variancias e a covariancia V,, podem obter-se aproximadamente usando a matriz inversa da

simétrica da matriz de informagao de Fisher empirica.

3.3.3 Resultados

Tal como na seccao anterior, relativamente ao foi possivel ajustar o aos dados da
mortalidade da populagao portuguesa, para cada uma das idades selecionadas do arco da vida
(0 2 99 anos) e por sexo. Para o efeito, usdmos, neste caso, a variavel Y (¢t) = In(X(t)), com X(¢) a
representar cada uma das séries temporais das [TBMs|

Na figura [3.8] podemos observar as estimativas dos parametros do modelo, a, b € o, por idade e
por sexo.

Recordamos que estimamos o valor de A = In(a), mas optamos por mostrar o parametro na
escala original, a, que representa a[TBM assintética média (média geométrica). Na figura referida,
e a esquerda, apresentamos os valores estimados para todas as idades, e a direita, excluimos as
ultimas 10 idades, de modo a mostrar com mais detalhe o comportamento dos parametros estimados
nas idades adultas e tornar possivel uma melhor compreensao da forma descrita em cada grafico
(principalmente no relativo ao parametro b).

Na realidade, os resultados das estimativas dos parametros do modelo vém de encontro ao
expectavel, considerando o conhecimento do fenémeno em estudo. Assim, a, que representa a
taxa de mortalidade assintotica, aumenta com a idade, tendo valores muitissimo mais elevados nas
Ultimas idades do arco de vida, em que a probabilidade de morte € maior. b pode informalmente
traduzir-se como uma medida da velocidade de aproximacado ao regime assintético. Neste caso,
apresenta uma ligeira tendéncia crescente, logo nas primeiras idades, mantendo-se depois, num
patamar que oscila, em termos médios, em torno do valor 0.06 para o sexo feminino e 0.09 para o
masculino. A partir da idade 80, os valores de b estimados aumentam até cerca de dez vezes mais,

comparativamente aos niveis médios.
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Quanto a o, esta associado ao termo do integral estocastico do modelo e mede a intensidade
das flutuagdes aleat6rias do ambiente sobre a mortalidade. Os valores estimados apresentam uma
tendéncia crescente nas primeiras idades, que dizem respeito a infancia e juventude. Esse padrao
traduz a vulnerabilidade dos individuos nos primeiros anos de vida. A partir da idade 18, verifica-se
um decréscimo lento nesses valores, estabilizando apenas entre as idades 60 e 80, a partir das quais
o padrao descrito pelo parametro apresenta nova tendéncia crescente, que traduz a suscetibilidade

das ultimas idades do arco de vida, em que qualquer acontecimento aleatério pode provocar o 6bito.
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Figura 3.8: Estimativas dos parametros do[MGE|«, b e o (respetivamente, de cima para baixo), por idade e por
sexo; a esquerda para todas as idades e a direita excluindo as Ultimas 10 idades, o que permite ampliar a

escala dos graficos

Os gréficos anteriores sugerem ainda uma maior variabilidade das estimativas dos parametros
entre idades consecutivas para b e o comparativamente a a. Quando observamos o padrao dessas
estimativas em funcéo da idade, embora este seja semelhante em ambos o0s sexos, no caso de a e

b, os valores estimados sao superiores para o sexo masculino, verificando-se o contrario no caso de
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o. Na caixa 3.5 apresentamos os valores estimados, por[MVl de A = in(a), b e o, a titulo ilustrativo,
para as idades 30 a 39 de ambos 0s sexos.

A semelhanca do que mostramos antes para o podemos também, no caso do [MGE]
obter intervalos de confianga, ZC, para os parametros, considerando as propriedades assintéticas
da estimagéao por [MVl e a aproximagéo a matriz de informagéo de Fisher empirica pela simétrica da
matriz hessiana. Assim, na caixa 3.5 mostramos também as margens de erro dos ZCgs5¢, assintéticos

associados aos parametros estimados para as idades referidas.

Caixa 3.5 Estimativas dos parametros do e margens de erro dos ZCysv, assintéticos, para as

idades 30 a 39 de ambos 0s sexos

> par .MGE.F <- cbind(A,A.tol,b,b.tol,sigma,sigma.tol) [31:40]

A.F +/- b.F +/- sigma.F +/-
[1,] -7.330300 1.2151180 0.05261091 0.06665715 0.1765242 0.03237092
[2,] -7.061650 0.7836088 0.07735702 0.08702334 0.1907148 0.03534781
[3,] -7.081565 0.9302608 0.06094323 0.07094953 0.1749462 0.03214633
[4,] -6.930213 0.7179070 0.07487668 0.07455329 0.1701812 0.03132316
[5,] -6.981973 0.8667725 0.05790942 0.06665168  0.1443982 0.02647807
[6,] -6.828785 0.7952847 0.06331128 0.07255061 0.1553509 0.02856811
[7,] -6.866995 0.9630023 0.05940186 0.07703418 0.1627824 0.03000745
[8,] -6.614026 0.6783814 0.07902816 0.09058847 0.1800799 0.03344864
[9,] -6.835085 1.1670100 0.04657088 0.06698154 0.1356130 0.02487415
[10,] -6.707579 1.0076630 0.05223754 0.07583681 0.1323194 0.02437844
> par.MGE.M <- cbind(A,A.tol,b,b.tol,sigma,sigma.tol) [131:140]
AM +/- b.M +/- sigma.M +/-
[1,] -6.070924 0.3051248 0.12316052 0.10134970 0.1398543 0.02613352
[2,] -6.076342 0.2947742 0.12303593 0.10439780  0.1342401 0.02513628
[3,] -6.050484 0.3203390 0.11311080 0.09281066 0.1289315 0.02396517
[4,] -6.043381 0.3523670 0.08924373 0.07537648 0.1088865 0.02004617
[56,] -5.997587 0.3779968 0.08742278 0.08558403 0.1138314 0.02107642
[6,] -5.885910 0.3454955 0.10686380 0.09798301 0.1352105 0.02521885
[7,] -5.873156 0.3665756 0.09511612 0.08978781 0.1234700 0.02291550
[8,] -5.787396 0.3433829 0.10946598 0.10396580 0.1377752 0.02579887
[9,] -5.783250 0.4249930 0.09019019 0.09446539 0.1301408 0.02422680
[10,] -5.722045 0.4088995 0.07850427 0.08958123 0.1109272 0.02059138

Na figura ilustramos os valores estimados, na escala original dos dados, do ajustamento
(fazendo o = 0, que reflete a auséncia de variabilidade ambiental e substituindo os parametros pelos
seus estimadores de[MV) e previsdes a 25 anos, no periodo de 2000 a 2024 (em cima). Mostramos
ainda, em pormenor, as previsoes [PPl e alLPl (a 10 anos: de 2000 a 2009) para as com IC
associados, obtidos por duas vias: através do método Delta (que ilustramos a partir da expressao
e seguintes) e com recurso a simulagcao (que ja haviamos utilizado no caso do e que
aplicamos de modo semelhante). Neste caso, os resultados dizem respeito a idade 39 do sexo

feminino, mas foi possivel estimar os ZCq5¢, associados as previsoes das [TBMs|de todas as idades.
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Figura 3.9: Ajustamento do[MGE] com previsdes alLP| (25 anos: de 2000 a 2024) para a idade 39 do sexo
feminino (em cima); previsoes, no periodo de 2000 a 2009, [PP|e a[LPlcom ZCys5+ assintéticos (respetivamente,

a esquerda e a direita, em baixo)

Analisando globalmente os resultados da aplicacdo do consideramos que, de um modo
geral, sdo bastante satisfatérios. O modelo ajusta-se bem aos dados e fornece boas previsoes
(segundo os critérios usuais). Na caixa mostramos as previsdes a [LP] (para os anos 2000 a
2009), para a idade 39, por sexo, antecedidas pelos valores das[TBMs| de modo a melhor enquadrar

a ordem de grandeza dos valores estimados.

Caixa 3.6 [MGE! previsoes alLP} para o periodo 2000 a 2009, das [TBMs|da idade 39 e por sexo

> tx.prev.MGE <- cbind(Taxas.F[60:70,40],Prev.F[,40],Taxas.M[60:70,40],Prev.M[,40])
Observ.F prevLP.F Observ.M prevLP.M

[1,]1 0.001114 0.000997 0.003187 0.003099
[2,] 0.001186 0.001007 0.003007 0.003112
[3,] 0.001258 0.001017 0.003245 0.003124
[4,] 0.001104 0.001027 0.002608 0.003135
[5,]1 0.000721 0.001036 0.002316 0.003145
[6,]1 0.001031 0.001045 0.002654 0.003154
[7,]1 0.001067 0.001053 0.002535 0.003163
[8,] 0.000885 0.001061 0.002080 0.003171
[9,] 0.000925 0.001069 0.002214 0.003179
[10,] 0.000960 0.001076 0.002094 0.003186
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Considerando a qualidade do ajustamento, quer o ajustamento propriamente dito, quer as
previsdes sdo em geral melhores nas séries do sexo feminino (tal como no [MBG). Esta diferenca
entre sexos € mais expressiva depois da idade 80, sendo que € também neste grupo de idades - e
depois da idade 95 - que ocorre pontualmente (e apenas nas previsdes) um maior EQM] associado
ao sexo feminino (ver, respetivamente, as figuras[3.70/e [8.11). Na caixa[3.7} mostramos os valores
dos [EQMs|para o ajustamento e para as previsoes alLPle [PPlpara as idades 30 a 39, por sexo.

Caixa 3.7 [MGE! [EQM do ajustamento as e das previsdes[PP|e alLP| (2000 a 2009) das
das idades 30 a 39 de ambos 0s sexos

> EQM.MGE
EQM.ajust.F EQM.ajust.M EQM.prevLP.F EQM.prevLP.M EQM.prevPP.F EQM.prevPP.M

[1,] 3.512614e-07 3.680007e-07 1.982331e-08 1.369462e-06 7.948045e-09 1.010044e-07
[2,] 2.711189e-07 3.311887e-07 6.220008e-08 9.216094e-07 8.820688e-09 9.565390e-08
[3,1 3.510966e-07 3.430556e-07 6.584368e-08 6.936619e-07 8.792051e-09 4.865990e-08
[4,]1 2.689496e-07 2.850296e-07 9.235446e-08 7.085137e-07 7.955384e-09 8.569175e-08
[5,] 2.118849e-07 3.953059e-07 7.734999e-08 4.550797e-07 1.749258e-08 1.055565e-07
[6,] 3.227023e-07 5.612827e-07 9.842296e-08 9.998682e-07 2.062012e-08 1.417330e-07
[7,] 3.391223e-07 5.337844e-07 2.599870e-08 6.938674e-07 3.504697e-08 5.151480e-08
[8,]1 4.537314e-07 7.396971e-07 1.685915e-07 8.361819e-07 2.545801e-08 4.950123e-08
[9,] 3.509596e-07 7.680497e-07 2.520924e-08 4.147590e-07 1.322905e-08 7.169715e-08
[10,] 2.085337e-07 6.668248e-07 2.741231e-08 4.956685e-07 3.011183e-08 9.330526e-08
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Figura 3.10: EQM|do ajustamento as do[MGE] por idade e por sexo (em cima, representagéo para todas

as idades; em baixo, ampliagao por grupos de idades)
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Figura 3.11:[EQM|das previsdes a[[Pldas , para o periodo 2000 a 2009, do[MGE] por idade e por sexo

(em cima, representagao para todas as idades; em baixo, ampliagao por grupos de idades)

Pelo exposto, e a semelhanca dos resultados obtidos na secgao anterior relativamente ao
também o [MGEIl nos parece adequado para modelar este tipo de dados, considerando igualmente os
resultados promissores, enquanto contribuicao para as etapas seguintes da investigacao.

Na secgdo seguinte, porque a aplicacdo da metodologia é inovadora neste tipo de dados e
porque queremos validar os resultados antes de aumentar a complexidade dos modelos de
vamos comparar entre si 0 desempenho dos dois modelos de [EDEs|aplicados unidimensionalmente.
Adicionalmente, vamos também comparar o desempenho de um desses modelos - neste caso o
modelo de Gompertz - e um modelo de regressdo nao linear (BNL) e também com modelos do tipo
[ARIMAI (modelos classicos de andlise de séries temporais, que embora amplamente difundidos nao

tém vindo a ser muito aplicados a este tipo de dados).

3.4 Comparacao dos resultados entre modelos

Recordemos que o objetivo deste trabalho é captar tendéncias evolutivas nas séries temporais das
por idade e por sexo, e fazer previsdes da mortalidade para Portugal. Nesta seccgao, e
no sentido de validarmos os resultados, para além de compararmos entre si os resultados dos
dois modelos de aplicados nas duas secgOes anteriores, comparamo-los também com os
obtidos por duas metodologias alternativas de modelagéao, que também se adequam a este tipo de

dados. Sao eles um modelo geral (com parametros diferentes para cada idade e sexo) de [BNL] que
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representa uma curva da resposta média da parte deterministica do (utilizado como em [25]),
e modelos do tipo [ARIMA| (uma escolha habitual, dentro dos métodos estocasticos, para modelar

séries temporais).

3.4.1 MBG vs MGE

No decurso da investigacao, equacionamos (e experimentamos) variagbes do[MBGle do[MGEI (outras
transformacgdes de variaveis, redugéo do horizonte temporal ao encontro de um periodo estavel de
cada série, ou, ao invés, separacao e estimacao dos parametros consoante as possiveis fases
do horizonte temporal em analise). Nao reconhecendo vantagens significativas, em termos de
resultados, desses modelos alternativos, optamos por apresentar os resultados obtidos através da
aplicagdo destes dois modelos de [EDEs|tal como foram descritos nas secgdes anteriores.

Recordamos que foi possivel ajustar ambos os modelos e fazer previsdes para todos os grupos
etarios anuais (que temos vindo a designar por idades) dos 0 aos 99 anos dos dois sexos, sendo que
consideramos que ambos apresentam previsoes realisticas com valores na mesma ordem grandeza
e com proximos, que nao nos permitem afirmar, numa primeira analise, que, quer em termos
de previsao quer de ajustamento, um modelo seja, em geral, melhor do que o outro.

A figura[3.12ilustra a aplicagdo dos dois modelos de a idade 19, para ambos os sexos (0s

resultados sdo apresentados na escala original dos dados).
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Figura 3.12: Comparagao entre o ajustamento do e do[MGE|com previsbes alLPl (previsdes a 25 anos,

de 2000 a 2024) para a idade 19 do sexo feminino (a esquerda) e do masculino (a direita)

Selecionamos esta idade (idade 19), porque constitui o tipico exemplo do “comportamento” dos
valores estimados, quer em termos de ajustamento, quer no que se refere a tendéncia das previsoes,
no que distingue o [MBG|do Assim, para a generalidade das idades, e para ambos 0s sexos, 0
ajustamento pode ilustar-se por um gréfico semelhante ao do lado esquerdo da figura[3.172] Note-se
que, a curva estimada pelo[MBG]s6 acompanha a variabilidade da série no inicio e final do periodo de
ajustamento, enquanto que a do[MGE| embora ndo acompanhe a curva dos valores observados nos

primeiros anos, capta mais cedo a variabilidade da série que o [MBGl No gréafico do lado direito,
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¢é visivel a excegao a estes comportamentos. Sensivelmente entre as idades 17 a 37 do sexo
masculino ocorre um efeito tipo “bossa” (neste caso, entre 1960 e 1999, mas este periodo pode
variar consoante a idade) que reflete um aumento da mortalidade neste grupo etario e que provoca
a principal diferenga no padrao da mortalidade entre sexos.

Em termos de previsdes, na generalidade das idades (exce¢ao para as idades depois da idade
85, em que as previsdes ndo tém tendéncia expressiva, pois tendem para a média da série), o [MBG
subestima com tendéncia decrescente (mais ou menos forte, consoante a idade), enquanto que o
[MGEI sobrestima com tendéncia crescente (como, de resto, também é observavel na figura [3.12).

Embora o desempenho de nenhum dos modelos sobressaia explicitamente relativamente ao
outro, se analisarmos para ambos a diferenca entre os respetivos para cada idade e por
sexo, 0 apresenta vantagens face ao [MGE| De facto, quer para o ajustamento (excegédo para
algumas idades, a maior parte das quais entre os 25 e 0s 49 anos e também depois dos 85, do sexo
masculino), quer para as previsoes [PPl ou a [Pl (neste caso as excegdes sdo ainda mais pontuais e
sobretudo nas Ultimas duas ou trés idades) constatamos que ha uma tendéncia geral para que o erro
associado ao[MBGl seja inferior ao associado ao [MGEL

Nos gréficos das figuras[3.13][3.74]e[3.15] representam-se precisamente as diferengas para todas
as idades, por sexo, entre o [EQM) associado ao[MBGl e ao [MGE] isto € EQMy;pc — EQMycE, para

os ajustamentos, previsdes [PPle al[Pl Note-se que, devido a ordem de grandeza das estimativas

dos erros, que sao frequentemente muito proximos e reduzidos para varias idades, as diferencas

<

ém multiplicadas por 10000.
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Figura 3.14: Diferenca (x10000) entre os associados as previsoes [PPldas (de 2000 a 2009) do

MBGl e do[MGE] por idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo
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Figura 3.15: Diferenga (x10000) entre os associados as previsées al[P| das (de 2000 a 2009) do

MBGl e do[MGE] por idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo
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A partir da representacdo grafica dos ajustamentos, constatamos que é no periodo inicial,
digamos desde 1940 e até 1950-60, que ocorrem as maiores diferengas entre os dois modelos.
Se, por um lado, os erros do [MGE| podem aumentar devido ao desvio das estimativas do modelo,
face aos valores observados, por outro, o [MBGl também ndo acompanha a variabilidade dos dados
nesse periodo (as estimativas do modelo apenas Ihes sdo mais proximas).

Pelo exposto, porque o € claramente mais estavel a partir dos anos 60 do século passado
e apresenta um melhor ajustamento, nao podemos afirmar que o [MBG é indiscutivelmente o melhor
modelo para aplicar a este tipo de dados. Para algumas idades, podera haver vantagem em aplicar
um ou outro, mas como nos capitulos seguintes pretendemos aplicar um Unico modelo base para
ambos 0s sexos e/ou para todas as idades, ndo nos vamos restringir a escolher apenas um modelo
nesta fase.

Face a possivel contribuicao do periodo inicial em analise (digamos de 1940 a 1960) para uma
menos boa prestacao do guestionamo-nos acerca das vantagens de usar séries mais curtas,
por exemplo, a partir de 1960, em vez da série completa, mas também ai nao foi possivel tomar
uma decisao consensual, para todas as idades e ambos os sexos, sobre qual o melhor modelo. Na
maior parte dos casos, aumenta a variabilidade ao reduzir-se o nUmero de observagdes e 0
associado a ajustamentos e previsdes pode mesmo ser superior quando se aplicam estes modelos
as séries mais curtas (veja-se a figura [3.16), pelo que ndo ha vantagens, para estes modelos de
em nao usar as séries completas.
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1.0e-08
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EQM
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4e-08
|

|
0e+00
|

0.0e+00

Idade Idade

Figura 3.16: Comparacao entre o[EQM|das previsdes a[[Pldas (de 2000 a 2009) do[MBG (a esquerda)
e do[MGE] (a direita) para as idades 1 a 15 do sexo feminino

Para finalizar este capitulo, apresentamos, nas subseccdes seguintes, os comparativos entre os
resultados obtidos pelos modelos de [EDESs|e os obtidos via modelos de e do tipo

3.4.2 Modelos de EDEs vs RNL

Consideremos que as taxas variam com o tempo e que queremos modelar umaal Y, observando

(t1,91), (t2,92),- .., (tn,yn). Podemos modelar Y, enquanto descritor da mortalidade, para cada
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idade e por sexo, através de um modelo de regressdo nao linear (BNL), que tem por base o
mesmo modelo deterministico que o definido em (3.14) e tem também erros associados a

cada “observacao”. Um tal modelo, pode escrever-se na forma
Y, = f(tn,P) + €n, (3.21)

em que f € uma fungdo de regressdo a qual se soma o erro ¢,. A fungdo deterministica f tera a
mesma forma que a média do modelo (3.14), isto €, seria a forma (3.15) com ¢ = 0. f resulta da
combinagao nao linear dos parametros do modelo (p = (4, b, yo), representa o vetor dos parametros)

e depende da variavel explicativa tempo, tal que

f(tn,p) = A+ (yo — A) exp{—b(t, —to)},

comn = 1,...,N. Os erros ¢, constituem uma sequéncia de &l independentes e identicamente
distribuidas, com distribuicdo normal com média zero e variancia, o2, isto é, €, ~ N(0,02) i.i.d..
Para estimar os parametros do modelo, A, b e yy, usamos o método dos minimos quadrados (os
aspetos teoricos relacionados com este método, bem como os extensivos a regressao nao linear,
estao exaustivamente descritos na bibliografia de referéncia - veja-se, por exemplo, [4]).
Como queremos comparar este modelo de [BNLI com o referido 0 ajustamento e as

previsdes do modelo de [BNLsdo dados por

Yo = A+ (o — A) exp{—b(t, — to)}.

Foi possivel ajustar o modelo a todas as idade e por sexo (para o efeito, usamos a funcéo nls
do R, como em [29]). Os parametros obtidos nos ajustamentos serviram de base as previsdes a[LP|
para o periodo de 2000 a 2009. Ja nas previsdes [PPl em que era preciso estimar novamente os
parametros em cada passo (por se ter mais uma observacao), ocorreram dificuldades, relacionadas
com os valores de arranque e a ordem de grandeza dos parametros a estimar, tendo sido possivel
estimar os parametros apenas para algumas idades (como é o caso, por exemplo, das idades cujos
resultados ilustramos na figura [3.17). Por esse motivo, ndo mostraremos graficos comparativos dos
associados as previsdes [PPl obtidas via [RNL

Ajustado o modelo, para cada idade e por sexo, foi feito o diagnéstico do mesmo, nomeadamente,
testando os residuos, de modo a verificar os pressupostos iniciais. Muitas das técnicas utilizadas
para o efeito no caso da regressao linear (sobretudo no que toca a representagdo grafica) sao
também Uteis para modelos de regressdo nao linear como o aplicado (para uma descricdo mais
pormenorizada destas técnicas, bem como dos testes usuais, veja-se, pelo seu carater pratico, [77]
e também [24]). A analise dos residuos revela alguns problemas (que podem ou nao ocorrer em
simultaneo) em varias idades: a ndo normalidade, ndo independéncia e auséncia de média nula e
variancia constante.

A figura [8.17]ilustra os resultados da aplicagdo do modelo de [BNL] e do para trés idades
distintas: idade 0 do sexo feminino e idades 50 e 84 do sexo masculino. Fazemos a representacao

simultanea, para os ajustamentos, previsoes alLPl(neste caso a 10 anos, de 2000 a 2009) e previsdes
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[PPL no mesmo periodo. Como podemos observar na figura, para as idades selecionadas, ndo ha uma
tendéncia comum aos dois modelos. No caso das previsdes alLPl enquanto que na idade 0 do sexo
feminino os valores estimados estdo mais proximos das “observadas”, na idade 84 do sexo
masculino inverte-se esta tendéncia (o modelo de [BNLI é melhor), sendo que os valores estimados
através do [MGE| tém inclusivé uma tendéncia crescente, contréria a das taxas observadas. Para as
idades consideradas, apenas nas previsdes [PP, os valores estimados pelo sS40 sempre mais

proximos dos observados (na idade 50 do sexo masculino, inclusivé, quase que se sobrepdem).
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Figura 3.17: Comparacao (de cima para baixo) dos ajustamentos, previsdes a[[Ple previsdes PPl (ambas para
o periodo de 2000 a 2009), entre o modelo de [BNLle o [MGE| para as idades 0 do sexo feminino e 50 e 84 do

sexo masculino (da esquerda para a direita)

Na tabela[3.1] comparam-se as estimativas dos pardmetros obtidas para o[MGE]|e para o modelo
de [BNL| para as idades cujos resultados ilustramos na figura Note-se que a disparidade entre

os valores estimados do parametro A e dos restantes parametros vem do facto de se representar o
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logaritmo da taxa de mortalidade assintotica (dai que, se fizessemos exp{ A}, iriamos obter valores
muito proximos de zero, o que vem de acordo com as [TBMs|daquelas idades).

Ainda na tabela guando comparamos as estimativas dos parametros obtidos pelos dois
modelos, notamos que os valores de A e b apresentam grandes diferengas. Estas devem-se, em
parte, a forma como o calculo é efetuado, pois, inicialmente, foram dados como valores de arranque
para o modelo de [BNL] as estimativas dos parametros do para cada idade e por sexo. No
entanto, devido a ordem de grandeza dos dados, para haver convergéncia, foi necessario alterar

esses valores bem como a escala de calculo (o que se traduz nos resultados apresentados).

Tabela 3.1: Comparagéo entre as estimativas dos parametros dadas pelo [MGEl e pelo modelo de[BNL para as

idades 0 do sexo feminino (F0) e 50 e 84 do sexo masculino (M50 e M84, respetivamente)

| Idade | Modelo |

A b Yo
FO RNL -4014.543 | 1.524e-05 -1.5084
MGE -355.808 | 1.5575e-04 -
M50 RNL -26.791 0.000712 -4.969
MGE -5.6717 0.091103 -
M85 RNL -153.084 6.326e-5 -1.32515
MGE -1.7665 9.641e-02 -

Ao usarmos o método dos minimos quadrados no modelo de[BNL] nao constitui também surpresa
que os erros associados ao ajustamento sejam sempre inferiores aos resultantes da aplicagao do
pois aquele método estima os parametros precisamente de modo a minimizar a soma dos
quadrados dos erros. Na figura|3.18] relativa ao ajustamento, podemos observar a diferenca entre
0 associado ao e ao modelo de BNL isto é, EQMycr — EQMgyr. Com excegio do
grupo de idades entre os 0 e 0os 24 anos, esta diferenca aumenta com a idade e é maior para o sexo
masculino.

Ja no que toca as previsdes, os graficos da figura para a diferenca referida no paragrafo
anterior (mas agora para as previsdes a [[Pl no periodo que temos vindo a usar, de 2000 a
2009), sugerem também um melhor desempenho do modelo de [BNLI comparativamente ao
na globalidade das idades e em ambos os sexos. No entanto, inverte-se esta relagdo sobretudo nas
ultimas idades (depois dos 85 anos e em ambos 0s sexos), nas idades 15 a 25 do sexo masculino e
também em algumas das restantes idades, isoladamente. Em qualquer caso, nao esquegamos que

as diferengas sao pequenas, surgindo ampliadas nos graficos por efeito da multiplicagao por 10000.
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Figura 3.18: Diferenga (x10000) entre os associados ao ajustamento as do[MGEl e do modelo de
[BNL por idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo
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Figura 3.19: Diferenga (x10000) entre os associados as previsoes aIEEIdas (de 2000 a 2009) do

[MGEl e do modelo de[BNL por idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo
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3.4.3 Modelos de EDEs vs ARIMA

A analise de séries temporais e as suas aplicagoes tem vindo a ganhar importancia em varias areas
de investigacdo, nomeadamente na economia, agronomia, meteorologia, engenharia, medicina e
também nas ciéncias sociais e politicas. Apesar da mortalidade ser uma variavel demografica
muito estudada, através de modelos deterministicos e, mais recentemente, estocasticos, existem
ainda poucas referéncias (muito devido a abordagem usual ser longitudinal e ndo necessariamente
transversal ao longo do tempo) a trabalhos que utilizem a andlise de séries temporais para fazer
previsées da mortalidade [2,[22}/45,/85].

Neste ponto, consideramos que a analise das séries temporais constitui um bom ponto de partida
para ajudar a explicar o fenémeno em estudo (ndo obstante a utilizacdo dos modelos de
em cuja aplicagao incide a tematica principal deste trabalho). Assim, nesta secgdo, mostramos os
resultados da aplicacao, as de modelos autorregressivos integrados e de médias méveis
(ARIMA)), pressupondo que as observagdes presentes dependem das passadas e/ou de impulsos
aleatérios. Comparamos entao os resultados obtidos por esta metodologia com os obtidos através
do[MGE|e do

Os modelos[ARIMA|dizem-se de ordem (p, d, q), com p e q a ordem dos termos autorregressivos e
de médias moveis, respetivamente, e d a ordem da diferenciagdo. Estes modelos podem escrever-se

na forma
(1-B)YZ(t)=p+ ¢ Z(t—1)+---+ OpZ(t—p) +e(t) —bre(t—1) — - — Oue(t — q), (3.22)

com t,d € Z, B o operador atraso que pode definir-se por B¢ = Z(t) — Z(t — d), u a constante do
modelo, (¢1,...,¢,) € (61,...,60,) 0s parametros associados aos polindmios autorregressivo e de
médias moéveis, respetivamente, tal que ¢,,0, € R\ {0} e ¢ € um processo ruido branco (WN), de
média nula e variancia constante, isto é, e, ~ WN(0,02) (o2 > 0).

Como a primeira condigao para a aplicagao da metodologia € a estacionaridade, verificou-se que
a transformacao que resulta melhor, para o efeito e para a maior parte das idades de ambos os
sexos, é a transformacéo logaritmica. Assim, em usamos Z(t) = In(X(t)), com X (¢t) a[TBM
correspondente a uma certa idade e sexo. Também para a maioria das séries, aos logaritmos das
aplicamos uma diferenciagao simples (ou seja, d = 1), o que corresponde a B = In(X (t)) —
In(X(t —1)).

A identificacédo do tipo de modelo, autorregressivo (AR) ou de médias méveis (MA), e da respetiva
ordem, € normalmente conseguida através da combinagao de métodos empiricos e analiticos, que
incidem sobretudo no estudo da fungao de autocorrelagido (EAC) e da fungéo de autocorrelagao
parcial (FACP). Os aspetos metodoldgicos relativos a essa identificagio, bem como a estimagao dos
parametros e avaliagao de diagndstico (avaliagao da significancia dos parametros, da estabilidade do
modelo ajustado e da qualidade do ajustamento) estdo exaustivamente expostos na bibliografia de
referéncia. Em particular, as estimativas dos parametros, para cada idade e por sexo, foram obtidas
por MV] utilizando a fungédo arima do R (veja-se, por exemplo, a propdsito da teoria e da aplicagéo
dos modelos [ARIMA| [7}16}35[43.[641[79,[86]).
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No caso das da populagéo portuguesa, foi possivel aplicar modelos [ARIMA| a cada uma
das idades selecionadas, por sexo, que sdo, na maioria dos casos, estatisticamente significativos e
validos.

Considerando os critérios usuais de estabilidade associados ao ajustamento deste tipo de
modelos e o estudo dos residuos, ocorrem em algumas idades (frequentemente, depois da idade
85, mas nao so), problemas relacionados com a heterocedasticidade dos residuos ou a sua nao
independéncia, ainda que as hipoteses de homocedasticidade testadas tenham sido rejeitadas no
limiar dos niveis de significancia usuais.

A semelhanca da subseccdo anterior (relativamente aos erros associados ao modelo de [BNL
comparados com os do modelo de[EDESs), também neste caso, ndo apresentamos o comparativo que
diz respeito a diferenga entre os erros associados as previsoes [PP| dadas pelos modelos de
e as obtidas via modelos do tipo [ARIMAl O processo revelou-se computacionalmente exaustivo (no
caso desta ultima metodologia), pois em cada idade e por sexo as ordens p e ¢ variavam, bem
como a opgao por incluir ou nao uma constante no modelo. Por este motivo, porque nao era um
objetivo principal da investigacao e porque consideramos ser mais vantajoso automatizar o processo
através do desenvolvimento de um cédigo mais eficiente (a fim de evitar a dispersao e permitir obter
resultados mais robustos), optamos por ndo apresentar, neste ponto, os resultados das previsoes
[PPL

De qualquer modo, consideramos que os modelos [ARIMA| ajustados explicam razoavelmente
a variabilidade das séries, acompanhando a sua tendéncia geral, com as previsdes a [P, para o
periodo de 2000 a 2009, a apresentarem uma ligeira tendéncia decrescente na maior parte das
idades de ambos os sexos. Os modelos tém coeficientes diferentes para cada idade, como podemos

ver na tabela[3.2] para as idades 6 e 25 do sexo feminino e idade 70 do sexo masculino.

Tabela 3.2: Estimativas dos parametros do modelo AR(1) aplicado aos logaritmos das das idades 6 e 25
do sexo feminino, respetivamente, F6 e F25 e a idade 70 do sexo masculino, M70 (para esta idade usou-se

u = 0, uma vez que o valor estimado nao era significativo)

’Idade‘ I ‘ o1 ‘

F6 -0.0875 | -0.6038
F25 | -0.0579 | -0.4474
M70 0 -0.3682

Nas tabelas [F-1] e [F.2|do apéndice [F} apresentamos os modelos ajustados para todas as idades,
considerando, porém, os grupos etarios quinquenais usuais em demografia (excecao para as
relativas a idade 0, cujo 6bito se da no primeiro ano de vida e das idades 1 a 4).

Na figura ilustramos os resultados dos ajustamentos e das previsoes obtidos através
da aplicacdo de um modelo com componente autorregressiva de primeira ordem, AR(1), para as
trés idades cujos parametros estimados mostramos na tabela Nos graficos representamos,
simultaneamente, os resultados equivalentes obtidos via modelos de [EDES] isto é através do e
do[MGE| de modo a ilustrar diferengas no desempenho das duas metodologias.
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Neste ponto recorde-se que temos vindo a fazer o ajustamento, nos modelos de [EDEs], numa s6
curva (como se, em cada instante, ndo fossem observados valores nos instantes anteriores), o que se
adequou ao comparativo da subsecgéo anterior com os modelos de [BNLL Note-se, no entanto, que
para podermos comparar o ajustamento feito através dos modelos do tipo[ARIMAlcom os modelos de
concretamente com o eo foi necessario fazer o ajustamento [PPl nestes dltimos,
uma vez que um modelo [ARIMAl faz o ajustamento, num dado instante, com recurso a observacéo

do instante anterior.
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Figura 3.20: Comparacgao (ajustamento, em cima, e previsdes a[[Plde 2000 a 2009, em baixo) entre o modelo
[ABRIMAl e os modelos [MBG]| e MGElpara as idades (da esquerda para a direita) 6 e 25 do sexo feminino e 70 do

sexo masculino

Os graficos da figura sugerem, para as idades consideradas, ajustamentos semelhantes
obtidos pelos trés modelos e uma maior proximidade entre os valores estimados a partir dos modelos
[ARIMAl e do no caso das previsoes a 10 anos para o periodo de 2000 a 2009. Sobretudo no
caso das previsoes, € também evidente, para estas idades, um melhor desempenho dos modelos
[ARIMAl e do[MBGlface ao MGE!

Consideremos agora os resultados globais da aplicagdo dos modelos do tipo [ARIMAI as séries
anuais da mortalidade da populacdo portuguesa. No apéndice ja referido anteriormente,
apresentamos uma lista dos modelos tipo [ARIMA| ajustados as séries das[TBMs|de todos os grupos

etarios quinquenais. Como as [TBMs|para os grupos etarios anuais (que temos vindo a designar por
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idade) pouco diferem, em termos de ordem de grandeza, tendéncia e variabilidade, das do grupo
quinquenal a que pertencem, tdo pouco diferem, globalmente, os modelos ajustados.

Assim, quanto aos modelos [ARIMA| e na maior parte das idades, predominam os modelos
ajustados apenas com componente autorregressiva de primeira ou segunda ordem - ainda que em
algumas idades seja necessario usar uma ordem superior -, sendo que a componente de médias
mdveis é mais comum nas séries relativas ao sexo feminino. Refira-se ainda que, em termos de
ajustamento, ndo ha outras diferencas significativas entre os dois sexos, tendo os modelos estimados
a capacidade de captar a variabilidade e mesmo acontecimentos excecionais das séries, sobretudo,
até aidade 80. Nas idades seguintes, estes modelos perdem grande parte da capacidade de captar a
variabilidade anual das séries e fazem como que um ajustamento em torno dos seus valores médios,
0 que faz com que o seja claramente superior ao estimado para as restantes idades. Esta
situagao verifica-se em ambos 0s sexos, com 0s erros maiores nas séries relativas ao sexo masculino
(no fundo, a semelhanca do observado com as outras metodologias de modelacao aplicadas e cujos
resultados ilustramos nas subseccdes anteriores). Relativamente as previsoes, o também
aumenta nas idades mais avancadas e também é superior no sexo masculino, comparativamente ao
feminino.

Nas figuras e representamos a diferenca entre o associado ao e aos
modelos do tipo[ARIMA| isto é, EQM;pq — EQMariaa, respetivamente, para os ajustamentos [PP]
e para as previsoes a[[Pl para o periodo de 2000 a 2009. Como nas secgdes anteriores, alteramos
a escala dos resultados, multiplicando os valores estimados para a diferenga por 10000 para assim
fazer sobressair discrepancias.

Os resultados das diferencas, no caso dos ajustamentos, sugerem, com excegao para algumas
idades entre as consideradas, um melhor desempenho global por parte dos modelos do tipo [ARIMA|
(sobretudo entre as idades 25 a 49 e no sexo feminino). Ja no que toca as previsdes, nao ha
uma vantagem evidente, em termos de desempenho, de um dos dois tipos de modelos, analisando
globalmente todas as idades de ambos os sexos. Quando muito, se atendermos aos primeiros trés
grupos de idades selecionadas, isto é, até a idade 74, os graficos sugerem uma vantagem, em ambos
0s sexos (mais discreta depois da idade 50), para o que de novo se evidéncia em termos de
um melhor desempenho.

Estes resultados, em particular no que toca as diferengas entre dos ajustamentos, nao
sdo de todo surpreeendentes uma vez que os modelos [ARIMAl assentam numa metodologia que se
adequa a este tipo de dados. Ainda assim, recordamos que se tratam de erros com valores muito
reduzidos e para a maior parte das idades, com a mesma ordem de grandeza nos trés tipos de
modelos. No entanto, e como veremos no capitulo[4] os modelos[ARIMAInédo tém as vantagens quer
em termos de modelacdo quer em termos de computagao que os modelos de apresentam.

Vamos ainda comparar as diferengas entre os erros associados aos ajustamentos e previsdes
estimados a partir da aplicacdo do e os modelos do tipo [ARIMA] isto é, FQMycr —
EQMarrn 4. Representamos esses resultados, respetivamente, nas figuras e
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Figura 3.23: Diferenga (x10000) entre os associados ao ajustamento as do[MGEl e do modelo
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De novo, os resultados para os ajustamentos vao ao encontro dos obtidos no comparativo
anterior: os graficos sugerem que os modelos do tipo [ARIMAl tém, para a generalidade das idades
de ambos os sexos (excecao também para as duas Ultimas idades do sexo masculino), um melhor
desempenho que o modelo de[EDE|em analise - neste caso -, o[MGEl No caso das previsdes a[[P]
embora os graficos sugiram também uma melhor prestagdo dos modelos [ARIMAl em detrimento do
ocorre uma certa inversao dessa tendéncia, em algumas das idades entre os 0 e os 24 anos
do sexo feminino e entre 0s 25 e 0s 49 anos do sexo masculino.

Finalmente, a titulo de exemplo, apresentamos na figura [3.25 previsdes a [Pl para 25 anos (de
2000 a 2024) obtidas pelos modelos de e pelo modelo de BNLI e ainda por
modelos do tipo [ARIMA para as idades 4 e 15 do sexo masculino e 29 e 95 do feminino, com estes
ultimos a serem do tipo autorregressivo para as idades 4, 15 e 95 (respetivamente de ordem 2, 1
e 2, todos com constante) e com componente de médias médveis, de primeira ordem, para a idade
29. Em geral, nas primeiras e também nas Ultimas idades, ocorre uma maior proximidade entre os
resultados obtidos pelos quatro modelos; nas idades jovens ou adultas o comportamento € bastante
variavel.

Os gréaficos que constituem a figura sugerem também que (nas idades selecionadas, é
excecao a idade 95 do sexo feminino), os modelos do tipo [ARIMAlestimam com uma ligeira tendéncia
decrescente, aproximando-se das estimativas obtidas pelo Os resultados ilustrados na figura
sugerem mesmo que estes modelos tém globalmente, para as idades consideradas, o melhor
desempenho. De resto, entre os modelos de [EDEs] o[MGE|apresenta, neste caso, resultados menos
favoraveis (em parte devido a tendéncia crescente das previsdes). Quanto aos modelos, digamos
alternativos, o de [BRNLl apresenta resultados menos favoraveis (ndo por uma questao de tendéncia,
mas pelo afastamento dos valores observados disponiveis no periodo inicial das previsdes).

Por considerarmos globalmente promissores os resultados obtidos na modelacao das taxas de
mortalidade através dos modelos de e basedmo-nos nestes modelos para a
construgao dos novos modelos que propomos nos capitulos seguintes. Deste modo, o servira
de base a construcdo de um modelo bidimensional, com uma estrutura de correlagao entre sexos
para cada idade (que propomos no capitulo [4), e de um modelo multidimensional, com correlagdes
entre idades diferentes do mesmo sexo e de sexos diferentes, que preenchera todo o capitulo
Quanto ao sera a base para a construgao de um outro modelo bidimensional (que propomos
também no capitulo [4} na seccao [4.3), que considera também a correlagdo entre sexos fixando
a idade. No capitulo 4, faremos assim o paralelismo entre os dois modelos bidimensionais, a
semelhanca da analise apresentada para os casos unidimensionais.

Por os modelos do tipo[ARIMAl apresentarem aquilo que consideramos serem bons ajustamentos
e resultados crediveis também nas previsdes, propomo-nos ainda aplicar uma versao bidimensional
dos mesmos no final do capitulo Trata-se de um modelo da mesma familia, mas agora um
modelo de vetores autorregressivos e/ou de médias moveis, (no caso, bivariado), para fazer

analogamente o estudo comparativo dos resultados com os obtidos via modelos de
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3.5 Previsoes longitudinais em modelos de EDEs

No final deste capitulo, e apesar do trabalho exposto estar assente na analise transversal da
mortalidade ao longo do tempo, ndo podemos deixar de mostrar outra das potencialidades da
metodologia, de carater pratico e que consideramos util, que tem a ver com o facto de facilmente
podermos representar os resultados obtidos numa perspetiva de coorte. Para o efeito, como
dispomos das previsdes para todas as idades consecutivas para o0 mesmo horizonte temporal,
fixamos uma certa idade, i, no inicio desse horizonte temporal, digamos ¢, e a respetiva previsao
pontual obtida pelo modelo de A previsdo que se segue € obtida da previsao para a idade
i+ 1 paraoanot+ 1 e assim sucessivamente (ver cddigo no final do apéndice B).

Na figura mostramos, a titulo de exemplo, as previsdes da mortalidade para a coorte de
individuos que nasceu no ano de 1999 no horizonte temporal de 2000 a 2009. Para este efeito,
usamos os valores estimados através do unidimensional (para grupos etarios anuais, que
temos vindo a designar por idade) que, muito embora seja um modelo simples, consideramos ilustrar

convenientemente as previsdes por coorte.
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Figura 3.26: Representagao das previsdes a 10 anos do[MBGlpara a coorte dos individuos que nasceu em

1999, por sexo (feminino, a esquerda e masculino a direita)

Para os modelos que propomos nos capitulos seguintes, o tipo de céalculo é semelhante ao
agora apresentado. Se trabalharmos com grupos de idades diferentes dos anuais (quinquenais por
exemplo) teriamos que avangar, de cada vez, em lugar de 1 ano de calendario, como agora fizémos,
o nimero de anos correspondente a amplitude do respetivo grupo etério (no caso dos grupos etarios
quinquenais avangariamos, de cada vez, 5 anos no tempo).

Da mesma forma que indicamos anteriormente (com recurso a simulacao ou outro tipo de técnica
que se mostre mais conveniente para o tipo de modelo) podemos também, neste caso, estimar uma

aproximacgao dos intervalos de confianga para as previsoes.
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4.1 Introducao

Ao aplicar os modelos dea cada série temporal dasda populagao portuguesa, por idade
e por sexo (conforme ilustrado no capitulo [3), notamos que existem padrées semelhantes nos dados
para a mesma idade de sexos diferentes, de idades diferentes do mesmo sexo e inclusivé de sexos
diferentes. Estas semelhancas ocorrem quer em termos de tendéncia, quer em termos de variagao
anual. Este facto sugere que, ao longo do tempo, existem fatores ambientais que podem afetar de
forma relacionada as[TBMs| dos individuos de ambos os sexos e/ou com idades diferentes.

A figura[4.1]ilustra a evolugéo do padrao da mortalidade em Portugal, concretamente através da
representacao da superficie do conjunto dos dados relativos a todas as idades do arco de vida, por
sexo. Na figura, faz-se um cruzamento entre a abordagem transversal e a abordagem longitudinal
ao longo do tempo (no periodo 1940 a 2009), conferindo a profundidade que as representagdes da
figura (que apresentamos no capitulo introdutério, para ilustrar a diferenca entre aquelas duas

abordagens) nao permitia.
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Figura 4.1: Grafico de superficie das da populagao portuguesa, no periodo de 1940 a 2009, de todas as

idades, por sexo (feminino a esquerda e masculino a direita)

Nos graficos, € evidente o periodo de maior estabilidade na mortalidade a partir das primeiras 2
ou 3 idades e até, sensivelmente, a idade 60, comum ao longo do tempo em ambos os sexos. Ainda
que neste angulo seja pouco explicito, é ainda visivel, no perfil lateral a esquerda (vemos como que
uma dobra nas primeiras idades), a redugado da mortalidade ao longo do tempo, comum a todas as
idades e em ambos os sexos. Este comportamento da mortalidade com tragos semelhantes para
as mesmas idades de sexos diferentes sugere que os processos de Wiener, que estao associados
aos respetivos coeficientes que explicam a variabilidade ambiental nos modelos de de cada
sexo, devem estar correlacionados. Neste caso, ndo destacamos, mas é também notéria a presenca
do mesmo padrao entre idades dentro de cada sexo e também entre idades diferentes de sexos
diferentes, evidéncias em que assentam os pressupostos para a construgdo do modelo multivariado

que apresentamos no capitulo [5]
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Neste capitulo, propomos dois novos modelos bivariados de [EDEs| Em ambos consideramos a
existéncia de correlagao entre sexos (fixando a idade), usando processos de Wiener correlacionados
por sexo: na secgao apresentamos o0 modelo que designamos por movimento browniano
geométrico bidimensional (MBGB) e, na secgao o modelo de Gompertz estocastico
bidimensional (MGEB).

No capitulo[3] comparamos os resultados obtidos através dos modelos, no caso, unidimensionais
de[EDES] entre si, e ainda com os obtidos via modelos de séries temporais e também de BNLl Neste
capitulo, para, por um lado, validar os modelos e, por outro, aferir qual o modelo que melhor se ajusta
aos dados ou com as melhores previsdes, comparamos, analogamente, os modelos bidimensionais
de[EDEs|entre si e ainda os resultados obtidos pelo [MBGB|com os obtidos por um modelo do tipo de
vetores autorregressivos e de médias méveis (VARMA).

4.2 Movimento browniano geométrico bidimensional com

processos de Wiener correlacionados

Na sequéncia dos resultados obtidos a partir do gue apresentdmos na secgao usamos
como modelo base de evolugao temporal das para uma certa idade, o e admitimos
que individuos de ambos os sexos (fixando a idade) estao a ser afetados pelo mesmo tipo de
aleatoriedade ambiental no que diz respeito a mortalidade.

Quando observamos os dados (veja-se, a titulo ilustrativo, as séries das [TBMs|representadas na
figura relativas as idades 2, 13, 17, 37, 72 e 83 de ambos 0s sexos), reparamos que existem
picos de mortalidade descendentes e ascendentes (que correspondem, respetivamente, a anos de
mortalidade reduzida e a anos de mortalidade elevada), que sdo comuns aos dois sexos, pelo que,
em geral, ha fortes indicios para individuos de sexos diferentes terem idéntico comportamento face
ao fendmeno em estudo.

Esta correlacdo, observada praticamente em todas as idades, entre os efeitos dos fatores
ambientais nas dos dois sexos, sugere que 0s associados as que as modelam
devem estar correlacionados, dai usarmos um modelo bidimensional.

No final desta secgdo, testamos o efeito da correlagdo entre sexos, comparando o modelo
bidimensional, com correlagdo entre os unidimensionais associados as de uma certa

idade, do sexo feminino e masculino, com o modelo sem o efeito da correlacao entre os dois sexos.

421 O MBGB

Consideremos a existéncia de uma variabilidade ambiental que influencia simultaneamente as[TBMs|
dos dois sexos. Seja X;(t) a[TBM de uma certa idade (j = 1 para o sexo feminino e j = 2 para o
masculino), no ano t. Assumimos que X,(t) segue um unidimensional. Logo, os logaritmos
dos retornos, Z;(t) = In(X;(t)/X,(t — 1)), satisfazem

Zj(t) = Rj + o;(Wi(t) — Wi(t — 1))
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Figura 4.2: da populagao portuguesa, no periodo de 1940 a 2009, das idades 2, 13, 17 (em cima) e 37,

72 e 83 (em baixo) de ambos os sexos

com R;, o; € W;(t) como R, o e W(t) em (3.4), e Z(t) = [Z1(t) Z2(t)] satisfaz
Z(t)= R+ AY2W(t) - W(t—1)), (4.1)

com

me[ ] a- [T A] e wo-[w]

Ao modelo descrito em chamamos movimento browniano geométrico bidimensional
(MBGB). Note-se que o vetor R representa as médias, R;, dos Z;(t) e que, por sua vez, a matriz
A é uma matriz diagonal com as variancias dos Z;(t), 7. W(t) & o vetor dos processos de Wiener
padrdo, associados a cada um dos Z;(t), admitindo-se que W (t) e W»(t) estejam correlacionados.

Seja p o coeficiente de correlagédo entre Wi (t) — Wi(t — 1) e Wa(t) — Wa(t — 1). Supomos que
lp| # 1 pois, caso contréario, as para cada idade, seriam fungdes deterministicas das
do outro sexo. Usando dois processos de Wiener padrdo independentes, Wi (t) e W5 (t), ambos
normais com meédia nula e variancia ¢, isto &, W;(t) ~ N(0,t)i.i.d., podemos ter processos de
Wiener correlacionados fazendo

Wi(t) = aWi(t) + BW5(t) (4.2)

Wa(t) = BWY (t) + aWs (t) (4.3)
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com

o <1+(1P2)1/2)1/2 (4.4)
2

e 17(17 2>1/2 1/2

5smm@)<2p> = sinal(p)(1 — a2)'/2. (4.5)
Das expressoes anteriores resulta que
EW;#) =t (4.6)
e

E[W1(t)Wa(t)] = pt. (4.7)

Note-se ainda que, das operagdes e simplificagcdes acima, resulta também que o + 32 =1 e que
p = 2a (o que facilmente se pode verificar usando diretamente as expressoes e (4.5)). Usando
as propriedades de um processo de Wiener padrao, sabendo que E[W; (¢)W;(t —1)] =t —1 e que
E[W*(s)W*(t)] = E[W*(s)|E[W*(t)] =0 x 0 = 0, obtemos

Bl(W;(t) = W;(t = 1)) =1 (4.8)

E[(W1(t) = Wit — 1)) (Wa(t) — Wa(t —1))] = p. (4.9)

Assim, a expressdo (4.6), que corresponde a variancia de um W;(¢), obtém-se, no caso de W, (t),
por exemplo, usando e através do desenvolvimento do quadrado do bindémio no valor esperado
E[(aW7(t) + BW3(t))?]. Como conhecemos a distribuicdo dos W*(¢) independentes, sabemos que
E[W?(t)] = 0, para j = 1,2 e podemos usar a propriedade E[(W;(t))?] = Var[W;(t)]. Como
Var[Wi(t)] = t, facimente se chega a igualdade E[W;(t)*] = (o + ?)t. O resultado final obtém-se
substituindo, no membro do lado direito, « € 3 pelas expressdes que lhes atribuimos, respetivamente,
em e (neste caso, da igualdade a esquerda).

A expressdo (4.7), que corresponde a covariancia de Wi(t) e Ws(t), também se obtém
diretamente do desenvolvimento de E[W; (t)Ws(t)], substituindo W (t) e W»(t) tal como os definimos
em e (4.3). Novamente, usando o conhecimento da distribuicdo dos W*(t) independentes
e as propriedades referidas a propésito da obtencdo de (4.6), facilmente se chega a igualdade
E[W;(t)Wa(t)] = 2a6t. Mais uma vez, o resultado final obtém-se substituindo agora, no membro
do lado direito, o e 3 pelas expressdes que vém de e (neste caso, usamos a igualdade a
direita).

Para além das propriedades anteriores, podemos ainda mostrar que W (t) e Ws(t) sdo também,
enquanto combinacgdes lineares de processos de Wiener (ver e (4.3)), processos de Wiener.
Wi (t) verifica as propriedades que definem um processo de Wiener (para Ws(t) a justificagao é
analoga), pois:

o Wi(0) = aW;(0) + AWE(0) =a x 0+ B x 0= 0.
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e Os incrementos W, (t) — Wi(s) (s < t) tém distribuicdo normal com média 0 e variancia t — s.
Com efeito, pela sua definicdo e pelas propriedades da soma de independentes e com
distribuicdo normal, vem W1 (t) — W1 (s) = aW7 (t) + W5 (t) — (aW5 (s) + W5 (s)) = a(W7(t) —
Wi(s)) + B(W5(t) — W5(s)), donde Wy (t) — Wi(s) —~ N(0,(a? + B82)(t — s)) = N(0,t — s).

e W (t) tem incrementos independentes. Também pela sua definigao, para s < ¢, Wy (t)—Wi(s) =
a(Wi () — Wi (s))+ B(W5(t) — Wi (s)), mas nem Wi (t) — Wi (s) ou Wi(t) — Wi (s) dependem
da informacgao anterior de W;* ou Wy, e, por isso, 0 mesmo sucede a Wi (t) — Wi (s). Logo, o

incremento Wi (t) — Wi (s) ndo depende da informagao anterior de Wy (¢).

Sabemos que Z(t) tem uma distribuicdo normal bivariada (veja-se, por exemplo, [84]), com média
R e variancia X, isto é, Z(t) ~ N(R,X) i.i.d. com ¥ = AY2SA'/? e S a matriz de correlagbes de

W (t) — W(t— 1), dada por

em que

P = COTT’[Wl(t) - Wl(t - 1), Wg(t) - Wg(t — 1)] (410)

Note-se que E[W1(t)Wa(t)] = pt. Vamos supor que p # 1 pois, caso contrario, os logaritmos dos
retornos das [TBMs|de um sexo seriam fungées lineares dos logaritmos dos retornos das do
outro sexo.

A matriz X é dada por

2

- 0'% pPo102
pPO2071 o5 ’

A distribuicdo conjunta de Z;(t) e Z>(t) € normal bivariada com coeficiente de correlagao, r(to, t),

dado por
Cov [Z1(t), Za(t
F(to ) = ow[Z:1(t), Za(t)] _ poroe —
521 (t)522(t) 0102

4.2.2 Estimacao

Sejam ¢, = to +n (n = 0,1,2,...,N) 0os anos em que as foram observadas, para cada
idade e por sexo, e seja Z;(t,) = In(X;(t,)/X,(t,—1)). Dada a independéncia entre os Z(t,) =
[21(t,) 22(t,)] para diferentes valores de n, a[f.d.p]conjunta de transi¢do de (Z (), Z»(t)) entre t,,_1

e t,, que € normal e nao depende de n, pode escrever-se como

f(zl,na Z2,n|Z1 (tn,—l) = Z1,n—-1; ZQ(tn—l) = Z2,n—1) = f(zl,na Z2,n)

1 1
= 3 exp _iQ(zl,nv 22.n)
27T5Z1,nSZ2,n\/ 1- rn|nfl
com
2
1 Zln — /J'Zl,n n—1 (Zl,n - MZl,n n—l)(z2,n - ,U/Zg,n n—l)
- 2 +
Q(Zl,nvz2,n) - 1_ ’I"2 s - rn|n71 s s
njn—1 Zi1,nln—1 Zy,nn—19Z3,nin—1

2
<Z2,n - 1U’Z27n’n,—1)
)
S$Zy,mn—1
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em que

HZ;nn-1 = ij

2 _ 2
$ Zjmln—1 = O-]‘

e
Tnln—1 = P-
Isto é,
F(z1m,22.0) 1 . { 1Q(z . )}
nyi2n) = —F———=€X __ , ’
e 2na102y/1 — p2 P TgEn =2
com 2 2
1 —R R _R R
Q(Zl,ZQ) = 1 5 [(Zl 1) _ Zp(zl 1)(22 2) n (ZQ 2)
— p g1 01092 o9
Sejam z1, € 22, (n = 1,...,N), os valores observados de Z;(t,) e de Zs(t,), € seja p =

(Ry, Rs,01,09,p) O vetor dos parametros. Usando a propriedade de Markov em (4.1), a fungao de

log-verosimilhanga, £, dos logaritmos dos retornos das [TBMs| para uma certa idade, é dada por

E(p|Z1(t1),Zz(t1)...Zl(tN Z2 tN Zln 2( ))) (411)

As estimativas dos parametros, para cada idade, foram obtidas por métodos numéricos através da
minimizagao do simétrico da fungdo £ em (4.11), utilizando a fungéo optim do R. Para a estimagao,
usa-se o cédigo no apéndice [El com as simplificacdes resultantes da escrita do corrente modelo, o
[MBGRBl e, recordamos, a simplificagéo t,, — t,_; = 1.

Para obter os intervalos de confianga para os parametros, assumimos que estamos em regime
assintotico, considerando as propriedades de estimagéo por [MV] e fazemos uma aproximacao da
matriz de informagdo de Fisher pela simétrica da inversa da matriz hessiana, de cuja diagonal
obtemos as respetivas variancias assintoticas (esta técnica foi aplicada, tal como descrito no capitulo
anterior, para obter os ZC assintéticos dos parametros estimados pelos modelos unidimensionais
de [EDEs). Para cada parametro, obtemos assim uma aproximagao dos limites de um intervalo de

confianga a (1 — a) x 100% através de
P+ 21_a/2(Var(p)'/2,

com Var[ p| uma estimativa da variancia obtida como acima descrito.
Se tivermos observagdes até um certo instante ¢,y € quisermos obter previsoes para t > ty,

considerando que Z;(t) € um processo de Markov, temos que

ElZ;()|Z1(t1), Za(t1), ..., Z1(tn), Za(tn)] = E[Z;(8)| Z1(tN), Z2(tn)].
Como
Zi(t)|Z1(tn) = z1.v, Za(tn) = 22,8 —~ N(R;, 05 (t — tn)),

podemos usar para previsdes alLP] para cada idade,

~

Zi(t) = E[Z;(t)| Z1(tn) = 21,8, Zo(tn) = 22.8] = R;, (4.12)
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onde F representa o valor aproximado da esperanga matematica, substituindo os valores exatos de
R; pelos dos seus estimadores de [MV], isto &, ﬁj. Para obtermos as previsdes das|[TBMs| vem

Xj(t) = X;(t = 1) exp{R;(t — tn)}.

As previsoes [PP| sdo estimadas da mesma forma que em (4.12), mas atualizando ¢ e os valores
observados, bem como as estimativas dos parametros de cada vez (no nosso caso anualmente) que

avangamos um passo no tempo.

4.2.3 Resultados

Tal como no unidimensional, cujos resultados apresentdmos em ajustamos o
aos dados da mortalidade da populacdo portuguesa, para as idades 0 aos 99 anos, neste caso
conjuntamente para ambos os sexos. Na figura representamos os parametros estimados para
todas as idades. No que se refere as formas descritas nos graficos dos valores estimados de R, o
e p, note-se que, para R e o, estas sao diferentes das obtidas para o modelo unidimensional (ver

figuras[3.1]e[3.2). No caso do parametro R (que traduz a tendéncia, em escala logaritmica, de uma

N
Feminino (R{) — Feminino (o7)
=] —— Masculino (R») _| —— Masculino (0y)
S
X o
o
S 4
|
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o
o
|
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Figura 4.3: Estimativas dos parametros do[MBGB]| por idade e para ambos os sexos. No ultimo grafico,
indicamos a regido de aceitagao (a tracejado) da hipdtese p = 0 para o nivel de significancia de 5% (para o

efeito usamos a transformagao de Fisher como sugerido, por exemplo, em [82])
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taxa média de mortalidade) essas diferengas ocorrem sobretudo nas primeiras idades, pois o0s
valores, para ambos os sexos, sofrem um aumento acentuado até sensivelmente a idade 20 e
posteriormente ocorre um padrao diferenciado por sexo até a idade 40. Depois da idade 80 os valores
estimados de R aumentam ligeiramente em ambos 0s sexos. Relativamente a o (recordamos que
no modelo unidimensional ndo estimamos o, mas sim o2, a que chamamos V e que traduz o efeito
das flutuagbes ambientais sobre a mortalidade), até a idade 60 observa-se uma ligeira tendéncia
decrescente nos valores estimados, para ambos os sexos, que depois se inverte sensivelmente até
a idade 80. Até essa mesma idade os valores mais elevados estdo associados ao sexo feminino,
mas a partir dai, aumentam abruptamente as “intensidades das flutuagdes” sobre a mortalidade do
sexo masculino.

Quanto a p, os seus valores sdo mais elevados nas primeiras idades, sendo que, relativamente
as restantes idades adultas (e também as idades jovens), ocorre um aumento progressivo do valor
deste parametro sensivelmente a partir da idade 50 e até a 80 (em que ocorre um valor de correlacao
préximo de 0.8). A partir dessa idade, inverte-se a tendéncia crescente, de tal modo que 0.1 é
sensivelmente o valor estimado para a idade 99.

Para testar se as correlagdes sao significativamente diferentes de zero, usamos a transformagao
de Fisher como sugerido, por exemplo, em [82]. No grafico, indicamos a regidao de aceitagao na
escala original (a tracejado) da hipétese p = 0 para o nivel de significancia de 5%. Os resultados
apontam para correlagdes significativas nas primeiras idades, em algumas das idades adultas e para
quase todas as idades depois da idade 50.

Ainda relativamente aos parametros, estimamos os intervalos de confianga assintéticos de modo
analogo ao que mostrdmos na secgao para o modelo unidimensional. Note-se que no caso
bidimensional, no entanto, as margens de erro sdo mais amplas, sendo que as associadas a R; e Ry
sdo mesmo, para todas as idades, superiores aos valores estimados dos parametros. Na tabela[4.1]

apresentamos os valores agora obtidos para as primeiras trés idades e para uma confianca de 95%.

Tabela 4.1: Estimativas dos parametros do [MBGBl com semi-amplitude dos ZCys¢;, assintéticos para as idades

0,1e2
’ Idade ‘ Ri(ano™Y) | Ra(ano™) | o1(ano™?) | o2(anot/?) p

0 -0.0552 -0.0538 0.5722 0.5155 0.8282
(£0.0745) | (£0.0671) | (£0.2602) | (£0.2344) | (£0.2473)

1 -0.0755 -0.0725 0.6919 0.578 0.7442
(£0.0901) | (£0.0753) | (£0.1945) | (£0.1626) | (£0.2172)

2 -0.0716 -0.0626 0.6506 0.5595 0.4835
(£0.0847) | (£0.0728) | (£0.1535) | (£0.1320) | (£0.3131)

Na figura [4.4] apresentamos uma concretizagdo do ajustamento do modelo e previsées [PPl e a
[Pl neste caso para a idade 1 do sexo feminino. Em geral, consideramos que o [MBGBJ nos parece
ser adequado para este tipo de dados, apresentando ajustamentos e previsdes que consideramos

satisfatorias. No entanto, embora tenha sido possivel aplicar o modelo, a cada uma das idades, em
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simultaneo para ambos os sexos, os resultados sugerem diferengas, quer no ajustamento, quer nas

previsdes, quanto ao caso unidimensional, que pretendemos evidenciar de seguida.
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Figura 4.4: Ajustamento do[MBGB]|com previsoes a[LP] (25 anos: de 2000 a 2024) para a idade 1 do sexo
feminino (em cima); ampliagao das previsées (PPle a[[P] no periodo de 2000 a 2009, respetivamente, a

esquerda e a direita, em baixo)

Comegamos por comparar o modelo com o efeito das correlagdes por sexo (MBGB) com o modelo

sem a correlacdo (MBG). Para o efeito, podemos aplicar um teste de razao de verosimilhangas com
Holp:() Vs Hl,o;éO

e usando a estatistica de teste

Verosimilhanga do modelo com p =10
D =-2In ,

Verosimilhanca do modelo com p #0
que, para a hipétese nula, tem uma distribuicdo aproximadamente qui-quadrado com um grau de
liberdade.

Na tabela apresentamos os valores estimados da estatistica de teste D para todas as idades.
Para um nivel de significancia < 5%, nas idades entre os 51 e os 93 anos, rejeitamos a hipétese nula,

ou seja, o0 parametro p € significativo para o modelo.
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Nao s6 nas idades referidas, mas também logo nas primeiras quatro idades e também em outras
idades dispersas fora desse intervalo, os resultados sugerem que o modelo agora proposto, com
correlacdes entre os processos de Wiener que descrevem o efeito das flutuagdes ambientais sobre
cada idade de ambos os sexos, apresenta diferengas significativas face ao modelo sem o efeito das
correlagoes. Pelo exposto, somos levados a concluir que ha vantagens na modelagao conjunta das
de ambos os sexos, através do

Tabela 4.2: Resultados do teste de razdo de verosimilhangas entre o [MBGBl e o [MBGlpara todas as idades
(* representa valores-p < 0.05; ** representa valores-p < 0.01)

ldade| D [idade| D [idade| D [idade| D

0 | 6820165 | 25 | 133425 | 50 | 2.87724 | 75 | 64.89495*
1 | 4765775% | 26 | 5.64588* | 51 | 719543 | 76 | 31.21364*
2 | 1570391 | 27 | 001963 | 52 | 3692057 | 77 | 87.37983*
3 | 11.79149* | 28 | 046251 | 53 | 2047175 | 78 | 40.39463*
4 | 473077 | 29 | 420113 | 54 | 573761* | 79 | 5051581
5 | 007621 | 30 | 364455 | 55 | 6.62437* | 80 | 61.15839*
6 | 232805 | 31 | 000929 | 56 | 19.41620 | 81 | 24.51149*
7 047799 | 32 | 201501 | 57 | 15.25178* | 82 | 2557473
8 | 025485 | 33 | 131600 | 58 | 11.33184* | 83 | 35.94525*
9 0.04126 | 34 | 042279 | 59 | 19.67510* | 84 | 34.55056*
10 | 120288 | 35 | 000099 | 60 | 1203278 | 85 | 54.26652**
11 | 450663* | 36 | 3.68435 | 61 | 1210104 | 86 | 12.44581*
12 | 04442 | 37 | a20576* | 62 | 3392602~ | 87 | 27.74834*
13 | 167499 | 38 | 6.04685* | 63 | 32.86903* | 88 | 14.04769*
14 | 093537 | 39 | 052305 | 64 | 3414643 | 89 | 877142
15 | 002015 | 40 | 371503 | 65 | 4385197 | 90 | 18.42994**
16 | 000007 | 41 | 076560 | 66 | 14.86694** | 91 | 21.78611*
17 | 0243831 | 42 | 153203 | 67 |53.36631** | 92 | 9.18828*
18 | 727383~ | 43 | 027895 | 68 | 32.32503* | 93 | 5.69948*
19 | 008917 | 44 | 001543 | 69 | 4215327 | 94 | 0.60970

20 | 373939 | 45 | 552891* | 70 | 58.30814* | 95 | 12.81615*
21 | 139773 | 46 | 225050 | 71 | 4172734 | 96 | 266071

20 | 476288 | 47 | 025036 | 72 | 6977974 | 97 | 0.18274

23 | 123322 | 48 | 991717* | 73 |51.38017* | 98 | 0.04889

24 | 689081 | 49 | 168935 | 74 | 6334674~ | 99 | 0.13433

Para além dos resultados apresentados na tabela[4.2] podemos comparar ainda as versdes uni e
bidimensionais do [MBG| concretamente através dos estimados nos ajustamentos e previsdes
obtidos pelas duas vias. Assim, nas figuras e representamos a diferenca entre o
associado ao[MBGle o[MBGB) isto é, EQM;pa—EQMpc, respetivamente, para os ajustamentos

e para as previsoes a[[Pl
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Figura 4.5: Diferenga (x10000) entre os associados ao ajustamento as do[MBGl e do MBGB| por

idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo

§ Sexo feminino <
o
3 ¢ ~—w
= & o
U] S 1
[an]
23 3 7 o
s | )
[

<
g | g S
[0} 0 P
g S 9 ! o

| ] N

) 7 d )
g ¢ Idades 0 a 24 Idades 25 a 49 Idades 50 a 74 Idades 75 a 100
o .
S Sexo masculino
o Q 8
2 8- 2 g S 1 o
2 1 7
g o 8 o o
=3 S -

o
o P S S
o 7 Te)
S 3 3] S S
SR o J 7 QI‘
= o o - u u
g ! Idades 0 a 24 [ Idades 25 a 49 Idades 50 a 74 Idades 75 a 100

Figura 4.6: Diferenga (x10000) entre os associados as previsoes aIEEIdas (de 2000 a 2009) do

IMBGl e doIMBGB!, por idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo

68 4. Modelos bivariados de EDEs para taxas de mortalidade



Note-se que, tal como nas representacao analogas do capitulo (3] nas figuras anteriores, dado
0 pequeno valor das diferengas entre os alteramos a escala dos resultados representados,
multiplicando os valores estimados para essa diferenca por 10000. Se analisarmos, quer para os
ajustamentos, quer para as previsoes, a diferenga entre os respetivos para cada idade e por
Sexo, 0 apresenta, globalmente, vantagens face ao embora ligeira.

No caso do ajustamento (com excecao das primeiras 2 idades e das idades 25 a 49, em ambos o0s
sexos), a diferenga entre os erros aumenta com a idade. Adicionalmente, nas idades 25 a 49 o padrao
da diferenga é também contrario a tendéncia geral e claramente favoravel ao modelo bidimensional.
Essa vantagem ¢ ainda expressiva na idade 91 do sexo masculino.

Ja para as previsoes, nao se verifica uma tendéncia geral, quer por sexo, quer por idade, em
termos da prestacdo dos dois modelos, se atendermos ao critério do Ao contrario dos
resultados para o ajustamento, ndo ha aqui uma vantagem clara do modelo unidimensional em todos
0s grupos de idades representados (note-se, desde logo, o resultado da diferenca entre os erros na
primeira idade, que sugere um melhor desempenho do modelo bidimensional para o sexo feminino
e do modelo unidimensional para o sexo masculino). De facto, o Unico grafico que ilustra, de modo
mais evidente, uma vantagem em termos de prestagéo para o [MBG diz respeito as idades 25 a 49
do sexo masculino (o grafico sugere também que a diferenca entre os associados aos dois
modelos tem tendéncia decrescente com a idade). Para as idades entre a idade 25 e 49, mas agora
do sexo feminino, as diferengas entre os erros alternam entre valores positivos e negativos (tal como
ja havia acontecido no grupo de idades anterior, para 0 mesmo sexo), 0 que nao contribui para
destacar nenhum dos modelos. Note-se que partir da idade 50, a diferenca entre os erros aumenta
bastante (com maior dimensao entre as idades 75 a 100 do sexo masculino), no entanto o padrao é
semelhante por sexo (inclusive o melhor desempenho do modelo bidimensional nas Ultimas idades).

Considerando os resultados obtidos nesta secgao, sobretudo do teste de razado de
verosimilhangas, faz sentido continuar a apostar na modelagdo através de modelos de
multidimensionais com recurso a processos de Wiener correlacionados (conforme ja referimos,
devido a informagao obtida a partir da andlise dos dados). Assim, baseando-nos, desta vez, no
[MGEl na secgao seguinte, propomos um outro modelo bidimensional de [EDEs] cujos resultados

iremos comparar com 0s agora apresentados.

4.3 Modelo de Gompertz estocastico bidimensional com

processos de Wiener correlacionados

A semelhante do exposto na introducéo da seccéo anterior, para justificar a construgdo de um modelo
bidimensional, recordamos que, quando observamos as de ambos os sexos para uma certa
idade, identificamos uma correlagdo em todas as idades. Consideramos que se trata de correlagoes
entre os efeitos dos fatores ambientais na mortalidade dos dois sexos, 0 que sugere que 0S pProcessos

de Wiener associados as|[EDEs|que modelam as taxas estejam correlacionados.
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Admitindo que grupos de individuos de ambos os sexos (fixando a idade) podem ser afetados
pelo mesmo tipo de aleatoriedade ambiental no que diz respeito a mortalidade, usamos, neste caso,
como modelo base para descrever a evolugao temporal das[TBMs|de uma certa idade e para ambos
0S Sexos, 0 apresentado na secgéo

No final da seccao, testamos também o efeito da correlagao entre sexos, comparando o modelo
bidimensional, com correlagdo entre os[W (¢)|unidimensionais associados aos modelos para as[TBMs|
de uma certa idade, do sexo feminino e masculino, contra o modelo sem o efeito da correlagao entre

os dois sexos, tal como fizemos para o

4.3.1 O MGEB

A semelhanga da secgéo anterior, consideremos a existéncia de uma variabilidade ambiental que
influencia simultaneamente as [TBMs|dos dois sexos, para uma certa idade. Considerando ainda que
as [TBMs| seguem o associamos, para cada idade, os modelos de ambos os sexos, obtendo o
sistema de [EDEs]| bidimensional

{ dY1 (t) = b1 (Al — Yl (t))dt + O'1dW1 (t)
(4.13)
dYs(t) = ba(Az — Ya(t))dt + o2dWa(t),

com Y;(t) = InX;(t) (recordamos j = 1 para o sexo feminino e j = 2 para o masculino),
Y;(to) = v, Suposto conhecido, X;(t) as dessa idade, no ano ¢, W;(t) os processos de
Wiener correlacionados e os parametros A; (taxas médias de mortalidade assintéticas, em escala
logaritmica), b; (velocidades de aproximagao ao regime assintético) e o, (intensidades das flutuagoes
ambientais). Ao modelo descrito pelo sistema de equacdes chamamos modelo de Gompertz
estocastico bidimensional (MGEB).

Neste ponto refira-se que sao validas para esta seccao, todas as propriedades (que mostramos na
secgao anterior) relativas aos processos de Wiener correlacionados, Wi (t) e Wa(t), com correlagdo
p entre os incrementos Wy (t) — Wi (t — 1) e Wa(t) — Wa(t — 1).

Dada a condigdo inicial Y1 (to) = y1,4, € Y2(to) = y2.4,, @ SOlucédo de é

t

Yl (t) = A1 + (thO - Al) exp{—b1 (t - to)} + o1 exp{—blt} exp{bls}dwl (S) (414)

to

YQ(t) = A2 + (y27t0 - Ag) exp{—bg(t — to)} + 02 exp{—bgt} eXp{bQS}dWQ(S), (41 5)

to

Em [9], pode ver-se que um integral estocastico com fungdo integranda deterministica G tem
distribuigao normal com média 0 e variancia E[( [, G(s)dW (s))?] = [} E[G*(s)lds = [}, G?(s)ds.
Uma vez que o integral estocastico com fungao integranda deterministica, tem distribuicdo normal,

como Wi (t) e Ws(t) sado processos de Wiener, as distribuicdes marginais normais tém médias

ty; 1) = A+ (Ws00 — Aj) exp{—b;(t —to)}
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e variancias

isto &,

Yi(t) ~ Nty 1), 95, (1)) (4.16)
e

Ya(t) ~ N(pva ), 0%, (1))- (4.17)

A distribuicdo conjunta é normal bivariada com coeficiente de correlagao, r(to,t), que se obtém a

partir da expressao
Yi(t),Ya(t
r(to, 1) = 2010 ¥a(O)] (4.18)
SY1(t)SYa(t)

A covariancia entre Yi(t) e Y5 (¢) é
Cov [Y1(t), Y1(1)] =

Cov

t
A+ (Y160 — A1) exp{=b1(t —to)} + o1 exp{—blt}/ exp{bys}dWi(s),
to

t
Az + (y2,60 — A2) exp{—ba(t — to)} + o2 exp{—bat} GXP{b23}dW2(S)1
to
t t
= E|oyexp{—bit} [ exp{bis}dW;(s)ogexp{—bat} [ exp{bas}dWa(s)

to t(J

= 0102 exp{—(b1 + bg)t}E

(KWMMMM@+£mMMMW@)

(KWMMMW®+£MMMMW®>

t t
= o109 exp{—(b1 + b))t} E Ozﬂ/ exp{bls}dW{k(s)/ exp{bastdW7 (s)+
to to

ozﬁ/t eXp{bls}dWQ*(s)/t exp{bgs}dWJ(s)].

Como para as fungdes deterministicas G; e G2 temos
i t t t
E [ G1(s)dW (s) Gl(s)dW(s)] = / E[G1(s)Ga(s)lds = | G1(s)Ga(s)ds,
to to to to

vem
Cov [Yi(£), Vi (8)] = 2080105 exp{— (b1 + bt} /t exp{ (b1 + ba)s}ds

= 2afo109 (1 —exp{—(b1 + b2)(t — t0)}).

1
(b1 + b2)

Entao, substituindo a expressao agora obtida para a covariancia em (4.18), obtemos

20[50’10’2(1)1 + bg)_l(l — exp{—(b1 + bg)(t — to)})

"ot = A =201t — f0)}/ (201)) o (1 — exp{—2ba(t — to) 1/ (25a) ) T72"
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Finalmente, simplificamos a expressao e, como sabemos que p = 2a/, resulta que

1 —exp{—(b1 + b2)(t —t0)} 2(b1b2)"/?
1 — exp{—2b1(t — o) })1/?(1 — exp{—=2ba(t — to)})'/2 b1 + b2

r(to,t) = p( (4.19)

4.3.2 Estimacao

Consideremos agora t, =ty +n (n =0,1,2,..., N) 0s anos em que as foram observadas, para
cada idade e por sexo, e seja Y;(t,,) = In(X,(t,)). Podemos escrever a[f.d.p]conjunta de transicao

de (Yi(¢),Yz2(t)) entre ¢,_; € t,, que € normal, como

FWinsY2,nlY1(th=1) = Y1,n—1, Yo(tn-1) = Y2,n—1)

1 1
= B exp{_2Q(y1,n7y2,n|y1,n17?/2,77,1)}
27r3y1’n3y21n 1-— Trln—1
com )
1 Yi,n = Uyy njn—1
QW1,.n, Y2,nl¥1n—1,Y2n—1) = 1 3 < = Lain )
~Taln—1 SY1,n|n—1
2
(yl,n - //"Yl,n|n71)(y2,n - ,U/Yg,n|n71) Y2,n — Ky, m|n—1
_2Tn\n71 + ,
SY1,n|n—15Ys,n|n—1 SYsy,n|n—1
em que
1y nin—1 = Aj + Yjn—1 — Aj) exp{=b;(tn — tn-1)},
5%y, min—1 = 07 (1 — exp{=2b;(t, — tn—1)})/(2b;)
e

. _ 1 —exp{—(b1 +b2)(tn —tn-1)} 2(bib2)"/?
nin=1 7 p(l —exp{—2b;(t, — tn_1)})Y2(1 — exp{—2ba(t, —tn_1)})/2 by +by ~

(4.20)

A expressdo obtém-se como em usando nos célculos, nomeadamente da
covariancia, t,, € t,—1; emvez de t e ¢.

Sejam y1., € y2., (n = 1,..., N), respetivamente, os valores observados de Y;(t,) e de Ys(t,),
e sejap = (A1,As,b1,b2,01,092,p) 0 vetor dos parametros. Usando a propriedade de Markov na
solugéo da [EDE| a fungédo de log-verosimilhanga, £, dos logaritmos das para uma certa
idade, é dada por

L(plYi(tr),...,Ya(t1) ... Yi(tn),..., Ya(tn))

N
=3 " I (f(Yilta), Ya(ta)|Yi(tno1), Ya(tno1))) - (4.21)

Também neste caso, as estimativas dos parametros, para cada idade, foram obtidas por métodos
numéricos através da minimizagao do simétrico da fungdo £ em (4.21), utilizando a fungdo nlm do R
(veja-se o codigo no apéndice|D). Recordemos ainda que, em toda a computagao, usamos ¢, —t,,—1 =

1 (ja referido nos capitulos anteriores).
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Para cada parametro, podemos ainda obter uma aproximagao dos limites de um intervalo de
confianca, para um certo nivel de confianga, tal como descrito para os modelos apresentados
anteriormente (ver, por exemplo, na secgéo [4.2).

Quanto a previsoes, se tivermos observagdes até um certo instante ¢y e quisermos estimar
valores dos logaritmos das para t > ty, usando a propriedade de Markov em Y;(t), temos
que

ElY;()[Y1(to), Y2(to), Y1(t1), Ya(t1), ..., Ya(tn), Ya(tn)| = E[Y; () Y1 (tn), Ya(tn)]-

Como
Y;(0)Yi(tn) = yi,n, Ya(tn) = yo.n

~N(A; + (yj,n — Aj) exp{—b;(t — tn)}, 07 (1 — exp{—2b; (t — tn)})/2b;),

para cada idade, podemos usar para previsoes a[[P}

Yi(t) = BIY; (O (tw) = y1.n, Ya(tw) = youv] = 4 + (giv — Aj) exp{=;(t —tn)},  (4.22)
onde E representa o valor aproximado da esperanca matematica substituindo os valores exatos
de A; e de b; pelos dos seus estimadores de [MV] respetivamente, Xj e Zj. As previsdes [PPI
sao estimadas da mesma forma que em (4.22), mas atualizando anualmente ¢, Y;(¢) e Ya(t), bem
como as estimativas dos parametros (a computacao é feita de modo analogo ao caso do modelo

unidimensional, com as alteragdes resultantes da estimacao do corrente modelo).

4.3.3 Resultados

Comegamos por apresentar, na figura as estimativas dos parametros do para todas as
idades. Para efeitos de comparagdes com a versao unidimensional, podemos designar este modelo
de modelo completo (pois no fundo é um [MGEI que considera, adicionalmente, a correlagao entre
SEX0S).

Note-se que as formas descritas nos graficos dos valores estimados de «, b € o sdo semelhantes
as obtidas no caso do modelo unidimensional, as quais ja interpretdmos na subsecgdo[3.3.3] Quanto
a p, 0s seus valores sdo semelhantes aos obtidos para o (ver figura [4.3] da secgéo anterior).
Assim, os valores de p estimados sdo mais elevados nas primeiras idades, sendo que, relativamente
as restantes idades adultas (e também as idades jovens), ocorre um aumento progressivo do valor
deste parametro sensivelmente a partir da idade 50 e até a idade 80 (em que ocorre o valor mais
elevado, superior a 0.8), quando se inicia uma diminuigao dos valores, aproximando-se dos niveis
estimados para as restantes idades (sensivelmente entre 0 e 0.4) muito perto da idade 100.

Foi também possivel estimar os respetivos intervalos de confianga, ZC, assintéticos, associados
aos parametros estimados, cujos valores ilustramos na tabela para algumas idades
(concretamente as idades 18, 40, 69, 82 e 95), para uma confianca de 95%. Na referida tabela,
é visivel que as estimativas dos parametros b; e b, apresentam as maiores margens de erro
associadas, relativamente as estimadas para os restantes parametros, o que resulta, neste caso,

numa maior amplitude dos intervalos de confianga.
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Figura 4.7: Estimativas dos parametros do[MGEB] por idade e para ambos os sexos. No ultimo gréfico,

indica-se a regiao de aceitagao (a tracejado) da hipétese p = 0 para o nivel de significancia de 5% (para o

efeito usdmos a transformagao de Fisher como sugerido, por exemplo, em [82])

Tabela 4.3: Parametros estimados do [MGEB|com semi-amplitude dos ZCgs¢, assintdticos para as idades 18,

40, 69, 82 e 95
’ Idade ‘ Ar =1n(a1) bi(ano™t) al(anoflm) p Az = In(az) bz(anofl) Uz(anoflﬂ)
18 -7.5273 0.0940 0.2626 0.3636 -6.4082 0.1554 0.1626
(£0.8161) | (£0.0889) | (£0.0493) | (+0.2256) | (4+0.2861) | (+0.1197) | (40.0315)
40 -6.3655 0.0811 0.1291 0.2615 -5.6030 0.1000 0.1206
(+£0.4828) | (£0.0716) | (£0.0240) | (+0.2436) | (4+0.3376) | (+0.0922) | (40.0227)
69 -3.7801 0.1607 0.1190 0.7570 -3.1916 0.2085 0.0893
(£0.1963) | (£0.1370) | (£0.0254) | (4+0.1186) | (40.1118) | (4+0.1690) | (40.0193)
82 -2.2488 0.1509 0.0790 0.6470 -1.9378 0.2184 0.0918
(£0.1440) | (£0.1275) | (£0.0166) | (+0.1618) | (£0.1126) | (£0.1738) | (+0.0195)
95 -1.0638 1.4030 0.1692 0.5417 -0.9432 1.9655 0.2949
(£0.0331) | (£0.8638) | (£0.0537) | (£0.1794) | (40.0438) | (£1.4771) | (+0.1188)
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Na figura[4.8] mostramos ainda uma concretizagao, neste caso ilustrada com a primeira idade do
sexo feminino, do ajustamento do modelo, previsdes[PPle alLPl(no gréfico de cima, as previsdes sdo
para o periodo de 2000 a 2024 e nos abaixo, para 2000 a 2009).

Ajustamento/Previsdes LP
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Figura 4.8: Ajustamento do[MGEB|com previstes a[LP] (25 anos: de 2000 a 2024) para a idade 0 do sexo
feminino (em cima); ampliagao das previsdes (PPle a[LPl no periodo de 2000 a 2009, respetivamente, a

esquerda e a direita, em baixo)

Pelo exposto, considerarmos o adequado para este tipo de dados, apresentando
ajustamentos e previsdes que consideramos satisfatérias.

Vamos ainda comparar o modelo com o efeito das correlagdes por sexo com o modelo sem
correlagdes. Para o efeito, podemos aplicar um teste de razao de verosimilhangas, a semelhanca (e
de modo analogo) ao que aplicamos em para comparar a versao bidimensional do movimento
browniano geométrico com a versdo unidimensional. Na tabela apresentamos os valores
estimados da estatistica de teste D para todas as idades. Os resultados sugerem, para um nivel
de significancia < 5%, que o modelo completo (com correlacoes entre os processos de Wiener que
descrevem o efeito das flutuagdes ambientais) tem diferencas significativas quando comparado com
o modelo sem o efeito das correlagdes, em quase todas as idades depois da idade 50 e também nas

primeiras idades.
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Nas figuras [4.9] relativamente aos ajustamentos, e[4.10] para as previsées a[LP} representamos
ainda (e a semelhanga do que fizemos para o a os erros da versdo uni e bidimensional
do [MGE| isto é, EQMyqr — EQMycrr. Em ambos os casos, os graficos sugerem um melhor
desempenho global do modelo unidimensional (como também sucede para o [MBG). Os padrbes séo
semelhantes por sexo e a diferenga dos erros tem uma tendéncia crescente com a idade (excegao
para as primeiras idades, no caso dos ajustamentos e para as ultimas idades no caso quer dos
ajustamentos, quer das previsoes, e em ambos os sexos). Note-se, no entanto, que muito embora os
graficos sugiram uma vantagem para os modelos unidimensionais, as diferencas entre os erros sao
muito reduzidas (mesmo multiplicadas por 10000, sendo que apenas nos ultimos grupos de idades

aumenta visivelmente a ordem de grandeza).

Tabela 4.4: Resultados do teste de razéo de verosimilhancas entre o [MGEB] e o [MGE] para todas as idades

(* representa valores-p < 0.05; ** representa valores-p < 0.01)

ldade| D [idade| D [idade| D [idade| D

0 |e6833150% | 25 | 167865 | 50 | 353230 | 75 | 68.47583*
1 | 47.86300~ | 26 | 5.88632* | 51 | 8.85401** | 76 | 32.92903*
> | 1598506 | 27 | 002848 | 52 | 39.76502 | 77 | 92.84271*
3 | 1215687 | 28 | 062421 | 53 | 2276972 | 78 | 43.81416*
4 | 500230" | 29 | 443612* | 54 | 696348 | 79 | 56.39553*
5 0.02140 | 30 | 3.79528 | 55 | 7.50503** | 80 | 63.33385*
6 280414 | 31 | 000019 | 56 |21.43279* | 81 | 30.82691*
7 026830 | 32 | 226401 | 57 | 17.48574* | 82 | 20.31415*
8 010529 | 33 | 123678 | 58 | 1278173 | 83 | 44.10562**
9 0.00000 | 34 | 051013 | 59 |2233432* | 84 | 40.63140*
10 | 166353 | 35 | 001452 | 60 | 1331082 | 85 | 59.34599*
11 | 534736* | 36 | 4.05373* | 61 | 14.36165" | 86 | 15.86499*
12 | o828t | 37 | 5002160 | 62 | 37.07712~ | 87 | 36.90376™
13 | 267163 | 38 | 6.73935* | 63 | 3564075 | 88 | 19.50755
14 | 114750 | 39 | 071664 | 64 | 3653741 | 89 | 17.42499™
15 | 000688 | 40 | 4.02279* | 65 |46.17152~ | 90 | 23.87252*
16 | 009950 | 41 | 102278 | 66 | 16.15175™ | o1 | 27.90838™
17 | 033019 | 42 | 188173 | 67 |56.88815™ | 92 | 15.31689*
18 | 812858 | 43 | 048002 | 68 | 34.06079 | 93 | 10.46706™
19 | 017147 | 44 | 013951 | 69 | 46.69097* | 94 | 3.86429%

20 | 4.09134* | 45 | 639170 | 70 | 61.06492* | 95 | 20.12945*
21 | 162040 | 46 | 263369 | 71 | 4456891** | 96 | 2.68888

22 | 515558* | 47 | 004081 | 72 | 72.83185 | 97 | 0.81996

23 | 154344 | 48 | 11.49340* | 73 | 5377353 | 98 | 2.06987

o4 | 755196 | 49 | 234264 | 74 | 6818138 | 99 | 0.03821
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Figura 4.9: Diferenga (x10000) entre os associados ao ajustamento as do[MGEle do[MGEB| por

idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo
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Figura 4.10: Diferenca (x10000) entre os associados as previsdes aIEEIdas (de 2000 a 2009) do

[MGEl e do [MGEB] por idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo
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Por ultimo, vamos ainda comparar o desempenho dos dois modelos bidimensionais, e
no que diz respeito ao ajustamento e as previsdes allP), através da diferenca entre os[EQMs|
que lhe estao associados, isto &, FEQMypap — EQMycer. Nas figurasMe apresentamos
os resultados.

Os gréficos para as diferengas dos erros entre os dois modelos bidimensionais de EDEs|sugerem
um melhor desempenho global do [MBGBL No caso dos ajustamentos, no entanto, em algumas das
idades entre os 25 e os 49 anos (sobretudo no sexo masculino) e também depois da idade 90, a
diferenga entre os [EQMs|dos dois modelos ¢ favoravel ao

Note-se que, de um modo geral, neste caso, as diferengas dos erros sao superiores as estimadas
para os modelos unidimensionais, tanto no caso dos ajustamentos como das previsdes a[[Pl Com
excecao da primeira idade (e do grupo de idades entre os 25 e 49, para os ajustamentos), essas
diferengas aumentam com a idade. Os graficos mostram também que as diferencas entre os erros
s30 maiores para o sexo masculino (excecao para o grupo de idades entre os 75 e o0s 99, para
0s ajustamentos), o0 que sugere, para as idades mais avangadas, as maiores diferencas entre os

ajustamentos dos dois modelos, quer para 0 mesmo Sexo, quer entre sexos.
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Figura 4.11: Diferenca (x10000) entre os associados ao ajustamento as do [MBGBl e do[MGEBI

por idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo

Na seccgao seguinte, vamos comparar o desempenho de um dos modelos bidimensionais agora
propostos com um modelo VARMAI (a2 semelhanca do que fizemos para o caso unidimensional no
capitulo anterior para os modelos de e os modelos [ARIMA).
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Figura 4.12: Diferenca (x10000) entre os associados as previsoes a[[P|das (de 2000 a 2009) do
IMBGBIl e do[MGEB! por idade; sexo feminino, em cima, e masculino, em baixo

4.4 Comparacao entre o movimento browniano geométrico
bidimensional e um modelo de vetores autorregressivos

e/ou de médias moveis

Conforme exposto no inicio deste capitulo, para explicar a evolugao da mortalidade da populagao
humana e para prever o seu comportamento a médio/longo prazo, podemos considerar uma analise
bidimensional, transversal ao longo do tempo, a custa da informagao das séries temporais e das
correlacoes entre sexos, fixando uma certa idade. Esta abordagem foi sugerida pela analise
exploratéria dos dados, conforme ja referido anteriormente e ilustrado na figura 4.2

Nas secgdes anteriores, aplicamos os modelos bivariados de propostos. No final desta
secgao iremos comparar os resultados das previsoes obtidos pelo movimento browniano geométrico
bidimensional (MBGB) com os agora obtidos através da modelagdo com um modelo de vetores
autorregressivos e de médias méveis (VABMA), em ambos os casos aplicados aos logaritmos dos
retornos das [TBMs|da populagdo portuguesa no mesmo periodo de tempo. A primeira metodologia
apresenta uma computagéo e construgdo mais complexas (conforme exposto na subsecgédo [4.2.2),
a segunda, cuja implementacao ilustramos nesta subseccao, com um esforco computacional menor
(uma vez que usamos fungoes ja implementadas no R). No final, comparamos o desempenho dos
dois tipos de metodologias, no que se refere as previsoes, por idade e por sexo.

O pressuposto de partida para a aplicagdo dos modelos do tipo VARMA| € o mesmo que o
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ja referido para o descrito pela equagao (4.1): considera-se que existe uma variabilidade
ambiental (em sentido lato) que afeta de forma relacionada individuos de ambos 0s sexos.

De facto, e para clarificar qualquer questao que possa ser nesta altura colocada acerca de uma
possivel causalidade entre as séries temporais (questdo habitual aquando da aplicagdo de modelos
do tipo VABMA), refira-se que as causas para a mortalidade humana sdo externas as variaveis
consideradas (ou, de outra forma, exteriores ao sistema composto pelas [TBMs). Deste modo, o
modelo bivariado de séries temporais que vamos aplicar ndo traduz definitivamente uma relacédo
causal, para uma idade, entre a mortalidade do sexo feminino e a do masculino (ou vice versa), mas
sim uma inter-relagdo, 0 que nos parece apropriado para a aplicagdo da metodologia. Como nao
conhecemos, neste ponto da investigacao, a/as variavel/eis ambiental/ais que causam esse efeito
comum, faz sentido usar a informacao das séries das que possa trazer vantagens para a
modelagdo. Comegamos por usar as correlagdes entre sexos diferentes, para cada idade, e aplicar
um modelo bidimensional (em alternativa a trabalhar cada série individualmente).

Dado que, previamente, na modelagdo das séries unidimensionais, obtivemos resultados
bastante satisfatérios com modelos do tipo autorregressivo, nesta primeira abordagem a metodologia
com recurso a dados da mortalidade de uma populagao, mostramos a aplicagdo de um modelo de
vetores autorregressivos (VAR) que, ainda que nao diretamente comparavel (embora, por construgao,
o] seja equivalente), tem um numero de parametros préximo dos dos modelos de
propostos nas secgdes anteriores. Adicionalmente, e por estes modelos serem modelos dinamicos,
que traduzem as inter-relagbes entre as séries, podemos ainda extrair informagdes adicionais
dos resultados, nomeadamente testando a causalidade de Granger, analisando as fungdes de
impulso-resposta (ou de resposta ao impulso) e também estudando a decomposicdo de varidncia
dos erros. A combinagao destes trés topicos é frequentemente designada por andlise estrutural.
Este tipo de abordagem surgiu nos anos 80 do século passado com Sims (ver, por exemplo, [80]),
essencialmente para medir o efeito de choques na politica monetaria em variaveis macroeconémicas
e dando origem a modelos estruturais mais complexos em que se tira partido das inter-relacoes
dindmicas entre as variaveis e a informagao que se pode dai extrair, nomeadamente, identificando
periodos de estabilidade ao longo do tempo.

Os aspetos metodoldgicos relativos a estes modelos, a sua implementagao bem como a analise
estrutural complementar que lhe esta associada estdo exaustivamente expostos na bibliografia de
referéncia (veja-se, por exemplo, [54,/73,/76]). Para ilustrar a sua aplicacdo, apresentamos, de
seguida, de modo sucinto, os pressupostos do modelo bivariado e os critérios de implementacéao,
aplicados a idade 2, e a interpretagdo dos resultados. No final da subsecg¢ao, comparamos as
previsbes obtidas através do modelo do tipo com as obtidas pelo [MBGBL

4.41 Modelos VARMA

A partida, sabemos que as [TBMs| em cada idade, estdo correlacionadas por sexo e que essas

correlagdes sdo estatisticamente significativas para a maior parte dos pares das [TBMs| da mesma
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idade de ambos os sexos. Seja Z(t) = (Z1¢y..., Zkt, -, ZKt), com k = 1,... K, um processo
multivariado de VABRMAI ou VARMAlp,q) (com p e ¢ as ordens dos polindmios autoregressivos e de

médias moveis, respetivamente), estacionario. Pode escrever-se na forma
Zt)=v+A1Z{t—-1)+ -+ AZ(t —p) +€(t) —Mie(t —1) — - — Mye(t — q), (4.23)

comt=0,+1,4+2, ..., v = (v1,...,v) um vetor de termos constantes com dimenséao K x 1, de modo
a considerar-se um processo de média ndo nula. A, (a =1,...,p) e M,, (m =1,...,q), ambas de
dimensao K x K, sao, respetivamente, as matrizes dos parametros autorregressivos e de médias
moveis, €(t) € um processo ruido branco (WN) K-dimensional, isto é, E [e(t)] = 0, com matriz de
variancia-covariancia nao singular . = Ele(t)e(t)'] e com E[e(t)e(s)'] = 0 para s # t.

Em termos praticos, e a semelhanga do procedimento para os modelos unidimensionais [ARIMA]
(cujos resultados da aplicacao mostramos em [3.4), comecamos por identificar, para cada idade, o
tipo de modelo (autoregressivo e/ou de médias méveis) e a respetiva ordem p, através da combinagao
de métodos empiricos e analiticos.

Para escolher o modelo de vectores autoregressivos para as séries selecionadas que vamos
estudar conjuntamente, fazemos, como é habitual, a sua representacao grafica, de modo a ter
uma percegao visual sobre a existéncia de tendéncia e mudangas na variancia (neste caso, nao
ha sazonalidade), bem como da existéncia de outliers (também nao se admite a sua existéncia),
descontinuidades ou mudancas de regime. Necessariamente, temos também que verificar a
estacionaridade conjunta das séries (caso isso ndo aconteca, temos que transformar as séries por
diferenciagdo, uma vez que ja estamos a trabalhar com os dados numa escala transformada). Para
selecionar a ordem p de um modelo multivariado utilizamos os critérios usuais de selegao deste tipo
de modelos, em que é Uutil, por exemplo, a informagao fornecida pelas funcdes de autocorrelagao
e pelas fungdes de autocorrelagao parciais (FACPs), mas também as fungdes de correlagéo
cruzadas (FCCs), que podem dar informagdo acerca da intensidade da relagdo entre as séries
temporais. Neste processo, usamos ainda, a titulo indicativo, a informag¢éo dos modelos univariados
aplicados (cujos resultados ilustramos no capitulo anterior, em|(3.4).

Determinado o tipo de modelo e selecionada a ordem p, podemos estimar os parametros e
executar os testes de diagnostico aos residuos (usuais neste tipo de metodologia) e aferir acerca
da qualidade das previsdes.

Particularizando a equagéo (4.23) para, por exemplo, um modelo [VAR(1), temos
Z(t)=v+ AZ(t — 1) + €(t). (4.24)

Estes processos admitem a decomposicao em médias méveis com condigdes de estabilidade
semelhantes aos modelos autorregressivos unidimensionais. Assim, assumindo que se verifica a
condigao de estabilidade det(Ix — A12) # 0 (para |z| < 1), podemos reescrever a equagao (4.24) na
forma

Z(t) = u—f—iAlle(t—l), (4.25)
=0

com p = (I, — Ay) " w.
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A partir da expressdo apresentada em (4.25), faciimente se deduzem também as expressdes
para as e dos Z(t) e os primeiro e segundo momentos centrais. A estimagao faz-se
pelo método dos minimos quadrados, para cada equagao. O preditor de Z(t + [), que minimiza o
pode ser obtido, para ! > 0, a partir da esperanga matematica de Z(t + /) condicionada aos

valores de Z até ao instante ¢, isto &,

Z(t +1) = E[Z(t + 1)|Z(t), Z(t — 1), ..].

No caso da aplicacdo as [TBMs| cujos resultados apresentamos a seguir, para favorecer a
estabilidade dos processos, optadmos por aplicar uma transformagao aos dados, trabalhando com
os logaritmos dos retornos das que representamos por Z;(t) e que podemos definir como
Z;(t) = In(X;(t)/X,;(t — 1)), com X,(t) as (j = 1 para o sexo feminino; j = 2 para o
masculino, ambas para uma mesma idade ). Recorde-se que ja haviamos usado esta transformacao
(que corresponde a usar uma transformagao logaritmica seguida de uma diferenciagao simples) na
seccao a propésito da estimacao do O objectivo é garantir, a partida, a estabilidade
individual de cada série componente do processo.

Retomando o caso particular do modelo [VAR(1), como em (4.24), mas considerando j& a

aplicagao aos dados, podemos escrevé-lo mais explicitamente na forma

{ Zi(t) =vi+anZi(t — 1)+ e Za(t — 1) + i (t)
(4.26)

Zs(t) =va+ a1 Z1(t — 1) + agaZa(t — 1) + ea(t),
em que o0s v; S80 0s regressores deterministicos, a;; e «j2 estdo associados aos regressores
dindmicos, neste caso, ao polindmio autoregressivo. Assume-se que se tem para os residuos ¢;(t),
Ele;(t)) = 0e Elej(t)e(r)] = 0 (com t # 7). Os processos de ruido branco ¢;(t) e ez(t) podem estar

contemporaneamente correlacionados.

4.4.2 Analise estrutural

Consideremos agora as possiveis ligacoes existentes entre as variaveis do sistema composto pelas
da populagao portuguesa, que estamos a estudar, e a informagao que se pode dai extrair
e que nos ajude a aumentar o conhecimento acerca da evolugdo do fenédmeno ao longo do tempo
(neste ambito, seguimos a abordagem metodoldgica exposta em [54,/71172,76]).

Neste sentido, um dos conceitos que estudamos € o de causalidade de Granger, que tem a ver
com a capacidade de uma variavel ou grupo de variaveis ser (til na previsdo de outra ou de outras
variaveis. Trata-se como que de uma precedéncia de causalidade e ndo da causalidade no sentido
habitual (supbe-se que as informagdes relevantes para as previsdes das variaveis estdao nas séries
temporais). Por outras palavras, se uma variavel x afecta uma variavel y, entdo, a primeira devera
ajudar a obter melhores previsoes para a segunda e diz-se que x causa a Granger y.

Por sua vez, se considerarmos as interagdes entre as variaveis do sistema, podemos, ao analisar

as funcées de impulso-resposta, estudar o efeito no processo de choques simulados e detetar
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relagdes dinamicas ao longo do tempo, através do estudo da resposta de uma variavel a choques ou
impulsos noutras variaveis do sistema.

Por ultimo, a terceira componente usual nesta analise estrutural diz respeito a decomposicao
da variancia dos erros de previsdo e visa determinar a importancia relativa de cada variavel de um
modelo do tipo na explicagdo da variancia dos residuos das demais variaveis, ou qual a

proporcao de erros que é devida a choques no processo, em termos de perturbacdes ortogonais.

4.4.3 Exemplo ilustrativo de um modelo VAR(p)

O nosso objetivo nesta subseccdo é mostrar a aplicagdo do modelo (ou (4.24), na forma
matricial). Para efeitos de representagao grafica e programacao, usamos F' = Z;(t) e M = Zs(t). A
variavel F representa aqui os logaritmos dos retornos das para a idade 2 dos individuos do
sexo feminino e a M os do masculino. O seu comportamento pode ser observado nos graficos da

figura[d.13]
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Figura 4.13: [FACs|e [FACPs|dos logaritmos dos retornos das|[TBMs|da idade 2 de ambos os sexos

A condicdo para a aplicagdo de um modelo VARIp) é que as séries sejam conjuntamente
estacionarias. Um processo multivariado é conjuntamente estacionario se as médias das séries
temporais e todos os elementos da matriz de variancia-covariancia forem independentes do tempo
para todos os desfasamentos ou /ags (conforme definido em [17]). Para garantir que as séries sao
conjuntamente estacionarias (ver [55]), & condicao necessaria (mas nao suficiente) que cada uma
das séries seja estacionaria.

Para testar a estacionaridade individual, usamos o teste ADF, de augmented Dickey-Fuller test,

que verifica se existe tendéncia, trend, ou alteragdes na variancia, drift (ja que, a partida, nas
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que traduzem médias anuais, ndo ocorrem fendémenos de variagao sazonal). O teste admite na
hipétese nula que o polinémio caracteristico do processo [VARI tem raizes dentro do circulo unitario
contra a hipotese alternativa de a série ser estacionaria.

Podemos ver nas caixas e os resultados do teste ADF, para a variavel F'. Os testes, que
foram aplicados aos logaritmos dos retornos das[TBMs|sugerem que ambas as séries individuais s&o
estacionarias (os valores-p obtidos para as séries individuais, ' e M, sao inferiores a 0.001), o que
é também corroborado com o facto de ndo haver decaimento lento para zero das respetivas [FACs|e

[FACPs]

Caixa 4.1 Teste da raiz unitaria de Dickey Fuller (trend) para a idade 2 do sexo feminino

# TESTAR ESTACIONARIDADE DA SERIE - TREND

> library(urca)

> adfF<-summary (ur.df (F,type="trend",lags=2))
> adfF

Call: lm(formula = z.diff ~ z.lag.1 + 1 + tt + z.diff.lag)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.53281 -0.08948 0.01922 0.09329 0.35399

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.182554 0.056303 -3.242 0.00209 **
z.lag.1 -1.883025 .313667 -6.003 2.03e-07 ***
5iE 0.003545 .001509 2.349 0.02273 *
.233888 1.801 0.07756 .

.135705  0.942 0.35046

z.diff.lagl 0.421316
z.diff.lag2 0.127881

o O o o

Signif. codes: 0 **x 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

Residual standard error: 0.1741 on 51 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6984, Adjusted R-squared: 0.6747
F-statistic: 29.52 on 4 and 51 DF, p-value: 1.003e-12

Value of test-statistic is: -6.0033 12.1356 18.199
Critical values for test statistics:
1pct b5pct 10pct
tau3 -4.04 -3.45 -3.15
phi2 6.50 4.88 4.16
phi3 8.73 6.49 b5.47

A propésito da estacionaridade, refira-se que, ao aplicarmos a transformagéo as séries das[TBMs|
designada por logaritmo dos retornos, estabilizamos simultineamente quer a variancia quer a média
(pois estamos também a aplicar uma diferenga simples) e podemos considerar todas as séries
individualmente estacionarias. Recordamos que nos modelos [ARIMAI unidimensionais, usamos
também a transformagao logaritmica nas[TBMs| na maior parte das séries. Nos casos em que essa

transformacéo nao era suficiente para garantir a estacionaridade (as séries exibem, frequentemente,
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trajetérias que seguem uma evidente tendéncia negativa ao longo do tempo) foi aplicada também

uma diferenciacao simples, o que equivale a modelar os logaritmos dos retornos.

Caixa 4.2 Teste da raiz unitaria de Dickey Fuller (drift) para a idade 2 do sexo feminino

# TESTAR ESTACIONARIDADE DA SERIE - DRIFT

> library(urca)

> adfdF<-summary (ur.df (F,type="drift",lags=2))
> adfdF

Call: Im(formula = z.diff ~ z.lag.l + 1 + z.diff.lag)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.48869 -0.125661 0.02129 0.09670 0.45328

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[tl)
(Intercept) -0.06556 0.02738 -2.395 0.0203 *
z.lag.1 -1.66491 0.31236 -5.330 2.15e-06 ***
z.diff.lagl 0.28333 0.23602 1.200 0.2354
z.diff.lag2 0.07154 0.13925 0.514 0.6096

Signif. codes: 0 **x 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

Residual standard error: 0.1815 on 52 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6657, Adjusted R-squared: 0.6464
F-statistic: 34.52 on 3 and 52 DF, p-value: 2.036e-12

Value of test-statistic is: -5.3302 14.2095
Critical values for test statistics:
1pct bpct 10pct
tau2 -3.51 -2.89 -2.58
phil 6.70 4.71 3.86

Como, na pratica, os resultados dos testes ADF refletem apenas que os elementos da diagonal
da matriz de variancia-covariancia sao independentes do tempo, temos que testar o comportamento
dos elementos fora da diagonal que correspondem as correlagdes cruzadas, para assegurar a
estabilidade conjunta.

Para estudar as correlagoes cruzadas, as[ECCldevem ser estimadas nos mesmos /ags sugeridos
pelas e individuais. Duas séries ndo sdo consideradas conjuntamente estacionarias
se a[ECC] for significativamente diferente de zero nos /ags em que as [EAC] e as [FACP| das séries
individuais séo significativos. Tal ndo se verifica, como se pode observar, na [ECC relativa, por
exemplo, a idade 2 (esta é apenas significativamente diferente de zero no lag 0, tal como se observa
na figura[4.14), pelo que aceitamos a hipétese nula de as séries serem conjuntamente estacionarias.
Obviamente que, se tivessemos mais que duas séries (se considerassemos, por exemplo, as
correlagbes entre as de idades diferentes), teriamos que testar todas as combinagdes

possiveis de pares de séries e todos os pares teriam que ser conjuntamente estacionarios. Neste
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caso, como fixamos a idade, s6 testamos um par de cada vez.

F&M

Figura 4.14: [ECClentre os logaritmos dos retornos das da populagao portuguesa da idade 2 de ambos

0S sexos

Ainda relativamente a estacionaridade (pois é o principal pressuposto para a implementagao
da metodologia), se as séries nao fossem estacionarias, poderiam voltar a diferenciar-se, ou, em
alternativa, usar-se a teoria da cointegracdo (se duas varidveis sdo cointegradas significa que
possuem um relacionamento estavel e constante ao longo do tempo, por exemplo, apresentam uma
tendéncia comum e geram residuos estacionarios).

Z(t) é cointegrado se existe um vetor constante 5 # 0, tal que 5Z(t) é integrado de ordem
p < d. Para o teste de cointegracdo, pode usar-se o procedimento de Johansen (ver, por exemplo,
[72])). Assim, no caso de as séries nao serem estacionarias, mas quando se verifica a existéncia de
cointegracao, aplica-se um modelo com corregao de erros (do inglés vector error correction model
ou VECM), ou um modelo para séries nao estacionarias e nao cointegradas (do inglés structural
vector correction error ou SVEC). A implementagao destes modelos e a andlise estrutural é em tudo
andloga aos modelos [VAR] (ver, por exemplo, [71]).

Na caixa [4.3]ilustramos a escolha da ordem p do modelo [VARI(p) (com 1 < p < 8). Considerando
que para o exemplo da idade 2 se opta por um modelo do tipo autoregressivo, a ordem p
foi determinada com recurso também a informacdo dada pelos critérios usuais neste tipo de
metodologia, nomeadamente dos critérios de informacao de Akaike (AIC), de Hannan-Quinn (HQ),
Bayesiano de Schwarz (SC) e do erro de predicao final de Akaike (FPE). Os critérios sugerem
as ordens 1 ou 3. Neste caso, optou-se pela aplicagdo de um modelo [VAR(1), uma vez que os
parametros associados as ordens 2 e 3 nao se revelaram estatisticamente significativos (com a
vantagem adicional de o modelo [VARK(1) necessitar de um menor nimero de parametros).

Testada a estacionaridade das séries e determinada a ordem p mais adequada, estimam-se os
parametros do modelo (para o efeito, utilizamos a fungédo VAR do R que usa o método dos minimos
quadrados como método de estimagao). Os resultados do ajustamento podem ser observados na
caixal4.4l
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Caixa 4.3[VAR|p): determinagdo da ordem p para a idade 2

# SELECIONAR MELHOR ORDEM P (LAG) PARA MODELO VAR

>

> VARselect(Z,lag.max=8,type="both")

$
A

$

library(vars)

selection

IC(n) HQ(n) SC(n) FPE(n)

3 3 1

criteria

1

2

3

4 5 6 7 8

AIC(n) -7.13016461 -7.20737357 -7.29136950 -7.2857478 -7.21075636 -7.25372078 -7.26107703 -7.25302843

H
S
F

Q(n) -7.01436733 -7.03367764 -7.05977493 -6.9962545 -6.86336450 -6.84843027 -6.79788788 -6.73194064

C(n)
PE(n)

-6.82713314 -6.75282636 -6.68530656 -6.5281691 -6.30166195 -6.19311062 -6.04895114 -5.88938680
0.00080110 0.00074272 0.00068496 0.0006923 0.00075199 0.00072828 0.00073379 0.00075439

Caixa 4.4[VAR(1): ajustamento para a idade 2

#

>

AJUSTAR MODELO VAR(1)

library(vars)

> ajustVAR1 <- VAR(Z,p=1,type="const")

>

ajustVAR1

Estimated coefficients for equation F (Call: F

1Akl M.11

const

-0.6889804 0.3407135 -0.1027108

Estimated coefficients for equation M (Call: M

F.11 M.11

const

-0.006310578 -0.2545965 -0.08539561

I
F
F
M
M
M

S

TESTAR SIGNIFICANCIA DOS PARAMETROS ESTIMADOS

library(lmtest)
coeftest (ajustVAR1)

test of coefficients:

Estimate Std. Error t value

: (Intercept) -0.1027108
:F.11 -0.6889804
:M.11 0.3407135
: (Intercept) -0.0853956
:F.11 -0.0063106
:M.11 -0.2545965

o

ignif. codes: 0 **x 0.001

o O O o o

.0232957

1209438
1384547
0240990
1251138

.1432285

** 0.01 * 0.05 .

.4090
.6967
.4608
.5435

F.11 + M.11 + const):

F.11 + M.11 + const):

Pr(>Itl)

4.868e-05 *x*x*

4.945e-07 ***

0.0170289

*

0.0008139 *x*x

.0504 0.9599555
L7776

0.0810060 .

0.

1

Antes de avancarmos, é necessario verificar os pressupostos do modelo que tém a ver com os

residuos gerados pela aplicagdo aos dados. Para o efeito, foram efetuados testes de diagnoéstico:
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para a autocorrelagao das séries (Portmanteau), de normalidade (Jarque Bera, achatamento e

curtose) e de heterocedasticidade (ARCH), cujos resultados mostramos na caixa 4.5

Caixa 4.5[VAR|(1): testes de diagndstico aos residuos da idade 2

# TESTES DE DIAGNOSTICO A0S RESIDUOS DO MODELO VAR(1) AJUSTADO
> library(vars)
> Port.test <- serial.test(ajustVAR1,lags.pt=16,type="PT.asymptotic")
> Port.test$serial
Portmanteau Test (asymptotic)
data: Residuals of VAR object ajustVAR1
Chi-squared = 68.5962, df = 60, p-value = 0.2089

> Norm.test <- normality.test(ajustVAR1)
> Norm.test$jb.mul
$JB
JB-Test (multivariate)
data: Residuals of VAR object ajustVAR1
Chi-squared = 2.9889, df = 4, p-value = 0.5597

$Skewness

Skewness only (multivariate)
data: Residuals of VAR object ajustVAR1
Chi-squared = 0.4557, df = 2, p-value = 0.7962

$Kurtosis

Kurtosis only (multivariate)
data: Residuals of VAR object ajustVAR1
Chi-squared = 2.5332, df = 2, p-value = 0.2818

> Arch.test <- arch.test(ajustVAR1,lags.multi=5)
> Arch.test$arch.mul

ARCH (multivariate)
data: Residuals of VAR object ajustVAR1
Chi-squared = 62.8223, df = 45, p-value = 0.04058

Neste ponto, faremos uma analise conjunta dos resultados dos testes apresentados na caixa 4.5
e dos graficos das figuras e Assim, a propédsito da independéncia dos residuos do
modelo VAR(1), podemos observar nas[FAC| e nas[FACP] representadas nas figuras[4.15)e[4.16|que,
efetivamente, para o nivel de significancia usual de 5%, ambas as fungoes nao sao estatisticamente
nulas em alguns desfasamentos (caso do /ag 3 na [FACP| dos residuos de F e do lag 2, tanto
na [EACl como na [EACP] dos de M). N&o obstante, consideramos que, por se tratarem de casos
isolados, ndo estamos na presenga de um padrao de correlagdo. Na realidade, o valor-p do teste de
Portmanteau (apresentado na caixa anterior) nao rejeita a hipétese nula de auséncia de correlagao.
Note-se que usamos o desfasamento 16, /ags.pt=16, sugerido usualmente na literatura para dados
com esta dimensao, mas, para que nao houvessem duvidas, testamos também para o valor 8, ou
mesmo 5, e o resultado do teste ainda é favoravel neste ultimo caso (Chi-squared=24.1653, df=16,

p-value=0.08596, para um nivel de significancia de 5%). Pelo exposto, aceitamos a hipétese nula de
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independéncia dos residuos do modelo estimado.

Nas figuras[4.15|e[4.16] representamos as séries dos residuos, conjuntamente com os respetivos
histogramas, e para complementar a informacao dos resultados dos testes anteriores.
Como se pode observar, os residuos distribuem-se aleatoriamente em torno de um valor médio
(proximo de zero), com alguns picos, 0 que eventualmente traduz um ajustamento menos bom a
alguns valores mais elevados ou mais reduzidos (nao tém necessariamente de ser valores extremos)
das séries transformadas. Estas variacbes nao causam, no entanto, uma alteragdo nos coeficientes
de curtose ou de achatamento que ponham em causa a normalidade (sugerida, de resto, pela
aparéncia do histograma). Na caixa ja referida, apresentamos os resultados do teste de
Jargue-Bera multivariado para os residuos do modelo [VAR(1) estimado), que confirmaram a nao
rejeicao da hipdtese nula de normalidade.

Quanto ao resultado do teste ARCH, com um valor-p de 0.04058, reflete o que é visivel nas
e dos quadrados dos residuos de F' do modelo estimado: ambas as fungdes séo
significativamente diferentes de zero, para um nivel de significancia de 5%, nos lag 2 na [EAC| e
2 e 5 na[EACPl Nao obstante, decidimos continuar a trabalhar com este modelo VAR(1), pois
consideramos aqueles resultados excecdes. Na base dessa decisao esta ainda o facto de nao
haver nenhuma sugestéo de alteragdo no nivel das variancias, quer nas quer na[FACPs| dos
guadrados dos residuos de M até ao /lag 12 e porque o valor-p (0.04058) do teste global esta muito

perto de nao rejeitar a hipétese nula de homocedasticidade dos residuos para os 5%.
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Figura 4.15: Residuos do modelo[VAR(1) ajustado a idade 2 do sexo feminino
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Figura 4.16: Residuos do modelo[VARI(1) ajustado a idade 2 do sexo masculino

Foram também efetuados testes de estabilidade do tipo CUSUM (como em [88]) aos residuos

do modelos VAR(1) aplicado. Os resultados ndo mostraram mudancgas estruturais nas séries (ver
figura[d.17] a seguir).

CUSUM para F CUSUM para M
0 | 0 |
© VA AN A © AN A AN
AV ATV
o ] o ]
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0.0 0.4 0.8 0.0 0.4 0.8
Tempo Tempo

Figura 4.17: Carta de controlo tipo CUSUM para os residuos do modelo [VAR(1) ajustado

Considerando que os resultados dos testes aos residuos vao ao encontro dos pressupostos do
modelo, aceitamos o modelo [VAR|1) estimado. Na figura [4.18] mostramos o ajustamento e, na
figura as previsdes a[[P] (a 10 anos), com as respetivas bandas de confianga a 95%. Na

caixa [4.6] mostramos os valores das previsoes (para o periodo 2000 a 2009) e os limites dos ZCgjy.
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Figura 4.18: Ajustamento (a azul) do modelo[VAR(1) aos logaritmos dos retornos das da idade 2 de

ambos 0s sexos (no eixo do Tempo, o0 ano 0 corresponde a 1941 e 0 60 ao ano 1999)
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Figura 4.19: Previsdes al[P] (no periodo 2000 a 2009, a azul) do modelo [VAR(1) dos logaritmos dos retornos
das[TBMs] com ZCys¢, (a vermelho), da idade 2 de ambos os sexos (no eixo Tempo aplica-se a mesma

correspondéncia que para a figura , com o periodo das previsdes do ano 61 ao 70)

Obtidas as previsoes, procede-se a analise estrutural. Relativamente a causalidade de Granger,
cujos resultados do teste conjunto mostramos na caixa 4.7, na primeira hipétese nula, isto é, “F
nao causa a Granger M”, ha evidéncia estatistica para nao rejeitar a hipétese nula, ou seja, somos
levados a concluir que ndo ha vantagens em usar F para prever M. Ja a segunda hipétese nula, “M

nao causa a Granger F”, é rejeitada, isto €, o teste sugere que ha vantagens em usar M para prever
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F'. Recordamos que este resultado s é valido, porque, neste ponto da investigagao, consideramos
nao conhecer as causas potenciais que influenciam a evolugao das A partir do momento em
que identificarmos uma variavel que influencie ambas F' e M, a conclusdo do teste pode significar
que essa influéncia é primeiramente sentida em M que em F' (como ja referimos, a causalidade
de Granger ndo traduz uma “verdadeira causalidade”, mas antes uma melhoria da capacidade de

previsdo do modelo e s6 deve por isso ser usada neste ambito restrito).

Caixa 4.6 [VAR(1): previsdes a[LP| (2000 a 2009) dos logaritmos dos retornos das [TBMs|da idade 2

€ por sexo

# PREVISOES
> library(MSBVAR)
> Prev <- predict(ajustVAR1, 10)

> Prev$F > Prev$M
fcst lower upper CI fcst lower upper CI
[1,] 0.11251211 -0.2114639 0.4364882 0.3239760 [1,] -0.06470061 -0.3998470 0.2704458 0.3351464
[2,] -0.20227382 -0.5749704 0.1704228 0.3726966 [2,] -0.06963308 -0.4157630 0.2764969 0.3461300
[3,] 0.01292696 -0.3810691 0.4069230 0.3939961 [3,] -0.06639081 -0.4132291 0.2804475 0.3468383
[4,] -0.13423748 -0.5381736 0.2696987 0.4039361 [4,]1 -0.06857432 -0.4154582 0.2783095 0.3468839
[5,]1 -0.03358801 -0.4421722 0.3749962 0.4085842 [6,]1 -0.06708971 -0.4139769 0.2797975 0.3468872
[6,] -0.10242770 -0.5131837 0.3083283 0.4107560 [6,] -0.06810284 -0.4149906 0.2787849 0.3468878
[7,] -0.05534369 -0.4671146 0.3564272 0.4117709 [7,] -0.06741048 -0.4142985 0.2794775 0.3468880
[8,] -0.08754775 -0.4997931 0.3246976 0.4122454 [8,] -0.06788388 -0.4147720 0.2790042 0.3468881
[9,] -0.06552108 -0.4779883 0.3469462 0.4124672 [9,] -0.06756013 -0.4144483 0.2793280 0.3468882
[10,] -0.08058672 -0.4931577 0.3319843 0.4125710 [10,] -0.06778156 -0.4146698 0.2791066 0.3468882

Caixa 4.7[VAR(1): teste a causalidade de Granger para a idade 2

# TESTAR A CAUSALIDADE DE GRANGER
> library(vars)
> Granger.test.F <- causality(ajustVAR1, cause = "F")
> Granger.test.F$Granger

Granger causality HO: F do not Granger-cause M
data: VAR object ajustVAR1
F-Test = 0.0025, df1 = 1, df2 = 110, p-value = 0.9599

> Granger.test.M <- causality(ajustVAR1, cause = "M")
> Granger.test.M$Granger

Granger causality HO: M do not Granger-cause F
data: VAR object ajustVAR1
F-Test = 6.0557, df1 = 1, df2 = 110, p-value = 0.01542

Na figura mostramos as func¢des de impulso-resposta que oscilam entre valores positivos
e negativos ao longo do tempo, o que, embora sugira que o comportamento das variaveis face aos

choques nao é claro (dado a auséncia de uma resposta com tendéncia crescente ou decrescente ao
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longo do tempo), pode significar que a influéncia de choques no comportamento da variavel nao tem
significado. Recordemos que a fungao de impulso-resposta ilustra a resposta de uma variavel a um
choque exogeno. Esse choque é normalmente uma combinacao linear de pequenas perturbacgoes,

dificilmente observaveis.
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Figura 4.20: Fungdes de impulso-resposta do modelo [VAR|(1) ajustado aos logaritmos dos retornos das
da idade 2

Consideremos D(t) a variavel que vai introduzir o choque (supomos que toma os valores 0 e
1) num modelo do tipo AR(1), que podemos escrever na forma Z(t) = u+ ¢Z(t — 1) + £D(t) + €(2).
Queremos ilustrar, ao longo de um certo horizonte temporal ¢, como & que as previsdes de Z(t)
variam quando D(t) toma o valor 1 em vez de 0. Temos que ter em conta entdo o sinal de ¢,
pois, se for positivo, a resposta devera aproximar-se de modo monétono de zero, ao passo que, se
for negativo, oscila entre valores positivos e negativos, eventualmente com comportamento ciclico.
Assim, e a semelhanga do ilustrado na figura[4.20] a fungéo impulso-resposta pode ser considerada
um ruido e ser desprezavel ou sem significado. Da figura relativa a decomposicao do erro
das previsdes, conclui-se todavia que cada variavel explica uma proporgao da variancia do erro de

previsdes da outra, o que significa que ndo evoluem de modo independente ao longo do tempo.
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Figura 4.21: Decomposigao do erro das previsdes do modelo[VAR(1) ajustado aos logaritmos dos retornos das

@da idade 2

4.4.4 MBGB vs VAR(1)

No inicio deste capitulo, dedicado aos modelos bivariados de mostramos, na secgdo
a concegao e a aplicagdo aos logaritmos das da populagao portuguesa, do modelo de
que designamos por movimento browniano geométrico bidimensional (MBGB). Na corrente
secgao, temos vindo a mostrar a aplicacdo de um modelo estocastico bivariado do tipo
que concretizamos ilustrando com um exemplo de um modelo [VAR|(1), com a finalidade de fazermos
agora uma comparagao do desempenho das duas metodologias e aferir acerca das vantagens e
inconvenientes da sua aplicagao (a semelhanga do que ja haviamos feito no capitulo [3| para o caso
unidimensional).

Na tabela apresentamos os valores dos parametros estimados para o [MBGB] para a idade 2
(que tem vindo a servir de exemplo ilustrativo da aplicagao da metodologia VARMA)) e por sexo.

Tabela 4.5: Estimativas dos parametros do [MBGB|e semi-amplitude do ZCy5¢, para a idade 2

| MBGB | F M |

joul}

-0.071592 £0.084704 | -0.062656 +£0.072838
0.650624 +£0.153495 | 0.559486 +0.1319852
0.483473 +£0.313110

[SH

Rel

Na figura[4.22] representamos as previsdes dos logaritmos dos retornos das[TBMs|obtidas pelos
dois modelos, para os dois sexos. Conforme se pode observar nao é ébvio, neste caso, qual o
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modelo que melhor capta a variabilidade das séries. Tao pouco ocorre um padrdo comum aos

dois sexos, em termos de desempenho. Enquanto que no caso do sexo feminino ha um evidente

afastamento entre as previsdes dos dois modelos, a figura sugere, no caso do sexo masculino, um

desempenho semelhante dos mesmos (uma vez que a representagio das previsoes, do[MBGBle do
modelo [VAR{1) pouco diferem).
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Figura 4.22: Comparagao das previsdes al[P] (no periodo de 2000 a 2009) dadas pelo modelo VAR 1) e pelo
[MBGB] aplicados aos logaritmos dos retornos das[TBMs], log.ret(TBM), da idade 2 de ambos os sexos

(feminino, a esquerda e masculino, a direita

Na caixa [4.8, mostramos os valores estimados para as previsdes alLPl (no periodo 2000 a 2009)
dos logaritmos dos retornos das[TBMs|(ilustradas na figura[4.22), obtidos pelos dois modelos:
e[VAR(1), para a idade 2 e por sexo.

Caixa 4.8 Previsbes a [P (periodo 2000 a 2009), dos logaritmos dos retornos das [TBMs| obtidas
pelos modelos [VARI1) e MBGB|para a idade 2 de ambos os sexos e estimativas de associado

> prev.mod.bi<-cbind(Z[60:69,3],VAR1.F[,3] ,MBGB[,3],Z[60:

> #Z = logaritmos dos retornos das TBMs

[1,]
[2,]
[3,]
[4,]
[5,1
[6,]
[7,]1
[8,]
[9,]
[10,]

> EQM.

[1]

Z.F

o

.58894340 O.
-0.37416810 -0.
-0.06959329 0.
0.16311935 -0.
-0.22186885 -0.
-0.75218071 -0.
0.41888813 -0.
-0.16907633 -0.
-0.68267588 -0.

o

.61743536 -0.

prev.modelos.bi

- 0.

VARL1.F
11251211
20227382
01292696
13423748
03358801
10242770
05534369
08754775
06552108
08058672

025532

0.

MBGB.F

.35947929

.35947929

.35947929

.35947929
.35947929
.35947929

.35947929

.35947929

.35947929

.35947929

117717

o

Zz.M

.17687566
.39696888
.19325982
.46916716
.36334164
.44701411
.03704127
.39794628
.28204825
.03742641

o

69,103]1,VAR1.M[,3] ,MBGB[,103])

VAR1.M MBGB.M

.06470061 -0.07391565
.06963308 -0.07391565
.06639081 -0.07391565
.06857432 -0.07391565
.06708971 -0.07391565
.06810284 -0.07391565
.06741048 -0.07391565
.06788388 -0.07391565
.06756013 -0.07391565
.06778156 -0.07391565

.017344 0.017824

Neste caso, o[EQM|das previsdes do [MBGBI é superior aos associados ao modelo[VAR(1),
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para ambos 0s sexos. Por sua vez, conjuntamente, os erros das previsdes, dos dois modelos, para o
sexo masculino (que tomam valores muito préximos) sdo menores que os do sexo feminino e dentro
de cada sexo.

De um modo geral, consideramos que ambos 0s modelos apresentam bons ajustamentos aos
dados transformados. Para a maioria das idades, o das previsdes do modelo VAR(1) é
superior ao do do (embora préximos, pois, frequentemente, as previsdes obtidas por
via deste dois modelos tém tendéncia semelhante), mas inferior ao do Estes resultados
sdo contrarios aos que apresentamos na subsecgéo [3.4.3] nomeadamente no comparativo entre os
modelos unidimensionais do tipo [ARIMAl e o modelo de (no caso, 0 e sugerem que
para mais que uma dimens&o os modelos de [EDEs|tém uma melhor prestagdo, pelo menos no que
se refere as previsdes a[[P] cuja estimagao foi o objetivo nesta secgdo. Outras desvantagens da
aplicagao dos modelos [VAR(p), prendem-se, por exemplo, com o niimero potencialmente elevado
de parametros que aumenta com a ordem p (se esta for muito pequena, os modelos podem, por
seu turno, ser menos precisos) e com as restricoes ao nivel da computacao e métodos numéricos.
Ao contrario do que sucedeu para os modelos de nao foi possivel aplicar um modelo do
tipo VARI(p), ou VABRMA(p,q), a algumas idades (devido, em parte, aos resultados obtidos na fase
de analise de diagnoéstico dos residuos, que nao viabilizam o modelo escolhido). Nesta comparacao,
nao estamos, todavia, alheios ao facto de os resultados diferentes poderem estar a acontecer porque
usamos métodos de estimacéo distintos, no caso do maxima verosimilhanga e, no caso
do modelo VAR(1), minimos quadrados. Os modelos do tipo [VAR(p) apresentam, niao obstante,
vantagens face aos modelos de [EDESs), pois permitem interpretar relagdes dinamicas entre as séries
e sao, ainda assim, bons modelos para previsoes, como ja referido.

No préximo capitulo, e na sequéncia do exposto no inicio deste capitulo acerca dos
“comportamentos” observaveis nos dados (que sugerem uma influéncia simultdnea, na maior
parte das idades de ambos os sexos, dos fatores ambientais sobre a mortalidade), retomamos a
construgdo, e também aplicacéo as taxas de mortalidade, de modelos de multidimensionais,

neste caso, com [W (t)| correlacionados por sexo e também por idade.
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5.1 Introducao

Consideramos, a partida, que existem fatores ambientais (em sentido lato) que podem afetar a
mortalidade da populagao portuguesa. Por esse motivo, no capitulo aplicamos modelos de
(que incorporam o efeito da variabilidade ambiental na evolugao das taxas com recurso a
processos de Wiener) a cada série temporal das[TBMs], por idade e por sexo. Observando os dados,
consideramos também que esses fatores ambientais podem afetar de forma semelhante as
dos individuos de ambos os sexos de uma certa idade (caso dos modelos bidimensionais propostos
no capitulo [4) e/ou de idades diferentes.

Faz assim sentido a aplicagdo de modelos multidimensionais de com uma estrutura de
correlagao que ajude a explicar o fenémeno da mortalidade. Para o efeito, estudamos os padrdes da
mortalidade e as correla¢des associadas, quer por sexo, quer por idade (dentro e entre sexos).

Na figura apresentamos a matriz das [TBMs| discretizando os dados em 10 niveis de
mortalidade (a gradagdo associa tons verdes a valores mais elevados de mortalidade, cinzentos
a valores médios e roxos aos valores mais reduzidos). A categorizacao é feita baseada nos dados
das séries temporais de todas as idades de ambos os sexos. Esta normalizacdo permite identificar
semelhancas e diferencas entre idades e entre sexos, dando pistas para a construcao de uma
possivel estrutura de correlagao. As variagdes entre sexos sdo maiores nas idades jovens-adultas,
sensivelmente entre as idades 15 a 40, aumentando a dispersdo (excegdo para as|[TBMs|associadas
aos primeiros 2 anos de vida), em ambos 0s sexo0s, nas idades mais avancadas (a partir da idade
70).

Propomos, de seguida, um modelo multivariado de em que consideramos a existéncia de
correlacdes entre idades do mesmo sexo e de sexos diferentes, que designamos por movimento
browniano geométrico multidimensional (MBGM), usando processos de Wiener correlacionados por
idade e também por sexo.

No final do capitulo, comparamos diferentes versdes do modelo, consoante a estrutura de

correlacao definida.
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5.2 Movimento browniano geométrico multidimensional com

processos de Wiener correlacionados

No capitulo [3] descrevemos a variabilidade das aplicando modelos de a cada idade,
por sexo. Na sequéncia dos resultados obtidos a partir da aplicacdo do modelo unidimensional do
tipo movimento browniano geométrico (MBG), que apresentdmos na secgao usamo-lo agora
como modelo base para a construgdo de um modelo multidimensional de [EDEs| com o objetivo de
explicar a evolugdo temporal das[TBMs]|e fazer previsdes a longo prazo, admitindo que existem fatores
ambientais que, ao longo do tempo, podem afetar de forma semelhante os individuos de ambos os
sexos e de idades diferentes.

No capitulo anterior, apresentdmos ja dois modelos bidimensionais com correlagdo entre os
processos de Wiener padrao associados as [EDEs| que modelam as de cada sexo, para uma
certa idade: o[MBGBle o

Neste capitulo, consideramos como ponto de partida que cada idade, por sexo, tem a sua propria
taxa de mortalidade e que a esta esta associado um processo de Wiener que mede as
flutuacdes ambientais sobre a mortalidade. Adicionalmente, notamos, quando observamos os dados,
que existem picos de mortalidade que correspondem nao s6 a aumentos, mas também a quebras
nas ao longo do tempo, que sdo comuns nao s6 aos dois sexos, mas também as varias
idades. Na figura[5.2, por exemplo, reparamos que, quando a[TBM de uma das idades aumenta, ou
diminui, de um ano para o outro, ha uma forte tendéncia para que as [TBMs|das outras idades, quer
do mesmo sexo, quer de sexos diferentes, tenham idéntico comportamento.

Pelo exposto, é natural admitirmos ainda que os [IW(t)| que medem a variabilidade ambiental em
cada idade estao também correlacionados. Para captar essa estrutura de correlagdo num modelo
multidimensional, a matriz de variancias-covariancias do vetor de processos de Wiener vai incorporar
as correlacdes entre todos os pares de idades possiveis, dentro de cada sexo e entre sexos.

O modelo que a seguir propomos pode abarcar a mortalidade associada a todas as idades do arco
de vida e de ambos os sexos, traduzindo uma explicacao global dos efeitos dos fatores ambientais,
neste caso, sobre as taxas de mortalidade. Esta concegao representa, na nossa opiniao, uma
enorme vantagem face a modelacao individual das de cada idade e sexo, quer em termos
computacionais, quer na reducao do erro associado ao calculo, com reflexos, nomeadamente, ao

calcular grandezas derivadas das|[TBMs|

5.21 O MBGM

Consideremos o que aplicAmos a cada idade (designagdo que temos vindo a usar para cada
um dos grupos etarios anuais), por sexo, conforme enunciado na equagao da secgao[3.2]

Seja K, o numero de idades dos dois sexos, das quais K/2 relativas ao sexo feminino e K/2
ao masculino. No caso de usarmos as idades como representacao dos grupos etarios anuais dos

0 aos 99 anos, sera K = 200. Se for conveniente (como é usual, por exemplo, em demografia)
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Figura 5.2: da populagao portuguesa, no periodo de 1940 a 2009, das idades 49, 52, 57, 78, 82 e 85 de
ambos os sexos (respetivamente, F49, F52 e F57, para o sexo feminino, em cima e a esquerda, e M49, M52 e

M57, para o sexo masculino, em cima e a direita; idem, em baixo, para as idades 78, 82 e 85)

usar grupos etarios quinguenais (concretamente, os grupos etarios 0-4,5-9,...,95-99), continuaremos
a usar a designacao simplificada idade, mas serd K = 40 (a idade 1 corresponde ao grupo etario 0-4
do sexo feminino, a idade 2 ao grupo etario 5-9 também do sexo feminino e assim sucessivamente, a
idade 21 corresponde ao grupo etario 0-4 do sexo masculino, a idade 22 ao grupo etario 5-9 também
do sexo masculino e assim sucessivamente, até a idade 40 que corresponde ao grupo etario 95-99
do sexo masculino).

Seja Xi(t) (k = 1,...,K) a[TBM dos individuos de uma certa idade i (i = 1,..., K/2) e sexo
j ( = 1 para o sexo feminino; j = 2 para o sexo masculino), no ano t, com k = i + K/2(j — 1)
para abranger todas as idades do arco da vida e ambos 0s sexos. Assumimos que cada Xj(t)
segue um[MBGl e designemos por Z;,(t) = In(Xy(t)/ Xy (t — 1)) os logaritmos dos retornos das[TBMs]|
(recorde-se que ja haviamos utilizado esta mudancga de variavel no capitulo anterior, a proposito da
estimacgédo do [MBGBl ou dos modelos do tipo VARMA)), tal que

Zk(t) =R, + U;c<Wk(t) — Wk(t — 1))
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com Ry, o € Wi(t) como R, o e W, em (3.4) e que Z(t) = [Z1(t),..., Zk(t),..., Zk(t)] satisfaz

Z(t) =R+ AY*(W(t)— W(t—1)), (5.1)
com
R1 0'% O Wl(t)
R= S, A= e W(t)= :
RK 0 0'%{ WK(t)

Ao modelo descrito na equagado matricial chamamos movimento browniano geométrico
multidimensional (MBGM). Note-se que o vetor R representa as médias, Ry, dos Z,(t) e que, por
sua vez, a matriz A € uma matriz diagonal com as variancias dos Z(t), oi. W (t) é o vetor dos
processos de Wiener, associados a cada um dos Z;(¢), com incrementos ndo independentes.

Por construgdo, sabemos que Z(t) tem uma distribuicio multinormal (veja-se, por exemplo,
[84] acerca das propriedades genéricas e aspetos estatisticos desta distribuicao), com média R
e variancia ¥, isto é, Z(t) ~ N(R,X) com ¥ = A'/28A'/? ¢ § a matriz de correlagdes de
Wi(t)— W(t—1), dada por

P11 .-+ PLK
S — ) ) ,
PK1 - PKK
em que
Phaky = Corr[Wi, (t) — Wi, (t — 1), Wi, (t) = Wy, (t = 1)], (5.2)
com ko, ky = 1,..., K. Naturalmente, pi, x, = 1, se k, = ks, isto é, os elementos da diagonal da

matriz S sdo iguais a um.

Com o objetivo de reduzir o nimero global de parametros (pois, de outro modo, o modelo ficaria
sobreparametrizado relativamente aos dados disponiveis, nomeadamente se tivessemos uma média
e um desvio padrao auténomos para cada k € K e coeficientes de correlacao para cada par de
valores k,, k, € K, com k, # k) e abranger, num Unico modelo, todas as idades e ambos os sexos,
vamos representar os Ry, 0S oy, € 0S py, 1, como fungdes da(s) idade(s).

Supomos que os Ry sdo fungdes polinomiais da idade i, tal que
Ry = (X()J'Z.O + Oqﬁﬂnl —+ 4 Oém_l,jim_l + Oémd'im,

emquem e Nt eag;,a1,,...,0m—1,5,am,; (j =1,2) sdo os coeficientes do polinémio Ry.
Procedemos analogamente para modelar a variancia amostral dos logaritmos dos retornos das
Simplesmente, em vez de aplicar a fungdo polinomial aos o7 usamos uma transformagao
que permita uma aproximacao a distribuicdo normal. Das varias opgdes disponiveis na literatura
para normalizar a variancia, optamos pela transformagao logaritmica, como sugerido, por exemplo,

em [15]. Podemos entao representar os In(o?) como fungdes polinomiais da idade i, tal que
In(07) = Bo,ji° + Brji' + - 4 B0+ B i,

com Bo j, B1s- - Bm—1.j, Bm,; 0 coeficientes do polinémio In(o?).
Podemos também escrever as correlacdes em (5.2) em funcao da idade (para cada sexo e entre

sexos). A semelhancga do que fizemos para os o) podemos também normalizar a variavel. Para as
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correlagdes, usamos a transformacgao de Fisher (como sugerido, por exemplo, em [82]), e passamos

1+pkg Ky,
1=pkqa .k,

normal. Assim, para cada par (k,, k), com k, # ky, podemos ter

amodelar a variavel transformada z,, , = 21n , que tem uma distribuicdo aproximadamente

ZPka by — f((ka, kb);p*)7 (5.3)

com f fungao de uma variavel explicativa, neste caso, a idade aqui representada pelo par (k,, k), €
gue resulta da combinagao, que pode ser nao linear, dos parametros do modelo, p*. Neste ponto, nao
vamos assumir um namero de parametros fixo para o modelo de correlagdes, ja que estes poderao
ser diferentes consoante o sexo e/ou entre sexos. Analogamente, ndo assumimos uma unica forma
genérica para f, sendo que podem ser, entre outras, uma fungéo exponencial, uma poténcia, ou uma
funcao polinomial da idade, de modo a estimar a correlacdo para todas as combinacdes de pares de

idades possiveis, tal que podemos ter
Zpng oy = S (Jas o, min(ia, iv), média(iq, ip), abs(ia — iv)|parametros)

com min, média € abs com 0s significados usuais. Em termos praticos, como ilustraremos nas
subsecgoes seguintes, serdo testados varios modelos.

Esta técnica tem por objetivo apenas perceber qual a melhor forma de introduzir as correlagoes
no modelo global, que designamos por tendo em vista a utilizagao do menor nimero de
parametros possivel.

Na sequéncia do exposto, a matriz S pode escrever-se com recurso a quatro blocos, cada um

dos quais com dimensao K /2 x K/2, tal que

1. K/2 (K/2)+1 ...K
1
: FF FM
K/2
(K/Q/) 1 (5.4)
; MF MM
K L .

Os blocos da diagonal de (5.4) correspondem as correlagbes entre idades diferentes, mas
dentro do mesmo sexo, respetivamente entre idades do sexo feminino (F'F') e entre idades do sexo
masculino (M M). Fora da diagonal, temos as correlagdes entre idades e sexos diferentes (FM e o

seu transposto, que representamos por M F’).

5.2.2 Estimacao

Sejamt, =to+n (n=0,1,2,...,N) 0s anos em que asforam observadas. Quando a matriz
simétrica de covariancias X é definida positiva, a[f.d.p]de transicdo de Z(¢) entre ¢,,_; e t,, existe, é
normal e ndo depende de n. Dada a independéncia entre os Z(¢,) para diferentes valores de n, a
referida f.d.p] pode escrever-se como

1

f(zn|Z(tn—1) = Zn—l) = f(zﬂ) = W exp

{;(zn ~RYS\(z, — R)} . (55)
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com X e R como exposto anteriormente, |3| o determinante de ¥ e (z, — R)’ o transposto de
(z, — R).

Seja p o vetor de parametros do modelo Para ilustrar a estimacdo do mesmo,
consideramos que o vetor R se divide em duas partes (a primeira metade diz respeito as esperancas
matematicas dos logaritmos dos retornos da[TBMs|das idades do sexo feminino e a segunda parte
das idades do masculino) e que cada R; pode ser descrito por um polinémio de grau trés na idade
i. Procedemos de forma analoga relativamente a diagonal da matriz A, supondo que os logaritmos
dos o sdo também polinémios de grau 3 na idade i. Temos até agora um vetor de 16 parametros.
Quanto as correlagoes, consideremos que temos parametros diferentes por sexo e entre sexos e
vamos admitir (apenas para ilustrar a configuracao de um possivel vetor de parametros do modelo)

que z,, ., = bj,.5,min(ia, i) + vj,.5,abs(ia — iv). Neste caso concreto, temos

P = (040,1,041,1,042,1,043,1a
Qp,2, 012, 2 2, 03 2,
Bo,1,B1,1, B2,1, 83,1,
Bo,2, 1,2, B2,2, £3,2,
¢1,17 71,1,
¢2,27 72,25
$1,2,71,2)-
(5.6)

A partir de (5.5), podemos escrever a fungao de log-verosimilhanca, £, dos logaritmos dos

retornos das|[TBMs] para individuos de qualquer idade e sexo, que é dada por
K 1 1<

L(P|Z(t1),...,Z(t,)) = —ENln(27r) - §N1n || — 3 Z ((Z(t,) — RS Y(Z(t,) — R)). (5.7)

n=1

O estimador, p, de p é obtido por[MVl A semelhanca dos modelos anteriores, as estimativas dos
parametros foram obtidas por métodos numéricos através da minimizagao do simétrico da fungao de
log-verosimilhanga (neste caso, (5.7)). Normalmente tem-se um método iterativo que requer o uso
de valores de arranque para os parametros de p. Esses valores sdo estimados pelo método dos
minimos quadrados (para o efeito, usamos a fungéo nls do R).

Para obter os intervalos de confianca para os parametros, assumimos que estamos em regime
assintotico, considerando as propriedades de estimacdo por [MV] e fazemos uma aproximacgao da
matriz de informagao de Fisher pela simétrica da inversa da matriz hessiana, de cuja diagonal
obtemos as respetivas variancias assintéticas (tal como descrito, nos capitulos anteriores, para os
modelos unidimensionais e bidimensionais de [EDEs). Para cada parametro, obtemos assim uma

aproximacao dos limites de um intervalo de confianga a (1 — a) x 100% através de
B+ 21 app(Varp)'?,

em que Var[p] representa a estimativa da variancia.

104 5. Modelos multivariados de EDEs para taxas de mortalidade



Se tivermos observagoes até um certo instante ¢y e quisermos obter previsdes para t > ty,

considerando que cada Z,(t) € um processo de Markov, temos que
E|Z(t)|Z(t1),..., Z(tn)] = EIZ(t)| Z(tx)] = E[Z(t)] = R.
Podemos usar para previsdes a[LP| para qualquer idade k,
Zi(t) = E[Z1(t)| Z1(tn) = 21, - - - Zic(tN) = 25 n]) = R, (5.8)

onde F representa o valor aproximado da esperanga matematica, substituindo os valores exatos de

R pelo do seu estimador de [MV] R. Se quisermos obter as previsdes na escala original, vem
Xi(t) = X (tn) exp{ Zp(tny1) + - .. + Zi(t)} = Xp(tn) exp{ Rr(t — tn)}.

Em termos de critérios de implementacao do modelo, pretendemos um modelo com, obviamente,
0 menor nimero de parametros possivel, para ajustar aos dados da mortalidade da populagdo
portuguesa e que fornega “boas” previsdes. Neste caso, referimo-nos a um modelo que permita
estimar taxas realisticas (no caso das na escala original dos dados, estas terdo que ser
nao negativas) e com possibilidade de fazer previsdes, considerando as correlagdes entre diferentes
idades de ambos os sexos, dentro e entre sexos.

A propésito de correlagoes, refira-se de novo, tal como ja chamamos a atengao aquando da
apresentacao e implementagdo do modelo de Gompertz estocastico bidimensional (MGEB), que
estas ndo representam causalidade. O que se pretende é, através de um conjunto de medicoes
sobre os dados, verificar se efetivamente hd uma relagdo entre as séries temporais das [TBMs| que
0s compdem e tirar partido dessa informacao, incorporando-a num modelo para todas as idades e
ambos os sexos, em alternativa a modelar cada série individualmente. Para o efeito, temos que usar
varias dimensodes e necessariamente introduzir em simulténeo todas as idades nesse modelo Unico e
global. Desta maneira, aumentamos a dimensao e a complexidade do problema, ja que é necessario
incorporar no modelo uma estrutura de correlacao, que, por sua vez, nao é facil de captar.

A computacdo do modelo ndo é, pelo exposto, trivial. Desde logo porque exige algoritmos
adequados onde é necessario incorporar toda a informacao das fungdes que descrevem as varias
componentes matriciais do mesmo. Para clarificar estes procedimentos, na subsecg¢ao seguinte (e
antes de apresentarmos os resultados), referimos alguns aspetos praticos que se prendem com a

sua implementacao.

5.2.3 Aspetos praticos relacionados com a implementacao do modelo

Nesta fase, é necessario decidir que método numérico utilizar para maximizar a funcado de
log-verosimilhanga em (5.7), ou, equivalentemente, minimizar o seu simétrico (nossa opgao) e de
qgue forma o implementar. Como h& variadas abordagens possiveis a este processo, considerando
que temos um elevado nimero de parametros a estimar e muitas dimensdes envolvidas, e
conforme sugerido na bibliografia de referéncia nesta area (ver, por exemplo, [49,67]), decidimos

ser conveniente comegar por usar, na otimizagdo da log-verosimilhanga, um método de busca da
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direcgao de descida, neste caso, do simétrico da fungdo de log-verosimilhanga, que recorra ao
gradiente, V(p).

A partida, temos duas opgdes: ou construimos o nosso proprio método de otimizagdo, ou usamos,
caso exista e se adeque ao problema, uma fungao pré-definida de um programa de computagao
estatistica para o efeito. Neste sentido, numa fase inicial, desenvolvemos um método iterativo,
baseando-nos nos algoritmos de descida, de passo simples, com recurso ao gradiente (mostramos a
sua concegao, em linhas gerais, no inicio do apéndice [E). Uma vez que vamos utilizar um algoritmo
de otimizacdo e como tal precisamos do conhecimento de derivadas, dada a complexidade de
obter as expressdes explicitas das derivadas parciais, recorremos a razdes incrementais, simples
de computar, como uma aproximacao.

Mais uma vez, considerando o nimero de parametros a estimar (pode ser superior a 20) e o
ndmero de dimensdes envolvidas (temos 200 val), mas também por a propria tolerancia e o passo
da descida terem que ser muito pequenos (por causa das ordens de grandeza, quer dos dados, quer
dos valores de arranque), o calculo revelou-se lento e ocorreram alguns entraves a convergéncia.
Constatamos que muitas limitagcdes observaveis durante os testes a esse algoritmo sao devidas aos
erros de arredondamento inerentes ao préprio processo iterativo e a complexidade de operagdes no
calculo, de entre as quais destacamos o célculo da matriz inversa de X e, por associagao, o logaritmo
do determinante desta. Nao obstante nao ter sido possivel obter uma solugao do problema por esta
via, consideramos que esta etapa forneceu informagdes valiosas para estudar outras abordagens
para o efeito.

Das experiéncias com este método, destaca-se o facto de ter sido possivel analisar, inclusivé
por iterada, componentes problematicas da fungao a otimizar, experimentando transformagdes nos
par@metros e mesmo testando até o método com outros conjuntos de dados e dados simulados.
Naturalmente que, a certa altura, esse conhecimento fez-nos equacionar a necessidade de uma
eventual migragao para um outro método mais complexo e/ou com outra forma de implementagao
mais eficiente.

Exploramos entao varias possibilidades disponiveis em pacotes de programas estatisticos, sendo
que os resultados produzidos e apresentados foram obtidos utilizando a fungao optim do R (veja-se
o codigo no apéndice[E). Testdmos resultados parciais noutros programas, como o Mathematica, por
exemplo, mas, como eram semelhantes, optamos por manter a computagao no R, pois consideramos
ser suficientemente manipulavel e oferecer um vasto conjunto de opcdes para tentar resolver o
problema em causa. Em toda a computacdo, usamos a simplificacdo ¢, — t,_1 = 1 (ja referida
nos capitulos anteriores).

Independentemente das ferramentas disponiveis, a computagdo de modelos estatisticos esta
sujeita a inumeros problemas. Por esse motivo, vamos referir brevemente algumas das opgoes que
tomamos para tornar possivel a modelagao. De seguida apresentamos uma sintese das seis etapas
que consideramos necessarias a implementagdo do modelo. No diagrama que constitui a figura 5.3

ilustramos essas etapas, que passamos a descrever, nomeadamente através dos resultados obtidos.
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l. Selecionar modelo base

ll. Selecionar transformacgéo de dados

lll. Eliminar redundéancia/
reduzir n® de dimensoces

IV. Escolher modelos paraR, Ae S

V. Escolher valores de arranque

VI. Estimar parametros do modelo

Figura 5.3: Etapas da implementacdo do [MBGM|

Em primeiro lugar, tivemos que decidir qual a base para este modelo multidimensional. A op¢ao foi
simples: baseamo-nos nos resultados dos modelos unidimensionais [MBGl e MGE], cuja aplicagéo as
[TBMs|da populagéo portuguesa mostramos no capitulo[3] e escolhemos o[MBGl Desde logo porque,
por construgdo, € um modelo simples, pelo nimero de parametros e pelas propriedades da sua
distribuicao. Recordamos também que embora nao tivessemos constatado que um dos dois modelos
apresenta vantagens significativas relativamente ao outro, tomando como critério de desempenho o
e perante os resultados obtidos no comparativo dos modelos uni e bidimensionais, o
apresenta-se globalmente (para todas as idades) mais favoravel, portanto com erros menores quer
nos ajustamentos quer nas previsoes, resultantes da aplicacéo a este tipo de dados, que o [MGEL

Passamos a segunda etapa de implementagdo. Selecionada uma base para o modelo,
decidimos modelar as em escala logaritmica (a semelhanga do que fizemos nos modelos

unidimensionais), pois facilita a construgdo e andlise do modelo. No [MBG| haviamos utilizado
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a transformagédo Y (t) = In(X(¢)/z0), com X(t) a IBM dos individuos de uma certa idade i
(i =1,...,K/2) e sexo j (j = 1, para o feminino; j = 2, para o masculino). Agora, fazemos
Z(t) =1In(X(t)/X(t — 1)) por comodidade de tratamento. Note-se que X (¢) € que segue um
sendo o uso de Z(t) facilitador de calculos.

Antes de avangarmos, vamos referir-nos a questdao do elevado nimero de dimensoes, que
influencia grandemente o céalculo matricial. No primeiro teste ao modelo, através do método iterativo
que desenvolvemos (e conforme ja referido) em todas as etapas descritas até agora, bem como nas
seguintes, foram utilizadas todas as séries das[TBMs|correspondentes aos grupos etérios anuais de
ambos os sexos (isto é, K = 200).

Analisando a matriz de correlagbes empiricas, a partida, podemos questionarmo-nos acerca
de questdes de multicolinearidade com correlagcdes quase perfeitas, nomeadamente em idades
proéximas, o que poderia sugerir a aplicagao, por exemplo, de uma técnica de andlise de componentes
principais com a extragao de fatores, e proceder a modelagdo com base nesses resultados. Esta
opgao, embora pertinente, ndo é viavel no contexto do problema em estudo, pois 0 Unico modo de
abarcar todas as idades do arco de vida num modelo, como é nosso objetivo, € usar uma série para
cada grupo de idades o que, neste caso ndo nos fornece dimensdes extra para extrair os fatores.

Assim, para eliminar alguma redundancia e, simultaneamente, reduzir o nimero de dimensdes
envolvidas no calculo, sem perder as especificidades dos dados que vamos modelar e que ilustram o
problema, optamos por usar (e obter os resultados para) as séries anuais completas (de 1940 a 2009,
deixando, como habitualmente, as ultimas 10 “observagdes” para estimar o[EQM|das previsdes), mas
agora cada idade refere-se nao ao grupo etario anual, mas a grupos quinquenais. Portanto, neste
capitulo, cada “idade” representa 5 anos e passamos a modelar, simultaneamente, em vez de 200,
40 séries temporais (isto €, K = 40), o que se traduz em enormes vantagens em termos de tempo e
eficiéncia da computacao.

As anuais para grupos de idade quinquenais foram obtidas através do Human Mortality
Database [37]. No caso do grupo 0-4, como os dados estavam separados em dois grupos, o da
idade 0 e o das idades 1 a 4, foi necessario usar os dados do nimero de 6bitos e da populagao
exposta ao risco de obito (também disponiveis na mesma fonte) para obter a respetiva [TBM.

Explicado que esta o facto de mostrarmos os resultados para apenas 20 idades de cada sexo,
esta também terminada a terceira fase de implementagao do modelo.

Na fase seguinte, &€ necessario reunir a informacao que temos sobre os parametros a estimar,
e decidir como “desenhar” os componentes vetoriais e matriciais do modelo, designadamente R,
A e S. Entramos na quarta etapa do diagrama que constitui a figura Esta etapa, bem como
as restantes, continuardo a ser descritas, em simultineo com a apresentacdo dos resultados da

aplicacao do modelo.
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5.2.4 Resultados do ajustamento

Continuamos a descrever as etapas que constam no diagrama da figura[5.3] Refira-se, que a partir
deste ponto, e de acordo com o exposto no final da subsecgdo anterior (quanto a necessidade de
reduzir o nimero de dimensdes envolvidas no calculo mas continuando a abranger todas a idades
do arco de vida), que todos os resultados sao relativos as idades 1 a 20, que representam 0s grupos
etarios quinquenais: 0-4, 5-9, 10-14, 15-19, 20-24, 25-29, 30-34, 35-39, 40-44, 45-49, 50-54, 55-59,
60-64, 65-69, 70-74, 75-79, 80-84, 85-89, 90-94 e 95-99, de cada sexo. Nos vetores e matrizes
do modelo, as idades sdo representadas pelo indice k¥ = 1,..., K quando, ha mesma estrutura,
guardamos consecutivamente as 20 idades do sexo feminino seguidas pelas do sexo masculino.
Sempre que considerarmos operagoes ou relagdes dentro de um mesmo sexo, as idades, os 20
grupos selecionados, vém representadas pelo indice i = 1,..., K/2. Note-se que k =i +20(j — 1),
comi=1,...,20e 5 =1,2 (1 para o sexo feminino e 2 para o masculino).

Prosseguimos com a descricdo da implementagao do Concretamente, e como ja
referimos, comegamos por equacionar, de que forma desenhar R, A e S. Assim, com o objetivo de
construir um modelo com menos parametros que considere o padrdo de variagdo dos Ry e dos In(o?)
com a idade, vamos usar modelos polinomiais, para cada sexo, da forma descrita na subseccao
Analogamente, pretendemos também escrever as correlagdes z, como fungédo da idade.

Como ja referimos, os parametros sé@o estimados por [MV| mas como a fungéo a otimizar, (5.7), é
uma fungao com muitas variaveis precisamos de um método iterativo, que por sua vez necessita de
valores de arranque, valores de arranque esses que vamos obter através de regras. Para o efeito,
determinamos estimativas de Ry, Ino? e z, e ajustdmos as fungdes referidas por [RNL (tal como
na seccao usamos a funcao nls do R). Por sua vez, para obter essas estimativas usamos os
logaritmos dos retornos dos dados, cujas médias empiricas, para cada idade k, dao os Ry, cujas

varidncias empiricas, ddo os o} e cujas correlagdes empiricas ddo os pi, r,. Daqui obtemos as

1+pkg &y,
1=prg.ky ”

estimativas de In(07) e z,,, , = 5In

A técnica de regress&o nao linear (conforme descrito na secgéo [3.4), revelou-se adequada e foi
natural o ajustamento de fungdes polinomiais as séries das médias e dos logaritmos das variancias
empiricas dos logaritmos dos retornos das[TBMs|de todas as idades, por sexo. Desses ajustamentos
(ver figura[5.4]e caixa[5.1), resultam valores de arranque para o método iterativo.

Associado a cada grafico da figura mostramos a equagdo da curva ajustada. Na caixa (5.1
veja-se, em particular, os resultados do ajustamento para as médias estimadas para o sexo
masculino, que se mostrou adequado com todos os parametros significativamente diferentes de
zero para os niveis de significancia usuais. Este procedimento foi repetido para o sexo feminino
e, analogamente, para os logaritmos das variancias de ambos os sexos com resultados também
favoraveis a inclusdo no modelo global (na expressao do ajustamento, rOM, . ..,r3M tem 0 mesmo

significado que Gy 2, . . ., &3,2 No vetor (5.6)).
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Figura 5.4: Ajustamento de fungdes polinomiais as médias e logaritmos das variancias empiricas dos
logaritmos dos retornos das de todas as idades e de ambos os sexos (em cima e a esquerda, as médias

para o sexo feminino e, a direita, para o masculino; idem, em baixo, para os logaritmos das variancias)

Caixa 5.1 Ajustamento de uma fungao polinomial as médias empiricas dos logaritmos dos retornos

das[TBMs|de todas as idades do sexo masculino

>library(stats)
> ajust.Rm <- nls(Rm ~ rOM + riMxIdade + r2M*Idade~2 + r3MxIdade~3, start=list(rOM=b[1],r1M=b[2],r2M=b[3],r3M=b[4]))

> summary (ajust.Rm)

Formula: Rm ~ rOM + riM * Idade + r2M * Idade”™2 + r3M * Idade”3
Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
rOM -7.176e-02 3.596e-03 -19.956 9.90e-13 *xx*
riM 1.598e-02 1.447e-03 11.046 6.77e-09 *xx*
r2M -1.390e-03 1.581e-04 -8.793 1.59e-07 *xx*
r3M 3.910e-05 4.956e-06 7.891 6.63e-07 *xx*
---Signif. codes: O *¥* 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

Residual standard error: 0.003292 on 16 degrees of freedom
Number of iterations to convergence: 1

Achieved convergence tolerance: 6.707e-08

Abordemos agora a questao da estrutura de correlacdo e da construgdo das matrizes S e X,

respetivamente, a matriz de correlagdes e a matriz de variancias-covariancias.
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Antes de avancar com um modelo complexo para z, decidimos verificar se as correlagbes
empiricas sao significativamente diferentes de zero, caso contrario, faria mais sentido trabalhar com
um modelo sem correlagdes, com menos parametros. Assim, foram testadas as transformadas de
Fisher das correlagdes, Zpi, 1, (QUE sabemos tém distribuicao aproximadamente normal), para pares
de idades mais ou menos préximas, de modo a perceber se sao significativamente diferentes de zero.
Para o efeito, podemos usar intervalos de confianga, para um nivel de significancia o, ZC (1 _a)x 100%»
e testar na hipétese nula z, = 0 (para simplificar, usamos, quando conveniente, z, como Zprg iy )- Os
limites do ZC sao dados por

1

Ic(lfa)xloo%(zp) =Z,* Zlfa/QNi_g

)

onde N é o numero de anos utilizados.

Neste processo, fixdmos varias distancias, aplicando o teste para idades diferentes dentro do
mesmo sexo e entre sexos, separadamente. Na figura [5.5] mostramos os resultados para idades
contiguas, isto €, diferengca de uma unidade (5 anos) entre idades e para diferencas de quatro
unidades (20 anos) entre as idades, para « = 0.05. Na maior parte das idades, as correlagoes
sdo significativas. O teste foi aplicado a pares de correlagdes com outras diferengas fixas entre
idades e os resultados sdo analogos, para a generalidade das combinagdes possiveis, 0 que vem

validar a necessidade de um estrutura de correlagao.

F (d=1) M (d=1) FM (d=1)
o o | o
— — —
a o — a o — a O -
N ] N ] N —
N S ~ -
IR ~ ~
! T T T ! T T T ! T T T
5 10 15 5 10 15 5 10 15
Idade Idade Idade
F (d=4) M (d=4) FM (d=4)
o o | o
— — —
a o — a o — a o -
N ] N ] N —
N S ~ -
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! T T T ! T T T ! T T T
5 10 15 5 10 15 5 10 15
Idade Idade Idade

Figura 5.5: Correlagbes empiricas com transformagao de Fisher, z,, por sexo (F para feminino e M para
masculino) e entre sexos (FM) (em cima, relativas a pares de idades com diferengas de 1 unidade entre si, d=1;
em baixo, com diferencas de 4 unidades entre si, d=4). Indicam-se os limites aproximados da regiao de

aceitagao para z, do teste da hipdtese nula p = 0, baseado em z, ter distribuigdo aproximadamente normal
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Com o objetivo de estimar a matriz S (por sua vez necessaria para obter X), comegamos
por observar as correlagoes empiricas entre as varias idades, dentro de cada sexo e entre
sexos (recordamos que continuamos a trabalhar com as correlagdes na escala transformada, cuja
distribuicao é aproximadamente normal). Como a partida nao temos referéncias para os valores dos
parametros, como ja referimos, vamos usar as correlacdes empiricas, para cada par de idades, e
observar o0 seu comportamento em fungao da idade.

Intuitivamente, podemos supdr que ha uma diminuicdo da correlagdo a medida que aumenta a
diferenca entre as idades ou que a correlagao diminui, quando diminui uma das idades, por exemplo.
Assim, desconstruimos essas matrizes de correlagao e criamos um vetor com todas as correlagdes,
ordenadas para cada par de idades, segundo os indices das colunas, para cada sexo e entre sexos
(de entre as correlagoes para idades diferentes, mas dentro de cada sexo, excluimos as correlagdes
para as mesmas idades e as correlagoes repetidas, uma vez que essas matrizes sao simétricas).

Numa fase preliminar, fizemos algumas experiéncias com a variavel z,, com recurso a técnica
de BNLI (apenas para ter uma ideia do tipo de fungido que melhor se lhe ajustaria), comegando
por ajustar-lhe uma fungdo média da idade e explorando graficamente diferentes escolhas de
valores para os parametros dessa curva, o que nos da uma medida de localizagdo média
(foram experimentadas varias versoes para essa funcdo média). Na figura a qual esta
associada a caixa representamos quatro curvas exploratérias para ver como cada uma dessas
fungdes médias varia com diferentes valores dos parametros. Como observamos algum tipo de
crescimento exponencial nas correlacbes em fungao da idade, usamos, por exemplo, a funcao

f(média das idades, (b1,b2,b3)) = exp(—bl x média das idades)/(b2 + b3 x média das idades).

N Caixa 5.2 Ajustamento de uma funcdo para a
transformada de Fisher da correlacdo empirica,
através de quatro curvas exploratérias de

> ajustamento com parametros diferentes, para o

. sexo feminino

o

o

I I I library(graphics)
5 10 15 20 y <- z_ro.F

x <- Id.med #média de duas idades

ro.1 <- function(x, bl, b2, b3){exp(bl * x) * (b2 + b3 * x)}
plot(y ~ x)
curve(ro.1(x,b1=0.1,b2=0.01,b3=0.005) ,add=TRUE, col="violet")
transformada de Fisher das correlagdes empiricas curve(ro.1(x,b1=0.1,b2=0.02,b3=0.01) ,add=TRUE, col="blue")
curve(ro.1(x,b1=0.05,b2=0.01,b3=0.03) ,add=TRUE, col="red")

Figura 5.6: Representagdo simultanea da

(y) e curvas do ajustamento, em fungao da média
curve(ro.1(x,b1=0.15,b2=0.02,b3=0.005) ,add=TRUE, col="orange")

entre duas idades (x), consoante diferentes

valores dos parametros, para o sexo feminino
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Posteriormente, passamos ainda pela representacao tridimensional das correlagbes empiricas,
também com recurso a fungbes da idade (ver caixa [5.3] a qual esta associada a figura [5.7, em
gue se representam as correlagcdes em fungao do moédulo da diferenca entre as idades e da idade
minima), de modo a validar algumas das possiveis escolhas para incluir na estrutura de correlagao

do modelo.

Caixa 5.3 Representacao tridimensional da transformada de Fisher das correlagdes empiricas, com

plano de regressao, para o sexo feminino

x <- abs.Id #médulo da diferenca entre duas idades
y <~ Id.min #minimo de duas idades

z <- z_ro.F

library(rgl)
plot3d(x, y, z, type = "s", col = "red")
ajust <- Im(z ~ x + y)

coefs <- coef(ajust)

#a, b, c = coordenadas do plano
a <- coefs["x"]

b <- coefs["y"]

c <- -1

d <- coefs["(Intercept)"]

planes3d(a, b, ¢, d, col = "blue", alpha = c(0.5))

15 10 5

Figura 5.7: Representagao tridimensional da transformada de Fisher das correlagbes empiricas com diferentes

angulos de rotagdo em torno do eixo dos z e plano de regressao, para o sexo feminino (x,y e z definidos na

caixa @

Com base na informacgao obtida nesta fase exploratéria, e de modo a encontrar uma expressao
gue explique as correlacoes, para incorporar no modelo global, representamo-las indo ao encontro
da construgao da matriz S: entre idades diferentes do sexo feminino, entre idades diferentes do
sexo masculino e entre idades diferentes de sexos diferentes. Essa representacao foi feita para as

transformadas de Fisher das correlagdes empiricas, em funcéo da primeira idade, i, (que coincide
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com a idade minima entre duas idades, min(i,, i), N0 caso das correlagdes entre idades diferentes
de um mesmo sexo), da segunda idade, i, (que coincide com a idade maxima entre duas idades,
max(iq,ip), NO caso das correlagdes entre idades diferentes de um mesmo sexo), do modulo da
diferenga entre duas idades, abs(i, — i), ou da média de duas idades, média(i,,i,). Nesta fase,
selecionamos 12 modelos de [BNL] para o efeito, que enumeramos de seguida.

Para k, < k;, temos:

Modelo 1. 2, . = &j, j,%a exP{V;,,5,médialia, iv)}

Modelo 2. z,,. .. = ¢j,.j,ia exp{¥;, j,abs(ia —iv)}

.2 . .
Modelo 3. 2y, ., = ®ju.jvla + Vja.jrabs(ia — iv)

Ky
Modelo 4. Zpkgky = Piarivla

Modelo 5. Zprg iy = Piarivta T Y}, s abs(iq — ip)
Modelo 6. 2, .. ="j..j exp{®;, j,a}

Modelo 7.z, , = ;. iia + Vj..jymédia(ia, ip)?
Modelo 8. Zprg ey = exp{ ;. j,la + Vj, j,abs(iq — ip)}
Modelo 9. z,, , = ;. jia
Modelo 10. Zprgky = ¢ja ,jbib + Vs, J-bmédia(z’a, ib)
Modelo 11. z,, . = ;. jyic + Vi, j,médialia, ip)
Modelo 12. By = Oiurivta T Vi, jymédia(ia, ip)

(5.9)

Para k, > ki, nos modelos acima, poe-se z,,, ., = Zp, 1, -

Nas figuras a mostramos a sobreposicao entre as correlacbes empiricas e os valores
ajustados por cada um desses modelos, para todas as combinagdes possiveis de pares de idades,
entre os logaritmos dos retornos das [TBMs| por sexo e entre sexos. Em todos estes ajustamentos,
as correlagdes foram expressas através das mesmas fungdes da idade, tanto para as correlagoes
dentro de cada sexo, como entre sexos, numa tentativa de estes resultados sugerirem uma Unica
expressao global para estimar a matriz de correlagoes do modelo, S.

Graficamente, € visivel um ajustamento satisfatério para a generalidade dos modelos, no caso do
sexo feminino, sendo que os modelos selecionados apresentam, neste caso, o melhor desempenho.
Se, para o sexo masculino, em alguns casos (como para o modelo 1 ou 7), € notério um ajustamento
menos bom, em parte porque as correlagdes apresentam uma maior dispersao, quando observamos
os ajustamentos para as correlagdes entre sexos, como se altera o seu padrao, sao varios os
modelos que se apresentam pouco flexiveis para captar a respetiva variabilidade. Ainda assim,
estas sao, de um conjunto alargado de opgoes analisadas, as que apresentam melhores resultados.

Na caixa resume-se a informagao relativa ao desempenho desses modelos, para as

transformadas de Fisher das correlagbes empiricas, tendo em conta os critérios do e o do
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AIC. De todos, o modelo 2 é o melhor.
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Figura 5.8: Representacao conjunta da transformada de Fisher das correlagoes empiricas (a preto) e do

ajustamento em fungéo da idade (a amarelo), através de métodos de[BNL] para o sexo feminino

Caixa 5.4 MBGM:! [EQM e AIC do ajustamento dos modelos por[BNL para a transformada de Fisher

das correlagdes empiricas, que ilustramos nas figuras apb.10

> tab.resumo <- cbind(modelos,criter.F,criter.M,criter.FM)

> print(tab.resumo,quote=FALSE,digits=5)

Modelo n°

[1,1]
[2,1
(3,1
[4,]
[5,]
[6,1]
[7,1
[8,1]
[9,]
[10,] 10
[11,] 11
[12,] 12

© 0 N o o &~ W N =

EQM.F

.0265373
.0212497
.0290492
.0277763

0260544

.0241531
.0269875
.0696020
.0334210

0260544

.0262916
.0260544

AIC.F

-144.
.5715

-186

=120/
-137.
-147.
.2382
.1558
38.
.5320

-162
-141

-102

-147.
-146.
-147.

3524

1687
6823
8416

8537

8416

1196
8416

EQM.M

.0488468
.0438372
.0879532
.0589289
.0572630
.0622968
.0379927
.0484435
.0949271
.0572630
.0761230
.0572630

AIC.M
.42609
.98513
.31609
5.22617
1.77751

.17202
.00102
.81389
1.77751
.86967
1.77750

0
0
0
0
0
.78609 0.
0
0
0
0
0
0

EQM.FM

.0973021
.0440893
.1452804
.1075342
.09568263

0981202

.0736705
.0713218
.1456645
.0733935
.0721667
.0733935

AIC.FM

209.
-107.
369.
247.
203.
212.
97.
84.
368.
96.
89.
96.

1769
4646
5150
1723
0635
5260
8896
9298
5712
3831
6404
3831
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Figura 5.9: Representacao conjunta da transformada de Fisher das correlagdes empiricas (a preto) e do

ajustamento em fungao da idade (a verde), através de métodos de [ENL] para o sexo masculino

Preparado que estd o vetor dos valores iniciais (ou de arranque) da fungdo a otimizar (5.7),
encontramo-nos no ultimo passo do diagrama da figura e estamos em condigbes de aplicar
o método iterativo para estimar, por [MV] os parametros do modelo, que designamos por
No entanto, antes de apresentar os resultados finais da aplicagdo do mesmo, resta-nos tecer
ainda algumas consideragdes acerca da escrita da propria funcao de log-verosimilhanga e chamar
brevemente a atencao para algumas das abordagens possiveis para o fazer, uma vez que a forma
como a funcédo é introduzida no algoritmo pode condicionar a convergéncia do método em alguns
casos particulares (que nao sao pouco frequentes quando se trabalha com dados reais).

Como ja referido, a estimagdo de parametros por [MVI de um processo que segue uma
distribuicdo multinormal, envolve o célculo do determinante de uma matriz, neste caso, a matriz
de variancias-covariancias, que designdmos por X, e da sua inversa. Esta matriz deve gozar de
algumas propriedades que, pelo menos no arranque do método iterativo, devem ser asseguradas:
deve ser simétrica e nao singular, pois caso contrario nao é possivel obter a sua inversa, bem como
ser definida positiva.

Na literatura sobre otimizagao, sao frequentemente descritos problemas diversos relacionados
com a computagao de matrizes, uma vez que, mesmo que no inicio do método iterativo estejam

asseguradas as condigcoes que tornem possivel o calculo, ndo podemos absolutamente garantir que
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Figura 5.10: Representagao conjunta da transformada de Fisher das correlagdes empiricas (a preto) e do

ajustamento em fungao da idade (a vermelho), através de métodos de [BNL] entre sexos

assim seja no decurso desse processo (destacamos, para além das operagdes com matrizes, outras,
mesmo com escalares, que envolvam, por exemplo, fungées exponenciais e logaritmos). Alguns
destes problemas podem ter ou ndo a mesma causa e é necessario encontrar estratégias para os
eliminar ou reduzir (quando a primeira opgao nao for realizavel), de modo a n&o inviabilizarem o
calculo.

Como ja referimos, testdmos diferentes fungdes para explicar as correlagdes. Essas funcoes
estdo na origem das diferentes versdes do modelo global, o e sdo necessarias para
selecionar qual ou quais as versdes que contribuem para um melhor desempenho do mesmo.
Consoante a versdao podem ocorrer problemas distintos na computacado da matriz ¥, e, por sua
vez, do determinante, relacionados sobretudo com a dimensao da matriz e a ordem de grandeza dos
parametros a estimar. Por esse motivo, a funcao a otimizar foi reconstruida por varias vezes, para que
se verificassem as propriedades das matrizes que garantem a nao interrupgao do método iterativo.
Acerca de operagbes com matrizes no ambito da analise numérica e otimizagdo destacam-se
[61[31},/48].

Assim, nao calculamos diretamente a inversa, nem o determinante da matriz 3. Existem varios
métodos de decomposicao (conforme sugerido em [34}(74]). Usar a decomposigao de Cholesky é

uma forma de o fazer muito utilizada na literatura (porque a partida, se esta nao existe, a matriz nao

5.2 Movimento browniano geométrico multidimensional 117



¢ definida positiva). Outros métodos, como os designados LU, QR, ou a decomposigao através dos
valores e vetores préprios, valores singulares, ou mesmo em blocos, foram experimentados, de modo
a perceber como e as vantagens de, incluir a decomposicao da matriz 3 no método iterativo.

Estudar os seus valores e vetores préprios é muito Gtil quando temos matrizes que suspeitamos
sao proximas de serem singulares. Pontualmente (basta que isso acontega numa iterada), podemos
ter valores proprios muito pequenos, positivos ou mesmo negativos (normalmente, € apenas um e
tem a ver com o préprio algoritmo e a precisdo da maquina), que podem fazer aproximar o valor
do determinante a zero, o que inviabiliza o célculo; por outro lado, se o determinante for mesmo
negativo, ndo podemos obter o logaritmo deste (que € necessario para o calculo da verosimilhanga),
0 que também faz parar o processo iterativo. Assim, nestas situagoes em que, acompanhando o
progresso das iteradas e percebendo que o método sugere um comportamento de convergéncia,
podemos intervir diretamente nessa matriz dos valores préprios, modificando, pontualmente, apenas
os valores proprios negativos, como em [78], que, das multiplas referéncias a este tipo de abordagem,
se revela a que provoca menores danos em termos de propagacao do erro cometido na corregao.

Por sua vez, decompor as matrizes em blocos (que no nosso caso faz todo o sentido pela
construgado de X) e obter a inversa de uma matriz de 2 x 2 blocos, como em [53], que néo exige
que todos os blocos sejam simultaneamente nao singulares, também pode ser bastante util. Para
termos uma matriz de variancias-covariancias valida, alguns autores sugerem até somar um pequeno
valor constante na sua diagonal (¢ uma forma de corregdo de Tikhonov do tipo X + A com A — 0,
mas é preciso atencao porque, ao introduzir esse tipo de ruido, estamos a aumentar a variancia).

Em alternativa as abordagens anteriores, podemos ainda obter diretamente uma aproximagao
a matriz inversa e ao proprio determinante. No primeiro caso, através da matriz pseudoinversa ou
de uma matriz inversa generalizada (processo muito eficiente, pois, quando a matriz a inverter nao
tem problemas, da exatamente a sua inversa e, quando esta proxima de ser singular, pode ser
o suficiente para ndo interromper o processo iterativo). No caso do determinante de uma matriz,
podemos aproximar o seu valor pelo do pseudodeterminante.

Neste ponto, refira-se que todos estes métodos sao Uteis para intervengdes pontuais. Note-se, no
entanto, que para calculos com matrizes de grandes dimensdes, que envolvem um ndmero bastante
elevado de iteradas, € necessario serem usados com cautela, pois, inevitavelmente, tratam-se de
aproximacdes e comentem-se erros, que se propagam no processo iterativo e que sao variaveis
consoante também a prépria precisao da maquina (é preciso desconstuir a matriz, aplicar os métodos
de corregcao ou decomposicao e depois reconstruir para obter uma nova matriz algebricamente
mais conveniente da qual vamos obter a inversa e o determinante). Assim, se, por um lado,
procuramos um processo iterativo mais eficiente e um algoritmo mais estavel, por outro lado, a
computacao pode ser penalizada pelo acumular dos erros inerentes ao processo. Por esse motivo,
e apbs compararmos exaustivamente resultados intermédios do processo iterativo, obtidos através
de alguns destes métodos, optamos por construir a matriz de variancias-covariancias com recurso a
matriz de correlacdes e & matriz diagonal das variancias, isto é (como ja referido), = = A/2SAY/2 e

usar, para a sua inversa, ! = A~1/26-1A~1/2 ¢, para o seu determinante, || = |[A1/2]|S||A1/2].
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Criada a estrutura para o modelo e encontrado um primeiro vetor de valores iniciais para os
parametros, podemos dar inicio ao processo iterativo. Experimentamos varias versdes do modelo
global, sendo que, numa versao base, para escrever os Ry e 0s In(o?) (que incluimos no modelo,
invertendo a transformacao logaritmica), usamos expressoes polinomiais de grau trés. Com efeito,
sao as que tém um melhor ajustamento em termos de julgamento empirico do coeficiente de
determinacao e, adicionalmente, testdmos no algoritmo de otimizacdo expressdes polinomiais com
grau inferior e o0 método nao converge. Quanto as correlagées, basedmo-nos nos modelos das
correlagdes empiricas, usando um Unico tipo de modelo (de entre os enumerados em (5.9)) para
as correlacoes entre idades diferentes dentro do mesmo sexo e entre sexos. Invertemos também

a transformacao de Fisher que aproximava as correlagdes a normal, tal que usamos, para cada
eXp{QZ%a,kb}_l
eXp{ZZﬂka,kb}‘Fl'
construcéo das varias componentes do modelo global que designamos por MBGML

par de idades, pi, k, = No apéndice apresentamos o codigo que diz respeito a

Na caixa [5.5, mostramos os resultados do processo de otimizacdo para o [MBGM com as
correlagoes descritas, como na versao 12 do modelo, enumerada em (5.9). Destacamos as
estimativas de [MV] dos 22 parametros, do simétrico do valor étimo estimado para a fungao de
log-verosimilhanca e ainda o codigo de convergéncia (0 indica que o processo iterativo foi bem

sucedido).

Caixa 5.5 Output da aplicagdo do método de otimizagdo para o (verséo 12 do modelo)

min.LogV12 <- optim(P12, LogV12, control = list(trace = TRUE, maxit = 10000), hessian = TRUE)
>min.LogV12

$par
rOF rlF r2F r3F rOM riM r2M r3M
-6.202490e-02 9.446018e-03 -7.708168e-04 4.400672e-05 -6.348173e-02 1.428726e-02 -1.636511e-03 8.454368e-05
sOF siF s2F s3F sOM siM s2M s3M

-3.604268e+00 -7.4311165e-02 -1.038964e-02 1.201814e-03 -4.084286e+00 7.880474e-02 -2.476189e-02 1.659369e-03
fiF psiF

6.045775e-02 -1.735374e-02
fiM psiM

6.806910e-02 -2.080763e-02
fiFM psiFM

1.373390e-04 2.117674e-02

$value

[1] 2479.851

$counts
function gradient

8011 NA

$convergence

[1] ©

Com a estimacao dos parametros do modelo (neste caso ilustramos com a versao 12) concluimos
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a descricao das etapas da implementacao do que constam no diagrama da figura
Nesta subsecgdo apresentamos ainda as margens de erro que lhe estdo associadas, bem como
uma concretizagao do ajustamento, para diferentes versdées do modelo.

Ao contrario de alguns programas estatisticos, no R, os desvios padrao, as estatisticas de teste e
os intervalos de confianga para os parametros nao sao estimados diretamente a partir da computagao
da funcéo optim. Assim, para o efeito, podemos obter a matriz hessiana (por exemplo, acrescentando
hessian = TRUE como argumento da funcao), que invertemos e usamos como aproximacao a matriz
de Informacao de Fisher. A partir dai, € possivel obter os intervalos de confianga assintoticos
(como descrito nos capitulos anteriores). Recordamos que, também neste caso, ndao temos de
multiplicar a hessiana por —1, porque o processo iterativo ja foi feito com o simétrico da funcao
de log-verosimilhanga. Na caixa[5.6] apresentamos os valores dos parametros estimados bem como
as margens de erro associadas aos intervalos de confianga assintéticos, neste caso, usando ainda
a versao 12 do modelo global. Com excecao dos valores estimados para os parametros designados
r2F, r3F e r3M (da mesma ordem de grandeza das estimativas dos parametros), as margens de

erro sao bastante aceitaveis.

Caixa 5.6 Estimativas dos parametros do [MBGM  (versdo 12 do modelo) e margens de erro dos

ZCys59, assintéticos

> cbind(par.name, min.LogV12$par,tol.modelol2)

par +/-
rOF -6.202490e-02 6.102360e-05
riF 9.446018e-03 1.616626e-04
r2F -7.708168e-04 4.502343e-04
r3F 4.400672e-05 3.685700e-05
rOM -6.348173e-02 3.426561e-05
riM 1.428726e-02 1.504009e-04
r2M -1.636511e-03 5.092685e-04
r3M 8.454368e-05 4.340542e-05
sOF -3.604268e+00 2.681026e-05
s1F -7.431115e-02 2.409874e-04
s2F -1.038964e-02 2.403566e-03
s3F 1.201814e-03 1.081178e-06
sOM -4.084286e+00 2.846100e-05
siM 7.880474e-02 2.793112e-04
s2M -2.476189e-02 2.933478e-03
s3M 1.659369e-03 7.899162e-07
fiF 6.045775e-02 1.931059e-06
psiF -1.735374e-02 1.153927e-07
fiM 6.806910e-02 1.776918e-06
psiM -2.080763e-02 1.210004e-07
fiFM 1.373390e-04 3.115959e-08
psiFM 2.117674e-02 3.266179e-08

Na figura mostramos ainda uma concretizagao, neste caso ilustrada com a idade 1 de

ambos os sexos, do ajustamento do modelo, através das versdes 10, 12 e M. Esta ultima versao do
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[MBGM, que designamos por M (como abreviatura de modelo misto) é uma versdo em que se usam
regras diferentes para escrever as correlagdes entre idades diferentes dentro do mesmo sexo. Para
as correlacoes entre idades diferentes dentro do sexo feminino e entre sexos, usamos o0 modelo 11.

No caso das correlagoes entre idades diferentes dentro do sexo masculino, usamos o modelo 9.

—— Observadas
MBGM: versédo 10
MBGM: verséo 12

—— MBGM: versdo M

TBM
0.003
|

0.001
|

1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

—— Observadas
MBGM: versédo 10
MBGM: verséo 12

—— MBGM: verséo M

TBM
0.003

0.001
|

1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Ano

Figura 5.11: Ajustamento do[MBGM] (versdes 10, 12 e M do modelo) para a idade 1 do sexo feminino (em

cima) e masculino (em baixo)

Considerando os resultados do ajustamento do satisfatérios, vamos usa-lo para fazer
previsoes. Na subseccao seguinte apresentamos os resultados relativos as previsoes e intervalos de

confianga associados, bem como comparacdes entre versdes do modelo global.

5.2.5 Resultados das previsoes

Nas figuras e apresentamos as previsoes alLPl (para o periodo 2000 a 2009), no primeiro
caso, para os logaritmos dos retornos das e, no segundo caso, na escala original dos dados,
para as idades 1 a 10 do sexo feminino (que recordamos correspondem aos grupos etarios dos 0-4
ao 45-50). Os resultados sao bastante satisfatorios. Note-se que também outras versdes do modelo,
como a 3 ou a 9, por exemplo, apresentam resultados muito interessantes e igualmente satisfatérios

(selecionamos os da versao 12 do modelo, a titulo ilustrativo).

5.2 Movimento browniano geométrico multidimensional 121



Idade 1 Idade 2

<
N ] =]
2 3 o
£ o E S
s ° | © -
o o <
o o S o A
| ]
T 1 T T T T T T 1 T T T T T
1940 1960 1980 2000 1940 1960 1980 2000
Ano Ano
Idade 3 Idade 4
< N
~ o ] ~ o 7]
2 - 2 o
E 24 E S
z ° © -
o < o —
o y = o [s2)
T 1 T T T T T ! T 1 T T T T T
1940 1960 1980 2000 1940 1960 1980 2000
Ano Ano
Idade 5 Idade 6
N
=~ & -~ ©
S © = 1
m -1 m o
£ 2 E o 7
s ° © -
=) =) -
o ™ | o ™
? T 1 T T T T T T 1 T T T T T
1940 1960 1980 2000 1940 1960 1980 2000
Ano Ano
Idade 7 Idade 8
N
~ o 7] =
: - 2
E o | E <2
= = o
o o
=) _ =) 1
o S o
o T o
! T 1 T T T T T T T 1 T T T T T
1940 1960 1980 2000 1940 1960 1980 2000
Ano Ano
Idade 9 Idade 10
7z g7 5 g
£ o ] E S
© _ © 7]
8 S 8 o
s 1 N
? T 1 T T T T T cli T 1 T T T T T
1940 1960 1980 2000 1940 1960 1980 2000
Ano Ano

Figura 5.12: Previsdes a [Pl (para o periodo 2000 a 2009, a azul) do [MBGMI (verséo 12) dos logaritmos dos
retornos das [TBMs] log.ret(TBM), das primeiras 10 idades do sexo feminino (que correspondem,
respetivamente, aos grupos etarios 0-4, 5-9, 10-14, 15-19, 20-24, 25-29, 30-34, 35-39, 40-44 e 45-50)
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Figura 5.13: Previsdes a[[P (para o periodo 2000 a 2009, a vermelho) do (verséo 12) das das
primeiras 10 idades do sexo feminino (que correspondem, respetivamente, aos grupos etarios 0-4, 5-9, 10-14,
15-19, 20-24, 25-29, 30-34, 35-39, 40-44 e 45-50)
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Os modelos de [EDEs| que temos vindo a aplicar, incorporam a incerteza no termo do processo
de Wiener. Por isso, quando fazemos as previsdes, consideramos o regime assintético e a
auséncia de variabilidade ambiental tomando a esperanca matematica do processo de Wiener (que
€ zero). Obtidas as previsdes, podemos encontrar uma aproximagao para os seus intervalos de
confianga, estimando o que designamos por margens de variagcdo natural do fendmeno e que
refletem uma medida da influéncia direta dos efeitos aleatérios das variacbes ambientais (em sentido
lato) no sistema das Esta alternativa parece-nos preferivel face a estimacéo dos intervalos
de confianga pelo método de Delta. Com efeito, embora pudéssemos estimar a variancia dos
parametros a partir da informagao da matriz empirica de Fisher (conforme ilustrado a propdsito
da estimacao dos ZC assintéticos para as previsdes dos modelos de unidimensionais, no
capitulo[3), a aplicagdo do método Delta exige o célculo de derivadas que a complexidade do modelo
torna dificil obter. Outro método para obter uma aproximagao dos ZC é através de simulagao. A
seguir, vamos mostrar os passos que este procedimento envolve.

Utilizando os valores dos parametros que foram estimados, para o periodo que vai do Ultimo
instante observado até aos instantes que queremos prever, comegamos por simular, digamos 1000
trajetérias do processo. Para cada instante ¢, para o qual queremos fazer a previsao, temos 1000
valores previstos, um por cada trajetéria simulada. Esses valores formam uma distribuicao empirica,
cujas média e quantis empiricos podem ser utilizados para a previsdo pontual e intervalar. Mais
concretamente, tomamos a média como sendo uma aproximagédo ao valor previsto da [TBM no
instante ¢ e os percentis 97.5% e 2.5% como extremos dos ZCgys4, dessa previsdo. Note-se que,
em vez de simularmos diretamente as vamos antes, por comodidade, simular as trajetérias
previstas para os Z(t), utilizando e, nos calculos desta expressao, substituindo os valores dos
parametros do modelo, pelos seus estimadores de [MVL

No nosso caso, a Ultima observagdo das [TBMs| corresponde ao ano de 1999 e queremos prever
os anos 2000 a 2009 (isto é, t = 2000,...,2009), pelo que tirdmos partido de os incrementos
de W (t) serem independentes para simular conjuntamente os anos, simulando os incrementos
de 1999 para 2000, de 2000 para 2001, ..., de 2008 para 2009. Para facilitar os calculos,
simulamos M (t) = AY?(W(t) — W (t — 1)), substituindo os pardmetros pelos seus estimadores
deMVl Seja M (t) uma dessas simulagdes. Os valores previstos para cada trajetéria simulada séao
Z(t) = R+ M(t). A partir desses valores podemos reconstituir a correspondente trajetéria das
X(t) = [X1(t),..., Xk (t)], usando iterativamente X (t) = X (¢t — 1) exp{ Zu(£)}.

Coloca-se agora a questao de como simular M(t)? Partimos de um processo de Wiener
multidimensional nao correlacionado W*(¢). Para cada uma das 1000 trajetérias, simulamos o
incremento H (t) = W*(t) — W*(t— 1), cuja matriz de variancia-covariancia é I. Dado que W* é ndo
correlacionado, estes incrementos sdo simples v.a] com distribuicdo A/(0, I)i.i.d., ndo oferecendo a
simulagdo qualquer dificuldade.

Para cada trajetoria, a partir destes incrementos obtemos as simulagées de M (t) através de

M(t) = BH(1),
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em que B se obtém substituindo em A1/281/2 os parametros pelos seus estimadores de [MVl De
facto, a matriz de variancia-covariancia de BH (t) é BB’ = A'/281/281/2A1/2 = AV/28AY? = 3,
isto &, precisamente a matriz de variancia-covariancia de M (t). Por outro lado, pela propria definigao,
os M(t), para valores diferentes de ¢, sdo independentes entre si e tém média 0. Para obter B =
A1/281/2 — $31/2 precisamos de obter A1/, 0 que é imediato, uma vez que A é uma matriz diagonal,
e precisamos também de obter S1/2. Existem varias formas para obter a raiz quadrada de uma
matriz mas, tratando-se de uma matriz real e simétrica com vetores préprios distintos, podemos usar
a decomposigao espetral, como indicado, por exemplo, em [83].

Para organizar os calculos, procedemos da forma que ilustramos a seguir (ver codigo R no final
do apéndice [E):

e Calculamos Ry, = d ji + do ji® + a3 ji° € construimos uma matriz, R, com 1000 colunas todas

iguais em qua cada coluna consta dos valores Ri,...,Rg;

o Calculamos In(47) = 1 i + Ba,;i% + B3 ;i° € obtemos a matriz diagonal A, cujos elementos s&o

~2.
0S 6%;

e Calculamos z,, ., ., consoante a versao do modelo, e obtemos a estimativa da matriz de

correlacdes §, usando 0s py, k,;
e Calculamos a matriz B = A1/281/2,

Para cada ¢ (t = 2000, . . ., 2009), podemos obter os intervalos de confianga da previsdo de Y (t) =
In(Xy(t)) (k=1,..., K = 40) do seguinte modo:

e Para cada k, simulamos um numero suficientemente elevado de réplicas, digamos 1000, do
incremento W (t) — Wi (t — 1) —~ N(0,1)i.i.d., obtendo assim uma matriz E(t) com K linhas

(total de idades para ambos os sexos) e 1000 colunas;

e Estimamos o vetor M (t) para cada uma das 1000 réplicas e construimos a matriz 1\7(7:) =
BH(t);

e Para cada uma das 1000 réplicas, prevemos Z;(t) pela equagao (5.1) (usando os estimadores
de dos parametros). Para o efeito, construimos a matriz, de dimensdo K x 1000, é(t) =
R+ M(t);

e Obtemos 1000 previsdes ff(t) =Y (tn) + E(t —ty), onde Y (ty) é uma matriz de dimenséo
K x 1000 com colunas todas iguais, e em que cada coluna consta das Ultimas observagoes
conhecidas Y; (tN) = hl(Xl (tN)), . ,YK(tN) = IH(XK(tN));

e Para cada idade k, isto é, em cada linha de }é’(t), ordenamos os 1000 valores dessa linha e
calculamos os p-quantil € (1—p)-quantil (N0 NOSSO caso usamos p = 0.025) que correspondem,

respetivamente, aos limites inferior e superior dos ZC da previsado de Yj(t);

e Em cada linha & de }Cf(t), estimamos a média dos 1000 valores dessa linha, que devera ser

proxima do valor esperado da previsao de Y;(t);
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o Naturalmente, os valores de X obtém-se invertendo a transformacao logaritmica.

No que se refere aos intervalos de confianga para as previsdes, na figura[5.74] ilustramos (para
a versao 12 do modelo global) uma aproximacdo aos mesmos, através de margens de variagao
natural para as previsoes, para a idade 10 do sexo masculino (corresponde ao grupo etario 45-49).
Foram usados os quantis empiricos a 2.5% e a 97.5% para estimar os limites das margens de
confianga a 95%, MCgsy, conforme descrito anteriormente. Como se pode observar, as amplitudes
(na figura, em escala logaritmica) aumentam com o horizonte temporal da previsao, o que nao é de
todo surpreendente ja que estamos a considerar a influéncia do ambiente em sentido lato e todas as
possiveis causas suscetiveis de influenciar o fendémeno. Naturalmente, na representagao na escala

original dos dados, o efeito referido esta ainda mais realgado (ver figura[5.15).
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Figura 5.14: Representagao conjunta das previsdes alLP| (em escala logaritmica), obtidas por estimagéo
pontual (2000 a 2009) através da versdo 12 do[MBGM]para a idade 10 (grupo etario 44-49) do sexo masculino,

dos valores observados, bem como das médias das simulacgoes e limites das margens de confianca a 95%
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Figura 5.15: Representacao conjunta das observadas, bem como das previsdes a[LPl (de 2000 a 2009)
obtidas por estimagéo pontual através do[MBGM (versdo 12) para a idade 10 (grupo etario 44-49) do sexo

masculino, das médias das simulagoes e limites das margens de confianga a 95%
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Nao obstante a consideravel amplitude das margens de confianga para as previsdes, como
expetavel, em cada ano, as médias dos logaritmos das [TBMs|dos 1000 valores simulados sdo muito
proximas dos valores das previsoes. No exemplo da figura anterior (com excecgao para o ano de 2006
e 2009), as curvas a azul e a vermelho estao sensivelmente sobrepostas (também com a das taxas
observadas, o que significa um erro muito pequeno nas previsdes), mas essa proximidade verifica-se
para a generalidade das idades. Veja-se, a proposito, o exemplo ilustrado na figura para o
primeiro ano de previsoes (que corresponde ao ano 2000), para todas as idades. Na sequéncia, na
figura[5.17] mostramos ainda (para esse mesmo ano, mas a tendéncia verifica-se nos restantes anos
das previsdes) que as margens de confianga, para além de aumentarem com o horizonte temporal,
sao também mais amplas nas Ultimas idades (sobretudo a partir da idade 15, que corresponde ao

grupo etario 75-79) em ambos os sexos.
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Figura 5.16: Representacao conjunta das médias dos 1000 valores simulados e dos obtidos, na estimagao

pontual (ano 2000) para as previsdes alLP] através da versao 12 do para todas as idades e por sexo
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Figura 5.17: Representagao conjunta das médias dos 1000 valores simulados (ano 2000) das previsoes alLP|

do[MBGMI (versdo 12), e dos limites das margens de confianca a 95% para todas as idades e por sexo
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Para além dos resultados ja apresentados, foram ajustadas outras versées do modelo global que
diferem entre si no modo de escrever as correlagdes na matriz S. Vamos enumerar estas versoes, de
acordo com os modelos para as correlagdes, conforme indicdmos em (5.9). Na caixa[5.7] mostramos
os valores dos parametros estimados, que variam, em nimero, entre 19 a 22, para as versdes que

convergiram sem qualquer restricdo no processo iterativo.

Caixa 5.7 [MBGM! estimativas dos parametros para as diferentes versdes do modelo e respetivos
valores de log-verosimilhanca, obtidos a partir de e de AIC (NaN significa que o parametro nao

existe na versao do modelo em causa)

> print (resumoMBGM.par, quote = FALSE)

nomes Modelo 3 Modelo 4 Modelo 5 Modelo 7 Modelo 9 Modelo 10 Modelo 12 Modelo M
[1,] roF 0.0236985 -0.0464667 0.2697227 -0.0277157 -0.0952304 -0.0689216  -0.0620249 -0.0983971
[2,] r1F 0.0297488 -0.0061570 0.0131041  -0.0254013 -0.0023464 0.0072177 0.0094460 0.0229713
[3,1 r2F -0.001351 -0.00092568 -0.0037264 -0.0003264 -0.0013565 -0.0011728 -0.0007708 -0.0010695
[4,] r3F -0.0001487 7.5938e-06 -9.1683e-05 -7.8536e-06 4.9496e-05 -0.0001661 4.4007e-05 -0.0002491
[5,] rOM -0.0055980 -0.0472914 -0.0614742 -0.2928987 0.0275205 -0.0527798 -0.0634817 -0.11834
[6,] riM 0.0216272  0.0093725  -0.0212830 0.0312689  -0.0134675 -0.0157667 0.0142873 0.032254
[7,] r24 -0.0029008 -0.0018646 0.0013768 -0.0031088 -0.0017072 -0.000257 -0.0016365  -0.0022917
[8,]1 r3M -7.4765e-05 5.0250e-05 1.6014e-05 -2.0529e-05 4.5905e-05 -0.000342 8.4544e-05 -2.2487e-05
[9,]1 sOF -4.5799958 -3.416152 -2.856334 -3.953457 -4.100068 -4.398275 -3.604268 -3.550507
[10,]1 si1F 0.7567213  0.3097093 0.549167 0.5342476 0.3200653 0.578233 -0.0743112  -0.0623898
[11,] s2F -0.0299477 0.0010773 -0.0572407 -0.0279793 -0.022682 -0.008714 -0.0103896 0.0547224
[12,] s3F 0.0001054 0.0014312 0.0021428 0.0006187 0.0022017 2.6225e-05 0.0012018 0.0007291
[13,]1 sOM -4.6517804 -4.339295 -3.531858 -4.499927 -4.982052 -4.574945 -4.084286 -4.108555
[14,]1 siM 0.6490056 -0.0137449 0.4516249 0.6995288 0.449083 0.7511687 0.0788047 0.162962
[15,1 s2M  -0.0294651 -0.0079582 0.0013071  -0.0244491 -0.0163596 -0.0029222 -0.0247619 0.0026178
[16,] s3M 0.0008513  0.0011731  -0.0008185 0.0006143 0.0008293 -0.0004993 0.0016594 0.0003592
[17,] fi.F 0.0011640 -0.0164719 0.0038456 0.0169853 1.7552e-05  -0.1258083 0.0604578 0.0189071
[18,] psi.F -0.6755583  NaN -0.3227428 -0.0007605 NaN 0.2416007 -0.0173537 1.4130e-05
[19,1 £fi.M 0.0006326  0.0099158 -1.414464 0.0073636 1.7533e-05 -0.0905153 0.0680691 0.0546431
[20,] psi.M -0.4011731  NaN -0.3991361  -0.0055385 NaN 0.1880185  -0.0208076 NaN
[21,] fi.FM 0.047454 0.0027804 0.1825654 0.0095203 0.2888648 0.0122794 0.0001373 3.3431e-05
[22,] psi.FM 0.4590829  NaN 0.4876565 0.0029507 NaN -0.0114797 0.0211767 6.0573e-05
[23,] LogV  -2716.061 -2569.801 -2410.468 -2466.576 -3070.805 -2249.849 -2479.851 -2298.985
[24,]1 AIC 5476.122 5177.602 4864.936 4977 .152 6179.610 4543.698 5003.702 4639.970

Muito embora sugerissem um bom desempenho ao nivel da estrutura de correlagao, de acordo
com os gréficos das figuras a e os resultados associados que constam na caixa
“descartamos” as versoes 1, 2, 6, 8 e 11, por ndo se verificar a convergéncia do método iterativo.
Recordamos que a versao do IMBGM| que designamos por M é uma versao em que as correlagdes
nao sao obtidas a custa de uma Unica expressao - poder-se-ia designar por modelo misto. Neste
caso, para as correlagdes dentro do sexo feminino e entre sexos, usamos o modelo 11 e, no
caso das correlacoes dentro do sexo masculino, usamos o modelo 9 (esta versdo tem assim 21
parametros). Experimentamos este tipo de construgao, para testar a convergéncia do modelo global

com uma estrutura de correlagdo que suspeitdmos ser mais adequada por sexo, ou entre sexos, e
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apresentamos apenas este exemplo a titulo ilustrativo dessa abordagem distinta a introducao das
correlagcdes no modelo.

Ainda na mesma caixa 5.7} apresentamos, depois dos valores dos parametros estimados, e para
cada versdo do modelo, o valor da log-verosimilhanca e do AIC associado (AIC = 21 — 2 logV,
com [ o nimero de parametros e logV o logaritmo da verosimilhanca). Relativamente aos valores
de log-verosimilhanca obtidos, note-se que sdo muito proximos, sendo que as versdes do modelo
10 e M apresentam os maiores valores, que por sua vez sdo muito préoximos dos obtidos para as
versoes 5, 7, 12, ou mesmo para a 4. As versdes 3 e 9 tém efetivamente os menores valores de
log-verosimilhanga e um desempenho global menos bom para a generalidade das idades de ambos
os sexos. No entanto, mais a frente, veremos uma particularidade no desempenho destas versoes
gue pode trazer vantagens na aplicagdo da metodologia. No que se refere ao valores obtidos para
o critério AlIC, estes sugerem que se tivessemos que decidir qual a melhor versao do modelo a usar
seria a versao 10 (com o menor valor de AIC) enquanto que a versdo 9 (com o maior valor de AIC)
seria posta de parte.

Para continuar a analisar o desempenho das diferentes versées do modelo global, estimamos o
das previsdes alLPl Na figura ilustramos os das previsdes, de cada versdo do

modelo, e para cada idade.
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Figura 5.18: [EQM  das previsoes a[[Pldas ‘ relativas ao periodo 2000 a 2009, pelas varias versdes do
[MBGM] por sexo; todas as idades (que correspondem a todos os grupos etarios quinquenais selecionados),

em cima, e idades 1 a 15 (corresponde a excluir as idades a partir do grupo etario 70-74), em baixo
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Como podemos observar, estes aumentam, em ambos os sexos, depois da idade 15, que
corresponde ao grupo etario 70-74 (de resto, a semelhanga de todos os modelos ajustados
anteriormente, e referimo-nos, concretamente, aos modelos unidimensionais e bidimensional que
apresentdmos nos capitulos e nas secgoes anteriores). Por este motivo, e para melhor visibilidade,
representdmos na mesma figura os apenas até a idade 15. Concluimos que, na maior parte
da versodes, o erro das previsoes aumenta com a idade e que é superior no sexo masculino (o que
também j& se havia verificado como resultado da aplicagdo dos modelos anteriores). Na caixa[5.8]
de modo a ter um indicador mais geral do desempenho do modelo, apresentamos uma estimativa da

média do [EQM] para todas as idades e também para as idades até a idade 15, por sexo.

Caixa 5.8 Estimativas da média (para todas as idades e excluindo as Ultimas cinco) dos das
previsdes a[[Pldas[TBMs], no periodo de 2000 a 2009, segundo as diferentes versdes do[MBGM, por

Sexo

> print (resumoMBGM.EQM, quote = FALSE)

Modelo EQM.1a20.F EQM.1a20.M EQM.1al5.F EQM.1al5.M
[1,] 3 0.007726530890 0.01168955976 1.429373094e-05 8.826653705e-05
[2,]1 4 0.006136585897 0.00491669631 1.528051886e-05 2.611438355e-05
[3,1 5 0.008255510679 0.08105219713 3.088834018e-05 3.189856320e-06
(4,1 7 0.007168057332 0.01134282965 2.104957488e-05 9.201372565e-05
[5,1 9 0.004629126093 0.00961927345 1.323993085e-05 7.523485044e-05
[6,] 10 0.008273353459 0.01263265839 2.456319539e-05 0.000117645875
[7,]1 12 0.046391211670 0.24471698336 1.378628878e-05 7.641249633e-05
[8,1 M 0.008400252155 0.00936920847 2.480515235e-05 3.915070029e-05

Como seria expectavel, os erros diminuem quando reduzimos o nimero de idades. Pelo exposto,
nao podemos afirmar que uma versao do seja francamente mais vantajosa, em termos de
previsdes, comparativamente as restantes. Até porque algumas das versdes do modelo que ndo
incluimos neste resumo de resultados por terem terminado o processo iterativo com alguma limitagao
de célculo, apresentam mesmo assim bons resultados para algumas idades e essa informacao de
desempenho pode ser util em trabalho futuro. No caso da verséao 11, por exemplo (que ilustramos na
figura[5.19), os resultados mostram uma inconsisténcia que se traduz num desempenho desigual por
sexo a partir de uma certa idade (concretamente a idade 14, que corresponde ao grupo etario 65-69).
No entanto, como para o sexo feminino os erros das previsdes eram pequenos, comparativamente
a outras versdes, ocorreu-nos usar essa forma de escrever as correlagoes, para o sexo feminino, no
modelo "misto”M.

Ainda a propésito do desempenho do modelo global, os maiores [ EQMs|que surgem, em todas as
versoes, nas idades mais avancadas e traduzem um ajustamento menos bom sao uma caracteristica
da generalidade dos modelos estocasticos e referenciada na literatura demogréafica. Refira-se a
proposito que, como sugestao de resolugao deste problema, é frequentemente indicada a reuniao

dessas idades num Unico grupo dos 85 ou mais anos (que nao equacionamos, embora fosse
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exequivel, pois teriamos que ter, nesse caso, uma amplitude do grupo etario diferente dos restantes).
Como é um argumento valido o facto de qualquer acontecimento aleat6rio poder provocar o 6bito
nestas idades - e de ser quase impossivel explicar estatisticamente esses acontecimentos - leva a
que alguns autores sugiram ainda que simplesmente nao faz sentido inclui-las conjuntamente com

as restantes (sobre estes aspetos, ver, por exemplo, [47]).
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Figura 5.19: Previsdes alLP} no periodo de 2000 a 2009 (a vermelho), segundo a versédo 11 do[MBGM| das
idades 13 a 15 (que correspondem aos grupos etérios 60-64, 65-69 e 70-74) do sexo feminino (em cima) e

idades correspondentes aos mesmos grupos etarios do sexo masculino (em baixo)

Considerando outras possibilidades, na mesma linha de investigagcao que temos vindo a seguir,
comparamos os valores da verosimilhanga das versdes do modelo global, digamos completo, com
os obtidos para os modelos que s6 consideram|W (¢)| correlacionados por idades, mas apenas dentro
de cada sexo, isto &, com correlacdes nulas entre idades de sexos diferentes. Estes modelos
simplificados correspondem, na pratica, a trabalhar separadamente o sexo feminino e o sexo
masculino, sendo a sua log-verosimilhanga, a soma das log-verosimilhangas correspondentes aos
dois sexos. Para comparar versdes do modelo, construimos um teste de razbes de verosimilhancas,
que facilmente se implementa, a partir dos valores da log-verosimilhanca estimados. Note-se que
os resultados para os casos particulares, agora referidos, sdo obtidos da mesma forma que para o

modelo global, simplesmente o nimero de dimensdes reduz-se para metade, isto é, K/2, e a matriz
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de correlagoes, S, é constituida por um Unico bloco, ja que apenas se consideram as correlagoes
entre os logaritmos dos retornos das associados a idades diferentes de um mesmo sexo.
Para comparar versdes do modelo com o efeito das correlagdes entre sexos com o modelo sem
as correlagdes entre sexos, aplicamos entao um teste de razao de verosimilhancgas (salienta-se que
os dois tipos de versoes do modelo ja consideram o efeito das correlagoes entre idades diferentes

dentro do mesmo sexo). Para o teste, fazemos
Hy:prv =0 vs Hy:ppy #0

e usamos a estatistica de teste

Verosimilhanga do modelo com  ppp =0
D = — n T " I’
Verosimilhanga do modelo com  pppr #0

que, para a hipétese nula, tem uma distribuicdo aproximadamente qui-quadrado com dois a quatro
graus de liberdade (dependendo da versdo do modelo). Na tabela apresentamos os valores
estimados da estatistica de teste D para diferentes versdes do modelo. Os resultados sugerem que
as[TBMs|de ambos os sexos estdo significativamente correlacionadas, ndo s6 entre idades diferentes

dentro de cada sexo, mas também entre sexos.

Tabela 5.1: Resultados do teste de razdo de verosimilhangas para versdes do modelo sem e com correlagées

*kk

entre sexos (*** representa valores-p < 0.005)

(Mogelo | 5 | 10 | 12 | wm |

’ D ‘323.064*** 726.442"** | 1151.352*** | 479.862***

Note-se que nao mostramos os resultados para as versoes 3, 4, 7 e 9 do modelo global,
porgue no comparativo entre os valores das log-verosimilhangas, os resultados para os modelos
que consideram apenas as correlagdes entre idades diferentes de um mesmo sexo foram obtidos
com opgoes diferentes da fungdo optim do R das do modelo global. Por esse motivo, consideramos
que nao podem ser diretamente comparaveis e por isso nao os apresentamos. Nao esta contudo
em causa a convergéncia e tdo pouco o resultado da estatistica de teste D. No caso da versdo
3, por exemplo, D = 11.956, 0 que sugere que é mais vantajoso aplicar o modelo com correlagoes
entre idades diferentes de sexos diferentes para além das correlagdes entre idades diferentes de um
mesmo sexo, do que o modelo com apenas este Ultimo tipo de correlagoes.

Atendendo aos resultados da tabela acima, ilustramos, na figura[5.20] para a idade 5 (grupo etario
20-24) do sexo masculino, as previsdes obtidas através da versdao 10 do modelo global com e sem
correlacoes entre idades de sexos diferentes, em que é notdria a vantagem no desempenho quando
se usa a versao que considera as correlagées entre idades de sexos diferentes para estimar as
previsdes. No entanto, em algumas versdes (versao 3, por exemplo), muito embora, globalmente, o
resultado dos testes de razao de verosimilhancas seja favoravel a versao do modelo com correlacoes
entre idades de sexos diferentes, as previsdes nas idades mais avancadas tém menores
quando aquelas néo sao consideradas. Na figura[5.21] ilustramos os resultados obtidos pela versdo

3 do modelo global para a idade 17 (grupo etario 80-84) do sexo feminino. Estes resultados, que
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traduzem uma vantagem do modelo sem correlagdes entre idades de sexos diferentes, nao podem,
ainda assim, generalizar-se, nomeadamente, para todas as idades depois da idade 15 (grupo etario

70-74) das versoes referidas do modelo global.
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Figura 5.20: Previsoes al[P| (2000 a 2009) para a idade 5 (grupo etario 20-24) do sexo masculino segundo a

verséo 10 do sem (& esquerda) e com (& direita) correlagbes entre idades de sexos diferentes
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Figura 5.21: Previsoes a[[Pl (2000 a 2009) para a idade 17 (grupo etario 80-84) do sexo feminino segundo a

verséo 3 do sem (a esquerda) e com (& direita) correlagcdes entre idades de sexos diferentes

Considerando ainda as vantagens da utilizagdo do modelo global, comparamos também as
versdes do modelo completo com as respetivas versdes do modelo com um Ry, para cada idade,
isto €, em que ndo assumimos que os Ry sao fungdes polinomiais da idade i, e que temos, em vez
de 8 parametros (4 para descrever os R, do sexo feminino e outros 4 para o sexo masculino), K = 40
parametros, os proprios Ry (k= 1...40).

No caso do modelo com um R; para cada idade, ndo se pode aplicar o teste anterior, pois os
modelos ndo sao equivalentes (pelo motivo exposto, porque os Ry ndo sao estimados com recurso
a uma estrutura polinomial). Podemos, ainda assim, comparar os valores das log-verosimilhancas e

também dos AIC obtidos. Como o nimero de parametros aumenta bastante, nestas novas versoes,
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€ expetavel que o valor da log-verosimilhanga seja superior ao obtido para as versées base do
modelo global. De facto, esses resultados confirmam-se. O valor da log-verosimilhanga estimado, por
exemplo, para a versdo 10 do modelo global, € de -2249.849, enquanto que o valor correspondente
a essa versdao com um R para cada idade é de -2178.474. A partir destes valores podemos
obter os valores associados de AIC para cada versdo do modelo (respetivamente 4543.698, para
a versao base do modelo global, com 22 parametros, e 4464.948, para a versao com um total de
54 parametros), valores esses que estdo em conformidades com os de log-verosimilhanga, pois
sugerem um melhor desempenho da versdao com um R, para cada idade. Os valores destes critérios
sa0, no entanto, muito proximos e muito embora o processo iterativo destas novas versoes tenha sido
concluido sem erros, o esforco computacional envolvido é bastante mais elevado que o necessario as
versoes base (que ja nao é reduzido), o que nos faz questionar acerca das efetivas vantagens da sua
aplicagao. Adicionalmente, a analise pormenorizada das iteradas (observando as fases de expansao
e contracao) sugere possiveis problemas de convergéncia, que carecem de analise complementar
e possivelmente de uma nova abordagem de programagao mais sensivel ao elevado numero de
parametros (mais de 50) e dimensdes envolvidas, como é sugerido, por exemplo, em [32].

Por ultimo, podemos ainda comparar as log-verosimilhangas das versées do com a
soma das log-verosimilhancas do Ou seja, vamos comparar os resultados do movimento
browniano geométrico multidimensional, com uma estrutura de correlagcdo para os processos de
Wiener associados as[EDEs|que modelam as[TBMs|de idades diferentes dentro de um mesmo sexo
e de sexos diferentes, com os resultados da aplicagdo do movimento browniano geométrico as|[TBMs|
de cada idade e sexo, isto €, sem qualquer estrutura de correlagao entre os processos de Wiener
de cada [EDEl A soma das log-verosimilhangas, resultantes da aplicagdo do unidimensional
a cada um dos 20 grupos etarios quinquenais de cada sexo, é -2657.674, a que corresponde um
AlIC=5475.348. Mais uma vez, nao podemos fazer o teste da razdo de verosimilhancas descrito
anteriormente pois 0os modelos ndo sao diretamente comparaveis: nos modelos unidimensionais nao
escrevemos os Ry, e 0s o como fungdes polinomiais.

Se considerarmos os resultados da caixa relativos as diferentes versdes do
(cujo nimero de parametros varia entre 19 a 22), constatamos que o valor da soma das
log-verosimilhangas resultantes da aplicagao do modelo unidimensional (com um total de 80
parametros, uma vez que temos um R e um o2 diferentes para cada idade e por sexo) € menor que 0s
obtidos para a maior parte das versdes do modelo multidimensional global (excecao para as versdes
3 e 9). Este comparativo traduz assim uma vantagem na aplicagdo do modelo multidimensional,
confirmada também se compararmos os valores dos AIC obtidos (menores nas versdes do modelo
multidimensional, exceto no caso das versdes 3 € 9).

Pelo exposto, o IMBGM| parece ser adequado para este tipo de dados, com previsdes muito
satisfatorias, sobretudo até as idades que correspondem ao grupo etario 45-49. De resto, ao longo
desta secgao, mostramos os resultados obtidos a partir de diferentes versdées do modelo global,
em vez de indicar qual a “melhor versdo”. Se atendermos aos resultados conjuntos dos valores da

log-verosimilhanga e do AIC, que apresentamos na caixa [5.7} seria a versdo 10. Se atendermos
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a outros critérios, e considerarmos, por exemplo, 0s das previsdes, que apresentamos na
caixa[5.8] seria a versao 4, se considerassemos todas as idades de ambos os sexos, ou a 5, apenas
para as idades do sexo masculino até ao grupo etario 70-74 (idade 15). Note-se, no entanto, que
os valores dos apresentados, em termos de sintese, na caixa referida sao as médias dos
para todas as idades e que valores mais elevados em algumas versdes (designadamente na
versdo 10) podem traduzir apenas casos excecionais de previsdes menos boas (em que o[EQM|pode
“disparar”) em algumas idades, o que vem prejudicar o desempenho global do modelo, mas nao deve
traduzir imediatamente a sua ndo adequagao aos dados. Em suma, decidimos nao fixar uma forma
estanque para o modelo, para que se possa continuar a trabalhar na metodologia e, por esta via,
continuar a apostar na melhoria do seu desempenho.

Para terminar, considerando as vantagens da utilizagdo do[MBGM] ou pelo menos para enquadrar
os resultados, na figura[5.22] fazemos a representacdo conjunta das previsoes a [Pl (previsdes a 25
anos para o periodo de 2000 a 2024) obtidas para a idade 17 (grupo etario 80-84), de acordo com
a versao 3 do modelo global, sem correlagbes entre sexos, e, para a idade 80 (que corresponde ao

grupo etario anual 80), através do modelo unidimensional
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Figura 5.22: Representagao conjunta das previsoes alLP| (25 anos: de 2000 a 2024) para o grupo etario 80-84
(idade 17) do sexo feminino, segundo a verso 3 do[MBGM]sem correlacdes entre sexos; previsdes a 25 anos
do[MBG]para a idade 80 do sexo feminino e as projegoes obtidas a partir do modelo de Poisson-Lee-Carter
(PLC), para o mesmo periodo das anteriores e também para a idade 80 do sexo feminino (fonte: figura

adaptada de [21],pag.10 - os valores para o periodo referido foram gentilmente cedidos pelo autor)

Notamos que os resultados representados, que selecionamos a titulo ilustrativo, ndo podem
ser diretamente comparados, pois, efetivamente, as idades representam, no caso do modelo

multivariado, um grupo de cinco anos, enquanto que, no modelo unidimensional, um ano (e também
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porque a[TBM] é superior no caso do grupo etario 80-84 comparativamente a idade 80). Podemos,
no entanto, observar uma tendéncia semelhante, que, no caso da previsao para o grupo quinquenal,
capta melhor a variabilidade da série e, no caso da previsao unidimensional, sobrestima. Refira-se
ainda que, para enquadramento dos resultados, ilustramos, nesta representacdo conjunta, as
projegdes, para a idade 80, para a componente mortalidade no ambito do exercicio de 2008 de
projecoes para a populacdo portuguesa e cuja metodologia, que passa pela aplicacdo do modelo de

Poisson-Lee-Carter, é descrita em [21].
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Como se explica a mortalidade? Em geral, se falarmos de um individuo, podemos por vezes, em
condi¢gées muito especiais, ter uma explicacdo objetiva e afirmar que, naquele momento, aquele
individuo morreu por uma razao que conhecemos e até antecipar, numa certa medida, a sua morte.
Ja no contexto de uma populagao, podemos, quando muito, apontar algumas causas mais ou menos
gerais que influenciam, em algum momento de tempo, a probabilidade de cada individuo ou de
grupos de individuos morrerem. Em suma, uma das Unicas certezas da vida é que, para cada
individuo, num certo tempo, ocorre o 6bito. Explicar, através de um modelo estatistico, a tendéncia
evolutiva das taxas de mortalidade de uma populagao ao longo do tempo e fazer previsdes, por
idade e sexo, com margens de erro associadas, parece-nos pertinente, sobretudo na atual conjuntura
socio-economica e considerando o fenédmeno geral de envelhecimento populacional.

E sabido que ndo ha consenso quanto a questdo sobre qual é o melhor modelo para explicar
a mortalidade. Existem, sim, vantagens na utilizacdo das diferentes abordagens, consoante a
finalidade a que se destinam. Neste trabalho, propusemo-nos fazer uma andlise transversal da
mortalidade ao longo do tempo e modelar as taxas brutas de mortalidade associadas a
cada idade e por sexo, através de equagdes diferenciais estocasticas (EDEs). Mais, pretendemos
como objetivo final explicar, num Unico modelo, a mortalidade em todo o arco de vida (e para ambos
0s sexos) e fazer previsoes.

Os modelos propostos e aplicados nao consideram explicitamente causas “observaveis”, como
uma epidemia de gripe, um fendmeno meteorol6égico extremo (ou outro tipo de catastrofe), as
acessibilidades aos cuidados de saude ou as mudancas na legislacdo ou politicas de saude, entre
outras. No entanto, sdo capazes de as incorporar. Ao consideramos a mortalidade um processo
estocastico e modelarmos as [TBMs| através de [EDEs] incorporamos uma componente aleatéria nos
modelos, que traduz a influéncia do ambiente (em sentido lato) sobre a mortalidade, representando
o conjunto de todas as causas suscetiveis de fazer variar a mortalidade. Simultaneamente,
enveredamos por uma andlise transversal ao longo do tempo, que tem a vantagem de nao se
colocarem questdes de timing relativamente ao oObito, pois, efetivamente, estudam-se as séries
temporais disponiveis, que apresentam, quando organizadas deste modo, curvas mais simples de
ajustamento.

Para além de aplicarmos modelos j& muito difundidos de (no entanto, para este tipo de
dados, com escassas aplicagdes), como é o caso do modelo de Gompertz estocastico (MGE) ou o
do movimento browniano geométrico (MBG), propusemos ainda trés novos modelos multivariados.
Nos trés casos, introduzimos uma estrutura de correlagcdo associada aos processos de Wiener
que representam a componente estocastica em cada modelo. Nos modelos bidimensionais,
consideramos as correlagdes entre os processos de Wiener associados as entre sexos,
para cada idade, fixando a idade. J&, no modelo multidimensional, consideramos as correlagdes
entre os processos de Wiener associados as de diferentes idades dentro de cada sexo e de
sexos diferentes. No seu conjunto, consideramos a nossa abordagem inovadora e ndo encontramos
referéncias semelhantes na literatura.

Assim, para perceber a tendéncia evolutiva, ao longo do tempo, da varidvel demografica
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aplicamos, enquanto abordagem inicial, os modelos unidimensionais de[EDEs| MBG e MGE|as séries
temporais das [TBMs| da populagéo portuguesa, disponiveis no periodo de 1940 a 2009. Para estes
modelos, fizemos um estudo analitico, estimamos os parametros para cada idade e sexo e fizemos
previsdes passo a passo e a médio/longo prazo, para as quais foi ainda possivel estimar os intervalos
de confianga associados. Consideramos os resultados obtidos bastante satisfatérios, com erros que,
em geral, aumentam com a idade e sdo maiores no sexo masculino (em parte, devido ao padrao de
mortalidade diferente entre as idades jovens adultas e até sensivelmente a idade 40). A analise dos
resultados sugere que, na maior parte das idades, o[MBGltem em ambos os sexos, um desempenho
melhor que o tanto ao nivel dos ajustamentos como das previsdes (excecdo para algumas
idades, sobretudo depois da idade 85, em que esta tendéncia se inverte).

Comparamos ainda os resultados obtidos através da aplicagéo dos modelos de EDEs|univariados
com os obtidos por outros métodos de analise transversal de dados (caso dos modelos de regressao
nao linear (BENL) e dos, também estocasticos, modelos autorregressivos integrados e de médias
méveis (ARIMA)), no sentido de justificar a consisténcia da metodologia e validar os resultados
da aplicagdo dos modelos, comparando, nomeadamente, a capacidade preditiva. Dos modelos
alternativos aos de [EDEs| os modelos [ARIMA, com uma construgdo muito simples (sobretudo
se compararmos com os sofisticados modelos longitudinais), revelaram-se muito adequados para
descrever o comportamento das séries e para efetuar previsdes a curto/médio prazo, por idade e
sexo. Também os modelos de [BNL] tém um melhor desempenho no ajustamento aos dados (como
era expetavel, uma vez que estima por minimos quadrados) que os modelos de [EDEs| Apenas nas
previsdes para varios grupos de idades, quer os modelos [ARIMA] quer os modelos de [BNL] tém
um desempenho menos satisfatério (se atendermos, por exemplo, as diferengas entre os respetivos
que os modelos de

Toda esta primeira fase de aplicagdao da metodologia foi preparatéria a elaboracao dos modelos
multivariados, nos quais, como ja referimos, criamos estruturas de correlacdo associadas aos
processos de Wiener independentes para cada grupo etario, que designamos por idade. Refira-se
ainda que, seja no movimento browniano geométrico bidimensional (MBGB)), no modelo de Gompertz
estocastico bidimensional (MGEB), ou no movimento browniano geométrico multidimensional
(MBGM), para além da abordagem analitica referida para os modelos unidimensionais, desenhamos
os respetivos métodos de estimagao de parametros. Os resultados para os modelos bivariados
revelam, comparativamente com os correspondentes modelos univariados, vantagens na modelagéao
para as primeiras idades e também em quase todas as idades depois da idade 50, no caso do modelo
de Gompertz, vantagens essas que também ocorrem no caso do movimento browniano geométrico.
No comparativo entre os dois, 0 movimento browniano geométrico bidimensional apresenta
um melhor desempenho global. Refira-se a propésito que, para estes modelos (e a semelhanca do
gue fizemos para os casos unidimensionais), comparamos ainda os resultados com um modelo do
tipo vetores autorregressivos e de médias moéveis (VABMA), o que permite perceber como é que as
variaveis se relacionam e com que desfasamento de tempo.

Os modelos do tipo VARMA] apresentam, no entanto, algumas limitagdes (por exemplo, porque
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se o desfasamento for grande, necessitam de um elevado nimero de parametros, o que nao é
desejavel). Ainda assim, consideramos que sao uma ferramenta muito interessante para explorar
as relagdes dinamicas entre este tipo de variaveis demograficas e a sua aplicagao pode fornecer
pistas para a construgdo de modelos dinamicos afins.

No caso do a maior parte das versoes do modelo global mostra-se mais vantajosa até a
idade 55-59, sendo que algumas versdes conseguem captar a variabilidade do fenémeno, de modo
satisfatorio, até ao grupo etario 74-79. Para ambos os modelos, os erros das previsdes aumentam
com a idade, em ambos 0s sexos, € sao superiores no sexo masculino, o que vai ao encontro dos
resultados obtidos através dos modelos unidimensionais.

Como em todos os estudos, contudo, existiram limitagées. Era nosso objetivo inicial aplicar o
a todas as idades do arco de vida, ndo por grupo etario quinquenal (muito embora seja
a representagao usual em demografia e sirva a nossa finalidade), mas anual. Tentdmos resolver
o problema computacional que o impediu e que acreditamos se deveu ao elevado nimero de
dimensodes envolvidas e a natureza do calculo, mas tal nao foi possivel. Trata-se de um desafio para
ser analisado, eventualmente, através de outras técnicas de andlise numérica ou de outros recursos
informaticos, que consideramos nao cabem neste formato. Seria também interessante verificar qual
a tendéncia de mortalidade para depois de 2009 e comparar essa informagao com as previsoes,
quer dos modelos de unidimensionais, quer dos multivariados, mas os dados de 2010 a 2012,
embora estivessem disponiveis no site do Instituto Nacional de Estatistica, ndo estavam ainda no
site do Human Mortality Database (HMD) e nao podemos usar os primeiros, porque a estimativa da
populagado média anual, por idade e por sexo, nao corresponde a utilizada pelo HMD (sofre um ligeiro
alisamento e, como nao esta claro através das notas explicatérias qual foi o critério, optdmos por ndo
0S usar).

Pelo exposto, consideramos que os resultados apresentados respondem a problematica inicial
que nos propusemos estudar, isto €, os modelos de conseguiram captar a variabilidade do
fenomeno da mortalidade, numa perspetiva transversal ao longo do tempo, e fazer previsoes. Mais,
parece-nos que a metodologia é bastante promissora para este tipo de dados. Relativamente ao
modelo multivariado proposto, ndo nos preocupamos em usar uma expressao fechada, como no
caso unidimensional, escolhendo a melhor versao do modelo global para todas as idades e ambos
0S sSexos, pois, efetivamente, isso seria limitador em termos de trabalho futuro e reduziria o potencial
de melhoria do desempenho do modelo. Uma opcao de melhoria do modelo global agora proposto,
pode passar por usar diferentes estruturas de correlagéo para diferentes grupos etérios, isto €, em
que a estimagao dos parametros varia consoante as varias fases do arco de vida (fazendo sentido,
provavelmente, um modelo trifasico na idade, marcado pelas diferengas no regime da mortalidade
entre as primeiras idades, a maior parte das idades jovens-adultas e as idades mais avangadas).
Aplicar também o[MBGMIcom versdes diferentes para as correlagdes, para grandes grupos de idades
de sexos diferentes e construir, por exemplo, um modelo por ramos também é uma possibilidade, em
particular para trabalhar com os grupos de idades anuais € mesmo para melhorar as previsées nas

idades mais avangadas.
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Por ultimo, e em termos de trabalho futuro, consideramos que, naturalmente, o passo a seguir
poderia passar por aplicar os modelos a dados da populagédo de outros paises com horizontes
temporais distintos e analisar o seu desempenho. Tal exercicio poderia também incluir variagoes
nos modelos agora propostos e aplicados, como a introdugao de mudangas de regime ou saltos
(para melhor captar valores extremos de mortalidade). Outro aspeto que consideramos de interesse
seria estudar o fendmeno na perspetiva de grandezas derivadas ou complementares da mortalidade,
como sejam a esperanga de vida, por exemplo, ou estudar o tempo que uma taxa de mortalidade
demora a atingir um dado valor de referéncia.

Adicionalmente, podemos também considerar incluir preditores externos ao sistema das taxas de
mortalidade nos modelos estudados. Porque era um dos objetivos secundarios do plano inicial desta
tese, este é ja um trabalho em curso. Fizemos um estudo exploratério com variaveis econémicas e
climaticas. Das primeiras estudamos, entre outras, a relagéo entre a[TBMs|e a taxa de crescimento
do produto interno bruto (PIB) per capita a precos constantes ou com o rendimento nacional bruto
em % de PIB. No caso do clima, tratamos os dados disponiveis nas varias estacdes meteoroldgicas
do pais, coincidentes com o periodo em andlise para as através da técnica de andlise de
componentes principais e, a partir dai, estimamos, por exemplo, as taxas de variagdo anual das
médias diarias das temperaturas maximas, das minimas ou das amplitudes (fizemos esse exercicio
também apenas para os meses de verdo e inverno). Em todo o caso, a curto prazo, ndo se encontra
relagao com significancia estatistica que justifique a inclusao destas variaveis no modelo.

Em termos de outras potencialidades, é ainda possivel a producao de interfaces de suporte para a
computacao, designadamente, um pacote estatistico para o R, e acreditamos que o tipo de resultados
produzidos na aplicacdo da metodologia possa ser (til na analise conjunta com os produzidos noutras
areas do conhecimento, a que a mortalidade possa interessar, que sejam igualmente obtidos através
de uma analise transversal ao longo do tempo e que incorporem também algum tipo de incerteza
inerente a uma variabilidade ambiental em sentido lato.

Era nosso obijetivo inicial explicar a tendéncia evolutiva da mortalidade da populagao portuguesa.
Como é esse o0 pressuposto dos modelos aplicados e consideramos os resultados da aplicagao da
metodologia satisfatorios, neste ponto aceitamos a hipdtese de que existe uma ou mais variaveis (nao
sabemos quais, porque podem ou nao ser observaveis) que sao suscetiveis de afetar a probabilidade
de ocorrer o 6bito de um grupo de individuos (da mesma idade ou de idades diferentes e do mesmo
sexo ou de sexos diferentes) num certo periodo de tempo. Acreditamos que o aperfeicoamento deste
tipo de modelos passa por extrairmos ainda mais informacao dos dados das populagdes em estudo,

tornando a estimagao dos parametros mais flexivel e assim melhorando o seu desempenho em geral.
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##PREPARAGCAO DOS DADOSH##

#lLer a base de dados

dados <— read.table("D:\TBM1x1.csv",sep=";")

attach(dados)

#Organizar os dados

TP <— dados[,1] #Tempo: 1940—2009

TaxasP <— dados[,2:dim(dados)[2]] #TBM por idade: colunas 2—101 sexo feminino; 102—201 masculino
IP <— dim(TaxasP)[1]

cP <— dim(TaxasP)[2]

#Definir o horizonte temporal para as previsoes: 10 e 25 anos
nPREV <— 10 #corresponde ao periodo 2000 a 2009
nPREV2 <— 25 #corresponde ao periodo 2000 a 2024

Tfinal <— ¢(T,c(2000:2024)) #Criar vetor para as previsoes a 25 anos

tf < length(Tfinal)

#Selecionar os dados para o ajustamento (deixamos 10 anos de fora para estimar EQM)

T<—

dados[1:(IP—nPREV),1]

Taxas <— dados[1:(IP—nPREV),2:201]
| <— dim(Taxas)[1]
C <— dim(Taxas)[2]

n<—I-1

#ldentificar os 10 anos de dados ndo considerados no ajustamento
Tprev <— TP[l:(I+nPREV)]
taxas.prev <— TaxasP[l:(I+nPREV),]

NOTAS SOBRE O CODIGO IMPORTADO DA CONSOLA DO &:

e 0 contelido da caixa ##PREPARACAO DOS DADOS##, acima, vai remeter para todas os outros

apéndices;

existem atribuiges nas caixas dos apéndices relativos aos modelos multidimensionais,
e IMBGM| (respetivamente, nos apéndices D e E), que remetem para as dos modelos

unidimensionais base [MBG| e MGEI (respetivamente, nos apéndices B e C);

consoante a familia de modelos base seja ou existem atribuigbes com a mesma
designacao que tém significados diferentes (por exemplo, Y ou YP, para as matrizes dos
dados transformados), donde, por esse motivo, com exce¢ao do referido no item anterior, cada

apéndice deve ser considerado isoladamente para que nao existam ambiguidades.
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##MGB: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS DO MODELO UNIVARIADO, POR IDADE, POR SEXO#i#

#Aplicar transformacgao, usando a escala logaritmica, as TBM#
YP <— matrix(nrow = (I + 10), ncol = C)
for (pin 1:(1 + 10)){
for (qin 1:C){
YP[p,q] <— log(TaxasP[p,q] / TaxasP[1,q])

#Selecionar os dados transformados para ajustar o modelo
Y <— YP[1:(IP—nPREV),]

#R = alpha — (sigma™2) /2
R <— vector(length=C)

for (iin 1:C){

ALl <— Y[Li] /1
}
#V = sigma’2
V <— vector(length = C)
for (iin 1:C){

V[i] <— (1 /n) = sum((Y[(2:1),i] — Y[(1:(1-1)),i] — A[i))"2)

#Estimar o parametro alpha do MGB
alpha <— vector(length = C)
for (iin 1:C){

alpha[i] <— A[i] + V[i]/2

#Estimar o parametro sigma do MGB
sig <— vector(length = C)
for (iin 1:C){

sigli] <— sqrt(V[i])

#Criar tabela com estimativas dos parametros
p-MBG <— cbind(R, V, alpha, sig)
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##MGB: AJUSTAMENTO##

#Ajustamento a LP: estimar as TBM em escala logaritmica
Y.ajust.MBG <— matrix(nrow = |, ncol = C)
for (p in 1:1){
for (gin 1:C){
Y.ajust. MBG[1,q] <— Y[1,q]

}
}
for (p in 2:1){
for (gin 1:C){
Y.ajust. MBGI[p,q] <— Y[1,q] + R[q] * (T[p] — T[1])
}
}

#Inverter a transformacgao Y para os valores ajustados a LP
Tx.ajust.MBG <— matrix(nrow = |, ncol = C)
for (p in 1:1){
for (gin 1:C){
Tx.ajust.MBG[p,q] <— Taxas[1,q] * exp(Y.ajust.MBG[p,q])

# Estimar o EQM do ajustamento a LP
EQM.ajust.MBG <— vector(length = l)
erro.ajust.MBG <— matrix(nrow = (I + 1), ncol = C)
for (pin 1:1) {
for (gin 1:C){
erro.ajust.MBG[p,q] <— ((Tx.ajust.MBG[p,q] — Taxas[p,q])"2)

}
}
for (pin 1:0) {
for (qin 1:C){
erro.ajust. MBG[(I+1),q] <— sum(erro.ajust. MBG[(1:p),q]) /I
}
}

EQM.ajust.MBG <— erro.ajust. MBG[(I+1),]

#Ajustamento PP: estimar as TBM em escala logaritmica
Y.ajust. MBG.PP <— matrix(nrow = |, ncol = C)
for (pin 1:1){

for (gin 1:C){
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Y.ajust MBG.PP[1,q] <— Y[1,q]

}
}
for (p in 2:1){
for (qin 1:C){
Y.ajust. MBG.PP[p,q] <— Y[p—1,q] + Alq] = (T[p] — T[p—1])
}
}

#Inverter a transformagao Y para os valores ajustados PP
Tx.ajust.MBG.PP <— matrix(nrow = |, ncol = C)
for (p in 1:1){
for (qin 1:C){
Tx.ajust.MBG.PP[p,q] <— Taxas[1,q] = exp(Y.ajust. MBG.PP[p,q])

# Estimar o EQM do ajustamento PP
EQM.ajust.MBG.PP <— vector(length = l)
erro.ajust. MBG.PP <— matrix(nrow = (I + 1), ncol = C)
for (pin 1:l) {
for (qin 1:C){
erro.ajust. MBG.PP[p,q] <— ((Tx.ajust. MBG.PP[p,q] — Taxas[p,q])"2)

}
}
for (pin 1:l) {
for (gin 1:C){
erro.ajust. MBG.PP[(I+1),q] <— sum(erro.ajust. MBG.PP[(1:p),q]) /|
}
}

EQM.ajust.MBG.PP <— erro.ajust. MBG.PP[(I+1),]
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##MGB: PREVISOES##

#Previsbes a LP: 10 anos
Y.prev.LP.MBG <— matrix(nrow = (nPREV + 1), ncol = C)
for (p in 1:(nPREV+1)){
for (gin 1:C){
Y.prev.LP.MBG[1,q] <— YP[l,q]

}
for (p in 2:(nPREV+1)){

for (gin 1:C){
Y.prev.LP.MBG[p,q] <— YP[l,q] + Rlq] = (TP[(I + p — 1)] — TP[I])

#Inverter a transformacgao Y para as previsoes a LP: 10 anos
Tx.prev.LP.MBG <— matrix(nrow = (nPREV + 1), ncol = C)
for (p in 1:(nPREV+1)){
for (gin 1:C){
Tx.prev.LP.MBG[p,q] <— TaxasP[1,q] = exp(Y.prev.LP.MBG[p,q])

#Estimar o EQM das previsoes a LP: 10 anos
EQM.prev.LP.MBG <— vector(length = (nPREV + 1))
erro.prev.LP.MBG <— matrix(nrow = (nPREV + 2), ncol = C)
for (p in 1:(nPREV+1)) {
for (gin 1:C){
erro.prev.LP.MBGIp,q] <— ((Tx.prev.LP.MBG[p,q] — taxas.prev{p,q])"2)

}
for (p in 1:(nPREV+1)) {

for (qin 1:C){
erro.prev.LP.MBG[(nPREV+2),q] <— sum(erro.prev.LP.MBG[(1:p),q]) /(nPREV + 1)

}
EQM.prev.LP.MBG < — erro.prev.LP.MBG[(nPREV + 2),]

#Previsoes a LP: 25 anos
Y.prev.LP25.MBG <— matrix(nrow=(nPREV2+1),ncol = C)
for (pin 1:1){

for (gin 1:C){
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Y.prev.LP25.MBG[1,q] <— YP[l,q]

}
for (p in 2:(nPREV2+1)){

for (qin 1:C){
Y.prev.LP25.MBG[p,q] <— YP[l,ql+R[q]+(Tfinal[(l+p—1)]—Tfinal[l])

#Inverter a transformacgao Y para as previsoes a LP: 25 anos
Tx.prev.LP25.MBG <— matrix(nrow = (nPREV2 + 1), ncol = C)
for (p in 1:(nPREV2+1)){
for (qin 1:C){
Tx.prev.LP25.MBG[p,q] <— TaxasP[1,q] * exp(Y.prev.LP25.MBG[p,q])

#Previsdes PP: 10 anos
IP.n <— (dim(TaxasP)[1]) — 1
k <— IP.n — nPREV

IP.ZP <—YP

IP.R <— matrix(nrow = nPREV, ncol = C)
IP.V <— matrix(nrow = nPREV, ncol = C)
IP.alpha <— matrix(nrow = nPREV, ncol = C)

IP.sig <— matrix(nrow = nPREV, ncol = C)

Y.prev.1p.MBG <— matrix(nrow = (nPREV + 1), ncol = C)
for (pin 1:(nPREV+1)){
for (gin 1:C){
Y.prev.1p.MBG[1,q] <— YP[(k+1),q]

}
}
for (iin 1:C){
#Atualizar anualmente as previsoes
for (j in 1:(nPREV)){
IP.R[},i]<—IP.YP[(k+j),i] / (k+j)
IP.V[j,i] <— (1 /(k +j)) * sum((IP.YP[(2:(k+j)),i] — IP.YP[(1:(k+j—1)),i] — IP.R]j,i])"2)
IP.alphalj,il <— IP.AY,i] + IP.V[j,i] /2
IP.sig[j,i] <— sqrt(IP.V[j,i])
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#Previsdoes PP
Y.prev.1p.MBG[(j+1),i] <— YP[(k+j),i] + IP.R[j,i]

#Inverter a transformacao Y para as previsdes PP: 10 anos

Tx.prev.1p.MBG <— matrix(nrow = (nPREV+1),ncol = C)
for (p in 1:(nPREV+1)){

for (gin 1:C){

Tx.prev.1p.MBG[p,q] <— TaxasP[1,q] = exp(Y.prev.1p.MBGIp,q])

#Estimar o EQM das previsoes PP: 10 anos
EQM.prev.1p.MBG <— vector(length = (nPREV + 1))
erro.prev.1p.MBG <— matrix(nrow = (nPREV + 2), ncol = C)
for (p in 1:(nPREV+1)) {

}

for (gin 1:C){

erro.prev.1p.MBG[p,q] <— ((Tx.prev.1p.MBG[p,q] — taxas.prev{p,ql)"2)

for (p in 1:(nPREV+1)) {

}
EQM.prev.1p.MBG < — erro.prev.1p.MBG[(nPREV+2),]

for (qin 1:c){

erro.prev.1p.MBG[(nPREV+2),q] <— sum(erro.prev.1p.MBGI[(1:p),q]) / (nPREV + 1)
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## TRANSFORMAR PREVISOES (10 anos) PARA COORTE ##
#Previsoes, na escala original, obtidas a partir do MBG

#Coorte dos individuos que nasceram no ano de 1999

#Organizar previsdes por coorte, para o sexo feminino
prev.COORTE.O1F <— vector(length=nPREV)
for (i in 1:nPREV){

prev.COORTE.O1F[i] <— Tx.prev.LP.MBGi+1,i]

#Organizar previsdes por coorte, para 0 sexo masculino
prev.COORTE.01M < — vector(length=nPREV)
for (i in 1:nPREV){

prev.COORTE.01M[i] <— Tx.prev.LP.MBG[i+1,i+(C/2)]
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##MGE: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS DO MODELO UNIVARIADO, POR IDADE, POR SEXO#i#

#Aplicar transformagao logaritmica as TBM#
YP <— log(TaxasP)

#Selecionar os dados transformados para ajustar o modelo
Y <— YP[1:(IP—nPREV),]

#Criar matriz com desfasamento de 1 ano
Yt <— matrix(nrow = n, ncol = C)
for (p in 1:n){
for (qin 1:C){
Yi[p,q] <— Y[(p+1),q]

}

Yt 1 <— matrix(nrow = n, ncol = C)
for (pin 1:n){
for (qin 1:C){
Yt1[p,q] <— Y[p,q]

#Estimar parametros por MV: A = Ln(a), b e sigma
parametros.MGE <— vector(length = C)
library(stats)
for (iin 1:C){
f.A <— function(beta){
((n = (1 — exp(—beta))) (—1)) = (sum(Y1[,i] — Yt1[,i] = exp(—beta)))
}
f.sigma <— function(Alpha,beta){
(((2«beta) * ((n * (1 — exp(—2 * beta)))"(—1))) *
sum((Yt[,i] — Alpha — (Yt_1[,i] — Alpha) = exp(—beta))"2))"(1/2)
}
f.LogV <— function(beta){

((n/2) = log(2  pi)) + ((n /2) * log(((f.sigma(f.A(beta), beta))"2) /(2 x beta))) +
((n/2) « log(1 — exp(—2 = beta))) + ((beta = ((((f.sigma(f.A(beta), beta))"2) =
(1 — exp(—2 * beta)))*(—1))) = (sum((Yt[,i] — f.A(beta) — (Yt_1[,i] — f.A(beta)) x exp(—beta))"2)))

}
parametros.MGE[i] <— optimize(f.LogV, int = ¢(0.0001, 10))$min

A <— vector(length = C)
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b <— vector(length = C)
sigma <— vector(length = C)
a <— vector(length = C)

for (iin 1:C){
b[i] <— parametros.MGBJi]
Ali] <— f.A(b[i])
sigmal[i] <— f.sigma(f.A(b[i]), b[i])
a[i] <— exp(Ali])

#Criar tabela com estimativas dos parametros
p-MGB <— cbind(A, b, sigma, a)
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##MGE: AJUSTAMENTO##

#Ajustamento a LP: estimar os logaritmos das TBM
Y.ajust. MGE <— matrix(nrow = |, ncol = C)
for (p in 1:0){
for (qin 1:C){
Y.ajust. MGE[1,q] <— Y[1,q]

}
}
for (p in 2:1){
for (qin 1:C){
Y.ajust MGE[p,q] <— Alq] + (Y[1,9] — Alq]) * exp(—b[q] « (T[p] — T[1]))
}
}

#Inverter a transformagao Y para os valores ajustados a LP
Tx.ajust. MGE <— matrix(nrow = |, ncol = C)
for (p in 1:0){
for (qin 1:C){
Tx.ajust.MGE[p,q] <— exp(Y.ajust.MGE[p,q])

#Estimar o EQM do ajustamento a LP
EQM.ajust.MGE <— vector(length = l)
erro.ajust. MGE <— matrix(nrow = (1 + 1), ncol = C)
for (pin 1:l) {
for (gin 1:C){
erro.ajust. MGE[p,q] <— ((Tx.ajust. MGE[p,q] — Taxas[p,q])2)

}
}
for (pin 1:l) {
for (qin 1:C){
erro.ajust. MGE[(I+1),q] <— sum(erro.ajust. MGE[(1:p),q]) /I
}
}

EQM.ajust. MGE <— erro.ajust. MGE[(I+1),]

#Ajustamento PP: estimar os logaritmos das TBM
Y.ajust. MGE.PP <— matrix(nrow = |, ncol = C)
for (pin 1:1){

for (gin 1:C){
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Y.ajust. MGE.PP[1,q] <— Y[1,q]

}
}
for (p in 2:1){
for (gin 1:C){
Y.ajust MGE.PP[p,q] <— A[q] + (Y[p—1.9] — A[q]) * exp(—b[q] = (T[p] — T[p—1]))
}
}

#Inverter a transformacgao Y para os valores ajustados PP
Tx.ajust. MGE.PP <— matrix(nrow = |, ncol = C)
for (p in 1:1){
for (gin 1:C){
Tx.ajust. MGE.PP[p,q] <— exp(Y.ajust. MGE.PP[p,q])

#Estimar o EQM do ajustamento PP
EQM.ajust.MGE.PP <— vector(length =)
erro.ajust. MGE.PP <— matrix(nrow = (I + 1), ncol = C)
for (pin 1:1) {
for (qin 1:C){
erro.ajust. MGE.PP[p,q] <— ((Tx.ajust. MGE.PP[p,q] — Taxas[p,q])"2)

}
}
for (pin 1:1) {
for (gin 1:C){
erro.ajust. MGE.PP[(I+1),q] <— sum(erro.ajust. MGE.PP[(1:p),q]) /I
}
}

EQM.ajust. MGE.PP <— erro.ajust. MGE.PP[(I+1),]

157



w

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

3.

S

33

34

35

36

3

Q

38

3

©

4

o

4

42

##MGE: PREVISOES##

#Previsdes a LP: 10 anos
Y.prev.LP.MGE <— matrix(nrow = (nPREV + 1), ncol = C)
for (pin 1:(nPREV+1)){
for (qin 1:C){
Y.prev.LP.MGE[1,q] <— YP][l,q]

}
for (p in 2:(nPREV+1)){

for (qin 1:C){
Y.prev.LP.MGE[p,q] <— Alq] + (YP[l,q] — A[q]) * exp(—b[q] = (TP[(l + p — 1)] — TPII]))

#Inverter a transformacgao Y para as previsoes a LP: 10 anos
Tx.prev.LP.MGE <— matrix(nrow = (nPREV+1), ncol = C)
for (p in 1:(nPREV+1)){
for (qin 1:C){
Tx.prev.LP.MGEI[p,q] <— exp(Y.prev.LP.MGE][p,q])

#Estimar o EQM das previsoes a LP: 10 anos
EQM.prev.LP.MGE <— vector(length = (nPREV+1))
erro.prev.LP.MGE <— matrix(nrow = (nPREV + 2), ncol = C)
for (pin 1:(nPREV+1)) {
for (gin 1:C){
erro.prev.LP.MGE[p,q] <— ((Tx.prev.LP.MGE[p,q] — taxas.prev{p,q])"2)

}
for (p in 1:(nPREV+1)) {

for (qin 1:C){
erro.prev.LP.MGE[(nPREV+2),q] <— sum(erro.prev.LP.MGE[(1:p),q]) / (nPREV)

}
EQM.prev.LP.MGE <— erro.prev.LP.MGE[(nPREV+2),]

#Previsbes a LP: 25 anos
Y.prev.LP25.MGE <— matrix(nrow = (nPREV2+1), ncol = C)
for (pin 1:1){

for (gin 1:C){
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Y.prev.LP25.MGE[1,q] <— YPJl,q]

}
for (p in 2:(NPREV2+1)){

for (gin 1:C){

Y.prev.LP25.MGE[p,q] <— A[q] + (YP[,q] — Alq]) * exp(—b[q]  (Tfinal[(l + p — 1)] — Tfinal[l]))

#Inverter a transformacgao Y para as previsoes a LP: 25 anos
Tx.prev.LP25.MGE <— matrix(nrow = (nPREV2 + 1), ncol = C)

for (p in 1:(NnPREV2+1)){
for (gin 1:C){

Tx.prev.LP25.MGE[p,q] <— exp(Y.prev.LP25.MGE[p,q])

#Previsdes PP: 10 anos
IP.n <— (dim(YP)[1]) — 1

IP.Yt <— matrix(nrow = IP.n, ncol = C)
for (pin 1:IP.n){
for (gin 1:C){
IP.Yt[p,q] <— YP[(p+1),q]

}

IP.Yt.1 <— matrix(nrow = IP.n, ncol = C)
for (pin 1:IP.n){
for (gin 1:C){
IP.Yt1[p,q] <— YP[p,q]

k <—IP.n — nPREV

IP.b <— matrix(nrow = nPREV, ncol = C)
IP.A <— matrix(nrow = nPREV, ncol = C)
IP.sigma <— matrix(nrow = nPREV, ncol = C)

IP.a <— matrix(nrow = nPREV, ncol = C)

IP.parametro.MGE <— matrix(nrow = nPREV, ncol = C)
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IP.Y.prev.1p.MGE <— matrix(nrow = (nPREV + 1), ncol = C)
for (pin 1:(nPREV+1)){
for (qin 1:C){
IP.Y.prev.1p.MGE[1,q] <— YP[k+1,q]

}
}
for (iin 1:C){
#Atualizar anualmente as previsdes
for (j in 1:(nPREV)){
IP.f.A <— function(IP.beta){
(((k +J) = (1 — exp(—IP.beta)))" (—1)) * (sum(IP.Yt[1:(k+j),i] —
IP.Yt_1[1:(k+j),i] * exp(—IP.beta)))
}
IP.f.sigma <— function(IP.Alpha,IP.beta){
((2+IP.beta) * (((k + ) * (1 — exp(—2 = IP.beta))) (—1))) *
sum((IP.Y1[1:(k+j),i] — IP.Alpha — (IP.Yt_1[1:(k+j),i] —
IP.Alpha) x exp(—IP.beta))"2))"(1/2)
}
IP.fLogV <— function(IP.beta){
(((k+1]) /2) = log(2 = pi)) + (((k +]) /2) =
log(((IP-f.sigma(IP.f.A(IP.beta), IP.beta))"2) /(2 « IP.beta))) +
(((k + ) /2) * log(1 — exp(—2 « IP.beta))) +
((IP.beta = ((((IP.f.sigma(IP.f.A(IP.beta), IP.beta))"2) *
(1 — exp(—2 « IP.beta)))"(—1))) * (sum((IP.Y1[1:(k+j),i] —
IP.f.A(IP.beta) — (IP.Yt_1[1:(k+j),i] — IP.f.A(IP.beta)) = exp(—IP.beta))"2)))
}
IP.parametro.MGE[j,i] <— optimize(IP.f.LogV, int=c(0.0001,10))$min
#Estimativas dos parametros: A=Ln(a), b e sigma, para ¢=0 e Y=Ln(X)
IP.b[j,i] <— IP.parametro.MGE[j,i]
IP.A[j,i] <— IP.f.A(IP.bJj,i])
IP.sigmal[j,i] <— IP.f.sigma(IP.f.A(IP.blj,i), IP.bl[j,i])
IP.a[j,i] <— exp(IP.Al[j,il)
#Previsdes PP
IP.Y.prev.1p.MGE[(j+1),i] <— IP.A[},i] + (YP[(k+j),i] — IP.Aj,i]) * exp(—IP.bl[j,i])
}
}
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#Inverter a transformagéo Y para as previsdes PP: 10 anos
Tx.prev.1p.MGE <— matrix(nrow = (nPREV+1), ncol = C)
for (p in 1:(nPREV+1)){
for (gin 1:C){
Tx.prev.1p.MGE[p,q] <— exp(IP.Y.prev.1p.MGE[p,q])

#Estimar o EQM das previsées PP: 10 anos
EQM.prev.1p.MGE <— vector(length = (nPREV + 1))
erro.prev.1p.MGE <— matrix(nrow = (nPREV+2), ncol = C)
for (p in 1:(nPREV+1)) {

for (gin 1:C){

erro.prev.1p.MGE[p,q] <— ((Tx.prev.1p.MGE[p,q] — taxas.prev{p,q])"2)

}
for (p in 1:(nPREV+1)) {

for (gin 1:C){

erro.prev.1p.MGE[(nPREV+2),q] <— sum(erro.prev.1p.MGE[(1:p),q]) / (nPREV)

}
EQM.prev.1p.MGE <— erro.prev.1p.MGE[(nPREV+2),]
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##MGEB: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS DO MODELO BIDIMENSIONAL, POR IDADE##

#Dividir a matriz de dados e de desfasamentos anuais por sexo: Y1 feminino, Y2 masculino
Y1.t<— Yi[,1:(C2)]

Y2.t <— Yi[,((C2)+1):C]

Y1.t1 <— Yt 1[,1:(CR2)]

Y2.t1 <— Yt 1A[L((C2)+1):C]

#Criar o vetor de valores de arranque, por sexo

#(usar as estimativas dos parametros A, b, sigma do MGE para valores iniciais)
Abs1 <— p.MGE[1:(C/2),]

Abs2 <— p.MGE[((C2)+1):C}]

#Criar sequéncia para valores iniciais do parametro de correlagao, r
rl <— seq(—0.9, 0.9, 0.01)

#Estimar os parametros: A1 = Ln(al), b1, sigmatl, A2 = Ln(a2), b2, sigma2, ro.Biv = (ro.Wien =

(1 — exp(—b1 — b2)) * (1 — exp(—2 * b1)) = (1 — exp(—2  b2)))(=1/2)) * 2 * (b1 * b2) (1/2)) /(b1 + b2)))

A1 <— vector(length = (C/2))
al <— vector(length = (C/2))
b1 <— vector(length = (C/2))
sigmal <— vector(length = (C/2))
ro.Biv <— vector(length = (C/2))
ro.Wien <— vector(length = (C/2))
A2 <— vector(length = (C/2))
a2 <— vector(length = (C/2))
Cr2))
sigma2 <— vector(length = (C/2))

b2 <— vector(length = (

valorV.ro <— vector(length = (C/2))
conv.ro <— vector(length = (C/2))

m1 <— vector(length = (C/2)
m2 <— vector(length = (C/2)
M.CoVar < — list(length=(C/2))

)
)

#Fazer mudanga de variavel para simplificar operacdes com logaritmos

m1 <— vector(length = (C/2))

m2 <— vector(length = (C/2))

for (iin 1:(C2)){
m1[i] <— ((1 — exp(—2 * Abs1[i,2])) * ((Abs1[i,3])"2)) /(2 * Abs1[i,2])
m2[i] <— ((1 — exp(—2 * Abs2[i,2])) * ((Abs2[i,3])"2)) /(2 * Abs2][i,2])
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library(stats)
library(numDeriv)
for (i in 1:(C2)){

j<—1

parametros.MGEB < — function(w){ #w[1]=A1;w[2]=b1;w[3]=m1;w[4]=r0.Biv;w[5]=A2;w[6]=b2;w[7]=m2

N« log(2 * pi) + (n/2) * log((1 — (W[4T'2)) * W[3] * W[7]) + (2 * (1 — (W[4]"2)))"(=1)) *
(1AV[3]) + sum((Y1.1,i] — w[1] — (Y1.£1i] — wi1]) * exp(—w[2])2) + (1 /w[7]) *
sum((Y2.4,i] — w[5] — (Y2.£1[,i] — w[5]) * exp(—W[6]))"2) — 2 * W[4] * (W[3] * W[7])"(—1/2)) *
sum((Y1.4,i] — w[1] — (Y1.£1[i] — w[1]) * exp(—w[2])) * (Y2.1,i] — w[5] — (Y2.£1[,i] — w[5]) *
exp(—wl6]))))

}

f.LogV.Biv <— niminb(c(Abs1[i,1], Abs1[i,2], m1[il, rl[j], Abs2[i,1], Abs2[i,2], m2[i]), parametros.MGEB)

A.1[i] <— minbiv$par]
b.1[i] <— minbiv$par2]
m1[i] <— minbiv$par3]
ro.Biv[i] <— minbiv$pari4]
A.2[i] <— minbiv$par(5]
b.2[i] <— minbiv$par(6]
m2[i] <— minbiv$par7]
valorV.roli] <— minbiv$objective
conv.ro[i] <— minbiv$convergence
a.1[i] <— exp(A.1][i])
sigma.1[i] <— ((2 = b.1[i] * m1[i]) /(1 — exp(—2 = b.1[i])))"(1/2)
a.2[i] <— exp(A.2[i])
sigma.2[i] <— ((2 = b.2[i] * m2[i]) /(1 — exp(—2 = b.2[i])))"(1/2)
ro.Wienl[i] <— (ro.Bivl[i]) /((1 — exp(—b.1[i] — b.2[i])) * ((1 — exp(—2 = b.1[i])) =
(1 — exp(—2 * b.2[i]))) (—=1/2)) * 2 * (((b.1[i] = b.2[i])"(1/2)) / (b.1[i] + b.2[i])))
M.CoVar[[i]] <— solve(hessian(parametros.MGEB, c(A.1][i], b.1[i], sigma.r1[i], ro.Wien([il,
A.2[i], b.2[i], sigma.2[i])))
#Criar condicdo que obriga a experimentar valores iniciais de r para haver convergéncia
while (valor.V[i] == "NaN" | conv][i] /=0) {
j<—(+1)

parametros.MGEB < — function(w){

N+ 10g(2 + pi) + (0 /2) = log((1 — (W[4]"2)) * W[3] * W[7]) + (2 * (1 — (W[4]"2)))"(=1)) *

(1 /w[B]) * sum((Y1.1,i] — w[1] — (Y1.t1A[,i] — w[1]) * exp(—w[2]))"2) +
(1 /w[7]) * sum((Y2.4,i] — w[5] — (Y2.t.1[,i] — w[5]) * exp(—w[6]))"2) —
2 5 W[4] * (W[3] * W[7])"(=1/2)) = sum((Y1.4,i] — w[1] — (Y1.L1[,i] — w[1]) =
exp(—=w[2]))  (Y2.1,i] — w[5] — (Y2.£1[,i] — w[8]) * exp(—w[6]))))
}
f.LogV.Biv <— nlminb(c(Abs1[i,1], Abs1[i,2], im1[i], rl[j], Abs2[i,1], Abs2[i,2], im2[i]),
parametros.MGEB)
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A1[i] <— minbiv$pari]

b.1[i] <— minbiv$pan2]

m1[i] <— minbiv$par3]

ro.Biv[i] <— minbiv$par4]

A.2[i] <— minbiv$par5]

b.2[i] <— minbiv$par(6]

m2[i] <— minbiv$par7]

valorV.roli] <— minbiv$objective

conv.rofi] <— minbiv$convergence

a.1[i] <— exp(A1[i])

sigma.1[i] <— ((2 * b.1[i] * m1[i]) /(1 — exp(—2 * b.1[i])))"(1/2)

a.2[i] <— exp(A.2[i])

sigma.2[i] <— ((2 * b.2[i] * m2[i]) /(1 — exp(—2 * b.2[i])))"(1/2)

ro.Wien[i] <— (ro.Biv[i]) / ((1 — exp(—b.1[i] — b.2[i])) * ((1 — exp(—2 * b.1[i])) *
(1 — exp(—2 = b.2[IN))(—1/2)) x 2 * (((b.1[i] * b.2[i])"(1/2)) / (b.1[i] + b.2][i])))
M.CoVarl[[i]] <— solve(hessian(parametros.MGEB, c(A.1[i], b.1[i], sigma.r1[i], ro.Wien[i],
A.2[i], b.2[i], sigma.2[i])))

p-MGEB <— cbind(A.1, b.1, sigma.1, a.1, ro.Biv, ro.Wien, A.2, b.2, sigma.2, a.2)

A.Biv <— c(p.MGEBJI,1], p.MGEBJ,7])
b.Biv <— c(p.MGEBI[,2], p.MGEBI,8])
sigma.Biv <— ¢(p.MGEB],3], p.MGEB],9])
a.Biv <— c(p.MGEBI[,4], p.MGEBI[,10])
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##TESTE RAZAO DE VEROSIMILHANGAS (MGE vs MGEB)##

G <— vector(length=(C/2))
for (i in 1:(C/2)){
Gli] <— —2 « (—valorV[i] + (valorV.rol[i]))

#Teste por idade (n=1): Qui—Quadrado(1;0.95) = 3.841
valor.p <— 3.841

#Resultado do teste
G.teste <— vector(length=(C/2))
for (i in 1:(C2)){
if (G[i] > valor.p) {G.teste[i]<—"0K/ MGEB & melhor/"} else {G.teste[i] <— "MGEB n&o & melhor/}

#Teste conjunto para todas as idades (n=100): Qui—Quadrado(100;0.95) = 124.342

sum(QG) #[1] 321.3642, MGEB é melhor globalmente
#[{1] 1820.015
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##METODO GRADIENTE DESCENDENTE##

#Funcao auxiliar para estimar o vetor R
get.R <— function(P,l,C=200){
R <— vector(length=C)
for (iin 1:C){
if (i <= (CR)) {
R[] <— P[1] + P[2]«[[i] + P[3]+/i]"2 + P[4]+1i]"3
} else {
Rli] <— P[5] + P[6]+[[(i—(C/2))] + P[7]x[(i—(C/2))]"2 + P[8]+[(i—(C/2))]"3
}
}

return(R)

#Funcao auxiliar para estimar a matriz Sigma (inverter transformagoes de sigmas e correlagoes)
#Exemplo para versao 9 do MBGM: 19 parametros
get.SIGMA <— function(P,1,C=200){
SIGMA.FF <— matrix(nrow=C/2,ncol=C/2)
#bloco 1: FxF (submatriz simétrica com diagonal=sigmaF"2)
for (p in 1:(C2)){
for (gin 1:(C2)){
if(p == g){
SIGMA.FF[p,q] <— (exp((P[9] + P[10]+/[p] + P[11]+p]"2 + P[12]+/p]"3)/2))"2
}elseif(p < g){
SIGMA.FF[p,q] <— (exp((P[9] + P[10]+/[p] + P[11]+p]"2 + P[12]+/p]"3)/2))*
(exp((P[9] + P[10]+1q] + P[11]«/q]"2 + P[12]«/q]"3)/2)
((exp(2+(P[17]«min(p,q)))—1)Aexp(2+(P[17]«min(p,q))

=

*

+1))

~

} else {
SIGMA.FF[p,q] <— (exp((P[9] + P[10]+q] + P[11]+[q]"2 + P[12]+q]"3)/2))*
(exp((P[9] + P[10}+/p] + P[11]«/[p]'2 + P[12]«/[p]"3)/2))+
((exp(2+(P[17]+min(p,q)))—1)Aexp(2+(P[17]«min(p,q)))+1))

}

#bloco 2: F«M (submatriz ndo simétrica com diagonal=sigmaFxsigmaM:xréFM)
SIGMA.FM <— matrix(nrow=C/2,ncol=C/2)
for (pin 1:(C2)){
for (qin 1:(C2)){
SIGMA.FM[p,q] <— (exp((P[9] + P[10]+/p] + P[11]+[p]"2 + P[12]+/p]"3)/2))*
(exp((P[13] + P[14]+/p] + P[15]+/[p]"2 + P[16]+/[p]"3)/2))*
((exp(2+(P[19]+q))—1)Aexp(2+(P[19]+q))+1))
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}

#bloco 3: MxF (submatriz nao simétrica com diagonal=sigmaMsxsigmaFxroMF)
SIGMA.MF<— {SIGMA.FM)

#bloco 4: MxM (submatriz simétrica com diagonal=sigmaM"2)
SIGMA.MM < — matrix(nrow=C/2,ncol=C/2)
for (p in 1:(C2))){
for (qin 1:(C2))){
if(p==qg)}{
SIGMA.MM[p,q] <— (exp((P[13] + P[14]+/p] + P[15]+/[p]"2 + P[16]x/[p]"3))/2)"2
}elseif (p < g){
SIGMA.MM[p,q] <— (exp((P[13] + P[14]«/[p] + P[15]+/[p]"2 + P[16]+/p] 3)/2))*
(exp((P[13] + P[14]«[q] + P[15]+[q]"2 + P[16]+/[q]"3)/2))=
((exp(2+(P[18]«min(p,q)))—1)Aexp(2+(P[18]«min(p,q)))+1))
} else {
SIGMA.MM[p,q] <— (exp((P[13] + P[14]+[[q] + P[15]x/[[q]"2 + P[16]+/[q] 3)/2))*
(exp((P[13] + P[14]«/p] + P[15]+/[p]"2 + P[16]+/[p]"3)/2))=
((exp(2+(P[18]«min(p,q)))—1)Aexp(2+(P[18]«min(p,q)))+1))

}
SIGMA < — rbind(cbind(SIGMA.FF,SIGMA.FM), cbind(SIGMA.MF,SIGMA.MM))

return(SIGMA)

#Para a matriz inversa generalizada (aproximagao a inversa)
#library(MASS)
#ginv(SIGMA)

#Funcao para eliminar, pontualmente, valor préprio negativo

del.neg.VP <— function(M){ #M=matriz retangular

Q <— nrow(M)
E <— eigen(M)$values
U <— eigen(M)$vectors
v <— as.numeric(E < 0)
m <— sum(v) # n° de VP negativos
ifflm > 0){
G <— sum(v<E)=2
W <— (G+G+100)+1
P <— E[Q — m] # o mais pequeno valor positivo
h<—Q-m+1
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for(i in h:Q){
B <— E[i]
E[i] <— P * (G—B)«(G—B)W

}

HC <— U %x*% diag(E) %x* % t(U)
} else {

HC <— M
}
return(HC)

#Funcao que estima o vetor gradiente
#(usa razdes incrementais como aproximagao as derivadas parciais)
gradiente <— function(P,L,D,l) { #P=vetor de valores iniciais para os parametros; L=incremento;
#D=matriz dos dados; |=vetor das idades
N <— dim(D)[1] #Definir dimensdes dos dados
C <— dim(D)[2]

R.i <— get.R(P,age) #Obter o vetor R inicial
SIGMA.i <— get.SIGMA(P,/)  #Obter a matriz Sigma inicial
InvSIGMA.i <— solve(SIGMA.i) #Obter a inversa da matriz SIGMA.i

#Estimar o simétrico da log—verosimilhanca a partir do vetor dos valores iniciais
SOMA.i<—0
for (i in 1:N){

SOMA.i <— SOMA.i + sum((t(D[i,]— R.i))%* %InvSIGMA.i%x* %( D[i,] — R.i))

}
LogV.i <— (C/2)+Nlog(2+pi) + (1/2)+Nx/og(det(SIGMA.i)) + (1/2)+SOMA.|

inc <— L #Definir o incremento
IP <— length(P)

GRAD <— vector(length=IP)

incP <— vector(length=IP)

LogV <— vector(length=IP)
for (i in 1:IP){
incP[i] <— P[i] + inc«P[i] #lmplementar o incremento

newP <— replace(P, i, incPIi]) #Atualizar vetor dos parametros

R <— get.R(newP,/)
SIGMA <— get.SIGMA(newP, )
InvSIGMA <— solve(SIGMA)
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#Atualizar LogV (efeito do incremento)
SOMA <-0
for (j in 1:N){
SOMA <— SOMA + sum(({D[j,]— R)) % %InvSIGMA%x %( D[j,] — R))
}
LogV[i] <— (C2)xNxlog(2*pi) + (1/2)xNxlog(det(SIGMA)) + (1/2)xSOMA
#Estimar razdes incrementais como aproximagao as derivadas parciais
GRADJi] <— (LogV[i]—LogV.i)AincPli]—PIi])
}
return(GRAD)

#Funcao que define método iterativo, com gradiente e de passo simples descendente
#eps=critério de convergéncia: 10e—10; zeta = tamanho passo da descida: 10e—08

grad.descend <— function(P,L,D,litmax,zeta,eps){

N <— dim(D)[1]
C <— dim(D)[2]
#Estimar log—Veros para vetor de valores inicial
R.i <— get.R(P,])
SIGMA.i <— get.SIGMA(P,/)
InvSIGMA.i <— solve(SIGMA.i)
SOMA.i<—0
for (i in 1:N){
SOMA.i <— SOMA.i + sum(t{(Di,]— R.i)%x %InvSIGMA.i% %(D[i,]— R.i))
}
LogV.i <— (CR2)*Nxlog(2+pi) + (1/2)+Nxlog(det(SIGMA.I)) + (1/2)xSOMA.i
#Criar vetor para guardar valor da log—Veros entre iteradas
LogV <— numeric()
#Atribuir o 1° valor das estimativas da log—Veros ao vetor inicial P
LogV[1] <— LogV.i
#lniciar o processo iterativo
for (i in 2:itmax){
#Definir processo iterativo do método que atualiza vetor dos parametros
P <— P — zeta « gradiente(P,L,D,/)
#Atualizar log—Veros para novo vetor de parametros
R <— get.R(P,])
SIGMA <— get.SIGMA(P, /)
InvSIGMA <— solve(SIGMA)
SOMA <—-0
for (jin 1:N){
SOMA <— SOMA + sum(t(D[j,]— R)%* %InvSIGMAY%x* %( D[j,] — R))
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169 LogV[i] <— (C2)xNxlog(2xpi) + (1/2)xN=log(det(SIGMA)) + (1/2)xSOMA
170 #Definir critério de paragem

171 if (abs((LogV[i] — LogV[i—1])LogV[i—1]) < eps) {break}

172 #Criar vetor para guardar valores estimados

173 X <— c(i,P,LogVIi])

174 print(X)

}

176 #devolve vetor com n° iterada, parametros e valor da log—verosimilhanga

177 return(X)
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##OTIMIZACAO##

#Ler a base de dados para grupos idades quinquenais
dados.5 <— read.table("D:\TBM5x1.csv",sep=";")
attach(dados.5)

#Organizar os dados
TP <— dados[,1] #Tempo: 1940—2009

TaxasP <— dados.5[,2:41] #TBM por idade: colunas 2—21 sexo feminino; 22—41 masculino

#Selecionar os dados e o horizonte temporal para o ajustamento/ previsoes
#(todas as atribuicdes sao feitas como no apéndice A)

IP<—70

CP <— 40

nPREV <— 10

T <— ¢(1940:1999)

Taxas <— TaxasP[1:60,]

Tprev <— ¢(61:70)

taxas.prev <—TaxasP[61:70,]

#Obter os logaritmos dos retornos (Z = In(Xt/Xt—1))
Zp <— matrix(nrow=np,ncol=Cp)
for (pin 1:np){
for (gin 1:Cp){
Zp[p,q] <— log(Taxas[(p+1),q]/Taxas[p,q])

}

#Selecionar os dados para o ajustamento do modelo
Z <— Zp[1:(np—nPREV),]

| <— dim(Z)[1]

C <— dim(Z)[2]

n<—I

#Criar matrizes com logaritmos dos retornos por sexo
Z.F <— Z[,1:(C/2)]#Feminino
ZM <— Z[,((C2)+1):cl#Masculino

#Estimar matrizes de correlagao por sexo e entre sexos
cor.logr.Fi <— con(Z.F)
cor.logr.Mi <— cor(Z.M)
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cor.logr.FMi <— cor(Z.F,Z.M)

#Transformar correlagdes p/a Normal (transformacgéo de Fisher)
cor.logr.FN <— matrix(nrow=(C/2),ncol=(C/2))
for (pin 1:(C2)){
for (qin 1:(C2)){
cor.logr.FN[p,q] <— (1/2)xlog((1+cor.logr.Fi[p,q])/A1—cor.logr.Fi[p,q]))

}
cor.logr.MN <— matrix(nrow=(C/2),ncol=(C/2))

for (pin 1:(C2)){
for (qin 1:(C2)){
cor.logr.MN[p,q] <— (1/2)«log((1+cor.logr.Mi[p,q])A1—cor.logr.Mi[p,q]))

}
cor.logr.FMN <— matrix(nrow=(C/2),ncol=(C/2))

for (pin 1:(C2)){
for (qin 1:(C2)){
cor.logr.FMN[p,q] <— (1/2)*log((1+cor.logr.FMi[p,q])/A1—cor.logr.FMi[p,q]))

}

#Atualizar correlagdes com transformacao p/a Normal
cor.logr.F <— cor.logr.FN
cor.logr.M <— cor.logr.MN

cor.logr.FM <— cor.logr.FMN

#Marcar valores repetidos e da diagonal (unitaria) nas matrizes de correlagoes de F e M (como sao
#simétricas, vamos modelar apenas 1 matriz triangular inferior e os restantes elementos sao transpostos)
#Sexo feminino
cor.logr.F2 <— matrix(nrow = dim(cor.logr.F)[1], ncol = dim(cor.logr.F)[2])
for (p in 1:(dim(cor.logr.F)[1])){
for (g in 1:(dim(cor.logr.F)[2])){
ifp<=9){
cor.logr.F2[p,q] <— NA
} else {cor.logr.F2[p,q] <— cor.logr.F[p,q]}

}

#Sexo masculino
cor.logr.M2 <— matrix(nrow = dim(cor.logr.M)[1], ncol = dim(cor.logr.M)[2])
for (p in 1:(dim(cor.logr.M)[1])){
for (g in 1:(dim(cor.logr.M)[2])){
if(p<=9){
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cor.logr.M2[p,q] <— NA
} else {cor.logr.M2[p,q] <— cor.logr.M[p,q]}

#Preparar as variaveis para os modelos de RNL (valores arranque correlagao)
#Criar matriz com C/2 colunas e com o mesmo valor por linha
mat.idades.col <— matrix(nrow=(C/2),ncol=(C/2))
for (pin 1:(C2)){
for (g in 1:(C/2)){
mat.idades.colp,q] <— q

}

#Criar matriz com C/2 linhas e com o mesmo valor por coluna
mat.idades.lin <— matrix(nrow=(C/2),ncol=(C/2))
for (pin 1:(C2)){
for (gin 1:(C2)){
mat.idades.lin[p,q] <— p

v.idades <— (CR2)«(C/2)

#Criar vetor com fungdes da idade e correlagdes, por sexo
Dist.corr <— matrix(nrow=v.idades,ncol=5)
for (pin 1:v.idades){

Dist.corr[,1] <— c(mat.idades.col) #criar vetor a partir das colunas da matriz
}
for (p in 1:v.idades){

Dist.corr[,2] <— c(mat.idades.lin)
}
for (pin 1:v.idades){

Dist.corr[,3] <— abs(Dist.corr[,1]—Dist.corr[,2])

}
for (p in 1:v.idades){

Dist.corr[,4] <— c(cor.logr.F2) #ler a matriz de correlagbes, em coluna, e transforma—Ila num vetor

}
for (pin 1:v.idades){

Dist.corr[,5] <— c(cor.logr.M2)
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colnames(Dist.corr) <— ¢("idade.i","idade.j","abs(i-j)","ro.F","ro.M")

#Eliminar valores repetidos de correlagoes e tb \rho=1

Dist.corr <— Dist.corr[apply(Dist.corr, 1, function(x) !any(is.na(x))),]

#Criar variaveis explicativas das correlagoes, por sexo
Id1 <— Dist.corr[,1] #corresponde a Id.min (minimo entre duas idades)

Id2 <— Dist.corr[,2] #corresponde a Id.max (maximo entre duas idades)

abs.ld <— Dist.corr[,3] #distancia entre duas idades

Id.min <— vector(length=dim(Dist.corr)[1])
for (i in 1:(dim(Dist.corr)[1])){

Id.min[i] <— min(Dist.corr[i,1],Dist.corr]i,2])

Id.max <— vector(length=dim(Dist.corr)[1])
for (i in 1:(dim(Dist.corr)[1])){

Id.max{i] <— max(Dist.corr[i,1],Dist.corr[i,2])

Id.med <— vector(length=dim(Dist.corr)[1]) #média entre duas idades
for (i in 1:(dim(Dist.corr)[1])){
Id.med[i] <— (Dist.corr[i,1] + Dist.corr[i,2])/2

ro.F <— Dist.corr[,4]

ro.M <— Dist.corr[,5]

#Criar vetor com fungdes da idade e correlagdes, entre sexos
#(matriz .FM nao é simétrica, logo nao tem valores repetidos, e diagonal ndo é 1)
Dist.corrFM < — matrix(nrow=v.idades,ncol=4)
for (p in 1:v.idades){

Dist.corrFM[,1] <— c¢(mat.idades.col)
}
for (pin 1:v.idades){

Dist.corrFM[,2] <— c(mat.idades.lin)
}
for (p in 1:v.idades){

Dist.corrFM[,3] <— abs(Dist.corrFM[,1]—Dist.corrFM[,2])
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}
for (p in 1:v.idades){

Dist.corrFM[,4] <— c(cor.logr.FM) #ler a matrix de correlagdes, em coluna, e transforma—la num vetor

}

colnames(Dist.corrFM) <— ¢("idade.i","idade.j","abs(i-j)","ro.FM")

#Criar variaveis explicativas das correlagoes, entre sexos
Id1FM <— Dist.corr[,1] #=/da Id.minFM
Id2FM <— Dist.corr[,2]

abs.|[dFM < — Dist.corr[,3]

Id.minFM < — vector(length=dim(Dist.corr)[1])
for (i in 1:(dim(Dist.corr)[1])){
Id.minFM[i] <— min(Dist.corr[i,1],Dist.corr[i,2])

Id.maxFM < — vector(length=dim(Dist.corr)[1])
for (i in 1:(dim(Dist.corr)[1])){

Id.maxFM[i] <— max(Dist.corr[i,1],Dist.corr[i,2])

Id.medFM <— vector(length=dim(Dist.corr)[1])
for (i in 1:(dim(Dist.corr)[1])){
Id.medFM[i] <— (Dist.corr[i,1] + Dist.corr[i,2])/2

ro.FM <— Dist.corr[,4]

library(stats)

#Aplicar modelo de RNL as correlagbes (exemplo para versao 12 do MBGM)
#Sexo feminino

corr.FITf12 <— nis(ro.F = bxld1 + c«ld.med, start = listb =1, c= 1))
summary(corr.FITf12)

coef(corr.FITf12)

AlC(corr.FITf12)

FITf12 <— fitted.values(corr.FITf12)

#Estimar o EQM associado ao ajustamento

erro.ajust.f12 <— vector(length=Ilength(ro.F))

for (i in 1:length(ro.F)) {
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erro.ajust.f12[i] <— ((FITf12[i]—ro.Fi])"2)
}

erro.ajust.f12 <— sum(erro.ajust.fm2)/length(ro.F)

#Sexo masculino
corr.FITm12 <— nls(ro.M = bxld1 + c«ld.med, start = list(b =1, c= 1))
summary(corr.FITm12)
coef(corr.FITm12)
AIC(corr.FITm12)
FITm12 <— fitted.values(corr.FITm12)
#Estimar o EQM associado ao ajustamento
erro.ajust.m12 <— vector(length=length(ro.M))
for (i in 1:length(ro.M)) {
erro.ajust.m12[i] <— ((FITm12[i]—ro.M[i])"2)
}

erro.ajust.m12 <— sum(erro.ajust.m12)/length(ro.M)

#Entre sexos
corr.FITfm12 <— nls(ro.FM = b«Id1FM + c«ld.medFM, start = list(b = 0.5, c = 1))
summary(corr.FITfm12)
coef(corr.FITfm12)
AIC(corr.FITfm12)
FITfm12 <— fitted.values(corr.FITfm12)
#Estimar o EQM associado ao ajustamento
erro.ajust.fm12 <— vector(length=Ilength(ro.FM))
for (i in 1:length(ro.FM)) {
erro.ajust.fm12[i] <— ((FITfm12[i]—ro.FM[i])"2)
}

erro.ajust.fm12 <— sum(erro.ajust.fm12)/length(ro.FM)

#0Obter valores iniciais (ou valores de arranque) para método iterativo de otimizacao por MV

Idade <— ¢(1:(C2))

#lmportar valores dos parametros iniciais do MGB unidimensional (foram ajustados polinémios

#de grau 3 aos R e log(sigma’2), em fungao da idade)

#Para R, por sexo

rF.MBG <— ¢(—0.0674,0.0096,—0.0007,2e—05) #vetor, por ordem crescente do grau dos coeficientes

rM.MBG <— ¢(—0.0718,0.016,—0.0014,4e—05)

#Para 2xIn(sigma), por sexo
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sF.MBG <— ¢(—3.6993,—-0.1059,—-0.0163,0.001)
sM.MBG <— ¢(—4.4258,0.0709,—0.0335,0.0015)

#Alternativa para vetor arranque: estimar os R e os sigma a partir dos dados, por sexo
RR <— vector(length=C)
for (iin 1:C){

RR[i] <— mean(Z],i])
}
riF <— RR[1:(C2)]
r.iM <— RR[((CR2)+1):C]

SS <— vector(length=C)
for (iin 1:C){

SS[i] <— sd(Z],i])
}
s.iF <— SS[1:(C2)]
s.iM <— SS[((CR)+1):C]

#Estimar valores iniciais associados aos Rs (obtidos dos dados) em fungao da idade, por sexo
nis.r.F <— nls(r.iF = rOF + r1Fxldade + r2Fx«ldade”2 + r3Fxldade”3,

start = list(rOF = rF.MBG[1], r1F = rF.MBG[2], r2F = rF.MBG[3], r3F = rF.MBG[4]))
rF <— coef{nls.r.F)

summary(nls.r.F) #resumo da estimacao do modelo de RNL com testes significancia

nls.r.M <— nis(r.iM = rOM + r1Mx«Idade + r2MxIdade"2 + r3Mx«Idade"3,
start = list(rOM = rM.MBG[1], r1M = rM.MBG[2], r2M = rM.MBGI[3], r3M = rM.MBG[4]))
rM <— coef(nls.r.M)

summary(nls.r.M)

#Estimar valores iniciais associados aos sigmas (obtidos dos dados) em funcédo da idade, por sexo

#(usamos: LogS2iF = 2xlog(s.iF) e LogS2iM = 2xlog(s.iM))
nls.s.F <— nls(LogS2iF = sOF + s1F«ldade + s2F«ldade"2 + s3FxIdade”3,
start = list(sOF = sF.MBG[1], s1F = sF.MBG[2], s2F = sF.MBG[3], s3F = sF.MBG[4]))

sF <— coef(nls.s.F)

nls.s.M <— nls(LogS2iM = sOM + s1MxIdade + s2Mx«Idade"2 + s3MxIdade"3,
start = list(sOM = sM.MBG[1], s1M = sM.MBG[2], s2M = sM.MBG[3], s3M = sM.MBG[4]))

sM <— coef(nls.s.M)

#Selecionar expressao para correlagdes (a partir deste ponto, ilustramos os passos que levam
#ao método iterativo e a estimagao das previsdes com a versao 12 do MBGM)
roF.i12 <— coef(corr.FITf12)
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roM.i12 <— coef(corr.FITm12)
roFM.i12 <— coef(corr.FITfm12)

#Criar vetor de arranque do método iterativo de otimizagao por MV

#Via valores obtidos no MBG unidimensional

P12.MBG <— ¢(rF.MBG,rM.MBG,sF.MBG,sM.MBG,rF.i12,roM.i12,roFM.i12)
#Através dos dados

P12 <— c(c(rF,rM),c(sF,sM),roF.i12,roM.i12,roFM.i12)

#0Obter funcao de log—Verosimilhanca

LogV12 <— function(P){ #P=vetor de valores iniciais do modelo (na versao 12 do MBGM=22)

N <— dim(D)[1]
C <— dim(D)[2]
I <—c(1:(C2))
#Estimar vetor R
R <— vector(length=C)
for (iin 1:C){
if (i <= (CR)) {
Rli] <— P[1] + P[2]«[[i] + P[3]+/i]"2 + P[4]+1i]"3
} else {

A[i] <— P[5] + P[6]«[(i—(C/2))] + P[7]«+[(i—(C2))]"2 + P[8]«[(i—(C/2))]"3

}
}

#Estimar matriz de correlagdes, por blocos (inverter ro.Z: r=((exp(2x(ro.Z))—1)/Aexp(2x(ro.Z))+1)))

CORR.FF <— matrix(nrow=(C/2),ncol=(C/2))
for (p in 1:(C2)){
for (gin 1:(C2)){
if(p == g){
CORR.FF[p,q] <—1
} else {

CORR.FF[p,q] <— (exp(2«(P[17]«min(p,q)+P[18]x(p+q)/2))—1)/
(exp(2x«(P[17]xmin(p,q)+P[18]x(p+g)/2))+1)

}
CORR.FM <— matrix(nrow=(C/2),ncol=(C/2))

for (pin 1:(C2)){
for (qin 1:(C2)){
CORR.FM[p,q] <— (exp(2«(P[21]xg+P[22]*(p+Qq)/2))—1)/
(exp(2+(P[21]xq+P[22]+(p+q)/2))+1)
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}
CORR.MF <— {(CORR.FM)

CORR.MM < — matrix(nrow=(C/2),ncol=(C/2))
for (pin 1:(C2)){
for (gin 1:(C2)){
if (p == a){
CORR.MM[p,q] <— 1
} else {
CORR.MM[p,q] <— (exp(2«(P[19]xmin(p,q)+P[20]+(p+q)/2))—1)/
(exp(2x«(P[19]xmin(p,q)+P[20]x(p+q)/2))+1)

}

#Obter matriz de correlagoes
CORR < — rbind(cbind(CORR.FF,CORR.FM),cbind(CORR.MF,CORR.MM))
#Estimar matriz lambda
S <— vector(length=C) #obter desvios padrao (inverter transformagao Z.sigma: sigma=exp(Z.sigma/2))
for (iin 1:C){
if (i <= (CR2)) {
S[i] <— exp((P[9] + P[10]«/[i] + P[111=/[i]"2 + P[12]x[[i]"3)/2)
} else {
S[i] <— exp((P[13] + P[14]x[[(i—(C/2))] + P[15]+[(i—(C/2))]"2 +
P[16]«1(i—(C/2))I"3)/2)

}
LAMBDA < — diag(S) #SIGMA=sqrt(LAMBDA) % %CORR%* %sqrt(LAMBDA)

#Estimar simétrico da funcao de Log—Verosimilhanca
logC <— (CR2)«N=«log(2+pi) + (1/2)+N=/og(det(LAMBDA)=det(CORR)«det(LAMBDA))
SOMA.t<—0
for (jin 1:N){
SOMA.t <— SOMA.t+sum(t(Z[j,]— R) % %(diag(1/diag(LAMBDA))%x* %
solve(CORR,(diag(1/diag(LAMBDA))))) % %(Z[j,]— R))

}
MlogV <— logC + (1/2)«xSOMA.t
return(MlogV)

#Aplicar método iterativo (optim necessita de: library(stats), ja declarada acima)
#Por defeito: método de Nelder—Mead; dimensao do passo da descida de 1e—06; tolerancia relativa de 1e—08
min.LogV12 <— optim(P12, LogV12, control = list(tfrace = TRUE, maxit = 10000), hessian = TRUE)
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#0Obter parametros do modelo (versao 12 do MBGM)
par12 <— min.LogV12$par

#Obter aproximagao a matriz de covariancias
VAR12 <— solve(min.LogV12$hessian)

#Estimar margens de erro dos ICs dos parametros
pl.12tol <— 1.96xsqri(VAR12[1,1])
p2.12tol <— 1.96+xsgrt(VAR12[2,2])
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p21.12tol <— 1.96xsgri(VAR12[21,21])
p22.12tol <— 1.96+sgri(VAR12[22,22])

#0Obter o vetor R
R.par12 <— vector(length=C)
for (iin 1:C){
if (i <= (C2)) {
R.par12[i] <— par12[1] + par12[2]«ldade[i] + par12[3]«ldade[i]"2 + par12[4]<Idadeli]"3
} else {
R.par12[i] <— par12[5] + par12[6]«Idade[(i—(C/2))] + par12[7]«Idade[(i—(C/2))]"2 +
par12[8]«Idade[(i—(C/2))]"3

#0Obter o vetor S (diagonal da matriz LAMBDA)
S.par12 <— vector(length=C)
for (iin 1:C){
if (i <= (CR2)) {
S.par12[i] <— par12[9] + par12[10]«Idadeli] + par12[11]«ldade[i]2 + par12[12]<Idade[i]"3
} else {
S.par12[i] <— par12[13] + par12[14]«ldade[(i—(C/2))] + par12[15]«Idade[(i—(C2))] 2 +
par12[16]«ldade[(i—(C/2))]"3

#0Obter ajustamentos a LP na escala original dos dados
ajust12.TBM <— matrix(nrow=(I+1),ncol=cp)
for (pin 1:(1+1)){

for (qin 1:cp){
ajust12.TBM[p,q] <— Taxas[1,ql<exp(p+R.pari2[q])
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#Estimar o EQM associado aos ajustamentos a LP
EQM.ajust12 <— vector(length=(1+1))
erro.ajust12 <— matrix(nrow=(1+1),ncol=c) #+ 1 linha para calcular erro
for (pin 1:1) {
for (gin 1:c){
erro.ajust12[p,q] <—((ajust12.TBM[p,q]—Taxas[p,q])"2)

}
}
for (pin 1:1) {
for (gin 1:c){
erro.ajust12[(l+1),q] <— sum(erro.ajust12[(1:p),q])1
}
}

EQM.ajust12 <— erro.ajust12[(l+1),]

#Inverter previsdes a LP: 10 anos dos logaritmos dos retornos (Z = In(Xt/Xt—1)) para escala original dos dados
prev12.TBM <— matrix(nrow=nPREV,ncol=cp)
for (p in 1:nPREV){
for (qin 1:cp){
prev12.TBM[p,q] <— Taxas[60,q]+exp(p*R.par12[q])

#Estimar o EQM associado as previsoes a LP: 10 anos
EQM.previ2 <— vector(length=(nPREV+1))
erro.prev12 <— matrix(nrow=(nPREV+2),ncol=C) #+ 1 linha para calcular erro
for (p in 1:(nPREV+1)) {
for (gin 1:C){
erro.previ2[p,q] <— ((previ2.TBM[p,ql—taxas.previp+1,q])"2)

}
for (p in 1:(nPREV+1)) {

for (qin 1:C){
erro.previ2[(nPREV+2),q] <— sum(erro.previ2[(1:p),q])AnPREV)

}
EQM.previ12 <— erro.previ2[(nPREV+2),]
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## 1C PARA PREVISOES a LP## (ilustramos com verséo 12 do MBGM)

#Repetir o procedimento a seguir para cada ano das previsoes, neste caso, 10 anos (a forma mais
#eficiente seria criar um ciclo com o n° de iteradas = n° previsdes, mas teriamos que guardar as matrizes
#e os vetores em listas, cuja indexagdo ndo é muito intuitiva, pelo que decidimos aqui ilustrar desta forma)
#Todos os objetos designados ai. ... referem—se ao 1° ano de previsdes (a2. ..., parao 2° ...)

#Nos objetos a1.logTBM e al.logPrev, onde esta t, usar o periodo de tempo a que se refere a previsao
#(ano 1:t=1; ano 2:t=2...)

#Estimar uma matriz de n°s aleatérios com distribuicdo Normal(0,1), por linha (as linhas representam as idades
H1 <— matrix(rnorm(40«1000, mean = 0, sd = 1), 40, 1000, byrow = TRUE)

#Criar matriz com 1000 repeticoes do vetor R
matriz.R.par12 <— matrix(nrow=c,ncol=1000)
for (pin 1:c){
for (g in 1:1000){
matriz.R.pari12[p,q] <— R.pari2[p]

#Estimar a matriz B=(SIGMA.12)"(1/2)
SIGMA.12.eig <— eigen(SIGMA.12)
B <— SIGMA.12.eig$vectors %= % diag(sqrt(SIGMA.12.eig$values)) %x* % solve(SIGMA.12.eig$vectors)

#Obter estrutura de correlagao
M1 <— B %*% H1

#Estimar valores dos logaritmos dos retornos das TBM para cada perturbacdo do ambiente

Z1 <— matriz.R.par12 + M1

#lnverter a transformacao dos logaritmos dos retornos das TBM para os log(TBM), que tém distribuicdo normal
Y1.logTBM <— matrix(nrow = C, ncol = 1000)
for (pin 1:C){
for (g in 1:1000){
Y1.logTBM[p,q] <— log(Taxas[60,p]) + Z1[p,q]«t

#Estimar as médias dos log(TBM) para cada idade
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Y1.medias <— vector(length= C)
for (iin 1:C){
Y1.medias[i] <— mean(Y1.logTBM[i,])

#Ordenar, para cada idade, as réplicas dos log(TBM)
Y1.ord <— f(apply(Y1.logTBM,1,sort))

#Obter quartis 25% e 75%, para cada idade
Y1.Q25 <— vector(length=C)
for (iin 1:C){
Y1.Q25[i] <— quantile(Y1.ord[i,],name=FALSE)[2]
}
#
Y1.Q75 <— vector(length=C)
for (iin 1:C){
Y1.Q75[i] <— quantile(Y1.ord[i,],name=FALSE)[4]

#Representar as previsdes com IC, para uma certa idade, em escala logaritmica
#ex: idade 30 que corresponde ao grupo etario 45—49 do sexo masculino
par(mfrow=c(1,1))
plot(c(Y1.Q75[30],Y2.Q75[30],Y3.Q75[30],Y4.Q75[30],Y5.Q75[30],Y6.Q75[30],Y7.Q75[30],Y8.Q75[30],
Y9.Q75[30],Y10.Q75[30]),type="1", main="Prev. ¢/ IC Grupo etdrio 45-49 do sexo masculino",
xlab="Ano", col="brown", xaxt="n", ylab="1og (TBM) ", ylim=c(—7,—4))
axis(1, at=1:10, labels=c(2000:2009))
lines(log(taxas.prev{2:11,30]),col="black")
lines(c(Y1.logPrev[30],Y2.logPrev[30],Y3.logPrev[30],Y4.logPrev[30],Y5.logPrev[30],Y6.logPrev[30],
Y7.logPrev[30],Y8.logPrev[30],Y9.logPrev[30],Y10.logPrev[30]), col="blue")
lines(c(Y1.medias[30],Y2.medias[30],Y3.medias[30],Y4.medias[30],Y5.medias[30],Y6.medias[30],Y7.medias[30]
Y8.medias[30],Y9.medias[30],Y10.medias[30]), col="red")
lines(c(Y1.Q25[30],Y2.Q25[30],Y3.Q25[30],Y4.Q25[30],Y5.Q25[30],Y6.Q25[30],Y7.Q25[30],Y8.Q25[30],
Y9.Q25[30],Y10.Q25[30]), col="brown")

legend("bottom", horiz=TRUE, legend=c("0bservadas","Previsdes","Média simuladas","Limites MC 95%"),

lty=c(1,1,1,1), col=c("black","blue","red","brown"),bty ="n")
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Tabela F.1: Modelos[ARIMA| ajustados as series temporais das da populagao portuguesa para o sexo

feminino e por grupo etario

Feminino

0-1

1-4

5-9

10-14

15-19

20-24

25-29

30-34

35-39

40-44

45-49

50-54

55-59

60-64

65-69

70-74

75-79

80-84

85-89

90-94

95-99

(1+0.522B)(1-B)(Y+0.056)=5,
(1+0.588B)(1-B)(Y:+0.069)=5,
(1+0.472B)(1-B)(Y+0.046)=5,

(1+0.433B)(1-B)(Y+0.042)=4,

(1+0.944B)(1-B)(Y+0.038)=(1+0.861B)s,

(1-B)(Y,+0.039)=(1+0.336B°)s,

(1-B)(Y+0.041)=4,

(1+0.315B)(1-B)(Y+0.033)= &,
(1+0.413B)(1-B)(Y:+0.028)= &,

(1+0.440B)(1-B)(Y+0.024)= &,

(1-B)(Y+0.020)=(1-0.463B)s,

(1-B)(Y(+0.019)=(1-0.654B)s,

(1+0.455B)(1-B)(Y+0.018)=(1-0.361B%)5,

(1-B)(Y+0.019)=(1-0.528B)s,
(1-B)(Y+0.018)=(1-0.548B)s,
(1-B)(Y+0.018)=(1-0.475B)s,

(1-B)(Y+0.016)=(1-0.425B)s,

(-0.733B+0.218B°%)(Y,)(1-B)(Y:+0.01)= &,

(1+0.540B+0.523B%-0.296B°-0.358B")(1-B)(Y+0.007)=s,

(1+0.511B-0.245B%)(1-B)(Y)= &,

(1+0.506B)(1-B)(Yy)= &,

&niid(0,0,20.687 E), Yi=Ln(Xy)
&nNiid(0,0,°=0.151 E™), Y:=Ln(X,)
&nNiid(0,0,20.187E™), Y=Ln(Xy)
&nNiid(0,0,°=0.125E ™), Yi=Ln(X,)
&nNiid(0,0,°=0.108E™), Yi=Ln(X;)
&nNiid(0,0,%<0.956E2), Yi=Ln(Xy)
&nNiid(0,0,2<0.840E?), Y=Ln(Xy)
&nNiid(0,0,°=0.741E?), Y=Ln(X;)
&nNiid(0,0,°<0.592E ), Y=Ln(Xy)
&nNiid(0,0,°=0.364E?), Y=Ln(X;)
&nNiid(0,0,2<0.395E2), Y=Ln(Xy)
&nNiid(0,0,2<0.384E72), Y= Ln(X,)
&nNWN(0,6,°=0.222E), Y:= Ln(Xy)
&nNiid(0,0,°=0.212E?), Y= Ln(Xy)
&nNiid(0,0,°=0.256E ), Y= Ln(X)
&nNiid(0,0,°=0.317E?), Y= Ln(Xy)
&nNiid(0,0,°0.306E2), Y= Ln(Xs)
&niid(0,0,2=0.262E%), Y= Ln(Xy)
&nNiid(0,0,°=0.218E72),Y,= Ln(Xy)
&nNiid(0,0,%<0.387E79), Y= Ln(X,)

&nNWN(0,0,°<0.855E ), Y:= Ln(Xy)
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Tabela F.2: Modelos [ARIMAl ajustados as series temporais das da populagao portuguesa para o sexo

masculino e por grupo etario

Masculino

0-1 (1+0.435B)(1-B)(Y+0.054)=4, &niid(0,0,°=0.612 E), Y=Ln(X,)

1-4 (1+0.485B)(1-B)(Y+0.065)=4, &nNiid(0,0,°=0.129 E™), Yi=Ln(X,)

5-9 (1+0.468B)(1-B)(Y+0.044)=5, &NWNN(0,0,2=0.937 E?), Y=Ln(Xy)
10-14 (1+0.399B)(1-B)(Y+0.036)=4, &niid(0,0,°=0.853E?), Yi=Ln(Xy)
15-19 (1-B)(Y+0.022)=5, &nNiid(0,0,°~0.688E ), Y:=Ln(X,)
20-24 (1-0.813B)(1-B)(Yy)=(1-0.602B)s, &niid(0,0,°~0.494E7), Y:=X,
25-29 (1+0.277B)(1-B)(Yy)=4&, &niid(0,0,°=0.939E ), Y:=Ln(Xy)
30-34 (1+0.998B)(1-B)(Y,)=(1+0.984B)s, &niid(0,0,°=0.567E7), Yi=X:
35-39 (1+0.999B)(1-B)(Y)=(1+0.993B)s, &niid(0,0,°=0.779E”), Yi=X
40-44 (1+0.253B)(1-B)(Y+0.017)=4, &nNiid(0,0,°=0.522E%), Y:=Ln(Xy)
45-49 (0.358B°Y)(1-B)(Y1+0.015)=5, &nNiid(0,0,°=0.218E™®), Y:=X;
50-54 (0.334B*Y1)(1-B)(Y(+0.015)=4, &nNiid(0,0,°0.304E), Y= Ln(Xy)
55-59 (1+0.395B)(1-B)(Y+0.013)=4, &nNiid(0,0,°=0.2869E %), Y= Ln(X;)
60-64 | (0.370B+0.272B%)(Yy)(1-B)(Y+0.013)=4, &nNiid(0,0,°=0.2448E%), Y= Ln(Xy)
65-69 (1+0.530B)(1-B)(Y+0.011)=4, &nNiid(0,0,°=0.258E ), Y= Ln(Xy)
70-74 (-0.263B"Y)(1-B)(Y+0.014)=(1-0.485) &nNiid(0,0,°=0. 266E), Y= Ln(Xy)
75-79 (1+0.396B-0.396B°)(1-B)(Y:)=&, &nNiid(0,0,2=0.280E2), Y= Ln(X;)
80-84 (1-B)(Y1+0.008)=(1-0.713B)s, &niid(0,0,20.290E %), Y= Ln(Xy)
85-89 (1-B)(Y+0.007)=(1-0.761B)#, &niid(0,0,°~0.308E), Y= Ln(Xy)
90-94 (1-B)(Y9)=(1-0.628B)s, &nNiid(0,0,°=0.609E?), Y= Ln(Xy)
95-99 (1-B)(Y1)=(1-0.799B)&, &nNWN(0,0,2=0.1278E™), Y;= Ln(X)
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