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Resumo

O presente trabalho incide num estudo sobre constru¢cdes geométricas com
régua e compasso. A régua utilizada é ndo graduada possibilitando apenas a
construcao de rectas que passem por dois pontos dados e 0 compasso hdo transporta
medidas. Sao exploradas construcdes recorrendo a ambos 0s instrumentos ou a
exclusivamente um deles. Em cada um dos casos, usamos ferramentas e conceitos da

algebra, para estudar o conjunto de pontos construtiveis.

Palavras-chave: Construcdes Geométricas, régua, compasso.






Abstract

Geometric Constructions

In this work we study geometric constructions with ruler and compass. The ruler
is not marked and is therefore used only to construct straight lines through two given
points, and the compass does not transfer distances. We explore constructions that
make use of both instruments, as well as constructions made with only one of them. In

each case, we use tools from algebra to study the set of constructible points.

Key words: geometric constructions, ruler, compass
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Introducao

A geometria surgiu do interesse do homem pela forma e medida das coisas e

desenvolveu-se no Egipto e na Babil6nia pela necessidade da medicéo de terras.

Esta ciéncia estd impreterivelmente associada ao nome de Euclides de
Alexandria que, por volta do século lll a. C., a colocou assente em definicbes, axiomas
e postulados, e que partindo de nocbes puramente abstractas e perfeitamente
definidas formulou com elas teoremas rigorosamente demonstrados. A geometria de
Euclides foi publicada na obra Os Elementos, vista por muitos como o grande
compéndio da geometria e o0 primeiro modelo de perfeita construcdo matematica
(Pereira, 1999; Amorim, 2000).

A geometria desempenha um papel importante na compreensao e resolugédo de
gquestdes relacionadas ndo sé com a matematica mas também com outras areas de
conhecimento, nomeadamente na astronomia, arquitectura, no desenvolvimento de
softwares, entre outras. Facilita também a compreensdo da matemética pela sua
aplicabilidade na resolugéo de problemas praticos do quotidiano. Consideramos que

estes factos sejam motivadores, entre outros, para a aprendizagem da matemaética.

No que diz respeito ao contexto escolar, a geometria permite desenvolver
competéncias que servem de base a varias disciplinas, tais como a capacidade de
resolucdo de problemas, de analise, visualizacdo, argumentacao, prececdo espacial,
criatividade, construcdo, classificagdo, deducdo de propriedades e prova de
conjecturas. Nos primeiros anos de escolaridade os alunos fa-lo-do de um modo
experimental com recurso ao desenho e a medigBes, em anos mais avancados
comecam a deduzir uma propriedade a partir de outras e a provar conjecturas. Assim
sendo, esta € uma area propicia a realizacdo de actividades que envolvem aspectos
essenciais de natureza matematica, como fazer conjecturas e valida-las. Por essa
razdo, consideramos de extrema importancia a sua abordagem nos varios niveis de

ensino.

A realizacdo de construcdes geométricas permite desenvolver nos alunos a
criatividade e o gosto por investigar. Ao ser-lhes pedido para construirem uma figura
geomeétrica eles terao de definir estratégias para a concretizarem. Para além disso, ao
realizar uma construcao geométrica, o aluno terd de conhecer, perceber e implementar
0s conceitos da geometria envolvidos. Mobilizar os conhecimentos é mais exigente do
gue saber enuncia-los, pois é preciso conhece-los suficientemente bem para os poér

em pratica. Posteriormente, para explicar a construcdo realizada, tera de formular
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argumentos validos e explica-los em linguagem corrente, desenvolvendo desta forma

a comunicagdo e a argumentagao.

O presente trabalho incide nhum estudo das construcbes geométricas que se
podem executar usando 0 compasso e a régua. No entanto, ndo vamos trabalhar com
as caracteristicas usuais destes instrumentos. Na verdade, utilizamos estes
instrumentos de forma condicionada, isto €, com a particularidade de n&do conservarem
nem medirem comprimentos ou distancias. Vamos imaginar que 0 compasso que

usamos esta “ sem memdéria” e quando o levantamos do papel ndo conserva a
abertura, portanto ndo permite transportar a medida do raio. Por seu lado a régua nao
€ graduada, logo ndo permite fazer medi¢Bes, apenas serve para tragar rectas que
passem por dois pontos dados. O programa de geometria dindmica Cabri Geometre II

foi 0 escolhido para a realizacdo destas construcdes geométricas.

Com a realizagédo deste estudo, explordmos os pontos possiveis de construir
utilizando os instrumentos de medida, a régua e o compasso, com as particularidades

ja referidas, ou exclusivamente um deles.

No primeiro capitulo, apresentamos a descricdo de construcdes de figuras
também presentes nos Elementos de Euclides, embora nem sempre feitas da mesma
forma. Algumas delas seréo utilizadas na demonstragéo de resultados ao longo dos
varios capitulos, outras foram descritas apenas por se tratar de construcdes

interessantes.

No segundo capitulo, partimos da elaboracdo de constru¢cdes geométricas, no
plano cartesiano, com a régua e o compasso, sendo a régua apenas usada para tragar
a recta que passa por dois pontos dados, e 0 compasso unicamente para tracar uma
circunferéncia de centro dado e que passa por um determinado ponto, também ele
dado. Aos pontos que se podem construir desta forma vamos chamar pontos-rc e as
coordenadas destes pontos no plano cartesiano vamos chamar numeros-rc. Ainda
neste capitulo, demonstramos que 0s racionais sdo numeros-rc, assim como todas as
raizes, de indice poténcia de dois, de qualquer nimero-rc; 0s numeros resultantes da
soma, diferenga, produto e quociente entre 0s niumeros-rc sdo também possiveis de
construir com a régua e o compasso. Para provar estes resultados, recorremos a

conceitos e resultados da algebra.

No terceiro capitulo, partimos da elaboracdo de construcdes geométricas, no
plano cartesiano, feitas somente com o0 compasso, a partir de um conjunto inicial de

pontos dados. O uso da régua ndo é permitido e o uso do compasso restringe-se
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apenas a construcdo de circunferéncias centradas em pontos ja construidos e
passando por pontos também ja construidos. Neste capitulo demonstramos a
possibilidade de constru¢gdo dos mesmos pontos obtidos com a régua e 0 compasso
no capitulo anterior, chegando ao resultado conhecido como o Teorema de Mohr-
Mascheroni.

No quarto capitulo, partimos da elaboracdo de construcbes geométricas, no
plano cartesiano, cuja realizacao se restringe ao uso exclusivo da régua. Esta sera
utilizada apenas para tracar a recta que passa por dois pontos pertencentes a um
conjunto de pontos inicialmente dados, ou que passa por pontos ja construidos. Aos
pontos assim construidos chamaremos pontos-régua e as coordenadas destes pontos
no plano cartesiano chamaremos numeros-régua. Neste capitulo demonstramos que

0S numeros-régua sao os racionais.
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Notacdo e Convencdes

Neste trabalho usaremos letras mailsculas para designar pontos (A: Ponto A) e
letras minusculas para designar rectas e circunferéncias (s: Recta s; c:Circunferéncia).

Utilizaremos para os diversos objectos a seguinte notacao:

A—B-C: O ponto B esta entre os pontos A e C.

AB : Segmento de recta entre A e B; distancia entre A e B; Comprimento do segmento

de recta compreendido entre A e B.

AB : Semi-recta com vértice em A gue contém B.

AB: Recta que contém A e B.

A : Circunferéncia com centro em A que contém B.

Obs.: Nas representacdes gréficas, por limitacdo do software, esta notacdo passa a
AB.

A : Circunferéncia com centro em A e com medida de raio congruente ao segmento

de recta BC .
AB ||CD : Recta AB paralela a recta CD.
AB | CD: Recta AB perpendicular a recta CD.

OABCD: Quadrilatero com os lados E E C_D e m\

AABC: Triangulo com os lados AB, BC, CA.

ABC: Angulo com vértice em B.

Quando dizemos que os triangulos AABC e ADEF sdo semelhantes estamos a referir-
nos a correspondéncia ordenada dos pontos que denotam os vértices: 4A—D, B—E e
C—F.

Aplicaremos os seguintes critérios de semelhancga de triangulos:

Critério AA: Dois triangulos sdo semelhantes se e s6 se tém dois angulos geome-
tricamente iguais.

Critério LAL: Dois triangulos séo semelhantes se e s6 se tém dois lados,
correspondentes, proporcionais; e sdo geometricamente iguais os angulos formados
por esses lados.

Critério LLL: Dois triangulos sdo semelhantes se e s6 se tém os trés lados,
correspondentes, proporcionais.
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1 Construcdes Geométricas Euclideanas

Neste capitulo serdo descritas construgcdes de figuras que sdo desafios
classicos da geometria. As mesmas figuras foram construidas por Euclides embora de
forma diferente daquela que apresentamos. Algumas delas serdo utilizadas em
demonstracdes de resultados de teoremas, proposicbes e lemas dos capitulos
subsequentes. Com o intuito de clarificar os resultados demonstrados por Euclides,
para além da descricdo detalhada do processo de construgéo, todas as construcdes
apresentadas serdo acompanhadas da imagem gréafica do processo de construcao.

Construcao 1.1 (Proposicao 2 do livro | dos Elementos de Euclides): Dado trés

pontos A, B e C construir um ponto F tal que AF =BC.
Descri¢cdo da construcéo:

Sejam A, B e C trés pontos. Inicie-se a
construcdo tracando o segmento de
recta AB . Seguidamente, as

circunferéncia A; e B, . Da

interseccdo destas circunferéncias
resultam dois novos pontos, tome-se

um deles e denomine-se por D.

Construa-se a circunferéncia B, e a

semi-recta DB. A interseccdo de DB

com B, darda origem a dois novos

pontos, tome-se um deles e designe-

se por E esse ponto. Construa-se D¢ Figura 1: Construgdo 1.1

e ﬁ A interseccéo de E& com D. dara origem a um novo ponto, designe-se por F

esse ponto.
Vejamos de seguida que a distancia de entre A e F é igual a distancia entre B e C:

O comprimento do segmento de recta AD é igual ao comprimento do segmento de
recta DB, pois D pertence a mediatriz de AB . O comprimento do segmento de recta
DF é igual ao comprimento do segmento de recta DE, pois s&0 ambos raios da

mesma circunferéncia ( Dz ). O ponto E pertence a B, logo o comprimento do

segmento de recta BE é igual ao comprimento do segmento de recta BC.
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Assim, como DA=DB e DF =DE entdo AF =BE , dado que D-A-F e D-B-E.

Portanto, pode concluir-se que AF =BE =BC.

Construcao 1.2 (Proposicdo 11 do livro IV dos Elementos de Euclides):

Construcdo de um pentagono regular.

Descri¢cdo da construcéo:

Sejam A e B dois pontos e A; uma circunferéncia de centro em A que contém B.
Inicie-se a construcdo tracando a semi-recta BA. A intersec¢do de Ag com BA dara
origem a um novo ponto, designemo-lo F. Assim, FB ser4 um diametro de A; .

Construa-se as circunferéncias B e F; . Da interseccdo destas resultam dois
pontos, aos quais chamamos L e K. Construa-se a recta que contém L e K e designe-

se por m (mediatriz de ﬁ). A interseccdo de m e A dard origem a dois novos pontos,
tome-se um deles e denomine-se por C. Construa-se a circunferéncia C, e note-se
que a circunferéncia A. coincide com a circunferéncia A;. Da interseccdo de A.e
C, resultam dois pontos, designemo-los por O e P. Construa-se a recta que contém O
e P e designe-se por m’ (mediatriz de E). A interseccédo de AC e m’ dara origem a
um novo ponto, designemo-lo por D. Construa-se a circunferéncia Dy . A interseccéo

de D; com m dara origem a dois novos pontos, tome-se um deles e designe-se por E.

Figura 2: Construgdo 1.2 (parte 1 de 3)

Note-se que na representacdo grafica que se segue omitiu-se parte desta construcao

de modo a tornar mais perceptivel a ilustracao.

10
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Construa-se a circunferéncia B. . A intersec¢do de B. com A; dard origem a dois

novos pontos, designe-se por G e J esses pontos. Pretende-se que GBe J_Bsejam

dois dos lados do pentdgono regular. Construa-se a circunferéncia G, , a sua
interseccdo com Ay dard origem a um novo ponto, designe-se por H esse ponto.

Construa-se a circunferéncia H , a sua intersec¢do com A dara origem a um novo

ponto, designe-se por | esse ponto. Construindo os segmentos de recta GH , HI e

G\ DB
H . \
(’ B BE
N -
\—/J

1J obtém-se um pentagono.

Figura 3: Construgdo 1.2 (parte 2 de 3)

Por construgdo podemos afirmar que JB=GB=GH =HI . Vejamos de seguida a
justificagéo:

A interseccdo da circunferéncia B com Ag; deu origem aos vértices G e J, assim
pode-se concluir que os lados do pentagono BG eBJ tém o mesmo comprimento.

Analogamente obtemos as igualdades GB=GH =HI.

Para provar que se trata de um pentagono regular ter-se-a de provar que o lado do

pentadgono correspondente ao segmento de recta |1J é igual a todos os outros ja

construidos.

Vejamos entdo qual o comprimento do segmento de recta |J :
Tome-se, sem perda de generalidade, o raio da circunferéncia Ag igual a 1.

AB =1 (raio da circunferéncia Ag)

11
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C =1 (raio da circunferéncia Ag)

D= % (D resulta da intersecgéo de m e m))

Determine-se o comprimento do lado do pentagono inscrito na circunferéncia de raio 1:
. (180 . ) o
Seja S, =2sin| — | , o comprimento do lado do poligono regular de n lados inscrito

n

numa circunferéncia de raio 1 (ver teorema da pag. 17, Martin, 1997).

Assim, S, = ZSin(?] = 23in(36°): /¥

Determine-se o comprimento do lado BG sabendo que %:ﬁ pois ambos séo
raios da mesma circunferéncia. Para tal tomemos os tridngulos rectingulos AADB e
AAEB.

G DB
7N
N 2

| —

Figura 4: Construcdo 1.2 (parte 3 de 3)

Em primeiro lugar temos

(8 - (A + (8 -( ]+t

Portanto,
5.2
2
Logo,
AE —DE-AD = Y2~1
2
Como

12
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(BEY - (RE + (A8} < BE = |22
Entdo, pode-se concluir que BE =BG = ¥ .

Os lados do pentagono GH e HI foram gerados pela interseccédo de circunferéncias

de raio BG com a circunferéncia A;, portanto pode-se garantir que estes também

5-/5 .
medem 5 de comprimento.

Os lados de um pentagono regular inscrito numa circunferéncia correspondem,

respectivamente, a um dos lados dos cinco triangulos isésceles cujo angulo ao centro

tem de amplitude 72°. Provdmos que quatro desses triangulos sdo geometricamente

iguais, assim sendo, o angulo ao centro do triangulo que tem lado 1J também tera de

amplitude 72° e portanto esse lado tera de medir 1/% .

Construcéo 1.3 (Proposicdo 46 do livro | dos Elementos de Euclides):: Dado o

segmento de recta AB , construir os pontos E e F tal que LJABEF seja um quadrado.

Figura 5: Construgdao 1 3

Descri¢cdo da construcéo:

Seja AB o segmento de recta entre A e B. Construa-se a circunferéncia A; e a semi-

recta BA. A interseccdo de BA com A; dard origem a um novo ponto, designe-se por

C esse ponto. Construa-se as circunferéncias C; e B. . Da interseccdo destas

resultam dois novos pontos, designe-se por G e H esses pontos. Construa-se a recta

13
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que contém G e H e designe-se por m (mediatriz de @). A interseccdo de m com Ag

dara origem a dois novos pontos, tome-se um deles e designe-se por E. Construa-se a
circunferéncia B, e a semi-recta Né A interseccdo de ﬁ com B, dara origem a
um novo ponto, designe-se por D esse ponto. Construa-se as circunferéncias D, e
A, . Da intersecgdo destas resultam dois novos pontos, designe-se por | e J esses
pontos. Construa-se a recta que contém | e J e designe-se por m’ (mediatriz de E).

A interseccédo de m’ com B, dara origem a dois novos pontos, tome-se o0 ponto mais

proximo de E e designe-se por F.
Teremos de justificar que LIABEF se trata de um quadrado, vejamos:

O segmento de recta AB é raio das circunferéncias A; e B,, também AE e FB
sao raios dessas circunferéncias, pois os pontos E e F foram obtidos pela interseccdo
das referidas circunferéncias com as mediatrizes dos diametros CB e AD ,

respectivamente. Os segmentos de recta AE e FB sdo perpendiculares a AB, pois

E e F estdo contidos nas mediatrizes m e m’. Assim, podemos concluir que
AB =FB = AE.

Se construirmos a diagonal AF  obtemos os triangulos AABF e AAFE que terdo dois
lados e um angulo iguais, logo pelo critério AA podemos concluir também que
EF = AE e EF 1 AE.

Se construirmos a diagonal EB obtemos os triangulos ABFE e ABAE que terdo dois
lados e um angulo iguais, logo pelo critério AA podemos concluir também que

EF =FB e EF L FB.

Em suma, se AB_LFB L EF L AE e AB=FB=EF = AE podemos concluir que

LIABEF é um quadrado.

14
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Construcao 1.4 (Proposicdo 5 do livro IV dos Elementos de Euclides): Num

tridngulo dado circunscrever um circulo.

Figura 6: Construgao 1.4

Descri¢cdo da construcéo:
Seja AABC o triangulo de lados AB , BC e CA. Construa-se as circunferéncias Az e
B, . A interseccéo das circunferéncias A; e B, dard origem a dois novos pontos,

designe-se por D e E esses pontos. Construa-se a recta que contém D e E e designe-

se por m (mediatriz de E). Construa-se as circunferéncias B. e C;. A interseccdo

das circunferéncias B, e C, dar& origem a dois novos pontos, designe-se por F e G

esses pontos. Construa-se a recta m’ que contém F e G (mediatriz de ﬁ). A

interseccao das rectas m e m’ dara origem a um novo ponto, designe-se por O esse
ponto. Por fim construa-se a circunferéncia O, .
Vejamos que a circunferéncia O, circunscreve o triangulo AABC:

Na recta m encontram-se todos os pontos equidistantes de A e B, pois m € a mediatriz

de AB.

Na recta m’ encontram-se todos o0s pontos equidistantes de B e C, pois m’ é a

mediatriz de E

Na interseccdo de m e m’ (ponto O) encontra-se o0 ponto equidistante de A, B e C,
vértices do triangulo AABC. Assim, podemos concluir que a circunferéncia O, contém

0s pontos B e C e que circunscreve o triangulo dado.

15
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Construcdo 1.5 (Proposicdo 2 do livro | dos Elementos de Euclides): Num

triangulo dado inscrever um circulo.

Descri¢cdo da construcéo:

Seja AABC o triangulo com os lados ﬁ BC e CA. Construa-se a circunferéncia

C,e asemi-recta CB. A interseccdo da circunferéncia C, com CB dara origem a um

novo ponto, designe-se por Z esse ponto. Construa-se o segmento de recta AZ e as
circunferéncias A, e Z,. A intersec¢do das circunferéncias A, e Z,dara origem a
dois novos pontos, designe-se por V e X esses pontos. Construa-se a recta que
contém V e X e designe-se por m’’ (mediatriz de E). Construa-se a circunferéncia
Ag; e a semi-recta AC . A interseccdo da circunferéncia A; com AC dara origem a
um novo ponto, designe-se por D esse ponto. Construa-se o segmento de recta BD e
as circunferéncias D, e By . A interseccéo das circunferéncias D, e B dar& origem
a dois novos pontos, designe-se por F e E esses pontos. Construa-se a recta que

contém F e E e designe-se por m (mediatriz de BD).

Figura 7: Construcdo 1.5 (parte 1 de 3)

Construa-se a circunferéncia B, e a semi-recta BC . A intersecgéo da circunferéncia
B, com BC dara origem a um novo ponto, designe-se por G esse ponto. Construa-
se o segmento de recta AG e as circunferéncias A, e G, . A interseccdo das

circunferéncias A, e G,dara origem a dois novos pontos, designe-se por | e H esses

16
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pontos. Construa-se a recta que contém | e H e designe-se por m’ (mediatriz de E).

Da interseccdo de m, m’ e m’’ resulta um novo ponto, designe-se por O esse ponto.

BA

y, AW

Figura 8: Construgdo 1.5 (parte 2 de 3)

Note-se que na representacao grafica que se segue omitiu-se parte desta construcao
de modo a tornar mais perceptivel a ilustragao gréfica.

Construa-se a recta AC e considere-se um ponto J sobre essa recta. Construa-se a
circunferéncia O, . A interseccdo de O, com AC dard origem a um novo ponto,
designe-se por K esse ponto. Construa-se as circunferéncias J, e K, . Da
interseccéo destas circunferéncias resultam dois novos pontos, considere-se um deles

e denomine-se por M. Construa-se o segmento de recta OM . Este segmento de recta

esta contido na mediatriz do segmento de recta que contém J e K. A intersecgdo do
segmento de recta OM com o triangulo AABC dara origem a um novo ponto, designe-
se por N esse ponto. Construa-se a recta BC e considere-se um ponto P sobre essa
recta. Construa-se a circunferéncia O, . A interseccdo de O, com BC dara origem a

um novo ponto, designe-se por Q esse ponto. Construa-se as circunferéncias P, e
Qs . Ainterseccdo destas circunferéncias dara origem a dois novos pontos, considere-

se um deles e designe-se por R. Construa-se o segmento de recta OR , este

segmento de recta esta contido na mediatriz do segmento de recta que contém P e Q.

A interseccdo do segmento de recta OR com o triangulo AABC dara origem a um

17
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novo ponto, designe-se por W esse ponto. Construa-se a recta AB e considere-se um
ponto S sobre essa recta. Construa-se a circunferéncia O . A intersec¢do de O4 com
AB dara origem a um novo ponto, designe-se por T esse ponto. Construa-se as
circunferéncias Ty e S;. A interseccdo destas circunferéncias dard origem a dois
novos pontos, considere-se um deles e designe-se por U. Construa-se o segmento de

recta OU, este segmento de recta esta contido na mediatriz do segmento de recta

que contém T e S. A interseccdo do segmento de recta OU com o triangulo AABC
dard origem a um novo ponto, designe-se por Y esse ponto. Por fim construa-se a

circunferéncia O, .

Figura 9: Construgdo 1.5 (parte 3 de 3)

Vejamos que a circunferéncia O,, se encontra inscrita no triangulo AABC:

As rectas m, m’ e m’’ bissectam os angulos BAC, ABC e ACB, respectivamente
(Proposicéo 9 do livro | de Euclides). Desta forma construiu-se o ponto O que serd o

centro da circunferéncia que se quer inscrever.
Os segmentos de recta OM,OR e OU séo perpendiculares aos lados do triangulo

dado, pois estdo contidos nas mediatrizes dos segmentos de recta que contém os
pontosJe K, P e Qe Te S, respectivamente.

O triangulo AOAY é semelhante a AOAN, pelo critério LAL, assim como os tridngulos

AOBN e AOBW e os triangulos AOCW e AOCY.
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Desta forma, pode-se concluir que os segmentos de recta OM ,OR e OU s&o iguais

e assim prova-se que a circunferéncia O,, esté inscrita no triangulo dado.
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2 A Régua e o Compasso

A régua e o compasso sao instrumentos de medida conhecidos e usados
vulgarmente em diversas situacfes do quotidiano, mas a régua que conhecemos €&
graduada e o compasso permite tracar circunferéncias com o comprimento de raio que
se pretenda. Neste capitulo iremos usar um compasso e uma régua com
caracteristicas diferentes, digamos que o compasso esta “sem memoéria” e que a
régua ndo € graduada, portanto ndo permitem a conservacao de comprimentos ou
distancias.

A régua apenas podera ser utilizada para tracar rectas, passando por pontos
dados, e 0 compasso s6 podera tracar circunferéncias com centro num ponto dado e
que passe por um ponto também ja construido.

Ao longo deste capitulo iremos demonstrar diversos resultados com o intuito de
averiguar quais os pontos possiveis de construir, geometricamente, usando estes
instrumentos com caracteristicas tdo peculiares. Tal como no capitulo anterior, todas
as demonstragfes apresentadas serdo acompanhadas da imagem gréfica.

Utilizaremos o plano cartesiano para representar os pontos construidos
possibilitando desta forma a associagdo da geometria a algebra.

Como ¢é conhecido, o plano cartesiano é obtido fixando duas rectas
perpendiculares no plano euclideano. Ao ponto de intersec¢cdo destas rectas
chamamos origem, a uma das rectas chamamos eixo das abcissas (ou eixo dos xx) e
a outra eixo das ordenadas (ou eixo dos yy). Atribuimos a cada um dos eixos uma
métrica e uma orienta¢do, por meio de uma bijeccdo com o conjunto dos numeros
reais, de tal modo que a origem corresponde ao niimero zero. E habitual representar o
eixo das abcissas na horizontal com direccdo positiva para a direita e o eixo das
ordenadas na vertical com direccdo positiva para cima, e é isso que faremos nas
ilustracdes que se seguem.

Os pontos representados no plano cartesiano podem ser escritos sob a forma
de pares ordenados procedendo-se da seguinte forma: consideramos um ponto P do
plano e tracamos a recta perpendicular ao eixo das abcissas que passa por P, obtendo
a sua primeira coordenada, x, como o valor do eixo no ponto de intersecgéo; tragcamos
também a perpendicular ao eixo das ordenadas que passa por P e obtemos
analogamente a segunda coordenada, y. Desta forma, escrevemos o ponto P sob a

forma de par ordenado (x,y).
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Y

Figura 10: Plano cartesiano

Comecemos o capitulo denominando o0s pontos, rectas, circunferéncias e
nameros obtidos por estes instrumentos, por ponto-régua-e-compasso, recta-régua-e-
compasso, circunferéncia-régua-e-compasso e nimero-régua-e-compasso, respectiva-
mente, e formalizando estas denominacdes utilizando definigcdes.

Iremos tomar dois pontos-régua-e-compasso de partida PO e P1, e usar o plano
cartesianos para os representar geometricamente sob a forma de pares ordenados:
P0=(0,0) e P1=(1,0).

Definicdo 2.1: Sejam P0=(0,0) e P1=(1,0) dois pontos-rc do plano cartesiano. Um

ponto do plano € um ponto-régua-e-compasso (ponto-rc) se for o ultimo de uma
sequéncia finita PO, P1, P2, P3, ..., Pn em que cada ponto da sequéncia é obtido de uma
das trés formas seguintes:
0] Como intersecgcdo de uma recta que passa por dois pontos anteriores da
sequéncia com uma circunferéncia passando por um ponto anterior da

sequéncia e com centro hum ponto anterior da sequéncia.

Exemplo: O ponto P2 resulta da interseccdo da recta POP1 com a

circunferéncia PO, .
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p2\ PO 1

Figura 11: Defini¢do 2.1 (i)

(ii) Como interseccdo de duas circunferéncias, cada uma das quais passando
por um ponto anterior da sequéncia e com centro num ponto anterior da
sequéncia.

Exemplo: Os pontos P3 e P4 resultam da intersec¢do das circunferéncias

P2, e Pl,,.
P3
1
1
p2\ PO 1
P4

Figura 12: Definicdo 2.1 (ii)

(i) Como interseccdo de duas rectas, cada uma das quais passando por dois

pontos anteriores da sequéncia.

Exemplo: O ponto P5 foi obtido pela intersecgdo da circunferéncia P3,

com a recta P4P1 (ii). O ponto P6 resulta da interseccdo das rectas P2P5 e
P1P3.
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P3

PG P5

P4

Figura 13: Defini¢do 2.1 (iii)
Uma recta do plano é uma recta-régua-e-compasso (recta-rc) se passa por dois
pontos-rc. Uma circunferéncia do plano é uma circunferéncia-régua-e-compasso

(circunferéncia-rc) se passa por um ponto-rc e tem como centro um ponto-rc. Um

namero x € um nimero-régua-e-compasso (numero-rc) se (x,0) € um ponto-rc.

Vamos dar inicio as construgfes geométricas com a régua e o compasso comecgando

por enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.2:
a) O ponto de interseccao de duas rectas-rc € um ponto-rc;
b) O ponto de intersec¢éo de uma recta-rc e uma circunferéncia-rc € um ponto-rc;

c) O ponto de interseccédo de duas circunferéncias-rc € um ponto-rc.

Demonstracéo:
a) Vamos supor que Z € o ponto de interseccdo de duas rectas-rcr, e I,. Entdo

podemos considerar T e Q dois pontos-rc em I; e R e S dois pontos-rcem I, .
Assim, os pontos T, Q, R e S sdo os ultimos das sequéncias finitas P1, P2, T1,
12, ..., T; PI, P2, Q1I, Q2, ..., Q; PI, P2, RI, R2, ..., R; Pl, P2, SI, §2, ..., §,
respectivamente. Assim, pela definicdo 2.1 o ponto Z é um ponto-rc, pois foi
obtido pela interseccéo de rectas que contém pontos da sequéncia finita P1, P2,
71, 12,,...,.01, 02, ..,O,RI, R2,..., R.SI, S2,...5,Z.
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b o l“*\
Ti"» PO } 1 .
7 /P1
R—<S
Q

Figura 14: Teorema 2.2 a)

b) Vamos supor que Z é um ponto de intersec¢do da recta-rc I, com a
circunferéncia-rc R, os pontos P e Q s&@o pontos-rc em I, os pontos R e S séo
pontos-rc em R, . A interseccdo da recta-rc I, com a circunferéncia régua

compasso R, dara origem ao ponto Z. Assim, pela definicéo 2.1 o ponto Z é um
ponto-rc, pois foi obtido pela interseccdo de uma recta e uma circunferéncia
que contém pontos da sequéncia finita PI, P2, P3,...P,Q0l, Q2, ...,.O,RI, R2,...,
RSI, S2,..8Z.

Figura 15: Teorema 2.2 b)

c) Vamos supor que Z € um ponto de interseccdo de duas circunferéncias-rc P, e
R, os pontos P e Q séo pontos-rc em P,, 0s pontos R e S séo pontos-rc em

R, . A interseccéo das circunferéncias P, e R, dara origem ao ponto Z. Assim,

pela definicdo 2.1 o ponto Z € um ponto-rc, pois foi obtido pela interseccédo de
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circunferéncias que contém pontos da sequéncia finita PI, P2, P3,...,.P,Ql, Q2,
ORI, R2,..., RSI, S2,..5,Z

Figura 16: Teorema 2.2 c)

Teorema 2.3: Se A, B, C séo trés pontos-rc entédo Az, € uma circunferéncia-rc.

Demonstracgao:

Vamos supor que A, B e C sédo pontos-rc. Seja D um dos dois pontos de intersecgéo

das circunferéncias-rc A; e B, . Entéo, pelo teorema 2.2 o ponto D é ponto-rc. Seja E
um ponto de intersecgdo da circunferéncia-rc B, com a recta-rc DB de tal forma que
D-B-E. Entéo, pelo teorema 2.2 o ponto E é ponto-rc. Seja F um ponto de interseccao
da circunferéncia-rc D com a recta-rc DA de tal forma que D-A-F. Entdo, pelo
teorema 2.2 o ponto F é ponto-rc. Se BC = AF (construgdo 1.1) entdo Ay, = A-. Como

os pontos F e A séo ponto-rc a circunferéncia Ag. também sera.

Figura 17: Teorema 2.3
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Teorema 2.4:
a) Os eixos coordenados sé&o rectas-rc.
b) Todos os pontos (p,0), (-p,0), (O,p) e (0,-p) séo pontos-rc se um deles for ponto-
rc.
¢) O ndmero x € numero-rc se e s6 se —x for nimero-rc.
d) O ponto de coordenadas (p,q) € ponto-rc se e s6 se p e g forem ambos

ndmeros-rc.

Demonstracéo:
a) O eixo Ox € recta-rc, pois contém os pontos-rc P1=(0,0) e P2=(1,0) (definicdo
2.1).

Consideremos P1;, uma circunferéncia-rc de raio 1 e Ox uma recta-rc. Pela
definigdo 2.1 (ii) o ponto P3=(-1,0) é um ponto-rc. Consideremos P3,, e P2,

duas circunferéncias-rc, pela definicdo 2.1 a sua interseccao dara origem a um
ponto-rc, designe-se por P4 esse ponto. O ponto P4 pertence ao eixo Oy, pois

os segmentos de recta P1IP3 e P1P2 s&o raios da circunferéncia Plp, .

Assim, P4 encontra-se na mediatriz de P3 e P2, ou seja no eixo Oy. Como P1 e
P4 sdo dois pontos-rc, pela definicdo 2.1 podemos afirmar que a recta que

passa por eles é recta-rc, logo o eixo Oy é recta-rc.

P4
P3P2 P1P2 P2P3

>

P3 P1 /P2

Figura 18: Teorema 2.4 a)

b) Vamos supor que (0,p) € um ponto-rc. A circunferéncia de centro em (0,0) que
passo por (0,p) € uma circunferéncia-rc, pela definicdo 2.1. A interseccdo da
circunferéncia-rc com os eixos coordenados vai gerar pontos-rc (pela definicdo
2.1 (ii)), pois os eixos coordenados sao rectas-rc, como demonstrado na alinea
anterior. Assim, podemos concluir que os pontos (0,-p), (p,0) e (-p,0) séo pontos-

rc.
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Demonstra-se analogamente para os casos em que um dos pontos de

coordenadas (-p,0), (0,p) e (0,-p) € ponto-rc.

(0,p)

1

1
(-p,0) (0,0) (p,0)

(Or-p)

Figura 19: Teorema 2.4 b)

c) Seja x um numero nuamero-rc qualquer e consideremos A=(x,0) um ponto-rc.
Por b) podemos afirmar que (-x,0) é ponto-rc. Assim, pela definicdo 2.1
podemos concluir que —x é namero-rc. Demonstra-se analogamente se para o

caso em que —x é numero-rc.

B=(-x,0) A=(x,0)

Figura 20: Teorema 2.4 c)

d) Sejam p e q dois numeros-rc e consideremos A=(p,0) e B=(q,0) pontos-rc. Por
b) podemos afirmar que os pontos (-p,0), (-g,0), (0,-p), (0,-q), (0,p) e (0,g) sé&o
pontos-rc. Se construirmos a circunferéncia-rc com centro em (p,0) que passa
em (0,0), a intersecgdo desta circunferéncia com a circunferéncia-rc de centro
em (0,p) que passa em (0,0) dara origem ao ponto (p,p). Analogamente se
constréi o ponto (g,g). A recta-rc que passa pelos pontos (p,p) e (p,0)

intersectada com a recta que passa pelos pontos (q,q) e (0,q) dara origem ao

ponto-rc (p,q).
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BN

A

@,m (P9 (@9

%(m 0) [(g,0

(0,-a)

('qro)

Figura 21: Teorema 2.4 d)

Demonstremos de seguida o reciproco:

Sejam (p,q) as coordenadas de um ponto-rc. Construimos a circunferéncia-rc cl de
centro em (0,0) que contém (p,q). A intersecgdo de c1 com os eixos coordenados dara
origem a quatro pontos-rc (teorema 2.2). Vamos considerar os pontos A e D como a
interseccdo da circunferéncia cl com o0s semi-eixos positivos do Ox e Oy,
respectivamente. Construimos as circunferéncias-rc c2 e c3 de centro em A e centro
em D, respectivamente, que passam por (p,q). Construimos a recta-rc que passa por
(p,q) e B e a recta-rc que passa por (p,q) e C. A interseccdo da primeira com eixo do
Ox dara origem a um novo ponto-rc de coordenadas (p,0), por outro lado a interseccéo
da segunda dara origem a um novo ponto-rc de coordenadas (0,q). Portanto, por

definicdo de nimero-rc podemos concluir que p e q S&o numeros-rc.
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c3
D l
C
©.a) @
c2
1
B

Figura 22: Teorema 2.4 (reciproco)

Lema 2.5: Dado um ponto-rc P e uma recta-rc r a recta perpendicular a r que contém
P é recta-rc.

Demonstracgao:
Seja r uma recta-rc e P um ponto-rc. Suponhamos em primeiro lugar que P nao incide

em r. Como r é recta-rc contém pelo menos dois pontos-rc, A e B. Construimos as
circunferéncias B, e A, , a sua intersec¢do dara origem a um novo ponto-rc ao qual

chamamos C. Como A e B pertencem a recta r e se encontram a igual distancia de C e

P, vemos que r € a mediatriz do segmento de recta CP. Assim, podemos concluir que

arecta CP é perpendicular a r e como passa por dois pontos-rc € uma recta-rc.

BP

AP

Figura 23: Lema 2.5 (12 caso)

Vejamos de seguida o caso em que P incide na recta r:

30



Construcoes Geométricas

Seja r uma recta-rc e P um ponto-rc pertencente a r. Como r € uma recta-rc contém
pelo menos dois pontos-rc, A e B. Construimos a circunferéncia-rc P, . A interseccéo
desta com a recta r dard origem a um novo ponto-rc que denominamos por C.
Construimos as circunferéncias C; e B, a sua intersec¢édo dara origem a dois novos
pontos-rc aos quais chamamos D e E. Como C e B pertencem a recta r e se
encontram a igual distancia de D e E, entdo r é a mediatriz do segmento de recta DE .

Como P é centro da circunferéncia P, incide no segmento de recta DE . Assim,

podemos concluir que a recta DE é perpendicular a r e como passa por dois pontos-rc

€ uma recta-rc.

Figura 24: lema 2.5 (22 caso)

Lema 2.6: Dado um ponto P ponto-rc e uma recta r recta-rc a recta paralela a r que

passa por P é recta-rc.

Demonstracao:
Seja r uma recta-rc e P um ponto-rc. Construimos a recta s perpendicular a r que
passa em P (lema 2.5). De seguida construimos a recta t perpendicular a s que passa

pelo ponto P. Assim, podemos concluir que t é paralelaar.
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- B

Figura 25: lema 2.6

Definicdo 2.7: A mediatriz de um segmento de recta AB ¢é a recta perpendicular a

AB que contém o seu ponto médio.

Lema 2.8: Dados dois pontos-rc A e B, a mediatriz do segmento de recta AB e 0

ponto médio deste sao recta-rc e ponto-rc, respectivamente.

Demonstracgao:

Construimos o segmento de recta AB e as circunferéncias-rc A; e B, . Alinterseccdo
das circunferéncias dard origem aos pontos-rc C e D. Construimos a recta-rc CD
(mediatriz do segmento de recta E), a interseccao desta recta com o segmento de
recta AB dara origem ao ponto-rc M (ponto médio do segmento de recta AB ). Assim,

podemos concluir que a mediatriz (CD) e o ponto médio (M) de AB sdo recta-rc e

ponto-rc, respectivamente.
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AB

Figura 26: Lema 2.8

De seguida iremos estudar construcdes relacionadas com a inversdo. Comecemos por

definir esta transformagé@o geométrica:

Definicdo 2.9: Seja ¢ uma circunferéncia de raio r e centro O e P um ponto qualquer,

tal que P n&o coincide com O. O inverso P’ de P em relacdo a C é o Unico ponto P’

pertencente & semi-recta OP tal que (ﬁ’)(@): re.

A definicdo enunciada esta expressa em termos de medida, mas de seguida iremos
verificar que com as ferramentas régua e compasso gue estamos a utilizar, aos quais
foi retirada a capacidade de medida, é possivel construir o inverso de um ponto.
Portanto, podiamos apresentar como alternativa a definicdo 2.9 uma definicdo de
inverso de um ponto como aquele que € obtido pelas construgdes descritas no lema

gue se segue. Esta definicdo seria completamente independente da nocdo de medida.

Lema 2.10: Dados dois pontos-rc A e C, o inverso de qualquer ponto em relagéo a

circunferéncia-rc A, também é um ponto-rc.

Demonstracao:

Na realizacdo desta demonstragdo teremos de considerar trés casos: P um ponto-rc

exterior a A., P um ponto-rc interior a A. e P um ponto-rc que incide em A. .
e Sejam A e C dois pontos-rc e P um ponto-rc exterior a A.. Construimos a recta-rc

AP. O ponto médio do segmento de recta AP é um ponto-rc (lema 2.8), denominemos
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por E esse ponto. Construimos a circunferéncia-rc E, . A sua interseccdo com a
circunferéncia A, dara origem a um novo ponto-rc, denominemos por F o ponto de

interseccdo. Construimos a recta-rc perpendicular a AP que passa por F (lema 2.5). A
interseccdo da perpendicular com AP dard origem a P’. P’ é ponto-rc, pois resulta da
interseccao de rectas-rc.

Vejamos de seguida que o ponto P’ € o inverso do ponto P em relagédo a A :
O triangulo AAFP é rectangulo, pois esta inscrito numa semi-circunferéncia de E; .

Os triangulos AA4FP’ e AAPF sdo semelhantes, pelo critério AA, assim

% B % < AP'x AP = AF . Portanto, pela definicao 2.9, podemos concluir que P’

sera o inverso de P em relacéo a circunferéncia A .

EP

Figura 27: Lema 2.10 (12 caso)
e Sejam A e C dois pontos-rc e P um ponto-rc interior a A. . Construimos a semi-recta
AP e a perpendicular a esta que contém P. A interseccao da perpendicular com a
circunferéncia-rc A, dara origem a dois pontos-rc, tomamos um deles e denominamo-
lo F. Construimos o segmento de recta AF ea perpendicular a este que contém F. A

interseccéo desta perpendicular com a semi-recta AP dara origem a um novo ponto,

seja P’ esse ponto. P’ sera o inverso de P em relag&o a circunferéncia A .
Vejamos de seguida que o ponto P’ é o inverso do ponto P em relacéo a A.:
O triangulo AAFP’ é rectangulo, pois AF e FP' sdo perpendiculares. Os triangulos

AAFP’ e AAPF s&o semelhantes, pelo critério AA.
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Assim, %z%@ﬁxﬁ:ﬁz. Portanto, pela definicdo 2.8, podemos concluir

que P’ sera o inverso de P em relacéo a circunferéncia A .

Figura 28: Lema 2.10 (22 caso)

e No caso em que P € um ponto-rc que incide em A., o inverso de P em relacéo a A,
€ o proprio P, logo é ponto-rc

De seguida iremos recorrer a conceitos e resultados da algebra para estudar o
conjunto de pontos-rc que se podem construir.

O primeiro conceito que vamos abordar € o de corpo que em mateméatica é muito mais
abrangente do que aqui necessitamos, iremos por isso restringir-nos a subconjuntos

dos nimeros reais.

Definicdo 2.11:

() Um subconjunto de numeros reais F chama-se um corpo se contém 0 e 1, e

satisfaz as seguintes condi¢des: para quaisquer numeros a, b, ¢ pertencentes a
a ~
F,com c#0, a+b,a-b,abe B estdo em F.
(i) Seja Q o corpo de numeros racionais e R o corpo de nimeros reais. O corpo F

€ euclideano se para cada x pertencente a F, se x>0 entéo Jx pertence a F.

Lema 2.12: Um subconjunto de nimeros reais F € um corpo se e sO se 0s nimeros 0

e 1 pertencem a F e para quaisquer a, b e ¢ pertencentes a F, com c diferente de zero,

a .
a-b e — também pertencem a F.
c

Demonstracao:
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Seja F um subconjunto de numeros reais que contém os elementos 0 e 1.
Suponhamos que para quaisquer a, b e ¢ pertencentes a F com c£0, a-b pertence a F e

a .
— também pertence a F.
c

Observacédo: De acordo com a definicdo 2.11 teremos apenas de garantir que a+b e
a.b pertencem a F.

Sejam a e b dois elementos de F quaisquer. Como 0 e b pertencem a F entdo 0-b=-b
também pertence a F. Logo a-(-b)=a+b pertence a F.

Se b=0 entdo a.b=a.0=0 pertence a F.

) 1 1 .
Se b for diferente de zero, Bpertence a F. Como B é diferente de zeroi também

pertence a F.

Como %: a.b, entdo a.b pertence a F.

b
Teorema 2.13: Os numeros-rc formam um corpo.

Demonstracgéo:
Como (1,0) e (0,0) séo pontos-rc 0 e 1 sdo nameros-rc.

Sejam x e y dois numeros-rc. Entdo (x,0) e (y,0) sdo pontos-rc. De acordo com o lema

. X .
2.12 basta garantir que x-y e —, para y diferente de zero, para que formem um corpo.
y

No entanto, como as constru¢des geométricas sao interessantes em si, vamos mostrar
também que a+y e a.y sdo nimeros-rc.
X Vamos mostrar que x+y € um ndmero-rc:

Pelo teorema 2.3 como P1=(0,0), A=(x,0) e B=(y,0) sdo trés pontos-rc, sabemos que
By,4 € uma circunferéncia-rc. A interseccdo desta circunferéncia com o eixo Ox daré

origem a dois pontos-rc em que um deles é (x+y,0). Logo x+y € um numero-rc.
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Figura 29: Teorema 2.13 (soma)

< Vamos mostrar que x-y € um ponto-rc:
Pelo Teorema 2.3, como P1=(0,0), A=(x,0) e B=(y,0) sdo trés pontos-rc sabemos que

Pl,; é uma circunferéncia-rc. A interseccéo desta circunferéncia-rc com o eixo Ox

dara origem a dois novos pontos-rc em que um deles € (x-y,0).

i
(010) (X'y,o) (XIO) (y,O)

v

Figura 30: Teorema 2.13 (diferenca)

X Vamos mostrar que x.y € um namero-rc:

Sejam P1=(0,0), P4=(0,1), A=(x,0), B=(y,0) e C=(0,y) cinco pontos-rc e consideremos a
recta-rc P4A. Pelo Lema 2.6, é possivel construir a recta-rc paralela a P4A que passa
em C. A interseccao dessa paralela com o eixo Ox dara origem a um ponto-rc ao qual

chamamos D.

37



Construcoes Geométricas

Teremos que demonstrar que o as coordenadas do ponto D séo (x.y,0), para tal iremos

considerar a relagdo de semelhanca entre os triangulos AP1P4A e APICD:

PID _CP1  PID_Y . PID-xy.
PIA 1 x 1
m\
Yo
1
(0,0) (x,0) v,0) (y.x,0)

Figura 31: Teorema 2.13 (produto)

. X ,
<> Vamos mostrar que se y diferente de zero, — € um ndmero-rc:
y

Sejam P1=(0,0), P4=(0,1), A=(x,0), B=(y,0) quatro pontos-rc e consideremos a
circunferéncia-rc com centro em Pl que passa por P4. Construimos o ponto-rc
B’=(y’,0) inverso de B em relagdo a circunferéncia referida (lema 2.8). Construimos a
circunferéncia com centro em P1 que passa por B’. A sua intersec¢do com o eixo Oy
daré origem a dois novos pontos-rc de coordenadas (0,y°) e (0,-y’). Chamemos C ao
ponto de coordenadas (0,y’). Construimos a recta-rc P4A e a recta-rc paralela a P4A
gue passa por C. A intersec¢do desta paralela com o eixo Ox dara origem ao ponto-rc
E.

X
Teremos que demonstrar que as coordenadas do ponto E sado (z,0)=( —,0), para tal
y

iremos considerar a relacdo de semelhanca entre os triangulos AP1P4A e APICE:

x 1 , X
—=— o XxXY=I&o =1,
z
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\

ﬁ
T
@\n’,

T

w

Y

Figura 32: Teorema 2.13 (quociente)

Como resultado do Teorema 2.13 surge o seguinte corolario:

Corolario 2.14: Todos os numeros racionais sdo ndmeros-rc.

Como o0 nimero 1 € um numero-rc e a soma de dois numeros-rc também €& um
namero-rc, entdo 2, 3, 4, ... também sdo numeros-rc, pois podem ser obtidos pela
soma de dois nameros-rc. Assim, podemos afirmar que os ndmeros naturais sdo
nameros-rc.

Como o nimero 0 é um numero-rc e a diferenca de dois nUmeros-rc € um ndmero-rc,
0s simétricos dos numeros naturais também séo numeros-rc. Logo, todos os ndmeros
inteiros sao régua e compasso.

Como os numeros-rc formam um corpo para quaisquer x e y inteiros, com y diferente

de zero, — é numero-rc, logo 0s nimeros racionais também sdo niumeros-rc.

< | x<

Teorema 2.15: Os niimeros-rc formam um corpo euclideano®.

Demonstracgéo:
Seja x um namero-rc positivo e sejam P1=(0,0), P2=(1,0)

e P=(-x,0) trés pontos-rc. Construimos a circunferéncia- 1

rc de centro em P que passa em P2. A interseccdo desta P P1 [\P2
com os eixos coordenados dara origem a trés novos

pontos-rc. Vamos tomar o novo ponto resultante da

Figura 33: Teorema 2.15

' Um corpo F diz-se corpo euclideano se para cada x pertencente a F, se x>0 entdo v X pertence aF.
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interseccdo com o eixo Ox e 0 ponto que resulta da interseccéo da circunferéncia com

0 semi eixo positivo Oy , denominemos por A e B esses pontos, respectivamente. Os

pontos-rc A e B tém coordenadas A = (Om) eB= (— B_Pl,o).

Pela definicdo 2.1, o numero a tal que a = P1A é namero-rc. Teremos mostrar que
Jatambém é um nimero-rc, vejamos:

Construimos as rectas-rc BA e AP2 e consideremos os triangulos rectangulos ABP1A e

AAP1P2. Os tridngulos sdo semelhantes por terem dois angulos de igual amplitude.

Assim podemos estabelecer a seguinte relacao:

SP1_PIA . BPixPIP2 = (PIAf
PIA PIP2

Como P1P2 =1, entdo +/BP1 = P1A

Como \/; € um numero-rc, pelo teorema 2.14 \/\/_ 24\& também é um numero-rc,

assim como 4\/_ =¥X e todas as raizes gue tenham como indice uma poténcia de

dois. Sera também possivel construir nUmeros-rc que resultem da soma, da diferenca,
do produto ou do gquociente de uma raiz que tenha como indice uma poténcia de dois

com um numero racional.
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3 O Compasso

No capitulo anterior, mostrdmos que € possivel construir geometricamente 0s
nameros racionais; todas as raizes de indice poténcia de dois e os numeros
resultantes da soma, diferenca, produto e quociente entre estes, utilizando a régua
apenas para tracar rectas, passando por pontos dados, e 0 compasso para tracar
circunferéncias com centro num ponto dado e que passe por um ponto também ja
construido.

Neste capitulo vamos restringir-nos a utilizacdo do compasso nas condi¢des,
referidas anteriormente, e mostrar o resultado conhecido como o “O Teorema de

Mohr-Mascheroni”.

Definicdo 3.1: consideremos os pontos do plano cartesiano P1=(0,0) e P2=(1,0). Um

ponto do plano é um ponto-compasso se for o Gltimo de uma sequéncia finita P1, P2,
P3, P4, ..., Pn ou for obtido pela interseccdo de duas circunferéncias que contenham
um ponto e o centro num ponto anterior da sequéncia.

Uma recta do plano é uma recta-compasso se passa por dois pontos compasso.
Uma circunferéncia do plano € uma circunferéncia-compasso se passa por um
ponto-compasso e tem como centro um ponto-compasso.

Um ndmero x € um nimero-compasso se (x,0) € um ponto-compasso.

Teorema 3.2: Os pontos de interseccdo de duas circunferéncias-compasso séo

pontos-compasso.

Demonstracgéo:

Sejam C, e C, duas circunferéncias-compasso e A, B, C e D quatro pontos-compasso
tais que ¢, =A; e C,=C,. Como A, B, C e D s&o pontos-compasso, entdo Sdo 0s
dltimos das sequéncias finitas P,P,, A, A,...,A; P,P,,B,,B,,...B;P,,,C,,C,,...Ce
P,P,,D,,D,,..., D, respectivamente. A interseccdo das circunferéncias ¢, e C, dara
origem a dois novos pontos que denominamos por E e F. Estes pontos séo os ultimos
das sequéncias finitas P,P,,A,A,...,AB,B,..B/C,C,,..CD,D,,.DE e
P.P,A A, AB,B,,..B/C,C,,..CD,D,,..D,F.

Assim, pela definicdo 3.1, E e F s&o pontos-compasso, pois resultam da intersecgéo

de duas circunferéncias-compasso que contém pontos da sequéncia finita

P.P,A,A,..AB,B,...BC,C,..C,D,D,..D,EF.
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CD

Figura 34: Teorema 3.2

Teorema 3.3: Se P e Q s&o dois pontos-compasso, a mediatriz de @ € uma recta-

compasso.

Demonstracgao:

Sejam P e Q dois pontos-compasso. Construimos as circunferéncias P, e Qs -
Denominemos por R e S os pontos-compasso resultantes da interseccdo de P, e Q»
(definicdo 3.1). Consideremos a recta t que passa por R e S (mediatriz de @). A recta

t € compasso, pois passa por dois pontos-compasso (definicdo 3.1).

PQ

Figura 35: Teorema 3.3

De seguida iremos utilizar uma transformagdo geométrica, a reflexdo, que serd uma

ferramenta muito Util. Comecemos por definir reflexao:
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Definicdo 3.4: Dado uma recta r, a reflexdo de eixo r é a transformacédo do plano que

a cada ponto P faz corresponder o Unico ponto, da recta perpendicular a r, que passa
por P, que estd a igual distancia de r e é distinto de P.

Teorema 3.5: O transformado de um ponto-compasso por uma reflexdo cujo eixo é

uma recta-compasso, € também um ponto-compasso.
Demonstracéo:

Seja r uma recta-compasso e sejam A e B dois pontos-compasso pertencentes a r.

Consideremos C um ponto-compasso exterior a recta. Construimos as circunferéncias-

compasso A. e B, . Estas circunferéncias intersectam-se no ponto C e num outro

ponto ao qual chamamos D. O ponto D resultante da intersec¢cdo de duas
circunferéncias-compasso € um ponto-compasso (definicdo 3.1). Como A e B se
encontram a igual distancia dos pontos-compasso C e D, podemos afirmar que a recta

AB é a mediatriz do segmento de recta CD. Sendo os pontos A e B pertencentes a

recta r, esta é a mediatriz do segmento de recta CD . Assim, podemos concluir que o

ponto D é a imagem do ponto C pela reflexao de eixo r.

Figura 36: Teorema 3.5

Teorema 3.6: Se A, B e C sdo trés pontos-compasso, entdo Ag. € uma circunferéncia-

compasso.
Demonstracgéo:

Sejam A, B e C trés pontos-compasso. Consideramos a recta-compasso r, mediatriz de

AB (teorema 3.3). Construimos o ponto-compasso C’ como uma reflexdo de C em
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relagdo a r (teorema 3.5). Assim, podemos concluir que A. = A, é uma

circunferéncia-compasso, pois a distancia AC' é igual a distancia BC .

AC'

c

Figura 37: Teorema 3.6

Teorema 3.7: Sejam A, B e C trés pontos-compasso, e sejam D e E os pontos de

interseccdo de A, e B, . Seja F tal que os pontos C e F séo pontos de intersec¢do de

D. e E.. Entdo A, é a circunferéncia-compasso A .
Demonstracgao:

Sejam A, B e C trés pontos-compasso, e D e E os pontos de interseccdo de A; e B,,

e seja F tal que os pontos C e F s&@o os pontos de intersecgéo de D, e E..

O comprimento do segmento de recta DB é igual ao comprimento do segmento de
recta DA, pois D é um ponto-compasso que resulta da interseccdo de Ag; e B,

(circunferéncias-compasso), como C e F sdo pontos-compasso da circunferéncia-
compasso D, o comprimento do segmento de recta DC é igual ao comprimento do

segmento de recta DF . Assim, podemos concluir que a distancia AF é igual a

distancia BC, portanto Ag. € a circunferéncia-compasso A .
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Figura 38: Teorema 3.7

Observacdo: No caso em que C se encontra na mediatriz de ﬁ, a demonstracéo

também é vélida, sendo que neste caso C=F.

Teorema 3.8 (Teorema do ponto-médio-compasso):

a) Se A e B sao pontos-compasso e N é um ponto tal que B é o ponto médio do

segmento de recta AN, entdo N é ponto-compasso.

b) Se A e B séo pontos-compasso e M é o ponto médio do segmento de recta

AB , entdo M é ponto-compasso.

Demonstracéo a):

Sejam A e B dois pontos-compasso. Construimos as circunferéncias A; e B, . SejaC
um ponto-compasso de intersec¢do das circunferéncias A; e B, . Construimos a

circunferéncia-compasso C; . A interseccdo desta com a circunferéncia B, dara
origem a num novo ponto-compasso que representamos por D. Construimos a
circunferéncia D. . A interseccdo de D, com a circunferéncia B, dard origem a um

novo ponto que designamos por N.

Como AABC e ABCD sdéo triangulos equilateros, esta construgdo permite gerar

s

triangulos equilateros, portanto ABDN também € um tridngulo equilatero. Como os

segmentos de recta BA e BN s&o raios da circunferéncia B, podemos concluir que

B é 0 ponto médio-compasso de AN .
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AB

Figura 39: Teorema 3.8 a)

Demonstracéo b):

Sejam A e B dois pontos-compasso, e seja N 0 ponto-compasso tal que B é o ponto
médio de AN . Construimos as circunferéncias-compasso Age N, . A intersec¢édo de
Ag e N, dard origem a dois novos pontos que designamos por E e F. Construimos as
circunferéncias-compasso F, e E, . Designamos por M o novo ponto-compasso

resultante da intersecgéo das circunferéncias F,e E, .

Vamos mostrar que M é ponto médio de AB :

Consideremos os triangulos AANE e AAEM. O triangulo AANE é isésceles, pois os
segmentosﬁ e NA tém o mesmo comprimento, uma vez que séo raios da mesma

circunferéncia (N ,). O triangulo AAEM também é is6sceles, pois tem dois lados com

igual comprimento (E_A = EM ) tratando-se de raios da mesma circunferéncia ( E ).

Os triangulos AAEM e AENA tém um angulo interno comum, como sao isésceles terao
dois angulos com a mesma amplitude, assim pelo critério AA podemos afirmar que os

triangulos AAEM e AENA séo semelhantes.

Consideremos a seguinte relacéo:

AN AE _2AB AB AB  — AB
AE AM AB AM AM 2
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(nota: AE = AB, pois s&o raios da circunferéncia-compasso Ay ).

Assim, podemos concluir que M é o ponto médio de AB .

Figura 40: Teorema 3.8 b)

Teorema 3.9:

a) Se A e B séo dois pontos-compasso e n um numero inteiro positivo, entdo o

ponto F em AB , de tal forma que AF =nAB é ponto-compasso.

b) Se A e B sado dois pontos-compasso € n um ndmero inteiro positivo, entdo o
AB

ponto Q em ﬁ?; , de tal forma que A_Q = —, é ponto-compasso.
n

Demonstracéo a):

Demonstracdo analoga a do teorema 3.8 a) usando um processo iterativo.

Demonstracéo b):

Sejam A e B dois pontos-compasso. E seja N um ponto-compasso resultante do
processo iterativo (teorema 3.8 a)), tal que AF =nAB . Construimos a circunferéncia-
compasso N,. A interseccdo de N, com a circunferéncia A; dard origem a dois

novos pontos que designamos por F e G. Construimos as circunferéncias F, e G,.

Chamamos Q ao novo ponto-compasso resultante da intersec¢édo das circunferéncias

F,.eG,.
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Vejamos se 0 ponto-compasso Q é tal que AF =nAB:
Os tridngulos AAFQ e AFNA sdo isOGsceles e semelhantes, portanto consideremos a
seguinte relacgéo:

AN AF  nAB AF

e ==& =

QF AQ AF  AQ nAB nAB

3
1
|\
3
1
|\
0
3
1

(nota: AF = AB, pois s&o raios da circunferéncia-compasso Ay ).

Figura 41: Teorema 3.9 b)

Nos teoremas 3.8 e 3.9 analisamos os transformados de pontos-compasso, por meio
de uma inversédo (ver definicdo 2.8), em casos particulares. De seguida, iremos
estudar um caso geral.

Lema 3.10: Se A, B e C sdo pontos-compasso tal que C é exterior a circunferéncia Ag

, entdo o ponto C’, inverso a C em relagéo a circunferéncia A, é ponto-compasso.

Demonstracao:

7 BN

Sejam A, B e C pontos-compasso tal que C é exterior a circunferéncia A; .
Construimos a circunferéncia-compasso C,. A interseccdo da circunferéncia C, com
a circunferéncia A dara origem a dois pontos-compasso que designamos por D e E.
Construimos a as circunferéncias D, e E,. Chamamos C’ ao novo ponto-compasso

resultante da intersec¢dode D, e E, .
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Teremos de mostrar que C’ é o inverso de C em relacdo a Ag:

Consideremos os triangulos AADC’ e ADCA. Por construcdo os pontos D e E séo
equidistantes de C’ e de A, assim C’ pertence a AC.

7

Os triangulos AADC’ e ADCA sao isosceles. O triangulo AADC’ é isésceles, pois 0s
segmentos de recta DA e DC' s&o raios da circunferéncia D,. O triangulo ADCA é

isésceles, pois os segmentos de recta CD e CA sdo raios da circunferéncia C, .

Podemos também afirmar que os tridngulos AADC’ e ADCA sao semelhantes, pois sao

isosceles e tém um angulo em comum (critério A.A).

Assim, podemos considerar a seguinte relagéo:

AC _AD AC_AD L ACAC - AD
DC' AC' AD AC’'

Portanto, podemos concluir que C’ e C séo inversos em relacdo a A .

Figura 42: Lema 3.10

Lema 3.11: Se A, B e C sdo pontos-compasso tal que C é interior a circunferéncia Ag
e cuja distancia ao centro A é maior que metade do raio, entdo o ponto C’, inverso a C

em relagdo a circunferéncia A, , é ponto-compasso.

Demonstracao:

Sejam A, B e C pontos-compasso tal que C é interior a circunferéncia A; e cuja

distancia ao centro A é maior que metade do raio. Construimos a circunferéncia-
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compassoC, . A interseccdo das circunferéncias A; e C, dara origem a dois novos
pontos-compasso aos quais chamamos D e E. Construimos as circunferéncias-
compasso D,e E, . A sua intersec¢do dara origem a um novo ponto-compasso ao
qual chamamos C’. O ponto C’ é o inverso de C em relagdo a A; e a demonstragéo é

anéloga a do lema 3.10.

Figura 43: Lema 3.11

Lema 3.12: Se A, B e C sdo pontos-compasso tal que C & interior a circunferéncia Ag
e cuja distancia ao centro A é menor que metade do raio, entdo o ponto C’, inverso a C

em relagdo a circunferéncia A, , é ponto-compasso.

Demonstracao:

Consideramos a circunferéncia-compasso A; e 0 ponto-compasso C interior a

circunferéncia e cuja distancia ao centro A € menor que metade do raio. Aplicamos a
construcdo realizada na demonstracdo do teorema 3.7 a) tantas vezes quanto
necessario até obtermos um ponto cuja distancia ao centro A seja maior que metade

do raio, denominamos esse ponto por I.
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Figura 44: Lema 3.12 (parte 1 de 3)
De seguida aplicamos a construcdo realizada na demonstracdo do lema 3.11 e

obtemos o ponto 7’ inverso a | em relagéo a A; .

Figura 45: Lema 3.12 (parte 2 de 3)

Aplicamos ao ponto I’ a construcdo realizada na demonstracdo do teorema 3.7 a)
tantas vezes quanto as realizadas para obter o ponto I, no final desta construcédo

obteremos um ponto-compasso ao qual chamamos C'.
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Figura 46: Lema 3.12 (parte 3 de 3)

Teremos de mostrar que C’ é o inverso de C em relagdo a Ag:

No lema 3.11 mostrdmos que | e I’ sdo inversos em relagdo a A; , portanto
ALAI'=r2,
Por construgdo podemos afirmar que

AC' 1

AC'=nAl'ec> — ==
n n.AC

e AC=_1
AC'

Tomemos r=1e Al =n.AC.

AA = oAl s A=t oA=L oar-lac
Al n.AC n; n
AC'

AA =12 e nAC.LAC =r? < AC.AC =1
n

Lema 3.13: Sejam A, B e C trés pontos-compasso ndo colineares, com A equidistante

de B e C. Entdo a circunferéncia c¢’, que passa por A, B e C € uma circunferéncia-
compasso.
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Demonstragéo:

Consideremos A, B e C trés pontos-compasso, com A equidistante de B e C.

Construimos a circunferéncia-compasso A; . Construimos as circunferéncias-
compasso C, e B, . Chamemos D ao novo ponto-compasso resultante da

interseccdode C, e B,.
Seja O ponto-compasso e inverso de D em relagéo a Ay .

Por construcdo podemos afirmar que AB=AC=DB=DC=r. Como O e D séo

inversos em relagéo a A; , temos OAAD = EZ .

Por construcdo de D a recta AD é mediatriz do segmento de recta BC. Portanto, por

definicdo de inverso podemos afirmar que O também pertence a mediatriz do

segmento de recta AD . Entéo, conclui-se OB=0C .

Pelo critério LAL podemos afirmar que os triangulos AAOB e AABD sao semelhantes,

o R . .. AO AB . :
pois tém um angulo e dois lados proporcionais ﬁ:ﬁ Assim, podemos afirmar

que o triangulo AAOB é isoOsceles tal como AABD. Portanto, podemos concluir que
OA=0B.

Em suma, o ponto-compasso O é centro da circunferéncia que designamos por ¢’, que
passa pelos pontos-compasso A, B e C. Assim, concluimos que ¢’ é uma

circunferéncia-compasso.
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Figura 47: Lema 3.13

Teorema 3.14: A imagem de uma recta s, por uma inversao numa circunferéncia de

centro O e raio r, esta contida numa circunferéncia que contém o ponto O. A saber, o

Unico ponto que nao é imagem da recta s € o ponto O.
Demonstracgéo:
Seja ¢ uma circunferéncia de centro O e raio r e seja s uma recta que néo passa por O.

Consideremos a recta perpendicular a s que contétm O. A interseccdo dessa
perpendicular com a recta s dara origem a um ponto ao qual chamamos P.

Construimos o inverso de P em relagéo a ¢ e denominamo-lo P’. Seja | o ponto médio

de OP' e consideremos a circunferéncia ¢’ de centro | que passa por O e P’.

Vejamos que as imagens de todos 0s pontos pertencentes a s, por uma inversdao em

relacdo a c, estdo em ¢’

Seja Q um ponto qualquer pertencente a s. Construimos o inverso de Q em relagéo a c
e denominamo-lo Q’. Pela definicdo de inverso sabemos que OP.OP'=r? = 0Q.0Q' .
Os triangulos AOPQ e AOQ’P’ sdo semelhantes pelo critério LAL, pois tém um angulo
em comum e dois lados proporcionais (é):; = %). O tridangulo AOP’Q’ é rectangulo

em Q’, logo como OP' é um didmetro de ¢’ o ponto Q’ pertence ac’.
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Figura 48: Teorema 3.14

Teorema 3.15: Se A, B, C e D séo pontos-compasso de tal forma que AB intersecta

C, e se C nédo incide na recta AB, entdo se a recta AB intersecta a circunferéncia

C, , os pontos de intersec¢do de AB e C, sdo pontos-compasso.

Demonstracgéo:

Sejam A, B, C e D quatro pontos-compasso, r a recta-compasso que passa por Ae B e

C néo pertence a r. Consideremos a circunferéncia-compasso C,, .

Queremos mostrar que a intersecgdo da circunferéncia-compasso C, com a recta-

compasso r dara origem a pontos compasso:

Construimos a o ponto compasso C’ como uma reflexdo de C em relagdo a r (teorema

3.4). Construimos a circunferéncia-compasso C'., (Teorema 3.6). A interseccéo

destas duas circunferéncias vai dar origem a dois novos pontos-compasso que

denominamos por E e F. Os pontos E e F pertencem a r uma vez que r € a mediatriz

de C'C e resultam também da interseccdo de r com C .
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Figura 49: Teorema 3.15

Teorema 3.16: Se A, B e C séo trés pontos-compasso, entdo os pontos de interseccao

entre AB e A. sdo pontos-compasso.

Demonstracgao:

Sejam A, B e C trés pontos-compasso, r a recta-compasso que passa pelos pontos A e

B e s a recta-compasso que passa pelos pontos A e C. Consideremos a circunferéncia-

compasso A..

Suponhamos que r e s ndo sédo perpendiculares e mostremos que a interseccao de

A. com r dara origem a pontos-compasso:

Construimos o ponto-compasso C’ como imagem do ponto C pela reflexdo de eixo r.

Consideramos o ponto D tal que ACC’D é um paralelogramo. Da interseccao das
circunferéncias-compasso A... e C', (teorema 3.6) resultam dois novos pontos-
compasso. Verificamos facilmente que D é um destes pontos, pois a distancia AD é
igual distancia de C_C', assim como a distancia DC' é igual a CA. Portanto o ponto D

€ ponto-compasso e DC é uma diagonal do paralelogramo 4ACC’D, assim DC'<DC.

Construimos o ponto D’ como imagem do ponto D pela reflexdo de eixo r.

Construimos as circunferéncias D. e D'.. . E facil ver que C’ estd no interior da

circunferéncia D, uma vez que DC'< DC .Da intersecgédo de D.e D'.. sua resultam
dois novos pontos, tomamos um deles e denominamo-lo E. Construimos as

. A . 1
circunferéncias compasso D,. e D',
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Figura 50: Teorema 3.16 (parte 1 de 2)

Teremos que garantir que D,z e D',z se intersectam, para tal basta garantir que

AD < AE :

Tomemos M como o ponto médio do segmento de recta CC' e determinemos o

comprimento do segmento de recta AE .
Sabemos que
AD =CC'=2CM

Consideramos o tridngulo rectangulo AAMC e aplicamos o teorema de Pitagoras para

determinar C_M

oM =+(acf —(Am f

Assim, AD = 4(A_C)2 — 4(m)2
Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo rectangulo ADAE,

vem, AE =5(AC) —4(am f
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Podemos assim concluir que AD < AE e portanto as circunferéncias-compasso D .

e D'y intersectam-se, sendo P e Q o0s pontos-compasso resultantes dessa

interseccao.

Queremos mostrar que P e Q sdo os pontos de intersecgdo da recta compasso r e a

circunferéncia compasso A :

Por construcéo, recta r € mediatriz de D’ e D e por essa razdo P e Q pertencem ar.

Tomamos AC =1 e consideramos o triangulo rectangulo APAD. Aplicando o teorema

de Pitagoras verificamos que AP =1.

Para mostrar que A_Q=1 basta considerarmos o tridngulo rectangulo AQAD e

proceder de forma analoga.

Assim, podemos afirmar que os pontos P e Q sdo 0s pontos-compasso que resultam

da interseccdo de AB com A..

Figura 51: Teorema 3.16 (parte 2 de 2)

No caso em que r e s sdo perpendiculares seguimos uma constru¢cdo analoga, mas
tomamos o ponto D de tal forma que o segmento de recta DAseja um didametro da

circunferéncia C', .
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Dos teoremas 3.15 e 3.16 surge o seguinte resultado:

Teorema 3.17: Os pontos de interseccdo de uma recta-compasso e de uma

circunferéncia-compasso sdo pontos-compasso.

Lema 3.18: Seja ¢ uma circunferéncia-compasso de centro O e raio r e s uma recta-
compasso exterior a circunferéncia. A imagem da recta s pela inversdo em relacdo a c
esta contida numa circunferéncia-compasso que contém O, sendo este 0 Unico ponto

da circunferéncia de inversao que nao € imagem da recta s.

Demonstracgao:

Seja ¢ uma circunferéncia-compasso de centro em O e s uma recta-compasso exterior

a circunferéncia.

Vejamos em primeiro lugar que podemos tomar dois pontos-compasso A e B
equidistantes de O. Como por definicdo s tem dois pontos-compasso podemos tomar
um ponto em s tal que a distancia de OB é maior que a distancia de O a s. Tragando a
circunferéncia-compasso O a sua interseccéo com a recta s dara origem a um novo

ponto-compasso F, assim B e F sdo equidistantes de O. Pelo que vimos no teorema

3.14 os pontos F’ e B’ pertencem a circunferéncia s .

Figura 52: Lema 3.18
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Teorema 3.19: A interseccdo de duas rectas-compasso € um ponto-compasso.

Demonstracéo:

Consideremos r e s duas rectas-compasso nédo perpendiculares. Sejam A e B pontos-
compasso pertencentes a r e sejam C e D pontos-compasso pertencentes a s.

Construimos C’ como uma reflexdo do ponto C, tomando como eixo de reflexdo a
recta r. Construimos o ponto C’’ como imagem de C’ pela reflexdo de eixo s.
Construimos a circunferéncia-compasso que contém C, C’ e C’’ usando a construcdo
efectuada na demonstragdo do lema 3.13. O centro desta circunferéncia € um ponto-
compasso ao qual chamamos |I.

Como | é o centro da circunferéncia-compasso que passa por C, C’ e C’’ encontra-se

equidistante destes pontos, logo pertence a mediatriz de C’ e C’’ € a mediatriz de C’ e

C que sdo as rectas s e r, respectivamente.

Figura 53: Teorema 3.19

No caso em que r e s SA0 rectas-compasso perpendiculares teremos de construir o
ponto 4’ como imagem de A por uma reflexdo de eixo s. O ponto médio de Ae 4’

interseccao de s e r, sera um ponto-compasso pelo teorema 3.8.

Teorema 3.20: Se P e O sdo dois pontos-compasso, entdo existem pontos-compasso

Q,ReSem O, de tal forma que CIPQRS é um quadrado. (Resolucdo por compasso

do Problema de Napoleéo)

Demonstracgéo:
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Sejam O e P dois pontos-compasso e O, uma circunferéncia-compasso.

Seja R o ponto-compasso resultante da intersec¢éo da circunferéncia O, com a recta
OP (Teorema 3.17). Construimos a recta-compasso s que é a mediatriz de R e P. Da
interseccdo de O, com s resultam dois novos pontos-compasso que denominamos

por R e S. Construimos o poligono PQRS e por construcdo podemos afirmar que

LIPQRS é um quadrado.

OoP

Figura 54: Teorema 3.20

Teorema 3.21:

a) Se A B, C e D sdo pontos-compasso e se A= B, entdo existe um ponto-
compasso em AB ao qual chamamos E, de tal forma que AE =CD.

b) Se P e Q sdo pontos-compasso entdo PQ é um nimero-compasso.

Demonstragao a):

Sejam A, B, C e D quatro pontos-compasso e A = B. Consideremos a recta-compasso

AB. Construimos a circunferéncia-compasso A., e a sua intersecgdo com a recta-

compasso AB daré origem ao ponto-compasso E (teorema 3.17). A distancia de A a E

serd igual a distancia de C a D.
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ACD

Figura 55: Teorema 3.21 a)

Demonstracéo b):

Demonstracdo analoga a anterior tomando A=P1 e B=P2.

Lema 3.22:

Se p e g sdo pontos-compasso entdo p.q € um nimero-compasso

Demonstracao:

Tomemos 0s pontos-compasso de coordenadas (0,0), (0,1) e (1,0) e sejam p e q dois
nameros-compasso quaisquer. Sejam P e Q os pontos-compasso de coordenadas
(p,0) e (g,0), respectivamente. Construimos as circunferéncias-compasso de centro
(0,0) que passam por P e Q, respectivamente, e as rectas-compasso definidas pelos
eixos coordenados. A sua intersec¢cdo com 0s eixos coordenados dard origem a seis

Nnovos pontos-compasso, consideremos 0s pontos-compasso de coordenadas (0,q),
(0.p), (p.0) € (a,0).

Denominemos por s a recta-compasso que passa por (0,1) e (p,0). Construimos a
circunferéncia de centro (p,0) que passa em (0,0) e a circunferéncia de centro (0,p) que
passa em (0,0). A intersec¢do destas dard origem a um novo ponto-compasso ao qual

chamamos A.

Tomemos a recta que passa por A e P e denominamo-la r, por construcao esta sera

paralela ao eixo das ordenadas.

Construimos a circunferéncia de centro em P e com raio igual a distancia entre (0,q) e
(0,0). A interseccdo desta com r dar4d origem a dois novos pontos-compasso.

Tomemos o ponto mais préoximo de (0,q) e denominamo-lo B. Consideremos a recta-
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compasso que passa por B e (0,q) e denominamo-la t. Por construgcdo podemos

afirmar que t e s sdo rectas-compasso paralelas.

A interseccdo de t com o eixo das abcissas dara origem a um novo ponto-compasso
de coordenadas (p.g,0) (demonstracao anéloga a teorema 2.6). Assim, por definicdo de

namero-compasso podemos afirmar que p.q € himero-compasso.

/ p.0)

(p.0,0)

Figura 56: Lema 3.22

Dos resultados nos teoremas 3.2, 3.17 e 3.19 surge o seguinte resultado:

Teorema 3.23 (O Teorema de Mohr-Mascheroni): Um ponto é ponto-compasso se e

s0 se o ponto for ponto-rc.

Neste capitulo mostramos que € possivel usando apenas o compasso tracar 0s
mesmos pontos construidos com a régua nao graduada e o0 compasso que nao
conserva medidas, uma vez que criamos com o0 compasso a ferramenta régua ao
demonstrarmos os teoremas 3.17 e 3.19.
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4 A Régua

O resultado surpreendente do capitulo anterior suscita-nos a curiosidade de
averiguar a possibilidade de, utilizando apenas a régua para tracar rectas que passem
por dois pontos dados, construir geometricamente os mesmos pontos que foi possivel
construir usando a régua e 0 compassO Ou apenas O COmMpPasso com as
particularidades ja& mencionadas nos capitulos anteriores, a saber, régua néo

graduada e compasso que ndo permite transportar a medida do raio.

Vamos iniciar este capitulo com a demonstracdo de dois resultados que
servirdo de apoio para algumas demonstracdes a realizar posteriormente, usando

apenas a régua ndo graduada.

Teorema 4.1: Se AB e CD séo rectas paralelas distintas, E é o ponto de interseccéo

de AD com BC e F ¢ o ponto de interseccdo de AC com BD, entdo EF bissecta

AB e CD.

Demonstracgéo:

Sejam AB e CD duas rectas paralelas distintas. Construimos as rectas AD e BC.

Denominamos por E ponto de intersec¢do dessas rectas. De seguida, construimos as
rectas AC e BD , e denominamos por F o ponto resultante da sua interseccao.

Construimos a recta EF que intersecta as rectas AB e CD e da qual resultam dois

pontos que denominamos por M e L, respectivamente.

Podemos afirmar que os tridngulos AAME e ADLE s&o semelhantes, assim como 0s
tridangulos ABME e ACLE, pelo critério AA.

Logo, podemos considerar as seguintes relagoes:
AM _ME BM _ME
DL LE CL LE

Assim,

_E _ BI\/I_.LE
CL

Entao,
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Podemos igualmente afirmar que os triangulos AAMF e ACLF s&o semelhantes e os
tridangulos ABMF e ADLF também, pelo critério AA.

Assim, podemos considerar as seguintes relagoes:

AM _MF BM _MF
CL LF DL LF

Temos,

wF = BMLF
DL

logo,

W

CL DL

Portanto, ﬂ:%:% entdo DL=CL e AM =BM .
BM CL DL

Podemos concluir que EF bissecta AB e CD.

Figura 57: Teorema 4.1
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Corolario 4.2: Sejam P, Q e R trés pontos quaisquer ndo colineares. Seja M o ponto

médio de QR e S um ponto tal que S— P — Q. Seja T o ponto de interseccdo dos
segmentos de recta PR e W, e seja U a interseccdo da semi-recta a: com o

segmento de recta RS , entdo PU [|QR.
Demonstracgao:

Sejam P, Q e R trés pontos quaisquer e M o0 ponto médio de Q_R Tomemos S um

ponto tal que S—P — Q. Seja U’ o ponto de intersec¢do do segmento de recta RS com

a paralela & recta QR que contém P. Usando a construcdo do teorema 4.1 os

segmentos de recta PR e SM sdo concorrentes. Assim, T pertence a QU'. Portanto

U=Ue PU ||QR.

Q M R

%8

Figura 58: Corolario 4.2

De seguida iremos apresentar a definicdo formal para ponto, recta, circunferéncia e

coordenadas no plano cartesiano obtidos utilizando a régua ndo graduada.

Definicdo 4.3: Consideremos os pontos do plano cartesiano P1=(1,0), P2=(0,1)

P3=(2,0) e P4=(0,2). Um ponto do plano é um ponto-régua se for o ultimo de uma
sequéncia finita P1 P2 P3 P4 ... Pn em que cada ponto da sequéncia é obtido pela
interseccdo de duas rectas que contenham dois pontos anteriores da sequéncia.

Uma recta do plano é uma recta-régua se passa por dois pontos régua.

Uma circunferéncia do plano é uma circunferéncia-régua se passa por um ponto-
régua e tem como centro um ponto-régua.

Um nimero x é um namero-régua se (x,0) € um ponto-régua.
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Teorema 4.4: A intersec¢do de duas rectas-régua € um ponto-régua.
Demonstracgao:

Suponhamos que Z € o ponto de interseccdo de duas rectas-régua r e s. Entéo, pela
definicdo 4.3, existem pelo menos dois pontos-régua em cada uma das rectas r e s.
Denominemos por P e Q dois pontos-régua pertencentes a r e por R e S dois pontos-

régua pertencentes a s.

Os pontos P, Q, R e S sdo os ultimos das sequéncias P1, P2, ..., P; P1, P2, 01, Q2, ...,
Q; P1,P2,RI,R2, ...,ReP1, P2, 51 82, ..,S, respectivamente.

Assim, pela definicdo 4.3 o ponto Z é um ponto-régua, pois foi obtido pela intersecgéo
de rectas que contém pontos da sequéncia finita P/, P2, P3,...,.P,Ql1, 02, ...ORIl, R2,...,
R,SI, 82,..5,Z

Lema 4.5: Os pontos de coordenadas (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1) sdo pontos-régua e
vértices de um quadrado. Os pontos médios dos lados deste quadrado sdo pontos-
régua. Todas as rectas-régua contém trés pontos-régua tais que um deles é o ponto
médio dos outros dois.

Demonstracgéo:

Vamos dar inicio a demonstracdo mostrando que os pontos de coordenadas (0,0),
(1,0), (1,1) e (0,1) sao pontos-régua:

Por definicdo os pontos (1,0) e (0,1) sdo pontos-régua, assim teremos apenas de
mostrar que os pontos (0,0) e (1,1) também o séo.

Os eixos coordenados (X =0 e y =0) s&o rectas-régua, pois cada um contém pelos
menos dois pontos-régua, P1=(1,0) e P3=(2,0) no eixo do Ox e P4=(0,2) e P2=(0,1) no
eixo dos Oy. A interseccdo das rectas-régua X =0 e y =0 dara origem a um novo

ponto-régua O de coordenadas (0,0).

Construimos as rectas-régua P1P4 e P3P2 e obtemos o ponto-régua A resultante da
sua interseccao. Construimos as rectas-régua P3P4 e AO que também se intersectam

e dao origem ao ponto-régua B.

Teremos de mostrar que o ponto-régua B tem de coordenadas (1,1):
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As equacdes das rectas-regua P1P4 e P3P2 sdo y=-2x+2 e y=—%x+1,

respectivamente. Logo, da sua interseccao resulta o ponto-régua A de coordenadas

2 2

(55) Assim, a equacdo da recta-régua AO é y=x que intersectara P3P4, de

equacgdo y =—X+ 2, no ponto-régua B de coordenadas (1,1).

P4
B
P2 k
1 S
O P1\ P3

y=-2X+2

Figura 59: Lema 4.5 (parte 1 de 2)

Vamos mostrar que os pontos médios dos lados do quadrado [LIOP1P2B s&o pontos-

régua:

Consideremos os pontos-régua 0=(0,0), P2=(0,1), P1=(1,0) e B=(1,1) vértices do

quadrado. Construimos a recta-réegua P2B de equacdoy =1. A intersec¢do de P2B

com a recta-régua P1P4 de equacdoy = -2x+ 2 dard origem ao ponto-régua C de

coordenadas (% ,1} .

Consideramos a recta-réegua OB de equacdo y =x e tracamos a recta P1P2 de

equacdo y=-x+1. Da interseccdo dey =x e y =—x+1 resulta o ponto-régua D de

coordenadas (%%) Construimos a recta-régua CD de equacao x =% e designamos
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por E o ponto-régua resultante da interseccéo do eixo do xx (y =0) com CD. Assim, o
ponto-régua E tera de coordenadas (% ,Oj.

Construimos as recta-régua OC de equagéo y = 2x e a recta-régua P2E de equagéo
y =—2x+1. Da intersecgdo destas resulta um novo ponto-régua ao qual chamamos

F, que tera de coordenadas (%%) .

Construimos a recta-régua FD de equagédo y =1, consideramos a recta-régua que

coincide com o eixo dos yy (X=0) e a recta-régua P1B de equacdo X=1. Da

interseccdo destas rectas resultam os pontos-régua G e H de coordenadas (O%) e
1 .
1,E , respectivamente.

Assim, podemos concluir que os pontos médios, dos lados quadrado, de coordenadas

1,1 : E,O : ll , 0,1 e 1,1 representados por C, E, G e H,
2 2 4 2 2 2

respectivamente, sdo pontos-régua. Desta forma, concluimos que os pontos médios

dos lados do quadrado sao pontos-régua.

|
A4

SFTIK O
T

X

Figura 60: Lema 4.5 (parte 2 de 2)
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: . . - 1 .
Consideremos o trio de rectas-regua verticais X = O, X= E e X=1 e o trio de rectas-

) : : 1 .
regua horizontais y =0, y = Ee y =1. Qualquer recta-regua que tracemos no plano

cartesiano ira intersectar um dos trios mencionados. Portanto, a intersec¢do dessa

recta-régua com um dos trios ird dar origem a pontos-régua e 0s pontos médios

~ : 1 1 . . A A
estardo contidos nas rectas x = E ou y= E Assim, todas as rectas-regua contém tres

pontos-régua em que um deles € o ponto médio dos outros dois.

Teorema 4.6:

a) Sejam A e B dois pontos régua. Se existir uma recta-régua paralela a AB, mas

ndo coincidente, entdo o ponto meédio de AB é um ponto-régua.
b) Se A, M, B e P forem quatro pontos-régua e M for ponto médio de A e B, entdo

a recta paralela a AB que contém P € uma recta-régua.

Demonstragao a):

Seja r a recta-régua que contém os pontos A e B e seja s uma recta-régua paralela a
AB, mas ndo coincidente. A recta s tem pelo menos trés pontos (lema 4.5), tomemos
dois pontos C e D em s tais que AC e DB néo sejam paralelas. Aplicando a construcéo
realizada na demonstracdo do Teorema 4.1 obtemos o ponto M (ponto médio de A e
B) que pelo teorema 4.4 podemos afirmar que se trata de um ponto-régua, pois resulta

da interseccao de rectas-régua.

mrf

Figura 61: Teorema 4.6 a)
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Demonstracéo b):

Sejam A, M e B pontos-régua e M o ponto médio de A e B. Seja P um ponto-régua nao

colinear com A e B. Construimos as rectas-régua AB, PM, AP e PB.

Tracamos o ponto médio de A e P e designamos esse ponto-régua por N (lema 4.5).
Construimos a recta-régua NB. Da interseccdo de PM com NB resulta um ponto ao
gual chamamos X. Construimos a recta AX e a recta NM. Estas intersectam-se num
ponto ao qual chamamos Y. Da intersec¢do das rectas-régua AX e PB resulta um novo
ponto-régua que designamos por J. Construimos a recta BY. Da interseccdo de BY
com AP resulta um ponto-régua ao qual chamamos S. Construimos a recta-régua SM e
tomamos a recta-régua BN. Da interseccao da recta SM e BN resulta um ponto-régua

ao qual chamamaos I. Construimos a recta-régua IP.

Vejamos que a recta-régua IP é a paralela a AB que contém P:
AM=MB, pois M por construgéo & ponto médio de A e B.
AN=NP, pois por construcao N é o ponto médio de A e P.

O Ponto X é o baricentro do tridngulo AABP, pois resulta da interseccdo das medianas
PM e NB. Como J resulta da interseccdo de AX com PB podemos afirmar que J é o

ponto médio de P e B.

Os triangulos ANAM e APAB s&o semelhantes, pois tém um angulo em comum e dois
lados proporcionais (critério LAL). Entdo, podemos afirmar que as rectas NM e PB s&o
paralelas e Y é o ponto médio de MN, pois resulta da interseccao de AJ com MN sendo

J 0 ponto médio de B e P.

Tomemos I’ como o ponto de interseccao da recta BN com a recta paralela a BN que

passa por A.
Queremos mostrar que | e I’ sdo 0 mesmo ponto:

Os triangulos ABMN e ABAI’ sdo semelhantes, pelo critério AA. A razdo de
semelhanga é de 1:2 dado que M é ponto médio de A e B, como consequéncia

sabemos que N é o ponto médio de I’ e B.

Construimos o ponto R como interseccdo das rectas BS e 4/I’. Como o ponto R
pertence a recta BY e Y € o ponto médio de N e M, entédo R sera o ponto médio de A e
I
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O ponto S é o baricentro do tridangulo AAI’B, pois esté na interseccdo das medianas BR
e NA. Como o ponto médio de A e B é M quando tragcamos a recta SM esta tem de
passar por I, pois S é o baricentro do tridngulo A4I’B, logo tem de passarem 7.

Assim, podemos concluir que I'=I. Como consequéncia desta igualdade podemos

afirmar que N é o ponto médio de | e B e portanto as rectas Al e BP séo paralelas.

Sendo N o ponto médio de | e B e também de A e P, entdo o quadrilatero IABP é um

paralelogramo. Entdo as rectas AB e IP sé@o paralelas.

///p
Figura 62: Teorema 4.6 b)

Como resultado dos lema 4.5 e teorema 4.6 surge o0 seguinte teorema:

Teorema 4.7: A recta que contém um ponto-régua e é paralela a uma recta-régua é

recta-régua. O ponto médio de dois pontos-régua é um ponto-régua.

Pelo lema 4.5 podemos concluir que todas as rectas-régua contém trés pontos-régua

sendo um deles é o ponto médio dos outros dois.

Pelo teorema 4.6 podemos concluir que a recta paralela a uma recta-régua AB que

contém um ponto-régua P € uma recta-régua.

Teorema 4.8: Sejam P e Q dois pontos-régua. Se A e B sdo dois pontos-régua

pertencentes a PQ , entdo existe um ponto-régua X em PQ de tal forma que

PX = AB.

Demonstracao:
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Sejam P e Q dois pontos-régua e sejam A e B séo dois pontos-régua pertencentes a

recta-régua PQ (definicdo 4.3). Seja C um ponto-régua que ndo pertence a PQ .
Construimos a recta-régua t paralela a PQ que contém C. Tracamos a recta-régua

AC e a recta-régua r paralela a AC que contém B. A interseccdo de r com t dara
origem a um novo ponto-régua ao qual chamamos D. Construimos a recta-régua CP e
a recta-régua s paralela a CP que contém D. A interseccdo de CP com PQ dara

origem a um novo ponto-régua ao qual chamamos X.

Como CP e DX sdo duas rectas-régua paralelas e os segmentos de recta CDe PX

s&o iguais, e por outro lado AC e BD s&o duas rectas-régua paralelas e portanto

CDe AB séo iguais podemos concluir que CD = PX = AB.

Figura 63: Teorema 4.8

Corolério 4.9: Se p e q sdo dois numeros-régua, entao p+q e p-q sdo nimeros-régua.
Demonstragdo: Demonstracéo analoga a do teorema 4.8.
Construcéo de p+q:

Tomemos C um ponto-régua em y=1 e consideremos o0s pontos-régua de

coordenadas A=(0,0), B=(q,0) e P=(p,0). Procedendo a construcdo realizada na

demonstragéo do teorema 4.8 e obtemos o ponto-régua F de coordenadas (p+q,0).

Construgéo de p-q:
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Tomemos C um ponto-régua em y=1 e consideremos 0sS pontos-regua de
coordenadas A=(0,0), B=(q,0) e P=(p,0). Construimos a recta-régua AC e a paralela a
AC que passa em B. A intersecgdo da paralela com a recta y =1dard origem a um
novo ponto-régua ao qual chamamos D. Construimos a recta-réegua PD e a paralela a

PD que passa por C. A interseccdo da paralela com a recta X =0 dara origem a um

ponto-régua ao qual chamamos G e que tera de coordenadas (p-q,0).

Como ( p+q,0) e (p-q,0) séo pontos-régua, pela definicdo 4.3 podemos concluir que p+q
e p-q sdo numeros-régua.

|-
O.‘
O

a pq Y P+q

Figura 64: Corolario 4.9

Teorema 4.10: Sejam O e A dois pontos-régua distintos. Se B e C sdo dois pontos-

régua, distintos de O, em a& entdo o ponto X em ﬁ tal que 2:0—_;: é um

OB
ponto-régua.

Demonstracgéo:

Sejam O e A dois pontos-régua e consideremos OA a recta-régua que contém esses

pontos. Sejam B e C dois pontos-régua, distintos de O, contidos em OA. Tomemos um

ponto-régua D, n&o colinear com O e A, e construimos a recta-régua s paralela aOA
gue o contém. Tomemos E um ponto-régua em s distinto de D em que as rectas AE e

OD néo séo paralelas, pelo teorema 4.7 sabemos que existe um ponto nestas

condigdes. Construimos as rectas-régua AE e OD. Chamemos F ao ponto-régua

75



Construcoes Geométricas

gue resulta da interseccdo de AE com OD . Construimos a recta-régua BF que

intersectara a recta-régua s num ponto ao qual chamamos G. Construimos as rectas-
régua EC e OF . A interseccdo das rectas-régua EC e OF dara origem a um novo
ponto-régua ao qual chamamos H. Construimos a recta-régua HG que se
intersectara com OA num ponto e dara origem ao ponto-régua que denominamos por

X.

Consideremos os trapézios DOAE, DOCE, DOBG e DOXG. Como s é paralela a OA
podemos estabelecer as seguintes relacoes:

OX _OC _ DE_0OC

DG DE DG OX

OA OB OA DE OA OC

DE DG OB DG OB OX

. . OA OC
Assim, podemos concluir que — = —.
OB OX
'F
<
D E G
5 A B C X
Figura 65: Teorema 4.10
p

Corolario 4.11: Se p, q e r sdo ndmeros-régua e r#0, entdo p.q € — s&o numeros-
r

régua.
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Demonstragéao:

Sejam p, g e r nUmeros-régua e r£0. Tomemos os pontos-régua P1=(1,0), P2=(0,1),
P=(p,0) e Q=(q,0). Construimos a recta-régua P1P2 e construimos a recta-régua
paralela a P1P2 que contém Q. A sua interseccdo com a recta-régua X =0 dara
origem ao ponto-régua D de coordenadas (0,q). Construimos a recta-régua P2P e a
paralela a esta que contém D. A intersecc¢do da paralela com a recta-régua y = 0dara

origem ao ponto-régua E de coordenadas (e,0).
Teremos que mostrar que E tem de coordenadas (p.q,0):
Consideremos os tridngulos rectadngulos semelhantes AP20P e ADOX e vejamos a

seguinte relagao: 1 _P & e=pg
q e

Assim, podemos concluir que E tem de coordenadas (p.q,0). Logo, pela definicdo 4.3

podemos concluir que p.q € nUmero-régua.

2=(0,q)

O =X P=(p,0) d r X={pq,0)

Figura 66: Corolario 4.11

Vejamos que P sum nuamero-régua:

r
Sejam 0=(0,0), R=(r,0), P=(p,0) e P1=(1,0) as coordenadas de quatro pontos-régua.
Pelo teorema 4.10, para O e R pontos-régua distintos e P e P1 pontos-régua em OR

podemos construir F em O_R tal que 2 = E P r = é < OF = P
OP OF p F r
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Como F é um ponto-régua de coordenadas (B,Oj, podemos concluir que P € um
r

r

namero-régua.
Do resultado obtido nos Corolarios 4.9 e 4.11 surge o seguinte corolario:

Corolario 4.12: Conjunto dos niumeros-régua € um corpo.

Teorema 4.13: Um ponto é ponto-régua se e s6 se as coordenadas desse ponto forem

ndmeros racionais.

Demonstracgao:

7

Vamos mostrar que um ponto € ponto-régua se as suas coordenadas forem um

numero racional:

O ponto de coordenadas (1,0) € um ponto-régua. Pelo corolario 4.9 podemos afirmar
gue (n,0) sdo as coordenadas de um ponto-régua para qualquer n inteiro. Pelo

L m . . o
corolario 4.11, o ponto de coordenadas (—,0) € um ponto-régua para m e n inteiros e
n

n#0, entdo podemos afirmar que para qualquer racional r o ponto de coordenadas (r,0)

€ um ponto-régua.

Tomemos os pontos R e S de coordenadas R=(r,0) e S=(s,0), com r e s racionais, e
consideremos a recta-régua de equagdo x = 0. Construimos as rectas-régua P1P2 e
a paralela a esta que contém R, a qual chamamos t. Da interseccao de t com a recta

de equacéo x = 0 resulta o ponto-régua de coordenadas (0,r).

Por outro lado, a recta de equacgdo x =r é a paralela a x =0 que contém (r,0),
portanto trata-se de uma recta-régua. Como a recta de equacédo y = 0 também é uma

recta-régua aplicando a construcéo anterior obtemos a recta-régua y = s.

A interseccao das rectas-régua de equacdo x =r e y = s dara origem a um ponto-

régua de coordenadas (r,s).
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A
@) [(r,s)
O,
1
P2
1 =
P1 r S

Figura 67: Teorema 4.13

De seguida vamos mostrar o reciproco do teorema: Dado um ponto-régua as suas

coordenadas (p,q) sao numeros racionais:

Vamos supor que os pontos-régua A, B, C e D tém coordenadas racionais A=(al,a2),

B=(b1,b2), C=(cl,c2) e D=(d1,d2). Tomemos as rectas-régua AB e CD. As equacbes

das rectas-régua AB e CD podem ser escritas como quocientes racionais. Se

nenhuma destas rectas for vertical as equa¢fes séo as seguintes:

A equacdo darecta AB: y= b2-a2 4+ a2bl-aib2
bl-al bl-al
Sendo,
b2 -a2
m=
bl-al
p  a2bl-alb2
bl-—al
A equagdodarecta CD: y = c2-d2 X+ cld2—c2d1l
cl-d1 cl-dil

Com,
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_c2-d2
cl-dl

b'e cld2 —c2dl
cl-di

A intersecgdo das rectas-régua AB e CDé o ponto-régua de coordenadas racionais
—b+b" b'm-bm'
m-m’  m-m

j, com m—-m'=0.

Como os pontos iniciais P, P2, P3, ... ttm coordenadas racionais e qualquer ponto-
régua é construido por uma sequéncia finita deste tipo, entdo as coordenadas séo

racionais.

Observacédo: Se as rectas-régua AB e CD forem verticais ndo se intersectam,
portanto apenas uma delas podera ser vertical. Sem perda de generalidade tomamos
AB a recta vertical e as coordenadas dos pontos A=(al,a2) e B=(al,b2), assim a

equacao da recta AB sera x = al e a demonstragéo sera analoga a anterior.

Do resultado obtido no teorema 4.12 surge o seguinte corolario:

Corolario 4.14: O corpo de numeros-régua € Q.

Na demonstracdo do teorema anterior (Teorema 4.12) provamos que as coordenadas

de quaisquer pontos-régua sao numeros racionais.

Teorema 4.15: A perpendicular a uma recta-régua que intersecta uma recta-régua e

passa por um ponto-régua é uma recta-régua.
Demonstracgéo:

Sejam P e i um ponto-régua e uma recta-régua, respectivamente. Vamos construir a

recta-régua perpendicular a i que contém P. Consideremos o quadrado [1P1BP20

cujos vértices sdo pontos-régua (lema 4.5). Construimos o ponto-régua Q resultante
da interseccdo de P1P2 com BO. Sem perda de generalidade, vamos supor que a

paralela a i que passa por Q intersecta P1B, chamemos R a esse ponto de

interseccdo. Construimos a recta-régua paralela a P1O que contém R. A sua
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interseccdo com P20 vai dar origem ao ponto-régua que denominamos por S. Assim,

podemos afirmar que os segmentos de recta PIR e OS s&o iguais. Construimos a
paralela a OB que contém S. A sua interseccdo com P2B vai dar origem a um novo

ponto-régua ao qual chamamos T. Assim, podemos afirmar que os segmentos de recta

BT e OS s&o iguais e assim como os segmentos de recta BT e PIR.
Vejamos que a recta-régua QT € perpendicular a recta-réguai:

Consideremos os triangulos AQP1R e AQBT e observemos as seguintes igualdades:
Q_Pl: (TB BT =PIR e 0s angulos QP1R e QBT tém de amplitude 45° grau, uma vez

que as rectas QB e QP1 bissectam dois angulos internos do quadrado. Assim, pelo
critério LAL, podemos afirmar que os triangulos AQP1R e AQBT sdao iguais. O angulo
formado pelo triangulo ABQP1 tem amplitude 90°, se considerarmos a rotagdo de 90°

graus de centro em Q que transforma P1 em B e R em T, podemos concluir que

QR L QT . Portanto, podemos afirmar que Q_T L i. Para obtermos a perpendicular a i

que contém P basta construir a paralela a QT que contém P.

(7]

ro
wH o (W

\ 4

'S
W

1

Figura 68: Teorema 4.15

Teorema 4.16: Se P, Q e R sdo pontos-régua nao colineares e se V e A sdo dois

pontos-régua, entdo existe um ponto-régua X tal que o angulo AVX é congruente com

0 angulo PQR.

Demonstracao:

Sejam V, A, P, Q e R cinco pontos-régua e P, Q e R ndo colineares.
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Construimos as rectas-régua PQ, QR e VA. Construimos a recta-régua t como a
paralela a PQ que contém V. Como se trata de uma recta-régua tem pelo menos dois

pontos-régua, tomemos um ponto-régua em t e chamemos-lhe B. Construimos a recta-
régua s como a paralela a QR que conttm V. Construimos a recta-réegua
perpendicular a s que contém B. Construimos o ponto de interseccdo desta
perpendicular que passa por B e chamemos-lhe C. Sem perda de generalidade,
suponhamos que A esta de tal forma que VA 1 AB. Assim, podemos concluir que as
amplitudes dos angulos PQR e CVB sdo congruentes, pois tratam-se de angulos de
lados paralelos.

Construimos a recta-régua CA e a perpendicular a esta que passa por V. A

interseccdo desta perpendicular com CA dard origem ao ponto-régua que

denominamaos por X.

Queremos mostrar que a amplitude do angulo AVX é congruente com a amplitude do

angulo PQR, vejamos:

Consideremos a circunferéncia de diametro \E, 0s pontos C e A pertencem a esta
circunferéncia e os angulos VAX e VBE sao angulos inscritos na circunferéncia. A estes
corresponde 0 mesmo arco de circunferéncia VC, logo os angulos inscritos tém a
mesma amplitude. Como sdo ambos triangulos rectdngulos e ja mostramos que 0s
angulos VAX e VBE sao iguais, podemos afirmar que amplitude do angulo AVX é

congruente com a amplitude do angulo CVB que € igual a amplitude do angulo PQR.

Figura 69: Teorema 4.16
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Lista de Construcdes, Definicoes e Resultados

Construcédo 1.1 (pég.9): Dado trés pontos A, B e C construir um ponto F tal que

AF =BC.
Construcédo 1.2 (pag.10): Construcdo de um pentagono regular.

Construcéo 1.3 (pag.13): Dado o segmento de recta AB , construir os pontos E e F

tal que LJABEF seja um quadrado.

Construcédo 1.4 (pég.15): Num triangulo dado circunscreva um circulo (Euclides
IV.5.).

Construcéo 1.5 (pag.16): Num triangulo dado inscreva um circulo (Euclides 1V.4.).

Defini¢céo 2.1 (p4g.22): Sejam P1=(0,0) e P2=(1,0) dois pontos-régua-e-compasso do
plano cartesiano. Um ponto do plano é um ponto-régua-e-compasso (ponto-rc) se
for o udltimo de uma sequéncia finita P1 P2 P3 P4 .. Pn em que cada ponto da

sequéncia € obtido de uma das trés formas seguintes:

(i) Como interseccdo de uma recta que passa por dois pontos anteriores da
sequéncia com uma circunferéncia passando por um ponto anterior da
sequéncia e com centro hum ponto anterior da sequéncia.

(i) Como interseccdo de duas circunferéncias, cada uma das quais passando por
um ponto anterior da sequéncia e com centro num ponto anterior da sequéncia.

(iif) Como interseccdo de duas rectas, cada uma das quais passando por dois

pontos anteriores da sequéncia.

Uma recta do plano é uma recta-régua-e-compasso (recta-rc) se passa por dois
pontos-rc. Uma circunferéncia do plano € uma circunferéncia-régua-e-compasso
(circunferéncia-rc) se passa por um ponto-rc e tem como centro um ponto-rc. Um

ndamero x € um nimero-régua-e-compasso (nimero-rc) se (x,0) € um ponto-rc.
Teorema 2.2 (pag.24):

a) O ponto de interseccao de duas rectas-rc € um ponto-rc;
b) O ponto de interseccdo de uma recta-rc e uma circunferéncia-rc € um ponto-rc;

c) O ponto de interseccao de duas circunferéncias-rc é um ponto-rc.
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Teorema 2.3 (pag.26): Se A, B, C s&o trés pontos-rc entdo A;. € uma circunferéncia-

rc.
Teorema 2.4 (pag.27):

a) Os eixos coordenados sé&o rectas-rc.

b) Todos os pontos (p,0), (-p,0), (0,p) e (0,-p) séo pontos-rc se um deles for ponto-
rc.

c) O numero x € numero-rc se e s6 se —x for nimero-rc.

d) O ponto de coordenadas (p,q) € ponto-rc se e s6 se p e g forem ambos

ndmeros-rc.

Lema 2.5 (pag.30): Dado um ponto-rc P e uma recta-rc r a recta perpendicular a r que
contém P é recta-rc.

Lema 2.6 (péag.31): Dado um ponto P ponto-rc e uma recta r recta-rc a recta paralela a
r que passa por P é recta-rc.

7

Definicdo 2.7 (p&g.32): A mediatriz de um segmento de recta AB é a recta

perpendicular a AB que contém o seu ponto médio.

Lema 2.8 (pag.32): Dados dois pontos-rc A e B, a mediatriz do segmento de recta AB

e 0 ponto médio deste sdo recta-rc e ponto-rc, respectivamente.

Definigdo 2.9 (pag.33): Seja ¢ uma circunferéncia de raio r e centro O e P um ponto

qualquer, tal que P nao coincide com O. O inverso P’ de P em relacdo a C é o Unico

ponto P’ pertencente & semi-recta OP tal que (O_P)(Cﬁ)z re.

Lema 2.10 (p&g.33): Dados dois pontos-rc A e C, o inverso de qualquer ponto em

relacéo a circunferéncia-rc A, também € um ponto compasso.
Defini¢do 2.11 (pag.35):

(i) Um subconjunto de numeros reais F chama-se um corpo se contém 0 e 1, e

satisfaz as seguintes condi¢des: para quaisquer nimeros a, b, ¢ pertencentes a

a
F,com C#0, a+b, a-b,abe — estdo em F.
C
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(i) Seja Q o corpo de numeros racionais e R 0 corpo de ndmeros reais. O corpo F

€ euclideano se para cada x pertencente a F, se x>0 entéo Jx pertence a F.

Lema 2.12 (pag.35): Um subconjunto de numeros reais F € um corpo se e s6 se 0s

nameros 0 e 1 pertencem a F e para quaisquer a, b e ¢ pertencentes a F, com ¢

. a 3
diferente de zero, a-b e — também pertencem a F.
c

Teorema 2.13 (pag.36): Os numeros-rc formam um corpo.
Corolario 2.14 (pag.39): Todos os numeros racionais sdo nimeros-rc.
Teorema 2.15 (pag.39): Os numeros-rc formam um corpo euclideano.

Definicdo 3.1 (pag.41): consideremos os pontos do plano cartesiano P1=(0,0) e
P2=(1,0). Um ponto do plano € um ponto-compasso se for o ultimo de uma sequéncia
finita P1, P2, P3, P4, ..., Pn ou for obtido pela intersec¢do de duas circunferéncias que

contenham um ponto e 0 centro num ponto anterior da sequéncia.
Uma recta do plano € uma recta-compasso se passa por dois pontos compasso.

Uma circunferéncia do plano € uma circunferéncia-compasso se passa por um

ponto-compasso e tem como centro um ponto-compasso.
Um ndmero x € um nimero-compasso se (x,0) € um ponto-compasso.

Teorema 3.2 (pag.41): Os pontos de intersec¢do de duas circunferéncias-compasso

S&0 pontos-compasso.

Teorema 3.3 (pag.42): Se P e Q sdo dois pontos-compasso, a mediatriz de % e

uma recta-compasso.

Defini¢cédo 3.4 (p4g.43): Dado uma recta r, a reflexdo de eixo r é a transformagéo do
plano que a cada ponto P faz corresponder o Unico ponto, da recta perpendicular a r,

gue passa por P, que esta a igual distancia de r e é distinto de P.

Teorema 3.5 (pag.43): O transformado de um ponto-compasso por uma reflexdo cujo

eixo € uma recta-compasso, é também um ponto-compasso.
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Teorema 3.6 (pag.43): Se A, B e C sédo trés pontos-compasso, entdo A,. € uma

circunferéncia-compasso.

Teorema 3.7 (pag.44): Sejam A, B e C sao trés pontos-compasso, e sejam D e E os

pontos de interseccéo de A; e B,. Seja F tal que os pontos C e F sdo pontos de

interseccdo de D, e E. . Entdo A,. é a circunferéncia-compasso A:.

Teorema 3.8 (Teorema do ponto-médio-compasso) (pag.45):

a) Se A e B sado pontos-compasso e N é um ponto tal que B é o ponto médio do

segmento de recta AN, ent&o N é ponto-compasso.

b) Se A e B sdo pontos-compasso e M é o ponto médio do segmento de recta

AB , entdo M é ponto-compasso.
Teorema 3.9 (pég.47):

a) Se A e B séo dois pontos-compasso e n um numero inteiro positivo, entdo o

ponto F em AB, de tal forma que AF=nAB é ponto-compasso.

b) Se A e B sdo dois pontos-compasso e n um ndmero inteiro positivo, entdo o

ponto Q em E , de tal forma que AQ=AB/n, é ponto-compasso.

Lema 3.10 (pé&g.48): Se A, B e C sdo pontos-compasso tal que C é exterior a

[}

circunferéncia Ay, entdo o ponto C’, inverso a C em relagdo a circunferéncia Ay,

ponto-compasso.

Lema 3.11 (p&g.49): Se A, B e C sdo pontos-compasso tal que C € interior a

circunferéncia A; e cuja distancia ao centro A é maior que metade do raio, entdo o

ponto C’, inverso a C em relagdo a circunferéncia A; , é ponto-compasso.

Lema 3.12 (pag.50): Se A, B e C sdo pontos-compasso tal que C é interior a

circunferéncia AB e cuja distancia ao centro A é menor que metade do raio, entdo o

ponto C’, inverso a C em relagdo a circunferéncia A; , é ponto-compasso.

Lema 3.13 (pag.52): Sejam A, B e C trés pontos-compasso ndo colineares, com A
equidistante de B e C. Entdo a circunferéncia C’, que passa por A, B e C € uma

circunferéncia-compasso.
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Teorema 3.14 (pag.54): A imagem de uma recta s, por uma inversdao numa
circunferéncia de centro O e raio r, esta contida numa circunferéncia que contém o

ponto O. A saber o Unico ponto que nao é imagem da recta s é o ponto O.

Teorema 3.15 (p&g.55): Se A, B, C e D sé@o pontos-compasso de tal forma que AB

intersecta C, e se C ndo incide na recta AB, entdo se a recta AB intersecta a

circunferéncia C,, os pontos de intersec¢do de AB e C, s&do pontos-compasso.

Teorema 3.16 (p&g.56): Se A, B e C sao trés pontos compasso, entdo os pontos de

intersecgdo entre AB e A, S&0 pontos compasso.

Teorema 3.17 (pag.59): Os pontos de intersecgdo de uma recta-compasso e de uma

circunferéncia-compasso sdo pontos compasso.

Lema 3.18 (pag.59): Seja ¢ uma circunferéncia-compasso de centro O e raio r e s uma
recta-compasso exterior & circunferéncia. Entdo o inverso de s em relacdo a c € uma
circunferéncia-compasso que contém O, sendo este o Unico ponto da circunferéncia de

inversdo que nao é imagem da recta s.

Teorema 3.19 (pag.60): A interseccdo de duas rectas-compasso € um ponto-

compasso.

Teorema 3.20 (pag.60): Se P e O sado dois pontos-compasso, entdo existem pontos-
compasso Q, R e Sem O, de tal forma que CIPQRS é um quadrado. (Resolugéo por

compasso do Problema de Napoleé&o)
Teorema 3.21 (pag.61):

a) Se A B, C e D sdo pontos-compasso e se A= B, entdo existe um ponto-

compasso em AB, ao qual chamamos E, de tal forma que AE =CD.

b) Se P e Q séo pontos-compasso entdo PQ é um nimero-compasso.

Lema 3.22 (pag.62): Se p e q sao pontos-compasso entdo p.g € um numero-

compasso.

Teorema 3.23 (O Teorema de Mohr-Mascheroni) (pag.63): Um ponto é ponto-

compasso se e s6 se 0 ponto for ponto-rc.
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Teorema 4.1 (pag.65): Se AB e CD sdo rectas paralelas distintas e E o ponto de

interseccdo de AD com BC e F o ponto de intersec¢do de AC com BD, entdo EF

bissecta AB e CD.

Corolério 4.2 (pag.67): Sejam P, Q e R trés pontos quaisquer ndo colineares. Seja M o

ponto médio de Q_R e S um ponto tal que S— P — Q. Seja T o ponto de intersec¢do dos
segmentos de recta PR e W, e seja U a interseccdo da semi-recta QT com o

segmento de recta RS , entdo PU |QR.
Definicdo 4.3 (pag.67): consideremos o0s pontos do plano cartesiano P1=(1,0),
P2=(0,1) P3=(2,0) e P4=(0,2). Um ponto do plano € um ponto-régua se for o dltimo de

uma sequéncia finita P1, P2, P3, P4, ..., Pn em que cada ponto da sequéncia € obtido
pela intersecgcdo de duas rectas que contenham dois pontos anteriores da sequéncia.

Uma recta do plano é uma recta-régua se passa por dois pontos régua.

Uma circunferéncia do plano é uma circunferéncia-régua se passa por um ponto-

régua e tem como centro um ponto-régua.
Um ndmero x € um namero-régua se (x,0) € um ponto-régua.
Teorema 4.4 (pag.68): A interseccdo de duas rectas-régua € um ponto-régua.

Lema 4.5 (pag.68): Os pontos de coordenadas (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1) sdo pontos-
régua e vértices de um quadrado. Os pontos médios dos lados deste quadrado séo
pontos-régua. Todas as rectas-régua contém trés pontos-régua tais que um deles € o

ponto médio dos outros dois.
Teorema 4.6 (pag.71):

a) Sejam A e B dois pontos régua. Se existir uma recta-régua paralela a AB, mas

nado coincidente, entdo o ponto médio de AB é um ponto-régua.
b) Se A, M, B e P forem quatro pontos-régua e M for ponto médio de A e B, entédo

a recta paralela a AB que contém P € uma recta-régua.

Teorema 4.7 (p4g.73): A recta que contém um ponto-régua e € paralela a uma recta-

régua é recta-régua. O ponto médio de dois pontos-régua € um ponto-régua.
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Teorema 4.8 (pag.73): Sejam P e Q dois pontos-régua. Se A e B sdo dois pontos-

régua pertencentes a PQ, entdo existe um ponto-régua X em PQ de tal forma que

PX = AB.

Corolario 4.9 (pag.74). Se p e g sdo dois numeros-régua, entdo p+q e p-g sdo

nameros-régua.

Teorema 4.10 (pag.75): Sejam O e A dois pontos-régua distintos. Se B e C séo dois

pontos-régua, distintos de O, em O7X, entdo o ponto X em O7X, tal que 2 :O—_C, e
OB OX
um ponto-régua.

Corolario 4.11 (pag.76): Se p, g e r s&o numeros-régua e r£0, entdo p.q e P séo
r
ndameros-régua.

Corolario 4.12 (pag.78): Conjunto dos numeros-régua é um corpo.

Teorema 4.13 (p&g.78): Um ponto é ponto-régua se e s6 se as coordenadas desse

ponto forem ndmeros racionais.
Corolério 4.14 (pag.80): O corpo de niumeros-régua é Q.

Teorema 4.15 (pag.80): A perpendicular a uma recta-régua que intersecta uma recta-

régua e passa por um ponto-régua é uma recta-régua.

Teorema 4.16 (pag.81): Se P, Q e R sdo pontos-régua nao colineares e se V e A sédo
dois pontos-régua, entdo existe um ponto-régua X tal que a amplitude do angulo AVX é

congruente com a amplitude do &ngulo PQR.
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