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Infer6ncia para Modelos com
Commutative Orthogonal Block Structure

Resumo

Os modelos com Orthogonal Block Structure (OBS) foram introduzidos por Nel-

der (1965a)[35], (1965b)[36]. Estes modelos desempenham um papel importante

no delineamento e anS,lise de experi6ncias, ver por exemplo Califski & Kageyama

(2000), (2003). Um modelo pertence a esta classe se tiver matrtz de covaridncia

V, dada pela combinagdo linear de matrizes de projecgs,o ortogonal mutuamente

ortogonais conhecidas Pr,. . . , P.. O objectivo deste trabalho 6 o estudo da in-

fer6ncia para um caso particular importante dos modelos com OBS. Se a matriz

? de projecgS,o ortogonal sobre o espago varrido pelo vector m6dio comutar com

as P1, ..., P., o modelo ter6 Commutative Orthogonal Block Structure (COBS).

Para perceber a importS,ncia destes modelos bastarS, pensar que, comutando T e V,

os estimadores de minimos quadrados dos respectivos vectores estim6veis s6,o Best

Linear Unbiased Estimator, ver Zmy6lony (1978). Ap6s apresentarmos resultados

preliminares que nos ser5,o irteis, estudaremos a teoria para os modelos com COBS,

particularizando em seguida para: modelos estritamente associados e modelos com

cross-nesting equilibrado. Para cada um destes casos particulares, apresentaremos

um exemplo de forma a demonstrar a utilizagS,o e aplicabilidade.
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Inference for Models with
Commutative Orthogonal Block Structure

Abstract

Models with Orthogonal Block Structure (OBS) were introduced by Nelder

(1965a)[35], (1965b)[36]. This models play an important role in the design and

analysis of experiments, e. g. Califrski & Kageyama (2000), (2003). A model belngs

to this class if it has covariance matrix Y, given by the linear combination of know

mutually orthogonal orthogonal projection matrices Pr, ...,P-. The objective of

this work is the study of inference for an important particular case of models with

OBS. If ?, the matrix of orthogonal projection on the range space spanned by the

mean vector, commutes with P1, . . . , P*, the model will have Commutative Ortho-

gonal Block Structures (COBS). To understand the importance of this models, we

just have to think that, commuting T e V, the least square estimators of the esti-

mable vectors are Best Linear Unbiased Estimators, €. g. Zmyllony (1973). After

presenting preliminary results that will be useful to our work, we will study the the-

ory for models with COBS, in particular to: strictly associated models and models

with balanced cross-nesting. For each of this cases we will present an example to

show their use and applicability.
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Capitulo 1

Introduqao

Os modelos com estrutura ortogonal por blocos, Orthogonal Block Structure (OBS)

desempenham um papel importante no delineamento e an6lise de experi6ncias, ver

por exemplo Caliriski & Kageyama (2000) [Z] " 
(2002) [3].

Nestes modelos a matriz de covariAncia do vector y das observag6es pode ser

escrita como uma combinagS,o linear

v:it,e, (1.1)
j:1

de matrizes de projecgS,o ortogonal, mutuamente ortogonais, conhecidas. A in-

fer6ncia realizada nestes modelos assenta nas projecg6es ortogonais de gl sobre os

espagos imagem R(Pi), j : 1,. . . ,u, das matrizes de projecgS,o ortogonal P7,

j :1,... )'u). Estes espagos imagem ser5,o os estratos.

Nesta dissertagS,o vamos estudar uma classe particular de modelos com OBS, os

modelos com COBS (Commutative Orthogonal Block Structure).

Sendo ? a matriz de projecgd,o ortogonal sobre o espago 0 varrido pelo vector

m6dio p de A, um modelo com OBS tem COBS se a matriz T comrta com as

matrizes Pr,..., P-. No estudo destes modelos utilizaremos as Algebras de Jordan

Comutativas (AJC), que desempenharSo um papel central.

As AJC consideradas serd,o espagos lineares constitufdos por matrizes sim6tricas

que comutam. Estes espagos contOm os quadrados das respectivas matrizes. Estas
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estruturas foram introduzidas por Jordan et al (L934) [ZZ] numa reestruturaqS,o da

teoria da Mec6nica Qu6ntica. Posteriormente estas rilgebras foram redescobertas

por Seely (1e70a) [40], (1e70b) [41], (1e71a) [42], (1e71b) [44] e (1e7e) [43], que

as utilizou no 6,mbito da Infer6ncia Estatistica Linear. Nesta construgS,o hrl, vS,rios

outros trabalhos importantes, ver por exemplo Seely & Zyskind (1971) [44], Drygas

k Zmyllony (1992) [10], Vanleeuwen et al (lgg8)l+7) e (1999)[46] e Fonseca ef al

(2006) [15], (2007) [16], (200s) [17].

O presente trabalho encontra-se organizado em duas partes. Na primeira parte,

ser6o apresentados os resultados alg6bricos e estatisticos necess6rios para o desen-

volvimento do trabalho, capftulos 2 e 3 e na segunda parte, a aplicagS,o dos modelos

desenvolvidos a duas classes particulares de modelos, capftulos 4 e 5.

No segundo capftulo apresentamos alguns dos resultados de que nos serviremos

no decorrer deste trabalho. Estes resultados agrupam-se em duas d,reas: ri,lgebras

de matrizes, com destaque para as AJC, e resultados sobre estatisticas e estimagS,o.

Nesta segunda d.rea h6" que salientar a induqSo de medidas de probabilidade nos

espagos param6tricos. Como veremos) isso permitird a construgd,o de regioes de

confianga para os parAmetros dos modelos. Os resultados sd,o bastante recentes,

veja-se Covas (2007) [7] e Fonseca (2007) [12].

A este capftulo preliminar segue-se o estudo dos Modelos Lineares Mistos, capftulo

3. Comegaremos por apresentar uma teoria geral destes modelos com especial in-

cid6ncia para aqueles que t6m COBS.

Na segunda parte segue-se o estudo de duas classes particulares de modelos,

modelos estritamente associados e modelos com cross-nesti,ng.

No estudo destes modelos procuraremos obter Best Linear Unbiased Estimator

(BLUE) para vectores estim6veis utilizando, para isso, uma forma muito geral do

teorema de Gauss-Markov, ver Zmy6lony (1978) [51].

Admitindo a normalidade das observag6es, obteremos ainda estatisticas suficien-

tes e completas. Estas estatisticas permitir-nos-5,o:
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o Obter Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator (UMVUE) para os

par6,metros relevantes do modelo;

o Induzir medidas de probabilidade nos espagos param6tricos. Conseguem-se

assim obter regi6es de confianga e, por dualidade, testam-se hip6teses para os

par6,metros de interesse.

O estudo dos modelos estritamente associados considerados nesta dissertagio

complementa o tratamento dos factoriais de base prima, ver Jesus et al (2009) [20)

e dos modelos com cross-nest'ing equilibrado, ver Fonseca et al (2003) [14].

Para estas duas classes de modelos desenvolver-se-5, a sua estrutura alg6brica e

calcular-se-5,o estimadores, regi6es de confianga e testes de hip6teses por dualidade.

SerSo ainda apresentadas duas aplicag6es que demonstrarS,o a aplicabilidade e

vantagens dos modelos desenvolvidos, secg6,o 4.3.5 e secgdo 5.3.

Finalmente, apresentam-se algumas considerag6es finais e um conjunto de linhas

de trabalho a desenvolver no futuro.
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Capftulo 2

Resultados Preliminares

2.1

2.L.L

Resultados sobre Matrizes

Algebras de Jordan Comutativas

As Algebrsa de Jordan Comutativas (AJC) sd,o estruturas que foram introduzidas

por Jordanl et al (1g34)1221 para obter uma nova formulagS,o para a Mec6,nica

Qu6,ntica. Mais tarde, Seely (1970)[40], (1971) [42), e Seely & Zyskind (t97t) 144),

redescobriram estas 6lgebras aplicando-as para realizar infer6ncia estatistica. Apesar

de se associar a Jordan a autoria destas estruturas, pensa-se que estas j6 seriam

intuidas de Arquimedes2 e, que Gauss3 nos seus trabalhos n6o publicados, teria j6

uma teoria completa desenvolvida. Ver a este respeito, por exemplo, McCrimmon

(1e78)127.

A utilizagS,o destas estruturas levou, na infer6ncia estatistica, a resultados impor-

rPascual Jordan (1902-1980). Matemritico alemS,o com contributos significativos na mec6nica

quAntica e teoria de grupos quAnticos. E muitas vezes confundido com Camille Jordan, matemiitico

franc6s a que est6 associado o Teorema da Cur"ua de Jordan, e com o geodesista alemSo Wilhelm

Jordan, a que est6 associado o processo de eliminagSo Gauss-Jord,an.
2Arquimedes (c. 287 a.C. c. 212 a.C.), matemiitico, fisico e inventor.
sCarl Fliedrich Gauss (1777-1855) . Prdnc'ipe d,os matemriticos, por muitos considerado o maior

g6nio da hist6ria da matem6tica. Matem6tico, astr6nomo e fisico alem6o.
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tantes, ver por exemplo Vanleeuwen (1998) 147),YanLeeuwen (1999) [46] e Fonseca

et al (2006) [15]. Seely (1970) [41] chamou a estas estruturas espagos quadr6ticos

comutativos uma vez que elas s5,o espagos lineares que cont6m o quadrado das suas

matrizes. No entanto, por uma questSo de prioridade, vamos cham6-1as de rilgebras

de Jordan. Aquelas ri,lgebras que iremos usar) serd,o comutativas, uma vez que as

suas matrizes comutam.

Vejamos agora alguns resultados sobre estas estruturas.

DefinigSo 2.1 (Algebras de Jordan Comutativa). Algebras d,e Jord,an Comu-

tati,uas sd,o espaEos uectori,ai,s constr,tu(dos por matrizes si,m6.tri,cas que comutam e

cont€,m os quadrados das suas matrizes.

Lemma 2.1 (Base Principal). Toda a d,lgebra de Jordan comutati'ua tem uma e

uma s6 base consti,tu(da por matrizes de projecAd,o ortogonal mutuamente ortogonais:

a base pri,nci,pal.

Dada a Slgebra de Jordan comutativa ,il, a respectiva base principal serS repre-

sentada por bp(.d), tendo-se Q : {Qr,...,Qu} : bp(.il) com u : d'im(d), ver

Seely (Ie7t) 1421.

Para al6m da base principal, 6 de particular interesse para o nosso estudo, as

consequ6ncias da sua exist6ncia. De uma forma resumida, podemos enunciar ent6,o

algumas dessas consequ6ncias. Para uma anr{,lise mais completa, ver Fonseca et al

(2006) [15] e Jesus et al (200e)1201.

1. O produto de matrizes duma S,lgebra de Jordan comutativa pertence b,6lgebra

de Jordan comutativa.

2. Polin6mios definidos em matrizes duma 5,lgebra de Jordan comutativa perten-

cem d, r{,lgebra de Jordan comutativa.

3. Matrizes de projecgS,o ortogonal (MPO) pertencentes a uma rilgebra de Jordan

comutativa s5o somas de uma ou mais matrizes da base principal.



2.1. RESULTADOS SOBRE MATRIZES

4. Dada a matriz M - f ",O,, seja €
j:r

F.*@r), onde r?(.) indica o espaEo-imagem e E a soma directa ortogonal de

sub-espagos, Iogo

car(M):Dn,
je'6

com li : car(Q), j :1,...,'tr.

Se uma MPo com caracteristica 1 pertence a uma Slgebra de Jordan comu-

tativa d, entdo tamb6m pertence it bp(d). Esta observag6,o aplica-se em

particular A matriz lJr"rdo regulares as S,lgebras de Jordan comutativas que
n

cont6m essa matriz, onde J : I,rL[.

A unidade da 5lgebra de Jordan comutativa .d (elemento neutro) com base

principal bp(il) : {Qr,. . .,Q,} 6 dada por

7. Dada a matriz M :D"rQ, € .d e uma vez que as matrizes Qr,. . . ,Q, sd,o

j:t
idempotentes e mutuamente ortogonais , a matriz inversa de Moore-Penrose4

deM6daforrna

Mt:f,fO,ea
j:r

com a| - o;' se ai f 0, e al : 0 se aj : O para j : 1,...,u.

A inversa de Moore-Penrose de uma matriz M 6 a matriz, M+ , qlue observa

aTamb6m designada por pseudo-inversa, sendo uma generalizagSo da inversa de uma matriz.

Deve o seu nome a Eliakim Hastings Moore (1862-1932) e Roger Penrose (1931- ) que indepen-

dentemente a descreveram em 1920 e 1955 respectivamente. Moore colocou a questS,o sobre a sua

exist6ncia e Penrose que entSo 6 6nica. No entanto, o conceito de pseudo-inversa de operadores

integrais, terd sido introduzido por Erik Ivar Fredholm (1866 1g27) em 1903.

9

: {j , ci I 0}, tendo-se R(M) :

5.

6.

U:DQ,.
J:L
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as seguintes condig6es

MM+M: M
M+MM* : M*
(MM*)' : MMr
(M* M)' : M+ M.

Prova-se que essa matrtz existe sempre e que 6 fnica, ver por exemplo os

trabalhos de Pollock (1979) [37].

A 6lgebra de Jordan comutativa d contlm matrizes regulares se e s6 se con-

tiver a maftiz In. Com efeito, se a matriz M e d for regular, ter-se-d,

M-r - M+ e d dadoM regular, Q In : MM-r € d.

A 6lgebra de Jordan comutativa d conl6m matrizes regulares se e s6 se,

In: U

designado-se ent6,o d como completa. Se d nd,o for completa pode juntar-se

Q' : In - U it be@) obtendo-se a base principal de uma nova 6lgebra de

Jordan comutativa, a completada de .d.

Se a matrtz M: i aiQi pertencer a d, errtil"o at,...,o, ser5,o os valores

pr6prios de M.o*'il,rnrrlicidades gt, . . ., g, tendo-se, caso d sejacompleta,

ver Malley (1994) [26],

/u \ u

det(to,Q,l:il.o!,'.
\F / i:l

Dada uma matriz ortogonal P, a familia il(P) das matrizes diagonalizadas

por P 6 uma Slgebra de Jordan comutativa.

Intersectando-se rilgebras de Jordan comutativas, obt6m-se algebras de Jordan

comutativas.

8.

9.

10.

11.

L2.
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13. Caso os vectores linha de uma maffiz ,47 constituam uma base ortonormada

para o espago imagem d" Qi, j : L,...,u, tem-se

Qi: Al A, j :1,... )'t-L

Ig,:AiAl i:1,...)'t.L

com li : car(Q), j : L,... )'t.1.

Definig5o 2.2. [Jma matri,z P: IOI, ...,A:f tou que In,: AiAl e

Qi : Al Ar, com j - 1,. ..,u, 6 uma matTiz associ,ad,a d' AJC com base

pri,nctpal constitu{da pelas matri,zes {Qr, . . ., Q,).

11

2.L.2 Algebras geradas

Seja .// : {M t,. . ., M.} uma familia de matrizes sim6tricas n x rr, que comutam,

o que equivale, a que as matrizes sejam diagonalizadas por uma matriz ortogonal

P tendo-se pois .r// c d (P), onde .d (P) 6 a 6lgebra de Jordan diagonalizadas por

P, ver Schott (1997) [39].

Existe pois, pelo menos uma 6lgebra de Jordan comutativa, eu€ cont6m .r//.

Ora, intersectando-se 6lgebras de Jordan comutativas que contenham .til, obtdm-

se rilgebras de Jordan comutativas que contim .y'/. ExistirS, pois uma 6,lgebra de

Jordan comutativa mfnima, a Slgebra de Jordan comutativa gerada por .t//, qre

cont6m tZ, e que representaremos por d(-.//).

Os vectores linha o1,...,o,, de P s6,o vectores pr6prios das matrizes de..//.

Pondo e4Td4 caso

alMiai:a[Mia1, j:7,...)'tt)

isto 6, s€ oi e o7 estiverem associados a valores pr6prios id6nticos para todas as

matrizes de..//, definimos uma relagS,o de equival6ncia, T) em {or,. ..,o,n}.Podem

ser definidos dois tipos de classe de equival6ncia.
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Definigio 2.3. Uma classe de equ'iual€nc'ia r 6, de primei,ro t'ipo se houuer pelo

rnenos uma matriz de lZ para a qual os uectores da classe t€m ualor pr6pri,o nd,o

nulo. Al6.m das classes de pri,mei,ro ti,po pode hauer uma classe de segundo ti,po

consti,tu(da pelos uectores li,nha de P que t€.m ualores pripri,os nulos para todas as

matrizes de .til.

O nrimero de classes de primeiro tipo 6 o indice pr6prio de //.
Seja o o fndice pr6prio de .// e €r,. .. ,€u os conjuntos de indices dos vectores

das vii,rias classes de primeiro tipo. Ponhamos

Qi:Dop[, j:1,...,u,
ie'6'i

verificando-se facilmente que estas s5o matrizes de projecES,o ortogonal mutuamente

ortogonais. Assim g : {Qt,. . . ,Qu} ser6 a base principal de uma S,lgebra de

Jordan comutativa que representamos por bp(d) j5 que se trata da intersecgSo de

6lgebras de Jordan comutativas que cont6m 9. Por outro lado temos

Mi:f,4,Q,, 'i: L, "',w,
J:T

combi,i o valor pr6prio de Mi para os vectores pr6prios o7 com I e €i, i :1,...,u,

i,:1,... )'u). Consideremos ainda que B : lh,i.
Estabelegamos agora o seguinte lema

Lemma 2.2. Se as matrizes de .til forem l'inearmente i,ndependentes, os uectores

li,nha de B serd,o li,nearmente i,ndependentes.

Demonstragd,o. Se as matrizes de t// forem linearmente independentes, entd,o, se

ca .t// : I ctM t : onxn imPlica c : o.'

,"--,]'., ,z : 
L-",(Er,,o,) 

: 
E ([,,,",) 

e; e como as matrizes

Qr,...,Q* s5,o mutuamente ortogonais, sendo pois linearmente independentes, tem-

se cT.d : Onxn se e s6 se -BTc - 0r. Assim, se as matrizes de ...y'/ forcmlinearmente
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independentes, tem-se BT c: 0, se, e s6 se, s: Or, o que equivale a que os vectores

linha de B sejam linearmente independentes. tr

Tem-se agora o seguinte corol6rio:

Corol6rio l. Para que as matrizes de .-d se.jam l'inearmente'independentes, o car-

di,nal ff("r//) nd,o pode erceder o {nd'ice pr6pri,o de .,//.

Por outro lado v6-se que, dado ..// c.d(9), se tem d("//) e d(9).Assim as

matrizes de bp (d (.//)) pertencem a d (9) sendo portanto somas de uma ou mais

das matrizes de 9. Se uma das matrizes Q? d"Ug@Q//)) fosse a soma de duas

ou mais dessas matrizes, tendo-se

Q7:Do,ol +t aial +"',
je6'1 j e'i itr

os vectores pr6prios com indices em€i,lJ€6,,U. . . , teriam vectores pr6prios idGnticos

para todas as matrizes da -d o que 6 impossivel. Assim as matrizes da bp (d(-4{D

ser6,o as matrizes de 9, o que permite estabelecer a seguinte proposiqS,o:

ProposigSo 2.L. A dlgebra gerada pela famfli,a .d coi,nc'ide com a dlgebra gerada

pela familia 9. Tem-se d(//): d(9).

Sendo .t// rma familia de matrizes sim6tricas que comutam, linearmente inde-

pendentes, podemos complet6-la por forma a ter-se uma base .t//" para d("r//),

dado que qualquer conjunto de elementos linearmente independentes num espago

vectorial pode ser completada por forma a obter-se uma base. Ter-se-5 ent5,o

13

M7:fur,,o,, 'i: L,.. .,a,
.i:r

com -Elo : lb\,i uma matriz regular com sub-matriz superior -8.

Estamos agora em condig6es de enunciar a seguinte proposigS,o:

ProposigSo 2.2. ..r//" 6. base de .d(.//") se e s6 se for constitu(da por matrizes

l'inearmente independentes e t'iuer cardi,nal i,gual ao tndi.ce pr6pri,o.
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Demonstragd,o. Basta observar que a condiqSo equivale a que amatrtz B'seja re-

gular, o que faz com q.ae .til" seja, atendendo ao Lemma 2.2, :uma famflia de matrizes

de d(.r//") linearmente independentes e em nfmero igual a dim(d(..//')), pelo que

,d" ler6" de ser base de d(d").u

Caso .r//, familia de matrizes sim6tricas que comutam, constitua uma base para

,d(M), diremos que 6 uma familia perfeita.

Consideremos agora o caso em que ,d 6 constituida por uma irnica matrrz, a

matriz M. Sendo att...)a1) os valores pr6prios n5,o nulos de M e Qy...,Q, as

matrizesrde projecgS,o ortogonal sobre os correspondentes espagos pr6prios, ter-se-6

M :D"rQt vendo-se ainda qre 9: {Qr,...,Q,} 6 a base principal que se
j:t

obt6m para il(Z).
Com efeito, se se tiver Q, : t aial, i : 1,. . . )?.)6 fdcil verificar que€1,. . .,€u

le,{,.i

s6,o os conjuntos dos fndices dos vectores pr6prios pertencentes d,s vdrias classes de

equival6ncia r, de primeiro tipo.

A concluir intressa-nos considerar o caso em que ..d : 4 U d2 com d1 e .d2

d,lgebras de Jordan comutativas completas com bases principais 91 e 9y
Estabelegamos agora a seguinte proposiqS,o:

ProposigSo 2.3. Sendo 9t: {Qr1,...,Q4.,} : bp(.dt), t:1,2 com "d1 e "d2

completas, a bp(d (.drtldr)), 6. consti,tu{da pelas matri,zes ndo nulas da forma

Qr,jrQz,ir, it : 7,...,11)r, iz : 1,...,'tt)2.

Demonstragdn. Comegemos por observar que as matrizes de d1U d2 comrttam ge-

rando pois uma 6lgebra de Jordan comutativa A @rU dr) que cont6m 91Ll 92 e

que as matrizes nio nulas da forma Qr,.irQz,i, s5,o matrizes de projecqi,o ortogonal

5A extensSo desta equival6ncia a espaqos vectoriais com dimensS,o infinita pode ser feita utili-

zando o lemma de Zorn, em honra do matem6tico alemSo Max August Zorn (1906-1993), apesar

da sua primeira formulaES,o se dever ao matemS,tico polaco Kazimieru Kuratowski (1896-1980).

Tamb6m pode ser consultado o axioma da Escolha e o Teorema de Zermelo (Ernest Zermelo

(1871-1e53)).

tr
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mutuamente ortogonais, constituindo a base principal duma LJC .d', que estar6

contida em todas as ri,lgebras de Jordan comutativas que cont6m ,4U dy Basta-nos

pois mostrar que ,4Ud, C d" para o que basta mostrar qlue 91U92 C do. Como

,4 e dz s5,o completas tem-se

Qr,i :iOr,,Or,i' e 'do ', i : 1, "' ,uI,
jt:t

vindo Q, C d". De igual forma se mostra glue Qz C d", o que completa a

demonstraqdo. tr

2.L.3 Sub-famflias

Seja,,// uma base para d, sendo I abase principal de .d ter-se-6, com u : dim(d)

Mi:ioo,,Q,, 'i: 1,...,w,
j:L

sendo B:lh1lmatrrz regular uxu.
Dada uma sub-familia -rilt de ..// , podemos dar A,s m mairtzes de .ril' os n'L < w

primeiros indices de .,//. Diremos qlue ..//' 6 uma sub-famflia segregada se se tiver

Ir,, o Iu : 
|'"'' B''' )

com -82,1 sub-matriz m x m. Assim, sendo g' : {Qt,. . . ,Q*} temos

M' : Br,rQ'

e

M: BQ

bem como, dado as matrizes .Elr,r e El serem regulares,

Q' : Bl.!M'
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Q: B-rM

Enquanto I6 a base principal da 6lgebra d(,//),9' serd a base principal da

6lgebra d(.ril').

At6 agora temos considerado.ril como base para.c/. Suponhamos agora que ,-rr/

n5,o 6 base para d : d (.2), embora as matrizes de "// continuem a ser linearmente

independentes6. Temos l: #(".d) ( tl, pelo que a matriz B serd do tipo I x w.

Suponhamos que as h < I primeiras matrizes de .,// constituem a sub-familia .tZ'.

A situagS,o de segregagS,o continua a conduzir a rrna matrrz de transiqS,o de forma

triangular inferior, com M' : Br,rQ' e M : BQ e as matrizes Br,r e -B sA,o dos

tipos h x rn e I x w. Podemos completar ..il' para obter uma base ..//" para .d (9') e

em seguida completar a famflia ,rZ \.ril' das riltimas I - h matrizes de ".il , de forma

a ter-se uma base para ,il (9\ 9').

Interessa-nos tamb6m considerar um outro aspecto do completamento de familias,

a de familias de matrizes sim6tricas que comutam. Duas destas famflias dizem-se

9-equlalentes, se geram a mesma AJC. As bases da AJC serdo 7-equivalentes.

Interessa-nos ainda considerar os pares (.r//' , lil) de familias de matrizes sim6tricas

que comutam. Um par deste tipo de matrizes diz-se estruturado se .t//' C .// e

,d(,r//') C d(-//). Dois pares estruturados ser6,o 9-eqrlalentes, se as AJC geradas

pelas famflias e sub-familias forem id6nticas. Sendo d' :.d(.-//') e d : d(-//),
representaremos por (J' e f/ as respectivas matrizes unidade e por c' e c as carac-

teristicas das mesmas. Se c' I c, U' ter6 de ser soma de apenas parte das matrizes

da base principai de d, observando-se a segregagS,o. Assim, o par estruturado

6A titulo de exemplo, considerem-se as matrizes M1 :

l,::]"-':li,:]
Ii]l:lIt]

com vectores pr6prios



2.1. RESULTADOS SOBRE MATRIZES T7

(.-//',.-//) de famflias de matrizes sim6tricas que comutam 6 segregado, se e s6 se

c'<c.

2.L.4 Produto de Kronecker

Neste trabalho iremos usar, para al6m do produto usual de matrizes, o produto

de KroneckerT , que representaremos por 8. Diversos s6,o os trabalhos onde est6

desenvolvida esta operagS,o, veja-se por exemplo Graham (1981) [19]. Apresentamos

de seguida alguns resultados do produto de Kronecker que ser5,o necess6rios para o

desenvolvimento do nosso trabalho.

Considere-se uma matrtz A: lou,il do tipo r x s) define-se ent6,o

l-^ E2 ^ olI at)B 04p8 
IttAetB:l : ". : 
Ilr

I o,.rB a,,"8 )

Se os prodrtos AiB i, com i : L,2, estiverem definidos, poder-se-6 ent5,o verificar

que

: (A1Br) e (A282).

Tleopold Kronecker (1823-1891). MatemS,tico alemSo nascido em Liegnitz (Prrissia, agora

Legnica - Pol6nia) tendo morrido em Berlin.

(Ar 8 Ar) (8,, * az) :

: ):

Orrrrl

U",rg, )

& (A282

at,tAz ar,sAz1 I u,,.,,n,

:ill'
ar,tAz ar.rAz] L n,r,

(8",',') (E'',"')
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Igualmente se verifica que

(ao^a)r:Ar 8-Br.

Vejamos ainda algumas outras propriedades que seri,o importantes no desenvol-

vimento do nosso trabalho.

Considere-se a matriz identidade de ordem r, Ir, e J, - Lul-ur, verifica-se que

( ,,* ru: r,,,,,

f'* Lu:ruu

[ ,, I ru: r,.

Interessa-nos tamb6m ver o que se passa com matrizes de projecgS,o ortogonal.

Uma matriz 6 MPO se e s6 se for sim6trica e idempotente. Verifica-se facilmente

que o produto de Kronecker de matrizes ortogonais fsim6tricas, idempotentes] ori-

gina matrizes ortogonais [sim6tricas, idempotentes], pelo que o produto de Kronecker

para matrizes de projecgS,o ortogonal 6 tamb6m uma matriz de projecgS,o ortogo-

nal. E ainda fdcit de verificar que se QrQl: O,,xn1 ou QrQ; : Onzx,z, se tem

(Q, B a) (a[ s aI) : o,,n,xn,nz.

Sendo D(r'), amatrrz diagonal, cujos elementos principais sio as componentes

de r', ter-se-d,

D(r') o D(sh) : D(rto rn).

Uma matriz ortogonal de ordem s 6 ortogonal estandardizada se os elementos

da sua primeira linha forem iguais u t-L. O produto de Kronecker de matrizes

ortogonais estandardizadas P1 e P2, de ordens lL e u) ser6 uma matrtz ortogonal

estandardizada de ordem uu.

Considere-se agora uma matriz sim6trica M e o vector dos seus valores pr6prios

r(M). Se D(M) : D (r(M)), ent5,o, com P a matrtz diagonalizadora ortogonal

de M, verifica-se que

M : Pr D(M)P,
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e como tal, se P1 e P2 forem as matrizes diagonalizadoras ortogonais das matrizes

sim6tricas Mt e My ent6,o

(P' o Pr)(M, e M2)(PL I P2)r :
: (P, e e,1 l@l o(M,)P,) (e[ oltur)e,)) (PJ s PJ)

: le,el o1M)Pp[) s lerel D(Mr)PrP;)
: D(Mr) e D(M2).

Da express5,o anterior demonstra-se que Pt& Pz 6 diagonaltzadora ortogonal de

MrSM2eQte

D(Mr* 1wr): D(Mt) e D(M2).

Um outro resultado que se pode deduzir, relacionado com as caracterfsticas de

matrizes, 6

car (M y * 1W z) : car (M r)car (M 2),

com car(M) a caracterfstica da matriz M. Essa caracteristica 6 igual ao nrimero

dos seus valores pr5prios n5,o nulos.

Este resultado pode ainda estender-se a matrizes n6,o sim6tricas, ver por exemplo

Silvey (1975)[45]. Assim,

car([IUr) : car(fl)

tendo-se

car(M1* lVtr) : car lQW, e M2)(Mr e Mr)r)
: car lmrtwl e MrM;)
: car(Mr)car(M2).

2.1.5 OperaE6es Bindrias

No que se segue, utilizaremos duas operag6es binririas sobre as AJC.

Produto de Kronecker

Consideremos a seguinte proposigS,o.
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ProposigSo 2.4. Send,o {O,,r,...,Qi,u,\ rurO mutuamente ortogona'is que cons-

tituem a base pri,nci,pal da AJC 1, j : 1,2,

(" u2 'l

dt&dz:1tIr,., (Qri a Qr.,)1,
(a::r )

serd, uma AJC com base pri,nctpal {Qyr a Qz,i}, i : 7,. . .,ur, j : 1,. . .,1tr2.

Demonstragdo. E fricil verificar que 4A dz 6 um espago vectorial que cont6m o

quadrado das suas matrizes as quais comutam, sendo portanto uma AJC. Verifica-

se ainda qre {Qr,r & Qz,i}, i:1,..., ut;i :1,..., u2, 6 tm sistema de geradores

de d, & dz constitufdo por MPO. Como estas MPO sio sim6tricas, idempotentes

e mutuamente ortogonais, s6,o linearmente independentes constituindo portanto a

base principal de ,4I d2.

Define-se assim uma primeira operagSo bin6ria entre AJCs. Prova-se que a

mesma 6 associativa, ver Fonseca et al (2006) [15].

Suponhamos agora que

ul

M1,i:Dbo,i(t)Q,,i I : t,...,uti I : t,2
.i:1

ter-se-6 ent6,o

ut u2

Mut & Mz,n: t lUo,t1t1Un,r,(2)Qr,i & QzJ, 'i:7,. . .,ut,h: !,. . . ,u2.
j:t k:I

Em particular se ut:'tt2e {Mtl,...,Mt,u,} for uma base para dt, l:L,2 as

matrizes

B(t) : lbo,i(t)1,

sendo matrizes de transigdo, entSo estas bases sio regulares.

Verifica-se facilmente que

B:B(1)88(2)
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tamb6m 6 regular, pelo que {Mr,ngMz,n}, i;: L,...,ItL,h:1,...,u2 tamb6m

ser5, base de dr 8 d2.

Admitamos agora qre dt 6 completa e regular sendo constitufda por matrizes

T\ x r\,1 :1,2. Entl.o

{o,,,* *r-} u ,r., a Q,,i)

com i - 1,. . . ,111e j :2,. . .,u2, setd uma familia de MPO mutuamente ortogonais

a qual serS a base principal duma AJC, "dr* gr. Define-se assim uma segunda

operagio bin6ria sobre AJC, que designaremos por Produto de Kronecker Restrito.

Tamb6m esta operagS,o 6 associativa) como veremos adiante.

Produto de Kronecker Restrito

Consideremos as AJC dr e .d2 com base principal 91 : {Qr1,,i:1,...,t1r} "
9z : {Qrr,i:1,...,w2} constituida por MPO rli x TLi, i: : 1,,2. O elemento

identidade de il,;6 dado por 
,ui

(Jr:DQn,.
i:r

Estamos em condig5es de enunciar a seguinte proposigS,o.

ProposiEio 2.5. Dado k : 7,.. . ,w2 - 7, a famil,i,a

9*: {Qrr, B Qrn} U {u, & Qrn,}

com h - 1,...,wt, h' : lr...,k e h" : k+tr...rw2, entd,o 6, uma fam{li,a de

matri,zes ortogona'is mutuamente ortogona'is.

DemonstraEd,o. Uma vez que o produto de Kronecker de MPO 6 uma MPO, 9x

ser6 uma familia de MPO. Para al6m disso, dadas duas matrizes distintas Qi1 8

Q\ e Qi, e Qi2 pertencentes a 9n, por forma a que Q"r, I Qiz ou QZ, I QZr,

necessariamente

(Qi' s QZ) (Qi, a Q") : (Q"rrQ"rr) s (QZrQZr) : o,

o que completa a demonstragS,o. tr

27



22 CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

A AJC com base principal 9p serd o Produto de Kronecker Restrito de ,4 e "dz.

Representaremos esta AJC poy dt*n dr. Quando k : l, escreverem os dt* O,

De referir qre dr*., dr: ,4 A d2.

Admitamos que os vetores linha de A77, constitui uma base ortonormal dcr espago

imagem de Qm,, h: 7,. . . ,ut, I : L,2. Se .4 e d2 forem completas, as matrizes

l:L,2

ser5,o matrizes ortogonais associadas a .dr e .dz.

Diremos que a matriz 6 sub-ortognal se for obtida a partir de uma matriz orto-

gonal h, qual se retira parte das linhas. Por exemplo, se as matrizes Qr: AlAi,
j :7,...,u, constituem a base principal de uma AJC n6o completa, d, entdo

A - ["] A[l 6 a sub-matriz ortogonal associada a .d, i.e., A serd, a

sub-matriz de uma matriz ortogonal associada a d". Entl.o

G : Gr*rGr: lAlnS A[n,;Gr I A[n,)

onde h - 1,. . .,ur, h' : 7,...,k e h" : k + 1,...,,t1)2,ser6 a matriz sub-ortogonal

associada a 4*x dz se uma das 4 e dz n6,o for completa. E imediato qoe se d1

e .d2 forem ambas completas, entSo Gr*rG2 6 ortogonal.

Do exposto ressalta que se G for uma matriz ortogonal ou sub-ortogonal associ-

ada d, AJC,

(J : GG+,

sendo a soma das matrizes da base principal da AJC, a unidade da mesma.

Se considerarmos ainda as matrizes sub-ortogonais Gr, Gz e G3 associadas ),s

AJCs dL, d2 e ds, podemos verificar que

Gr**,

pelo que podemos constatar que estas operag6es bindrias gozam de associatividade

generalizada.

(*r*r,"r) : (",**, G2)**,GZ
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Utilizando a associatividade das duas operag5es, podem-se construir 5lgebras

complexas a partir de 5lgebras completas e regulares simples. Recorde-se que en-

quanto definimos d, g d2 para quaisquer AJC, s6 definimos 4* .dq para .ds e

,da completas e regulares. Adiante encontraremos, no tratamento de uma aplicagS,o,

uma Slgebra da forma

(d, s d, e .4)* o^* ar.

Regressando ao produrc d* Ar, admitamos que {Mur, . . . , MLur} constituem

uma base para .d1e que se tem a matrrz de transigS,o B(l), I : 1,2. Ter-se-ri ent5,o,

) Jn,:r, i b,,;(1) * (]r,,)
i:l \nt /

U7

bem como, dado Ler,, - rn, e Qz,r: IJ,,,j:r rL2

ul

rn,& Mz,n : t bn,n(2) (r,,8 Qr,o)
k:7

i,: L,...,rtr1

/u,: bh.r(2) ( t Qr.i I
\ i:r *,",) .Ebn,r, (rn, q ez,n)

h:2r. . . ,1tr2.

Assim, teremos agora a matriz de transigS,o

lnru, o l
B(1))k Be): I I

I a1zlr- B"(2) )

onde b(2) 6 obtido retirando a primeira componente ao primeiro

B(2) e B"(2) retirando a primeira linha e coluna a B(2).

Caso .B'(2) seja regular, ^B(1)* B(2) sera regular e

{Mt,u & r,.,} u {r,, & Mz,n} ,

vector coluna de
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i:7,...,ut, h:2,...,L12, constituirS, uma base paru dr*Ar. Esta situagS,o

verifica-se em particular quando

M2;:!*t,,'
T1,2

Considere-se a base principal da illgebra d

bp(d) : {Qv...,Q.}

bem como A : {1,...,w}, tomando-se

( s.a
)-
)_
| €" :11\6

Podemos ent5o definir a base principal para d(€), como

w@ @)): {Qi;i e €}'

Consideremos ainda uma outra d,lgebra d" com dimensS,o no x no . A sua base

principal ser6

bP(.d"): {Qi,...,Q".}

tomandos-se

ue(Z(Y)): {Q? 8Qi,'i: r,...,wo,i e €} U {r". 8Qli e€}

Finalmente se verifica que

7 @l : (d" s d (€))fr 1a 9,.) I d (€")),,

combp(d(1".)): {1,.}, onde a primeira parcela 6 ortogonal d segunda parcela.

Igualmente se verifica qlue "d(1n"1 : {cln").
Facilmente se verifica que

(;"') . (E r,):rn"8(,?",)
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e que
/\

r,.B IIor):/,.E/,.'-\?r. /
O caso particular em que € : {1,. . .,k) foi j6 considerado por Covas (2007)171.

Para efeitos deste estudo, interessa-nos o caso em que operaremos com famflias,

./A e .//z de matrizes sim6tricas que comutam) com 9t: {Qr,t,...,Qr,-r}, 9r:

{Qr,r,...,Qz,rr} as bases principais de .4: d(-Zr) e dz: d(Zz).

Como, com f.r1 : D Qr,i, ubase principal de dr** d, 6

j:r

ent5,o, qualquer matrrz de dr

-//r*r..//2: {Mon8 Mzn,}U{Ur 6 M27,,},

com h - 1,. ..,wt, h' : L,...,k e h" : k + 1,...,u)2, ent6,o, qualquer matriz, por

exemplo M, d.a A (-Ar*r Zr) seri{, da forma

wl k

M :D t avi,6,M1i, & Mzt, I t a2hfJtI Mzt"' (2.1)
i|:l i2:t is:k+I

2.2 Mfnimos Quadrados

(0 rr,,,a e2,i...e,,.,e o,,,)) u
\r:1 )
u {u, I Qz,ij : k* 1, "',wz},

*r d, seri{, da forma

uo (*,*r d,) :

Consideremos um modelo linear

s:iXiBo+ ei

onde Xa : [Xr, ...,X*), I : 113r,..., B*)r com

de covariAncia V. Seja ainda ?, a MPO sobre o

Zmyllony (1986) [52], vamos mostrar que, quando

vector m6dio t-t: X0 e matriz

espago-imagem de X. Seguindo

V e T comutam, os estimadores
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dos minimos quadrados t6m variAncia minima na classe dos estimadores lineares e

centrados, sendo pois BLUE.

Ora, ver Mexia (1995) [30], tem-se

T:x(xrx)+xr

pelo que o estimador de mfnimos quadrados de B serd

B* : (X, x)+ xry.

Por outro lado V : AP 6, ver Mexia (1990) [29], estim6vel se e s6 se E (Ar) q

E ()(') o que equivale a existir .I( tal que

A: I{X.

tendo-se para tP o estimador de minimos quadrados

v*: A0*: I<xp.: I{TY.

Por outro lado,

E(MY) : M X p : MTX B : E(MTY)

pelo que, MY e MTY terd,o o mesmo vector m6dio.

Caso 7 comute com V, In - T tamb6m comutar6 com V, vindo

v (MY) 
:Iiy; *{T;y,;:\i#:';,:l f;r Mr +

+rw(r - T)v(r - T)M'

:T,T ;{*if:, :f,:,_ 
r). rv,

Interessa-nos estabelecer a seguinte proposigS,o:

ProposigSo 2.6. Tem-seE(MrY):E(MzY) se e s6 se M1T : MzT.
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Demonstragd,o. Se E(MtY) : E(MzY), tem-se, VP, MtX0 : MzXp, vindo

MtX : MzX bem como MrTX: MzTX pelo que (M,,- M2)TX:0 pelo

que os vectores linha de (Mr- Attr)T terd,o de ser ortogonais a f,): ft()().
No entanto como T 6 a MPO sobre f,), esses vectores linha pertencem a C), sendo

pois nulos, logo (M1 - tWr)T: 0, ou seja, M1T : MzT.

Inversamente, se MtT : MzT tem-se,

E(M\Y): MrX?: M\TX7: MzTX7: Mz?:E(MzY).

Corol6rio 2. O BLUE de E(MY) 6 MTY .

DemonstraEdo. Sendo M"Y outro estimador centrado deE(MY) ter-se-6 M"T :
MT bem como

V(M"Y) :V(M"T)a) + V (M"(I -r)Y)
:V(MT)a) + V (M'(I -T)Y),

logo V(M")a) - V(MYY) ser6 semi-definida positiva, uma vez que matrizes de

covari6,ncia s5,o semi-definidas positivas, o que estabelece a tese. tr

Estamos em condig6es de enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.t, Quando V e T comutam os esti,madores de mtn'imos quadrados dos

uectores esti,md,uei,s sd,o BLUE.

Demonstragd'o. Sendo V : A9: I<XP um vector estimS,vel, o respectivo estima-

dor de mfnimos quadrados 6, como vimos, Vo : I<TY tendo-se pois M - I<7,

pelo que MT : I<TT : I{T : M o que estabelece a tese. !

Observe-se que este teorema foi primeiro estabelecido por Zmyllony (1978) [51]

e que representa uma vers6o mais potente do Teorema de Gauss-Markovs .

SEm honra do matemdtico alemS,o Carl Fliedrich Gauss (1777-1855) e do matem6tico russo

Andrei Andreyevich Markov (1856 1922).

27
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Estatfsticas Suficientes e Completas

Nesta secgSo iremos apresentar algumas definig6es e resultados que ser6,o utilizados

no desenvolvimento deste trabalho, em particular aqueles que dizem respeito d,s es-

tatisticas suficientes e completas. Para um estudo mais detalhado poder6 consultar-

se, por exemplo, Mood (1974)134].

Considerem-se todas as amostras de dimensdo n, representadas por r". O espaEo

constitufdo por essas amostras sera An. Estas amostras, s5,o igualmente realizagoes

do vector aleat6rio X", verificando-se q\te pr (X" e A") : L.

Podemos verificar que as probabilidades associadas a Xn podem ser especifica-

das a partir da respectiva distribuigSo F(r";(") : P (X" I rn;€"), e o parAmetro

vectorial (" varia num espago de par6metros f), ver Williams (1997) [49].

Representemos por f (r";(") a fung6o densidade ffungd,o probabilidade] para X"
no caso continuo [discreto]. Consideremos ainda uma partiES,o de An, uma familia

de conjuntos Di,'i: L,..., dijuntos dois a dois, para os quais se verifica UOr:
,4,. Podemos pois definir distribuig6es condicionadas sob a forma F (r"lD'i;€') :

P (X" 1 n"lX" e Dt;€).

Com base na funqS,o densidade fprobabilidade] e na partigS,o sobre 
"4,,, 

podemos

definir

F (r";€') : f r (X" e D;€') F (r"lDi;{).
i

Uma partigS,o diz-se suficiente quando as distribuig6es condicionadas n6,o depen-

dem de (", i.€.,

F(r";€") :tf (X" e Dr;€")F(r"lD).
i

Uma estatistica 6 qualquer fungS,o escalar ou vectorial da amostra. As imagens

inversas da estatfstica constituem uma partigao de An. A estatistica diz-se suficiente

quando quando gera uma partig6o suficiente. Estamos em condiq6es de formalmente

estabeleger a seguinte definiEao,

DefinigSo 2.4 (Estatfstica Suficiente). Uma estatfuti,caT 6, sufici,ente, se e s6 se
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a di,stri,buigd,o Y condi.ci,onada pelo ualor da estattsti,ca nd,o depender do pard,metro

0, 'i.e., se Fy (.17: t) nao depende de 0.

Esta definigSo 6 particularmente importante quando se pretende mostrar que

uma dada estatistica nd,o 6 suficiente. Para o efeito, caso se pretenda mostrar

que uma determinada estatistica T n6,o 6 suficiente, basta encontrar uma outra

estatistica T' para a qual a distribuigS,o condicionada de T' dado 7 depender de d.

S5,o vS,rios os exemplos onde n5,o existe uma fnica estatistica suficiente, no en-

tanto existirri, sempre estatisticas suficientes conjuntas que se definem como,

DefinigSo 2.5 (Estatfsticas Conjuntamente Suficientes). Seja ttt. . .,rn nrna

amostra aleat6r'ia da densi,dad, f (.;0). As estat{sti,cas Sr,... ,5, sd,o defini,das corno

conjuntamente sufici,entes se e s6 se a di,stri,bu'igd,o conjunta de Xr, . . . , Xn dado

Sr : st,...,s" : sr nd,o depende de 0.

Estamos em condig6es de enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.2. SejaY uma aari,duel aleat1ria cuja funEd,o densi,dade, ou fungd,o pro-

babilidade, depende de um pari,metro 0. As estat{sticas Tr, . . . ,7, sd,o conjuntamente

sufic'ientes se, e s6 se,

f @le) : e(h, . . .,t,le)n(a)

onde a funEd,o h 6, ndo negati.ua e i,ndependente de 0, e a fungd,o g depdende de y

apenas atrau6.s das estattsti,cas Ty,. . .,7,.

Do exposto ressalta a possibilidade da exist6ncia de vririos estimadores centra-

dos (apenas focaremos estes por raz5es 6bvias) e funqSo de estatisticas suficientes.

Coloca-se entd,o o problema da escolha de estimadores para o par6,metro de interesse.

Com este objectivo em mente, iremos introduzir alguns conceitos que interessa reter.

Por serem por demais conhecidos e as suas demonstrag6es poderem ser encontradas

na mais diversa bibliografia, apenas iremos demonstrar aqueles cujo interesse seja

pertinente.

29
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Teorema 2.3 (Teorema da FactorizaqSo). Seja X1,. . . , Xn uma amostra aleat6ri,a

de tamanho n da densi,dade f (.;0), onde o pard,metro 0 pode ser um uector. A es-

tat{sti,ca,Sr: s(Xr, ...,Xn) 6 sufici,ente se e s6 se a densi,dade conjunta d,eX1,...,Xn,

d,ad,a porfff {"0;0), se factori,za como
i:1

fxr,...,x*(*r,...,rni0) : g(s(rr,...,rn);0)h(ry...,rn)

- g(s;0)h(q,...,rn)

onde a fungd,o h(rr,...,rn) 6. nd,o negati,ua e nd,o depende do pari"metro 0 e a

funEd,o g(s(rr,...,rn);0) 6. nd,o negati,ua e depende d,e 11,...,frn apenas pela fungd,o

s(',...,').

Podemos ainda enunciar o anterior teorema distinguindo estatisticas suficientes

(simples) e para o caso de estatfsticas conjuntamente suficientes. Ver, por exemplo,

Mood (1e74) 134).

Teorema 2.4 (Teorema da FactorizagSo para Estatfsticas Simplesmente

Suficientes). Consi,dere-se Xr,...,Xn uma amostra aleat6ri,a, de di,mensd,o n, de

uma densi,dade f (.;0), onde o pard,metro 0 poderd, ser um uector. Uma estatfuti,ca

,S: s(X1,...,Xn) 6, sufi,ci,ente (si,mplesmente) se e s6 se a densr,dade conjunta de

Xt,...,Xn d,ad,a por}ff @;0), pod,er ser factori,zad,a como
i:t

fxr,...,xn(rr,...,rd0) : I (s(q,. . .,rn);0) h(r1,. ..,rn)
_g(S;0)h(ry,...,rn)

onde afungaoh(rr,...,rn) 6.nd,o negat'iuaend;o depende do pard,metro0 e afungd,o

g(s(q,...,rn);0) 6. nao negati,ua e depende de 11,...,rn apenas atrauds da fungd,o

s(',"',')'

Teorema 2.5 (Teorema da Factorizaqeo para Estatfsticas Conjuntamente

Suficientes). Consi,dere-se Xt,...,Xn Lrma amostra aleat6ria, de di,mensd,o n, da
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dens'idade f(.;0), onde o pard,metro 0 pode ser un'L uector. [Jm conjunto de es-

tattst'icas Sr: sr(Xt,...,Xn),...,,Sr: sr(Xr,...,Xn) 6 conjuntamente suficiente

se e s6 se a densi,dade conjunta d,e X1, . . . , Xn pode ser factor,izada corno

fxr,...,x.(rr,...,rni0) : g(sr("r,...,r,),...,sr(frr,...,rn);0)h(q,...,r,-)
: g(sr,..., s,i 0)h(ry...,rn)

onde a fungd,o h(rr,. . .,r,") 6. nd,o negatiua e nd,o depende do pard,metro 0 e a funEd,o

g(sr ...,sri?) 6. nd,o negat'iua, e depende d,e 11,...,frn apenas atrauls das fungdes

sr(',''','),. . .,5"(',. ..,').

Uma outra definig6,o importante que iremos usar amiride 6 a definiglo de esti,-

mador centrado com uari6,nc,ia m[ninrn.

DefinigSo 2.6 (UMVUE). DadoY com fungd,o densi,dade f (.10), um esti,mador

T para o pari,metro 0 di,z-se Esti,mador Centrado com Varid,ncia Unifor"memente

M(n'ima (Uniformly Mini,mum Vari,ance Unblased Est,imator UMVUE) de 0 se

o T 6. centrado;

o V Q) < V (T*), para todo o estimador T* centrado de 0.

Interessa-nos tamb6m introduzir o conceito de estatistica ancilar.

DefinigSo 2.7. Estattstica Ancilar Uma estat{stica S(X) cuja distrr,buigd,o nd,o

depende d,o pard,metro 0 6 denomr,nada de estat{sti,ca anc,ilar para o pardmetro.

56 por si, uma estatistica ancilar n6o cont6m informagS,o sobre d. Uma estatistica

ancilar 6 uma observagSo sobre uma variSvel aleat6ria cuja distribuigSo 6 fixa e

conhecida, n5,o relacionada com 0. No entanto, uma estatistica ancilar, quando usada

em conjungS,o com outras estatisticas, por vezes cont6m informagS,o importante para

infer6ncia sobre d.

Uma estatistica 7 6 muito fitil na redugSo de dados se nenhuma fungSo nd,o

constante de 7 6 ancilar ou ancilar de primeira ordem, isto 6, se E6[/(7)] :. puru

qualquer d e 0 implica f (t): c. Esta condigSo 6 equivalente a JEB[/(|)] :0, para

31
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qualquer 0 e Q implica f (t):0. Uma estatistica que satisfaga esta condigS,o diz-se

completa.

O que nos leva h seguinte definig5,o,

DefiniESo 2.8. Estattstica Completa. Seja f (tl?) uma famflia de fungdes den-

si,d,ade [d,e probabi,tr,dade] para a estattsti,ca T(X). A famfli,a das di'stri,bui'g6es de

probabi,li,dade d, denomr,nada de completa seW6lg(r)] : 0 para qualquer 0, i'mpli'ca

Po (gg) - 0) : 7 para qualquer 0. Por equi,ual€nci,a, T(X) 6 denominada estattsti,ca

completa.

De referir que o facto de ser completa 6 uma propriedade para uma familia de

distribuig6es de probabilidade, na,o de uma distribuigS,o particular.

Considere-se o exemplo: Se X tem distribuigSo normal ,n/(0;1), ent5,o definindo

g(r) : u, tem-se que IE[9(X)] : E[X] : 0. Mas a fungdo g(r) : z satisfaz

p(g(X) - 0) : P(X :0) :0 e n5,o igual a 1. Contudo, esta 6 uma distribuigS,o

particular, e n6,o uma famflia de distribuig6es. Se X tiver distribuiEso normal,nf(A; 1)

com -oo < 0 < *oo, v6-se que nenhuma fungSo de r, excepto uma, ou seja 0 com

probabilidade 1 para qualqter 0, satisfaz E, (g(X)) : 0 para todo o 9. Entd,o, a

familia de distribuig6es com ,n/(0; 1) e -oo < e < *oo, 6 completa.

Apesar de podermos comparar dois ou mais estimadores centrados e de entre

estes definir qual o melhor, Ieia-se o de menor variAncia, nada nos garante que

efectivamente este 6 o de menor vari6,ncia de entre todos os estimadores possiveis

em id6nticas circunstAncias.

Vejamos algumas condig6es de regularidade dos estimadores:

aI. 
A0logf 

(r;0) existe para qualqlTer r e todo o d;

,*I Iyr@,;o)d,r,,,dtrn:I I*fira,,o)d,n1,,drn;

r. * [ ..., Ir@,,...,rn)fit-o,o)d,r1,...,dtrn:d?J J i:r
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:l fa
. 
J 

r@,,. . ., r,)d,Il f @i; o)d,r1, . . . drn;
i:7

4 0< r,ll*rog/(X;r,] 
I.ooparaquarquer0e 

o

Considerando que poderS,o existir v6rios estimadores centrados n6,o enviesados,

interessa estudar aquele que ter6 variAncia minima. Para esse efeito, podemos esta-

belecer o seguinte teorema.

Teorema 2.6. Desi,guo,ldade de Cro,rni.r-Rao.s Sob as anteriores condi,goes de

regulari,dade, e para o caso uni,di,mens'ional,tem-se

lr'(o)l'Ve(r) 2

n0,o

,,, 
f [#,.* r(x,e))')

onde T : t(Xt,..., Xn) 6. um esti,mador enur,esado de r(0).

Esta desigualdade apenas existe se existir uma fungSo K(0,n) tal que

\-aL A0log f 
(ri;0) : K(0.n)ft(r1,. . . .r,") - r@)).

i:t

A desigualdade de Cram6r-Rao, tem duas grandes e 6bvias utilidades. Se por um

lado a vari6,ncia de um estimador utilizado se encontra pr6ximo deste limite inferior,

hri garantia que este estimador 6 um bom estimador. Por outro lado, se a variS,ncia

coincidir com o limite inferior, entSo poder-se-6 afirmar que o estimador utilizado 6

UMVUE.

Uma vez que iremos trabalhar com estatfsticas suficientes e completas, 6 ainda

de interesse o seguinte teorema:

sExpressSo que cont6m o Limte Inferior de Cram6r-Rao [Cram6r-Rao Lower Bound]. Em honra

de Harald Cram6r (1893-1985), matem6,tico, actuSrio e estaticista sueco; e Calyampudi Radha-

krishna Rao (1920- ), estaticista indiano e uma lenda viva na Srea da estatistica.
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Teorema 2.7 (Teorema de Basu). Se T 6 uma estatfutica sufici,ente e completa

para a famili,a I {Pt,d e f)}, entd,o qualquer estat{sti,ca anci,lar V 6. i,ndependente

de T.

Demonstraqd,o. SeV 6 ancllar, a probabilidade Pe: P(V e A) 6 independente de

0 para qualquer A. Tomando qa(t) : P(V e AIT : t), entd,o, E,elqa(T)l : pn e, de

acordo com a definiq5,o de estatfstica completa,

qa(t) -- Pa,

o que estabelece a independ6ncia de V e T.

No desenvolvimento deste trabalho, uma das condig6es que iremos colocar e a

existGncia de normalidade. Uma vez que a distribuigS,o normal pertence a uma maior

famflia, a das exponenciais, o seguinte teorema terri particular interesse.

Teorema 2.8 (Teorema da FactorizaqSo). Consr,derem-se X1,. . . , Xn obseruaqdes

'independentes e ident'icamente di,stri,bufias de uma famtli,a erponenci,al com fungd,o

densidade [de probabi,lidade] dada por

f @|il : h(r)c(0)"ta(o)t(r),

e onde o espaQo param6.tri,co contdm abertos.

Entd,o a estatkti,co 
n

r(x):Dri.,,o)
i.:r

6. completa.

Um resultado importante adentro deste capitulo, prende-se com a denominada

desigualdade de Jensen.

DefinigSo 2.9. Desi,gualdade de Jensen. Dada uma uarr,duel aleat6ri,a X e a

fungd,o conuera g(.), teremos

tr

nlg(x)l > s (Elxl).
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Demonstragd,o. Admrtamos que r(X) : a*bX, com a,b e IR, a recta tangente ao

gr5fico d" g(.) no ponto E[X]. Uma vez que 9(r) 6 convexa, g(r) > a * br, e como

tal, JE[e(X)] > n[o +bX]: a* bE[X] : r(E[X]) : e(E[X]), uma vez que a*br 6

a recta tangente. n

A demonstrag6o refere-se ao caso em que g(.) 6 deriv6vel. Para o caso geral

poder-se-5 consultar, por exemplo, Frazer (1957) [18].

Nas secg6es seguintes iremos utilizar igualmente um conjunto de teoremas, cujo

enunciado aqui deixamos para que n5,o haja drividas sobre a sua aplicaqS,o e enten-

dimento. Nesse sentido iremos enunciar o seguinte teorema,

Teorema 2.9. Rao-Blacleuell. SejaY comfungd,o densi,dade f "Tr,...,7, LtnTa

famili,a de estatfut'icas conjuntamente sufic'ientes. SejaT um esti,mador centrado de

0, entd,o, com T' : ElTlT1. ..,7,),

1. T' d uma fungd,o das estat{sti,cas Tr,...,Tri

2. T' 6 um esti,mador centrado de 0;

35

3. VIT'I sV[Tl para qualquer0, e erist'ir desi,gualdade para algum0, a nd,o ser

que PIT' : Tl: 7.

De interesse 6 igualmente o

Teorema 2.1O. Blackuell-Lehrnann-Scheffi,. Seja Y uma uari,duel aleat6ria

com funEd,o densi,dade de probabi,li,dade f . Se 7.1,. . . ,7, sd,o estatfsticas sufici,-

entes, completas e g(Tt,. . . ,Tr) 6. um esti,mador centrado desse par6,metro, entd,o

g(h,. . . ,7,) serd UMVUE.

Teorema z.LL. Lehmann-Scheff6,. Seja T uma estattstica, tal que, EIT) : 0 e

Vlf) < x, onde 0 6 um pard,metro real. Ent6,o, r-trna condi,qd,o necess6,ri,a e suficiente

paraT ser UMVUE para0 6: cou(t,T) :0 paraVt, tal que E[r] :0 eVltl ( m.
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2.4 Vari6veis Pivot Indutoras

2.4.L Medidas Induzidas

Vari6veis pivot s5,o fungS,o das estatisticas e dos parAmetros com distribuigSes conhe-

cidas. Por exemplo, se S - 'yx?,isto 6, se S 6 o produto de 7 por um qui-quadrado

central com g graus de liberdade, ent6,o, com

.q17_ -
"- 

1

teremos Z - X? sendo por isso uma vari6vel pivot.

Admitamos que o espaqo param6trico da distribuiqS,o deY" pertence i, o-Slgebra

98, dos borelianos de IR".

DefinigSo 2.LO. A aari,duel pr,aot Z' : g'(Yn,0') serd,, uer Couas (2003) [5], i,n-

d,utora, se a funqao L (01g") : g' (Un,0') tiuer fungd,o 'inuersa h(r'lA") men,su,rduel

gL.

Com efeito, sendo Po a medida de probabilidade associada i, distribuigS,o de Y,

teremos as medidas de probabilidade induzidas em 9,, dadas por

Pn-(C) : P" (l (C n O) ly")

onde gl" 6 o valor tomado por Y.

Note-se que para qualquer g"

Pn"(@) :1.

Interessa-nos considerar um caso particular, onde aS componentes Zy,. . ., Z, da

variS,vel pivot induzida Z' s5,o independentes e dadas por

Zi : gi(y",01) i, : I,...,r

com 0i.,. . . ,0, as componentes de @". Se para al6m disso tivermos

T

O: x Oi,
i:t
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com Oi e 9t,'i:1,...,r e I o produto cartesiano, e as fung6es
i:1

lo(01A") : tu(A",0r)'i : 7,...,r

tiverem inversas mensur6veis hi Qlg") e 9, 'i : L,. . . r, podemos induzir em (8,,9)

as medidas de probabilidade
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Ps",i(C) : P: (li(C n O,)ls") ,i:7,...,r

onde Pi, 'i : 7, . . . ,r 6 a medida de probabilidade associada A, distibuigS,o de Zt, 'i :
1, . . ., r. Uma vez que as componentes s6o independentes, tomando C1, . . .,C, e 9,,

teremos, ver Ferreira (2006) [11],

t" (,i, ti(ci'o,) lu") : I 
Pi uo(c a@)ls')

pelo que, comPn* a medida produto das Po.,i, i :1,. . .,7, teremos, ver Williams

(1997) [49], a medida produto dada por,

,* (,:,r,) : I Pa^,i(ci): 
U 

Pf Qu(cr.o;la\ :

: p. ( i tn1c,n o,ls")) :
\,:r /

: '(r ((,i,c,) "'))
uma vez que

nlr@,1 
o,;) : (,i, ,,) " (,i,r,) 

:

: ( i c) no.
\,:r ')

Assim a medida produto Po^ d,asmedidas induzidas pelas componentes 6 id6ntica

a Po".
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Em particular, admitindo que Z - X?, com tre,p o quantil d" X? para a probabi-

lidade p, teremos, caso pr 4 pz,

p, (*n.r,= : = 
rr.r,) : pz- pr

Ii /
de forma a que

or(j_ (?( s ) :pz-pr,
\rg,p, rg,p't /

pelo que 6 possivel utilizar Z - XZ para induzir uma medida de probabilidade em

(8", g) para 7.

Consideremos agora que 
^9J - 1*?t, I : 1,. . . ,f, o que nos permite obter a

variS,vel pivot indutora 21 : * - X?,, l:7,...,t.Se os 51, l:1,...,t forem
'lt

independentes, entd,o Zt, I : t .. .,t, tamb6m ser6,o independentes.

A partir destas medidas de probabilidade, podemos obter a correspondente me-

dida de probabilidade produto.

Quando St : st, I : L,. . . ,t, 6 possivel gerar amostras com distribtigilo F2

associadas ao produto das medidas de probabilidade. Se, com Xu : (Xo,r, . . . , Xt,r),

teremos Xr,I- Xl,, l:1,...,t,'i:1,...,Iy', a amostra constitufda pelos

17 /sl sr\zi:(7i.r,..., zi.,): (' il r:1,...,,\'

terd distribdgS"o F7.

Consideremos agora o parA,metro

0: drl.

A amostra consituida pelos [{ : dT Z,i, 'i : L,. . . , -|y' estar6 associada }, dis-

tribuig6o F61. do produto interno dr Z. Com Fir,a.7, a distribuigS,o empirica da

amostra, atendendo ao teorema de Glivenko-Cantellil0 sabemos que

sup {lF*,a, 2(u) - Fx,a, z(u)l} --9:-. O,

onde # 0 representa converg6ncia quase certa.
N..oo

Estabelegamos agora a seguinte proposigS,o

(2.2)

10Ver a este repeito, por exemplo Lobve (1961) 125].
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ProposigSo 2.7. Com zN,n e zq os quantis para a probabi,li,dade q de F*,4, , e F6; 7t

para qualquer que seja e ) 0, temos

1lKarl Wilhelm Theodor Weierstra8 (1815-1897). Matem6tico alemSo e pioneiro da moderna

an6lise matem5tica, tendo langado as bases da teoria das funq6es analiticas.
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sup{lzN,r- znl;€ < q < 1- e} -lj; 0.

DemonstraEd,o. Adensidade d" x?6 dada por f (rls): ;@(;)f-' s-,i, r ) 0,

pelo que a densidade de Z: !-, s +O,ser5, (ver Ferreira, 2006, [9]),
xa

I _s
S2€22:--

2Et(g) zg+r

com z ) 0 se d> 0e z <0 se d < 0. Ent6o f ("lg,d) 6 continuae positivano interior

do suporte. Considerando que a densidade f or, correspondente a Fg 7 6 obtida

atrav6s da convulgdo de densidades j(lgr,d,), I :1,...,t, esta ser6 continua e n5,o

nula no interior do suporte. De acordo com o teorema de Weierstrassll, f or, ter6"

um minim o a > 0 no intervalo lz;; z?i). Quando suplF*,o- rQ) - F6r 2Q)l . X,

temos q' : Farz(zN,s)> F,,r,ar2(zy,r)-|7_ q-X,0" forma qre zq-X1zq,: zN,q,

e observa-se que da mesma forrna zr*t ) zN,q, pelo que zr_o < zN,s { 
"r*2,

e dado qle zq_n < zq < zq+X, obtem-se 12,.,,,n - znl < zq+X - zq_6. Ent5o, se

suplF*,o, ,Q)- F6, ,e)l < X"; = 
,-X . ,*X < ?;,obtemos lr*,,- rrl . ";.

De acordo com a expressS,o (2.2), observa-se que, qualquer que seja q < 1 et-^ I6) 0, existe.ntrtut q:uepr I f^l (sufl zN,s ,nl;e <q<7-r) l,oqueestabelece aL;,; ltese. tr

Podemos utilizar os 217,n para estimar os zq e consequentemente obter os extremos

dos intervalos de confianga ]- *; zNJ*q), lzN,g;zy,r_ t) e lzN,q;*m[ para 0, com

significAncia I - q.

ietg,q:;r Gtt)
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Os intervalos assim definidos podem ser utilizados para, por dualidade, construir

testes de hip6teses para

Hs:0:0s

contra as hip6teses alternativas

Hr: 0 .--0o H1:0 I 0s Ht: 0 ) 00.

Em qualquer um dos casos considerados, rejeita-se F10 caso o intervalo de con-

fianga correspondente n6,o contenha 0s. Para um teste a nivel de signific6,ncia q,

utilizaremos um intervalo de confianqa com um nfvel de 1, - q.

Estes testes si,o semelhantes aos testes generalizados apresentados por Wee-

rahandi (1996) [48]. No entanto, julgamos que a variante aqui apresentada 6 de

mais fri,cil aplicagS,o.

2.4.2 Densidades

As estatisticas suficientes que usaremos para realizar infer6ncia para as componentes

de variAncia, ser6,o as componentes independentes escritas como St - 1*?,, i :

1, . . . ,r, das quais podemos obter as variiiveis pivot independentes

Si2Li: _ - Xi,
4/.

e como as fungSes inversas,

'i:1,...,,r

hi(zi, s1) 2,:L,...,r

s6,o mensurS,veis em 91, as Zi,'i:7,. . .,T, s5,o indutoras independentes (ver Ferreira

(2006) [11]).

Partindo da densidade do yf,,

Si:-
v-

f @ld: #gri1**r"-Lz r ) o,
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fazendo a transform agdo r: 9, obtem-se a densidade

7 ,2.r' . s s
foQlg) : ;@(;;-',-* 1:

: ftn@)7-# e-i; z ) 0

I

onde kr(s) : #rr) Ora, zs: fi) 0 ser6 o irnico extremo local, a moda, de

fo("lg) (ver Ferreira (2006) [11]).

Os pontos de inflex5,o de fs(zlg) s6,o dados por

s 
[(o 

+ 4) + (-1)i

41

@+z1G++1
i:7,2.

A fungS,o densidade fo(rlg) chama-se gama invesa, tendo sido estudada por Wit-

kovsklf (2001) [50].

A distribuiqS,o correspondente a foQlg) 6 dada por,

uma vez que

Fo(,ld- 1- # fo* 
ut-'"-'au

F(rlg): kr(r) 
lo' 

,-+ "-i; d,,.

Este resultado pode encontar-se em Ferreira (2006) [11].

Usando a transformagd.o, r - a, podemos obter o momento de ordem I relati-
2y'

vamente d origem da vari6vel pivot, vindo, ,o I < !,,2,
f +oo

tillg) : ks(s) I .*+tr-* fla :
Jo

,-o i-fiE :za'

,*-t-r"-u4r:

r,@ f: (*)

r,n4) (i),-r I,**

stt(g-t)
,'-fG) '

-*+t
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em particular,
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,ss
tt('ls): \cr1): s_2. s>2

s2 s2pzllg) : 4e i) (c2 - 2) 
: 

(s - 2)(s - 4)' s > 4''

Interessa-nos agora estabelecer o seguinte resultado sobre modas de densidades

conjuntas.

ProposigSo 2.8. Se as uari,due'is Xt, . . . , X* sd,o i,ndependentes e corn fungles den-

si,dadesunimodai,sf{rr),...,f*(r*),emodas^yt,...,1m,assuasdens'idadescon-

juntas f (n*)serd,o un'imoda'is com moda 1*.

Demonstragd,o. Temos para qualquer r-

f (*^): fl fi@) < fl fil): f (t*)
j:r j:r

o que estabelece a tese.

Da proposigSo anterior, resulta que as densidades conjuntas de vari6veis inversas

de gama independentes sd,o unimodais.

Tomemos

^Qlg) 
: Inlfs(zls))

vindo,

indutoras indepen-

mos

vot

nha

gi)

0.

pivc

ponl

zilgi

:)0

z>(
veis p

9r, Pl

,m\zj

7

ri6r

")
rt

i:r

var

Ir''

-\ I
j

Dado o vector

dentes Zi., 'i : L,. .

[ ^,p1n1 
:4#L

)
)

l*""1o:@!ff
Z, cttjos componentes s6,o as

. ) r) com graus de liberdade g.

m(z'ls') : ln 
[I r,rr,rr,]
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vindo,

V(a) :{2,:m(z,lg,)>"}

quando z' < 22f,, observa-se que se y(a)

convexo.

"W 
:m,(zjtg) : r+;r" r : 1. .r

}2m(z'lg') ,,,

T:m,,(zjlgi):

}2m(zilOi) _ 
^Arpr, - '
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b1+2)21 -2ti j:1,...)r
)r3"j

i+t.
Podemos pois obter o gradiente, dado por

sra,d: (*@lg\):lu+;Ut,.. ," -'nr{"'r' 
,

e se representarmos por D(a1,...,,ar), a matriz diagonal com elementos principais,

a\t...,ar, teremos a matriz Hessianal2,

Iress"' (*Q'lg\) :, 1UlfiA,,WY)
O rinico zero do gradiente (z$), tera componentes .z si

'o.j:in j:L."',r'
Verifica-se igualmente que caso z$ < 22f,, a matriz hessiana ser6 definida negativa e

definida positiva caso zf, > 2z[.No entanto, julgamos que a variante aqui apresen-

tada 6 de mais fricil aplicag6o.

Podemos entd,o concluir que, m(z' lg') serri estritamente c6ncava ou convexa,

caso a matriz hessiana seja definida negativa ou positiva respectivamente, ver Baza-

raa (1ee2) [1].

Uma vez que

: {z' , f(z'lg') } ""},
. 

,ir[o' 
2zo,i], Y(a) serd um conjunto

Parar:2, f (z2lg2) terd as curvas de nivel representadas na Figura 2.1

12Em honra de James Joseph Sylvester (1814-1892)
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Figura 2.1: Curvas de nivel

2.4.3 Indugio para vectores estimdveis

Esta indugS,o vai-nos permitir obter regi6es de confianEa e, por dualidade, testar

hip6teses para os vectores estim6veis.

Admitamos que Z" tem distribuigS,o normal com vector m6dio )" e matriz de

covaridncia o2 M , ou sej a Zn - l/ (^", o' M) , independente de S com componentes

Sr, . . . , 51, tamb6m independentes entre si.

Uma vez que, ver Mexia (19Sg) [28), (2" - ^")' 
M* (2" - 

^") 
- o2X2k, com

k: car(M), tem-se,

.q- x?" (2" - ^")' 
M* (2" - 

^")
D, (9),2, dTS

tem distribuigS,o F(zll, p',k,1'), com pt : (#,...,4#) e gt : (gr,,...,9t), uma

vez que podemos dividir quer o numerador quer o denominador de I por o2. Com
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,fin o quantil para esta distribuigS,o para a probabilidade 1 - q, teremos

prl(\" - z")'w*()"- z") < h-ndrs):pr(9. fr-r):\-Q.

Obteremos assim um elips6ide de confianga, possivelmente degenerado, para.\"

com nivel limite de 1-q. Por outro lado, ver Mexia (1989) [28], (1" -2")'W*(^'-
Z") < c se e s6 se

! (1""'^n - ..n. ,"1=

onde f-l indica que sio considerados todos os vectores a" € IR. Isto permite-nos
atu

re-escrever o teorema de Scheff6, que pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 2.L2.

f , _.'l. 
Ln 

(1"".^" - an' r"l= @)l :, -,
Estes resultados permite-nos testar a hip6tese

H6: o2 : o2o

e construir intervalos de confianga simultAneos para an'€.

No entanto subsiste o problema dos parametros perturbadores (3 ,#)
Este problema poder6 ser resolvido com uma abordagem semelhante d j6 exposta,

'i.e., gerar amostras constituida pelo dTSi , ,i : 7,. . . ,ly'. Somos conduzidos a usar

uma abordagem semelhante para

Z! : Xid,r Si ,i:1,.. .,N,

onde Xi - X7,'i : L,..., N s6o independentes de,i : 1,.. ., l/. Com z*l_qo quantil

empirico da riltima amostra de probabilidade 7 - q, obtemos

4-'*-))

n,l{x" - z")' w* (^" - z") < *,r_r) ;= t - q.
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Teremos agora (.\" - Z")'W* (^-bsZ') 3 r*,r-n, se e s6 se

tal que

, h (1o".^" - 0,'- z"l at- zdryn (a"- W a"))l
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Capftulo 3

Modelos Mistos

Os modelos mistos s6o amplamente conhecidos e utilizados. Na vasta Iiteratura que

existe sobre este tema, v6rios m6todos e t6cnicas de estimagS,o t6m sido consideradas

para a infer6ncia em modelos mistos, ver por exemplo Khuri et al (7998) [23]. A

nossa abordagem considerad a utilizagS,o de AJC no estudo destes modelos.

3.1 Estrutura Alg6brica

Consideremos o modelo misto escrito da forma

Y:I Xrgr.t \ xobu+,
i:L i:m-fl

onde as matrizes Xt,'i - 1,...,,u s5o conhecidas, osvectores 9t,...,9* si,o fixos e

os/*+r,. . . ,E.e e s6o aleat6rios, mutuamente independentes, com vectores m6dios

nulos e matrizes de varidncia-covari6,ncia o2**rlcu+1j...,o.I"_ e 02 In, respectiva-

mente.

O vector m6dio de g

tr:iXrgt
i':1

varre o espago f2 : E(X). De forma equivalente com X - lXr,...,X*l e g:

49
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l7i .BLl', tem-se

P: X0

Observe-se que, com Mi: XoXl ,'i : !,. . .,w, se tem

xxr: I xnx[ :DMo
i:l i:t

A matriz de covari6,ncia de y ser6"

v: i ,7*,+o2r,.
i:m*l

Estamos em condig6es de enunciar a seguinte proposigS,o

ProposigSo 3.1. Caso as matrzzes M*41,. . ., M. comutem, o modelo terd Ortho-

gonal Block Structure (OBS).

Demonstragd,o. Se as matrizes M*at,...,,M, comutarem, essas matrizes e .f,

comutam, pertencendo a uma ;\ra, d", completa,rcom base principal bp(d") :

{Qi,...,Q2} tendo-se Mi:D"i-*,iQ} 
" 
I,: t Qre. Logo

j:1' j:r

i1

v :D0,i" + "r) ej
J:L

11)

com 1f : I o|,io?, i : 1,...,?.tr.
i:L

Basta agora admitir qte do : d(M'), com Mo : {M*+r,. . . , M.} para que

as matrizes 8?, ...,Q2 sejam conhecidas, o que estabelece a tese. tr

Uma vez que a matriz ? de projecgS,o ortogonal sobre f,) 6, ver Mexia (1995)

[30], dada por

T: XXr : X(XrX)*x',

podemos ent5,o estabelecer a seguinte proposigSo.

ProposigSo 3.2. Caso as matri,zes M*,r1,...,M* eT comutern, o modelo terd,

C ommutati,ue Orthogonal Block Structure ( C O B S ).
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Demonstragd,o. Se as matrizes M*,r1,...,M- e 7 comutarem, essas matrizes, que

comutam tamb6m com Ir, pertencem a uma AJC completa "d com base principal

bp(il): {Qr...,Q*}. Observe-se que ? sendo MPO de.d 6 soma de matrizes
hk

d,abe(il) por forma a ter-se f :DQ1. Por outro lado ter-se-6 Mi: D ct,iQj,

r r:' 
':''i: m+ 1,.. .,w e Ir:DQi,logo

j:r
k

v :\(ti + o2)ei,
j:r

u-rn
com'li: D ci,iol, j:l,...,k,peloque TeV comutam. Como,eatendendoh

i:t
proposigS,o anterior, o modelo terrl COBS. n

Corol6rio 3. Caso as matrizes M*,r1,...,M. eT comutem, os estimadores dos

m{nimos quadrados dos uectores estimduei,s serd,o BLUE.

Como vimos, nas condig6es da preposig6o anterior, tem-se

k

Mi :D"o-*,iQj : I ct**,jQj,i : m -f 7,...,w
j:t jel"i

com €i : {i , cr-m1 + 0}. ora as matrizes Qi sl,o mutuamente ortogonais logo,

dado o e R(Q), j:1,...,k, tem-se

aT Mia : ci-m,jllrll', j : 1,...,,k,,i:m*1,...,u

e como as mtrizes Mt 'i : TrL * 1, . . ., tr, s5,o semi-definidas positivas, tem-se

Q-*,j20 i :L,...,k,'i:rn17,...,w

vindo

di:L+ D "n-*,i>1 i:L,...,k
i:m*l

51
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dj: ct-*,j)_ 0 j:hf1,...,k.

'lt) \

t Mil serd
i=m*r /

T:DQ,,
j€')

com g : {j , di > 0). Podemos ordenar as matrizes da bp(d) por forma a ter-se

9 : 1,. . . ,1, com h ( l, bem como

h

r:DQ,
j:t

I

Mi:L"n-*,,Q j i: rrl 11,...,u
j:r

k

I:DQ,.
j:1

Ve-se que fl c fl c E', se e s6 se h <l < k.

No que se segue admitimos que estas desigualdades se verificam, tendo-se 'Yj :0,

.i : I +1,..., k e pondo-se

Cz : lct,i;i : 1,...,'u) - m)j : h+ 1,...,1]

o': (ok*r,...,o'r)

"(1) 
: (^rr,...,1n)

lQ) : ('yn*r,. . .,1r,) .

A MPO sobre 0: rB

t
i:m*1

(r*
\
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tem-se

7(1) : clo'
e

^'/(2): CIo,
bem como, caso os vectores linha de C2 sejam linearmente independentes

o' : (c[)* 1.11z)

e

z(1) : c[(c[)+1Q).

Quando se verifica esta condigS,o, os parAmetros 02 e 1Q) da parte de efeitos

aleat6rios, determinam-se mutuamente. Essa parte segrega-se ent5,o como um sub-

modelo que designaremos por COBS segregados (Seggregated Commutative Ortho-

gonal Block Structure S-COBS).

3.2 ProjecE6es Ortogonais e Estimadores

Nesta secg6,o utilizaremos projecg6es ortogonais para obter estimadores. O nosso

tratamento assentar6 na estrutura alg6brica do modelo, nio se admitindo a norma-

lidade do mesmo.

Continuaremos a admitir que h < I < k e punhamos
k

Q' : L et: il,_r aL
j--l+r

bem como

Qi : Al A, i :7,...,1,

constituindo os vectores linha das matrizes Ai, i : 7,. . . ,l e Af bases ortonormadas

para os R(Q), i : 1,. ..,1 e R(Q\. Tomando-se

( r,:o,* i:t."'.1
)
'l

I i1: '+rV i :7, " "1.

53
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v6-se que Ti 6 ovector m6dio d" ii, i : 1,...,1 e elue Tj : O, i : h *1,...,1.
Assim, osij, i:1,...,h serSo estimadores centrados dos 4r, i:1,...,h.

Por outro lado, como as matrizes Qr, ...,Qt e Qr s5,o mutuamente ortogonais,

as matrizes de covariAncia das matrizes Xi, i::1,...)'ti) dos frr, i :1,...,1, s6,o

dadas por

V j: (1,+o') In, i:7,...,1

com gi : car(Qi), J : 1, ....1.

Ent5,o

Si : lliill' i : h+1,...,1

ter6 vaior m6dio gi(li I o'), i : h+ 1,...,1.

Da mesma forma se v6 que o valor m6dio de

s : llALYll2

k

serd go2 com 9 : "or(Qt): t car(Q).
j--t+r

Temos pois os estimadores centrados

e
c.:, _"i 6r,j:h+1,...,h,r-c-

sendo estes riltimos as componentes de 1Q). Se o modelo for S-COBS, temos ainda

os estimadores centrados

6' : (C;)*lQ)

e

1(1) : cl (c{)+1Q).

Passando agora aos vectores estimS,veis,

-rsO':-
I

V:G0
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ser6, estim6vel se e s6 se R(G') q ,B()(t), tendo-se o estimador de minirnos qua-

drados, ver por exemplo Mexia (1990) [29],

V:Cb

com

E : (x' x)* x'Y.
Recorde-se que estes estimadores sao BLUE.

Por outro lado, como R(G') c fi(XT), equivale a ter-se GT : XrWr e a

G : W X, vindo por sua vez,

h

V:F-wDnir,
j:1

visto ter-se
/h \ h

p: Tp: ( t aipl: t A, rt,
\i:r / H

Tem-se ent5,o o estimador centrado para V dado por

v*: *f dli,.
j:r

Estabeleqamos agora a seguinte proposigS,o.

ProposigSo 3.3. Caso V seja estimrl,uel, tem-se V* : fr, pelo que V* 6 BLUE.

hh
Demonstragd,o. Como \, ni r, : I Q iY : Ty : x (xr X)+ Xry ter-se-6

j:r j:t

V* : WX(Xr X)+ Xry : Gi : &

o que estabelece a tese. n

3.3 Normalidade

Admitamos que h <l < ke que u 6normalcomvector m6dio p,ematrizde
covariAncia Y.
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Como 
t

v-t :D0, + o')*t Q, * *qt
J:L

I

det(V) : fl(r, * o2)ot ozo,
j:r

a densidade de g ser6 dada por,

_1 f+ lli -,till'* + si * g\
-2\2 1ito2 ' ,?*,11to2' or)

n(alP,v) :
(zn1"rz[I (r, * oz\oi/2 os

j:r

j6 que

@-t")'V-'(s-t):iW-
.i:r

.l @-p)'AlA,@-p) , (a-d'AlAi@-ri
t-t 

- 

o"
i:h+7 1i * o2

- + llfii -,till'* + si * {- 
? 1i * o2',?*r1il- o2' 02'

Estabelegamos agora a seguinte proposigSo.

Proposigio3.4. Quandoy 6normal, osfii, i:1,...,h, as Si, i:h*1,-..,1 e

S sao estattsti,cas suficientes e completas.

Demonstragd,o. Basla aplicar o teorema da factorizagS,o para verificar que as es-

tatisticas indicadas s5,o suficientes. Como a distribuigSo normal pertence A, familia

exponencial e, como para estes modelos o espaEo param6trico cont6m abertos, as

estatisticas ser5,o completas. tr
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Para al6m do teorema enunciado anteriormente, 6 de especial import6,ncia para

este trabalho os corol6rios que de seguida s5,o enunciados.

Corol6rio 4. Se o mod,elo for COBS, os 62, 7Q) " 
fi serao UMVUE.

Demonstragd,o. Basta utilizar a proposigS,o anterior, juntamente com o teorema de
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Blackwell-Lehman- Scheff6.

Corol6rio 5. Se o mod,elo for S-COBS os 62,1Q), fr, o'

Demonstraqd,o. Idintica d, do corol6rio anterior.

tr

, V1f; serd,o UMVUE.

tr

3.3.1 Estimadores de Mrixima VerosimilhanEa

No Ambito da estimagS,o pontual, vamos, nesta sub-secg5,o estudar como poderio ser

obtidos os estimadores para estes modelos. Vamos assumir que temos um modelo

normal com COBS.

Uma vez que o modelo tem COBS, a matriz de variAncia-covari6,ncia 6 dada por

v(o'):io?Po,
i:1

onde P1, .. . , P* s5,o MPO mutuamente ortogonais conhecidas que comutam com

?, a MPO sobre f2, o espaEo-imagem de X, R(X).

Uma vez que V e 7 comutam, mesmo n6o assumindo a normalidade, o estimador

dos minimos quadrados dos vectores estim6veis 6, como vimos, o BLUE.

Recordemos que V : AP 6 estim5vel se ,B(Ar) c E(Xr) e que o seu estimador

dos minimos quadrados 6 & : Ab 
"o

Vamos agora assumir que

sabemos que

F : lx' x)* x' a.

o modelo 6 normal. De Fonseca et al (2006) [15],

rn

det(V (o2)) : ilofl' ,

i:7
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com li: car(Pt), e que
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m1
v-'(o'): I ar,.

i,:t t

Podemos escrever facilmente a fungSo de mdxima verosimilhanga como

t(g,r.'ld: -.'rro - xB)'v-'(o')(a - xp)- i *r"rr1" -;ros2n.
i:t

Para se proceder A, maximizagS,o da fungSo de m6xima verosimilhanga, iremos

usar uma t6cnica com duas fases. Na primeira fase, maximizamos

(a-x\'v-'(o')(a-xB)
como uma fungSo de B para um dado o2. Para o efeito, sabendo que

TL: I -7,

temos

(a - x0,(T +TL)v-',(or)(T +r',)@ - xg):
: (u - x p)rrv-' (o\r@ - x O + @ - x p)Trv-t @\Tr (a - x B)

: (Ta - xB)'v-'(o,)(ra - xp) + (TLs)rv-'(or)(r'a),
Uma vez que

TV-t @2)Tr : v-r (o\T?r : o,

porque TTL :0, s6 teremos de minimizar o primeiro termo. O mfnimo 6 obtido

para B:p 
"o

XA : Tu'

pois a forma 6 quadrriti ca e Xp : TA anula a forma.

Este 6 para o estimador de minimos quadrados para B.

No segundo passo temos, de maximizar

1 ^- 
m

-'rro - xi)'v-'(r')@ - xil - I nir.r"? -;tosln :
i:L

: -1 (TI y;rv-'(.-')(T'a) - i tr"r"? -;bg2n2', !'l 
i:r

1:-/ 1 -\: -'r. I =(r'a)'P,lr"a)-tgrlog "?\ -lbgzn.Z 
-L \o7'- 

a't - '\- " ,/ 2'"6'"'
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uma vez que ?rX :0 e TX :
Ent6o, o m6ximo para os of;, 1,..., m, setd dado por

,i:1,...)rn)
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^,oi:

com

Sr : (Tty)'Po(T'y)
: yT TL poTra,

Estamos agora em condiE6es para escrever

de gl. Esta pode ser escrita como

'i:1,...)rn.
a fungdo densidade de probabilidade

x.
i-
Si

)

9t

"-*(ra 
- p)'x'v-'(o')x 

,D-*)
n (ulx F,V(o')) : m)

(2r)z il3?"
i:1

pelo que 9 e S-t, . . . ,5* constituem uma estatistica suficiente e completa e, de acordo

com o teorema de Blackwell-Lehman-Scheff6, o estimador de mrixima verosimilhanga

de qualquer vector estim6vel serri, UMVUE, e as

A?:L,"Pi

com pi: car(TrPnT') : car(TlP1),'i :1,...,m, ser6,o UMVUE para as com-

ponentes de vari6,ncia.

Observemos que

i: :7,. \rnt
c.

a? : y:a7
Pt

pelo que temos os factores de correcgio

9t

Pt

que permitem obter UMVUE para as componentes de variAncia a partir dos Esti-

madores de M6xima Verosimilhanqa.

Esta observaqS,o generaliza o facto

termos

-,o-:

de, para amostras normars

i,:7,...,m)

bem conhecido

n^,
n-l
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3.4 Componentes de variAncia e vectores estim6veis

3.4.L Componentes variAncia

Vejamos agora como poder6 ser feita infer6ncia para as componentes de variAncia

ol,'i : mll,...w epara os ^lj, i : I,...,nt.
Para o efeito iremos considerar parAmetros da forma

u*I
0- D dili:d''1et.

j:m*r

j6 que as componentes de vari6,ncia s5,o combinag6es lineares das componentes de

'Y(2).

Tomando Xt: (XL^+r,...,Xi,r+t) com Xt,j - x3,, j : TrL* 1,..., w 17,
'i :7,. . . , -Ay' independentes, teremos uma amostra Ut,. . ., [f,, coflr

w1'l

[Jt - I a,* i:1,..., N,
ii+r 'ti'i

a partir das quais se constroem intervalos de confianga para os pard,metros 0, a

partir da funES,o de distribuig6o empfrica. Estes intervalos poderS,o ser utilizados

para testar Hs : 0 : 00, por dualidade.

No estudo das componentes de variAncia sucede amiride observar-se que o2 pode

ser escrito como a combinagS,o

onde

, nL ,_o':o'

o2+ - D o,-r,
je'r''+

02- - D a,^,,
je. '-

€+:j:d1 >0

(61-:j:d1 <0
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Consequentemente, utilizaremos as amostras {U{,...,U*} " {yf ,..., U;},
sendo

[J!:Da,*
je'r'+ "x'J

uu:Dat*
i€{ - 

ttx'J

'i:I,...,/y'.

Em Ferreira (2006) [11], as densidades conjuntas correspondentes aos pares

(U*,U-) s6,o unimodais. Tal facto, e por comparagS,o com a localizagS,o da moda

(ou centro da classe modal), obt6m-se atrav6s da densidade empfrica,

02* : D a,rt
je'r;+

02- : L or^,t
je'6 -

Como vimos, as amostras conjuntar { (Ur*, Ur) ,. . ., (U*, U;)} correspondem a

densidades unimodais com curvas de nivel representadas na Figura 2.1.

Interessar6 considerar para al6m da moda, representada pelo centro de classe

modal, o ponto cujas coordenadas s5,o os estimadores UMVUE de o2* e o2-. Quando

os dois pontos est5,o pr6ximos, pode-se concluir pela boa qualidade do estimador.

Na aplicagS,o apresentada na secgio 5.3 do capftulo 5, encontraremos uma situag6o

em que tal se verifica.

3.4.2 Vectores Estimdveis

Como atr6,s foi estabelecido (ver corol5rio 3), os estimadores dos minimos quadrados

dos vectores estimdveis s5o BLUE.

Quando a normalidade 6 assumida, esses estimadores sio UMVUE jri que, sendo

V : pF um vector estimri,vel se tem, L : WX, ver Mexia 1990 [29]. EntSo o
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estimador dos minimos quadrados de tlr serS

O :LF:t(xax)*x'u
:wx (xtx)* x'a
: WTA

e mm
Ty :Ieiu:Doio,o

j;' i:L
_ \_ a_ii
fr

pelo que, atendendo ao teorema de Blackwell-Lehamann-Scheff6, S ser6 UMVUE.



Capitulo 4

Modelos Estritamente Associados

Estes modelos foram introduzidos por Jesus (2007)1211.

4.L Estrutura Alg6brica

Seja P uma matriz ortogonal associada a uma 6lgebra de Jordan comrtativa d,
constitufda por matrizes rru x m, definida como

P:lt[....,AI]'.

Com .f(", uma matriz obtida retirando a primeira linha a uma matriz ortogonal

s x s, multiplicada por 4tl, obt6m-se
vs

l- - 1 - 1 --lrP: lAi alr",...,Ala+1".A'' IL 1/s" 1/s" J

Verifica-se ent6,o que Ar : I^@I{,ser5, a matrtzortogonal associada a A*A1s1.

Tem-se ainda que

i": rr-!1": I{rI{".

Com estes resultados em mente, podemos defir modelos estritamente associados.
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DefinigSo 4.L. Um modelo corn rn : n x s obseruag1es estd" estritamente associ,ad,o

a urna AJC, .d, se poder ser escrito sob a forma

s : i (oi u*r") i1* e (4 1)

-\ 
" \/s /

comfi., - N (nr,%In), i : 1,...,w,e - -Ay' (o,Q'), e com Q' : At' A', send,o

estes uectores i,ndependentes.

Este modelo ter6 rn termos de efeitos fixos, se

rl .i:O ,j:ffi*1,...,w

e

^li:o' ,i:1,'..,ffi'

Estabelegamos agora a seguinte proposigS,o,

ProposigSo 4.L. Os modelos estri,tamente assoc'iados a uma AJC, d, com m < 11)

t6,m COBS.

Demonstraqd,o. Os modelos estritamente associados a uma AJC, .d, t6m vector

m6dio

,,: f (o,, *, ftr") r,J:I
e matriz de covariAncia

v :ir, (n,u 1r,) + o'e',

comQr: AlAi, j : !,...)'tt). Logo a matttz ? de projecgS,o ortogonal sobre o

espaqo f,), varrido pelo vector m6dio p, 6 dado por

":i Q,z!J,.7--' s "

sendo evidente que ? comuta com as QoA!rr, j: 1,. ..,w ecom QI, o que

estebelece a tese. n
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Consideremos agora os modelos de efeitos fixos. Particularizando podemos esta-

belecer a seguinte proposigio.

Proposigio 4.2. Modelos estritamente associ,ados a unta AJC, .d, corn m : u)

t€m COBS.

Demonstraqd'o. Nestas condig6es estamos a considerar modelos com vector m6dio

dado por,

': (;, ni a*'') ''
e matriz de covariA,ncia

v :it, (o,* 1r,) + o'e',

comQi: AlAi, i :1,...,)'tr. Logo a matriz ? de projecqS,o ortogonal sobre o

espago Q varrido pelo vector m6dio p 6 dada por

r:i(o, * 1r,) ,

send.o evidente que ? comuta com as Qi elrr", ,: 1,. . .,u ecom Qr. tr

Consideremos o modelo estritamente associado, como definido em 4.1,

s:i (o: *1t") io*e,
;\ \/s /

corn fi , - N (rli,lil n), onde

lj:o2 i:1,...)m

rlt: JnP

r?i:O j:m1L,...,u
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para o qual teremos os casos de efeitos fixos, alet6rios e misto, quando se verificarem

as seguintes condig6es

m:U efeitos fixos 1j:o2 i:L,...)'t1)

L<m<w modelos mistos :7r. . . ,m
: rTL * L,. . .rW

1:rn efeitos aleat6rios rli : O j :2,... )'y).

Nestes modelos temos uma rinica base relevante para a AJC, a base principal, j6

que se tem Al : Xj, j:I,...,'tt. Ter-se-6 pois Mi:Qj, j:L,...,u, peloque

a matriz de transigSo entre bases 6 a matriz identidade. Resulta daqui que, no caso

do modelo ser misto, 
rn

T:DQ,,
j:r

pelo que 7 comutar6 com as Qr, . . .,Q. e o modelo tem COBS.

Por outro lado, dado ter-se

B : r,, :l I- 0-"r,-,,l L
I o1r--t*- I *-* ]

estes modelos gozam de segregagS,o, como vimos anteriormente.

4.2 Infer6ncia

Para efeitos de infer6ncia, vamos agora estudar o modelo para os casos de efeitos

fixos, mistos e aleat6rios.

Assumamos eue pT : car(Q) : car(A), i : 7,...,w, e g : car(Qr) : n(s-1)

com rl o nfmero de tratamentos. Temos ent5,o

1j:o2 j

Tlj:o j

v-I -irr' (n, * i*) . jo'
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e

bem como

det(v) : fl fj'@2)n
j:r

67

@-t)'V-'(a-tr):i !W,
j:7 tl

: 
,D_irr,

- rloll'+ 1

-,till'+ i ?
j:rn+lll

s_L_

com s3 :lliill', j:1,..., w e s: llr'll':llQtAll'.
Podemos assim escrever a fungS,o densidade de probabilidade de g como

- qill' a

n(vlo2):
(2n)z lI.,f ,,t

J:L

pelo que, para os ii, i :1,...,rrr) os Si, i : rn i_7r...,u, e S constituem es-

tatisticas suficientes e completas, pelo teorema da factorizagdo, j5, que a densidade

normal pertence A, familia exponencial e o espago param6trico cont6m o produto de

intervalos n5,o degenerados, ver Lehman (1986, peg. 132) [2a].

Como ii - N (n1,%In), j : 7,...,u, si - %X?i, j : mll,...,,t1)) e s - o2X?s,

t6m-se os UMVUE para os vectores estim6veis e componentes de variAncia.

4.2.L Modelos de efeitos fixos

No caso em que o modelo tem s6 efeitos fixos, temos rn: tl, sendo o parAmetro que

figura na formulagS,o can6nica 02,j6 que jj : 02, j : 1,. . . ),tr e ii, j : 7,...,u.

Como s - o2X?, para o2 podemos construir intervalos de confianEa de nivel 1 - o

,*,7.:,);(ijw,
e \j:t
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dados por
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.i:1,,...j'tt)

[, sl
lrt.-Z' "t. )

[n='']

Pot (o2) : pr (s > o2orn,r-,,) : p, (fi,
pelo que, tamb6m, este ser5 n5,o distorcido.

Passando aos parAmetros 4r, i : I,...,u, como ti : llrti - i jll' - o'X?r,

j : 1,. . . )'t.t) s5,o independentes de s - o2X?, teremos as vari6veis pivot

q,-9ll'li-'lll'
" j- gj s

comdistribuigS,o Fcentrais comgi, i:1,...)'u) eg grausdeliberdade. Obt6m-se

assim para os Ti, i : 1,. . .,'u)1 as hiper-esferas de confianga de nivel 7 - o. dadas

por

n, (ln, - iill' a sifgi,s,t-";) : 7 - a.

[', *]

que permitem, por dualidade, construir testes bilaterais, unilaterais d, esquerda e

unilaterais d, direita para

H(): o2 : o'n'

respectivamente . Estes testes ter5,o nivel de significd,ncia a ao rejeitar lls quando

of; nl,o pertencer ao intervalo correspondente.

E irrt.r.r.unte observar que o teste unilateral d esquerda rejeita ,FIs quando s <

o2ors,o.Ora s - o'X?, pelo que este teste terri fungS,o pot6ncia decrescente dada por

/ "B_ \pot (o2) : pr (s a ol*n,*): p" (\; . 
or*n.o 1 

.

sendo este teste unilateral i, esquerda, ndo distorcido.

Da mesma maneira se mostra que o teste unilateral i, direita tem fungS,o potGncia

crescente

#"r-')'
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Utilizando-se o teorema de Scheff6, ver Scheff6 (1999) [38], obt6m-se os intervalos

de confianga simultAneos dados por

, h (o', - d:i 
= l;,r",,,,*lrl'I;)] 

: t - a,

onde [l indica que se consideram todos os vectores com dimensS,o adequada.
d

Por outro lado pode utilizar-se as hiper-esferas de confianqa para testar as

hip6teses

Ho,j : \i : rlo,i j : 1,... )'tt).

Obt6m-se assim testes de nivel o que rejeitam as Ho,i, j :7,...,w, quando os

\o1 nlo est5,o contidos na hiper-esfera.
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Ora, ver Mexia (1995) [30], as estatisticas

3F:

ter6o distribuigSo F com gi

nd,o centralidade dados por

-1bi: All'li

Como as hip6teses podem ser

Ho3: di :0 j :1,...,w,

v6-se que estes testes s5,o n5,o distorcidos. Por outro lado o teste F de nfvel q, rejeita

Ho,i, j - 1,...,?r, se e s6 se To,i rtl.o estiver contido na hiper-esfera de confianga de

nfvel 1-q,i:7,...,u.

4.2.2 Modelos de efeitos mistos

Consideremos agora os efeitos mistos. O modelo (4.1) pode ser escrito, de forma a

colocar em evid6ncia estes efeitos, como

s llii - rti,oll'

9is
j:1,...)'t1)

e g graus de liberdade, j : 1,. . .,u, e par6,metros de

-npll' i:7,"',tD'

reescritas na forma
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Ho,j:1j:0, j:mt1,...,w.

Sendo fp,,," o quantil para a probabilidade p da distribuiES,o F central com r e s

graus de liberdade, o teste de nivel a rejeita a hip6tese 110,i euando 9i ) ft-o,s,,s,

s :i(r,., *r") ,t, * 
,**,(r,, 

* *r") i1+ e

onde os Ti, i :1,..., m sdo fixos e fii - N (O,%In), j : ffi+ 1,..., ?r,, bem como

g - .ly' (o,o'Q'), sendo estes irltimos independentes.

A infer6ncia relativa a o2 e aos qj, j : 1,. . . )rn) faz-secomo para os modelos de

efeitos fixos.

Por outro lado temos

(o, **tr) a : ii * (o,. *',) € - Ar (0'r; + o'rn,) '\v
com j : TrL * 1,. . ., tl, pelo que

",:ll (o,u*rr) rll'-(t1+o')x2,, i:mtt, ,u,

tendo-se pois os UMVUE

Sl -'li: *-a i:m*\,...,w.

Ponhamos agora

^/.,r:#, i:m-17,...,r.0,

o coeficiente de componente de vari6,ncia, vindo u ) 0, e, como 57 6 independente

de S,

9i: n *, j:m11,...,'w,_ gir
6 o produto por ui -f I de uma vari6vel com distribuigS,o F central com !i, j :
m * 1,. ..,w, e g graus de liberdade.

Pode-se pois utiliza, 9i,, j : m + 1,.. . )'tr) para testar
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j : m+ 1,. . ., tu. Assim, este teste ter6 funq6o potOncia dada por

Potihi) : 1 - F ( +!:lr,.r)' \ nur, /

I ut -.. 9, I

lT;.,--t; 4h- r) j : m i7"'u

lg^ll^a_1:*mlllt-o.s,.s I

1,,*-,,1

7l

-1- r({L:e''n'^ ^\ i-
1 r; +Tloi's )' i :Tr,*1""'r.u'

Como esta funES,o 6 crescente em ui e Hs,i se verifica se, e s6 se, tt :1, o teste 6

estritamente n6,o distorcido.

Podemos igualmente construir os intervalos de confianga de nivel I - a, para uj,

j : m* 1,. ..,a;, dados pelas express6es

, j:mi-1,...)'u)

, j:m*7r...)'t1).

Estes intervalos de confianga permitem-nos testar as hip6teses

H\,i@o,i)'. ui : t/s,i, j : m * 7,...,u,

rejeitando-se Hfi,t(us,1), j : m*t,...,w, quando us1 ndo estii contido no intervalo

de confianga. Obt6m-se assim testes, bilaterais, unilaterais direitos e unilaterais

esquerdos de nivel 7 - a.

Observe-se ainda que

Ho,j: H3,iG); j :m*7,...,u,

pelo que estas hip6teses generaltzam as hip6teses anteriores.

Do ponto de vista prritico, em geral g ) 3, pelo que

E(g): -9;(u1 +7) j:m17,...,tt),
g-z
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e como tal,
^ -,ii:o '9i-1, i:m*7,...,w,'gr

serd UMVUE de ui, i : m I 1,... )'t1).

Podemos ainda considerar o teste para as seguintes hip6teses,

Ho,i,i,(\o), !j) : Xo ; i : mtI,...,u,
UjttL

j':m11,,...,w,

.i + .i'.

Para o efeito, observe-se que

g,;, :gi' s-i 
; j :m*!,...,u," 1,J, 

_ 
gi Si,

j' : m * 7,. . .,u,

i+i"
6 o produto por

Ur*1
\;.;, :'- ; j :m*7,...,u,r'r ui' * |

j':m17,...,u,

.i+i"
duma vari6vel com distribuigS,o F com g j e g j,, graus de liberdade, pelo que os testes

unilaterais s6,o nio distorcidos.

4.2.3 Modelos de efeitos aleat6rios

Para o tratamento de efeitos aleat6rios, basta proceder como na secgS,o anterior,

para o caso de efeitos mistos, onde o tratamento para efeitos aleat6rios, com j :

m * 7,. . . )'til 6 apresentado.

4.3 Factoriais de Base Prima

Existem situag6es em que se deseja estudar o efeito de diversos factores sobre uma

ou mais variiiveis resposta. Uma forma de o fazer, seria investigar separadamente
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o efeito destes factores, outra, bem mais eficiente, seria fazer uso de uma estrutura

factorial de tratamentos. Assim, todos os factores s5,o investigados conjuntamente.

Este tipo de estrutura (factorial) poderS ser vista como uma aplicagS,o de modelos

estritamente associados. De entre os possiveis modelos, aqueles com maior aplicabili-

dade do ponto de vista prdtico, e como tal com maior interesse, s5,o os delineamentos

de factoriais com base prima.

Consideremos que temos ly' factores com p niveis, sendo p primo. Teremos um

factorial pN com n : pN combinag6es de niveis, a que se dd,o o nome de tratamentos.

Para os casos em que N:2 ep:3, ver Montgomery (2005) [33].

Numeremos os nfveis de 0 a p - I o que, como veremos, nos permitir6 utilizar os

espaqos vectoriais sobre corpos de Galoisl no tratamento destes modelos. Ponhamos

[p] : 0, ...,p- 1 e [p]o : 1,..., p - L. Definindo-se em [p] a adiqao e multiplicagio

m6dulo p, obt6m-se um corpo de Galoi. G[p] com suportu [p].

O conjunto [p]' de vectores de dimensSo I[, com componentes em [p] ser6 o

suporte de um espaqo vectorial Glpl* de dimensS,o ,n/ sobre G[p].

O dual y : yldN de G[p]N 6 constitufdo pelas aplicag6es lineares,

t(nla):

onde z, a € GlplN e (p) indicam o uso da aritm6tica m6dulo p, de GftlN em [p].

Com c1, . . .,cu e [p], podemos entSo escrever

\ct@la): t
i,:1

lEvariste Galois (1811 - 1832). Apesar da sua controversae dram5tica hist6ria, a denominada

Teoria de Galo'is,6 considerada por muitos como uma das mais belas partes da matemtitica. Deve-

se basicamente a dois factores: a surpreendente ligag6o entre a teoria de grupos e as raizes de

polin6mios, e a elegAncia da sua apresentagS,o. Com a sua morte permatura com 20 anos de idade,

muito do seu trabalho foi deixado inacabado, mas langou as fundag5es para muitos dos actuais

conceitos da rilgebra moderna, onde se incluem grupos e corpos. Ver a este respeito Cox (200a) [8].

-.)lr)

(i.,",),,,,

(o*o"'r,,)
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Se escrevermos @(a) : l(nlo,), podemos definir um isomorfismo entre G[p]N

" 9W)* , pelo que as aplicag6es lineares l(rla), 'i : 1,... )'tL ser6,o linearmente

independentes, se e s6 se, os o1, ...,au forem linearmente independentes.

Tanto Gld* como 9ld* tem dimensS,o ly', bem como

# (Gtpl*) : # (slpl') : p',

onde os vectores nulos de G[p]N 
" 
gld* s6o O e 16(z) : l(rlo).

Podemos definir uma relagS,o de equival6ncia, p, en g\)o pondo l(rla1) pl(ula2),

quando a2: (ca1)61

Verifica-se que ls(z) estri isolado na sua classe de equival6ncia 9. As aplicag6es

n5o nulas estarSo agrupadas em classes com p - 1 elementos. Teremos ent6o

k*(p) : pN -7
p-l

classes. Cada uma destas classes cont6m uma e uma s6 aplicagS,o cujo primeiro

coeficiente n6,o nulo 6 1. Tais combinag6es lineares s6,o denominadas de reduzidas e

a sua familia 6 prepresentada por g\ly, tendo-se #(9My) : kN(p).A hom6loga

reduzida de uma aplicagS,o linear 6 a aplicagSo equivalente p i, anterior.

As aplicag6es l(u lo1) ,. . . ,l(rla,,) s6,o independentes se e s6 se as suas hom6logas

reduzidas forem iinearmente independentes, pelo que podemos assumir que a base

L: {h,,...,Iu}, de um subespaqo linear gr:9r(L) de 9,6 constitufda por

aplicag6es reduzidas. E facilmente verific5vel que o subespaEo 916 psatttrado (visto

ser uma reuniS,o de classes de equival6ncia p) e cont6m p" aplicag6es, pelo que, com

91,, a familia de aplicag6es reduzidas pertencentes a 91, teremos # (9r,,) : k"(p).

Podemos ainda definir uma relaqao de equival6ncia em GW)* pondo fr1r.y1fr2

sempre que, qualquer que seja I € 91, l(r1) : l(*r). Estas classes de equival6ncia

sio os blocos

[Llb]: {n : li(n) : h;i,: 1,. . ., u}.

onde cada um destes p" blocos t6m cardinal pN-".
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Ordenemos agora as aplicag5es reduzidas, atribuindo os primeiros indices i,s que

pertencem a 91,r. Ordenando igualmente os vectores de G[p]N, poderemos definir

a mafitz C(ln), com elementos

se tn(ri) :'i - 7

se ln(ni) + i.- 1

com i - 1,.. .,p e j - 1,.. .,,pN.

Podemos ent5,o estabelecer o seguinte lemma.

Lemma 4.L. C(lh)C(ln)' : pN-'Io, com h : 1,...,k*(p) e C(L;,)C(lr)' :
pN-2Jo quandoh+k.

Demonstragd"o. Para cada coluna de C(16) temos um elemento igual a 1 e os restan-

tes s6o nulos, e, para cada linha de C(11), teremos pN-l elementos iguais a 1 e os res-

tantes ser6o nulos, pelo qe C(l)C (ln)' : pN-'Io, com h - 1, . . . ,k*(p). Por outro

lado, dada uma linha de C(17,) e uma linha de C(lr), haverS, pN-2 : # (lln,lklbr,b2l)

correspond6nciasentreelementosnS,onulosnasduascolunasbr,br:1,...,p- 7,

pelo que C(lh)C(lk)r - pN-2Jo quando h + k. tr

Estamos em condiE6es para estabelecer a seguinte proposigSo:

ProposigSo 4.3. A matriz

[-!rr' Ar(tr) Ar1/*,i,;) l,I t/P* ' "^''" 
-J

ond,e Ar (Iil : l*rrtrc(tirTe, h : 1,...,k*(p), d. uma matrr,z ortogonal asso-
p\'|\

ci,ada d, AJC d(p*) com base principal

bp 1d (p*)) : 
{#r,*, e(t,), . . ., e(tx*r,) ) },

onde Q(t1,) : Ar (th)A(lh).

cr,i(ln): 

{ :
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Demonstragdo. Considerando o enunciado do Lemma 4.1, obtemos C(ln)tn* :
pN-tLo, pelo que A(l1r)rP* : ,/-p*,l<[tr : o, h - 1,...,kr(P) e K,6 ob-

tida retirando a primeira linha a uma qualquer matriz normal estandartizada de or-

dem r. Por outro lado ,4(16) A(ln)' - fi-*[c1tn1c1tn)'Kr: 
r{[Kr: r,p-t,

h:7,...,kN(p). por fim, com h + k, A(lh)All*), :!*[tox: I{[to1o'6o:
p

Ip-t : 06-r;x1p-r). Ent5,o P(p*) 6 ortogonal, sendo de imediato o restante da

demonstragSo.

Podemos entd,o escrever o modelo na forma can6nica, como

1 &rufu)

a : Lr_*T,p, F+ t A(Dr B(ti) + e
\/ rp'" j=r

onde, para aligeirar a escrit a, p(li) pode ser fixo ou aleat6rio. Os vectores aleat6rios

que entram na expressS,o do modelo serd,o normais, independentes, com matrizes de

covariAncia 1(l)Ie: e o2In.

4.3.L Caso de efeitos fixos

Representando por 9, o conjrnto das aplicag6es reduzidas, admitindo que

p(t),te9,,6fixo,

e - -ly' (o,o2ln) ,

e ainda

AL:fo,u&I{,,

onde -I(, 6 extraida de uma ortogonal estandartizada de ordem r, retirando a pri-

meira linha.

Como vimos na secgS,o 3.2,

s : lln'all' ,
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ou ainda

s : lln'all' : lla"ll' - o'x?

ondeg:pN(r-l).
Facilmente se observa que se pode obter o estimador UMVUE para o2 dado por

-rso-: g'

Por outro lado, sabendo que

b(t): (r,,,'. #tr) u - N (P(t),o2r,-,) ,

verifica-se que

llorrt - B0ll'-o2x|-r.

pelo que podemos construir a vari6vel pivot

r,,,\_ s llorrl -p.)f r,f'(l) : 
p _ 1 ---T---- - F (p - 7,s),

a que se associa uma esfera de confianga, com nivel de significAncia 1 - a, para B(l),

definida como

,, (llorrl -Eatll' 
= 

o - r)F,-o,o-',,;) : p - l

Por dualidade obt6m-se um teste de nfvel o que rejeita a hip6tese nula

Ho(t), 9(t): Fo(t)

quando Bo(l) nFro est6 contido na esfera de confianga de nfvel 1-o. Ali6s, este teste

6 equivalente ao teste de nivel o com estatistica

aztt\- s llB1l_ go1)ll'
.2-\L)_ 

e_l S ,

que se verifica ter uma distribuigS,o F(p - l,g,d(l)), com

d(r) : *rU-go(t)ll'.
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Assim este teste gozard de dualidade. Observe-se que a hip6tese nula, f16(l),

pode ser reescrita como

Ho(t): 5(l) : s

pelo que este teste 6 estritamente n6,o distorcido.

Assinale-se ainda que os fi91 ,ao tamb6m UMVUE.

4.3.2 Caso de efeitos aleat6rios

Consideremos agora o caso em que apenas se consideram efeitos aleat6rios, e para

o qual podemos definir

B(l) - l/ (0, 1(l)Ie_t)

independentes de

r - -ly' (o,02I,),

bem como,

s, : llA(t)all' - (ry(,) + o') x7_,

independentes de

s:ll-/r'all' - "'x?.

Verificamos ainda que temos os estimadores UMVUE,

-rsO-:-
I

e

7(t): &_-s,
p-7 g'

uma vez que

,(*) :1(t)t-o2

"(+-q):?(r)\p-t s)
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Por outro lado, a estatistica

s(t):-+*' p-1S

6 o produto por 0(l) : t#g,de uma vari6vel com distribuigS,o f, central com

p - L e g graus de liberdade, podendo ser utilizada para testar as hip6teses definidas

como

Como

s(t) -, (ftw-1,s)
este teste 6 estritamente nio distorcido.

0

0

I u'tu: 1(r) :

| *,,, :1u) >

[ ,ra) : o(t) :

t;,,, :o(t)>

4.3.3 Caso de efeitos mistos

Neste caso 9" - gf tt9". Tendo-se B(l) fixo caso I e 9r 
" 0(l) - I/ (0, o2(l)Ie_)

caso I e 9". Consoante I e 9y ou / € 9o aplicam-se os resultados apresentados

nas secq6es anteriores.

4.3.4 Repetig5es

Consideremos agora r, o nf.mero de repetig6es do modelo base, o qual est6 estri-

tamente associado a uma AJC. Admite-se que as repetig6es correspondem a uma

parte que n6o interagem com os factores do modelo base. Havendo no tratamentos
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no modelo base, podemos) numa primeira fase, admitir que temos um modelo com

dois factores que cruzam com no e r niveis. Este modelo estar6 associado e AJC

d(n') e d(r)

tendo esta matriz a base principal

Por outro lado, o modelo base estar6 estritamente associado a uma AJC com

base principal {Qr, . . . ,Q-}, tendo-se

{*t - x ! t,; }t,"8 J,, i," & ! J,,i n"u r,}

Qt: *t,"

L.et - jn"'
j:2

E ugoru f5,cil de verificar que as matrizes pertencentes a

s6o MPO mutuamente ortogonais constituindo a base principal duma AJC d". O

modelo com repetig6es estarS, estritamente associado b" AJC,, d".

Definindo-se

{*t - *!J,, \r," zi,iez & !1,.. . .,e. *!J,,i," &i,}

Qi:AlA,, i:L,...,u,
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teremos

81

11--Jno & -J,
T

1_
iJ*" * J'

1

Qi E :J,

jn'&j,

/ 1 1 \/ 1 - 1 -\: [-'"' * ,ft'' )(.2*'J" * t'; )

: (#'-*^I) (#'r*,.,)

: (rl a rI) (x". a r(,)

: (o,'u #r.) (o, " irt) j:2,...)'ti)

podendo agora seguir-se o mesmo metodo ao atr6s apresentado. Observe-se que se

pode admitir que as repetiE6es s6,o consideradas como componente fixa, estando-lhe

associado as matrize, 1Jr. I7, e Lr:" I K,. Ao valor m6dio geral estarS,o
t/ n"

associadas as matrize, 1r," 87, e Lr:, E I{,,aos efeitos das partes do modelo
nu t/ n"

base as matrizes Qielr, " Ai I irr, 
j :2,...i,u) e finalmente ao erro, as

matrizes in" &J, e I{n" I K,.
Por exemplo, se o modelo base for um factori al pN , as Q o*! r,serd,o os produtos

de Kronecker das matrizes correspondentes ds aplicaq6es lineares reduzidas ,o, !Jr.
r

4.3.5 AplicaEio: Estudo do efeito da lidocafna no mrisculo

cardfaco de uma raga de cSes

A aplicag6,o que vamos considerar, corresponde a um delineamento do tipo 33, cujo

tratamento cldssico pode ser visualizado na Figura 4.1.

O objectivo deste delineamento consiste em determinar o efeito, ao nivel en-

zimdtico, da lidocafna (fdrmaco do grupo dos antiarritmicos e dos anest6sicos locais

que 6 usado no tratamento da arritmia cardiaca), no mrisculo cardiaco de c5,es de

raga beagles. Os dados aqui utilizados sd,o apresentados em Montgomery (2005) [33],
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pag. 388.

Para efeitos desta experi6ncia considera-se a exist6ncia de 3 marcas de lidocaina

diferentes no mercado e considera-se ainda a administragS,o de 3 doses deste f6rmaco.

Utilizaram-se 3 c5,es da raga beagle e 2 repetiq6es da experi6ncia. Estamos pois

perante um delineamento factorial de base prima 33. Na Tabela 4.1 encontram-se

os resultados experimentais.

Factor A

Figura 4.1: Combinag6es de tratamento num delineamento 33

Da estrutura dos dados, vamos considerar a exist6ncia de 2 factores fixos, marca

e dose, e um efeito aleat6rio, o animal. De acordo com a teoria desenvolvida, atri-

buiremos o indice t h, marca, o indice 2 i dose e o indice 3 ao animal.

Os resultados foram obtidos com o recurso ao software Matlab 7.0.4.

Na Tabela 4.2 apresentam-se os testes F e os respectivos p - ualues.

A an6lise da Tabela 4.2 mostra que apenas o factor dose (r2) e a respectiva

interacgS,o linear (r, + 12) com o factor marca s6,o significativos.
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Tabela 4.1: I\fveis da enzima

83

Marca Dosagem

RepetiqS,o 1 Repetig6o 2

c5,o c5,o

1 2 3 1 2 3

1 1

2

3

86 84 85

94 99 98

101 106 98

84

95

105

85

97

104

86

90

103

2 1

2

3

85 84 86

95 98 97

108 Ll4 109

80 82 84

93 99 95

110 t02 100

3 1

2

3

84 83 81

95 97 93

105 100 106

83 80 79

92 96 93

702 111 108
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Tabela 4.2: Teste F e p - ualues da experi6ncia

AplicagS,o Reduzida Soma dos Quadrados Teste .F, p - ualue

iLy

I2

rltrz
rr i 2rz

frg

$1*13

rt I 2rs

rzlre
rz * 2rs

ry -l 12l rs
r1*12l2rs
rtl2rzlrs
rr*2rz*2rs

31,00

4260,80

57,42

18,14

28,00

0,83

2,50

25,50

11,39

25,25

4,42

4,03

27,08

2,59 0,0936

357,03 ru 0

4,37 0,0242

7,52 0,2375

2,35 0,1157

o,o7 0,9327

0,21 0,8124

2,14 0,1383

0,95 0,3982

2,27 0,1408

0,37 0,6943

0,34 0,7166

2,27 0,1235
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Centremos agora o estudo no factor dose.

dominante, pelo que justifica a sua an6lise em

aos tr6s niveis de dose s6,o:

To:
Tt:
Tz:

obtendo-se a partir destes os efeitos linear

85

A variaqSo atribufvel ao factor dose 6

particular. Os totais correspondentes

1501

t7L6

1892

e quadr6tico dados por

EL: Tz-To : 65, 17\DrP x 2

EQ: Tz - 2Tt +To : -3,75.
'/6V9 x 2

Os valores dos testes -F para estes efeitos foram 9at : 714,02 
" 

?oe : 2,36,,

onde apenas o primeiro dos quais 6 significativo (p - ualue = 0). Assim pode

concluir-se pelo aumento linear do teor de lidocaina com a dose.

A conclusS,o 6 consentA,nea com o que se obt6m utilzando a metodologia clSssica

no tramento deste tipo de delineamento. A vantagem no uso da metodologia aqui

desenvolvida, prende-se com o nrimero de interacg6es que 6 possivel estudar em

simultAneo. Para efeitos comparativos, apresentam-se de seguida, os resultados que

se obt6m usando a metodologia proposta em Montgomery (2005) [33] (Tabela 4.3).

A integragS,o deste modelo nos COBS permitiu considerar o terceiro factor (cd,es)

como tendo efeitos aleat6rios, tornando o modelo mais realista.
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Tabela 4.3: Teste F e p - ualues

Aplicaqao Reduzida Soma dos Quadrados Teste .F p - ualue

I1

I2

rt*rz
I3

11l13

12t13

11*12*rs

31,00

4260,90

57,42

29,00

0,83

25,50

25,25

2,59

357,03

4,37

2,35

0,07

2,14

2,2L

0,0936

-0
0,0242

0,1 157

0,9327

0,1383

0,1408



Capitulo 5

Modelos com Cross-Nesting

Equilibrado

No delineamento experimental, 6 ususal consierarem-se modelos onde os factores ani-

nham ou cruzam. Tais modelos podem ser tratados como sendo modelos com COBS,

com vantagens para esta metodologia. Para melhor exemplificar a sua utilzagSo, ire-

mos aplicar a metodologia aqui desenvolvida a um exemplo.

Uma das quest6es elementares que servirS,o de base para a forma como vamos

tratar os dados que servirS,o de base d aplicagSo, prende-se com a definigio de

factores, niveis e efeitos. Para o efeito usaremos como refer6ncia McCulloch et al

(2008) [4].

O interesse destes modelos pode ser expresso na forma como podemos estudar,

por exemplo, a variabilidade que poder6 existir no seus factores. Neste sentido

consideram-se factores as classificaEbes que identificam a origem de cada varirivel a

estudar. A classe individual de uma classificagS,o denomina-se por nivel. Interesssa

igualmente distinguir o que 6 o aninhamento (nesti,ng) e o que 6 cruzamento (cros-

si,nfi. Para o efeito considere-se o exemplo apresentado em McCulloch et a\,2008,

p. 3.

Neste exemplo, as classificag6es, sexo, idade e exposigSo solar, s6,o denominados

87
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Tabela 5.1: Exemplo 1

Sexo

Baixa exposiqS,o

solar

Alta exposiqS,o

solar

grupo et6rio grupo etS,rio

A B C A B C

Masculino

Feminino

Tabela 5.2: Exemplo 2

Sexo

In916s Geologia

secqao secg6o

A B C A B C

Masculino

Feminino

por factores e as classes individuas por niveis e a idade e exposigS,o solar s5o cruzados

(crossing), ver Tabela 5.1.

No segundo exemplo, a "secg5,o"est5, aninhada (nesting) na disciplina, ver Tabela

5.2.

Ao classificar os dados em termos de factores e niveis, o interesse passa a ser a

extensS,o para os quais diferentes niveis de um factor afectam a vari6vel de interesse.

Modelos onde os rinicos efeitos s5,o fixos, denominam-se de modelos de efeitos

fixos, e aqueles, que para al6m da m6dia geral, comum a todas as observag6es, s6

tenham efeitos aleat6rios, denominam-se modelos de efeitos aleat6rios.
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5.1 Estrutura Alg6brica

Nesta secq5,o, e para a apresentaqSo da estrutura alg6brica, seguiremos em Fonseca

et at (2003)]a).

Comegemos por considerar um grupo de tl factores em que o primeiro com a(1)

niveis aninha o segundo, havendo o(2) niveis do segundo factor para cada nfvel do

primeiro e assim sucessivamente. 
h

Ponhamos c(O) : 7 e c(h): II a@), h - 1,. ..,w,bem como b(h) : @),
"(h)'h : L,. . .,'tt). V6-se que hri, 

"(h) 
:;'-binag6es de niveis dos h primeiros f'actores,

cada uma dos quais encaixa b(h) combinag5es de nfveis dos restantes factores.

Consideremos ainda

x(h) : I"@) I 1o(n) ;h:0, "',w,

de onde obtemos as matrizes

M(h) : X(h)X(h)' : I.@) E Ja(n) ;h:0,... j,tr.

A MPo sobre a (x(h)) : R(M(h)) 6

I
Q(h) : atnlM(D ;h:0,...,w,

tendo-se c(h) : car(M(h)) : car(Q(h)).

p fa"l de verificar que a base principal da AJC

,do : *r*r,
6 constitufda pelas matrizes

Q'(0) : Q(0)

e

Q"(h) : Q(h) - q(h - r) ;h: t,...,k,

tendo-se 
h

Q(h) :\,Q"tt),
&:0

89
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pelo que, com 9(k) : car(Q(k)), k : 0,. . . ,w,

h

c(h):\,0(n)
k:o

vindo

s(h) : c(h) - c(h - 1), h:7,...,w,

e

g(0) : 1,

jri, que 8'(0) : Q(0).

Quando temos ,L grupos corl ?.1J1, ...,Lt)L factores que aninham e n6o se conside-

rem interacg6es entre factores do mesmo grupo, temos apenas os efeitos dos factores

e as interacg6es entre conjuntos de factores pertencentes a grupos distintos. Esses

conjuntos podem ser identificados pelos vectores h com componentes h; : 0,. . . ,'tt)t,

I : 1,. -., L. Se hI( : 0 nio se toma nenhum factor do grupo l, caso contriirio h7

ser6 o fndice do factor desse grupo que pertence ao conjunto.

Sendo f o conjunto de vectores h, caso se tenham r observaq6es por tratamento,

o modelo pode ser escrito como) ver Fonseca et al (2003)[14],

a:Dx@)B(h) + e
h€r

(5.1)

onde 
L

x(h):8 x1(h) &r,,
t:t

com X/h1) obtida como atr6s se indicou para um grupo de factores e @ representa

os produtos de Kronecker.

Definamos agora 
L

c(h) : fl ",(n),
l--L

L

s(h):IJq,tn,)
t:r
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e
L

b(h) : rilbt(h).
I:1

V6-se que c(h) 6 simultaneamente a caracteristica de X(h) e das matrizes

M(h): x(h)x(h)r.
Temos ainda

'l

Q@) : b1n1M{n1 ;h e r.

a MPO sobre R(M(h)) e
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L

Q"@): I ai@) *)t, ;h e r.
l:l r

sendo c(h) e g(h) as caracteristica de A(D e Q"(h), respectivamente.

Estas riltimas matrizes, juntamente com

L

Qt:6ror,u*(r, -ir,)
constituem a base principal de

/L \.doo:(8*,\**er
\,:, /

Dado que factores de efeitos aleat6rios n5o encaixam factores de efeitos fixos,

apenas os u7, l:7,...,L primeiros factores dos vdrios grupos, podem ter efeitos

fixos, tendo-se 0 < e { u)t, l:7,...,L. Assim os efeitos e as interacq6es entre

factores de efeitos fixos corresponderS,o aos vectores h ( ?, com zr o vector com

componentes u1, I : I,...,L. Os B(h) correspondentes, com h ( o seri,o pois

fixos, admitindo-se, seguindo Fonseca et al (2003)[14], que os B(h) corn h { o ser6o

normais com vectores m6dios nulos e matrizes de vari6,ncia-covariAncia o2(h)1"61.

Assim y serd normal com vector m6dio

p:Dx@)B(h)
hlu
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e matrrz de vari6ncia-covariA,ncia

v :Do21n7nr1n) + o2rn,
h{"

L

n: r fl ",(r,).l--t

ora se ht { hz, o espago imagem de X(h1) est5, contido no espago imagem de

X(hr) pelo que o espago varrido por p serd, o espago imagem de X(o) que coincide

com o espago imagem de M(a). Como

M(") : b(r:)Q@) : b(r) ! O'{rr)
h{o

v6-se que

": t Q"@).
hlo

Por outro lado,

v --D1(h)Q" (h) + o'Q' ,

h€f

com

1(h):o'+Db(k)o2(k),
k:h<k

pelo que estes modelos t6m COBS, ver Fonseca et al (2003)[14].

SendoO(h)oconjuntodoslc€ftaisquehTlkl(-htll,tem-se,verFonseca

et at (2003)!al,

o'(h):;r,-, Y@'rc)#,

com n(h,/c) o nrimero de componentes de h inferiores d,s correspondentes compo-

nentes de lc.
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Tem-se igualmente

L

u1 :fl(ur+1)
t:1

uz:0

LL
u,:fl@,+1) -f[{,,+r;,

l--t l:1

visto que, se Ic { a [k { t,], o espago imagem de Q(h) est6 contido em C2 [ftr].
Por outro lado, com
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onde .tr(, 6 a matrrz obtida eliminando a primeira linha duma matriz ortogonal

estandartizada de ordem s.

Tomando-se

1Ar(0) lft,,t ;l :7,. . . , L
t/ ctlwt)

Ar(h) : rct(tu-r) I Kath). 
hlJ,rr,l 

h: 7,. . .,util : L,. . ., L,

L

A(h): I Alht) * lrl ;h e r
t:l \/ r

tem-se, ver Fonseca

L

:8I",(.,)8K,,
t:7

(2003)[14],

A(O:A(h)rA(h) her

Qt : At' A',

1rL

et al

{
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como tamb6m as estatfsticas suficientes e completas dadas por

i@):A(h)a hSa

a partir das quais se obt6m

s(h) : llA(Dall' h{"

s : llA'all',

os UMVUE i, h < a, para os a(h) : A(h)p, h ( a,

i(h) : Aa

.1h) 
:h e r1@): 

np1

para os 1(h), h e f. A partir destes irltimos, obt6m-se ainda os

621n1 : \ (-r)"@'*tffi ;h{o.
,c€O(h)

Tomando-se 62(n) : 0 para h { a, temos por irltimo

1@):62+\u1n1;'1n1
lc:h{a

:62+ Dot*l I(-t)"{*'t)l(t); hlu
k:h<a ,€O(k)

podendo reescrever-se estes estimadores sob a forma

;1(n):62+ t c(t)1(t)- I c(t)1(t),
le'/+ (h) tee-(h)

onde 9+ e 9- sdo as familias das I parcelas que entram com coeficientes positivos

e negativos, respectivamente, na expressS,o de 1(h)
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5.1.1 Testes

Comegando pela parte de efeitos fixos do modelo 5.1, interessa-nos testar a hip6tese

nula,

Ho(h) : q(h) : To(h); h I u.

Como i(h) - lr (q(h), 1(h)Is6), teremos

i(h) - qo(h) - N (q(h) - qo(h), 1(h)r s@),

pelo que,

lli(h) - rto(h)ll' - t (h) x?oyorot

com

6(h): ]nWW) - rto@)ll' .
^y(h) " ''

Ora a hip6tese nula, f16(h) para h --u, pode ser reescrita como

Ho(h):1(h)6(h):o; h4a

o que nos permite utilizar os testes I generalizados para testar a hip6tese nula

Ho(h);h 1a (ver Michalski & Zmy3lony (1996)[31] e (1999)[32]).

Como

E (llA(h) - rto(h)ll') : ^t(h) Q@) + d(h))

: t(h)g(h) + t(Dt(n)
para )(h) :1(h)5(h) tem-se o estimador quadr6tico centrado

r(a) : llrt@) - qo@)ll' - g@)7@)

: lli(h) - rto(h)ll' + g(h) I c(t)lT) - s(h) I c(t)lQ),
te e- (h) tey+(h)

tendo-se a estatfstic a I generalizada

lli(h) - rto(h)ll' + g(h) t c@1Q)
tee- (h)

s(h) I c(t)71)
te"+(h)

95

s(h):
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Outra abordagem 6 a seguida por Ferreira (2005)[9] baseada na utilizagS,o das

vari6veis pivot indutoras.

Considerando agora a parte de efeitos aleat6rios do modelo, temos as hip6teses

nulas,

Ho(h):o21h1 :s, h4u

para as quais podemos utilizar testes F generalizados da mesma forma.

Sabendo que

s(k) _
s(k)

6(h): t t
lce o- (h)

s(k)
s(a'

Ice O+(h)

onde O+(h)tO-(h)l 6 a familia dos Ic e O(h) com n(h,k) par [impar]. Logo,

podemos ent6,o obter a estatfstica a usar nos testes definida como

,c€O+(h)

s(k)
s(k)

.q@): s(k) '

h) s(k)

As distribuig6es destas estatisticas foram obtidas, caso os graus de liberdade do

numerador ou do denominador, sejam todos pares, ver Fonseca et al (2002)[13]. Por

outro lado, tamb6m se pode utilizar variii,veis pivot indutoras para realizar estes

testes, ver Ferreira (2006) [11].

Na secgS,o 5.3, e de forma a exemplificar a metodologia aqui desenvolvida, apre-

sentaremos uma aplicaqao, na 5,rea da odontologia, onde as vantagens desta meto-

dologia serd,o demonstradas.

5.2 OperaE6es Bindrias

Nos modelos com cross-nest'ing equilibrado podemos, atrav6s de cruzamento e ani-

nhamento, construir modelos complexos a partir de modelos simples, o que se reveste

de uma vantagem not6ria sobre outras metodologias.

t
,o-(k€
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Comegando pelo caso em que h6 um rinico grupo de aninhamento de 'u factores

com a(h), h:7,...,w, niveis.

Consideremos assim a seguinte proposigS,o.

P.roposiEio 5.L. As matrizes Q'(0), . . . ,Q"(r) consti,tuem a base pri,nci.pal da AJC

* a to,.,t.
u=l

Demonstragd,o. Considere-se que

g.(0) : 
fir.r,,) 

: & fir,or,
bem como com a(u) : a(u * 1) :1,

1

Q"@) : rcftt * ht^^) - Ic(h-r) 8 m5 Jun-'

: rch-t) a (ran1_ *rn t^r,) * 6ru,n,\

:& h_ tro1u1&iurnt- 6, fir,,,,.u:O u:hll --

E ugotu f5,cil de verificar que as matrizes Q'(il,.tt :0,...,w, v6,o sendo cons-

truidas pelo processo que d6 a base principal O" *, d(a(u)). tr

Por outro lado as matrizes M(h), h:0,... )tD constitutem uma outra base paraqu
*rA61u)), tendo-se a matrrz de transigS,o * f 1o1u)), onde

B-

Consideremos agora a situagio em que se cruzam I grupos de factores.

Para esta situagS,o, podemos construir a 6lgebra dada por

L1n

8X.d@1(k)),
l:t
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a que corresponde a matrtz de transigS,o escrita como

L,:8r,,
l--1

com Bl triangular superior de ordem u)t, I : 1,. . . , L.

Podemos ainda considerar modelos com mais um estrato. Em cada um desse

estratos dri-se cruzamento e aninhamento de factores. Cada tratamento desse dado

nfvel, aninha todos os tratamentos do nivel seguinte.

Sendo d;, h : 1,2,...,8, as S,lgebras e .E11, h : 1,2,...,h as matrizes de

transigSo para os vd,rios estratos, temos para o modelo final a 6lgebra e a matriz de

transigS,o dadas por

,do:

h

B: * Bu.
h=l

Observe-se ainda que quando se toma repetig6es por tratamento, pode-se consi-

derar para as mesmas, um irltimo estrato com a 6lgebra d(r) e amatriz de transigS,o

assume a forma

B(r):

5.3 AplicaESo: cimentos odontol6gicos

De forma a mostrar as potencialidades e aplicabilidade dos resultados obtidos nas

secg6es anteriores, apresentamos uma aplicagS,o na 6rea da saride, no Ambito do pro-

cesso de solificagS,o de cimentos odontol6gicos utilizados em tratamentos dentSrios.

A experi6ncia que a seguir apresentamos, visa avaliar as diferengas entre os ci-

mentos odontol6gicos usados no tratamento de dentes, em especial no que diz res-

peito i velocidade de solidificagS,o, sendo adaptado de Covas (2007) [7], pag. 93.

h*a:
h.:l tt
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A velocidade de solidificagS,o 6 um elemento importante a ter em consideragS,o

no tratamento de dentes. Quanto mais r6pida for a solificagdo, mais rapidamente

se concluir6, o tratamento e consequentemente, para o mesmo horizonte temporal,

maior ser6 o nfmero de pontenciais doentes a serem tratados.

Nesta experi6ncia, consideraram-se duas marcas de cimentos, designadas por C1

e Cz. A velocidade de solidificagSo, variSvel explicada, 6 expressa sob a forma de

um fndice. Este indice estd ordenado por ordem inversa, uma vez que quanto mais

rripida 6 a solificag5,o, melhor ser6 o resultado esperado.

O processo de solidificagS,o dos cimentos em si, 6 auxiliado atrav6s da incid6ncia

de uma l:uz, a mesma usada nesta experi6ncia para ambos os cimentos, e de um

fotopolimerizador. Uma vez que existem diversos fotopolimerizadores no mercad.o,

a opgSo recaiu em seleccionar os tr6s mais utilizados no processo. Designaremos

esses fotopolimerizadores por F1, F2 e Fs.

No tratamento de dentes com estes cimentos, um outro aspecto a ter em consi-

deragS,o 6 o grau de solificag5,o. Nestes processos de tratamento, o tipo de solificagSo

n6,o 6 constante. Torna-se pois interessante estudar as diferengas que poderS,o exis-

tir entre o grau de solificagSo e o tempo. Nd,o s6 o tempo e o grau de solificag6o

mas tamb6m, e para cada tipo de tratamento, qual o cimento e fotopolimerizador

que melhor se adequam. Para estudar o efeito tempo no processo, a experi6ncia foi

repetida em dois periodos distintos, que designaremos por t1 e t2.

O processo experimental foi realizado em cinco discos diferentes (dr, dr, de, da

" ds). Estes constituem as c6lulas, que sd,o suficientemente grandes por forma a

garantir tr6s observag6es n5,o correlacionadas, que representaremos por 11 , 12 e 13.

Os valores m6dios dos 5 discos encontram-se na Tabela 5.3.

5.3.1 Estrutura Alg6brica

Todas as 2 x 3 x 2 combinagSes possiveis dos niveis de tr6s factores foram conside-

radas. Como referido na secgSo anterior, vamos considerar tr6s factores: cimentos,

99
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Tabela 5.3: M6dias dos discos dy,d2,d4,da e dg

fotopolimerizador e tempo, com 2,3 e 2 niveis, respectivamente. Para cada um dos

tratamentos correspondentes, foram utilizados cinco discos suficientemente grandes

para fornecer tr6s medidas independentes.

Para a construgS,o do modelo iremos utilizar a metodologia desenvolvida por

Covas (2007) [O]. Teremos entb,o um modelo associado a

(d (2) e d (3) e d (2))* a 1s1* d Q),

uma vez que poderemos considerar, numa primeira fase, um primeiro modelo com

tr6s factores [cimento, fotopolimerizador e durag6o], que aninham um outro modelo

com um factor, cujos niveis s5,o os discos.

Enquanto que os dois primeiros factores (cimento e fotopolimerizador), t6m cla-

ramente efeitos fixos, comegaremos por considerar que o tempo ter6 efeito aleat6rio.

No que concerne aos discos, estes ter6,o efeitos aleat6rios. Uma vez que a inte-

racgS,o entre efeitos fixos e efeitos aleat6rios pertence d, parte dos efeitos aleat6rios

do modelo, teremos entSo rn : 4, pelo que o modelo poder6 ser escrito como,

t1 t2

d,sdadsd2d1 d,sd"ad"3d,2d.1

Cr FL

F2

Fs

26,03 28,43 27,40 26,10 26,77

26,10 26,47 29,90 25,60 24,17

9,83 10,00 10,17 10,67 71,37

29,37 30,53 30,27 29,80 29,63

27,13 25,97 29,20 30,77 20,60

9,83 10,00 10,17 10,,67 L7,37

Cz Fr

F2

Fs

26,00 26,93 25,17 26,50 25,17

27,37 26,43 26,23 26,37 27,77

6,07 6,40 6,63 6,60 6,43

29,97 29,53 29,00 29,03 25,47

30,67 27,83 28,07 27,40 22,07

6,07 6,40 6,63 6,60 6,43
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Tabela 5.4: indices utilizados no modelo
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1 m6dia geral

2 efeito do cimento

3 efeitos do fotopolimerizador

4 interacgSo entre cimentos e

fotopolimerizadores

5 efeitos do tempo

interacgS,o entre cimentos e tempo

interacgd,o entre fotopolimerizador e

duraqS,o

interacgS,o entre cimentos, fotopolimerizador

e tempo

efeitos dos dlscos

6

7

49

a:DXtpt+ I xlpo+ e.
i,:5

Na Tabela 5.4 est6 a codificagS,o utilizada para cada um dos indices. No que se

segue, o fndice 10 est6 associado ao erro do modelo.

Para efeitos de construgS,o do modelo, consideraremos as matrizes ortogonais

standartizadas de ordem 2, 3 e 5, d,s quais de retirou a primeira hnha (K2, Ks e

K5), como defindo anteriormente. As que utilizaremos neste exemplo, sdo matrizes

j5 conhecidas, mas qualquer uma outra nas mesmas condig6es 6 passivel de ser

utilizada. Uma outra abordagem seria a construgS,o de tais matrizes pelo processo

de ortogon ahzagdo de Graham-Shmidt.

1

-----=\/2

1
--'-=
\/6

10_
\/Z

J6

I{2 I{s:

J6
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I{s:

1

t/z
0

10=:
'/z

beremos

10--:0
\/2t/,

t21----'=0-_:0-:
t/A t/0 t/A

TT T9 TT T9 TT
V, -V, V, -V, V,

* *rl & r{z* *rl * *rl

ftrl & r{2" #r* * *rl
1- 1-

3 tr(s & I{z * Gr, * *tt

Az: Kz &

1

Az: frr;

Aq,: Kz E

1.1-1-1-
r/r'j u *t' * rn" * *"

& r{z u #r, r *r* * *r,
r(r*ll*1 1 -

\/2 \/bU 
E 

/3U

, 9t:7

\ 9z:7

) 9s:2

, 9l:2

i 9s:7

I 9a:1

As: 1-_t;
\/2

Aa:Kz&

1

A, : -:f.]' t/zz | 9z:2
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11
Aa: Kz 8I(: I Kz & -tl s +1; ) rla:2

t/s'-t/3r

As : Iz & Ie,e /z I I(s I *t,

Arc:Iz8 Iz8/28/s8I(e
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I 9s:48

', 9to:120'

A matriz de transgS,o B, poderS, ser construfda) como vimos anteriormente, da

seguinte forma,

(B (2) s B(3) s B(2)) >ka1s;*r1e;

onde -El(r) 6 amatriz de transigao para a AJC, il(r), e com a qual facilmente se

obt6m

180000
909000
60 060 0

30 30 30 30

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

00
00
00
00

B- 90000
4545 0 0

30 030 0

15 15 15 15

3333
1111

90000
4545 0 0

300300
15 15 15 15

3333
1111

00
00
00
00
30
11

e onde, as sub-matrizes BrJ, BzJ e Bz,z esti,o indicadas.
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Uma vez que 7(2) : B[,zo', teremos, com ofo : 02,

1s- 90o! + a\ofi + 30ol + 15o! + 3o3 + o?o

/8-

a\o! + 15o! + 3"3

30ol+LSo!+3oB

tso! + 3"3

+ o?o

+ o?o

+ o?o

3oB + o?o

'/10 
-

e como tal,

o?o

,106: *(?s-?o

,106: 
nt 

(70 - 7a

o1oi: ,(?z-?s

^1o6: ,r(zs-rs

, 7,06: 5(70-7ro

-1r*1r)

o?o: 1to

Considerando ainda que 7(1) : B[,,ro2, podemos obter ainda ol, i, :5, . . . , 10,
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substituindo pelos seus valores

105

: 9oo! + aSol

: a5o2o

+ 30ol +

+

30ol +

t5o!

t5o!

t5o!

t5o!

-7,6955

0,8696

:1A

l7

/8

0,4473

2,1345

3o'n

3"3

3"3

3rB

o?o

o?o

o?o

o?o

De forma a aplicar os resultados desenvolvidos no Ambito do nosso trabalho,

teremos de tratar os dados da Tabela 5.3 como elementos de uma matriz e trabalhar

com os seus vectores.

Assim,

-106,4681 -7,7320

-6,9577

it:287,8763; iz: -72,3133; is: llt:

-57,3584

Or: 

L

is: 8,8101; ia: -2,0572. ia:
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Tg:

0,8992

*2,9577

-7,4142

-1,0119
0,3266

-0,8982

-L,0842

-0,7800

-2,3678

-7,0614

-6,7Att
1,3071

1,7963

5,8788

-1,8856

-0, 1054

7,8779

0,8165

0,6128

0,2319

t,8779

0, 8165

0,6128

0,2319

- 1, 0206

-0,5307
0,5893

-2,4139

-5,5114

-o,6L24

-0,6L24

- 1, 8149

-2, 1609

0,4899

-0,0817
1,8856

1,3703

* 10, 533

*0,5307

*2,4042

-1,2965
o,449t

o,2450

-0,5421

-0,2319
o,449t

o,2450

-0,5427

-o,2319

) in:

7,4142

-0,0817

-o,2828

-2,776t
-0,6364

r,5922

3, 182

-1,8371

-o,4243
0,8165

3,5355

2,2862

2,2627

0,4083

o,707L

0,0817

1,2021

-o,1225
3,5355

0,4083

-o,7071
1,9596

-2,7577
1, 1839

-5,0205
3,3068

-o,0707
2,8169

1,8385

7,6751

-5,2326

-0,0817

-3,1113
1,3064

-0,9900

-2,2045

-2,4749

-0,0408

-5,0912
0,0000

0,t4t4

-0,8165
3,8184

0,4899

-o,7778
0,204r

t,6971.

-0,8982
0,3536

1,9188

o,1414

-0,8165
3,8184

0,4899

-0,7778
0,2041

1,6971

-0,8982
0,3536

1,9188

0,0000

-2,2045
o,4997

o,7757

0,9900

1, 7963

1,4142

o,7349

2,6163

o,4497

-o,9192
0,9390

1,9092

-1,4289

-4,879

-1, 1023

1,9092

4,9398

1,9799

*3,3476

,, r*,
-4,205

-0,4950
0,7757

-3,4648

-0,204t
0,4950

-3,2252
0,4950

-0, 2858

-4,3t34
*6,4095

-3,9598
0,4083

-3,3234
*2,2454

-4,5255
2,4495

6, 1518

*2,2454

0,42243

-1,633
o,L4t4

0,4899

*1,202t

0,0408

o,4243

-o,2450

-o,2721
1,0206

o,4243

- 1, 633

o, t4L4

0,4899

-L,202t
0,0408

o,4243

-o,2450

-o,2t2t
1,0206



5.3. APLICAQAO: CIMENTOS ODONTOLOGICOS r07

Para a parte dos efeitos fixos, podemos testar a aus6ncia de efeitos e interacg6es

entre os dois primeiros factores. As estatfsticas f' para estas hip6teses s5o dadas

por

9r: : 35,8263 ; p - ualue: 0, 1054

9r: gr llisll'
9t 57 - W{ :243,8511 ; p - ualue: 0,0041

9s'lz

-2 -29arlz _ rlz

gz Sa gzTa

oz _eallinll'_ lli^ll'
'-2-4- g^ s, - g^1,

: 22,7299 ; p - ualue : 0,0427

com 1 el,2e2,e2e2grats deliberdade. O primeirodestes testes n6o6 significa-

tivo. Devemos tamb6m salientar que obtivemos, para todos eles, graus de liberdade

muito baixos no denominador. Veremos mais adiante que quando considerarmos o

tempo como um factor de efeitos fixos, esta limitagSo ser6 ultrapassada.

Por outro lado, considerando para os efeitos aleat6rios, 1i, i :5,...,10, obt6m-

SC

6? :0,50862; 63 :0,041196; 6? : 0,92034; 63: -,0,24558;

i'n : 0,2944; d?o : b,I78T.

Um destes estimadores 6 negativo. Nomeadamente os associados ao tempo e aos

discos. Estes resultados sdo compativeis com o baixo nfmero de graus de liberdade

no denominador do teste f', o que nos leva a uma anSlise alternativa dos dados,

onde

1. o factor tempo 6 considerado como tendo efeitos fixos;

2. usaremos entSo

S3:S'*Sro

como soma dos quadrados do erro. Teremos agora, g' : 168 graus de liberdade

para o erro.
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O modelo para o vector de observag6es ter6 agora efeitos fixos e estar6 associado

a uma AJC, que ser6 construida da seguinte forma

(il (2) s d (3) e d (2))* a 1s1.

As matrizes Ai, i :1,. . . ,8, manter-se-5o inalterS,veis, uma vez que

1-1-1-
,[r'" * r/rtj 

: 
rr*'"'

assim como os vectores ii, i:1,...,8, e as somas dos quadrados 
^97, i:1,...,8.

Para testar as hip6teses a que concerne os efeitos e interacg6es dos factores de

efeitos fixos: cimento, fotopolimerizador e tempo, temos os testes F com estatisticas

*_g"Si _g"7ir gis" go .i:2,...,8

com li e go graus de liberdade. Os valores destas estatisticas e correspondentes

p-ualues si,o apresentados na Tabela 5.5.

Estes resultados claramente apontam para a nova abordagem, um vez que agora

temos resultados altamente significativos.

Os valores aqui apresentados foram obtidos por recurso ao software MatLab

7.0.4.

5.4 SimulaESes

Estando interessados em extrair mais informagS,o sobre os dados, e partindo para

uma abordagem diferente, vamos nesta secg5,o, e por recurso d,s variSveis pivot, tal

como foi proposto no infcio deste trabalho, induzir densidades e originar regi6es de

confianga para a qual, e por dualidade, se poderdo testar hip6teses.

Se 6! fosse n5,o negativo, poderfamos estar interessados em testar a significAncia

de o!. Para tal, poderfamos utilizar um teste F generalizado, ver Michalski &

Zmysiony (1ee6) [31] (1eee)[32].
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Tabela 5.5: -F tests

Efeitos e interacg6es

Cimento

Fotopolimerizador

Cimento x Fotopolimerizador

Tempo

Cimento x Tempo

Fotopolimerizador x Tempo

Cimento x Fotopolimerizador x Tempo
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Estatisticas p-ualues

27,917 - 0

1 346,5 - 0

9,9531 N 0

L4,292 0,0002

0,7792 0,3786

5,521,7 0,0048

0,4379 0,6461

Dado um estimador quadrritico n5,o enviesado d, puruo pardmetr o 0, aestatfstica

de teste .F generalizado para a hip6tese

ser6 dado por

onde F.,. e d- s6o as componentes

estatfstica I definida como

.go?:}+t lu+1',
No entanto, a distribuig6o de 94 dependeria de .ys,1.1a, 1z e 1'1a, que teriam de ser

substituidas pelos seus estimadores. Desta forma poder-se-ia optar uma abordagem

alternativa para o teste de

Hs : o!: Q'

Seguindo Fonseca et al (2007) [16], assuma-se agora (xts;xr,a,Xr,ziXa,6) o con-

junto de qui-quadrados com 1,7,2 e 2 graus de liberdade respectivamente, com

Hs: 0 :0

d*&e: :r,
0

positivas e negativas de d-. Obteriamos ent5,o uma
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i:L,...,ly'e

tal como

descrita anteriormente, e que 6 apresentado na Figura 5.1.

t5m

Figura 5.1: FungS,o densidade

| ,,,- s'* st i:r.....,^/)'n'':i;+x,s i:t'""N
)

),-,s0...s,
| ''.': i;+ * i:7" ' ' N

Tomando .A/ : 10.000, obtemos a densidade conjunta para (0+,0*),,

O ponto a vermelho representa o ponto de coordenadas

la.:1 
+%

t_
I a- :1a+]7

o
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Como pode ser visto, a (tnica moda desta densidade simulada est6 muito pr6xima

de (i1;d-;. U.u vez que estes estimadores s5o UMVUE, podemos aceitar a robustez

desta t6cnica indutora.

Aliris,, na Figura 5.2 encontram-se representadas as curvas de nivel para a den-

sidade induzida. O ponto vermelho 6 (0*;e) o que mostra mais uma vez a boa

concord6,ncia da estimag6o pontual com a indugS,o das densidades.

Da simulagS,o da amostra de pares {(Zr,r, Ztz) ,,i : 1,. . . , .Af} obtemos uma amos-

tra simulada {Zi,,i: t,. . .,ly'}, com

Zt: Zt) - Zt,z 'i :1,. . . ,Iy'.

Podemos assim verificar que os quantis correspondentes ds densidades empiricas,

s5,o estimadores fortemente consistentes dos quantis das distribuig6es exactas, ver

Fonseca et al (2007) [16]

No nosso caso tenhamos os quantis empiricos dados por

[ ,r,o,o, : -10,625
)
'l

I o,'o.ru :697710'

que limitam um intervalo de confianga, de nivel 90%, para o2u. Observe-se que este

intervalo cont6m a origem pelo que, mesmo ao nivel de 70T0, ndo se poderia rejeitar

a hip6tese nula

Ho,s : o? :0.

111



172 CAPITULO 5. MODELOS COM CROSS-AIESTING EQUILIBRADO

20
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8

6

4

2

Figura 5.2: Curvas de nfvel
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Capftulo 6

ConsideraE6es finais e trabalho

futuro

A inferOncia para modelos com OBS assenta na projecgS,o ortogonal dos espagos das

imagens das matrizes P1, . . . , P.. Este facto pode levar a problemas na combinaqS,o

das estimativas obtidas a partir de diferentes projecg6es. Contudo, ao aplicarmos a

metodologia aqui desenvolvida, com COBS, os potenciais problemas na combinagSo

das estimativas dos diversos estratos deixa de existir, o que confere a esta abordagem

uma generalizagdo em termos de aplicabilidade, com enormes potencialidades em

termos computacionais dada a sua facilidade na contrugSo do modelo e da an6lise

de dados no Ambito do delineamento experimental.

Como vimos, o uso de AJC permite uma generahzagS.o deste tipo de modelos,

podendo ser construidos modelos complexos a partir de modelos mais simples.

Neste trabalho desenvolvemos duma forma matemritica a inferdncia para uma

classe especial de modelos mistos, aqueles com com COBS, de que podemos salientar

as principais conclus6es. Assim:

o utilizrimos AJC para estudar a respectiva estrutura alg6brica;

o mostriimos que os estimadores dos mfnimos quadrados dos respectivos vectores

estim6veis s6o BLUE;
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o apresentamos resultados para dois casos particularmente importantes:

modelos factoriais de base prima;

modelos com cross- nesti,ng equilibrado;

o admitindo a normalidade:

- obtivemos UMVUE para os parAmetros relevantes;

- utiliz6mos vari6veis pivot indutoras para construir regi6es de confianga e

testes de hip6teses para vectores estim6veis e componentes de varidncia.

Como vimos o tratamento aqui desenvolvido permite uma generalizagdo no tra-

tamento desta classe de modelos mistos.

As aplicag6es aqui apresentadas mostraram as vantagens e aplicabilidade dos

modelos desenvoividos.

Apesar de ser uma gener alizagdo no tratamento de modelos lineares mistos, esta

temiitica nfi,o se encontra esgotada de forma alguma. Pretendemos completar o

estudo dos modelos com COBS considerando extens6es dos mesmos.

Nesta perspectiva, para a16m do abandonar de alguns pressupostos tomados no

d.ecorrer deste trabalho, uma outra 5rea, com resultados que se afiguram numa fase

pr6via de bastante interesse, s5,o as extens6es dos COBS, nomeadamente os L-COBS.

Assim, considere-se um modelo misto escrito na forma

a :i(XrI L,)\rt t (Xz8 4)fi0+e

116 cApiruLo 6. 1)NSIDERA11ES Fr IAIS E TRABALHO FUT',tIRO

i:ml1

- tr a 1 \ (i)*,u,* i x,B,) +,_ \rn - ,,, 
\:, i:mtt /

com r observag6es por tratamento.

Se bem que o segundo termo 6 claramente um modelo com COBS, a matrrz L,

poderd ser substituida por uma outra mafiiz -L, pelo que o modelo poder6 ser escrito



717

como
/m u.' \

a:L{fx,B,+fx,Fol +r.\E#,/
onde .L 6 uma matrtz com vectores coluna linearmente independentes. Estes modelos

ser6,o extens6es dos anteriores, os L-COBS.

As caracteristicas de tais modelos permitem uma nova abordagem onde poderSo

ser obtidos esimadores n5o enviesados para os par6,metros de interesse.

Um outro desenvolvimento a seguir, prende-se a com a ortogonalidade e o estudo

de modelos n6,o ortogonais. Ser5, possfvel obter uma metodologia que permita de

forma sistem6tica o tratamento de modelos n5,o ortogonais? Obter-se-d,o estatisticas

suficientes e completas?

A nd,o ortogonalidade abre todo um novo campo de estudo para este tipo de

modelos, cuja aplicabilidade se antev6 com grande relevo nas mais diversas 5reas.
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