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RESUMO

Neste trabalho estudamos, através da teoria da dinimica néo-linear, o comportamento
de modelos em dois dominios do conhecimento: a economia e a ecologia.

Utilizando a teoria da dindmica simbélica, pretendemos contribuir para uma anslise
rigorosa de modelos. Em particular, caracterizamos o comportamento cadtico de certas
aplicagbes através do cdlculo de invariantes topoldgicos, estudamos a sua variagio com
alguns pardmetros importantes e apresentamos consideragdes relevantes a partir dos re-
sultados obtidos. A propésito do comportamento caético dos modelos, aplicamos técnicas
para controlo do caos.

Primeiramente analisamos um modelo caético que governa os lucros de uma, empresa.
O estudo deste sistema revelou a existéncia de aplicagdes iteradas unidimensionais que
permitem caracterizar a dindmica e exibir uma aplicagao do controlo do comportamento
cadtico.

No contexto da economia, apresentamos também um estudo analitico relativo a um
método para controlo do caos num modelo para a acumulagio de capital.

Seguidamente é dedicada atencéo a um modelo discreto de ciclos econémicos do tipo
Kaldor, de dimensdo dois e estrutura triangular, com enfise nas dindmicas isentrépicas.

A dltima parte deste trabalho é dedicada aos sistemas dinamicos aplicados & ecologia.
Atendendo & importéncia dos mecanismos geradores do caos, analisamos um modelo de
cadeias alimentares tritréficas particularmente significativo neste dominio.

Concluimos a incursdo nas aplicagbes & ecologia com a construgdo de um modelo de
predagdo com cooperagdo. Devido a existéncia de caos transiente, que tem como con-
sequéncia a extingdo de uma das espécies, caracterizamos a dindmica em direcgdo A crise
e aplicamos um método para controlo do comportamento cadtico.

Finalmente, tecemos consideragdes relativas 3 importéncia da teoria dos sistemas
dindmicos como um instrumento de an4lise que contribui para o conhecimento profundo
do comportamento dindmico de modelos, desvendando um carécter estruturado por detrés
da complexidade.

PALAVRAS-CHAVE: modelos na economia, modelos na ecologia, aplicagdes no inter-
valo, dindmica simbdlica, invariantes topoldgicos, caos, dindmica isentrépica, controlo do
Caos.
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Capitulo 1

Introducao e preliminares

“Seria possivel dizer o que € a Matemdtica se esta fosse uma ciéncia morta. Mas a
Matemdtica €, pelo contrdrio, uma ciéncia viva, que se encontra hoje, mais do que nunca,

y . . . -
em rdpido desenvolvimento, proliferando cada vez mais em novos ramos, que mudam néo

80 a sua fisionomia, como até a sua esséncia.”

José Sebastido e Silva,

A aplicagéo de conceitos e métodos mateméticos é considerada fundamental no pro-
gresso de diversas 4reas do conhecimento, como por exemplo a engenharia, a quimica, a
fisica, a economia, a biologia, a ecologia, entre outras. As questdes suscitadas por estes
dominios revelam-se verdadeiramente estimulantes, exercendo um papel determinante no
desenvolvimento de teorias e novos ramos da prépria matematica.

Um dominio da matemética privilegiado no que diz respeito & sua riqueza conceptual
e aplicabilidade é a teoria dos sistemas dindmicos (discretos e contfnuos), em particu-

lar a chamada ciéncia ndo-linear. A teoria dos sistemas dinimicos integra de um modo
1
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harmonioso e indispensavel trés grandes dreas da matemdtica: a andlise, a 4lgebra e a
geometria. A dindmica nao-linear diz respeito ao estudo de sistemas onde uma pequena
variagao num parametro pode conduzir a sibitas e drasticas mudancas nos comportamen-
tos quantitativo e qualitativo do sistema. A andlise das interacgoes nao-lineares revela
o modo como surgem estruturas qualitativamente novas e como elas se relacionam com
a teoria ja estabelecida. A utilizagio de técnicas computacionais é usualmente identifi-
cada como o principal catalisador do desenvolvimento da ciéncia néo-linear, desvendando
um caricter estruturado por detrds da complexidade. Surpreendentemente, os modelos
construidos em diversas dreas do conhecimento, considerando os principios fundamentais
da complexidade, revelam partilhar um conjunto de importantes propriedades. A notgvel
aplicabilidade da ciéncia néo-linear em dominios téo distintos e aparentemente desconexos,
confere-lhe o estatuto de um possivel factor de unificagio metodolégica nas diversas dreas
do conhecimento. Ao explorar estruturas comuns em diferentes sistemas, os cientistas
estudam e modelam interdisciplinarmente a complexidade da natureza e da sociedade. As
novas técnicas e conceitos proporcionam métodos eficazes para a modelagio e simulagéo

de alteracdes stibitas e irreversiveis nos sistemas naturais e sociais.

Historicamente, a teoria ndo-linear moderna teve o seu inicio com o matemético francés
Henri Poincaré (1854-1912). Poincaré revolucionou o estudo das equacdes nio-lineares,
introduzindo técnicas qualitativas ou geométricas e conceitos topolégicos, para discutir
propriedades globais das solugdes dos sistemas, especialmente para aqueles em que os
métodos estritamente analiticos ndo se revelavam eficazes. Com a emergéncia da teoria
qualitativa é atribuida maior importincia & compreensio do comportamento global das

solugdes, em detrimento do comportamento local de solugdes analiticas particulares. Nos



anos que se seguiram, o estudo dos sistemas dindmicos foi grandemente enriquecido com
as contribuigbes de mateméticos como Liapunov, Kolmogorov, Arnold, Sinai, Birkhoff,
Cartwright, Littlewood, Smale, entre outros. Por volta de 1975, muitos cientistas em
todo o mundo aperceberam-se da existéncia de um novo tipo de movimento nos sistemas
dindmicos - designado por caos. Este termo foi introduzido para designar um compor-
tamento dindmico aperiédico, que ocorre num sisterma deterministico e que exibe sensi-
bilidade as condigdes iniciais. O que é verdadeiramente surpreendente é que este tipo de
comportamento pode ocorrer em sistemas aparentemente muito simples. Nas aplicagdes
da teoria do caos sdo usados conceitos como catéstrofes, bifurcagoes, atractores estranhos,
periodicidades e aplicagGes no intervalo. Todos estes tépicos nfio podem ser efectivamente
estudados por métodos analiticos tradicionais, os quais estdo essencialmente relacionados

com a linearidade, a estabilidade.

O trabalho que seguidamente se apresenta, constitui uma incursdo em dois dominios:
sistemas dindmicos discretos aplicados ¢ economia e sistemas dindmicos discretos aplica-
dos a ecologia. Com a utilizagio da teoria da dinidmica nio-linear pretende-se contribuir
para uma andlise rigorosa de modelos e para uma nova visdo da dindmica que inclui a
complexidade. Uma razdo plausivel e incontorndvel para aplicar a teoria do caos a estas
dreas da ciéncia é devida ao facto do comportamento caético nao ser de forma alguma
uma ocorréncia rara ou patoldgica, e devido ao facto dos resultados obtidos poderem ser
relevantes tanto do ponto de vista matemsdtico como do ponto de vista da economia e
das ciéncias da vida. Neste contexto, concluiremos este primeiro capftulo com a apre-
sentagao de definigbes e resultados que serdo fundamentais na caracterizagio da dinamica

dos modelos, no dmbito dos sistemas dinamicos discretos, no que diz respeito a dindmica
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simbdlica, teoria de kneading, parti¢bes de Markov, invariantes topoldgicos, comporta-

mento cadtico e controlo do caos.

A primeira parte deste trabalho, dedicada aos sistemas dindmicos discretos e a econo-
mia, compreende trés capitulos. No capitulo dois estudamos um modelo cadtico que
governa os lucros de uma empresa. O estudo deste sistema, constituido por trés equagoes
diferenciais ordinarias, revelou a existéncia de aplicagdes iteradas unidimensionais que per-
mitem apresentar uma caracterizagio da dindmica e exibir uma aplicaciao do controlo do
comportamento caético. No terceiro capitulo é apresentado um estudo analitico relati-
vamente a um método classico de controlo do caos, baseado em pulsos periédicos, num
modelo econémico para a acumulagdo de capital. O capitulo quatro é dedicado & anslise
da complexidade de um modelo de ciclos econémicos do tipo Kaldor. Este modelo discreto
de dimenséo dois e estrutura triangular permite um estudo particularmente interessante

em termos de dindmicas isentrépicas.

A segunda parte, consignada aos sistemas dinAmicos discretos e a ecologia, inclui dois
capitulos. O quinto capitulo versa sobre a anjlise de um modelo de cadeias alimentares
tritréficas que, recentemente, se revelou de importancia singular no estudo dos meca-
nismos geradores do caos. A redugdo da dimensido da dindmica, com o aparecimento de
aplicacOes iteradas unimodais ¢ bimodais, possibilita uma compreensio mais detalhada
do comportamento das varidveis intervenientes. Finalmente, no capftulo seis construimos
um novo modelo representativo de predagdo com cooperagao numa cadeia alimentar. O
comportamento deste sistema é caracterizado pela existéncia de caos transiente que, neste
caso, tem como consequéncia a extingiio de uma das espécies. Neste contexto é apresen-

tado um método de controlo do caos, que actua sobre as varidveis dindmicas e permite
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2
manter o comportamento caético do modelo, que significa a preservagio da espécie. E
também efectuada uma andlise exaustiva de certas estruturas inerentes ao procedimento

de controlo.

E importante salientar que subjacente as investigacoes desenvolvidas existe um exaus-
tivo trabalho computacional de programacao e de simulagdes numéricas que foram inteira-
mente realizadas pelos intervenientes nesta dissertagdo. O software utilizado corresponde

ao programa Mathematica 6 da Wolfram Research.

Concluiremos este trabalho com algumas consideracdes relativas & importancia da teo-
ria dos sistemas dindmicos como instrumento de andlise e suporte conceptual para o
conhecimento profundo da estrutura dinimica dos modelos. A utilizagio da dinamica
simbélica surge como um factor de unificacio metodolégica no estudo do comporta-
mento cadtico e confere-lhe um cardcter surpreendentemente estruturado, desvendando

propriedades dissimuladas pela complexidade.

1.1 A teoria dos sistemas dindmicos discretos: invariantes
topolédgicos e controlo do caos

Nesta secgao apresentamos definigdes e resultados fundamentais da teoria dos sistemas
dinémicos discretos necessérios para as investigagdes desenvolvidas nos capitulos seguintes.
Em particular, exibiremos conceitos e métodos que integram a teoria da dindmica simbélica
- central na andlise quantitativa e qualitativa que nos propomos empreender. As ideias

subjacentes & dindmica simbélica remontam aos finais do século XIX, quando o matemético
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francés Jacques Hadamard, publicou em 1898 um artigo sobre geodésicas de uma familia
de superficies com curvatura negativa. Neste contexto surgiram igualmente trabalhos
realizados por Emil Artin em 1924, Myrberg, Hedlund, entre outros autores. A primeira
abordagem formal da teoria da dinamica simbdlica foi desenvolvida pelos matemdticos
norte-americanos Marston Morse e Gustav Hedlund no seu trabalho, em 1938 [1] . Esta
teoria conheceu um notével desenvolvimento nas décadas de 60 e 70 com as investigacoes
dos mateméticos norte-americanos Rufus Bowen e Stephen Smale e da sua escola assim
como através das contribuicdes do matemdtico russo Yakov Sinai e da escola soviética de

teoria, ergddica.

A dindmica simbdlica surge como um método pratico para estudar sistemas dinamicos,
de tal forma que o estado de um sistema é observado apenas em momentos discretos. Este
procedimento conduz ao estudo das iteradas de uma dada aplicagdo. Além da discretizacio
do tempo surge simultaneamente a discretizacdo do espago. A ideia é dividir o conjunto
de estados possiveis num determinado nimero de fracgdes e seguir a evolugio de cada
uma delas em cada unidade de partigdo do tempo. A cada fraccio é associado um sfmbolo
e, deste modo, a evolugio do sistema é descrita por uma sequéncia de simbolos de um
determinado alfabeto. Este procedimento conduz a um sistema dindmico simbélico que

nos ajuda a compreender o comportamento dindmico do sistema original.

A dinémica simbdlica foi desenvolvida e utilizada com um notével sucesso no estudo de
sistemas dinamicos discretos, em particular nas aplicagbes de um intervalo real nele préprio
(ver por exemplo as contribuigdes de Milnor e Thurston [2], Lampreia e Sousa Ramos [3]
entre outros). O seu cardcter unidimensal confere-lhe um contexto especialmente adequado

para o estudo de propriedades dindmicas, para o desenvolvimento de conceitos e para a
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construgdo de invariantes essenciais na sua classificagio topolégica. A codificagio simbélica
dos intervalos de monotonia e o estudo das sequéncias simbélicas associadas as 6rbitas
dos intervalo permitem-nos estudar aspectos qualitativos das aplicagdes unidimensionais
sob duas perspectivas distintas: a teoria de kneading e a teoria das cadeias de Markov

topoldgicas.

No estudo dos modelos cadticos apresentados nos capitulos seguintes surgem transver-
salmente as aplicagdes unidimensionais seccionalmente monétonas, com dois ou trés inter-
valos de monotonia, o que significa, respectivamente, a ocorréncia de um ou dois pontos
criticos no intervalo (o conceito de ponto critico refere-se a um ponto onde se d4 uma
inversdo da monotonia, exigindo apenas a continuidade e nio a diferenciabilidade das
fungGes em estudo). Por conseguinte, da teoria estabelecida para as aplicagdes m-modais
(familia de aplicagdes continuas no intervalo, com m pontos criticos e m + 1 intervalos de
monotonia) dar-se-4, no que segue, especial relevo as aplicagdes unimodais e bimodais. A
propésito do cardcter cadtico dos modelos, e atendendo & importancia dos comportamen-
tos periédicos em determinados contextos, sdo apresentados os fundamentos do método de
controlo do caos desenvolvido pelos matematicos Ott, Grebogy e Yorke [4] em 1990. E im-
portante salientar que este método, que encontra uma. forma de suprimir o caos através da,
actuagio sobre um pardmetro de controlo, apesar da sua eficiéncia s6 muito recentemente
foi objecto de aplicagdo em algumas ciéncias, em particular nas ciéncias da vida. Para
consulta de algumas contribuigdes fundamentais relacionadas com métodos de controlo
do caos, quer seja, por exemplo, através da aplicacdo de um amortecedor, do método de

Pyragas ou de controlo proporcional com feedback pode ver-se o livro de Kapitaniak [5].
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Definicao 1 Seja X C R™ um espago métrico compacto. Seja ainda f : X — X uma
aplicagio e T9 um ponto do dominio de f. Entio, se n € N, designa-se por (=zo) a
n—ésima iterada de f em xo, ou seja,

I™(e0) = £ (f @) = (f o f 0.0 f) (wa).

n vezes n vezes

O conjunto de todas as iteradas de xo, {f™(w0)}or,, chama-se drbita de zy. O par (X, f)

designa-se por sistema dindmico discreto definido pelas iteradas da aplicagio f.

Um ponto cujas iteradas correspondem sempre ao mesmo ponto é designado ponto

fixo. Os pontos fixos s&o muito importantes no estudo da dindmica das fungdes.

Definigao 2 Seja f : X — X uma fungdo e zg um ponto do dominio de f. Entdo, z¢

€ um ponto fizo de f se f (zo) = xo.

Defini¢do 3 Seja f : X — X uma funcdo e zg € X. O ponto x¢ € um ponto periddico
de f de periodo k se f’“(wo) = x9. O menor valor de k que satisfaz a condigio anterior
chama-se periodo de xo. Assim, um ponto € um ponto periddico de f de perfodo k se é um
ponto fizo de f*. Se xy é um ponto periddico, entdo ele proprio e as respectivas iteradas
designam-se por drbita periddica ou por ciclo periddico. Um ponto xy diz-se aperiddico se

R (o) # F*2(zo), Vki # k.

Seguidamente, descrevemos quais as implicacdes da presenca de um ponto de perfodo
3, ou de qualquer outro ponto de perfodo n, na existéncia de outros pontos periédicos. A
resposta decorrerd de dois teoremas famosos, o teorema de Li e Yorke (1975) e o teorema

de Sharkovsky (1964).
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Teorema 1 (Li-Yorke). Suponhamos que f é continua no intervalo real fechado J, com
J 2 f(J). Se f tem um ponto de periodo 3, entdo f tem pontos de todos os outros

periodos.

Demonstragio Para uma prova deste resultado pode consultar-se [6].

Mas, se considerarmos agora que apenas conseguimos mostrar que f tem um ponto
periédico de perfodo 5, terd a aplicagdo f de ter pontos de todos os periodos? O teo-
rema notdvel do matemético ucraniano A. N. Sharkovsky responde completamente a esta
questdo. Com o propdsito de apresentar o teorema de Sharkovsky é necessirio definir

ordem de Sharkovsky dos inteiros positivos:

3>5>T7»> v > 2.3-2.5-2.7>-..>22.3-22.5522.7% ...

inteiros impares 2:(inteiros impares) 22.(inteiros impares)

= 2. 3=2". 52" T ... 28922251,

2n.(inteiros impares) poténcias de 2

A relagdo a > b indica que a precede b na ordem. Todo o nimero natural pode ser

encontrado exactamente uma vez na ordem de Sharkovsky.

Teorema 2 (Sharkouvsky). Suponhamos que f € uma fungdo continua em R e que f tem
um ponto periddico de periodo n. Se n > m na ordem de Sharkovsky, entdo f também

tem um ponto periddico de periodo m.

Demonstragao Ver [7] e [8].

Note-se que, considerando m = 3 no Teorema de Sharkovsky obtém-se o Teorema de
Li-Yorke como um seu coroldrio. Os dois teoremas déo-nos informagéio acerca das érbitas.

Foi precisamente a informagio acerca das érbitas que deu origem & nogéo de caos.
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A nogéo de caos que usaremos neste trabalho est4 associada a um importante invariante
topoldgico relacionado com o crescimento orbital - a entropia topoldgica. Este invariante
numérico, primeiramente introduzido por Adler, Konheim e McAndrew [9] em 1965, repre-
senta a taxa de crescimento exponencial do nimero de segmentos de érbitas distinguiveis.
A entropia topol6gica descreve, de um modo sugestivo, a complexidade orbital através de

um dnico nimero, ndo-negativo, que pode ser definido de diversas formas.

Definicao 4 Sejam X C R™ um espago métrico compacto, com métricad e f: X — X

uma aplicagcdo continua. Para cada n € N, defina-se uma nova métrica d, em X, por
drn = max {d (f'(z), f'(y)) : 0< i <n}.

Dados € > 0 en > 1, o subconjunto E de X diz-se (n,e)-separado se cada par de pontos
distintos de E estd a uma distincia de pelo menos € com a métrica d,,. Designando por
N (n,€) a cardinalidade mdzima de um conjunto (n,€)-separado, a entropia topoldgica de
[ € definida por

htop (f) = lim (nlggo log N (n,s)) :

Definicao 5 Nas condi¢des anteriores, considerando n = 1, a aplicagéo f diz-se topologi-

camente cadtica se a sua entropia topoldgica for positiva.

E interessante salientar que, a existéncia de caos topoldgico nio implica que todas as
6rbitas do sistema tenham comportamento assimptético complexo. Em particular, uma
aplicagio pode ter uma érbita periddica estdvel que atraia as érbitas de quase todos os
pontos e possuir entropia topoldgica positiva devido a comportamento complexo num

conjunto de medida de Lebesgue nula.
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Na sequéncia dos Teoremas de Li-Yorke e de Sharkovsky e, de acordo com a definigdo

de caos adoptada, enunciamos o teorema seguinte:

Teorema 3 (Bowen-Franks) Seja (X, f) um sistema dindmico topoldgico no intervalo. Se
f tem um ponto periddico de algum periodo p, que ndo € poténcia de 2, entdo a entropia

topologica € estritamente positiva.

Demonstracido Para uma demonstragio consultar, por exemplo, [10].

Tal como foi referido anteriormente estaremos interessados em estudar familias de
aplicagdes unidimensionais seccionalmente monétonas de um intervalo fechado de niimeros

reais nele préprio.

Definicao 6 Seja I um intervalo de R e f : I — I uma aplicagio continua tal que
oI corresponde 4 fronteira de I. A aplicagio f diz-se m-modal se f(I) C dI e I ad-
mite uma particio em m + 1 subintervalos, I, ..., I, 1, com Ji I mondtona para qualquer
J=1,...,m+1 sendo m o menor inteiro com esta propriedade. Nestas condicées, uma

aplicagdo m-modal tem m pontos criticos.

Nesta perspectiva daremos crucial importancia 4 chamada teoria de kneading de Milnor
e Thurston [2] e & teoria das partigdes de Markov cujo ponto de partida é a teoria da
dinimica simbdlica para o estudo das aplicagdes do intervalo no intervalo. A dinimica
simbélica permite uma abordagem das érbitas de um sistema dindmico através de uma
sequéncia de simbolos. Assim, vamos designar o conjunto finito de simbolos a considerar,
o alfabeto A = {A;, Ag, ..., Ap} . Por conseguinte, o domfnio do sistema dinamico X, n,

dé lugar ao espago de todas as sequéncias infinitas de elementos de A :

AN= {A = (Ai)izoy,.. t Ai € A}-
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Deste modo associaremos a uma 6rbita de um ponto xg uma sequéncia A = Ag4;...A,...

de simbolos deste alfabeto.

Definicdo 7 Se para a sequéncia A = AgA;...Ay... existe um p > 0 tal que Ay = Agp,
para todo o inteiro k superior a um dado inteiro m, dizemos que a sequéncia € eventual-
mente periddica e p o periodo eventual. Se m = 0 dizemos que a sequéncia é periddica de

periodo p.

Seja f : I — I, com I um intervalo fechado de niimeros reais, uma aplicagio continua
seccionalmente monétona, isto é, existe uma particio P*) = {L,..., It} finita de I em
subintervalos maximais fechados tal que f; I (j = 1,...,k) é estritamente monétona e

alternadamente crescente e decrescente em intervalos consecutivos.

Definicao 8 Chama-se lap de f a cada um dos intervalos mazimais de monotonia de I.

O niimero de laps de f representa-se por £ = £(f).

Os (k — 1) pontos criticos de f , ci, ..., ck_1, que correspondem a méximos ou minimos
locais de f, separam os referidos intervalos. Os pontos ¢y e ¢ sdo, respectivamente, os

extremos inferior e superior do intervalo I. Assim,
5L =eg,e1], Ir = [e1,coly ey T = [r—1, C1),

sendo f estritamente monétona em cada I; (j =1, ..., k).

A teoria de kneading permite o calculo efectivo de invariantes numéricos necessérios
para a descricao do comportamento qualitativo das iteradas de uma aplicacdo f seccional-
mente mondtona, nas condigdes anteriores, utilizando unicamente a dindmica simbdlica

associada aos laps.
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Lema 1 Seja f: I — I uma aplicacdo continua seccionalmente mondtona no intervalo

I. A sequéncia de laps das sucessivas iteradas de f
laps(f) = (£(£), £(f%), . L(f"),..),
€ um invariante topoldgico.

Demonstragao Ver [2].

A partir deste invariante serd possivel construir um outro invariante topolégico ji

apresentado anteriormente - a entropia topoldgica.

Definicdo 9 Seja f : I — I uma aplicacdo seccionalmente mondtona. Chama-se

mimero de crescimento de f ao naiimero real

s(f)=_lim £(f")=.

n— 400
Relativamente ao mimero de crescimento de f, Misiurewicz e Szlenk [11] demonstraram
a existéncia de tal limite e Milnor e Thurston [2] estabeleceram igualmente o seu intervalo

de variagao:

Lema 2 Qualgquer que seja a aplicacio seccionalmente mondtona J no intervalo, existe

sempre o limite

s(f)= lim £(f"),

n—-+4o0

o qual satisfaz a condicéo s(f) € [1,£(f)].
Demonstragao Ver [11] e [2].

A relagdo entre 0 modo como cresce o mimero de laps de f e a complexidade da

estrutura das drbitas por f, mais precisamente a relagdo entre o nimero de crescimento e
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a entropia topoldgica de uma aplicagdo no intervalo foi estabelecida por Rothschild [12] e

Misiurewicz e Szlenk [11].

Proposicao 1 Seja f : I — I uma aplicagio continua seccionalmente mondtona e s(f)

o mimero de crescimento de f. Entdo a entropia topoldgica de f, hiop(f), € dada por
hiop(f) = log s(f).
Demonstragao Para uma prova deste resultado pode consultar-se [11].

Recordemos que, uma aplicagio continua f é topologicamente cadtica se a respectiva
entropia topoldgica é positiva. Por conseguinte, o resultado anterior permite-nos concluir
se uma aplicagdo seccionalmente mondtona no intervalo é, ou néo, cadtica. De facto,
os subintervalos de monotonia de uma aplicagdo seccionalmente mondétona no intervalo
encerram informagoes importantes de cardcter topol6gico sobre a dinamica dessa aplicacao.

Neste momento é oportuno enunciar um teorema central relacionado com o mimero
de érbitas periddicas atractivas de uma aplicagdo f. Este resultado foi apresentado pelo
matematico americano David Singer [13] em 1978. Uma hipdtese crucial neste teorema

envolve a chamada derivada de Schwarz.

Definicdo 10 Seja f : I — I uma aplicagdo tal que f € C3(I). Define-se derivada de

Schwarz de f em x, S(f)(z), por

@) 2\f@

A derivada de Schwarz tem duas importantes propriedades relevantes para o Teorema

" " 2
S(F)a) = L@ 3(f (w)) _

de Singer: (i) a composicao de fungoes com derivada de Schwarz negativa também tem
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derivada de Schwarz negativa; (ii) se uma fungio f tem derivada de Schwarz negativa e

um determinado niimero de pontos fixos, entdo f tem um ponto critico.

Teorema 4 (Singer) Seja f : I — I uma aplicacGo seccionalmente mondtona. Se a
derivada de Schwarz, S(f), for negativa em cada intervalo de monotonia e se f tiver m
pontos criticos, entdo, f tem, no mdzimo, m + 2 drbitas periddicas O;(G=1,.,m+2)
atractivas ou semi-atractivas, ou seja,

df*(z)
= < ..
1,z €0,

Cada uma dessas drbitas contém pelo menos wm dos pontos criticos ou um dos extremos

do intervalo I na sua bacia de atraccéo imediata.
Demonstracao Ver [13].

Este resultado atribui uma crucial importancia aos extremos locais no estudo da
dinédmica de uma aplicagio seccionalmente monétona no intervalo, com derivada de Schwarz
negativa. Mais precisamente, estes pontos serdo fundamentais na codificaggo simbélica do
intervalo, conjuntamente com os subintervalos de monotonia.

Consideremos uma aplicagdo m-modal no intervalo e o alfabeto
A= {81,C1,82,C2, ..., Sm, Cm, Sm1}.

Definigao 11 Sejam f uma aplicacdo m-modal no intervalo I = @, 8, I; (j=1,..,m+1)
os seus subintervalos de monotonia e c;, i = 1,...,m, os seus pontos criticos. Chama-se
endereco de um ponto x no intervalo I, ad(x), ao stmbolo S;, se T pertence ao interior do
subintervalo I, ou ao simbolo C;, caso x seja sgual ao ponto critico ¢; de f. Para os dois

eztremos do intervalo, co = a € cpmy1 = b, tem-se ad(cp) = S e ad(cm+1) = Smy1-
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Deste modo, a sequéncia de simbolos A = AgA;...A,... correspondente & érbita do
ponto x pode escrever-se considerando a aplicagdo enderego do ponto z, ou seja, A =
ad(x)ad(f(x))ad(f2(z)).... A sequéncia A chamamos itinerério de z por f, its(x).

Desta forma, mediante um alfabeto de 2m + 1 simbolos, conseguimos discriminar a
dindmica dos pontos de I, identificando em qual dos laps, ou pontos criticos, cai cada uma,
das suas iteradas por f.

Um conceito importante para a teoria de kneading é o problema da admissibilidade de
sequéncias stmbdlicas, isto é, o problema de, dada uma fungao f nas condigbes acima, de-
terminar qual o subconjunto de AN que é efectivamente realizado pelo itinerdrio simbélico

de algum ponto z € I.

Definicio 12 Uma sequéncia S € AN diz-se admissivel para a dindmica de f se existir
um ponto x € I tal que S € o itinerdrio de x por f, isto é, S = its(x).

1.1.1 A teoria de kneading

Ja salientdmos a crucial importancia dos pontos criticos no estudo da dindmica de uma
aplicacdo seccionalmente monétona no intervalo. Como veremos, esta importincia é jus-

tificada pelo facto dos pontos criticos determinarem os itinerarios de todos os pontos do

intervalo.

Definicao 13 Seja f : I — I uma aplicacdo m-modal. A cada ponto critico ¢; de f,

associamos uma sequéncia de kneading da aplicacio f, Ki(f), dada por

Ao m-tuplo ordenado K(f) = (K1(f),...,Km(f)) de todas as sequéncias de kneading de f

chamamos invariante de kneading da aplicagdo f.



1.1 A teoria dos sistemas dindmicos discretos: invariantes topoldgicos e controlo do caos 17

Definicao 14 Seja A = AgA;... A, uma sequéncia de simbolos finita. Chama-se paridade

da sequéncia A, e representa-se por p(A), a
p(A) = (-1,

com #(A) o nimero de sémbolos de A correspondentes a subintervalos de monotonia onde
a aplicagdo € decrescente. A paridade da sequéncia A diz-se par se p(A) = +1 e diz-se

‘mpar se p(A) = —1.
A ordem na recta real induz naturalmente uma ordem no alfabeto A4,
81 <C1 <82 <02 < ... <Cp1 < Sy < Cpy < St

A paridade de uma sequéncia A € AN permite estabelecer uma relagio de ordem entre

sequéncias simbdlicas.

Definicdo 15 Sejam P,Q € AN duas sequéncias tais que Py..P, = Q1..Q € Pey1 #
Qr+1 (k > 0). Dizse que P < Q se e s6 se Pyr1 < Qry1 € p(P1...Py) = +1, ou

Qr+1 < Pry1 e p(Pr...FPg) = —1.

Assim, pode estabelecer-se uma ligacdo entre a relagio de ordem de duas sequéncias

simbdlicas e a relagio de ordem de dois pontos no intervalo [14]:

x < y = itp(x) 2 its(y)

ity(z) < itf(y) = z<y.

Nos exemplos que se seguem ilustramos a aplicacio de alguns dos conceitos apresen-

tados nos casos das aplicagGes unimodal e bimodal.
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Exemplo 1 Seja f uma aplicacio unimodal no intervalo I = [a,b]. Esta aplicacdo é
seccionalmente mondtona em dois subintervalos e tem um ponto critico, c. Assim, o

intervalo I estd subdividido nos sequintes conjuntos:
Ip = [a,c[, Ic = {C}, I Z]C, b]’

de tal modo que a restricdo de f ao subintervalo If, € estritamente crescente e a restricdo
de f ao subintervalo I é estritamente decrescente. Cada um dos intervalos mazimais
onde f é mondtona é um lap de f. Iniciando com o ponto critico ¢ (extremo relativo),
obtém-se a orbita

O(c) = {xi : z; = f(c), 1 € Np}.
Sequidamente associamos d drbita O(c) uma sequéncia de simbolos S = C5,53...8j...,
onde S; € A={L,C,R} e

L se fi(c)<c
ad(f(c) =4 C se fio)=c

R se fic)>c

A drbita do ponto critico ¢ desempenha um papel muito importante. A dindmica do in-
tervalo € caracterizada por uma sequéncia simbdlica associada d drbita deste ponto, O(e).
Quando O(c) é k-periddica, obtém-se uma sequéncia de simbolos que pode ser caracteri-
zada por um bloco de comprimento k, a sequéncia de kneading S®) = $1.9;...8,_1C. O
invariante de kneading é K(f) = (it;(f(c))) = (S®)) = (8155...8,_1C).

Introduzimos, no conjunto de simbolos A= {L,C, R}, a relacio de ordem L < C < R.
A ordem dos simbolos € estendida para as sequéncias simbdlicas. Portanto, para duas
sequéncias P e Q em AN, seja i tal que P, # Q; € P; = Q; para j < i. Considerando a

R-paridade de uma sequéncia, isto €, o nimero par ou fmpar de simbolos R na sequéncia,
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se a R-paridade do bloco Py...P;,_; = Q1...Q;i—1 € par diz-se que P < Q se P, < Q;. E se
a R-paridade do mesmo bloco € fmpar, diz-se que P < @ se P, > Q;. Se tal indice i ndo
eziste, entdo P = Q).

A sequéncia ordenada de elementos x; de O(c) determina a particgo P®) do in-
tervalo I = [f2(c), f(c)] = [z2,x1] num nimero finito de subintervalos designados por

n, Iy, .., Ix.

Exemplo 2 Seja f uma aplicagio bimodal no intervalo I = [a,b]. Esta aplica¢do é sec-
cionalmente mondtona em trés subintervalos e tem dois pontos criticos, c; e ca. Assim, 0

intervalo I estd subdividido nos conjuntos,
I, = [a, c1 [7 Icl = {Cl} , Im Z]CI’ 62[7 IC'z = {62} , Ir 2]62: b]’

de tal modo que a restriciéo de f aos subintervalos Iy, e Ir é estritamente crescente e a
restricdo de f ao subintervalo Ips € estritamente decrescente. As drbitas dos dois pontos

criticos de f (extremos relativos) sdo:
O(c1) = {zi: zi = fi(c1), i€ No} e O(c2) = {wi : 45 = fi(cn), i € No}.

Seguidamente associamos ds drbitas Oc1) e O(ca) uma sequéncia de sémbolos, respec-
tivamente, P = AP\P,..P;... ¢ Q = BQ1Q...Q;... onde P;,Q; € A= {L,A,M,B,R}

e .
se fien) <

se ficy) =c1
ad(fi(cn)) = { se ¢ < ficp) <ca ,nm=1,2.

se fien) =c2

R

se ficn) > co
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A dindmica do intervalo € caracterizada pelas sequéncias simbélicas associadas ds drbitas
O(c1) e O(cz) dos pontos criticos. Quando O(cy) é p-periddica e O(cy) é q-periddica
obtém-se duas sequéncias de simbolos caracterizadas, respectivamente por um bloco de
comprimento p e um bloco de comprimento q e contrdi-se o invariante de kneading K(f) =
(itg(fe1)),its(f(c2))) = (PP, Q@) = (Py...P,_14,Q1..Qq_1 B).

No conjunto A = {L, A, M, B, R}, introduzimos a relacio de ordem L < A < M <
B < R. Considerando a M-paridade das sequéncias, isto €, a paridade do nimero de
stmbolos M (que correspondem a intervalos onde a aplicacio é decrescente), se a M-
paridade do bloco Py..P;_1 = Q1..Q;_1 € par diz-se que P < Q se P, < Q; na ordem
L <A<M<B<R eseaM-paridade do mesmo bloco € tmpar, diz-se que P < Q se
P, < Qi naordem R<B <M < A=< L. Se tal indice i nio existe, entio P = Q.

A sequéncia ordenada de elementos z; de O(c1) e dos elementos y; de O(cz) deter-
mina a particio PP do intervalo I = [f(c3), f(c1)] = [y1, 1] num mimero finito de

subintervalos designados por Iy, I, ..., Ipig.

Consideremos agora o alfabeto A* C A, dado por A* = {51,852, ..., Sm,Sm+1} € o
espago vectorial V de dimenséo (m+ 1) sobre o corpo dos niimeros racionais Q que admite
como base os simbolos do alfabeto .A*. A sequéncia de sfmbolos A = AgA;...A;... =
it(x), de cada ponto z do intervalo I, associamos uma sequéncia de vectores 0(z) =

0o(x)01(x)...0,(z)... de V, dada por
j—1
91(93) = H S(Ak)Aj,
k=0

com j > 0, £(4p) = +1 e e(Ax) = +1 se a aplicagiio é crescente no subintervalo correspon-

dente a ad(f*(x)) e e(Ax) = —1 se a aplicagdo é decrescente no subintervalo correspondente
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a ad(f*(z)). Os sinais relativos aos subintervalos de monotonia alternam o seu valor, isto
é, e(Ag41) = —&(Ag). No que diz respeito aos pontos criticos da aplicacio, escrevemos
e(C;) = 0 com C; = (Sj41 + Sj)/2.

A ordem da recta real existente no espago vectorial V permite estabelecer uma, relagao

de ordem nas sequéncias. Se 8(z) e 6*(x) sdo duas sequéncias, entdo
6 <6" seesése 09=20p,..,0,_1=07_, e 6,<0; paraalgum i>0.

Definicdo 16 Seja x um ponto do intervalo I e 6(x) a sequéncia de vectores associada.
Designa-se por coordenada invariante de x a série formal 0,(t), com coeficientes em V,

dada por
m .
02(t) = Oo(x) + 61(2)t + O2(2)t? + ... + On(T)t" + ... = ) _ ()t
—~

A convergéncia da série formal acontece para valores reais de t positivos menores do que

1.

Atendendo & relevincia dos pontos criticos na descricdo da dinamica, as suas coorde-

nadas invariantes serdo fundamentais nos conceitos que se seguem.

Definicao 17 Seja f : I — I uma aplicacio m-modal. Chamam-se incrementos de

kneading, Vi, as diierenQas
vi=0+—6 - i=1,...,m
) c e 3 eeey 1Oy

onde

6.+(t) = lim_0,(%).
v z—C;
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Se separarmos, nos incrementos de kneading, os termos associados aos diferentes simbolos

do alfabeto .A* obtemos
vi(t) = Ni1(£)S1 + Ni2(£)S2 + ... + Nigp1 () St

para i =1,...,m. A informagdo contida nos m incrementos de kneading de uma aplicacao

seccionalmente monétona f pode ser organizada numa matriz.

Definicao 18 Dada uma aplicacdo seccionalmente mondtona no intervalo com invariante
de kneading K(f), chama-se matriz de kneading associada a aplicacio f, ¢ matriz

Nu(t) Niat) - Nipa(t)
Nf(t) = e :
Nmi(t) Nm2(®) -+ Newmia(®) ], n

O determinante de kneading da matriz N¢(t) corresponde a

D;(t)

D(t) = (_1)i+11_——6(5—,~)t’

t=1,...,m-+1

com D;(t) o determinante da matriz obtida a partir da matriz de kneading eliminando a

i-ésima coluna.

Note-se que o determinante de kneading néo depende da coluna eliminada ([2]). Este
importante invariante topoldgico pode relacionar-se com o niimero de crescimento s(f) ja

definido e, consequentemente, com a entropia topoldgica.

Proposicao 2 Sejo f uma aplicacio m-modal no intervalo com invariante de kneading

K(f) e nidmero de crescimento s(f) > 1. Entdo,

() = &
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onde t* corresponde ao menor valor absoluto dos zeros do determinante de kneading cor-

respondente a K(f). Consequentemente,
1
hus() = og (1) = og 3 ).

Demonstracao Ver [2].
1.1.2 A teoria das partigcoes de Markov

A teoria das partigdes de Markov apresenta uma nova perspectiva para o estudo da
dindmica de aplica¢bes m-modais, f, no intervalo. Nesta segunda perspectiva de andlise, o
conhecimento dos pontos criticos da aplicagéo e do invariante de kneading, K(f), associa-
do, é essencial. O invariante de kneading K(f) permite-nos construir uma matriz My de
elementos a;; € {0,1}, designada por matriz de transicio. A matriz de transicio contém
toda a informagéio topoldgica acerca da dinamica, ditada pelas sequéncias simbélicas de
K(f)-

Considere-se agora a aplicagdo shift o : I — AN, tal que o (4pA;1A42...) = A1 A;...,
isto &, ity(f(z)) = o(its(x)), Vz € L.

Seja f : I — I uma aplicagdo m-modal com invariante de kneading K = (Ky, ..., Kn),
cujas drbitas dos pontos criticos ¢, ¢g, ..., ¢y, sd0 periédicas, respectivamente, de perfodos
D1, ..., Pm, OU 8€ja,

(Ki)p; =Ci para i=1,..m e p;>0.

Consideremos {Xi}f:l""ﬂ’ ™ o conjunto das sequéncias determinado pela unido dos

conjuntos

{Uj(’cl)}ﬁl, e {Uj(’Cm)}i;"h
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onde o representa a aplicagdo shift anteriormente definida e {x; }f;‘{"”"’p ™ 0 conjunto dos
pontos no intervalo tais que ad(z;) = X;.
Para construir a matriz de transigdo, consideramos N = p; +... +py, e 8 a permutagio

no conjunto {1,2, ..., N} tal que

Tpa) < T(2) <. < Tp(N)

e z; = Zg(;)- A partir dos subintervalos J; = [z, 2i+1] (¢ = 1,2, ..., N), obtemos a partigio
de Markov PY) do intervalo I. Esta particao é determinada pelas 6rbitas dos m pontos
criticos da aplicagéo, f. A dindmica de cada um dos subintervalos J;, ou seja, o com-
portamento dos seus pontos pela aplicagéio f permite-nos apresentar a definicio seguinte.
Note-se que a imagem de qualquer subintervalo J; é sempre uma unido de subintervalos

contiguos.

Defini¢do 19 Seja K = (K4, ..., Kr) um invariante de kneading tal que (K;)p; = Ci, para
alguns p; > 0 e i = 1,2,...,m. Consideremos (J;), comi=1,...,p1 + ... + pm, @ colec¢io
de subintervalos associada a K. A matriz de transicdo, My, associada ao invariante de
kneading K, corresponde & matriz quadrada de dimensdo py + ... + pm — 1, de elementos
(asj) tais que

1 se f(Ji)2J;

aij =
0 caso contrdrio

Na secgdo anterior descrevemos um procedimento para calcular a entropia topoldgica
baseada no invariante de kneading. Agora, no contexto da teoria das partigies de Markov,

a entropia topolégica pode ser calculada através da matriz de transicdo.

Proposicao 3 Seja f : I — I uma aplicacGo m-modal com invariante de kneading

K = K(f) e seja My a matriz de transicio associada a K. A entropia topoldgica é dada
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por

htop(f) = log(Amax(Mk)),

onde Amax(Mx) € o raio espectral da matriz M.

Demonstragao Ver [3], [15] e [16].

Note-se que as formas de célculo da entropia topoldgica apresentadas foram construidas
para aplicacGes continuas seccionalmente monétonas do intervalo nele préprio. No caso das
aplicagdes definidas num espago de dimenséo superior, o cdlculo da entropia topoldgica,
tendo por base a teoria da dindmica simbélica, encontra algumas dificuldades uma vez
que esta teoria ndo estd totalmente compreendida para espacos de dimensdo superior a

um (alguns avangos nesta matéria podem ser consultados em [17], [18] e [19]).
1.1.3 Um outro invariante topolégico

Na seccéio anterior realgdmos a importancia da entropia topolégica na compreensio do
comportamento dindmico de uma determinada aplicagido, em particular na detecgéio do
comportamento cadtico. A variagdo da entropia topolégica permite também, como vere-
mos adiante, distinguir diferentes regimes cadticos. Contudo, existem familias de aplicagdes
em que diferentes valores dos pardmetros conduzem a valores coincidentes da entropia
topoldgica (isto é, a dindmica isentrépica) mas com complexidade diferente. Como distin-
guir tal complexidade? No caso das aplicagdes m—modais, a entropia topolégica deixa de
ser um invariante completo. Por conseguinte, torna-se necessdrio obter outros invariantes
numéricos que formardo com a entropia topolégica uma sequéncia completa de invariantes
topoldgicos.

No trabalho que a seguir se apresenta estaremos particularmente interessados em
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situagdes de isentropia em aplicagGes bimodais. Neste caso, consideraremos para um dos
invariantes topolégicos o niimero de crescimento s(f) = efr(f) e para o outro invariante
consideraremos uma quantidade numérica designada por r e que est4 associada s posicoes
relativas dos pontos criticos da aplicacao.

O invariante topolégico r(f) é introduzido usando a hipétese s(f) > 1 e os resultados
de Milnor e Thurston sobre uma semi-conjugacao topolégica ) entre a aplicacdo f e uma
aplicagao seccionalmente linear F, ; com declive ts(f) em toda a parte (ver [2], [20]).

Existe uma, Unica aplicagao
Fes:[0,1] — [0,1] tal que Feo(A(x)) = A (f(2))

para todo o ponto x € I, onde a aplicagiio A : I — [0, 1] é definida por

_ L([0,z],9)
A@) = lim —d oo™

L([0,z],t) = > £(f¥|po.0)tF L.
k=1

Intuitivamente, podemos pensar em A(z) como a probabilidade de um lap da funcio
f™ (com n grande), arbitrariamente escolhido, estar contido no intervalo [0, z] ([2]).
A aplicagéo F; s semi-conjugada a uma aplicagdo bimodal com pontos criticos c; e cg,
respectivamente minimizante e maximizante de f é definida por
sy se 0<y<A{(c)
Fos(y)=< —sy+te se Aa)<y<A(c)
sy+l—s se y>A(c)
onde A(c1) = e/(2s), A(e2) = (e+5—-1)/(2s) ee=r+(s+1)/2,isto é, r =e—(s+1)/2.

Assim, a cada aplicagio bimodal f, caracterizada por um invariante de kneading
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(P(”), Q(Q)), corresponde um e um s6 valor de r(f), que neste caso pode ser dado por

r(f) = 43)\(01)2— l1-s _ 43A(c2)2—i- 1 —33.

Os valores de A (c1) e A(cz) podem ainda ser obtidos directamente da matriz de transicio
associada a (P®), Q@) fazendo

nr+1 nr+np+2

Aa) = Z vi e Ale)= Z i,

i=1 i=1
onde ny, (respectivamente nys) designa o niimero de sfmbolos L (respectivamente simbolos
M) e o vector v = (vy, ..., Up+g—1) é 0 vector préprio de Perron associado ao valor préprio
Amax = 8. Verifica-se a igualdade Mv = Apaxv, onde M é a matriz de transi¢cao com
os intervalos extremos, Iy = [0, 21] € Iprq = [2p+4q, 1], incluidos (e sem os intervalos cujos
pontos ndo tém imagem noutro intervalo). Note-se que r(f) é, de facto, um invariante
topoldgico, uma vez que todas as varidveis A (c1), A (cz) e s (f) correspondem a invariantes

topolégicos ([20]). Para a aplicagdo seccionalmente linear F, ; considerada, verifica-se que

ecls—1,2lere[(s—3)/2(3-s)/2.

Nota 1 No caso de uma aplicagio bimodal com pontos criticos c; e c3, respectivamente
mazimizante e minimizante de f, a aplicacdo F, s corresponde a
—sy+1 se 0<y<A(e)
Fs(y)=S sy+r—1 se Ale1) <y<A(e)
—sy+s se y>A(e)
onde A(c1) = (2—71)/(2s), A(c2) = (1 + s —1)/(25). O invariante, r(f) serd dado por

r(f) =& — s (A (cr) + A (ar)).
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1.1.4 Aplicagoes triangulares e caos

O comportamento cadtico induzido pelas aplicagdes triangulares bidimensionais (trian-
gular maps ou skew maps, na literatura inglesa), bem como a quantificacio de determi-
nadas grandezas, ndo estdo totalmente compreendidos. Apesar dos importantes resultados
até agora obtidos, existem ainda diversas questées em aberto, em particular, questdes
relacionadas com a utilizagdo da teoria da dindmica simbélica neste contexto. Estas
aplicagGes tém a peculiaridade de uma das suas componentes depender apenas de uma
das varidveis. A primeira componente da aplicagdo chama-se aplicagcdo base e a segunda
chama-se aplicacdo fibra.

Consideremos entéo a familia de aplicagdes F' : R2 — R2, F(y, k) = (f(y), g(y, k)).

Seja P = {xg, %1, ..., p—1} uma Irbita periédica de periodo p da aplicagio f tal que
f(x;) = ziy1 para i = 0,...,p —2 e f(2p-1) = zo. Definimos a aplicagio g, : ¥ — Y
como

9p () = g (xp-1, 9(@p-2,....9 (@1, g(z0, ¥))...).

Se @ = {v0, ¥1, -, Yg—1} é uma Srbita periédica de periodo ¢ da aplicagdo g, tal que
9p (i) = yiy1 parai =0,...,9 — 2 e gy (Yp—1) = Yo, podemos definir o produto P.Q como

o conjunto contendo os p.q pares:

(x0, y0) (x1,9 (o, %0)) - .. (®Tp-1,9 @p—2,....9 (%1,9 (z0,%0)) -..))
(0, 11) (x1,9(x0,11)) - .. (Tp-1,9 (@p—2,-.., 9 (1,9 (T0,11)) ---))
(#091) @19 @0v01) - (@10 @pts o d (21,9 (50, 1g1)) )

As érbitas das aplicagSes unidimensionais f e g, determinam as érbitas da aplicagio

triangular T', como enunciamos no Lema seguinte:

Lema 3 SejaT = (f,9) : X XY — X X Y uma aplicacdo triangular continua. Entédo:
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(1) Se f tem uma orbita periédica P e gp tem uma drbita periddica Q, entdo P.QQ é uma
orbita de T.
(2) Inversamente, cada drbita periddica de T pode ser obtida como o produto de uma drbita

periddica P de f por uma drbita periddica de 9p-

Demonstracio Ver [45].
A entropia topoldgica é uma medida de complexidade de um sistema dindmico. Seja
T uma aplicaggo triangular tal como foi definida no Lema anterior. A férmula de Bowen

para os limites inferior e superior da entropia topoldgica de T, hiop(T), é vélida, isto é,

max {hiop(f), Ptop(gp)} < hiop(T) < htop(f) + heop(gp), (1.1)

onde hiop(f) € hiop(gp) representam, respectivamente, a entropia topolégica da aplicagao

base, f, e a entropia topoldgica da aplicagio fibra associada 3 érbita P, 9p-

1.1.5 Controlo de sistemas caéticos

O controlo de sistemas caéticos é possivel tanto para sistemas discretos como para sistemas
continuos. Quando se diz que o comportamento cadtico de um sistema foi controlado,
tal pode significar a eliminagio do comportamento caGtico desse sistema, induzindo-o a
comportar-se periodicamete. Nesta secgéio descreveremos, tal como foi dito anteriormente,
o método de controlo do caos desenvolvido pelos investigadores Ott, Grebogy e Yorke
(método OGY). A primeira experiéncia de supresséo do comportamento cadtico utilizando
o método de controlo OGY foi efectuada por Ditto et al. [21], em 1990, para o controlo de
uma barra magnetoeldstica amorfa que apresentava comportamento cadtico na presenca de
um campo magnético varidvel. Estes autores conseguiram obter comportamento dinAmico

de periodo 1 e de periodo 2 e o procedimento mostrou ser bastante robusto.
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Consideremos uma aplicacio n—dimensional

Zn+1 = f(Znap), (12)

onde p é um parametro do sistema que pode ser modificado numa pequena vizinhanga,
do seu valor nominal, designado por pg. No caso dos sistemas dindmicos continuos, tal
aplicacdo pode ser obtida a partir da utilizaggo de uma secgio de Poincaré, cuja construcio
descreveremos adiante.

O método de OGY baseia-se no facto de que um atractor cadtico contém um conjunto
denso de drbitas periédicas instéveis e de que a ergodicidade garante que qualquer pequena
regido no atractor cadtico serd visitada por uma érbita. Aplicando pequenas perturbagdes
ao parametro de controlo é possivel leva-lo na direccio da érbita periddica desejada. Apre-
sentaremos a técnica de controlo de posicionamento de pdlos (pole placement control tech-
nique), inicialmente proposta por Romeiras et al. ([27]) como uma extensdo do método
de OGY

Seja Zs(p) um ponto fixo instdvel da equagdo (1.2). Para valores do pardmetro p
préximos de pg numa vizinhanga de Zg(po), a aplicagio pode ser aproximada pela aplicacio

linear dada por
Zpy1 — Zs(po) = J (Zn — Zs(po)) + C (p — po) ,

onde J representa a matriz jacobiana calculada em Zg(pg) e C = %% a matriz de controlo
calculada em pg.
Suponhamos que a variagdo, p—pg, no parametro € linearmente proporcional 4 mudanga

da varidvel Z,. Assim,

p—po=—K(Zn - Zs(po)), (1.3)
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onde K é um vector constante de dimensio n determinado de tal forma que a trajectéria
do sistema a ser controlado se estabilize no ponto fixo Zg(pp). Substituindo (1.3) na

equagéo (1.2) obtém-se a lei de controlo

Zns1— Zs(po) = (J — CK)(Zn — Zs(po)) -

O ponto fixo serd estdvel desde que os valores préprios da matriz J — CK, chamados
polos reguladores, sejam em médulo menores do que a unidade. A determinagio do vector
K de modo a que a matriz J—CK tenha valores préprios inferiores a um pode ser efectuada
através da técnica de posicionamento de pdlos da teoria de controlo.

Naturalmente que o método exige um intervalo de tempo para que a equagdo seja
estabilizada, depois de accionado o controlo. A escolha dos pélos pode fazer com que este

tempo seja longo ou o menor possivel.
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Parte 1

A teoria dos sistemas dinamicos
discretos e a economia
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Capitulo 2

Medicao e controlo do
comportamento caético dos lucros
de uma empresal

Um dos principais objectivos do estudo dos sistemas dindmicos no contexto da econo-
mia diz respeito & caracterizagio da natureza das flutuagdes econémicas. A maioria das
varidveis econdmicas, tais como o produto interno bruto, as taxas de juro, a produgao, o
valor de acgGes assim como os lucros, os investimentos e o fluxo financeiro de empréstimos,
exibem flutuages ao longo do tempo, podendo variar de ciclos econémicos periédicos a
comportamentos caracterizados por flutuacdes erriticas.

Motivados pelos progressos da teoria do caos, os economistas ([23] e [24]) comegaram
a desenvolver modelos néo-lineares capazes de gerar séries temporais com comportamento
irregular semelhante aos padrGes observados nos ciclos econémicos reais. Esta investigagao
conduziu a novos sistemas néo-lineares no contexto de um paradigma de optimizagio
do comportamento em mercados idealmente competitivos, gerando flutuacdes econémicas

cadticas.

A anglise que se apresenta neste capitulo resultou na publicagdo do artigo cientffico [22] com o titulo
Measuring and controlling the chaotic motion of profits.

35
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A aplicagéo da teoria dos sistemas dindmicos ndo-lineares & andlise de uma rede com-
plexa de interacgGes entre estruturas econdémicas é particularmente relevante e tem ori-
ginado vérios projectos de investigagdo. Com o propésito de compreender esta complexi-
dade, é importante estudar cuidadosamente estruturas financeiras bésicas. Neste contexto,
a andlise detalhada do comportamento cadtico das varidveis dindmicas envolvidas na estru-
tura financeira de uma empresa, é considerada crucial no estudo de importantes sistemas

econdmicos.

Com o objectivo de realgar aspectos essenciais da dindmica de uma empresa, S. Bouali
propds em [25] um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, extremamente rico dinami-
camente, que envolve apenas trés varidveis dindmicas: lucros, reinvestimentos e fluzo fi-
nanceiro de empréstimos. Com uma relagéo nao-linear nos reinvestimentos, as simulacdes
numéricas realizadas em [25] sugerem que o valor em divida (isto é, o fluxo financeiro dos
empréstimos) introduz perturbagdes no comportamento dos lucros e parece agir como um

mecanismo gerador de caos.

E notavel o esforco desenvolvido no estudo sistemdtico de modelos caéticos. Por exem-
plo, o controlo, o estabelecimento de mercados-alvo (targeting), a sincronizagio e a pre-
visdo do comportamento cadtico tém apresentado resultados consistentes em matemética
aplicada em dreas como a economia, a fisica e a engenharia. Em particular, desde a
publicagao do artigo de Ott, Grebogi e Yorke em 1990 ([4]), considerado um trabalho
revolucionario no controlo do caocs, tém sido desenvolvidas indmeras técnicas para o con-
trolo de fenémenos cadticos, com aplicagbes, por exemplo, & economia, & bioquimica, &

cardiologia, 4s comunicagGes, & fisica experimental e & teoria da turbuléncia.

No contexto da economia, os métodos de controlo do comportamento cadtico podem
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ser aplicados para mostrar que a presenca deste comportamento nio necessita obrigatoria-
mente de ser interpretado como indesejével para a teoria e politica econémicas ([26]). Mais
especificamente, o controlo do comportamento cadtico nio envolve a alteragdo de carac-
teristicas fundamentais do sistema, sendo apenas necessario imp6r pequenas perturbagdes
a4 dindmica. A aplicagio de pequenas perturbagles externas ao modelo deixa as suas
principais caracteristicas inalteradas e torna possivel a eliminagéo de ciclos econémicos de

longa duragao.

O objectivo deste capitulo é proporcionar uma, contribuicio para a anslise detalhada do
comportamento cadtico do modelo de Bouali através da introdugéo e estudo de aplicagGes
unidimensionais associadas ao sistema, em termos da teoria da dinimica simbélica. De
facto, o estudo de aplicagdes de baixa dimensdo que incorporam as propriedades dindmicas
do atractor do sistema possibilitam uma melhor compreensio qualitativa dos principios e

mecanismos subjacentes ao comportamento caético.

Um quantificador da complexidade da estrutura orbital - um atributo usado para, definir
caos - € a entropia topolégica. Este atributo de caos pode ser eficientemente utilizado para
exemplificar a aplicagdo de estratégias de controlo. Apresentaremos uma aplicagdo da. de-
signada técnica de controlo de posicionamento de pélos (pole placement control technique),
inicialmente proposta por Romeiras et al. ([27]) como uma extensio do método de OGY
(Ott, Grebogi and Yorke) desenvolvido em [4]. No seu trabalho, estes autores realgam o
facto de que um atractor cadtico contém um conjunto denso de érbitas periddicas instdveis.
Aplicando pequenas perturbagdes ao sistema, o objectivo deste processo nao é criar novas
érbitas com propriedades muito diferentes das j4 existentes, mas sim utilizar as 6rbitas

periddicas instéveis existentes na auséncia de control. O método de control serd aplicado
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considerando o sistema discreto obtido da dindmica induzida numa secgio de Poincaré
na vizinhanga da 6rbita periédica desejada. Esta técnica envolve a construcio de uma
aplicagéo linear estabilizadora, obtida através do método dos minimos quadrados, usando

os pontos da secgio da Poincaré.

2.1 Descrigao do modelo

O modelo empresarial de Bouali é constituido por equagdes diferenciais auténomas de
primeira ordem que traduzem a dindmica de trés varidveis endégenas: lucros (P), reinves-
timentos (R) e fluxo financeiro de empréstimos (F'). Seguidamente, apresentamos alguns

detalhes, estabelecidos em [25], para cada uma das equagoes diferenciais.
(a) Equagdo dos lucros

Os reinvestimentos, R, e o fluxo de empréstimos, F, estdo na origem da criacido dos
lucros. Assim,
dP 1

= _= F
dt /U(R+ )’

onde o coeficiente 1/v representa a propor¢ao do lucro.
(b) Equacédo dos reinvestimentos

Os reinvestimentos envolvem uma, fracgio dos lucros, de acordo com a proporgdo, m, e
a capitalizagao dos reinvestimentos, os quais sio ressarcidos anualmente com a proporgao
n’
dR

_ = —_ 2
— mP+n(1- P?)R.

Nesta relagio, quando o lucro atinge o valor 1, o termo nio-linear (1 — P?) torna-se

nulo e os reinvestimentos anuais permanecem com uma taxa de variagdo constante m. A
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quantidade restante dos lucros, assim como o valor de capital adicionado sio distribuidos
como dividendos. De facto, enquanto os lucros nfio atingirem o limiar unitdrio, serdo
reinjectados no circuito financeiro da empresa. Por outro lado, para além do limiar dos

lucros (P > 1), a elevada distribui¢do dos dividendos reduz a capitalizagio.

(c) Equagéo do fluxo de empréstimos

A empresa pode escolher aumentar o seu capital contraindo empréstimos de acordo
com a proporgéo de divida, s, proporcional ao auto-financiamento e deduzindo uma fraccio

dos lucros de acordo com a taxa de juro r, isto é

dF

7 ~rP + sR.

Assim, resumindo a informagdo anterior, obtemos o sistema

(dP
o U(R+F)
% =mP+n(l1-P%)R (2.1)
dF

S =—-rP+4+sR

com P, R e F as varidveis dindmicas em estudo e v, m, n, T e s 0s pardmetros (v>21, m>
0,n>0,005<r<01e02<s5<04).

E importante salientar que, num contexto econémico realista, o sistema heuristico
de Bouali pode ser considerado na anilise do comportamento assimptético da dindmica
financeira de uma, firma onde as unidades de tempo escolhidas poderao ser horas ou dias.
Como veremos adiante, a interpretacio dada 3 dindmica do modelo est4 em harmonia com

as escalas temporais estabelecidas.
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2.2 Aplicagoes unimodais, entropia topolégica e caos no mo-
delo empresarial de Bouali

Como foi referido anteriormente, neste capitulo pretendemos introduzir e estudar cuida-
dosamente uma familia de aplica¢des unidimensionais que nos permitem caracterizar, em
termos da teoria da dindmica simbdlica, aspectos significativos do comportamento cadtico
do modelo de Bouali. Nas simulagdes numéricas seguintes estabelecemos os valores dos
parametros

v =4.0, m =0.04, n =0.02,

considerando r e s como pardmetros de controlo. Recordemos que o pardmetro r diz
respeito a uma taxa de juro e o pardmetro s corresponde a uma proporcao da divida
(0.05<r<01e0.2<s5<04).

Utilizando um processo de integragio numérica do sistema (2.1), podemos construir
gréficos que nos permitem visualizar no espago de fases o comportamento assimptético
das trajectérias. Depois de uma parte inicial transiente, uma estrutura surge quando
a solugéo (P(t), R(t), F(t)) é visualizada como uma trajectéria no espago trisimensional
(Figura 2.1). Alguns exemplos de projecges da trajectéria tridimensional, em dois planos
distintos, sfo apresentados na Figura 2.2.

Com o propésito de compreender as caracteristicas principais do fluxo tridimensional,
podemos construir aplicagdes unidimensionais registando os sucessivos méximos relativos
(locais) da solugéio numérica, P(t), que representa os lucros (ver Figura 2.3).

As aplicagbes definidas por iteragio consistem em pares (P, P,41), onde P, designa
o0 n-ésimo méximo local (ver Figura 2.4). Como podemos verificar, os dados da série tem-

poral dispbem-se segundo uma curva, com a forma da aplicacdo logistica. De facto, tratar
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Figura 2.1: Solugéo visualizada como uma trajectéria no espaco tridimensional para r =
0.068 e s = 0.366.

o gréfico como uma funcdo Pp4+1 = f(P,), permite-nos revelar caracteristicas particular-
mente interessantes da dinamica do atractor.

As aplicages obtidas comportam-se dinamicamente como uma aplicacio unimodal.
Nos diagramas de bifurcagio da Figura 2.5 sdo representadas as iteradas assimptéticas de
P, como fungao de cada um dos pardmetros s e r. Valores mais elevados dos parametros
induzem uma sucessio de duplicagdes do perfodo na dindmica dos lucros. Podemos obser-
var que um aumento de s conduz a um aumento dos lucros (Figura 2.5(a)) enquanto que
um crescimento da taxa de juro r conduz & sua diminuicdo (Figura 2.5(b)).

Neste momento, parece-nos pertinente estudar o comportamento da entropia topoldgica,
e os regimes da dindmica das aplicagdes unimodais construidas, com a variacio dos
parametros s e 7.

No exemplo seguinte exibimos o célculo da entropia topolégica para a sequéncia de

kneading realizada pela aplicagdo unimodal da Figura 2.4.

Exemplo 3 Consideremos a aplicagio da Figura 2.4. A érbita do ponto critico define a
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Figura 2.2: A esquerda a projecgao da trajectéria tridimensional no plano-PR para r =
0.068 e s = 0.366. A direita a projecgao da trajectéria tridimensional no plano-F P para
r =0.068 e s = 0.366. O significado da linha a tracejado sers revelado posteriormente.

P

Pn+1

O N & O

100 200 300 400 500t

Figura 2.3: Série temporal dos lucros para r = 0.068 e s = 0.366.

sequéncia de kneading unimodal, de periodo 5, (RLLRC)®. Apds a ordenacdo dos pontos

da Jrbita obtemos

Teo< o3 < <Ty <7 ™

A matriz de transicdo correspondente é

M(f) =

= O O O
-0 O -
O = O e
O == O
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Figura 2.4: A aplicagido construida a partir dos mdximos relativos (locais) sucessivos da
solugdo numérica, P(t), que representa os lucros (r = 0.068 e s = 0.366).

a qual tem o polindmio caracteristico
p(A) = det(M(f)-AI) =1—X—A2— X3 4 )4

O nidmero de crescimento s(f) (o raio espectral da matriz M(f)) € 1.72208.... Portanto,

o valor da entropia topoldgica pode ser dado por

hiop (f) = log s (f) = 0.543535... .

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
s r

Figura 2.5: A esquerda o diagrama de bifurcagdo de P como uma fungio de s, com r=0.068
e s €[0.2,0.4]. A direita o diagrama de bifurcagio de P como uma fungéo de r, com s=0.3
e r €[0.05,0.1].
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Por motivos de clareza e simplicidade, apresentamos na Figura 2.6 a variacio da en-
tropia topolégica com cada um dos pardmetros. Como podemos observar, a dinimica do
modelo de Bouali é cadtica para valores dos pardmetros em intervalos de grande amplitude.

No que diz respeito & interpretagio do sistema de Bouali, recordamos que este modelo
estuda o comportamento cadtico assimptético da dindmica de uma empresa. O comporta-
mento cadtico nao ocorre em situagdes reais num intervalo de tempo de grande amplitude,
mas apenas durante horas ou dias. As medidas de cardcter financeiro tomadas pelos ge-
stores quebram a instabilidade e o atractor estranho desaparece. O modelo é heuristico
€ mostra como a conjugacao de certos factores pode conduzir, em termos dindmicos, a

atractores cadticos.

1 1
0.8 0.8
0.6 < 0.6
Beop /_/ heop JP—
0.4 f 0.4 ’,"
0.2 4 0.2 ~
s 1
0 . 0 ;
0.25 0.3 0.35 0.4 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
1 r

Figura 2.6: (a) Variagio da entropia topolégica para s €[0.2,0.4] com r=0.068. (b)
Variagéo da entropia topoldgica para r €[0.05,0.1] com s=0.3.

E interessante verificar que com o estudo das sequéncias de kneading é possivel repre-
sentar as curvas, no espaco dos parametros, correspondentes a 6rbitas periédicas do ponto
critico C. O diagrama da Figura 2.7 mostra como os periodos (n < 5) estdo organizados no
espago dos pardmetros considerado (cujos pares de valores (s,7) correspondem aplicagdes
iteradas com a forma da curva logistica). Da esquerda para a direita na Figura 2.7, as

correspondentes 6rbitas de kneading sdo: periodo 1 - C™, perfodo 2 - (RC)™, perfodo
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4 - (RLRC)*, periodo 5 - (RLRRC)*, periodo 3 - (RLC)®, periodo 5 - (RLLRC)® e
periodo 4 - (RLLC)™. A ordenagio das sequéncias de kneading no espaco dos pardmetros
conduz & identificagdo de diferentes niveis da entropia topolégica, que permanece constante
em cada uma das curvas. Por conseguinte, com este procedimento, conseguimos identificar
valores da proporgao de divida s e valores da taxa de juro r que correspondem a diferentes
niveis de complexidade. As curvas isentrépicas podem adquirir formas e posicoes distintas
no espago dos parametros. A tabela seguinte mostra algumas sequéncias de kneading e a

correspondente entropia topolégica.

Sequéncias de Polinémio Entropia
kneading caracteristico topolégica
RC 1-t¢ 0
RLRC —1+t+t2 143 0
RLRRC —1+t—-t2 -3+t 0.414013...
RLC -1 —t+1t2 0.481212...
RLLRC 1—t—-t? -3+ ¢4 0.543535...
RLLC 1+t+¢% 13 0.609378...

Este estudo constitui um exemplo de como a compreensio da dindmica no espago dos

parametros pode ser enriquecida com a teoria da dindmica simbélica.

0.1
0.09
0.08
xr
0.07
0.06\
0.25 0.3 0.35 0
]

Figura 2.7: Orbitas periédicas (n < 5) do ponto critico C no espago dos parametros.
Da esquerda para a direita, as correspondentes sequéncias de kneading sdo: C*, (RC)®,
(RLRC)*, (RLRRC)>®, (RLC)®, (RLLRC)*® e (RLLC)*.

.4
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2.3 Controlo do comportamento cadtico do modelo de Bouali

Em algumas situagdes préaticas no contexto econémico, é desejével obter comportamento
regular e previsivel a curto prazo, particularmente um ponto de equilibrio estdvel em vez
de érbitas caéticas. De facto, e como referido anteriormente, os gestores financeiros podem
agir sobre pardmetros de controlo adequados de modo a quebrar a instabilidade e a fazer
desaparecer o cendrio cadtico.

Iniciamos esta sec¢éo salientando que o modelo continuo de Bouali pode ser discretizado
através de uma secgéio de Poincaré, a qual reduz, em uma unidade, a dimenséo do espaco de
fases. De seguida descrevemos sinteticamente a construcio de uma aplicacdo de Poincaré.

Consideremos um sistema n-dimensional dx/dt = f (x) . Seja V uma superficie (n —1)-
-dimensional, transversa ao fluxo, designada por secgdo de Poincaré. Definimos a aplicagéo
de Poincaré T' de V para V, obtida seguindo as interseccdes sucessivas das trajectérias
com V. Se x,, € V designa a n-ésima intersecgdo, entao a aplicacio de Poincaré é definida
por Xn41 = T'(xy). No nosso caso particular, temos um sistema de trés varidveis dinimicas
P, Re F. Como o controlo é usualmente construido para valores dos parametros onde
o sistema exibe comportamento cadtico fixamos, a titulo exemplificativo, os valores dos
parametros r = 0.068 e s = 0.366, onde o atractor do sistema tem entropia topolégica
positiva (ver exemplo anterior). Consideramos um plano de Poincaré da forma F = k,
k € R, nomeadamente, F = —0.2 (ver a linha a tracejado na Figura 2.2). Registamos
as intersecgOes sucessivas da trajectdria com o plano, as quais sdo representadas por duas
coordenadas: F, e R,. Esta é a aplicacdo discreta que iremos considerar. Seguidamente,
ilustraremos a técnica de controlo de posicionamento de pélos (pole placement control tech-

nique) utilizando a aplicagdo discreta de Poincaré com o propésito de estabilizar uma érbita,
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de periodo 1 instivel do atractor caético do sistema. Aplicando pequenas perturbagoes
escolhidas adequadamente ao sistema dindmico, a trajectéria originalmente caética pode
ser convertida na érbita de periodo 1 estével desejada a qual corresponde a um ponto
fixo estavel na secgdo de Poincaré. Neste nosso estudo vamos considerar os valores dos
parametros v, m, n e r, estabelecidos anteriormente, e permitir que o pardmetro s varie
em algum intervalo de pequena amplitude, |s — sp| < 8, § > 0, em torno do valor nominal
sp = 0.366, para o qual o sistema tem um atractor caético.

A técnica de controlo de posicionamento de pélos (ver [28] e [27]), que é um método
de controlo com feedback, é uma extensio do método de OGY que permite uma escolha
mais ampla da chamada matriz de feedback.

Na nossa superficie de Poincaré F' = —0.2 o ponto fixo instédvel que se pretende esta-
bilizar estd localizado aproximadamente em (P*, R*) = (7.01449,0.306068). A estratégia
de controlo consiste em determinar uma lei estabilizadora de controlo local, a qual é uma
aplicagéio linear, obtida usando a aproximagao através do método dos minimos quadrados

aplicados a uma amostra de dados numa pequena vizinhanga do ponto fixo (P*, R*), dada

por
By, - P* P, - P*
=A + B(p — po) (2.2)
Rir1 — R* R; — R*
onde
0.645454 —4.97596 4.00994
A = ) B = (2.3)
—0.00694097 —0.191934 0.41350

e (p — py) corresponde a um pardmetro que pode ser submetido a pequenas perturbagdes
a aplicar 3 lei de controlo (2.2). A natureza ergédica da dinamica cadtica assegura que a

trajectéria entrard eventualmente na vizinhanca do ponto fixo. Uma vez nessa vizinhanga,
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aplicamos a lei estabilizadora de controlo local de modo a conduzir a trajectdria para a
orbita desejada.

Primeiramente, devemos comegar por verificar se o sistema é controlavel. Um sistema
diz-se controldvel se for possivel determinar uma matriz Kjy, tal que A — BK tenha
determinados valores préprios. Tal é possivel se rank(C) = n, onde n corresponde &

dimensdo do espago e C é uma matriz (n x n) dada por
C= [B ‘ABIA’B:..: A"‘IBJ.

No nosso caso obtemos

4.00994 : 0.530674
C = [B : AB] = : (24)

0.41350 : —0.107198
com rank(C) = 2, e portanto o sistema é controldvel. Esta matriz C é a matriz de
controlabilidade.
Assumimos, numa pequena vizinhanga em torno do ponto fixo (P*, R*),
P — P*
p—Po= -K ’ (25)

R, - R*

onde K = [k  kp | é um vector constante a determinar.

A aplicagéo linear toma entdo a forma

Py — P* B - P*
=[A — BK] , (2.6)
Rer1 — R* R; - R*
com [A — BK] dada por
0.645454 —4.00994 k; —4.975956 — 4.00994 ko

—0.00694097 — 0.41350 k; ~0.191934 — 0.41350 kp
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e, por conseguinte, o ponto fixo é estével desde que a matriz (2 x 2) A — BK seja assimp-
toticamente estdvel, isto é, todos os seus valores préprios sejam em médulo inferiores 3

unidade.

A determinagéo de K, tal que os valores préprios da matriz A — BK tenham valores
previamente especificados chama-se, na teoria do controlo de sistemas, técnica de controlo
de posicionamento de pélos. Os valores préprios A\; e A2 da matriz A — BK designam-se
por pélos reguladores, e o problema que consiste em colocar estes polos na localizacio
desejada, escolhendo K com A e B dados, corresponde ao problema de posicionamento de
polos.

No nosso caso particular, o polinémio caracteristico, associado & matriz A — BK , €

dado por

p(A) = A%+ (-0.45352 + 4.00994 k; + 0.4135 k)X -+

+(—0.158423 — 1.28791 k; — 0.204728 kj).

Como os valores préprios verificam as equages

A1Ag = —0.158423 — 1.28791 k; — 0.294728 ks e

A1+ Ap = —(—0.45352 + 4.00994 k; + 0.4135 k),

as linhas de estabilidade marginal podem ser determinadas resolvendo as equagoes

/\1 ==1 e )\1/\2 =1.

Estas condigdes garantem que os valores préprios A; e A3 tém médulo inferior & unidade

para k; e k2 no interior de uma certa regifo. Esta regido é definida por trés linhas de
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estabilidade marginal:
ko = —3.93048 — 4.36983 k;,

ko = —3.28725 — 22.9181 ki,

ko = 1.82865 — 7.48044 k;.
Obtemos valores préprios k1 e ks estdveis no interior da regifio triangular representada
na Figura 2.8. Considerando, por exemplo, k; = 0.8 e kg = —5 no interior da regido

triangular, €, e aplicando a lei linear de controlo (2.2), obtemos a érbita de periodo 1

desejada (ver Figura 2.9). Neste momento é conveniente salientar que, dependendo
5
0
Q
-10

Figura 2.8: A regido limitada € que corresponde aos polos reguladores estaveis.

dos valores de k; e ko na bacia de atracgdo de {2, a 6rbita controlada convergird para
o ponto fixo mas necessitard de diferentes periodos de tempo para concluir o processo
de convergéncia. A trajectéria cadtica também convergird para o ponto fixo desejado se
considerarmos valores de k; e kg fixos e escolhermos aleatoriamente condigbes inciais na
vizinhanca de (P*, R*).

Teoricamente, apés a activagao do controlo, a 6rbita continua a exibir comportamento
cadtico durante algum tempo, tal como no caso nio controlado, uma vez que néo esté sufi-
cientemente préxima do ponto fixo. Depois de alguns passos, esta situagio € eliminada e a

4rbita é rapidamente conduzida ao ponto fixo. A estratégia de controlo de posicionamento
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Figura 2.9: A esquerda a série temporal da aplicacdo de Poincaré discreta sem e com
controlo, considerando r2 = P2 + R2. O controlo é activado depois da iterada 84. A
direita a série temporal da aplicacdo de Poincaré discreta sem e com controlo, considerando
r2 = P2+ R2. O controlo é desactivado depois da iterada 200.

de pélos é muito eficaz quando aplicada ao modelo empresarial de Bouali. De facto, as
nossas simulagdes numéricas revelam uma convergéncia rpida para diferentes condigdes
iniciais na vizinhanga de (P*, R*) e para diferentes valores de k; e k2 no interior da regido

Q.

Neste capitulo apresentdmos algumas contribuigdes para o estudo detalhado do modelo
empresarial proposto por S. Bouali, o qual analisa a dindmica de trés vari4veis contfnuas:
lucros, reinvestimentos e fluxo de empréstimos.

O estudo rigoroso das aplicagdes iteradas unidimensionais introduzidas, e que estao
relacionadas com o comportamento dos lucros, tornou-se possivel utilizando a teoria da
dinamica simbdlica. No que diz respeito & variacdo da entropia topolégica com os dois
pardmetros de controlo s e r, a anlise revelou que quando a proporcéo de divida s (propor-
cional ao auto-financiamento) e a taxa de juro r aumentam, a entropia topoldgica comega
por assumir o valor zero e, uma vez atingindo um valor positivo, cresce. Por conseguinte,

valores maiores destes pardmetros de controlo tendem a induzir uma maior complexidade
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no modelo.

A representagio das curvas isentrépicas (correspondentes as 6rbitas periddicas do ponto
critico C) no espago dos parametros permitiu-nos introduzir a ordem da dindmica no
espago dos parametros. De facto, esta construgio revela-se determinante para o conhe-
cimento do comportamento da entropia topoldgica em todo o espago dos parametros con-
siderado.

A familia de aplicagoes associada ao comportamento dos lucros exibe entropia topoldgica,
positiva, o que demonstra a sua natureza cadtica.

Motivados pela natureza cadtica do modelo e pelo papel central dos ciclos econémicos
regulares, aplicimos o método de controlo de posicionamento de pdlos de modo a obter
um comportamento previsivel - a érbita de periodo 1 estédvel. Num contexto real, é signi-
ficativo escolher um parametro de controlo que possa ser directamente influenciado pelos
gestores financeiros da empresa. Deste modo, consideramos a proporcao de divida s como
o parametro de controlo e mostramos, numericamente, que o comportamento complexo
que emerge da dindmica do modelo pode ser controlado por pequenas perturbagbes no
pardmetro (as quais correspondem s possiveis medidas tomadas pelos gestores) numa
aplicacfo linear de controlo deduzida a partir de uma secgio de Poincaré. As carac-
teristicas fundamentais do modelo ndo sio alteradas pelo procedimento de controlo, uma
vez que o ponto fixo da bacia de atracgdo permanece o mesmo. Salientamos que, com
a aplicagdo da teoria do controlo do caos, o modelo exibe uma convergéncia rapida para
diferentes condigGes iniciais e diferentes valores dos pardmetros de controlo. A dindmica
cadtica pode ser convertida, utilizando apenas um controlo com feedback, na desejada

Orbita periddica.



Capitulo 3

Controlo do comportamento
cadtico num modelo econémico
para a acumulacao de capital?

O estudo da dindmica de modelos econémicos de crescimento considera muitas vezes o
modelo standard neoclédssico unisectorial de Ramsey (1924) ou o modelo de Solow-Swan
(1956). Em ambos os casos os modelos econémicos sdo caracterizados por uma con-
vergéncia monétona para o estado de equilibrio, por conseguinte nio séo observadas flu-
tuagoes periddicas ou dindmica complexa. No entanto, foram desenvolvidos outros mode-
los de crescimento unisectoriais com a capacidade de gerar miiltiplos estados de equilibrio
instaveis, particularmente nos modelos introduzidos por Kaldor e Pasinetti. Em 2000,
Bohm e Kaas [30], analisaram o comportamento das poupangas, como proposto por Kaldor
(1956), e as suas consequéncias no que diz respeito & estabilidade dos pontos de equilibrio
num modelo discreto de crescimento de Solow. Estes autores constataram um compor-
tamento dindmico muito rico, caracterizado por pontos de equilibrio estdveis/instéveis,

fluctuagdes e caos topoldgico, quando a distribuigso de rendimento varia suficientemente e

2A anélise que se apresenta neste capftulo resultou na submissdo para publicagio do artigo cientifico
[29] com o titulo Isentropic dynamics and control in an economic model for capital accumulation.
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quando os accionistas tém poupangas mais elevadas que os trabalhadores. Recentemente,
em 2007, Brianzoni et al ([31]) estudaram o modelo de Bohm e Kaas considerando uma
fungdo de produgio diferente e uma forca de crescimento do trabalho nio constante.
Como sabemos, é possivel associar 4 identificagao de estados cadticos o desenvolvimento
de estratégias de controlo. Neste contexto, examinamos os efeitos de pulsos periddicos na
estabilizacio de trajectdrias cadticas realizadas pelo modelo de crescimento neocldssico
unisectorial de poupancas, tal como introduzido no artigo dos autores Bohm e Kaas (ver
[30]). Este método de controlo foi apresentado por Chau em [32] e é baseado no trabalho

desenvolvido por Matias e Giiémez em [33].
3.1 Descricao do modelo

Nesta secgéio consideramos um modelo econdmico de crescimento unisectorial no sentido
de Kaldor e Pasinetti, onde existem dois tipos de agentes: trabalhadores e accionistas.
Ambos os agentes podem apresentar diferentes mas constantes intencdes de poupanga.
A funcdo de produgdo, f : R+ — R+, com a propriedade de transformar capital por
trabalhador, k, em trabalho produzido por trabalhador, y, satisfaz a condicdo fraca de

Inaca, isto é, f é uma funcéo de classe C?, estritamente crescente e concava, tal que

Hmwz() e limf—(—k—)—=oo
k—oo k k-0 k

O nimero de trabalhadores cresce na proporgao n > 0 (como é normalmente assumido

na teoria de crescimento econémico) e o capital decresce na proporgio §, 0 < § < 1. A

proporgao de salérios, w, é caracterizada pela relagao

w (k) = f (k) — kf' (k),
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onde f’ (k) corresponde ao capital recebido pelos accionistas e kf’ (k) representa o capital
total recebido por trabalhador. As propor¢des (constantes) de poupanga por trabalha-
dores, sy, € por accionistas, s,, variam ambas entre O e 1.

A funcgéo que descreve a acumulagio de capital é dada por

1

ki1 = Glke) = —— (

(1= 8) ke + sww (kt) + srkef' (Kz)) (8.1)

e corresponde a uma aplicagdo unidimensional continuamente dependente de f e dos
parametros sy, sr, 7, 8. Se as intengdes de poupanca dos trabalhadores e accionistas forem
iguais, obtém-se o modelo standard de crescimento de Solow. Neste caso, existe um tinico
ponto de equilibrio globalmente estdvel, que ndo maximiza o consumo per capita a longo
prazo. Um comportamento dindmico diferente do ponto fixo estével pode ser obtido con-
siderando diferentes fungdes de produgio f em (3.1) e variando os parametros do modelo.

De entre as fungdes de produgéo apresentadas em [30], consideramos a funcao de

produgdo concava, que resulta de uma aproximagio da tecnologia de Leontief, isto &,

f . 1+ e—b/(aa,)
flk)=a|k+ alog 15 @0/ @a) + ¢,

e, por conseguinte, a aplicagdo unidimensional da equagéo (3.1) para a fungio f especifi-
cada. Os pardmetros a, b, c e a sdo todos nimeros reais positivos. Para uma informacio
mais detalhada acerca do modelo, o leitor é remetido para o artigo [30] e para as referéncias
no seu interior.

Uma aplicagdo bimodal G tipica é mostrada na Figura 3.1. No estudo que se segue

usaremos os seguintes valores para os pardmetros:

n =100,y =04,a=02,b=1,¢=001, a =0.01
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e consideraremos & = 0.148 e s, = 0.87, onde o sistema exibe entropia topoldgica positiva

(heop(G) = 0.656256...).

Kt

4.7 49 5.1
K,

Figura 3.1: Representagdo grafica de G. Neste caso § = 0.148 e s, = 0.87.

3.2 Controlo do modelo para a acumulagao de capital

Existem diversos métodos disponiveis para o controlo do comportamento cadtico em sis-
temas dindmicos unidimensionais como podemos constatar em [32], [34] e [4] . Nesta
secgdo, restringimos a nossa andlise e mostramos que pulsos periddicos proporcionais,
aplicados & dindmica cadtica do modelo para a acumulagio de capital dado pela aplicagao

(3.1), isto é,

it = Gl) = 3 (1= 8) b+ 50w (k) + 5ok (k1)

podem converter a dindmica numa érbita periddica estével desejada. Para uma informacao

mais detalhada sobre este método e algumas das suas aplicagdes o leitor é remetido para
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o artigo [32].

Com o propésito de controlar o comportamento cadtico deste sistema dindmico dis-
creto, serdo aplicados pulsos instantdneos & varidvel da aplicagdo, k:, a cada p iteragdes
tal que k; — g k; (¢ é multiplo de p), onde ¢ é uma constante a ser determinada e p
designa o periodo da érbita na dindmica. Um ponto fixo, k,, de ki1 = G(k:) é tal que
ks = G(ks), e diz-se estédvel se e s6 se o médulo da derivada de primeira ordem é menor
do que 1, isto é,

<1

dG (k)
dk

Agora, conduzimos a dindmica multiplicando os seus valores iterados por um factor ¢, a

cada p iteragbes, considerando

G*(k) = q G*(k),

onde GP resulta da composigdo da aplicagio G com ela prépria p vezes. Um ponto fixo de
G* satisfaz a equacao

q Gp(ks) = ks, (3'2)

onde o ponto fixo k, é localmente estdvel se

‘qw <1 (33)

dk

Um ponto fixo estdvel de G* é considerado como um ponto periédico estdvel de periodo
p da dindmica original, conduzida pelo método de controlo. Considerando valores dos
parametros para os quais a aplicagdo (3.1) é catica e desejando converté-la numa érbita
estavel de perfodo p, devemos encontrar um ponto k, e um factor g satisfazendo (3.2) e

(3.3).
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Definindo a funcdo CP(k) por

dGP(ks)

CP(k) =q pT

e tomando ¢ a partir da equagéo (3.2), isto é,

q= EKTQ’ (3-4)
obtemos
ks  dGP(ks)
DL —
CF (k) = Gr(ks) dk
e a equagcdo (3.3) transforma-se em
ks dGP(ks)
P 8 8
[CP(ks)| < 1 <= Gk dk <1 (3.5)

Salientamos a importancia da desigualdade anterior: se o ponto fixo k; satisfaz (3.5),
entao através do factor condutor g definido por (3.4), o controlo é accionado e converters
a dindmica numa drbita periddica estdvel de periodo p, passando no ponto dado. Para
consideragbes mais detalhadas acerca deste procedimento de controlo ver [32].

No contexto da economia, é de um modo geral aceite que os métodos de controlo do
comportamento cadtico protagonizam aplicagbes interessantes quando conduzem a érbitas
peribdicas estiveis de periodos pequenos, nomeadamente, p = 1 e p = 2, os quais repre-
sentam comportamento previsivel a curto prazo. A titulo ilustrativo, fixamos entdo os
valores dos parametros § = 0.148 e s, = 0.87, onde o sistema apresenta entropia topolégica
positiva, hiop(G) = 0.656256.... As funcdes C(k) e C?(k), para valores entre —1 e 1, séo
exibidas na Figura 3.2. No que diz respeito & fungéo C'(k), os pontos fixos podem ser
estabilizados para todos os valores de k; pertencentes a dois intervalos. Quando p = 2, a

érbita de periodo 2 pode ser estabilizada para valores de k, pertencentes a 6 intervalos.
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Figura 3.2: As curvas de controlo CP, p = 1,2, para a aplicagiio econémica quando
0 = 0.148 e s, = 0.87. Em cada caso, conmdera.mos a restricio —1 < CP(k) < 1.

De facto, os intervalos de controlo tém menor amplitude & medida que a periodicidade
aumenta. A Figura 3.3 ilustra dois exemplos de estabilizagio da aplicagdo econémica
correspondente ao perfodo 1 e ao periodo 2. Os valores k, foram seleccionados depois
de analisada a Figura 3.2 e os valores de ¢ foram calculados utilizando a equagio (3.4).

Em ambos os exemplos, a convergéncia foi muito répida (ver Figura 3.3). E interessante

; -

t t

Figura 3.3: Dois exemplos do efeito do controlo da aplicagio econémica correspondente
aos periodos 1 e 2. Para o periodo 1: k; = 4.96 e ¢ = 0.975502... (o controlo foi activado
em ¢ = 45). Para o periodo 2: k; = 4.83 e ¢ = 0.949952... (o controlo foi activado em
t = 60).

observar que para valores de k; tais que |CP(k,)| estd préximo da unidade a convergéncia é

mais lenta. No que diz respeito aos sistemas econémicos, é desejével que a convergéncia seja
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répida de modo a obter o comportamento mais adequado. Um exemplo de convergéncia
lenta pode ser observada na Figura 3.4.

i

0 4‘0 SIO Iéo 0 4‘0 SKO 17‘.0 180
t t

Figura 3.4: Dois exemplos de convergéncia lenta para os periodos 1 e 2. Para o periodo 1:

ks = 5.1 e ¢ = 1.07386... (o controlo foi activado em t = 45). Para o periodo 2: k, = 4.95

e ¢ = 1.04608... (o controlo foi activado em ¢ = 60).

K k
49t

49

47F 47r

£

Note-se que o sistema pode ser estabilizado para uma diversidade de pontos dentro ou

fora da bacia de atracgdo do atractor (ver o trabalho de Chau [32]).

Neste capitulo, motivados pela estrutura cadtica do modelo de crescimento unissecto-
rial (com uma fungao de produgio de Leontief) introduzido por Bshm e Kaas, aplicdmos o
método de controlo, baseado em pulsos periddicos proporcionais, de modo a obter compor-
tamento previsivel - as érbitas de perfodo 1 e 2 estdveis. De facto, se existir alguma forma
relevante de ndo-linearidade numa estrutura econémica, o controlo de tais estruturas pode
beneficiar bastante do conhecimento inerente ao procedimento de controlo. Mostrdmos
que o comportamento complexo que emerge da dindmica do modelo econémico para a
acumulagdo de capital pode ser controlado aplicando pulsos periédicos proporcionais ins-
tanténeos & varidvel dindmica k do sistema, a cada iteracio peridédica. A representacio

analitica das fungées de controlo CP(k), permitiram-nos exibir os intervalos de controlo
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para a acumulagdo de capital em cada caso de periodicidade. Salientamos ainda que,

com a aplicagdo desta técnica de controlo do caos, o modelo realiza diferentes tempos de

convergéncia.
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Capitulo 4

Medindo a complexidade num
modelo de ciclos econémicos do
tipo Kaldor®

Uma das teorias mais interessantes acerca dos ciclos econdmicos, segundo a escola de pen-
samento de Keynes, continua a ser o trabalho desenvolvido por Nicholas Kaldor [36]. A
principal diferenca em relagdo a outros modelos contemporineos consiste na utilizacao
de fungdes néo-lineares, as quais produzem ciclos enddgenos, ao contrario do modelo
acelerador-multiplicador o qual preserva ciclos regulares originados por factores exdgenos.
Os modelos mateméticos que descrevem e simulam o comportamento de economias surgem
de relagées entre diferentes varidveis, tais como o emprego, as receitas ou as poupancas.
No modelo de Kaldor, os investimentos e as poupancas dependem, de forma nao-linear,
da actividade econdémica, apesar da formulagéo usual do modelo restringir a relagio nao-
-linear aos investimentos, mantendo uma relago linear no que diz respeito s poupangas.
Os autores Chang e Smyth [37] traduziram o modelo de Kaldor num contexto mais rigo-

roso: o primeiro numa abordagem em termos de ciclos limite e o segundo numa abor-

3 A andlise que se apresenta neste capftulo resultou na publicagéo do artigo cientifico [35] com o titulo
Measuring complezity in a business cycle model of the Kaldor type.

63
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dagem em termos da teoria das catéstrofes. Um dos factores que dificulta o tratamento
matematico dos modelos econémicos em geral, resulta do facto destes serem descritos, na
maioria dos casos, por modelos com dimensdo superior a um. A possibilidade de medir
certas quantidades significativas de um modelo torna-se muito dificil. Por conseguinte,
uma compreenséo qualitativa ou geométrica destes sistemas é, do ponto de vista intuitivo,
muito enriquecedora.

No presente capitulo, consideramos um modelo bidimensional discreto do tipo-Kaldor
introduzido por Hermann [38] e estudado por diversos autores. Para uma consulta adi-
cional sobre diferentes estudos relacionados com modelos do tipo Kaldor, o leitor é dirigido
para a seguinte literatura: [39], [40] [41], [42], [43] e [44].

Iremos concentrar a nossa atengdo na anslise de um caso particular da versio do modelo de
Kaldor escolhida. Mais precisamente, mostramos a influéncia de diferentes parametros do
sistema na variagio da entropia topoldgica e introduzimos o segundo invariante topoldgico,
7, apresentado no Capitulo 1, para distinguir aplicacées com a mesma entropia. No estudo
relacionado com o segundo invariante veremos como é interessante a relacéao sugerida pela

sua variacdo com um dos pardmetros de controlo.
4.1 Descricao do modelo

O modelo de ciclos econémicos de Kaldor consiste em duas equagOes principais que usam as
quatro varidveis seguintes: investimentos, titulos de capital (valor das acgdes), poupancas
e receitas. Consideremos os investimentos designados por I, os titulos de capital por K,

as poupangas por S e as receitas por Y. Assim, temos

{ Yiii —Yi=a(l; - S;) (4.1)
Kipn=(1-90)Ki+ I
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onde & € um ndmero positivo que representa a velocidade de reacgao ao excesso de procura
e 6 (0 < § < 1) representa a taxa de desvalorizacdao dos titulos de capital. Um valor de
o menor que a unidade significa uma reaccdo prudente e um valor elevado de o traduz
reacgoes bruscas. Uma economia modelada por esta versao discreta do modelo de Kaldor
é completamente determinada pelas receitas e pelos titulos de capital.
As poupangas sdo tais que,

S =Y, - C(%), (4.2)

onde C(Y;), a fungdo de consumo, tem uma forma sigmoidal semelhante & fungéo de

investimentos de Kaldor:

C(Yy) =co+ ? arctan (TLY-;—Y)) , (4.3)

com cp, ¢ e Y* constantes. Os pardmetros cp e ¢ estdao relacionados pela forma sigmoidal

da fungdo de consumo. A constante Y* representa o nivel de equilibrio das receitas. A

C(y)
7.5
5
2.5

-40 -20 20 40
-2

-5
-7.5

Figura 4.1: A forma da fungdo de consumo, C(Y;), para cg =0e Y* =0,

rede de investimentos depende proporcionalmente das discrepancias entre os tftulos de

capital desejados, K2, e os titulos de capital actuais

I = B(KE — K;) + 6K;. (4.4)
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Considerando que os titulos de capital desejados dependem linearmente das receitas,

{ Vi =a(B(vY: — Ki) + 0K, + C(V;) - Y1) + Y,

Ki1 = (1-B)K: + 6 vY; ’

onde os parametros satisfazem: a,c,y > 0,6 > 0,8< 1le C(Y:) é dada pela Equagio
(4.3).

No caso particular 8 = §, a aplicacdo tem a forma:

Y, - Y*
Yii=a ﬂm+co+%arctan(%)—n)+n
Kip1=(1-0)K: + 6 vY;

Uma consequéncia imediata desta estrutura reside no facto da primeira equagao se com-
portar como uma aplica¢do unidimensional independente, o que significa, do ponto de vista
econémico, que as receitas dependem unicamente delas préprias. Uma outra consequéncia,
desta estrutura triangular é a possibilidade de aplicar métodos matemdticos para calcular

quantidades relevantes para caracterizar o sistema como cadtico ou nio cadtico.

4.2 Dinamica caética da aplicagio triangular

Consideremos a familia de aplicagdes F : R? — R?, F(y, k) = (f(y), 9(y, k)) dada por

cr (y —y*

F(zx)_ a(ﬂvy+<:o+%9&rctg<—%>—y>+y

p )=
(1-Bk+B vy

onde o, 6,7 e 3 sdo parametros reais tais que a,d,v > 0, 0 < 8 < 1. Nas Figuras 4.2 ¢ 4.3

séo representados graficamente os atractores associados & aplicagio F' para alguns valores
dos pardmetros.

De acordo com (1.1), para calcular a entropia topoldgica é necessério calcular primeiro
a entropia topolégica de f, uma familia a quatro pardmetros que representa a aplicagio

base,

f(y)=a(ﬂ7y+%+%wctg<%y—ﬂ)—y)+y~
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Figura 4.2: Atractores associados & familia F' para alguns valores dos parametros. Em (a)
a=203,8=0.2,c=0.75, y =165 e em (b) @ = 21.5, 3 = 0.2, ¢ = 0.75, v = 1.65.

8.4} w ol *
., .v. b
k g k7 S
. ol 1
. 6
7.6 (e) " () .
3 4 5 3 2 4 6
Y Y

Figura 4.3: Atractores associados & familia F para alguns valores dos pardmetros. Em (e)
a=19.5, =0.2,c=0.75,v=165eem (d) a =21.84, 3=0.2, c =0.75, v = 1.65.

Observando as solugdes da equagéio f'(y) = 0 podemos constatar que a aplicagéo f é
uma aplicagdo bimodal (ver Figura 4.4), quando ¢ > 1 — By — —(1; > 0. Esta é precisamente
a situagao que iremos considerar. O minimo relativo ¢; e o méaximo relativo ¢y sdo dados

por:

2 2
1 210cﬂ _ 902 - 2i)cﬂ
a=y" - @ 23 e co=y"+ @ Z
T

— 9202

c2n

Com o propésito de estudar a variagdo da entropia topolégica da nossa familia de
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£(y)
10

-10 -5 5 10

-10

Figura 4.4: Representagdo gréfica de f quando ¢ > 1 — By — % Neste caso a = 26.0,
B8=02,¢=0.75evy=1.65.

aplicagdes, é relevante analisar dois casos separadamente:

(1) o=Y*=0

(2)co#0 e Y*#0
Primeiramente, consideramos ¢y = Y* = 0. Neste caso os dois pontos criticos ¢; e ¢y séo
simétricos.

A Figura 4.5 mostra a alteragio no comportamento da aplicagdo base quando variamos
um parametro, « ou ¢, de cada vez. Os outros pardmetros, 8 e -y, modificam a aplicacéo
bimodal da mesma forma que o pardmetro c.

A discusséo do seguinte exemplo ilustra o cdlculo da entropia topolégica para uma
aplicagdo base, bimodal, usando a teoria de kneading (atendendo as consideragdes feitas

na subseccgao 1.1.1 do Capitulo 1).

Exemplo 4 Fizemos o = 21.054, 8 = 0.2, ¢ =0.75 e y = 1.65 (ver a aplicacio da Figura
4.4). Para estes valores dos pard@metros as orbitas dos pontos criticos definem o par de

sequéncias (LMLLA, RMRRB). As sequéncias simbdlicas que correspondem ds drbitas
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-7.5-5-2.5 0 2.5 5 7.5
Yy

-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 4.5: O comportamento da aplicagio base. No gréfico da esquerda, quando « varia,
os outros parametros sdo: 3 = 0.2, ¢ = 0.75 e v = 1.65. No gréfico da direita, quando ¢
varia, os outros pardmetros sdo: a =15, § = 0.2 e v = 1.65.

dos pontos ¢, i, ¢f ec, sdo

¢t M(LMLLL)®
L(LMLLL)*®
R(RMRRR)™®
M (RMRRR)*™.

LU

Note-se que o bloco LMLLL corresponde ¢ sequéncia LMLLA onde o stmbolo A é subs-
tituido por L, devido & paridade do bloco LM LL ser fmpar e o bloco RMRRR corresponde
a sequéncia RMRRB onde o simbolo B é substituido por R devido a paridade do bloco

RMRR ser impar. As coordenadas invariantes sio

O+() =M+ Lt — Mt? — Lt3 + Lt* — Lt5 + Lt® — Mt" — ...
=M+t (L~ Mt — Lt* + Lt? — Lt*) + t5(L — Mt — Lt? + L3 — Lt4) + ...
=M+t(L—Mt—Lt?+ L3 — Lt*) (1 + 5+ £10 4 )

2 3 4
- M+ t(L—Mt—fit-:Lt —Lt ),

O (t) =L—Lt+Mt?+ Lt3 - Lt* + L5 — LS + Mt + ...
=L—t(L— Mt— Lt + Lt® — Lt*) — t5(L — Mt — Lt®> + Lt — Lt4) — ...
=L—¢(L—Mt— L2+ L3 — Lt*) (1 + 5+ £10 4 )

—I_ t(L—Mt—Lt?+ L3~ Lt*)
1-23
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0.+(t) =R—Rt+Mt*+ Rt — Rt* + Rt> — Rt® + M¢" — .
=R—t(R— Mt—Rt>+ Rt — Rt*) — t5(R — Mt — Rt? + Rt — RtY) — ...
=R—t(R-Mt—R?+ R> -~ Rt*) (1+ 5+ ¢10+ ..)
_ t(R—Mt—Ri®+ Ri®—Rt*)
=R~ 1-£5 ’
0-(t) =M +Rt—Mt?— Rt* + Rt — R + Rt — Mt" + ..
=M+t (R— Mt— Rt + Rt® — Rt*) + t5(R— Mt — Rt? + Rt® — Rt*) — ...
=M+t(R—Mt—RZ+ R —Rt) (L+£5+t10+..) :
t(R—Mt—Rt*+Rt3—Rt!
I R TR

Os incrementos de kneading, vy e va, sdo dados por

" (t) = ec'l*' (t) - ocl_ (t)

t{L-Mt— L2+ Lt3—Lt* t{L—Mt—Lt2+ L3 —Lt*
-y M) (1 oo pyeie))
_ [ —142t—23 428245 1-2t2—¢5
= (Pt 1+ () M
e
va(t) = ec;r (t) — ec; )

t(R—Mt—Rt?+Rt>— Rt*) t( R—Mt—Rt?+Rt3— Rt*)
=R- - —\M - -5 .
_ o =14282445 1—2¢4-2t3 24445
= (ML) Mo (L2l B

Atendendo as defini¢des anteriores, a matriz de kneading é

—142¢—2t3 428445 1-22—¢5 0
N (t) = — 1-t25 5 351445
0 —142¢24¢ 1284263 2844 ¢
1-t3 1-¢5

Portanto t* = 0.660992... e a entropia topoldgico € dada por

hiop () = log (;_) — 0.414012....

Nos diagramas de bifurcagdo da Figura 4.6 e da Figura 4.7 sdo representadas as iteradas
assimptdéticas de y, a partir dos pontos iniciais ¢; e cs.

Os diagramas de bifurcagdo ajudam-nos a compreender melhor as Figuras 4.8 e 4.9 as
quais ilustram alguns resultados numéricos da variagdo da entropia topolégica com cada
um dos pardmetros « e ¢, numa dada regido do espago dos parametros. Para estes va-

lores dos parametros, estes graficos sugerem que a entropia topoldgica hi,p é monétona
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Figura 4.6: Diagrama de bifurcagdo da aplicagdo f para o € [15,30], 8 =0.2,c=0.75¢
v = 1.65.
crescente. Este comportamento é determinado pela ordem das sequéncias simbdlicas asso-
ciadas as érbitas sucessivas dos dois pontos criticos e permitem-nos distinguir as aplicacdes
unidimensionais.

No que diz respeito & aplicagio base, é importante notar que para valores dos parimetros

correspondentes a 6rbitas periédicas estdveis da aplicagéo base f(y), gp (k) é dada por

9 Up-1,-» 9 (¥2, 9 (11, 9 (w0, K))...)) (4.5)

Il

gp ()
= (-1P(-1+ 8Pk +
+8 (gp-1 — Yp—2(=1+ ) + gp-3(=1+ B)* — .. + (=1)Plgo(-1+ B)P 1) 7.
Note-se que g, (k) representa uma linha recta, o que significa que a entropia topolégica
da aplicagéio fibra é zero. Nesta situacdo podemos enunciar que a entropia topolégica

hiop(F(y,k)) da aplicagdo triangular F(y, k), que representa o modelo tipo Kaldor, é tal

que
htop(F (Y, k)) = hiop(f(¥))-

Como sabemos, no que diz respeito ao estudo da entropia topolégica, podem ocorrer
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Figura 4.7: Diagrama de bifurcagéo da aplicagéo f para c € [0.63,0.79), o =21, 8 =0.2
ey =1.65.

situagbes de dindmica isentrépica (isto é, dindmica com a mesma entropia) as quais susci-

tam questOes interessantes.
4.3 Aplicagoes isentrépicas

Nesta seccgao, iremos considerar o caso apresentado anteriormente
Co 75 0 e Y 75 0.

Para ilustrar a ideia de dindmica isentrépica, vamos fixar Y* = 0.8, a =22, 3 =0.2, v =
1.6 e investigar a existéncia de aplicagbes com entropia topoldgica igual a log(2.147899...) =
0.764490..., quando os pardmetros ¢ e ¢y sdo variados. No nosso estudo analisamos a
restricdo da familia de aplicactes

20 er (y —y*

feeo(y) = @ | By y+co+ — arctg o w-v’) —y)+y

T 20

A sua regido invariante Q € R?,
Q = {(c,c0) ER?: for, (forlc1)) < feeo(c2) e

fc,co (fc,co(CZ)) > fc,co(cl) e fc,ca(c2) >cpe fc,co(cl) < Cl}’
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heop 0+ 6 / /B =0.25 /
’

0.2

10 15 20 25 30

Figura 4.8: Variagio da entropia topoldgica com «, para ¢ = 0.75, y =165e 5 = 0.2,
8=025e3=0.3.

que é o conjunto dos pares de pardmetros (c, cg) para os quais a aplicagdo base é bimodal.

A regido 2 é representada na Figura 4.10.

Utilizando o procedimento descrito na secgio anterior, podemos calcular a entropia
topoldgica destas aplicagdes. As tabelas seguintes mostram as sequéncias de kneading e
o polinémio caracteristico associado a cada aplicagio. E importante notar que o factor

comum (—1 — 2t — ¢2 + t3) determina o raio espectral 2.147899... e, por conseguinte, a
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Beop 0.6

Figura 4.9: Variagdo da entropia topoldgica com ¢, para o = 25.5, v = 1.65 e 8 = 0.2,

f=025e3=0.3.

mesma entropia topoldgica hiop (fe,c,) = 10g(2.147899...) = 0.764490...,

(c,c0) com Y* =0.8

par de kneading de fc.,

(0.77505, 0.52026)

(LB, RM34)

(0.7729695, 0.528732)

(LMRB, RMPL’MR’>MB)

(0.77092, 0.54465)

(LM?E°B, RM?L’M?R*MB)

(0.775037,0.567662)

(LM3B, RA)

(0.772511, 0.557187)

(LM3RB, RML*M3R®*MB)

(0.770934, 0.543232)

(LM?RB, RM?L°M*R?>M B)

(0.77295, 0.55914)

(LM3R3B, RML*M3R*MB)

(0.7725154,0.530723)

(LMR®B,RM3L3MR*MB)

(0.7743488,0.523392)

(LMRM3RB, RMPL?M3LM?RM3RMRMB)

(0.771405, 0.5505)

(LMZ?B, RMA)
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75

0.65
on]
055 :—
0.50 _~

045 -
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0.70

0.72 0.74 0.76 0.78 0.80
c

Figura 4.10: A regiao Q do espago dos parametros.

(¢,co) com Y* = 0.8

polinémio caracteristico de M(f..c,)

(0.77505, 0.52026)

(-1-2t— 2+ 83)(—1+t—2t2 + )

(0.7729695, 0.528732)

(-1-2t -2+t —t)83
(—24+t—22 —t* — 15 6 — 47 — 19 4 410)

(0.77092, 0.54465)

(—1—2t— 2+ 3)(—1+ t)t8
(—2+t—2t2 —t* — 5 — 6 — 7 — 19 +¢10)

(0.775037, 0.567662)

(-1-2t -2+ (-1+t) 1+t
(—1+t—2t24+1t%)

(0.772511,0.557187)

(-1—2t -2+ ) (-1 + )t
(—2+¢—22 — ¢4 — 5 — 16 —¢7 — 19 4 ¢10)

(0.770934, 0.543232)

(-1-2t -2+ 3)(1 - t)t°
(—2+t—282 — ¢4 — 5 — 16 — 47 — 9 1 ¢10)

(0.77295, 0.55914)

(-1—2t— 2+ 3)(1 — )7
(—2+t—22 — 4 — 5 — 16 — 47 — 19 4-410)

(0.7725154, 0.530723)

(-1-2t— 2+ )1 - )P
(=24t —2t2 — ¢4 — 5 — 46 47 — 49 4 410)

(0.7743488,0.523392)

(F1—2t -+ N (—2+3t -t — 263+ 3t —4®
+4t6 _ ts + t9 _ 2t10 + tll _ t15 + tlﬁ _ 2t17 + t18)

(0.771405, 0.5505)

(-1-2t— 2+ 3) (-1 +t—22+ 15

z

7

Neste momento do nosso estudo, é importante salientar que em todas as situacdes

apresentadas o comportamento é cadtico e a entropia topolégica tem exactamente o
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mesmo valor. A cada ponto (cg,c) na Figura 4.11 corresponde uma aplicagio com en-
tropia topolégica hiop (fe,c,) = log(2.147899...) = 0.764490.... Representamos igualmente

os pontos isentrépicos na regido Q (ver Figura 4.12).

0.56 .
0.55 *
Co *
0.54
0.53 .

0.52 s
0.771 0.772 0.773 0.774 0.775
C

Figura 4.11: Representagéo dos pontos (¢, cp), para Y* = 0.8. A cada ponto corresponde
uma aplicagdo com entropia topolégica hiop (fe,c,) = log(2.147899...) = 0.764490....

Com o propésito de distinguir dindmicas com a mesma entropia, consideramos o in-

variante topoldgico r. O exemplo seguinte ilustra o seu cdlculo num dos casos anteriores.

Exemplo 5 Para o par de kneading (LMMMB, RA), a matriz de transicéo é dada por

70001 111 17
01100000
01110000
00001000

M=100000100
00000010
00111110
1100000 O]

com Mv = Apaxv a equacdo do vector proprio de Perron. Assim,

2 6
Aler) =D vi =0.341164... € A(cp) =Y v; = 0.608378...

i=1 i=1

(com v normalizado ao intervalo unitdrio). Obtemos entdo

s =2.147899... e r =0.534428....
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0.65 T LA R A A B A LA S S R
0.60 b

055~ 4
Co L 4

050 1

045}

P Y I S [y SO N S R S S SR N

0.70 0.72 0.74 0.76 0.78 0.
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Figura 4.12: Representagdo dos pontos (c,cp) na regido 2 , para Y* = 0.8. A cada
ponto corresponde uma aplicagdo com entropia topoldgica higp (fe,c,) = log(2.147899...) =
0.764490....

A aplicacio seccionalmente linear semi-conjugada associada a este par de kneading €

ilustrada na Figura 4.13. Os pardmetros correspondentes d aplicac@o fc, sdo c = 0.775037,

co = 0.567662 e Y* = 0.8.

A cada par de kneading (P(p), Q(’J)) corresponde um e um sé valor de 7.

Para o conjunto de pontos estudados, representamos nas Figuras 4.14 e 4.15 alguns
resultados numéricos da variagdo do invariante topolégico r com cada um dos parametros
c e cg. Os gréficos das Figuras 4.11 e 4.14 tém uma forma semelhante o que esté de
acordo com a relagdo entre r e ¢g. De facto, é central notar que a Figura 4.15 sugere uma,
relagao aproximadamente linear entre as duas grandezas. Mais precisamente, utilizando
o método dos minimos quadrados, obtemos a recta de regressio linear com expressio

analitica y = 5.036x — 2.3114, representada na Figura 4.15, e cujo coeficiente de correlagio
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Figura 4.13: Aplicagdo seccionalmente linear para s = 2.147899... e r = 0.534428....

€ 0.9939.... Note-se no entanto que a interpretagio deste coeficiente exige muito cuidado.
O facto de existir uma forte correlagio entre duas grandezas nio quer dizer que exista

uma real correlagéo entre elas. A correlagao é um indicador e ndo uma prova.

0.5 « °
0.45
r .
0.4
0.35 * .
0.771 0.773 0.775
C

Figura 4.14: Variacio do invarianate topoldgico r com c.

Devido ao facto da férmula (4.5) ser vélida para todos os valores dos parametros, a
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0.52 0.54 0.56

Figura 4.15: Variagdo do invariante topolégico r com ¢g. A recta representada corresponde
a recta de regressio linear y = 5.036x — 2.3114.

igualdade

Piop(F(y, k) = heop(f ()

permanece valida para cp # 0 e Y* # 0. Por conseguinte, as situacdes de isentropia

estudadas para f(y) ocorrem igualmente para a aplicagio triangular F(y, k).

Nesta seccdo estuddmos a dindmica cadtica de um modelo tipo Kaldor, envolvendo as
varidveis receita e titulos de capital, no caso em que a aplicaciio se reduz a uma aplicagéo
triangular. Na literatura disponivel, a anélise detalhada deste modelo envolve muitos as-
suntos diferentes, tanto no dominio da economia como da matemética, e a sua investigacéo
cientifica continua a ser uma drea de trabalho activa.

Uma andlise detalhada deste modelo tornou-se possivel através do estudo da variacao
da entropia topolégica com o parimetro a (que representa a velocidade de reacgo ao ex-
cesso de procura) e com o pardmetro ¢ (o qual est4 directamente relacionado com a forma

sigmoidal da funcdo de consumo). De facto, o modelo do tipo Kaldor exibe entropia
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topoldgica positiva, o que significa que em determinadas condigées a economia associada,
é caltica. A nossa andlise revelou que quando o parametro ¢ aumenta (o que significa
uma reacgao brusca ao excesso de procura) a entropia topolégica também aumenta. De
forma andloga, quando o pardmetro c cresce, este invariante numérico também & cres-
cente. Assim, valores elevados destes pardmetros de controlo tendem a introduzir mais
complexidade & estrutura econémica. A cada par de parAmetros corresponde um valor
da entropia topoldgica, o qual é um quantificador da estrutura orbital complexa e um
atributo eficientemente utilizado para identificar diferentes estados cadticos.
Introduzimos o segundo invariante topoldgico como um instrumento matemético capaz
de distinguir aplicagGes isentrépicas. E significativo notar que um aumento no pardmetro
de controlo ¢y significa um aumento no invariante numérico r, sugerindo uma relagéo
aproximadamente linear entre as duas grandezas. Este facto é muito interessante. Assim,
no que diz respeito ao resultado das simulagdes numéricas, sers, licito esperar uma iden-
tificagdo do parametro ¢y com o invariante topolégico r? Esta é ainda uma questdo em

aberto que serd certamento objecto de novas investigacdes.
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A teoria dos sistemas dinidmicos
discretos e a ecologia
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Capitulo 5

Invariantes topoldgicos no estudo
de um modelo para uma cadeia
alimentar tritréfica?

Um ecossistema, ou sistema ecolégico, é a base funcional da ecologia. A palavra ecossis-
tema diz respeito a um sistema de organismos vivos que interagem néo sé com o meio fisico
que os rodeia mas também com a quimica ambiental e com o meio social e biolégico em
que estao inseridos. Um ecossistema inclui todos os organismos que af vivem (componente
bidtica) e o ambiente fisico (componente abiética) e implica que os organismos e o seu
meio formem um todo, apesar de cada um ser um ser individual. Ambas as componentes
de um sistema ecolégico sdo essenciais para a manutencdo da vida tal como a conhece-
mos na Terra. Nenhum ecossistema natural é completamente independente, nem tem um
tamanho definido ou ideal sendo essencialmente caracterizado pela diversidade de espécies
(embora algumas espécies predominem sobre as outras).

Com o propésito de compreender esta ecocompleridade, é importante estudar cuida-

dosamente o comportamento dinimico de cadeias alimentares simples (em particular

4A anilise que se apresenta neste capitulo resultou na publicacéo dos artigos cientificos [46] e [47] com os
titulos Topological invariants in the study of a chaotic food chain system e Chaos in ecology: the topological
entropy of a tritrophic food chain model.
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1 Di
t T, =X, —
ab Fe et YR

2 bapr ¢ = a  _@

arK™’ r’ ¢’

H, Hy
B = K’ B = 70, com

rK d d
Yb:_a 5].:—1, 52:_2'

p1 c c2

Este procedimento conduz ao sistema adimensional seguinte:

r C¢=m<1—w—ﬂl+$) =z f*(z,y)

. X _ ___Z_ _ % ) )
Jy—y(ﬂ1+x d1 B2+y) Y 9*(z,9,2) (5.2)
\fz:ez(ﬂ;j_y—%):fh*(y)

No contexto da ecologia, os pardmetros tém as seguintes definigdes:

C1 . . ‘. . ,
e ( = —, onde c; é a taxa de crescimento méxima, per capita do predador e r é a taxa
T

de crescimento médxima, per capita da presa

C2 . . . .
e ¢ = —, onde cp é a taxa de crescimento méxima per capita do super-predador ¢ ¢;
C1

¢é a taxa de crescimento méxima per capita do predador

e (3, é a constante adimensional de semi-saturagio medida na razio inversa da capaci-

dade biética méxima da presa (valor para o qual cessa o crescimento da populagio)

e 3, é a constante adimensional de semi-satura¢io do predador medida na razio in-

versa da sua capacidade de predagao.
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d . .
e 8 = c—l, onde d; é a taxa de mortalidade natural per capita do predador e ¢; é a
1

taxa de crescimento méxima per capita do predador
da . . ,
® 0y = P onde dy é a taxa de mortalidade natural per capita do super-predador e c;
2

¢ a taxa de crescimento méaxima per capita do super-predador

Tal como em [50], assumimos no desenvolvimento que se segue as condigbes
0<B;<1l e 0<fBy<1,

as quais podem ser interpretadas como significando que o predador e o super-predador séo

ambos bons cagadores. Assumimos também que

d d
0<fi=—<1 e 0<by=22c<1.
5] C2

As condigbes anteriores sdo na verdade naturais uma vez que a condicéio §; > 1 (i = 1,2)
conduziria ao colapso da cadeia alimentar tritréfica. Mais precisamente, com d; > c;,
o predador morre mais rapidamente do que se reproduz mesmo com taxa de reprodugéio
méxima. Com dy > ¢, o super-predador tende a desaparecer pela mesma razio. Em
ambos os casos estariamos na presenca de cadeias alimentares tritréficas triviais, cujo
comportamento dindmico estd completamento compreendido.

Sob a “hipétese de diversificagdo tréfica”, a qual estabelece que a taza de crescimento

per capita mdzima decresce da base para o topo da cadeia alimentar, nomeadamente,
T>c>c>0

ou, de forma equivalente,

0<({<<l e O<e< 1,
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o sistema (5.2) torna-se um sistema singularmente perturbado de trés varidveis. As taxas
de variacgo da presa, do predador e do super-predador sdo répida, intermédia e lenta,
respectivamente. Do ponto de vista ecolégico isto significa que a presa se reproduz mais

rapidamente que o predador o qual se reproduz mais rapidamente que o super-predador.

5.2 Aplicacgoes de Poincaré e aplicagoes unidimensionais

Tal como foi anteriormente mencionado, este capitulo tem como objectivo proporcionar um
estudo, em termos dos invariantes topolégicos, de aplicagdes unidimensionais associadas ao
modelo (5.2) resultantes de aplicagdes de Poincaré. A existéncia destas aplicacdes, numa
determinada regido dos pardmetros com significado concreto do ponto de vista ecoldgico,
foi demonstrada em [51] usando um método geométrico de perturbagdes singulares, o qual
se tem revelado extremamente eficiente no tratamento de modelos ecoldgicos (ver [50],
[51], [52] e [54]).

Nas simulagbes numéricas que se seguem usaremos
(=01, B;=03, B,=01, 6 =02

e consideremos € e §2 como parametros de controlo. Tal como vimos anteriormente, o
parametro € representa a taxa de crescimento méxima per capita do super-predador sobre
a taxa de crescimento méxima per capita do predador e o pardmetro 2 corresponde 3
taxa de mortalidade natural per capita do super-predador sobre a sua prépria taxa de
crescimento maxima.

A integragio numérica do sistema (5.2), proporciona-nos uma melhor compreensio
geométrica acerca do comportamento assimptético das trajectérias. Desprezando as tra-

jectérias transientes, uma estrutura emerge quando a solugdo (z(t), y(¢), z(t)) é visualizada
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Figura 5.1: (a) Solugio visualizada como uma trajectéria no espaco tridimensional para
€ = 0.75 e 62 = 0.583. (b) Projecgdo da trajectéria tridimensional no plano-zy para
€ =0.75 e 62 = 0.583.

como uma trajectéria no espago tridimensional (Figura 5.1(a)) e a sua projecgio no plano
é exibida na Figura 5.1(b).

Com o propésito de compreender as caracteristicas principais das trajectdrias no espago
tridimensional, podemos utilizar aplicagdes de Poincaré para reduzir a dimensao do espaco
de fases e tornar a andlise mais simples. Neste caso particular, temos um sistema com trés

varidveis dindmicas e escolhemos a secgdo de Poincaré definida por

Lo:y=vypizc —m (2 — 2fiz)

(ver Figura 5.1(b)). T corresponde a uma semi-recta em (y, z) desenvolvida a partir do
ponto fixo na isoclina nula de z (superficie onde a varidvel dindmica z é constante no

tempo):

fzy) =0<=y=(1-2)(8 +2).

Com (z,y, 2) nesta parébola, o ponto de equilibrio néo trivial psiz = (% fiz, Yfiz, 2fiz) é
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dado por
C1-81+ /(1 -8~ 4 (yfiz — By)
Tfix = D)
1}
Yfiz = 1 ?_18622
o (xf'ia: =818, -& xfiz) (B2 + Yfiz)
fiz B1 + Tyip
e
m— By — Ysia_
Zfiz

De facto, a intersecgéo entre as superficies correspondentes as isoclinas nulas sao pontos
de equilibrio (pontos estaciondrios), e portanto, a determinagao destas isoclinas é particu-
larmente 1til na identificacdo de tais pontos. Para mais detalhes o leitor poderd consultar
[50] e [51]. Desprezando a parte transiente, registamos as sucessivas interseccoes da tra-
jectéria com o plano I'y, as quais sdo especificadas pelas coordenadas z, e z,. Com este
procedimento podemos ter um dos seguintes dois tipos de aplicacoes iteradas, que consis-
tem em pares de pontos (zn, zn+1), obtidos a partir das sucessivas segundas coordenadas

dos pontos definidos pela aplicacdo de Poincaré:

e A aplicagéo iterada da Figura 5.2(a) que se comporta dinamicamente como uma

aplicacdo unimodal. Esta ocorre para valores mais elevados de 8.

e A aplicagéo iterada da Figura 5.2(b) que se comporta dinamicamente como uma

aplicagao bimodal. Esta ocorre para valores de §» menores.

g
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Figura 5.2: (a) A aplicagéo iterada para € = 0.75 e §2 = 0.594. (b) A aplicagdo iterada
para € = 0.86 e d5 = 0.478.

Na literatura existente, estes dois tipos de aplicagbes iteradas sdo consideradas como
uma excelente aproximagéo de aplicages unidimensionais (ver [50] e [51]).
Seguidamente, apresentamos comportamentos da entropia topoldgica e regimes da

dinamica que ocorrem para aplicages unimodais e bimodais.

5.2.1 Aplicacées unimodais

Iniciamos esta subsecgdo com a apresentacéo dos diagramas de bifurcagio (Figura 5.3) para
diferentes valores dos parametros 2 e €. Estes diagramas contém informacdes importantes
sobre o comportamento qualitativo das aplicagdes em estudo. Em particular, revelam
bifurcagées de duplicagéo do periodo invertidas e permitem uma melhor compreensio das
Figuras 5.4(a) e 5.4(b) que representam os resultados da variagio da entropia topolégica
com cada um dos pardmetros 45 e €.

Salientamos que este tipo de aplicagdes unidimensionais associadas ao modelo de
Rosenzweig-MacArthur para cadeias tritréficas exibem entropia topolégica positiva, o que

significa que o seu comportamento ¢ cadtico. De facto, a seccao de Poincaré considerada,



92 Invariantes topoldgicos no estudo de um modelo para uma cadeia alimentar tritrdfica®

0.62 0.64 0.66 0.68
€ 62

Figura 5.3: (a) Diagrama de bifurcagdo para 2, como uma funcéo de €, com 5 = 0.66 e
0.6 < e < 1.0. (b) Diagrama de bifurcagiio para 2, como uma fungio de 3, com € = 0.75
e 0.58 < 62 < 0.69.
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Figura 5.4: (a) Variagdo da entropia topoldgica para 0.6 < ¢ < 0.802, com 85 = 0.66. (b)
Variagdo da entropia topoldgica para 0.584 < §, < 0.672, com € = 0.75.
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T2 :y = ysiz — m (2 — Zfiz), conduziu & identificagdo de uma vasta regido do espago dos
parametros, associada as aplicagoes unimodais e bimodais, onde o caos ocorre.
Analogamente ao apresentado relativamente ao modelo do Capitulo 2, representamos
as curvas construidas a partir das sequéncias de kneading, no espago dos parametros €2y,
correspondentes a 6rbitas periédicas do ponto critico C. O diagrama da Figura 5.5 mostra
como os perfodos (n < 5) estdo organizados no espago dos parametros considerado (cujos
pares de valores (82, €) correspondem aplicagdes iteradas com a forma da curva logistica).
Da direita para a esquerda na Figura 5.5, as correspondentes drbitas de kneading sao:
periodo 1 - C*, periodo 2 - (RC)*®, periodo 4 - (RLRC)®, periodo 5 - (RLRRC)*,
periodo 3 - (RLC)™, periodo 5 - (RLLRC)* e periodo 4 - (RLLC)* e periodo 5 -
(RLLLC)®. A ordenacao das sequéncias de kneading no espago dos parametros conduz
4 identificacdo de diferentes niveis da entropia topolégica, que permanece constante em
cada uma das curvas. A tabela seguinte mostra algumas sequéncias de kneading e a

correspondente entropia topoldgica.

Sequéncias de Polinémio Entropia
kneading caracteristico topolégica
RC 1-¢ 0
RLRC —1+t+t2-¢83 0
RLRRC —1+t—t2—3+4  0.414013..
RLC —1—t+1¢2 0.481212...
RLLRC 1—t—t2—34¢4 0.543535...
RLLC 1+t+t2—13 0.609378...
RLLLC —1—-t—2 -3 +t*  0.656256...

Baseado no trabalho desenvolvido em [50] e por razdes de clareza de exposigio, es-
tuddamos separada e preliminarmente uma familia de aplicagoes unimodais, associadas

a sec¢do de Poincaré da forma y = k (kK € R), nomeadamente I'; : y = 0.2 (ver
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Figura 5.5: Orbitas periédicas (n < 5) do ponto critico C. Da direita para a esquerda, as
sequéncias de kneading sio: C*, (RC)*®, (RLRC)*, (RLRRC)*®, (RLC)®, (RLLRC)*,
(RLLC)* e (RLLLC)*™. A regido de cor cinza é parte integrante da regido Q2 que serd
estudada adiante.

Figura 5.6), em termos da teoria da dinimica simbélica (ver [47]). Como podemos

0 0.020.040.060.08 0.1 0.12
0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 Zn

Figura 5.6: (a) Projecgéo da trajectéria tridimensional no plano-zy para € = 0.4 e 6y =
0.65. (b) A aplicagdo iterada para e = 0.4 e §5 = 0.65.

constatar no diagrama da Figura 5.7, o comportamento dindmico destas aplicagdes é
analogo ao apresentado pelas aplicagdes unimodais decorrentes da seccio de Poincaré

Tty = yriz — m (2 — 2fig). E importante, no entanto, salientar que a utilizacao da
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sec¢ao de Poincaré I'y nos possibilitou estudar um intervalo de variagdo do parametro e

| \ ]
0.64 0.66 0.68
&

com maior amplitude.

0.58 0.60 0.62

Figura 5.7: Orbitas periédicas (n < 5) do ponto critico C na regido €. Da direita para a
esquerda, as sequéncias de kneading sdo: C*, (RC)*®, (RLRC)*®, (RLRRC)*®, (RLC)>,
(RLLRC)*®, (RLLC)*® e (RLLLC)®. A regiao de cor cinza nao corresponde a aplicacdes
unimodais.

O estudo da sec¢do de Poincaré I's reveste-se de singular importancia. O espago
dos pardmetros por ela revelado conduz ao aparecimento de uma familia de aplicacoes bi-

modais, para valores menores de §2, permitindo-nos estudar novas propriedades topoldgicas

associadas & dindmica do modelo ecolégico.

5.2.2 Aplicagoes bimodais

No caso das aplicagbes unimodais apresentadas anteriormente, a entropia topoldgica é
mondtona com a variagdo de cada um dos pardmetros de controlo d2 e € e permite-nos
apresentar uma, classificagio: topolégica completa destas aplicagbes. Como sabemos, a
analise de aplicages bimodais pode permitir identificar situagoes de isentropia (aplicagbes
com o mesmo valor da entropia topoldgica). Com o propésito de ilustrar a ocorréncia de
dinamica isentrépica no modelo, vamos estudar um conjunto concreto de pontos aos quais

corresponde o mesmo valor da entropia. Mais especificamente, o subconjunto do espaco
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dos parametros (), designado por A para o qual as aplicagdes bimodais, f, correspon-
dentes tém nimero de crescimento 2, isto é, A corresponde ao conjunto de pontos tais que
hiop (f) = log 2. O exemplo seguinte ilustra o cdlculo da entropia topolégica de uma dessas

aplicagoes.

Exemplo 6 Consideremos a aplicagio da Figura 5.2(b). As drbitas dos pontos criticos

define o par de sequéncias (RM LB, LMLB)™. Ordenando os pontos da drbita obtemos

N<rB=P<r<r2=ym<y <

A matriz de transicdo correspondente é

00010
00001
Mf=]0 111 1
10000
11100

cujo polinémio caracteristico é
p(A) = det(M(f) = AI) = (A — 2)(=1 + )AL + A2

O ndmero de crescimento s(f) (o raio espectral da matriz M(f)) é 2. Por consegquinte, o

valor da entropia topoldgica associada d aplicacio da Figura 5.2(b) é
htop (f) = log s (f) = log 2.

As tabelas seguintes mostram os pares de kneading e os polinémios caracteristicos
associados a cada uma das aplicacdes isentrépicas. E importante salientar que o factor
comum (A — 2) determina o raio espectral 2 e, portanto, a mesma entropia topoldgica
hiop (f) = log 2. Assim, todas as aplicagdes em estudo apresentam comportamento cadtico

e tém exactamente o mesmo valor da entropia.
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(62, 6)

Pares de kneading de f

(0.478,0.86)

(RLMB,LMLB)

(0.4803,0.901) | (RMA, LMA)

(0.481,0.92)

(RMMB, LMMB)

(0.4844,0.94) | (RMMA, LMMA)

(0.496,0.84)

(RMB,LMB)

(0.501,0.78)

(RMRA, LM RA)

(0.511,0.81)

(RLB, LLB)

(0.521,0.86)

(RLMA, LLMA)

(0.5285,0.895) | (RLMB, LLMB)

(0.5315,0.908) | (RLA, LLA)

(0.541,0.98)

(RLLB,LLLB)

(62’ E)

Polinémio caracteristico de M( f)

(0.478,0.86)

=21 — VAT + N2

(0.4803,0.901)

A =2)A(-1+ A+ X9

(0.481,0.92)

A=2A(-1+A =22 -3

(0.4844,0.94)

A—2DA=T1+A—-A2—X9)

(0.496, 0.84)

A=2)A(-1+ X+

(0.501, 0.78)

(A —2)1 = )A(1 + N)?

(0.511,0.81)

O — 2T+ A+ X%)

(0.521,0.86)

A=2A1=-X=-X"=-)%)

(0.5285, 0.895)

A 2AI - A—AZ— %)

(0.5315,0.908)

A=2)A1+ A+ X%

(0.541, 0.98)

A—2)A(=1+ X=X =9

A Figura 5.8 apresenta a regido €22 4 qual correspondem aplicagoes bimodais assim

como o subconjunto, A, dos pontos do espago dos pardmetros associados as aplicagoes

isentrépicas em estudo (hiop = log 2 = 0.69314...).

5.3 Dinamicas isentrdpicas e segundo invariante topolégico

Como referimos anteriormente, a cada ponto (J2, €) representado na regido Q2 da Figura,

5.8 corresponde uma aplicagdo com entropia igual a log2. O raio espectral, por si 86, ji
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82

Figura 5.8: Representagéio dos pontos (82, €) na regido Q5. A cada ponto corresponde uma
aplicagdo com entropia topolégica Ay = log2 = 0.69314....

nao ¢ suficiente para classificar topologicamente as aplicagdes introduzidas. Consequente-
mente, iremos utilizar o invariante r. Em geral, para uma familia de aplicacdes m-modais
(m = 2,3,4,...), m + l-seccionalmente lineares, a entropia topolégica ndo é um invari-
ante completo para a conjugacdo topolégica. Portanto, é necessario ter outros invariantes
numeéricos, s;, 0s quais constituirdo com a entropia topoldgica a sequéncia completa de

invarianates topoldgicos (s1, 82, 83, ..., 8), com s; = eftor(f),

E importante recordar que a classificagdo topolégica é extremamente importante. A
cada par (02, ¢€) de valores de pardmetros no modelo da cadeia alimentar corresponde um
par de invariantes topolégicos (s,r). O pardmetro s identifica um regime cadtico e o
parametro r identifica um nivel de complexidade dentro desse regime caético. O préximo

exemplo ilustra o cdlculo dos invariantes topoldgicos s e 7.

Exemplo 7 Para o par de kneading (RMLB,LMLB)® podemos aplicar o algoritmo

anterior para calcular os invariantes topoldgicos associados a esta sequéncia. A matriz de
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transicdo €

11100
00010
M=10111020
01100
00011
com Mv = ApaxV a equacdo do vector préprio de Perron. Entdo

2

Al) = ) v =0.416667... ,
=1
6

A(c) = D v =0.666667...

i=1

(com o vector v normalizado ao intervalo unitdrio). Assim, obtemos
s§=2 e r=0.166667...

A aplicacdo seccionalmente linear semi-conjugada associada ao par de kneading € exibida
na Figura 5.9. Os valores dos pardmetros correspondentes d aplicagdo bimodal sdo ¢ = 0.86

e 62 = 0.478.

Fe,s (¥)

Figura 5.9: Aplicagao seccionalmente linear para s = 2 e r = 0.166667....
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A cada par de kneading (P,Q) corresponde um e um sé valor de r. Apresentamos na
Figura 5.10(a) e na Figura 5.10(b) alguns resultados numéricos da variacio do invariante

topolégico r com cada um dos parametros € e 85.

0.1 . F
. 0.1} o
L]
0 . ol e
. o« ¢ LAY
r =0.1 . * r-0.1 * e,
L
-0.2f %, | -0.2 e,
o 4 .
-0.3 . -0.3 .,
® e o . . ® e o_.j
0.8 0.85 0.9 0.95 0.48 0.49 0.5 0.51 0.52 0.53 0.54
€ 52

Figura 5.10: (a) Variagéio do invariante topolégico r com e. (b) Variagdo do invariante
topoldgico r com §5.
Com o invariante 7 concluimos a classificagio topoldgica das aplicages identificando

diferentes niveis de complexidade para o mesmo estado cadtico.

Neste capitulo apresentdmos algumas contribui¢des para o estudo do modelo de Rosenzweig-
MacArthur para cadeias alimentares tritréficas. Este modelo, extremamente relevante
para a ecologia, levanta uma série de questdes interessantes relacionadas com a andlise
do comportamento cadtico, em termos da teoria da dinamica simbélica. De facto, uma
abordagem rigorosa das aplicagdes iteradas, que incorporam as propriedades dinimicas
do sistema, torna-se possivel com o cdlculo dos dois invariantes topoldgicos, s e r, que
permitem classificar diferentes cendrios cadticos no espago-eds dos pardmetros.

No que & entropia topoldgica diz respeito, a nossa anslise revelou que quando a taxa
de crescimento méxima per capita do super-predador e a taxa de crescimento méxima per

capita do predador se aproximam (o que significa um aumento no valor de €) a entropia
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topoldgica decresce. De forma andloga, quando a taxa de mortalidade natural per capita
do super-predador se aproxima da sua taxa de reproducgao (o que significa um aumento
no valor de d2) a entropia topoldgica também decresce. Por conseguinte, valores elevados
destes parametros de controlo tendem a estabilizar a cadeia alimentar. Considerando o
caso unimodal, foi possivel introduzir a ordem da dindmica no espago dos pardmetros
através da representagio das curvas isentrdpicas (correspondentes as érbitas periédicas do
ponto critico ¢) na regiao ;.

O invariante topolégico r, que surgiu com o estudo das aplicagoes bimodais, permitiu-
-nos distinguir dindmicas isentrépicas. E interessante notar que um aumento no parametro
de controlo 42 significa um decréscimo no invariante numérico r. No contexto dos modelos
ecoldgicos, qual o significado deste invariante topoldgico e o que representa? Esta é uma
questao pertinente para a qual ndo temos ainda resposta, mas esperamos obté-la numa

investigacao futura.
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Capitulo 6

Caos e crises num modelo de
predacao com cooperat;’élo5

As multiplas interacgbes entre espécies constituem uma importante caracteristica da com-
plexidade nos ecossistemas. Os sistemas predador-presa, modelados por equagoes diferen-
ciais ndo-lineares, manifestam um comportamento dindmico muito rico, podendo apresen-
tar desde 6rbitas periédicas [56, 57] até atractores estranhos [58, 50, 51, 52, 59, 53, 48, 49].
Outros tipos de interacgbes ecolégicas, as quais tém recebido comparativamente uma
menor atengdo no contexto dos ecossistemas complexos [57], sio as que envolvem feed-
back positivo na reprodugio de espécies (que amplifica pequenas flutuagdes e portanto
favorece alteragdes do sistema), tal como acontece nos sistemas com cooperagio.

Tanto quanto nos é permitido conhecer, existem poucas abordagens teéricas dedicadas
ao estudo da dindmica populacional relativa & predagdo com cooperagdo. Na literatura,
define-se cooperagio como a interac¢do entre dois ou mais individuos tendo em vista a
realizagdo de um objectivo comum [60]. A cooperagéo é exercida na sua plenitude quando

sdo satisfeitas duas condicbes fundamentais: os beneficios da acgdo comum devem ser

5 A anélise que se apresenta neste capitulo resultou na submissio para publicacio do artigo cientffico [55]
com o titulo Chaos and crises in a model for cooperative hunting: a symbolic dynamics approach. O trabalho
foi efectuado inteiramente em colaboragio com o Instituto de Investigagdo Biomédica de Barcelona.
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Figura 6.1: Algumas espécies de aves, mamiferos, peixes ou artrépodes usam a co-
operacdo intra-especifica durante o processo de predagio, onde alguns dos individuos
da mesma espécie cooperam para cagar as presas. Estudos experimentais indicam
que peixes da espécie Caranx ignobilis, exibidos nesta figura, exercem a designada
predagdo com cooperagio [61]. A fotografia foi gentilmente cedida por Keoki Stender
(www.marinelifephotography.com).

partilhados mais cedo ou mais tarde pelos individuos participantes e devem exceder o
esforco da acgdo mutuamente benéfica. Esta estratégia comportamental, que tem sido
descrita em algumas espécies de aves, mamiferos, peixes e aracnideos [61, 62|, revela que
individuos da mesma espécie cooperam entre si para capturar as presas (ver Figura 6.1).
A dindmica da predagéio com cooperagao e o efeito do grau de cooperagio intra-especifica
entre predadores ndo estdo totalmente compreendidos, uma vez que néo existe uma teo-
ria consistente e devidamente fundamentada relativamente a estes sistemas [61]. Neste
contexto, algumas questées interessantes surgem naturalmente: qual é o efeito do coe-
ficiente de cooperacio na predacdo em atractores resultantes da dindmica dos modelos
destas cadeias alimentares? Como é que as estratégias comportamentais, durante o pro-
cesso de predacdo, influenciam a chamada crise cadtica e sugerem causar a extin¢io dos

predadores?

Como foi estudado por McCann e Yodzis [63], a presenga de comportamento caético

transiente em modelos de cadeias alimentares sem predagao com cooperagio, descritos
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por equagoes diferenciais ordindrias auténomas, pode proporcionar uma compreensio mais
profunda de como o desaparecimento stibito e inesperado de populacdes pode ocorrer, sem
a necessidade de considerar variagtes espaciais ou temporais e factores externos. A ca-
racteristica central destes sistemas é a ocorréncia de caos transiente, isto é, as varidveis
dindmicas comportam-se caoticamente durante um determinado periodo de tempo e de-
pois alteram subitamente o seu comportamento ficando restringidas a um ponto fixo, ou
a outro comportamento regular (incluindo a densidade populacional nula). Para um ecos-
sitema que exiba caos transiente a implicagio pode ser, de certo modo, desastrosa na
medida em que a densidade populacional de uma determinada espécie pode apresentar
comportamento cadtico durante um intervalo de tempo e decrescer para zero num inter-
valo de tempo relativamente curto. Foi demonstrado por McCann e Yodzis [63] que tal
fenémeno catastréfico de caos transiente, o qual é responsével pela extingio das espécies
em ecologia, pode de facto ocorrer num modelo de cadeias alimentares com trés espécies

que incorpora premissas biologicamente significativas sobre a interacgao entre espécies.

Tal como descrito por Dhamala e Lai [64] e por Shulenburger et al. [65], um principio
fundamental estd subjacente aos estudos tedricos acerca de caos transiente no ambito dos
ecossistemas complexos: se a extingdo de espécies é causada pelo caos transiente, entdo
€ possivel para o ser humano intervir ezternamente aplicando pequenas perturbagées de
modo a evitar que as espécies se extingam efectivamente. Neste contexto, Dhamala e Lai
propuseram um esquema para controlar o caos transiente aplicando perturbacdes pequenas
e ocasionais ao sistema [64]. Através deste procedimento, o caos transiente pode ser forcado
a converter-se em caos sustentado ou em movimentos periédicos. Assim, a populagio das

espécies ameacadas pode ser preservada, e além disso, a densidade populacional, embora
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ainda tenha um comportamento caGtico, nunca tenderd para zero. Neste sentido, as
estratégias de controlo podem ser tteis para resolver problemas ambientais relacionados

com a extingao de espécies [65].

Neste capitulo, construimos um novo modelo que resulta da extensio do sistema de
McCann e Yodzis para ecossistemas, com o propdsito de investigar a dindmica de po-
pulagbes onde a predagdo é exercida com cooperacdo. Este modelo descreve a dindmica
de trés espécies numa cadeia alimentar envolvendo um predador, uma presa e um recurso
tréfico. O novo modelo considera que uma dada, fracgio, o, dos predadores cooperam na
predagéo da presa, enquanto que para a restante populagio, 1 — o, a predagio é exercida
sem cooperagdo. O enorme interesse, eminentemente pratico e real, destes modelos reside
no facto de que os pardmetros envolvidos tém um significado biolégico relevante e sio
deduzidos a partir da andlise bioenergética do sistema [64, 66]. Atendendo a que a es-
tratégia de predagdo com cooperagdo tem sido descrita para diversos grupos taxonémicos
[61, 62], a nossa andlise pode ter implicagdes significativas na compreensio da dinamica,
de espécies em ecossistemas naturais, onde a predagio envolve cooperagio intra-especifica.
Mais precisamente, pode constituir uma base tedrica para a interpretagio da dependéncia
dessa mesma dindmica, relativamente aos pardmetros, em dois cendrios: preservagao de
espécies e extingdo de espécies. Em particular, estudamos em termos da teoria da dindmica
simbdlica o novo modelo de predagdo com cooperagio através da anslise de uma familia de
aplicagdes do tipo logistico associada ao sistema. A ordenagdo das sequéncias simbélicas
num espago dos pardmetros bidimensional permite-nos caracterizar a variacéo da entropia
topolégica e identificar o caminho através do qual o caos transiente é criado - a crise. Neste

sentido, é construida uma linha, no espaco dos parametros, correspondente & fronteira en-
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tre duas regides fundamentais: a regifo antes da crise - que corresponde 3 preservacgao das
espécies - e a regifio depois da crise - que corresponde 3 extingdo das espécies. O método
de controlo proposto por Dhamala e Lai em [64] utiliza a informagao obtida através de
uma aplicagdo iterada construida a partir dos minimos locais de uma série temporal ex-
perimental. Neste capitulo introduzimos novos desenvolvimentos acerca desta estratégia,
de controlo, agora no contexto dos sistemas de predagio com cooperacio. Em particular,
adoptamos um procedimento com o objectivo de identificar claramente duas regides alvo,
separadas por uma zona de escape, e concretizamos uma anslise profunda dos pontos alvo

associados as trajectérias com maior tempo de vida.

6.1 Descricao do modelo

Nesta seccdo construimos e analisamos entdo o novo modelo para cadeias alimentares
tritréficas que descreve o comportamento dindmico de um recurso tréfico, R, uma presa
(ou consumidor), C, e uma populacio de predadores, P, com cooperagio intra-~especifica
durante o processo de predagdo. Usando o modelo de McCann e Yodzis [63] (ver também
[66]), introduzimos uma interacgdo nao-linear entre os predadores com o objectivo de
modelar a predagdo com cooperagdo. O modelo resultante é dado pelo seguinte conjunto

de equagdes diferenciais nio-lineares:

dR _ E _ zcyCR
dt ‘R<1 K) R+ Ry’ (6.1)
dC ycR wC
@ =~ =€ (R ¥ Ry 1) ¥ Gy 62)
aP 1pC
7 =Pt o (6.3)
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Seguindo uma abordagem teoricamente ansloga & estabelecida em [67], definimos a re-

producéo cinética de predadores como
Y(P) = zp(1 — 0)P + z;0P2. (6.4)

Note-se que a interacgdo introduzida, ¥(P), inclui um termo nao-linear na reproducio
associada a cooperagao (i.e., autocatslise). Tal termo n&o-linear traduz o crescimento da
densidade populacional dependente da reprodugéo de predadores que exercem COOperagao
intra-especifica. Observe-se ainda que os termos associados ao consumo de presas, nas
Equagoes (6.2) e (6.3), incluem esta cinética autocatalitica. Como foi anteriormente men-
cionado, o nosso modelo considera que os predadores podem cooperar durante o processo
de predacéo e durante o consumo. Com o propésito de simular um cendrio mais realista,
consideramos o caso em que alguns individuos cooperaram durante o processo de predacao
e outros ndo. Introduzimos o pardmetro ¢ € [0,1], o qual indica a fraccio da populago
de predadores que realizam predagio com cooperacgo (isto é, uma medida do grau de co-
operagéo na populacéo de predadores). O parametro x; diz respeito & taxa de reprodugao
associada & cooperagio intra-especifica de predadores. Para analisar, de forma clara, o
efeito da dependéncia da densidade populacional nos predadores, associada ao termo nao-
-linear em (6.4), fixamos x; = z,. Assumimos que os outros individuos (i.e., a fraccio
1 — o da populagéo) ndo cooperam entre si e que se reproduzem a uma razio constante
zp. Esta abordagem permite-nos também analisar os dois tipos de comportamento (i.e.,
predagio com e sem cooperagio) em termos do grau de cooperagao do mesmo grupo de in-
dividuos, assumindo que as presas sujeitas a predagiio com cooperagao nao s&o consumidas
por predadores ndo-cooperativos. Isto é, ndo consideramos o individuos que nio investem

em tarefas de cooperagdo, ou seja, cagam mas apenas para ter acesso aos beneficios.
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Note-se que o modelo de McCann e Yodzis [63] (ver também [64]) resulta de um
caso particular do nosso modelo (considerando o = 0 i.e., predagio sem cooperagao). O
modelo ndo considera a estrutura etéria, variagdes individuais, correlagbes espaciais ou
estocacidade. No caso em que 0 < o < 1, que corresponde a uma das abordagens mais
simples a dindmica populacional da predagéo com cooperagio, nao é considerada a selecgéo

dentro da mesma familia. Fixamos os parametros
zc =04, yo = 2.009, z, =0.08 e y, = 2.876.

Por conseguinte, estudamos o caso em que os consumidores e os predadores podem ser
ambos invertebrados ou vertebrados de sangue frio (tal como os anfibios ou os peixes), com
um razodvel indice de massa corporal referente & razéo do predador/presa (=consumidor)
[63]. Estes valores dos pardmetros também sdo ecologicamente significativos para o modelo
de predagéo com cooperagdo uma vez que, tal como foi mencionado anteriormente, existem
evidéncias experimentais desta estratégia de predacao em espécies deste grupo taxonémico.
De acordo com o estabelecido em [63, 64] consideramos Ry = 0.16129 e Cp = 0.5 (salvo
casos devidamente assinalados). As condigdes iniciais utilizadas em todas as analises
efectuadas para o # 0 sdo R(0) = 0.55, C(0) = 0.35 ¢ P(0) = 0.8.

No modelo original de McCann-Yodzis (com o = 0), e na auséncia do predador, a
dinidmica do recurso tréfico e do consumidor, ou é traduzida por um ponto de equilibrio
estavel ou por um ciclo limite [63]. Na presenca do predador, o sistema pode ser inter-
pretado como dois osciladores acoplados, o que pode resultar numa maior complexidade
no comportamento dindmico do sistema dando origem a caos, tal como é exibido em [68].
O atractor estranho que envolve a coexisténcia das trés espécies, é ilustrado no espago de

fases (R(t),C(t), P(t)) (Figura 6.2(a)). Na realidade este atractor coexiste com um ciclo
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limite localizado no plano (R(t), C(t),0), onde os predadores se extinguem. Assim, depen-
dendo das condigGes iniciais, o sistema evolui assimptoticamente para o atractor cadtico ou
para o ciclo limite com P = 0. Um parametro central no nosso estudo é K, que representa
a chamada capacidade de carga do recurso tréfico. Num contexto ecologico, a capacidade
de carga dos recursos traduz a populagdo méxima dos recursos que pode ser suportada
indefinidamente por um dado habitat sem prejudicar permanentemente a produtividade
do ecossistema. Quando K ultrapassa um determinado valor critico, K, ocorre um acon-
tecimento dindmico designado por crise: a populagio de predadores desaparece, para
quase todas as condigdes iniciais [63, 64]. Tal crise torna o ciclo limite globalmente estdvel
no plano (R(t),C(t),0). Assim, uma dada trajectéria representativa da populagio de
predadores comporta-se de forma caética durante um intervalo de tempo limitado e evolui
para o ciclo limite dando origem & extingdo dos predadores. Este surpreendente fenémeno
dindmico designa-se por caos transiente [63, 64]. Tal como é ilustrado na Figura 6.2(b) e
na Figura 6.2(c) (com K > K.), a populagdo P varia de forma cadtica tendendo depois
para zero, sem apresentar nenhum sinal prévio em termos de comportamento dinamico.
Neste caso, a extingdo dos predadores ndo é desencadeada por qualquer influéncia ex-
terna, em contraste com o que acontece em alguns sistemas ecolégicos onde a populagdo
desaparece, sendo a sua extingdo genericamente atribuida a factores extrinsecos. Se inves-
tigarmos o papel do grau de cooperagéo na predacio, o, na dindmica assimptética, para
diversos valores da capacidade de carga do recurso tréfico, K, encontramos uma ampla
regido no espago dos parametros (Figura 6.3(A), regido cinzenta) envolvendo a extingo
de predadores e a sobrevivéncia do recurso tréfico e dos consumidores. No interior desta

regido, a coexisténcia do recurso tréfico e das presas pode ser atingida tanto através de
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Figura 6.2: Dinamica do modelo original de McCann-Yodzis [66], a qual é obtida a
partir das Equagoes (6.1)- (6.3) usando 0 = 0. (a) Cendrio de coexisténcia entre as
espécies: predador, presa e recurso tréfico. Antes da crise existem dois comportamentos
assimptéticos no espago de fases (os quais dependem das condigdes iniciais): o atractor es-
tranho onde todas as espécies coexistem e o ciclo limite que envolve a extingio do predador.
(b) Apés a crise a tinica dindmica assimptética corresponde ao atractor periédico no plano
(R,C,0). (c) Caos transiente conduzindo & extingso do predador para K = 1.02 > K,.

um ponto fixo como de uma drbita periédica (estes resultados nio sdo mostrados). A
regido a branco dentro do espago dos pardmetros (K,o) (ver Figuras. 6.3(A) e 6.3(B)
conduz & coexisténcia de todas as espécies, tanto no caso de um ponto fixo, como de uma
érbita periédica estdvel ou de um atractor estranho, tal como é exibido na Figura 6.3(a).
Na verdade, no interior desta regifo, e para ¢ > 0, o atractor estranho pode também
coexistir com o ciclo limite do recurso tréfico e dos consumidores. Uma anélise detalhada
da primeira linha critica no plano (K,o) do lado esquerdo da fronteira entre as regides
cinzenta e branca, na Figura 6.3(A), mostra que a extingio dos predadores nao é atingida
via crise cadtica e caos transiente (ver por exemplo as Figuras 6.3(b) e 6.3(c). Este cendrio
pode corresponder a um meio ambiente com uma baixa capacidade de carga e, por isso,
incapaz de sustentar as trés espécies. Por exemplo, para K = 0.73, um valor de o > 0.35

conduz & extingéio dos predadores. Tal como é exibido no espago dos pardmetros da Figura
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Figura 6.3: (A) Diagrama de fases mostrando a extingio dos predadores no espaco dos
pardmetros (K, o). A regido cinzenta corresponde aos pares (K,o) associados 3 extincio
dos predadores (extingdo essa que é assumida quando P(t) < 10710) e & sobrevivéncia
do recurso tréfico e da populagdo de consumidores em ¢ = 10°. (B) Ampliagio da regido
no espago dos pardmetros (K,c) onde existe crise cadtica (as regiGes a branco em A e
B correspondem & sobrevivéncia das trés espécies). Note-se que & medida que o grau
de cooperagdo, o, aumenta, a crise catica ocorre para valores menores de K. (Direita)
Dinémica projectada no plano de fases (C, P), correspondente aos valores dos parametros
indicados com: (a) atractor estranho para K = 0.95 e o = 0.16; (b) e (c) extingdo dos
predadores para K = 0.73 e 0 = 0.35 e para K = 0.81 e o = 0.78, respectivamente; e (d)
crise caética para K = 0.935 e o = 0.37.

6.3(A) e 6.3(B), um aumento do valor de ¢, para um determinado K fixo, causa a extingio

dos predadores.

Neste estudo, também encontrdmos uma outra linha critica para valores maiores de K ,
para a qual a extingdo dos predadores é atingida via caos transiente, tal como & ilustrado
na Figura 6.3d, utilizando K = 0.935 e o = 0.37. Calculdmos os diagramas de bifurcacio
usando K como pardmetro de controlo para vdrios valores de o fixos e detectdmos que esta

segunda linha critica corresponde a crises cadticas (estes resultados ndo sdo mostrados).
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Figura 6.4: A aplicacio iterada construida a partir dos sucessivos minimos locais da
varidvel P para predagio sem cooperagio (¢ =0 e K = 0.9995).

Para esta fronteira mostramos que os valores de K. decrescemn sistematicamente & medida
que o aumenta, indicando que o aumento da cooperagio na predagao, perto dos valores
criticos da capacidade de carga propensiam a extingdo dos predadores (ver a ampliagio

na Figura 6.3B para uma clara identificacdo desta segunda linha critica).

6.2 Dinamica caética

Com o propésito de compreender as principais caracteristicas das trajectérias tridimen-
sionais, podemos construir aplicagdes unidimensionais registando os sucessivos minimos
relativos (locais) da solugdo numérica P(t), a qual representa a densidade populacional
dos predadores. Estas aplicagGes iteradas consistem nos pares (P,, P, 11), onde P, designa
0 n-ésimo minimo local. Tal como ¢ ilustrado na Figura 6.4, os dados da série temporal
cadtica parecem dispor-se segundo uma curva com a forma da aplicagéo logistica.

Como sabemos, estas aplicagdes iteradas tém um comportamento dinimico anslogo as
aplicagbes unimodais. Com o objectivo de estudar a dindmica das EquagGes (6.1)-(6.3)

para diferentes valores dos pardmetros de controlo, exibimos os diagramas de bifurcacéo
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05 “ A

d 1 L
0,9‘93 0,996 0,999 0,501 0,504 0,507 0,51

Figura 6.5: Diagramas de bifurcagio (em cima) calculados através dos sucessivos minimos
locais, P, de uma série temporal P(t) para o = 0. No diagrama da esquerda Cp = 0.5
e K € [0.9925,0.9998]; no diagrama da direita K = 0.9995 e C, € [0.5,0.51] . As figuras
em baixo ilustram a variagdo da entropia topoldgica, hiop, Para os mesmos valores dos
parametros utilizados nos diagramas de bifurcagéo.

nas Figuras 6.5 e 6.6. A dindmica, com a variacéo de K e Cp, sem considerar a predacio
com cooperagdo (¢ = 0) sdo ilustrados na Figura 6.5, onde surgem janelas periédicas
e caos. A andlise da dindmica considerando um pequeno valor do grau de cooperagao
também é exibido na Figura 6.6. Para este 1iltimo caso, a dinimica pode também ser
governada por atractores caéticos.

Atendendo as consideragdes feitas na subsec¢do 1.1.1 do Capitulo 1, discutimos o
seguinte exemplo que ilustra o clculo da entropia topolégica para uma aplicacdo bimodal,

usando a teoria de kneading.

Exemplo 8 Consideremos a aplicacdo da Figura 6.4, a qual corresponde ao modelo de
McCann-Yodzis (pois o = 0). A drbita do ponto critico define a sequéncia de kneading,

de periodo 9, RLLLLLRRC. As sequéncias simbdlicas que correspondem as orbitas dos
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Figura 6.6: (a) O mesmo que na figura anterior usando um grau de cooperagao na predagao,
0 < 0 £0.04, como parametro de controlo e fixando K = 0.99.

(@ (b) o1s

Predator’s extinction
G 051 b
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Predator’s extinction
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Figura 6.7: (a) Orbitas periédicas (n < 5) do ponto critico C' no espago dos parametros
(K,Cp) para 0 = 0. Da direita para a esquerda, as sequéncias de kneading sdo: R(L)™®
(esta sequéncia simbélica correspondente & linha critica, designada por C}), periodo-5 -
(RLLLC)®, periodo-4 - (RLLC)® e periodo-5 - (RLLRC)®. Os valores dos parametros
na regido cinzenta ndo correspondem a aplicagbes unimodais, nio sendo, neste momento,
objecto do nosso estudo. (b) O mesmo que em (a) mas para a regido dos parametros

(K, o).
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pontos ct e ¢ sdo

¢t — R(RLLLLLRRR)™

¢ — L(RLLLLLRRR)™.

Note-se que o bloco RLLLLLRRR corresponde d sequéncia RLLLLLRRC onde o simbolo
C € substituido por R devido d paridade do bloco RLLLLLRR ser tmpar. As coordenadas

nvariantes sdo

0.+(t) = R— Rt + Lt + Lt* + Lt* + Lt® + Lt® + Rt"—
~R*+ R® — RO+ LM + .
=R—t(R—Lt— Lt* — Lt* — [t* — Lt* — R+
+Rt" — Rt®) — ¢! (R — Lt — Lt* — Lt® — Lt*—
—Lt° — Rt* + Rt" — Rt®) — ...
=R—t(R— Lt— Lt* — Lt® — Lt* — Lt° — Ri%+
+RtT — Ri%) (1+° + 8+ )
=R—t(R—Lt— Lt* - Lt* — Lt* — L+’ — R+

+Rt" — R%) / (1 - ¢°)
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0.-(t) = L+ Rt — Lt*> — Lt® — Lt* — Lt® — L% — R+
+ Rt® — Rt® + Rt — L'l — ..
=L+t(R— Lt — Lt* — Lt — Lt* — Lt° — Rt%+
+Rt" - Rt%) +¢'° (R - Lt — Lt* — L3 — Lt*~
—Lt® — Rt + Rt" — Rt®) + ...
=L+t(R— Lt — Lt* — Lt* — Lt* — Lt° — RiS+
+Rt" — Rt®) (1+°+¢18 +..)
=L+¢(R— Lt — Lt? — Lt* — Lt* — Lt° — Rt®+
+Rt" - Rt?) / (1 - t%).

O incremento de kneading é dado por
v(t) = 0.+ (t) — 0.~ (t)
=R—t(R— Lt— Lt* — Lt* — Lt* — Lt° — Rt®+
+Rt" — Rt®) / (1 - ¢°) -
—(L+t(R—Lt— Lt* — Lt? — Lt* — Lt° — Rt®+

+Rt" — Rt®) / (1 — %))
262 + 243 + 24 + 2t5 + 28
HEE

—2t + 27 — 2t8 + 249
+<1+ o )R

A matriz de kneading, N(t), € tal que

_ 26242432444 245+ 246
1+ 1—10

VT = o
—2t+2t" —26°4-2¢
1+ 1%
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Ds(t)
1+2

Uma vez que D(t) = Iil_(? , obtemos

1—2t4+2t7— 28 + 49
-1

D(t) =
Por conseguinte, t* = 0.505229... e a entropia topoldgica é dada por

hiop(f) = log (ti*) = 0.682741....

A Figura 6.5 (graficos em baixo) mostra a variagdo da entropia topoldgica, hep, usando
K e Cp como parametros de controlo do modelo sem cooperagio na predagdo (o = 0).
A entropia topolégica é crescente com K e decrescente com Co, sendo sempre positiva, o
que denuncia o comportamento cadtico do modelo. Este invariante topolégico também é
calculado considerando a predagio com cooperacio. Tal como é ilustrado na Figura 6.6,
a entropia topolégica é igualmente positiva e cresce & medida que o aumenta.

O estudo das sequéncias de kneading tornou possivel identificar, no espago dos parametros

(K,Cp) e (K, 0):
(i) orbitas periédicas do ponto critico C;

(ii) a linha critica, Cj, que é a fronteira entre duas regioes cruciais: a regido antes da crise
(K < K.) - correspondente 3 preservagao dos predadores e a regiao depois da, crise

(K > K) - correspondente ao desaparecimento dos predadores (ver Figura 6.7).

O diagrama da Figura 6.7(a), mostra como os perfodos (n < 5) estdo organizados no
espaco dos parametros (K,Cp) assim como a linha critica. Da direita para a esquerda na
Figura 6.7, temos as sequéncias de kneading: R(L)>® (esta sequéncia simbélica corresponde
ao full shift, o qual ocorre na linha critica designada por C}), perfodo-5 - (RLLLC)™,

periodo-4 - (RLLC)™ e periodo-5 - (RLLRC)™. O esquema seguinte representa algumas
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sequéncias de kneading e indica a correspondente entropia topoldgica.

Sequéncias de Polin6mio Entropia

kneading caracteristico topoldgica
RLLRC 1—t—2 -3 ¢4 0.543535...
RLLC 14+t4+t2 ¢ 0.609378...
RLLLC —1—t—t2—+t2  0.656256...

Realizdmos a mesma anslise para o > 0 e representdmos os periodos das érbitas no
espago dos pardmetros (K, o) correspondentes a aplicagées unimodais. O célculo destes
periodos é efectuado no intervalo 0 < o < 0.15, uma vez que a nossa andlise se restringe
as aplicagdes unimodais e estas apenas surgem nesta regio. E interessante constatar que,
neste caso, tal como para o = 0, também foi identificada a linha critica, Cj, assim como
exactamente os mesmos periodos, que antecedem a crise {ver Figura 6.7(b)). Os perfodos
sao dados (também da direita para a esquerda) por R(L)™, periodo-5 - (RLLLC)®,
periodo-4 - (RLLC)*® e periodo-5 - (RLLRC)®. Contudo, a regido ocupada por estes
periodos no espago dos parametros (K, o) é menor. Note-se que a linha critica coincide

exactamente com a linha critica representada na Figura 6.3(B).

6.3 Crise e controlo do comportamento caético na predacgao
com cooperacgao

Tal como foi referido anteriormente, a populacao de predadores pode extinguir-se via caos
transiente. Neste contexto particular, uma questdo surge naturalmente: serd possivel
prevenir a extingdo dos predadores? Uma possivel resposta consiste em diminuir a ca-
pacidade de carga do recurso tréfico, K, do meio ambiente. No entanto, de um ponto de
vista ecoldgico, tal poderd ndo ser uma estratégia vidvel atendendo ao tempo necesssrio

para o fazer depois de detectar que a populacio de predadores est4 em perigo. Todavia,
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€ possivel evitar o caos transiente actuando directamente numa dada varidgvel dinamica.
Assim, Dhamala e Lai [64], introduziram um método pratico para manter a dindmica de
caos transiente extraindo informagéo de uma aplicagéo iterada. Fazendo uso de pequenos
e ocasionais ajustamentos as populages locais em instantes apropriados, o caos transiente
pode ser mantido [64].

No que se segue, e por clareza de exposicio, descrevemos passo a passo o método de
controlo para manter o caos no nosso modelo, o qual partilha determinadas caracterfsticas
com o método de Dhamala e Lai [64]. Em particular, contruimos a aplicagio de retorno
que consiste em pares (Py, P,11) obtidos a partir dos sucessivos minimos locais da série
temporal P(t). Calculando as pré-imagens de um ponto fixo, identificamos duas regioes
alvo e uma zona de escape. Os pontos alvo obtidos conduzem a trajectérias que podem
permanecer no atractor cadtico durante um longo periodo de tempo. Perturbando a
trajectéria tridimensional da solugdo quando P, excede um valor preciso (isto é, quando
P, “cai” na zona de escape) para o ponto mais préximo no interior da, regiao alvo, o caos

transiente pode ser efectivamente mantido.

6.3.1 Descricao do método de controlo

(i) Consideramos o sistema auténomo tridimensional dado pelas Equagdes (6.1)-(6.3), o
qual tem uma solugéio numérica que consiste em pontos da forma (R(t), C(t), P(t)).
Na nossa andlise tomamos ¢ como pardmetro de controlo (o grau de cooperagio na

predagcéo).

(ii) Considerando o, o valor critico induzido pelo grau de cooperagdo na predagio, para

o > 0. tem lugar o caos transiente.
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(iii) Uma série temporal exibindo caos transiente (ver, por exemplo, Figura 6.2c) apre-

senta curtos trogos de oscilages cadticas com um pequeno nimero de minimos locais.

(iv) Com uma condigdo inicial particular, seja P, (n = 1,2,...,N) o conjunto de todos
os minimos locais correspondentes 3 série temporal P(t). Nesta situagio, o grifico

de pares (Py, Py4+1) comporta apenas alguns pontos.

(v) Com o objectivo de extrair informagao ttil e relevante acerca da dindmica subjacente,
¢ considerado um elevado nimero de condigGes iniciais, o que conduz a um conjunto
de trajectérias de P(t) com caos transiente, cada uma das quais contribuindo com

um determinado nimero de pontos para o gréafico dos pares (Py, Pry1)-

(vi) Como consequéncia, obtém-se a representacio de uma aplicacio discreta

Pn+1=f(Pn)-

(vii) A dinimica subjacente é aproximadamente unidimensional e a aplicagdo f é conside-

rada uma aproximagdo de uma curva regular unidimensional (ver Figura 6.8).

Com o objectivo de testar a estratégia de controlo para sistemas de predadores que
efectuam predacio com cooperagio, consideramos a aplicacdo da Figura 6.8 como um
exemplo tipico para ¢ > 0. (depois da crise, induzida por o). Em todas as investigagdes
numéricas que se seguem, usaremos K = 0.99 e ¢ = 0.07 (para estes valores, o, =

0.041665).

(viii) Com base na observagao crucial de que uma iterada da aplicacio que se situa abaixo

do ponto fixo P* tende para zero rapidamente, é possivel identificar precisamente
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duas regides alvo e uma zona de escape através do célculo de certas pré-imagens, no

sentido da explicagio dada nas linhas seguintes.
Determinacio dos pontos B e C, tal como exibidos na Figura 6.8

(ix) Designemos o ponto fixo P* por

P* = (p}, f (1)), com f(p])=0pi.
Em particular, P* = (0.589345,0.589345) na aplicacdo da Figura 6.8. A primeira

pré-imagem de p} por meio de f permite-nos obter o ponto
1

(f71 @1),p1) -

O célculo da segunda pré-imagem de p] por meio de f permite-nos identificar dois

pontos da forma
(F20D), 7 oD),

nomeadamente, B = (by,b2) e C' = (c1,¢2), com by = c3 = f~1(p?). Particular-
mente, na Figura 6.8, temos B = (0.637881,0.731615) ¢ C = (0.667336,0.731615).
(A notagdo f~! ndo deve ser confundida com a de fungéo inversa. As duas coincidem

apenas se f é uma bijecgdo).
Determinacio dos pontos A e D, tal como eribidos na Figura 6.8

(x) Consideremos o ponto B = (b1, b2). Com o célculo da terceira pré-imagem de b; por

meio de f, pode representar dois pontos da forma

(F3 (), £72 (b)),
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mais precisamente, A = (a1,a2) e D = (d1,dp) com ag = dy = f~2(b;). Para a

aplicagdo da Figura 6.8, A = (0.63236,0.719794) e D = (0.672548,0.719794).
As regides alvo de P,

(xi) Apds o procedimento anterior, podemos construir as duas regiGes a partir das quais
as coordenadas alvo P, so escolhidas, isto é, a regifo entre as linhas verticaisaebe
a regiao entre as linhas verticais ¢ e d. Por acréscimo, a zona de escape é claramente

identificada, estando estabelecida entre as linhas b e c.
O conjunto de pontos alvo necessdrio para efectuar o controlo

(xii) A tnica informacao necessiria para o controlo é experimentalmente acessivel. Para
cada coordenada P, nas duas zonas alvo da aplicacdo f também registamos os corres-
pondentes valores das restantes varidveis dindmicas, R, e C,,. Como consequéncia,
o conjunto de todos os pontos alvo tem elementos da forma (R,,Cy, P,), os quais
contém valores das trés varidveis dindmicas do sistema (6.1)-(6.3), com P, sendo

sempre um minimo local, correspondendo a uma regido alvo da aplicacio.
O controlo

(xiii) Quando uma trajectéria “cai” na zona de escape, isto é, quando o valor de P, em
R,,Cp, Pp) é maior do que by = ¢, seleccionamos o ponto mais préximo, no con-
b ? b

junto dos pontos alvo, tal que a perturbagio requerida (distancia euclidiana entre o

ponto de escape e o ponto alvo), dada por AX (t) = \/ [AR®))? + [AC(#)]? + [AP(1))?,
seja minima. A aplicagio do controlo consiste em colocar a trajectéria no ponto alvo

seleccionado.
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Figura 6.8: A aplicagio iterada construida a partir dos sucessivos mfnimos locais da
varidvel P usando um conjunto de 250 condigdes iniciais para o modelo de predacio com
cooperagao para K = 0.99 e 0 = 0.07 > o, (apés a crise).

6.3.2 Anadlise das regioes alvo

O método inicial de controlo proposto por Dhamala e Lai mostrou ser eficaz na prevengao
do caos transiente em sistemas eléctricos, no modelo de McCann e Yodzis e em sistemas
quimicos com comportamento de bursting [64]. Tal como esperado, ao testar o nosso
método para o sistema de predagdo com cooperagio, constatamos que o caos transiente
pode também ser convertido em comportamento cadtico continuado. A Figura 6.9 mostra
uma série temporal para os predadores depois de ocorrer a crise, considerando o = 0.07 >
oc e K = 0.99. Para este caso particular, apenas precisamos de aplicar seis perturbacdes
para manter o comportamento cadtico, e a intensidade de tais perturbagdes é AX(t) ~
0.07.

A caracterizaggo das propriedades das regides alvo de P, entre as linhasae bece
d (ver Figura 6.8), para intervalos de maior amplitude de variagdo dos parametros, pode

ser muito vantajosa de um ponto de vista prético, uma vez que a quantificacio rigorosa
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Figura 6.9: (a) A série temporal P(t) controlada apés a crise, usando os mesmos valores
dos parametros da figura anterior. Neste caso, a extingdo é evitada para a predacio com
cooperagdo (tal como para o = 0, correspondente ao modelo de Dhamala e Yodzis). As
linhas verticais a tracejado indicam os momentos em que foi efectuado o controlo. (b) As
pequenas e ocasionais perturbagbes necessdrias para forgar a continuagao do comporta-
mento cadtico.

dos parametros criticos (K. e o) em ecossistemas naturais nao é, usualmente, de fécil
obtencdio. Uma andlise mais detalhada das duas regides alvo indica que o niimero de
iteradas de P, e os tempos de vida das trajectérias resultantes do ponto (Rp,Ch, B),
s@o visivelmente nio uniformes. Este comportamento assimétrico das coordenadas P, é
particularmente interessante e é uma das mais notdveis e apelativas caracteristicas da
dindmica (ver Figura 6.10). Primeiramente, investigamos as propriedades destas regices
alvo para o modelo de McCann-Yodzis (i.e., 0 = 0). Na Figura 6.11(a) representamos
a distribuicdo das frequéncias absolutas de classes de iteradas, F;, aumentando K para
além do valor da crise. Note-se que a fun¢do ¢x = K — K, representa a distancia de
K ao valor da crise, K,. Neste caso, as frequéncias F; sdo calculadas como o ntimero de
pontos alvo P, com 1 iteradas no interior de ambas as regites alvo. Constactamos que os

valores mais elevados das frequéncias estao concentrados préximos do valor da crise. De
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Figura 6.10: As iteradas de P, nas duas regides a partir das quais os pontos alvo sio
escolhidos (as regiGes entre as linhas a e b, e entre as linhas c e d na Figura 6.8). Também
séo ilustradas ampliagGes destas regiGes alvo, exibindo o nimero de iteradas (em cima) e
o tempo de vida de cada ponto, P, (em baixo).

facto, neste caso, existem 4 classes de iteradas as quais correspondem frequéncias muito
mais elevadas do que as outras. Estas classes correspondem a valores de P, que exibem
um maior nimero de iteradas. Os pontos (i, F;) que ndo sdo mostrados na figura por
motivos de escala, sdo (47, 141), (48,264), (49,447) e (50, 242). O aumento de K envolve
geralmente um descréscimo no niimero de classes de iteradas, as quais estéo concentradas

em valores de P, com um menor nimero de iteradas.

Na Figura 6.11(b) e na Figura 6.11(c) exibimos, respectivamente, os instantes nos
quais as perturbacGes devem ser aplicadas para manter o comportamento cadtico e o
valor médio da intensidade destas perturbagdes, A X (t), para valores crescentes de ¢ e E
interessante notar que, apesar de ndo encontrarmos uma ordem regular no nimero € na
frequéncia das intervencoes, as suas intensidades médias decrescem ligeiramente & medida
que ¢ aumenta (ver Figura 6.11(c)). O cdlculo da regressio linear conduz ao coeficiente
de correlagdo —0.79721.... No que diz respeito & Figura 6.11(d), e em concordancia com
a Figura 6.11(a), o valor médio dos tempos de vida, 71, das duas regides alvo decresce

para valores crescentes de ¢. Utilizando o método dos minimos quadrados, encontrdmos
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Figura 6.11: Estrutura e propriedades das duas regides alvo obtidas para efectuar o con-
trolo do caos a medida que o parametro, K, aumenta para além do valor da crise, K,
(determinado através da fungio ¢ = K — K,), usando o = 0. (a) Para cada valor de
K > K. mostramos a distribuicdo das frequéncias de iteradas, F;. (b) Distribuigio das
intervengGes necessdrias para manter o caos durante o intervalo de tempo 0 < ¢t < 4000.
O eixo vertical exibe os instantes nos quais as perturbacdes foram efectuadas para cada
valor de K > K. (c) Valores médios das intensidades das perturbagdes para cada valor
da fun¢io ¢ mostrada em (b). A linha recta corresponde a uma regressio linear. (d)
Valores médios dos tempos de vida, 71, dos pontos no interior das regides alvo. A curva
representada é uma lei de ajustamento do tipo poténcia (ver section 6.4).
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uma lei de ajustamento do tipo poténcia dada por 75 = 37.7279(;5;{0'39897. Tal como
esperado, também encontrdmos uma lei de ajustamento do tipo poténcia entre o nimero
médio de iteradas dos pontos P, no interior das regides alvo e a fungio ¢y (para este caso
7= 2.0919(15;{0'3081). De facto, a correlagio entre o tempo médio de vida e o valor médio
das iteradas no interior das regiGes alvo é 0.9863... (estes resultados ndo sfo mostrados).
Seguidamente, repetimos a andlise anterior estudando a dindmica para valores do coe-
ficiente de predaggio com cooperagéo, o, maiores do que o ponto critico o, usando agora a
funcéo ¢, = o — o (ver Figura 6.12). Tal como nos resultados anteriores, a Figura 6.12(a)
mostra um decréscimo nas classes de frequéncias mais elevadas & medida que o se afasta
de o.. Além disso, os maiores valores de F; também ocorrem para valores préximos do
valor da crise, com 5 classes (4, F;) de iteradas com valores da frequéncia consideravelmente
maiores: (46,92), (47,263), (48,479), (49, 703) e (50,391). A diferenca no niimero total de
intervencdes para o controlo do sistema, referente s situagdes apresentadas nas Figuras
6.11(b) e 6.12(b), é de 77, isto é, é necessario efectuar menos perturbactes na presenca de
uma crise induzida pelo pardmetro o. Nesta situagio, embora a média de perturbagoes seja
ligeiramente maior, também se verifica uma variagdo pequena quando o > o, (ver Figura,
6.12(c)). Os tempos médios de vida, 71, exibidos na Figura 6.12(d) quando ¢, — 0 séo
mais longos quando comparados com os exibidos na Figura 6.11(d). A lei de ajustamento
do tipo poténcia é neste caso dada por 7 = 37.9132¢;0'44168, enquanto que a lei de
ajustamento do tipo poténcia para a média de iteradas é 7 = 2.9778¢;0'28758 (para esta

situagdo, o coeficiente de correlagdo entre 7, e 7 foi 0.971...).

Neste capitulo construimos e analisimos a dinadmica populacional de um modelo de
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Figura 6.12: O mesmo que na figura anterior mas agora usando K = 0.99 e ¢, =0 — 0.

predagéo com cooperagdo estendendo o modelo de McCann-Yodzis [63]. O novo modelo
considera um coeficiente de cooperagdo o que origina diferentes estratégias comportamen-

tais na populagdo de predadores.

No que diz respeito & entropia topolégica, para o modelo original de McCann-Yodzis
(0 = 0), este invariante numérico é crescente com a capacidade de carga do recurso tréfico,
K, e é decrescente com o pardmetro Cp. Para o modelo de predagio com cooperagao
verificAmos que o valor critico, K., decresce para valores crescentes do coeficiente de co-
operagao o, indicando que os predadores se tornam mais susceptiveis & extingéo & medida
que o grau de predagio com cooperagao aumenta. Também caracterizdmos a ordem das
sequéncias periédicas de kneading no sentido da crise nos espacos dos parametros (K,Co)
e (K, o), obtidas a partir das aplicagdes unimodais. Para ambos os espagos dos parametros

identificAmos os seguintes periodos: periodo-5 (RLLRC)™, periodo-4 (RLLC)*, perfodo-
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5 (RLLLC)™ e R(L)* identificada com a linha da crise.

No contexto do controlo do caos transiente, aplicdmos um procedimento de controlo que
partilha com o método de Dhamala e Lai [64] alguns principios fundamentais. Mostrdmos
que tal método também é capaz de converter o caos transiente em comportamento cadtico
continuado para o nosso modelo de predagdo com cooperacio. Atendendo & importancia
das regides alvo no método de controlo, foi elaborado um estudo aprofundado das carac-
teristicas dessas regiGes. Mais especificamente, analisimos o comportamento das iteradas
e dos tempos de vida dos pontos dessas regides para valores crescentes dos pardmetros K
e o, para além dos seus valores criticos, usando as fungoes ¢ = K — K, e ¢y = 0 — Op.
Em ambos os casos néo encontramos um padrido comportamental regular na aplicagdo das
perturbagdes para valores crescentes de ¢, embora para a crise induzida por o, o niimero
de intervengGes seja substancialmente menor. Os valores médios de tais perturbagdes, em
ambos 0s casos, mostraram seguir uma relagdo aproximadamente linear, decrescente para
valores crescentes de ¢. Apresentdmos também uma lei de ajustamento de tipo poténcia
entre o nimero médio de iteradas e o tempo médio de vida, & medida que os parametros
criticos crescem para além dos respectivos valores da crise. Os resultados mostraram estar

em perfeita harmonia com outros estudos de fenémenos de transicio [69)].



Consideracoes finais

Os estudos apresentados nesta dissertacao protagonizam uma experiéncia de interdisci-
plinaridade cientifica, suscitando reflexées sobre determinadas propriedades partilhadas
por sistemas dindmicos em dominios do conhecimento que apresentam uma estrutura con-
ceptual distinta. De facto, a aplicacdo de elementos da teoria dos sistemas dindmicos
discretos a modelos que descrevem fenémenos na economia e na ecologia tornou possivel a
identificagao de aplicagdes unidimensionais essencias para a caracterizagio pormenorizada
da dinadmica, assim como para a quantificagdo da complexidade. Mais precisamente, estas
aplicacbes prestam-se a estudos numéricos exaustivos e a sua estrutura permite uma des-
crigao tedrica, em termos de dindmica simbdlica, particularmente completa. Ao explorar
o comportamento dinamico dos sistemas, destaca-se o aparecimento do comportamento
cadtico nos vdrios modelos, que através do estudo de invariantes topoldgicos se revela com
um cardcter estruturado. Este comportamento € ilustrado através do estudo da variagdo
da entropia topoldgica, ou de situages de isentropia bem como da ordenagio simbdlica

dos periodos nos espagos dos parametros considerados.

Motivados pelo comportamento cadtico dos modelos, aplicdmos procedimentos para
controlo do caos, quer seja aplicando uma pequena perturbagio no parametro, eliminando

esse comportamento do sistema e induzindo-o a comportar-se periodicamente, quer seja
131
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aplicando uma pequena perturbacéo na varidvel dindmica preservando o comportamento
caético. O controlo da dindmica cadtica impede a ocorréncia de situacdes de comporta-
mento indesejavel com possiveis repercussdes irreversiveis nos sistemas sociais ou natu-
rais. Na verdade, e em determinadas situagdes, é importante na economia a aplicacéo
de técnicas de controlo do caos que conduzam & obtengédo de ciclos periédicos, enquanto
que na ecologia, no contexto da dindmica populacional caracterizada pela existéncia de
caos transiente, € fundamental a utilizagio de métodos que resultem na preservagao do
comportamento cadtico, o que significa a preservacio das espécies.

O trabalho apresentado ao longo dos capftulos anteriores constitui um estudo de mode-
los nédo-lineares cuja investigacio encerra aspectos que motivam novos e entusiasmados
desenvolvimentos. De facto, determinados ramos da matemstica vivem cada vez mais de
experiéncias interdisciplinares que despertam a curiosidade, colocando novas interrogacoes,

que contribuem para o desenvolvimento da teoria.
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