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Uma série consiste em um par: uma sucessao (ap)nen € outra sucessao (Sy)nen por sua vez definida
como

n
Sp=a1+ay+-Fan=> a. (1)
i=1

A série é normalmente denotada por

00
E an ou E an .
n=1

n>1

A sucessao (S,) tem o nome de sucessao das somas parciais. Note-se que onde a contagem comega,
1 no caso acima, é pouco importante. Podemos falar da série ) ., an, subentendendo-se entao que

Sp = Z?:k Q.

Exemplos (com nomes préprios!):

e A ‘série com os termos quase todos nulos’ é aquela em que a, = 0, ¥Yn > ng. Nesse caso S, =
Snos YN > ng.

e Sendo o elemento x um numero real ou uma variavel independente de n, chamamos série geométrica
aquela que é da forma:
ltz+a+a® 4 fa" 4 =) a. (2)
n>0

E facil ver (!) que as somas parciais resultam em:

1— n+1
Sp=-—1 (3)

1—=x

Um caso bem conhecido é o da série geométrica ), -, 2% A sucessao das somas parciais, a soma de
n metades da distancia que falta percorrer, fica:

1—(3Hr+t 1
Sp=—"20 =2 4
1-3 on ()

o As séries de Mengoli ou telescopicas sao aquelas em que
an = by — b1 ()
E claro que
Sp=a1+ax+---+ap,= (b1 —ba)+ (bg —b3)+ -+ (b — bpt1) = b1 — bp41 . (6)

As séries de Mengoli podem aparecer de formas disfarcadas, como

1 1 1 7 7 7
E:nm+4):§:$ﬁ_zm+¢ﬂ ot E:nm_4):§:%mf4)_59'

n>>5



e As séries de Dirichlet, para um dado expoente « fixo,

. (7)

ne
n>1

Neste caso nao se conhece uma férmula geral que nos dé S,, em funcao de n, que nao seja por
recorréncia, ou seja, sem ser pela definicao.

Uma série diz-se convergente se (S,),en € uma sucessao convergente. A esse limite dé-se o nome de
soma da série. Sao habituais as notagdes:

Zanzlims =lim(a; + -+ ap) (8)

n>1

isto é, a identificagao da série ) . -, a, com a soma da série. Uma série que nao converge diz-se divergente.
Dos casos notdaveis vistos acima temos de imediato:

Proposigao 1. A série de termos quase todos nulos € convergente.

Proposicao 2. A série geométrica de razao x converge se e s6 se |x| < 1. Neste caso a soma da série é
1—x°

Proposigao 3. A série de Mengoli Zn21 an onde ayn = by, — bypy1, Yn € N, € convergente se e s6 se a
sucessdo (by,) € convergente. A soma da série € simplesmente by — lim b,.

Exemplos:
e H3 séries de Mengoli que estao somadas a outras...
7 7 7 7 1 1 1
- = o y=(14+Z44=
S = Sy =1 ()

e Outro exemplo,

1 A B C
Z(n—l)n(nH):Z(n—1+ﬁ+n+1)

n>2 n>2
e determinando A, B, C, temos o valor 1/4 como soma da série.

n

¢ Outra soma estudada noutro capitulo é, para qualquer x varidvel real, a famosa identidade ) -, o+ =

ex.

O seguinte critério de convergéncia é vulgarmente atribuido a A. Cauchy, mas foi o matemético por-
tugués José Anasticio da Cunha quem primeiro o divisou.

Teorema 1 (Critério geral de convergéncia duma série). Condi¢cdo necessdria e suficiente para que uma
série Y a, seja convergente € que

Vo >0, Ing: myn>ng = |Sy —Sp| <9 . 9)

Demonstracao. Esta formulagao decorre directamente do estudo dos nimeros reais. Todo o numero real
(finito) é uma classe de equivaléncia de uma dada sucessdo de Cauchy em Q, isto é, uma sucessao cujos
termos se aproximam indefinidamente uns dos outros. Passa entao a ser uma classe de sucessoes conver-
gentes (coincidindo o niimero real com o limite). Mais ainda, ficAmos a saber naquele estudo que toda a
sucessao de Cauchy em R é convergente em R. Finalmente, com @ estamos precisamente a exigir que
(Sy) seja uma sucessao de Cauchy em R. O



Corolério 1. Se uma série Y a, converge, entio a, —> 0.

Demonstragdo. Sendo ¢ > 0, fazendo n =m — 1 em @, a partir de certa ordem, vird |S,, — Sy| = |am| <
J. O

O reciproco deste corolario é falso. A série harmdnica, série de Dirichlet com a = 1, é divergente:

1 1 1
l1+-4+-4+--4+—-—4+- — 400.
2 3 n

Com efeito, pelo critério geral, supondo § < %, temos para qualquer n

1 1 1 1 1
= ——+ + >no—=->0
n+1

‘Sn—l—n_Sn‘ n7—|—2+” n-+n 2n 2

e assim a sucessao das somas parciais nao pode ser de Cauchy.

Note-se que a sucessao das somas parciais da série harmodnica é crescente, pelo que nao pode ser limitada
superiormente, pois caso contrario seria convergente.

Os seguintes resultados seguem também facilmente do critério geral.

Proposigao 4. (i) Seja k € N qualquer. A série ) -, a, converge se e s6 se ) ., ap converge.

(ii) Se > an € > by convergem, entio a série Y (a, + by,) converge e as somas das séries verificam:

D (an+bp) =D an+> by (10)

(i1i) Seja A € R qualquer. Se ) a, converge, entdo a série » (Aay,) também converge e > (Aap) = A ay,.

Uma série > a, diz-se absolutamente convergente se a série ) |a,| converge. A série > a,, diz-se
simplesmente convergente se é uma série convergente mas a série dos médulos é divergente.
O contrario nao acontece.

Proposicao 5. Uma série absolutamente convergente € convergente.

Demonstragdo. Seja 6 > 0 qualquer. Sendo a série dos médulos convergente, pelo critério geral de con-
vergeéncia existe uma ordem ng a partir da qual, para m > n > ng, vem

Ham\+'--+|an+1H = |am| + -+ lanp1| <9 .

Entéao da desigualdade triangular resulta |am + -+ + ang1| < |am| + -+ + [ant1| < 6 € 0 mesmo critério
prova que Y a, é convergente. O

Note-se em particular que as seguintes duas séries, cuja soma da a série inicial,

Sar =yl e Yar =y (a0 laa) ()

também sdo convergentes (porqué?).

O exemplo mais conhecido de série simplesmente convergente é o da série alternada Z(—l)”% Vejamos
porqueé.

Primeiro, em geral, chama-se série alternada a série » (—1)"a,, com os a,, > 0.

Teorema 2 (Critério de Leibniz). Seja (an) uma sucessao real de termos positivos tal que (an)nen €
decrescente e a, — 0. Entao a série > (—1)"a, € convergente.



Demonstracao. Claro que o enunciado pode ser escrito com as mesmas hipdteses validas s6 a partir de
certa ordem, desprezando as somas iniciais. Por isso vamos prova-lo como se comec¢dssemos na ordem 2k.
Por um lado, a sucessao das somas parciais verifica Sopyo = Sor — aok11 + aop+2 < Sai € logo, repetindo
n vezes,
Sokyon < So -

Também Sop13 = Sok11 + Gopro — agkr3 > Sopi1 e logo para qualquer n
Sokyont1 = Sopy1 -

Em suma

Sokt1 < Sokgont1 = Sokyon — @2ktont1 < Sopton < Sag -

Veé-se que tanto a subsucessao dos termos de ordem par, como a dos de ordem impar, sao mondtonas e
limitadas. Logo sao convergentes. Que convergem para o mesmo limite é também claro devidoaa,, — 0. O

O caso Y _(—1)"1 verifica exactamente as condigdes acima.

Interessam-nos entao estudar muito em particular as séries de termos positivos. A demonstracao do
proximo teorema é um simples exercicio.

Teorema 3 (Critério de comparagao). Sejam Y an e Y b, duas séries de termos positivos tais que 0 <
an < by,. Temos os sequintes resultados:

(i) Se Y b, converge, entao ) a, converge.
(ii) Se > ay, diverge, entao > b, diverge.
Exemplos:

e Como n~® >n~!, para a <1, temos que a série de Dirichlet > n% diverge.

'Y fL—Z converge porque a partir de certa ordem temos (%)" < 2% e a série geométrica de razao %
converge.
No contexto do ultimo exemplo, vemos a importancia das séries geométricas.
Teorema 4 (Critério da razao). Seja > a, uma série de termos positivos. Temos entdo:
(i) Se 30 < B < 1 tal que a partir de certa ordem GZ% < B, entao Y ay, converge.
(ii) Se a partir de certa ordem “ > 1, entdo a série Y ay ¢ divergente.
Demonstracdo. (i) A partir de certa ordem ng, temos aniny < Ban—14ny < B2An—21n, < *=* < B n,-

Como a série geométrica de razao 5 < 1 converge, entao pelo critério de comparagao a série > a,, converge.
(ii) Neste caso lima,, # 0, logo a série é divergente. O

Podemos ter uma andlise das condig¢oes anteriores por meio de limites, como é facil de provar (!),
dando-nos o critério seguinte de convergéncia.

Teorema 5 (Critério de D’Alembert). Seja Y a,, uma série de termos positivos. Temos:
. . An+1 ;. ,
(i) Selim = <1, a série € convergente

(i) Selim “*L > 1, a série é divergente
n



(iii) Se aquele limite € igual a 1, nada se pode concluir em geral.

az“ existe, entao existe o limite da sucessao /a,,. Mas o reciproco nao é verdade:
n

pode existir este ultimo sem que exista o primeiro, pelo que o seguinte critério de convergéncia pode ser

Se o limite da razao

mais acertivo (sendo muitas vezes menos pratico).

Teorema 6 (Critério da raiz de Cauchy). Seja Y a, uma série de termos positivos. Temos que:
(i) Se limsup {/a, <1, a série é convergente
(ii) Se limsup {/a, > 1, a série é divergente

(11i) Se aquele limite € igual a 1, nada se pode concluir em geral.

Demonstragdo. Tal como no caso de D’Alembert, deixamos esta demonstracao como exercicio. Para (i)
trata-se de usar a comparacao com uma outra série conveniente. O

Para as séries de Dirichlet, os critérios anteriores, por exemplo, nada concluem, pois no primeiro caso

(nt1)~ n
n- n+1

critério para uma importante familia de séries.

lim = lim(-27)® = 1 e no segundo limn~n = 1. Temos entdo de estabelecer e provar o seguinte

Teorema 7. A série Y. = converge se e s6 se o > 1.

Demonstragao. So6 falta provar que a série converge quando @ > 1. Ja que se trata de uma série de termos
positivos, se aplicarmos o critério geral de convergéncia com poténcias de 2, 2™ > 2" > 2™ no lugar das
ordens naturais do enunciado de convergéncia geral, provamos o resultado . Com efeito, quaisquer outros
dois naturais estao entre duas poténcias de dois. Queremos assim mostrar que, Vé > 0, existe uma ordem
ng, tal que se 2 > 2™ > 2™0_entao

‘# Lt L‘ <
(277, + 1)a (Qm)a '
Escolhemos ng € N de tal forma que (note-se que v — 1 > 0)

1

ala—D(mo—1)(2a—1 — 1) <9

Agora, somando os termos de seguida de 2" 4+ 1 a 27T de 271 4+ 1 a 272 etc ..., temos

1 1 n 1 n+1 1 n-+2 1 m—1 1
’ (2n 4 1)a Tt (2m)o¢ ’ <2 ona +2 2(n+1)a +2 2(n+2)a oot 2 2(m—1a
! 1 1
- (2a—1)n L+ 9a—1 teeet (2a—l)m—n—1
(2a71)n 1— 2Ctlf1 — (Qafl)n 2a—1 _ 1 (Qafl)nofl(Qafl _ 1)

(esta nao é a demonstragdo mais répida e usual, a qual se limita a majorar a série de Dirichlet por uma

série geométrica convergente - o que o leitor poderd experimentar fazer por si). O

Note-se que se pode encontrar o fantdstico calculo elaborado por L. Euler de
1 2
= 12)
> (
= n 6

no sitio  http://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_de_Basileia.
Eis que estao apresentados os principais teoremas sobre séries de que necessitamos neste curso — tendo
dado especial énfase ao critério geral de convergéncia de Cauchy-Anasticio da Cunha.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_de_Basileia
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1) Prove por indugao:

) 1424 - +n="ntl

i) 14345+ +@2n+1)=(n+1)?
i) n >4 = n!>2"

. 2 2 2 2_23+3 2_,'_7
iv) 12422 +32 4 .. 4 p? = 2 tndn
v) P42 43+ 403 =(14+2434---

vi) N?

+n)?
—NxNx---

x N (n factores) é numeravel.

2) Sejam f,g : R — R duas fungoes reais dadas
por f(y) = ly|, g(x) = 2z + 1. Descreva na forma
de intervalos de R os subconjuntos definidos pelas
solugoes das seguintes inequagoes:

i) fog<l1

f(z =5) < g(x)

iv) g(z?) <

i) f
ii) fog>3
iii)

)

3) Resolva as inequagoes:

4) Sejam a,b,c,d € Q, b,d > 0. Mostre que

a a+c c
— - <

< b Sbtd S d

S e
ISH

5) Recorde que em geral P(X) denota o conjunto
das partes de X, ou seja, o conjunto dos subconjuntos
de X.

Seja X = {z,...,
quer. Prove que:

Zn} um conjunto finito qual-

{d=dificuldade elevada=exercicio facultativo

i) P(0) = {0} tem 1 elemento e P({1,2,3}) tem 8

elementos

ii) O nimero de fun(;ées injectivas de A = {1,...,p}
em X é de =] (supondo p < n)

iii) O ndmero de fungdes f : X — X bijectivas é n!

iv) O ndmero de subconjuntos de p elementos de X

4 nC n!

(n—p)!

O cardinal de P(X) é (1 +1)" =27

P(X) ~ {fungoes f: X — {0,1}}
Usando a alinea anterior prove novamente v)

Mais uma vez v) usando indugao.

6) & Mostre que o conjunto de sucessdes de 0’s
e 1’s ndo é numerével. (Sugestdo: suponha que era,
faga uma tabela e em seguida considere a diagonal de
Cantor).

Conclua que o cardinal de P(N) é um infinito
mator que o de N.

7) & Seja X um conjunto infinito numerdvel.
Prove que:

i) Q~N

ii) O conjunto dos subconjuntos de X de cardinal ng
é numeravel

iii) O conjunto dos subconjuntos de X que sao finitos
é numeravel.

8) & Chamam-se nidmeros algébricos os nimeros
reais que sao raizes de polinémios com coeficientes em
Q. (Por exemplo, sabe-se que 7 e e nao sao algébri-
cos). Prove que:

i) /2 é irracional e algébrico

ii) O conjunto dos nimeros algébricos é um conjunto
numerdvel (utilize ex. 7).

9) Verifique que f: R —] —1,1], f(x) = a7

é uma fungao bijectiva.
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1) Calcule, se existirem:

i) inf{a® — 1 +cosz: —m <z <2n}

ii) sup{2 —cotz: 0 <z < m/2}

v

)
)

iii) max{a? —2r+7: 1 <z <3}
) min{z € [0,1]\Q: 3% casa decimal de z é 5}
)

v) sup{(1+n)~": neN}

2) Encontre o interior e a fronteira dos conjuntos:
i) A={z€Q: |z+3| <5}

.. _ 1 2n41
ll) B= UnENLH—l’ 2”8L+1) [

3) & Sejam f,g: D C R — R duas fungoes reais.
Prove que:
i) sup(f +g) <supf+supyg
ii) se f,g > 0, entdo inf(fg) > (inf f)(inf g)

Nota: para qualquer funcdo h : A — R, define-se

sup h = sup h(A) e inf h = inf h(A).

4) Seja (2, )nen uma sucessao real convergente para
a € R, ou seja, x,, —> a. Prove que:

i) |zn| — |a| (a reciproca é falsa se a # 0)
ii) se a =0, entdo y, = min{|z1],...,|x,|} — 0

iil) se (2zp)nen € outra sucessao e (x, —z,) — 0, entao
Zn — @

P __
zy—1

iv) se a =1, entdo 2= — p (Vp € N)

V) <> :r:1+<7~L-+zn —sa

vi) & se todos os z, > 0, entdo /1 - -z, — a.

5) Considerando z > 0, p > 1, calcule os limites:

i) 2t
i) £
iii) 27
iv) na™
v) L

{=dificuldade elevada=exercicio facultativo

577"

Vi) g

vii) .

6) Calcule, se existirem, os limites das seguintes
sucessoes:

1) n? n2+1

n+1 n

ii) cos %*

n? +3n—2

ii) 2t

3=

iv) n

V) 3t rn?

vi) vVn+1—+/n

10%°n
14+n2

vii)
viii) n(=1"

2
n3sen (n!)

ix) e}

7) & Prove que o limite de uma sucessao é tinico.

8) & Sejam (Zn)nen, (Yn)nen sucessdes de Cauchy.

Prove que (zn, + Yn)nen, (Tn¥n)nen, (Tn 1)nen sdo
sucessoes de Cauchy.

9) Seja a > 1 e considere a sucessido definida por
recorréncia,

1 a
T = a, $n+1=§($n+*) .
Agora resolva sucessivamente:
i) prove por indugdo que 1 < z, < a

ii) prove que 72 > a

iii) prove que (x,)nen € decrescente e, finalmente, con-
vergente

iv) encontre o limite de (x,)nen-

Nota: este é o método recursivo de Newton do cal-
culo de +/a; é interessante ver a dindmica no gréfico de

fl@) =3 (z+2).
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1) Calcule os seguintes limites:

i) lim(55%) ™"

i) lim(&E5)n
cee . nz /rL2
iii) hm(m—i—-u—i— \/m)

V) Bm( Gty + 0+ Gty

. 2 n
v) ¢ lim(z=% + 53% ot )
(verifique que 5* # 2™, Vi,n € N).

2) Sabendo que a sucessao ((1+ %)j)jeN é crescente,
calcule o limite da seguinte sucessao:

1 1 1 1 1 2
1 “\—n (1 ~\—2n -1 Zy—n"
() 51452 et (14 )

3) Considere a seguinte sucessao definida por recor-
réncia:
TpnTp—1

2

x1:2a T2 = 3,

2 Tn+1 =

i) Prove por inducdo em n > 1 que
v, <2, Vli<i<n
e conclua que Vn > 1, x, < 2
ii) prove que (x,) é decrescente

iii) prove que é convergente e calcule o limite.

4) Considere a sucessdo seguinte:

5 3Yn + 5
1= ga yn+1 = 8 .

i) Prove que 0 < y,, < 1
ii) prove que (y,) é crescente

iii) prove que é convergente e calcule o limite.

5) Sejam a > b > 0 quaisquer reais. Prove que

lim Vanr +b" =a .

{d=dificuldade elevada=exercicio facultativo

6) Mostre pela definicao que sdo verdadeiras as afir-
macoes:

i) lim(2n+1)"t =0

2
s : n“—2n4+3 __ 1
ii) lim g5 = 3

e . 2_
ili) lim n3n5 = 400
iv) lim 25> = —oo.

7) & Seja (zn)nen uma sucessao cujas subsucessoes
(z2n), (22n+1) € (23n) convergem, respectivamente para
a,b e c. Mostre que (z,) converge para a =b = c.

8) Uma sucessao é dada por:

Tnt1 =V2+ 2z, .

CL’1:].7

Prove que é crescente, limitada e convergente. Encon-
tre o limite.

9) Uma sucessao que satisfaca w,11 = un + 3/up,
nao é convergente. Porqué? O mesmo para v,41 =
UV + 37V,

10) Calcule os limites das seguintes sucessoes:

+1
) 7?2+2

—-

.. 249 7 n+3
ii) (2213212)

i) g/3n+l — (SmEh)”

iv) O (V)"

n?-1
V) (1+ 2n+7)

Inn?2
vi) ¥/nntl — (n+ 1)

n?(Ilnn)*
n3+1

vii) para k > 1 constante
viii) ®/n?2" —n+3

: n37 n
ix) (n?+1) ln(ﬁ) )
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1) Calcule a soma das seguintes séries, se possivel:

. on 30
11 anl Ent1

n"(n+1)n+1

2) & Demonstre o seguinte critério de comparagao
de duas séries de termos positivos:

Se > ap e Y b, sdo duas séries de termos positivos
tais que existe [ = lim %—: e 0 <l < +oo, entao as duas
séries sao da mesma natureza.

3) Estude a natureza das séries seguintes:

1 1 1 1
1) 3+g+tigtat

7
E n2—5n+7

E nn
(8n)" —5n+7

ii

111

: 1

iv En-&-\/ﬁ

)
)
)
)

—nn3

V) 2 Gty

Vl) Z 1-3~5-(-2~~T§)2!’n+1)

vil) 3 =

2 5
n“4+3n°—1
viii) Y
. n3/2_3
ix) > -1+ 241

X) E 1+\2/§+§Z(§1+~'+ Yn (0& c R)
3
: nzf n "
xi) X (i)
i) 3 (S

2+n+ ¥n+7

(3"+nhn
_1)” 2nn!

{d=dificuldade elevada=exercicio facultativo

4) Seja > a,, uma série de termos positivos. Mostre
que:

i) se Ja > 1 tal que limn%a,, < 400, entdo a série é
convergente

ii) se da < 1 tal que limn%a,, > 0, entdo a série é
divergente.

5) ¢ Utilize a alinea anterior para estudar a con-
vergéncia das séries do tipo:

> o0
Q(n)
onde P e () sao polinémios de graus p e g respectiva-

mente. Em seguida, com ~,§ > 0, resolva a mesma
questao com a série

P(n")
2 Q0

6) Considere a sucessao definida por recorréncia:
1’1:1, Tp+1 = ZL’n+3
Diga qual a natureza das seguintes séries:
)X
i) Y a>1

iii) $< (para investigagdo) > (I—xz,) onde [ = lim x,,.

7) {& Estude a natureza da série para qualquer p:
Y o
nlogfn
8) Admitindo o célculo de L. Euler, 3 -, L=z

caleule 32,51 Grtyye-

9) i) Sendo fr42 = fut1 + fu, J1 = fo =1, estude
a convergéncia de
1
27

ii) Sendo 2,41 = ﬁ, x1 = 1, estude a convergéncia

de
S,

n>2

10) Mostre que se Y ay, » . b, convergem absoluta-
mente, entao a série Y a,b, também.
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1) Calcule os seguintes limites:

. . 3_..2
i) limg_q W

i) limg_ o+ =

fii) limg 1+ o= — W;DS

. . 1 1
IV) lim, 0 senz  l—coszx

v) lim, osenztg (5 — o)

1623 —122%4-202—9

vi) hmI%% s

2) Baseando-se nos limites notéveis

. senx Coet—1
lim =1 lim =
z—0 T z—0 T

1

)

calcule os seguintes limites:

. . tgx
i) lim, 0 cotss
sen bz
sen 8z

lima:%o

sen (sen x)

limg o sen (1—cos x)

)
)
iv) lim,_3(z — 3)~'sen (a)
)
)
)

. 1ysen @ _
lim, 0 (z+1) cos T

32
. . cosT g
V1 llmm_>1— 1
vii) lim,_,q+ cotg (x — 1)/tg (§z) — 1
sy 1 arcs 1—/zF1
viii) limg_so w
ix) lim,_,q+(senx)*cotgx
. log(3z—3)
X hmm_>1+ W
arctg x

sen x

lim, s 400 (1 + sen %)I

)
)
)
xi) limg_o
)
)

: 1422323 \L
lim, 0+ ( T+1 )=

xiv) lim, o+ (cos(e® — 1))a7.

3) Escreva a definigao de limite de uma fun¢ao num
ponto. Prove que o limite de f(x) = 22 — 1 é 1 quando
r tende para v/2 e que lim f(z) é +0o quando = tende
para —oo.

4) Limites de sucessoes f,, de varidvel natural po-
dem ser vistos como limites de fungoes f(x) = f, reais
quando x — +oc0. Explique porqué.

{d=dificuldade elevada=exercicio facultativo

cos((1-y) %)
cos(ﬁ )

i) Calcule o lim,_,

H
[SEINE

z—

.. - cOS( z
ii) Calcule o limg 40 cos(TE1 &)

~—~|—

-

iii) Estude a natureza da série seguinte (verifique que
o critério de D’Alembert nao resulta):

1
Ztg(’g%)

n>1 n

iv) Estude a série

5) Diga quais os pontos de continuidade das fungoes:

22-3, z€Q

D i@ = {3331, z €R\Q

73;*1, r <0
(x+1)= xe]0,1]
arctg (1 +logz), x>1

i) g(z) =

axr +3+ae”, <0

iii) g (2) = { ) o (a €R).

6) ¢ Uma dada funcéo f: R — R verifica as duas
condigoes

fle+y)=f@)+fly) e lim fz)=f(0).

z—0

Encontre a expresao de f(z) para todo o z.

7) Demonstre a regra de Leibniz da derivacao do
produto de duas funcgoes reais f, g, de variavel real, no
ponto a:

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) -

Sugestao: tem de fazer a habitual adicao e subtragao
de um termo conveniente no calculo do limite.

8) Calcule as derivadas em 0 até a maior ordem
possivel da funcao

er—2x+1, <0
f(z) = 9 | 28
l—z+z"+%5, >0



Ficha 6 de Exercicios de Analise Matematica 1

2012/2013

1) Mostre que todo o polinémio de grau {mpar tem
uma raiz real.

2) Esboce o grifico das seguintes funcgoes, se pos-
sivel, e diga se terao alguma raiz nos intervalos consi-
derados:

i) f(z) = |senx\(etg%r —1) no intervalo [—a, a]\0 com
0<a< 3

i) g em intervalos [a,b] C R,

T 3—
g(z) = SR T A0
12, =0

sen x+l T
iii) h(z) = anw % em [_87 g] .

3) ¢ Considere as fungoes reais sh(x) = 61_2671

oy -z )
ch(z) = %, chamadas respectivamente de seno- e
coseno- hiperbolicos.

e

i) Deduza as suas propriedades, incluindo o grafico,
e encontre a representacao em séries de poténcias
como a que conhece da fungao exponencial

ii) Deduza a igualdade ch?(z) —sh®(z) =1, Vz e R

iii) Encontre as solugoes ¢ da equacdo diferencial
¢ + ko =0

usando senos e cosenos, hiperbédlicos ou nao, em
fungao da constante k € R .

e_w%, x#£0

. Mostre que f é de
0, =0

4) Seja f(x) = {

classe C° .

5) Porque ndo contraria o teorema de Rolle em

[—1,1] a funcdo f(z) = Va2 ?

6) ¢ Recorde que f : D — R diz-se de classe C* —
escreve-se f € C¥ — se for diferencidvel até ordem k e
for continua a k-ésima derivada em D.

i) Verifique que f € C* se e sé se f/ € Ck~1

ii) Sejam f,g € C* definidas no mesmo dominio.
Prove que f + g, fg € C*

iii) Sejam f € Cp, e g € Cp . Recorde o que devers
ser o dominio de fog e mostre que fog é de classe
C* nesse dominio.

{d=dificuldade elevada=exercicio facultativo

7) Mostre que

i) log(z +1) —logz < 2, Vz >0

ii) [senzy —senaxsg| < |z — 22|, Vay,20 €R

Vr—1<i(z-1), va>1

iii

iv) e —1<e®x, Ve >0.

i)
i)
i)
)

8) Encontre a férmula de Taylor das seguintes
fungoes, de ordem 2 pelo menos e no ponto a indicado:

1) rsenxr; a=Tm

iv) logz; a=1

vi) p(z) =23 - 322 +22—-1; a=2

i~

vii

q(z) = V& — 1; “MacLaurin”

49:271,
3z—2"

i)
ii)
iif)
)
v) tga; a=m/4
i)
i)
i)

“MacLaurin”.

viii

9) Calcule os seguintes limites:

. . tg z3
l) limg o sen 34x

1—cos 5z

H) lim, 0 sen 8z

sen (sen z)

iii) lim, o+ o )

iv) lim,_3(z — 3)72((cos(zm))? — 1)

psen (zfl)_l

V) limg 1 S —gr—g=
vi) limg o+ (22)*

(2;8)””2—

vii) limg,_,g+ e

viii) limg_yo(z + 1)%72

10) Encontre os extremos locais e monotonia das
seguintes funcoes:

D) flo) =228, o # -1
ii) g(z) = 42%V2x — 3z + 1, >0

iii) h(x) =cos®rtgm .



Ficha 7 de Exercicios de Analise Matematica 1

2012/2013

1) Escreva os primeiros termos do desenvolvimento
de Taylor das seguintes fungoes em torno do ponto 0 e
do ponto 1, se possivel:
z3 1

e W=

2) Esboce o grifico das seguintes fungdes, nos seus
dominios, em conjunto com as suas assintotas:

)
)
iii)
)
v) j(x) = log(22% + 3z + 1) .

3) ¢ Seja f : I — R uma funcao real e ¢ um ponto
no interior de I. Seja g uma funcao diferenciavel em 0,
tal que g(0) = 0 e ¢’(0) # 0. Analise os limites quanto
a sua existéncia e diferenciabilidade de f:

L Slactg(h) — f(@)

h—0 h

i Ja - 0() — (0 — g(h)
h—0 2h

Sugestao: considere a funcao f(z) = |z|.

4) & Seja f : I — R uma funcio diferencidvel em I.
Mostre que f satisfaz a condicao de Lipschitz, ie. existe
¢ >0 tal que |f(z1) — f(x2)| < ¢|lxy — wa|, V1,20 € I,
seesése |f|<cemI.

Suponha agora que a condigdo anterior é satisfeita
com 0 < ¢ < 1eque f(I) € I. Considere uma
sucessao definida por qualquer xz; € I inicial e por
Ty = f(.i?l), ey 41 = f(mn), ceee
a = lim x,,, inico elemento de I que satisfaz f(a) = a
(ou seja, existe um dnico ponto-fixo de f).

Mostre que existe

5) Demonstre a regra de I'Hospital: se f,g sdo
fungoes diferencidveis em a tais que f(a) = g(a) = 0
e ¢'(a) # 0, entdo

flz) _ '(0)

lim —=% = .
z—a g(x)  ¢'(0)

{d=dificuldade elevada=exercicio facultativo

6) Calcule os seguintes limites:

. log(++2)
1) hmz~>+oo log(5x2+sen x)

i) limg— oo ‘;—i coma>1,b>0

. 3 rx+1—x
iil) limg— oo e

iv) limg 00 V222 — 23 +

log(sin 3x)

V) hmx_>0+ log(sen z)

1

vi) O lim, o (tg (5 — )™= .

7) Quais devem ser as dimensoes de um tridngulo
isésceles de perimetro p dado e de drea maxima?

Quais devem ser as dimensoes de um cilindro de
volume V de modo que a area da sua superficie seja
minima?

8) Encontre uma primitiva de:
i) z% a#1
i) 227!
iii) vax + b, a,b constantes
iv) sen (ax)
v) cos(ax +b)

vi) sen (ax + b) cos(az + b)

1

VH) sen 2 (az)

1

an) cos?(ax)

ix) tgz

x) cotg (azx)

xi) a”

xil) G
45

xiil) 2

XiV) 222

XV)

Vaz—z2 °



Ficha 8 de Exercicios de Analise Matematica 1

2012/2013

1) Calcule:
) JVr -1+

.. 2 5
i) [ 3G + v TV VAT

x + 1 62T
R

i)

iv) [5% cos5” sen5”

v) [ cotgz log(senz)
i)

2

vi fc052 zztg

. arctg (z—1)
Vll) f 2 —2x+2

viii) f —Shlzz
: 1
IX) f zch?logzx
x) [@v4+ 8z
xi) [ere”
.. 3%

Xll) IW

xiii) f —shz

v/ 1—ch?z

2 b
: T 3
xiv) [ —=f— arcsenz

XV) fm,com |a| <1.

2) Encontre as fungées f e g que satisfazem as
condigoes dadas:

i) f'(x) = 6cos(x —

il) ¢"(x) = 5, g/(2) =0 e g(0) = 1.

Z)+cotgz e f(5)=0

3) Calcule por partes uma primitiva das funcoes:

zFlogz, k€R

{d=dificuldade elevada=exercicio facultativo

4) Utilize o método de primitivagao por partes para
deduzir férmulas para:

i) [e*® cosbz, a,beR
ii) [ e*senbx
iii) [ cos?z

iv) [senZbx

5) Encontre uma primitiva de:

i) 3z’ 44042
r+1

: ) x4+2w3+4w2+3z+1
u x3+x2+1

o 8x®434z2 —17x—11

iii) T

. 4x

IV) 2 —3x+2
4

V) 3 —12—6x

cosx
1+4sen?2x

vi)

sen x+cos r+sen 3.’1:+cos3 €T
2-+sen 2z cos?

vii) (cf. ex. anterior)

1
V—z2-2z

1
22 —52+6

viii)
ix)
X) Fa e

1
V221"

xi)

6) Primitive pelo método de substituigao, utilizando
a substituicao indicada:

) [, z=12
2

i) [oitad g3
iii) [Va?—a?, z=asent
iv) [V1+e", x=log(t—1)

v) [2vZ+3)°, 2/z+3=1

- tg2t—1
vii) tggt+5’ tgt=1.




Ficha 9 de Exercicios de Analise Matematica 1

2012/2013

1) Encontre as seguintes primitivas pelos métodos
que conhece:

) | A5
ll) ljirolsaéz
r3+z%

iii T4z

cosxsenz
3+sen x

i)
) €
v) [seny/z
vi) [ e**arcsene
i)
i)
)

iv

2
vii) [tlog(t+ 1)
viii) [coszsha

ix) [e*shz.

2) Verifique pela defini¢ao que fo r?dr = E

(sugestao: particione o intervalo em n 1ntervalos de
largura %, calcule as somas inferiores e superiores de
Darboux usando o exercicio 1.iv da ficha 1).

3)(Teoremas do valor médio para integrais) Con-
sidere as funcoes f e g definidas num intervalo limitado
[a,b], com f continua. Mostre que:

i) Existe ¢ €]a, b] tal que f; f(x)dx = f(e)(b—a)
(sugestao: teorema de Lagrange).

ii) ¢ Se g é integravel e ndo muda de sinal, entao
existe ¢ € [a, b] tal que

/a ' fa)ge)da = (0 / @)z

4) Calcule:

2
¢ logl
/ oglogz .
. x

Jr
/ 23sen z? dx
0

T
/ 7* cosm* dx
1

ii)

iii)

{d=dificuldade elevada=exercicio facultativo

iv)
/ fsen3s COS3T cos 3z d:z:

Vsen 3z

1
arctg s
lim / g2 ds
z—+00 log 1 1+ s

vi) (aviso: ndo precisa primitivar)

I tgw_]_
mir{)lJr ff t2 q¢

vii)
log(1+2) gen2s
f =r—=2ds

X

m 2
z—0+  log“(z 4+ 1)

5) & Considere a primeira substituicdo de Euler

(a>0):
var? +bx +c=+Var+t

e utilize-a para calcular os seguintes integrais:

fo mdx

1 1
i) [, N

6) Mostre que, fazendo tgx = t, resulta

9 1 9 t? dz 1
COS™" ¥ = ———= sen"r = ——, - = .
14t2’ 14¢2 dt  1+¢2

Agora encontre as seguintes primitivas:

i) [tgix
i) [ e

lll) f senl4:v
2

2sen z—cos’ x
cos?x—cos2 x

iv)
7) Calcule a drea das seguintes regides do plano:
i) A={(z,y): 20-2<y<3—(z—-1)%}
i) B={(z,y): ze®” <y<e® A z>—1}

iii) ¢ ={(z,y):

zy>0Alogr <y < ;i} A(y—1)(z—2) < 1}.




Departamento de Matematica da Universidade de Evora

1* teste de avaliacao continua de

Analise Matematica I

20 de Marco de 2013 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. Encontre o interior, a fronteira, o supremo, o infimo, o méximo e o minimo dos subconjuntos
de R

n ‘n+1

i)X:U]Hl( z )" i)Y = {v/n: neN}L

n=1

2. Sejax > 0.

i) Prove que z < z(1+ )", ¥n € N.
ii) agora aplique o método de inducdo para ver que 1 +nz < (1+ )", Vn € N.

iii) conclua que %log2 <log(1+ %), Vn € N.

3. i) Prove pela defini¢ao que
2n + (—1)"

— 2.
n+ 2

ii) Sejam (an)nen, (bn)nen duas sucessoes convergentes, a,, — a, b, — b. Demonstre

pela definicao que a, + b, — a + b.

4. Encontre o limite das seguintes sucessoes:

1 \"v e
znz>

D wp = vVn2—1—+/n(n+1) i) 2, =n?—(n+1)3 i) y, = <1—
e () (e ) (161,

5. Considere a sucessao definida por recorréncia

3yn + 7

1 y  Yn+1 10

Mostre que é convergente. Com certo limite.



Departamento de Matematica da Universidade de Evora

2° teste de avaliagao continua de

Analise Matematica 1

24 de Abril de 2013 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. Calcule a soma das seguintes séries se possivel:

I i) Y Wn+l-"Vn+2.

n>2 n>3

2. Deduza, justificando, a natureza das seguintes séries:

| 3?1\ T w5
i) Z(m) ii) Zsenﬁ iii) Z(—l) 7

n>1 n>1 n>1

3. Diga se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes, justificando:

i) Se |f(x)| é uma funcado continua em = = 0, entao f(z) é continua em = =0
ii) Se g é uma func@o continua num intervalo qualquer, entdo sup g = maxg
h(x)

iii) Se h ¢ uma funcao limitada, entao lim; o — - = 0.

4. Encontre os seguintes limites (sem recorrer ao célculo diferenciall):

oo 2=V +38 o . sen (e —1) 1 2t 1\
i) lim ———— i) lim —————~= iii) lim
20 x =0  Tsen?x r—s—oco\ at

5. Seja f(x) uma fungao diferencidvel em a e positiva. Prove pela definicao que

(V79)._. = 37t

6. i) Desenhe um tridngulo equildtero e deduza os valores de:
s 1 T T T
sen 3 arcsen B COS — tg — cotg — .

3 3 3

ii) Demonstre a férmula: 2 cos? z — v/3sen (2z) = 4cosz cos(z + §), Vz € R.



Departamento de Matematica da Universidade de Evora
3° teste de avaliagao continua de

Analise Matematica 1

22 de Maio de 2013 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. Calcule o(s) valor(es) de A de modo que f: R — R seja continua:

322 +24+ X2 <A

2 2
ze® =de

— T>A

fz) =

2. Seja f uma funcdo real de classe C? tal que f(a) =1, f'(a) =0, f"(a) = 3.

i) Calcule
(f(2))* = (f(a)®

lim 5

z—a (x —a)

ii) Determine um polinémio que satisfaca as condigoes da fungao f com a = 1.

w

. Diga se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes, justificando:

i) Se f é uma funcdo continua em z, entdo f2? é diferencidvel em z.

ii) Se g(x) é uma funcdo continua e crescente em R, entdo a funcio g(e?’ — 2! +1)

tem um maximo no ponto 0.

—~

. Demonstre a desigualdade para qualquer § < x < 3:

1 T
tgr—1s< cost(x_Z) )

5. Encontre os seguintes limites:
. .. e%sen’zy — 2 .. ) e "
i) lim ———— i) lim —m .
z—0 er” —1 z—too 5 —arctgax

6. i) Encontre o desenvolvimento de MacLaurin de u(z) = 1=

ii) Estude a fungao v(z) = fj}}

(apresente os zeros, os extremos relativos, a monotonia e as assintotas).




Departamento de Matematica da Universidade de Evora

4° teste de avaliacao continua de

Analise Matematica 1

12 chamada - 31 de Maio de 2013 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. Calcule as seguintes primitivas:
i)

2
/ ze®

/51:3—2$2+4x-|—1
r+1

ii)

dx

2. Calcule os seguintes limites:
i)
tee L
/ 7( dz = lim ——dx
1

x+1)2 L-+oo Jo (x+1)2
ii)
% e ds
li Jo €45
z—0+ x

3. Mostre a seguinte igualdade

1 1+v2
/ (1+\/2:c)"d:c:/ t"(t—1)dt.
0 1
Agora calcule o limite da sucessao

n ! 3z
xn:(1+\/§)”/0(1+ 2z)" dx

(se necessitar, abrevie a notacdo escrevendo K = 1 + /2).

4. Calcule a area da seguinte regiao plana

D={(z,y) eERxR: z+2<y<4—2°}.



Departamento de Matematica da Universidade de Evora

2% Chamada do 4° Teste de Avaliacao Continua e Exame de

Analise Matematica 1

18 de Junho de 2013 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

Nota sobre o 4° Teste: Este compreende apenas os exercicios da parte II e a solugao devera ser entregue
numa folha de teste separada, feita no tempo de 2/3 da prova de exame; se o aluno deixar passar essa

hora sem entregar, qualifica-se automatica e exclusivamente para a avaliacdo em exame.

Parte 1
I.1. Considere os conjuntos de nimeros reais
1 1
A={z: |z —=3|> |z -1} B={z:——<z<2--,Vn>1}.
n n

i) Descreva A e B na forma de intervalos

ii) Determine o infimo, o supremo, o minimo, o méximo, o interior e a fronteira de A
ou de B (ou dos dois).

1.2. Sao dadas sucessoes reais (Zn)nen € (Yn)nen, convergentes, com x,, — a € y, — b.
Diga se sao verdadeiras as seguintes afirmacoes, justificando convenientemente:
i) Sea=0eb=0, entdo z,y, — 0
ii) E impossivel ter a =1, b=1¢ (z,/yn)" — 3

iii) E impossivel ter z,, crescente, com valores em [0,1] e limz, =a < 1.

1.3. Calcule os limites das seguintes sucessoes:

_Vn—vom
V+yn

2

1 2\"

nunzgn(”+ ) i) vy =145 245"+ 4572 i) wy,
n

I.4. Diga qual a natureza da convergéncia das seguintes séries:

, 2"(3" + n? .. A n?—=2\"
) I 0 e ()



I1.1.

I1.2.

I11.3.

11.4.

I11.5.

Parte I1

Considere as fungoes

g(x) =a*

i) Mostre que g(x) > 0 no seu dominio D,

—%—logm e flz)=g(x)* = (2*

2

—— —logx

(sugestao: indique Dy, estude a monotonia e o(s) minimo(s) de g)

Indique o dominio Dy e os zeros de f

)
)
iv) Calcule lim,_,q f(x)
) Calcule (logg)'(1)
)

(sugestao: recorde a féormula de Taylor de resto de ordem 1).

Calcule
. . e2sen 12 B
i) lim ——— ii)
=0t xlog
Calcule a primitiva seguinte:

/x2arc tgx .

Calcule o integral

"‘H\:

Seja A(Rpr) a drea da seguinte regiao plana

RM:{(m,y)eRxR: >0 A MQ—%§y<M2

A(Rpr)

Calcule lim =3 quando M — +o00.

Determine a recta tangente ao gréfico de f no ponto (1

Mostre que e** > \/ex, Yz € R (pode assumir a alinea i)

1
2

)

arcsen (yseny)

/ cosvzdx .
0

y—0 arcsen (sen 2(3y))

)"



Departamento de Matematica da Universidade de Evora

Exame de recurso de

Analise Matematica 1

1 de Julho de 2013 Cursos de CTA, EC, EER, EG, EI e EM

1. Considere o conjunto de ntimeros reais
A={z: 22 < |22 —18| A z#3}.

Escreva. A na forma de intervalo; depois determine o infimo, o supremo, o minimo, o

maximo, o interior e a fronteira de A.

2. E dada uma sucessio (zn)nen tal que z, — 5. Demonstre rigorosamente que se pode

afirmar que:

i) a partir de certa ordem, 4 < z,, < 6

ii) (tendo em conta alinea anterior) x2 — 25.

3. Calcule os limites das seguintes sucessoes:

) = <n2+x/§n+\/ﬁ>” . \f (\/§>2+m+<\/§)”

n? +8

4. Coloque por ordem crescente, justificando, os limites anteriores, isto é, os niimeros
V2
2442, V%, 27%

(sugestao: use a férmula de MacLaurin de e”).



5. i) Estude a monotonia da seguinte sucessao definida por recorréncia

3a, + 8
11

pil = a; =2

ii) Estude a convergéncia simples das seguintes séries:

S

n>1

6. Considere a fungao

esenw _

flz) = 1 —cos?x
i) Indique o dominio Dy de f
ii) Estude a variagao do sinal dos valores de f no intervalo [0 2r)N D f
(sugestao: faca uma tabela, analisando os intervalos 0 — 5 — 7 — 3T 27)
iii) Calcule lim,_, - f(x)

2

~—

iv) Seja x €]0, 5[, = = arcsent. Encontre cos

dJ;(tr)(%) = (foarcsent)'(3).

x em funcao de t e, depois, calcule

7. Calcule

o tg(a? 4+ -1 o 1 — arccos(y sen y)

i) lim ———— i) lim .
a—0t  3zsenw y—0 1 — arccos(sen 2(3y))

8. Calcule a primitiva seguinte

/cos{*/%.

9. Seja A(Rys) a area da seguinte regiao plana

M? 2z M? 422
= RxR: > - _ == _ )
Ry {(m,y)e X z>0 A 1 M_y_ 1 MQ}

A(Rpr)
M

Calcule limps— 4o



