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A Matemdtica € como um jogo de zadrez: bela, emotiva,
complexa e cheia de estratégia. A grande diferenca € que o
zadrez tem um numero finito de regras”

Fernando Carapau






Prefacio

Este livro tem como objectivo auxiliar o estudo sobre primitivas dos alunos do en-
sino universitario e politécnico, na drea das ciéncias exactas. Ao longo do texto, os
contetidos tedricos, de extrema relevancia, serao apresentados sem os demonstrar,
remetendo tais demonstragoes para a bibliografia, dando assim mais importancia
a resolucao de exercicios sobre primitivas. Pretende-se que tais resolugoes tenham
principio, meio e fim contribuindo assim para que o leitor adquira uma estratégia
logica e uma forma apurada de pensar sobre a forma de obter a resolucao de uma
primitiva. E claro que, para adquirir tal capacidade de analise, o leitor tem que ter
uma solida formacao de base na area da Matemadtica. Mas, nao basta ter apenas
uma sélida formacao de base é necessario mais, por exemplo: é necessario um estudo
diario apaixonado, consultar diferentes bibliografias, refinar a capacidade de anéalise
e estratégia de accao, resolver exercicios por iniciativa prépria, estudar em grupo
e claro nao deixar o estudo para a véspera dos testes. Ao longo do texto apresen-
tado os assuntos a estudar, sdo sempre que possivel, abordados de forma informal,
pretendendo-se assim uma leitura alegre e nao de obrigacao, contribuindo, desta
forma, para uma assimilagao positiva dos conceitos propostos.

Quero terminar expressando a minha gratidao aos colegas que, ao executar o
trabalho de Referee, permitiram a melhoria desde livro didactico.

Evora, 1 de Setembro de 2012
Fernando Carapau
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Capitulo 1

Primitivas Imediatas

A Matemdtica € como um moinho de café que mdi admi-
ravelmente o que se lhe dd para moer, mas nao devolve outra
coisa sendo o que se lhe deu”

Faraday

Neste capitulo vamos apresentar alguns exercicios sobre primitivas imediatas (ou
quase imediatas). Para o leitor perceber as resolugoes que se seguem é conveniente
que tenha presente a nocao de primitiva, suas propriedades, regras de derivacao assim
como alguns conceitos usuais da matematica. Estas nogoes, conceitos e propriedades
- fruto do estudo didrio do aluno - s@o importantes para perceber o que se segue.

1.1 Primitivas imediatas
De forma informal para obter uma primitiva de uma funcao f num dado intervalo
I temos que encontrar algures na nossa mente uma funcao F' tal que a sua derivada

seja igual a funcao f no intervalo I. Em termos formais temos a seguinte definicao:

Definigao 1.1 Seja f : I C R — R uma fun¢do real de varidvel real. Chama-se
primitiva de f em I a qualquer fungdo F : I C R — R derivdvel, tal que

—(F(z)) = f(z), Vz € 1.
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Diz-se que f € primitivdvel em I quando f admite pelo menos uma primitiva em 1.
E usual representar-se uma primitiva de f, por

PU@D=H@0u/ﬂ@M=F@)

Observagao 1.1 Como consequéncia da Definicao 1.1 temos

fa) = (@) = L (Ps)) = P(L (1))

ou

Ao longo do livro vamos usar para primitiva o simbolo |

Propriedade 1.1 Seja f: I C R — R uma funcdo real de varidvel real:

(i) Se F' € uma primitiva de f, entao F+c, em que ¢ é uma constante real arbitrdria,
ainda € uma primitiva de f;

(it) Se Fi, Fy sao primitivas de f, entao Fy e Fy diferem de uma constante real.
Demonstragao: Consultar bibliografia. &

Propriedade 1.2 Sejam f,g : I C R — R duas fungoes primitiviveis. Entdo,
temos:

/af(;v)dx _ oz/f(:c)d:n, Va € R

€

/(f(x) —I—g(az))da: = /f(a:)dﬂc+/g(x)d1:.
Demonstragao: Consultar bibliografia. o
Propriedade 1.3 Sejam f1, fo, -+, fn funcdes reais de varidvel real primitivdveis
e ainda a1, o, - ,a, constantes reais arbitrdrias. Entdo,

/(alfl(:c)+~-+anfn(ac))dx:al/fl(x)dx—i--~+Ozn/fn(a:)dx.

Demonstragao: Consultar bibliografia. o
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1.2 Exercicios sobre primitivas imediatas

De seguida vamos apresentar um conjunto de exercicios sobre primitivas imedi-
atas (ou quase imediatas) tendo o cuidado de deduzir algumas primitivas imediatas
necessarias para as resolucgoes que se seguem.

Exercicio 1.1 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/(Q:U +1)%d. (1.1)

Resolugao: O nosso objectivo é encontrar algures no universo das fungoes uma
fungao F(x) tal que a sua derivada seja igual a (2x + 1), i.e.

d

%(F(aﬁ)) =2z +1)%

Tendo em conta a definicio de primitiva, suas propriedades e a derivada da poténcial

d d
el Ma — Ma_lf M
dx ( ) « dx ( )’
temos ao aplicar a primitivacdo na igualdade anterior?:

d MB+1

— (M)MPdx = Ve e R ~1. 1.2
[ 0P = e e R, B2 (12)

Agora, ao identificar em (1.1) M = 2z + 1 e 8 = 2 temos que a parte esquerda
da expressao (1.2) é verificada desde que a derivada de M em ordem a z 14 esteja.
Tendo em conta que

é uma constante, temos>:

1
/(2:13 +1)%dx = 2/2(2:U +1)%da,

Ao longo do nosso estudo M é uma funcdo em x derivdvel com dominio e contradominio
adequados.

2Para simplificar consideramos 8 = a — 1 e, assim, a = 8 + 1.

3Para fazer aparecer na parte esquerda da expressio (1.2) a derivada de M em ordem a z,
i.e. a constante 2, temos que multiplicar e dividir a nossa expressao por 2 para, assim, verificar a
igualdade em causa.
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e pela expressao (1.2), vem

F(z) = /(29@ +1)%dx = ;/z(zn +1)%da
1(2z+1)3

= 5#4‘6, VCGR.*

Observagao 1.2 De sequida vamos apresentar uma interpretacao grdfica do resul-
tado anterior, i.e. da funcao

1(2z +1)3
F(x):2(x;_)+c, VeeR

para diferentes valores da constante ¢ € R, ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Interpretagio geométrica da funcio F(z) para diferentes valores da constante c € R.

Observagao 1.3 Quando no cdlculo de / f(x)dx usamos a designagao familia da primitiva

estamos a pensar em todas as fungoes F(x) tais que

d
T (F@) = f(@)

E, por esse motivo temos que acrescentar ao resultado final uma constante real
arbitrdria, ver condi¢do (i) na Propriedade 1.1.
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Exercicio 1.2 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/sin(bx)dx, Vb € R\{0}. (1.3)

Resolugao: Dada uma constante real arbitraria b # 0, o nosso objectivo é encontrar
uma funcdo F(z) tal que a sua derivada seja igual a sin(bxr). Tendo em conta a
derivada da funcao trigonométrica cos(M), i.e.

d d
—(cos(M)) = —— (M) sin(M
2 (eos(an)) = & (arysinar),
a definigdo de primitiva e suas propriedades, temos ao aplicar a primitivagdo (na
igualdade anterior):

d
/ d—(M)szn(M)da: = —cos(M) + ¢, Ve e R. (1.4)
T
Ao identificar em (1.3) M = bx a parte esquerda da expressao (1.4) é verificada
desde que a derivada de M em ordem a x 14 esteja. Ora, como

d
2z (M) =0
temos

1
F(z) = /sin(bx)daz = b/bsin(bx)daz
1
= —gcos(bx) +c¢, VeeR. g

Observagao 1.4 Podemos confirmar o resultado anterior da sequinte forma: derivo
o resultado, i.e. a func¢do F(x) = —%cos(bx) + ¢ e temos que ir obter a funcdo que
estou a primitivar, i.e. a fun¢ao f(x) = sin(bx). Neste caso concreto o resultado é
vdlido pois

d d

(F(z)) = %( - %cos(bx) + ¢) = sin(bz).

dx

Exercicio 1.3 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

arctg(z/2)
/wdw. (1.5)
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Resolugao: O nosso objectivo é encontrar algures na nossa mente uma funcao F'(x)
tal que a sua derivada seja igual a

arctg(z/2)
4422

Usando o saber acumulado e a visao mental apurada do leitor, adquirido ao longe
do estudo solitario, podemos obter da expressao (1.5) a seguinte simplificagao:

B arctg(xz/2) , 1 1
F(zx) = /de— 4/H(ac/2)2arctg(a:/2)da:. (1.6)

De seguida vamos considerar a derivada* da funcdo trigonométrica inversa arctg(N),
ie. N
arctg(N)) = ———
e vamos considerar ainda a primitiva imediata (1.2).
Para aplicar a expressao (1.2) com M = arctg(x/2) e f = 1 temos que ter na
expressao (1.6) a derivada de M, i.e.

y_ 12
14 (2/2)%

Ora, para tal basta introduzir a constante 1/2, e para manter a igualdade temos que
multiplicar a mesma expressao por 2. Entao, ao aplicar a primitiva imediata (1.2):

F(x) = /arctg(a:/Q)dx: 2/1:/22arctg(x/2)dx

4+ 22 4 (z/2)
1 arctg®(z/2
2‘”692W+c, VeeR. &

Exercicio 1.4 Partindo do principio que o leitor sabe jogar zadrez considere a
sequinte posi¢ao (ver Figura 1.2) de um jogo de zadrez. Qual serd a sequéncia
de lances das pecas brancas com o objectivo de vencer o jogo?

Resolugao: O leitor deve estar a pensar:

Que raio, o que € que isto tem a ver com a Matemdtica em geral?

4Seja N uma funcdo em x derivivel com dominio e contradominio adequados e para simplificar

d
a notacdo vamos considerar o (N)=N".
x
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A:l H A:
g2 &

Figura 1.2: Uma posigao simpética de um jogo de xadrez.

Para as pecgas brancas vencerem o jogo o jogador tem que analisar a posicao
em causa e como consequéncia dessa analise definir uma estratégia de accao. Essa
estratégia sé é possivel se o jogador dominar as regras e os conceitos basicos do
xadrez, o resto é pura imaginacao mental e capacidade de andlise. O sucesso ou nao,
da resolugao do nosso problema, estd intimamente relacionado com a estratégia a
seguir. Portanto, o jogador tem que colocar em acc¢ao toda a sua imaginacao criativa
e a sua capacidade de andlise com o objectivo de escolher a estratégia mais adequada.
Esse é o problema de fundo: conduzir a mente humana a escolher a estratégia mais
adequada com vista um determinado fim.

Ora, a matematica em geral funciona de forma analoga. Se o leitor dominar as
ideias, propriedades e os conceitos bésicos de um determinado assunto pode elaborar,
depois de analisar um dado problema, uma estratégia com o objectivo de tentar
esclarecer o mesmo. Para tal, é muito importante o seu passado acumulado sobre o
assunto, a sua capacidade de andlise e a sua imaginagao criativa. Mas novamente, o
problema é saber conduzir a mente humana a optar pela estratégia mais adequada.

Ja agora a solugao deste problema de xadrez é a seguinte: o lance imortal das
pecas brancas é 1.Bf7. Como consequéncia, as pecas pretas estao sem contra jogo e
sob a ameaca de xeque-mate, com Dama branca em h7 e em g8, o qual nao podem
evitar: (i) se 1....Txf7 2.Dg8~++, (ii) se 1....Bxf7 2.Dh7++, (iii) para qualquer lance
das pegas pretas diferente dos anteriores 2.Dh7+4+. g
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Exercicio 1.5 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

x
——dx. 1.7
/ V2z? +6 .7
Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma func¢ao F'(x) tal que a sua derivada

seja igual a
x

V21246

Ao reescrever a expressao (1.7) na forma

/\/Q;ﬁdx:/aj@f%—(i)

e olhando para a expressao anterior de uma forma atenta podemos concluir que a
resolu¢ao do nosso problema é uma aplicacao directa da expressao (1.2) com M =
222 + 6 e B = —1/2. Para aplicar (1.2) na nossa resolucio temos que ter a derivada
de M (i.e. M’ = 4x) em (1.8). Para tal basta multiplicar e dividir o lado direito
da igualdade, na expressao (1.8), pela constante 4, pois o factor z ja se encontra na
funcao a primitivar. Finalmente, usando a primitiva imediata (1.2), vem:

24y, (1.8)

—1/2

F(x) = 20° +6) dx

/xd:z—/:c(
V222 4+ 6 B
1 (222 +6)"

1 _
= 4/4x(2x2+6) I/dezii—i—c, VeeR

1/2
1
= 5\/2x2+6—|—c, VeeR. g

Observagao 1.5 Na resolucao deste exercicio podiamos simplesmente ter usado a
primitiva imediata®

M/
—————dx = VM + ¢, Ve € R.
n‘"/Mnfl

Exercicio 1.6 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/ @) 4o, (1.9)

X

e indique um intervalo onde seja possivel tal primitivagao.

M’

5 . . . , . . n o
Esta primitiva imediata estd relacionada com a derivada ( % M) = T
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Resolugao: Em primeiro lugar o nosso objectivo é encontrar uma fungao F(z) tal
que a sua derivada seja igual a
In(x)
s

Olhando para (1.9) de uma forma carinhosa e com o encanto das sereias podemos
concluir que a resolugao do nosso problema é uma aplicacao directa da expressao
(1.2). Considerando a igualdade

/ln:(cx)dx _/916 In(z)dz,

podemos aplicar a expressao (1.2) com M = In(z) e f = 1 de forma directa visto
que a derivada de M em ordem a z j& estd identificada na igualdade anterior. Sendo

assim, temos
In(x) 1
F = de= [ =1 d

l2
= n2(:p + ¢, Ve eR.

Para responder a segunda parte do exercicio basta identificar o dominio da fungao
F(z). Ora,
Dp = {:BER; x>0} :]0,—1—00[.

E, assim, o desenvolvimento anterior é vélido para Va € }0, 400 [ Y

Exercicio 1.7 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

| e

Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma funcao F'(x) algures, ndo sei onde,
tal que a sua derivada seja igual a

1

sin(z)cos(x)
Tendo em conta a férmula fundamental da trigonometria, i.e.

sin?(z) + cos*(z) = 1,
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temos

[t = [Taan
[ [ 10

Recorrendo a seguinte regra de derivagao

M/
In(M)) = —
() =2
temos a primitiva imediata
M/
/de:ln|M +c¢, Ve eR, (1.11)

que ¢é valida desde que M # 0.
Aplicando o resultado anterior & parte direita da expressao (1.10) e tendo em
conta as propriedades da funcao logaritmo, nomeadamente
b

ln(g) = In(b) — In(a), Ya,b € RT

temos:

F(z) = /de: —/%dw—i—/iiéi?dm

= —lIn|cos(z)| + In|sin(z)| + ¢, Yc € R
ln’sm(ac)
cos(x)

= Inltg(z)| + ¢, Yc e R.

|+¢, VeeR

O pensamento brilhante nesta resolucao foi de facto a aplicacao da férmula funda-
mental da trigonometria. g,

Exercicio 1.8 Determine o intervalo I C R e uma fungdo f : I — R, tal que

f'(x) =z +e*, com f(1) =1, f(0) = 2.



Primitivas Imediatas 11

Resolugao: Tendo em conta a definicdo de primitiva, temos

[ F@ia = @)

f(x) :/(13+€2x)d$:/$d$+/62$d$.

Para determinar a primitiva
/ xdx

basta aplicar a expressao (1.2) com M =z e = 1 visto que a derivada de M em
ordem a x, que neste caso é a constante 1, ja se encontra na fungao a primitivar.
Para determinar a segunda primitiva, i.e.

/eQxd$ (1.12)

basta ter em conta a seguinte regra de derivacao

E, assim

(eM)/ _ MleM
e, como consequéncia, a primitiva imediata
/M'ede—eM—i—c, Ve e R. (1.13)

Para aplicar o resultado anterior em (1.12) basta identificar M = 2z. E, como
M’ = 2, temos que multiplicar e dividir pela constante 2.
Finalmente, pela descricao anterior, temos

flz) = /(m+e2‘”)dm:/xdx+/62zdx
2

2 1 1
_ x2+2/2621’dx:a;+262x+c, Ve € R.

Mas o nosso objectivo principal é determinar a funcao f(x). Aplicando nova-
mente a definicdo de primitiva, mas agora & 1* derivada da funcao f, temos

[ F@ys = fa),
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E, assim

2 1, 1 [, 1 [ o
flz) = (E—i-ie +c)d3::5 :ndx+§ e“tdr + | cdx.

Pelos mesmos argumentos que usamos para os calculos anteriores e tendo em conta
que a primitiva da funcao constante ¢ é dada pela fungao cx (pois a derivada de cx

1 1
flz) = 2/x2d:v+4/262xd:v+/cdx

3

1
- %—er%—kcx%—k, Ve, k € R.

é igual a ¢), vem

De seguida vamos determinar as constantes ¢ e k usando as condicoes dadas no
enunciado do problema, i.e.

E, assim, temos:
2

1 e
f(l)—1<:>6+z+c+k—1,

1

Ao resolver o sistema anterior, vem

3 2
T 1,5, 3 2 e
¢ T2 Tt 3T
e o intervalo I onde o desenvolvimento anterior é vélido coincide com o dominio da
funcao f(x), i.e.
I=D;=R. 4

Exercicio 1.9 Determine a primitiva da funcdio f(x) = sin?(x)cos(z), cujo grdfico
passa pelo ponto (/2,0).
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Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma funcao F'(z) primitiva de f(z) cujo
grafico passa pelo ponto (7/2,0), i.e. F(mw/2) = 0. Em primeiro lugar temos que
determinar a primitiva da fungao f(z). Depois de um olhar atrevido ao som de uma
musica tipo Original of the Species é facil perceber que o cdlculo da primitiva da
fungao f(x) é uma aplicacao directa da expressao (1.2) com M = sin(z) e f = 2
visto que a derivada de M em ordem a x ja se encontra na funcao a primitivar.

E, assim

F(z) = /sinQ(x)cos(:n)dx

-3
= ‘”"3@)“, Ve € R.

Para terminar a resolugao do nosso problema basta determinar a constante c tal que
F(n/2) =0. Como

F(7r/2):0<:>(8m(7r/2))3+c:0<:>;+c:0,

3
resulta ¢ = —1/3. A resposta ao nosso problema é dada pela funcao
sind(z) 1
F(x) = - -
(z) 3 3

Observagao 1.6 De uma maneira geral os alunos nao percebem porque motivo €
que o nimero irracional® 7 (que aparece no exercicio anterior) tem a sequinte aprox-
1Macao
m =~ 3.141592653.....

E incrivel como um problema tao simples como o de dividir o perimetro de um circulo
pelo seu diametro tem ao longo dos tempos despertado tanto romantismo, pairao,
mistério e intriga. O mais antigo registo (conhecido como Papiro de Rhind) que
se conhece desta razdo data do ano 1650 a.C. e foi escrito por um escriba egipcio
de nome Ahmes. FEste registo implica que m = 256/81, ou seja, m ~ 3,16049... o
que € uma aproximac¢ao notdvel para a época. Actualmente, os irmaos Chudnovsky
calcularam o valor de ™ com oito mil milhoes de digitos, num super computador
idealizado e construido pelos préprios, para mais informagdao consultar Blatner [3].

Exercicio 1.10 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/0033(a:p)dx, Va € R\{0}. (1.14)

5Todo o nimero irracional é caracterizado através de uma dizima infinita ndo periédica.
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Resolugao: Dada uma constante real arbitraria a # 0, o nosso objectivo é encontrar
uma funcao F'(z), algures no Pais das Maravilhas, tal que a sua derivada seja igual
a

cos>(azx).

Ao som de uma mdusica tipo Electrical Storm podemos perceber que basta fazer
um pequeno desdobramento na expressao (1.14) para poder usar a férmula funda-
mental da trigonometria

sin?(y) + cos®(y) = 1

e, assim, resolver o problema. Ora, ao som de Even Better than the Real Thing,
obtém-se

Flz) = / cos’(az)dz = / cos(az)cos?(az)dz
_ / cos(ar) (1~ sin®(az) ) d
= /cos(am)da:—/cos(ax)sinQ(aa:)da:.

A segunda primitiva é uma aplicacdo da expressdao (1.2) com M = sin(ax)

e f = 2. Para determinar a primeira primitiva basta ter em conta a primitiva
imediata’

/M'cos(M)d:B = sin(M) + ¢, Ve e R. (1.15)

Entao, usando de forma apropriada a constante real a # 0, vem:

Fla) = / cos(az)dz — / cos(az)sin2(az)dz

= 1/@ cos(ax)dx — 1/@ cos(ax)sin®(ax)dx
a a

1 1 sin?(ax)
— s _ oI L e VYeeR.
asm(ax) p— +c, VeeR g

Exercicio 1.11 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/ 1% (@) da.

TA expressio em causa resulta da definicio de primitiva e da seguinte regra de derivacio
(sin(M))/ = M'cos(M).
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Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma fungao F'(x) tal que a sua derivada
seja igual a

tg®(x).

Neste exercicio concreto convém relembrar que tg?(z) = sec?(x) — 1, e ja agora
para futuras aplicacoes: cotg?(xz) = cosec?(xz) — 1. Sendo assim, ao som de If God
Will Send His Angels, temos

Flz) = / 1’ (2)dz = / tg(x)tg? (x)dz
_ / tg(x) (sec*(@) — 1) da
_ / tg(a)sec(z)dx — / tg(x)da.

Tendo em conta que

sin(M)

(t9(d))" = M'sec’(M) e tg(M) = 05

usando as primitivas imediatas (1.2) e (1.11), de forma apropriada, temos:

—sin(x)

F(z) = /tg(x)secZ(x)dx—l-/

o2
= gz(:z) + In|cos(x)| + ¢, Ve € R.

cos(x)

Exercicio 1.12 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:
in(2
/sm( x) .
cos(x)

Resolucao: Tendo em conta a igualdade® sin(2z) = 2sin(x)cos(z) e a primitiva
imediata (1.4), obtém-se:

/sci:S((Q:g)d:U _ /de = 2/sin(:z:)d:c

= —2cos(z)+c, VeeR. g

8No caso do coseno temos cos(2z) = cos®(x) — sin’(x).
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Exercicio 1.13 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

1
/xln(a:)dx' (1.16)

Resolugao: Com um olhar imaginativo tipo Where the Wild Roses Grow podemos
reescrever a primitiva (1.16) da seguinte forma:

/ xznl(x)dwz / zi{i)dx‘

Ao usar a primitiva imediata (1.11) com M = In(zx), vem:

/ xlnl(x)dm - / zi{i)dg”

= In|lin(z)| +c, Vee R. &

Exercicio 1.14 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

3z
/ o 2d:v.

Resolugao: O objectivo é encontrar uma funcao F(x) tal que a sua derivada seja
igual a

3z
x2 -2

Usando a primitiva imediata (1.11) de forma apropriada com M = x? —2, temos:

/ 3z dr = 3/ 2z dzx
x2 -2 2] x2-2

3
= 5ln|x2 —2|+¢ VeeR g

Exercicio 1.15 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/ Sin(e) 4 (1.17)

cos?(x)

Resolugao: A resolugao do exercicio é uma aplicagao directa da primitiva imediata
(1.2). Ao reescrever (1.17) de forma apropriada

/ sin() ,_ /Sm(az)cos_2($)dm

cos?(x)
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com M = cos(z) e f = —2 temos ao aplicar a expressao (1.2):
/ sin(z) dx = —/ (- sin(z))cos ?(z)dx
cos?(x)

1
= R.
cos(2) +c, VeeR. g

Exercicio 1.16 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

[ 2

Resolugao: Ora, ao enfrentar o problema em causa com um olhar meigo, doce e
superficial podemos verificar que:

Usando a expressao (1.2) com M =z e f = 3/2 (é de notar que a derivada de
M = z j& se encontra na fungao a primitivar), obtemos

2 5/2
/%dw = /m?’/de::gW—i—c,VcER
2
= 5\/?5+c,vceua<.,,

Exercicio 1.17 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

1

Resolugao: A ideia para a resolucao deste exercicio é usar a primitiva imediata
(1.11) e a primitiva imediata®

M/

de =arctg(M) + ¢, Ve € R. (1.18)

9A expressio em causa resulta da definicio de primitiva e da seguinte regra de derivacio
(arctg(M))/: M

1+M2
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Como consequéncia, temos:
/ z+1 / r—a+oa+ 1d
————dx
(z — ) +ﬂ2 (z —a)*+p5°

1/ (r — ) _2—o) +1/ a+1 dx
2) (z—a)+ B2 32 (az—a)2+1

= ol —ap+ g+ L [
(T) +1
= ln|(1’—a)2+ﬁ2_{_a;larctg(xl;a)—kc, Ve e R. g

Exercicio 1.18 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/ zcos(z?)da.

Resolugao: A resolucdo deste exercicio é uma aplicacdo da primitiva imediata
(1.15). Ao identificar M = 22, temos M’ = 2x e assim:

1
/xcos(a:Q)da: = 2/2xcos(x2)dx

1
= Qsin(mQ) +c¢, VeeR.

Exercicio 1.19 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:
/sin(Bx)eCOS(?’:U)dx.

Resolugao: Usando a primitiva imediata (1.13) com M = cos(3z) vem M’ =
—3sin(3z). Entao,

/sin(?)m)ecos(gx)dx = —;/(—SSin(Bx)ecos(?’x))dm

= _%6605(31‘) +c, VeeR. g

Exercicio 1.20 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/3a:e3xzdac.
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Resolugao: Usando a primitiva imediata (1.13) com M = —3z% vem M’ = —6u.
Entao,
—3x2 1 —3z2
3ze dr = —3 —6xe dx
1 _3.1,2
= —3€ +c VeeR g

Exercicio 1.21 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/7r2xdx. (1.19)

Resolugao: Tendo em conta a seguinte regra de derivacao
d  u d M
— (") =—(M)a"In(a), a>0
temos a seguinte primitiva imediata

/M’aMln(a)dx =aM ¢ VeeR. (1.20)

Entao, usando a primitiva imediata (1.20) com M = 2z e a = 7 em (1.19),
obtém-se

1
2z — ) 2x
/7r dx 2ln(7r)/ 7 In(m)dx

1 2
prm— z v ]R-
2ln(7r)7r +c, VeeR. g

Exercicio 1.22 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:
/ V3z + 1dx. (1.21)

Resolugao: A magia é passar a raiz a expoente racional e o resultado é uma
aplicagao directa da primitiva imediata (1.2). Sendo assim ao identificar em (1.21)
M =3x+1ef=1/3, temos:

/\3/3x+1dx — /(3:1:+1)1/3dx:;/3(3$+1)1/3dx

_ %(33:4—1)4/3—1—6, VeeR. g
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Exercicio 1.23 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/COSQ(x)dm.

Resolucao: Para resolver esta primitiva basta ter em conta a relacao'®

cos®(x) = %(1 + cos(2z))

e a primitiva imediata (1.15). Entao, tendo em conta o que foi dito anteriormente e
que a primitiva de 1 é x, vem:

/0052(x)dx - /;(Hcos(zx))dx _ ;/(1+005(2x))da:

1

1 1 1
2/ d:c+2/cos( x)dx 2x+4/ cos(2z)dx

1 1
= ST+ 131’71(2:6) +c¢, VeeR. &

Exercicio 1.24 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:
/secz(Sx)dm.

Resolucao: Comecamos por notar que'!

1
cos?(x)

sec?(z) =

Esta primitiva é muito simples, basta ter em conta a primitiva imediata associada
a regra de derivacao

d M’
—(tg(M)) = —5—~—~ = M'sec* (M
dx( 9( )) cos?(M) sec”(M)
que é dada por
/M’sec2(M)da; =tg(M)+c, YVceR. (1.22)

'"“Para o seno temos a relagdo sin’(z) = 1 (1 — cos(2z)).

"Para a cosecante temos a igualdade cosec?(z) = siné(T)'
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Sendo assim, temos via (1.22) com M = 3x:

1
/8662(3$)dl' = 3/33602(33:)(1:5

1
= gtg(?)x) +ec, VeeR.
Observagao 1.7 Associada d derivada da cotagente, i.e.
M

_ / 2
W = — M cosec (M)

%(cotg(M)) =

temos a primitiva imediata
/M/COSGCQ(M)dZC = —cotg(M) + ¢, Vc € R. (1.23)
Exercicio 1.25 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

/ sed(@)tg(x)da.

Resolugao: Este exercicio parece o fim do mundo mas nao é, para o resolver basta
ter em conta a primitiva imediata (1.2) (que opera milagres) e a derivada'?

i sec(M)) = M'sec(Mtg(01).

Entao, ao fazer um pequeno desdobramento:
/secg(x)tg(x)dx = /5602(:U)sec(x)tg(x)das
vem aplicando o milagre (1.2) com M = sec(z) e =2

/secg(x)tg(x)da: = /5602(aj)sec(m)tg(x)dx

3
= 8663($) +c VeeR g

Exercicio 1.26 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

1
/ V1-(2z + 1)2d$'

"Relativamente a cosecante temos -= (cosec(M)) = —M’cosec(M)cotg(M).
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Resolugao: Esta primitiva é muito simples, basta ter em conta a primitiva imediata
associada & regra de derivacao

i((M"csz'n(]\/.l')) _ M
dx V1= M2

que é dada por
M/

N TER

Considerando (1.24) e identificando M = 2x + 1 temos via Moment of Surrender:

= arcsin(M) + ¢, Ve € R. (1.24)

1/ 2 dz
2) 1-(2z+1)?

1
= §arcsin(2x +1)+¢, VeeR.

1
/\/1—(2x+1)2dx

Exercicio 1.27 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:
eV®
NZ

Resolucao: Esta primitiva é o que se chama'? pescadinha de rabo na boca, basta
aplicar a primitiva imediata (1.13) com M = \/z e colocar a mente a saborear o som
Babe I'm Gonna Leave You:

\/E 1
e
——ds = 2| ——eV¥d
/\/5 ! /2\/56 v
= 2V 4o, VceR. g

dx.

Exercicio 1.28 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:
1
—dx.
eiL‘

Resolugao: Mais uma pescadinha de rabo na boca cuja resolugao é aplicar (1.13)
com M = —x e deixar a mente relaxar ao som de Since I've Been Loving You:

1
—xd:lc = /e‘”dw
e

= —/—e_xdx:—e_r—i—c, VeeR. g

130u de forma mais atrevida carapauzinho de rabo na boca...lol....
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Exercicio 1.29 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

1
/ (1 + z2)arctg(z) de.

Resolugao: Penso que o leitor ja adquiriu o pensamento correcto com vista a obter
a resolucao correcta, para tal basta uma reorganizacao da funcao a primitivar e
aplicar a primitva imediata (1.11) com M = arctg(z), i.e.

1

1 4%
dz = [ 2 _g
/ (1+ z2)arctg(x) o / arctg(x) “
= Inlarctg(x)| + ¢, Ve € R. g

Exercicio 1.30 Determine a familia da sequinte primitiva imediata:

Sec(\/\g@dm (1.25)

Resolugao: Esta primitiva é uma aplicacao da primitiva imediata

/M’sec(M)dx = In|sec(M) + tg(M)| + ¢, Ve € R. (1.26)
Para aplicar (1.26) na resolugao de (1.25) basta identificar M = \/z e assim, tendo
em conta que M’ = ﬁ, temos:

seel®) yo = [ L see(ym)da
VT = /ﬁ (Va)d
1
= Z/Qﬁsec(ﬁ)d:c

= 2In|sec(vr) +tg(v/T)| + ¢, Ve e R. g

Observagao 1.8 Para a funcdo cosecante temos a sequinte primitva imediata

/M'cosec(M)d:L‘ = —In|cosec(M) + cotg(M)| + ¢, Ve € R. (1.27)
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Capitulo 2

Primitivas por Partes

A Matemdtica apresenta invencoes tao subtis que poderdo
servir nao so para satisfazer os curiosos como, também para
auziliar as artes e poupar trabalho aos homens”

Descartes

Neste capitulo vamos apresentar a teoria sobre primitivas por partes, explorando
tal conceito com exercicios concretos. Para avancarmos nesta nova aventura é super
importante que o dominio das primitivas imediatas - e alguma dose de magia - seja
uma realidade sélida na mente do leitor.

2.1 Primitivas por partes

A primitivacdo por partes tem por base a regra da derivada do produto de duas
funcoes e a aplicagao do conceito de primitiva. O teorema seguinte apresenta-nos a
primitivacao por partes:

Teorema 2.1 Sejam v,u : I — R funcoes reais de varidvel real, derivdveis, e
suponha-se que uv' é primitivdvel. Entdao, u'v também é primitivdvel e

/u'vdaz = uv — /uv’dm. (2.1)

Demonstragao: Consultar bibliografia. &

25
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Observagao 2.1 E de aplicar a primitivacao por partes quando sabemos apresentar
a funcao em estudo como o produto de dois factores u'v, tais que:

(1) sabemos calcular, sem grande desperdicio de energia mental, a primitiva de v/,
i.e. a funcdo u;

(7i) sabemos calcular, sem grande desperdicio de energia mental, a primitiva do
produto uv’.

Alguns critérios para a escolha adequada de u' e v:

(i9i) se no produto u'v existir um factor com fungdes trigonométricas ou a fung¢ao
exponencial, convém considerar esse factor para u';

(iv) se mo produto u'v existir um factor com fungdes trigonométricas inversas ou a
fungdo logaritmo, convém considerar esse factor para v.

2.2 Exercicios sobre primitivas por partes

Exercicio 2.1 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia da
seguinte primitiva:

/msin(bx)daj, b € R\{0}.

Resolugao: Dada uma constante real b # 0, o nosso objectivo é encontrar uma
funcao F(x) tal que a sua derivada seja igual a

xsin(bx).
Tendo em conta a Observacao 2.1 vamos considerar a seguinte escolha:
! .
u = sin(bx), v==1

e como consequéncial

1 1
u= /sin(bx)dw = b/b sin(bx)dx = —gcos(bx), o =1

1 Ao cuidado do leitor perceber porque motivo basta identificar a primitiva de v’ com constante
nula (dica: resolver com constante ndo nula e perceber).
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E, assim, usando a expressao (2.1), a primitiva imediata (1.15) e os conhecimentos
adquiridos na resolugao de exercicios anteriores, temos

F(z) = /msin(b:r)dx = —%cos(bl‘) + le/cos(bzz:)d:x

T 1
= —gcos(ba:) + bQ/b cos(bx)dx

1
= —%cos(bw) + b—zsin(baﬁ) +c, VeeR 4

Exercicio 2.2 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia da
segquinte primitiva:

/ arctg(z)dz.

Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma fungdo F(x) algures para 14 do
universo tal que a sua derivada seja igual a

arctg(z).
Pela Observagao 2.1 vamos considerar a seguinte escolha:
u =1, v=arctg(x)
e, assim

1
u:/ldx:a:, V= ——.
1+ 22

Usando a expressao (2.1), a primitiva imediata (1.11) e os conhecimentos adquiri-
dos na resolucao de exercicios anteriores, temos

T

1+9:2dw

F(z) = /arctg(a:)dx =z arctg(x) —/

1 2z
= xarctg(x) — 7| T2

1
= xarctg(z) — §Zn|1 + 2% +¢c, VeeER. ¢

Exercicio 2.3 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia da
seguinte primitiva:
/x2 e“dx.
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Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma fungao F'(x) tal que a sua derivada

seja igual a

% er.

2

Usando a Observagao 2.1 vamos considerar u’ = e*, v = x* e por consequéncia

u = /exd:n =e", v =2z.
E, assim, pela expressao (2.1), temos

F(x) = /332 e“dr = z%e” —2/$€mdl‘.

Para determinar a primitiva / ze®dx vamos usar novamente a primitivacao por

partes, onde:

e, assim

/
u:/exd:c:ex, v =1.

Aplicando os conhecimentos adquiridos na resolucido de exercicios anteriores e
usando a primitiva imediata (1.13), vem

F(z) = z%" - 2/xexdx = z%e” — 2(23636 - /exdx)
= 2% —2re” +2e" ¢, Ve ER. g
Exercicio 2.4 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia da
seguinte primitiva:

/BICOS(CLQZ)dSC, a € R.

Resolugao: Dada uma constante arbitraria a € R, o nosso objectivo é encontrar
uma funcdo F'(x) tal que a sua derivada seja igual a

e®cos(ax).

Pela Observacao 2.1 podemos considerar qualquer das situacoes descritas. Es-

colhendo:

' =e", v=cos(ax)
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temos
! .
u= /e”dac =e*, v = —asin(ax).

E, assim, usando a expressao (2.1), vem
/excos(am)dac = e“cos(ax) + a / e’sin(azx)dz.
Primitivando novamente por partes, com v’ = e* e v = sin(ax), temos
u = /e‘”daﬁ =¢”, v =a cos(ax).
Obtendo assim:
/excos(am)dx = e“cos(ax) —|—a(exsin(ax) —a/excos(ax)dx)
= ecos(ax) + ae”sin(ax) — a® / e®cos(az)dz.
Agora, basta ter um olhar atento tipo The Unforgettable Fire para verificar que o

termo que estd no lado esquerdo da expressao anterior também estd no lado direito,
e como tal, neste caso concreto, esse termo pode ser utilizado como variavel. Assim,

/e“’cos(am)dm + a? / e“cos(ax)dr = e"cos(ax) + ae”sin(ax),

ie.
(1+a®) / e“cos(ax)dr = e*cos(ax) + ae®sin(ax).

E, finalmente, a conclusao

Flz) = / e®cos(az)dx

X T g
1+ a?

Exercicio 2.5 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia da

seguinte primitiva:
/ x In(x)dz.
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Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma fungao F'(x) tal que a sua derivada
seja igual a
x In(x).

Pela Observacao 2.1:

e assim

2
1
u:/azdx::E, V==
2 T
2

Usando a expressao (2.1), a primitiva imediata (1.2) e os conhecimentos adquiri-
dos anteriormente, vem

F(x) = /a:ln(a:)da: —ln /d:c

2
2 2
= %ln(:v)—%%—c, Ve € R. &

Exercicio 2.6 Usando o método de primitivacao por partes determine a familia da
seguinte primitiva:
/0032(x)da:.

Resolugao: Aplicando o resultado
1
cos*(x) = 5(1 + cos(2x))

o cdlculo da primitiva em causa fica imediato (ver Exercicio 1.23). Mas, o nosso
objectivo é aplicar a primitivagdo por partes. Ora,

/cosQ(x)da: = /cos(x)cos(x)da:.

Tendo em conta a Observacao 2.1, vamos considerar:
u' = cos(z), v = cos(x)

pelo que
u= /cos(:c)da: = sin(x), v = —sin(z).
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Usando a expressao (2.1), vem

/0032(a:)da: = /cos(x)cos(x)da:
= cos(z)sin(x) —l—/sinQ(x)dx.
E, agora, coloca-se a seguinte questao:

Qual a estratégia a ter em conta para obter a resolucdo do problema?

Simples, tendo em conta (via férmula fundamental da trigonometria) que sin?(z) =
1 — cos?(x), vem

/ cos2(z)dz = cos(x)sin(x) + / sin?(z)da
— cos(z)sin(z) + / (1— cos®(z))du
— cos(x)sin(x / ldo — / cos?

= cos(z)sin(z )+x—/cos (z)dz,

ie. /COSQ(m)dfﬁ = cos(z)sin(z) + = — /6032($)d$.

Aplicando-se a mesma estratégia do Exercicio 2.4, obtém-se

/0052(a:)dx = COS(ZE)SZ;(:E) R +c, VeeR g

Exercicio 2.7 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia da
seguinte primitiva:

/:c3 (z* +1)"dx, m # —2, 1. (2.2)

Resolugao: Neste caso concreto a Observagao 2.1 nao nos fornece pistas que nos
indique a escolha correcta para u’ e v. Portanto, temos que pensar como resolver o
nosso problema. Olhando para (2.2) com um olhar de Lince, temos

/ (o +1)"dr = / 22 (20(a +1)" ) .
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E, a resolucao do exercicio é uma aplicagao da primitivacao por partes com
/ m
u:2x(x2+1) , v:xQ,

pelo que
2 m—+1
441
U= /2;1:(:162 + 1)mdiL‘ = %, v = 2.
m+1
Usando a expressao (2.1), a primitiva imediata (1.2) e os conhecimentos adquiri-
dos anteriormente, obtém-se

/x«%(fﬂ)% — ;/x2(2x(x2+1)m)dx

1)m+1 )m+1

IETHEE: (41

N iw m+1 _/2$ m+1 dx]

_ o IraE@Hn)™ 2 ymil

= 5:(: T —m+1/2x(x +1) da:}
1y 2(mz—l—l)mﬂ (ZL‘2—|—1)m+2

- 2" m+1 _(m+1)(m+2)}+67 veeR. &

Exercicio 2.8 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia da
segquinte primitiva:
/cosg(x)dx.

Resolugao: Este problema concreto ja foi resolvido anteriormente de forma imedi-
ata, ver Exercicio 1.10. Agora, estamos interessados em resolver o mesmo problema
mas utilizando a primitivacao por partes. Como

/0033(:1:)da: = /cosQ(x)cos(ac)da:,
e, identificando (via Observacio 2.1) v’ = cos(z), v = cos?(x) temos

u= /cos(x)dx = sin(x), v = —2cos(x)sin(z).



Primitivas por Partes 33

Usando a expressao (2.1), a primitiva imediata (1.2) e os conhecimentos adquiri-
dos anteriormente, vem

/0053(m)dx = /0052($)cos(x)dx
= sin(z)cos*(z) +2/cos(x)sz’n2(:c)dm

2
= sin(z)cos’(z) + gsin?’(x) +c, VeeR g

Exercicio 2.9 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia da
seguinte primitiva:

/a: arccotg(x)dz.
Resolugao: Tendo em conta a Observacao 2.1, vamos considerar
!/
u =z, v=arccotg(x)
e, assim

2
x , 1
u=fade= V=

Pela expressao (2.1), temos

/ oy = t()+1/ Ly (2.3)
$a’r’CCng Tr = 20/’"00091’ 2 1+:E2 X. .

A primitiva do segundo membro iré ser objecto de estudo numa secgao seguinte
sobre primitivas de fungoes racionais. Agora, vamos resolver a primitiva em causa
sem entrar em muitos detalhes. Ao dividir a fraccdo em causa?, temos:

x2 1

2 =1- )
1+ 22 1+ 22

Pelos conhecimentos adquiridos anteriormente e via primitiva imediata (1.18), obtém-

se
z? 1
[Tt - /(“z)dw
= /1d:1:—/

= 1z —arctg(x )+c Ve e R. (2.4)

2Divide-se sempre que a ordem do polinémio que estd no numerador é superior ou igual & ordem
do polinémio que estd em denominador.
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Finalmente, ao substituir o resultado (2.4) na expressao (2.3), vem:
x? 1
/x arccotg(z)dr = Earccotg(:n) +3 (:E — arctg(ac)) +c¢, VeeR. &

Exercicio 2.10 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia
da sequinte primitiva:

/005603(m)dx. (2.5)
Resolugao: Em primeiro lugar convém reescrever (2.5) na seguinte forma:
/cosec?’(x)dx = /605602($)cosec(x)da:.
Pela Observacio 2.1, vamos considerar u’ = cosec?(z), v = cosec(x) e, assim
u = /003602(:c)d:v = —cotg(x), v = —cosec(x)cotg(x).
Pela expressao (2.1):
/005663(:c)d:1: = —cotg(x)cosec(z) — /coth(a:)cosec(a:)dx,
e, usando o resultado cotg?(x) = cosec?(x) — 1 temos
/cosecg(:r)dx = —cotg(z)cosec(x) — /coth(x)cosec(x)dx,
= —cotg(z)cosec(x) — / (cosecQ(x) - 1)cosec(x)dx,
= —cotg(z)cosec(x) — /003603(37)dw+/cosec(w)dm.
Usando a estratégia usada na resolucao do Exercicio 2.4, obtém-se

cotg(x)cosec(x) 1

/008663(x)dac = 5 + 2/cosec(x)dx.

Para resolver o nosso problema basta ter em conta a primitiva imediata (1.27),
ie.
/M’cosec(M)dac = —In|cosec(M) + cotg(M)| + ¢, Ve € R.



Primitivas por Partes 35

Finalmente,

cotg(x)cosec(x) 1

/cosecg(x)dx = 5 + 2/cosec(x)dx

_ —cotg(x)cosec(x) — l?; | cosec(x) + cotg(x) | te VeeR 4

Observacao 2.2 A primitiva imediata (1.27) € deduzida via primitiva (1.11) da
sequinte forma:

cosec(M) + cotg(M)
))dx

! !
/M cosec(M)dx = /M COSQC(M)(cosec(M) eotg(M
B M'cosec? (M) + M'cosec(M )cotg(M)
B / cosec(M) + cotg(M)
= —In | cosec(M) + cotg(M) | +c, Ve € R.

dzr

Exercicio 2.11 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia
da sequinte primitiva:

/0052(:6)8in2(x)dx. (2.6)

Resolugao: Convém reescrever (2.6) na seguinte forma:

/0052(x)sin2(a:)dx = /cosz(x)sin(x)sin(:z)dx.
Pela Observacio 2.1, vamos considerar u’ = cos?(x)sin(x), v = sin(z) e, assim

cos3(x)

3 v' = cos(x).

u= /COSQ(ZB)Sin(ZL')d{L‘ =—
Usando a expressao (2.1):

cos3(x)

1
/cosQ(x)sinQ(x)dx =— sin(x) + 3/6054(:c)d3:.
Ao considerar cos?(z) = cos?(z)cos?(z) e usando o facto de cos?(x) = 1—sin?(x)
temos:

/COSQ(x)Sin2(l’)dlE = _cos;(x) sin(z) + % /6052(33) (1 - SiRQ(JJ))dSL'

cos®(z)

= ——3 sin(x) —i—;/COSQ(x)dm— Zi/0032(a:)sirﬂ(av)d:t:.
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Ao olhar de forma atenta para a expressao anterior temos que o termo
2 .2
/cos (x)sin*(x)dx

pode ser usado como varidvel. Entao, usando o resultado cos?(z) = %(1 + cos(2x)),

a primitiva imediata (1.15) e os conhecimentos adquiridos anteriormente, vem:

3 1
/COSQ(x)sin2(x)dm _ _0034(95)5m(x) + 1 /6052(x)dl'

3 1
3 1 1

_ _6084($)31'n(33) X 8/1dx_|_ 16/2@03(2x)dﬂf

cos®(z) x  sin(2z)

o . x R.

1 sin(z) + 3 T VeER. &

Exercicio 2.12 Usando o método de primitivacao por partes determine a familia
da sequinte primitiva:

/ z sin?(z)dz. (2.7)

Resolucao: Usando a igualdade sin®(z) = = (1 — cos(2x)) podemos reescrever (2.7)

DO | —

da seguinte forma:

1 1
/x sin?(x)dx = 2/xdaz— 2/&0 cos(2z)dx

2 1
= ———-/[2 2 .
1 4/ x cos(2z)dx

Para terminar a resolucao do exercicio basta resolver a primitiva do segundo membro
da igualdade anterior. Usando a Observacao 2.1, vamos considerar v’ = 2cos(2z), v =
T e, assim

u= /2005(2x)dm = sin(2z), v = 1.
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Pela expressao (2.1) e primitiva imediata (1.4), temos:
/2:(} cos(2x)dr = x sin(2zx)— /sin(Qx)da:
. 1 .
= xzsin(2z) — B /25m(2x)d:n
1
= xsin(2z) + 5005(2@") +c¢, Vee R

Finalmente, o resultado:
9 1/ | 1
xsin®(z)de = — — 1 (:csm(Za:) + 5003(23:)) +c, VeeR g

Exercicio 2.13 Usando o método de primitivacao por partes determine a familia
da sequinte primitiva:
/ln2(a:)dx.

Resolucao: Pela Observacao 2.1, vamos considerar v’ = 1, v = In?(z) e, assim

1
u:/ldx:x, v’:2ln(:c);.

Usando a expressao (2.1):
2 2 1
/ln (x)dx = xln*(x) —/Qxln(a:)da:
x
= zln®(z) —2/ln(x)d:n.
Para terminar a resolucao do exercicio basta determinar

/ In(x)dz.

Usando a Observacao 2.1 com a escolha v’ =1 e v = In(z) temos

1
u:/ldx:a:, ==,
x
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e pela primitivagao por partes, i.e. expressao (2.1), vem:

/ln(m)da: = zin(zx) —/azidw

= ziln(z) — /1da:
= zin(z) —x+¢, YceR.

Organizando o resultado:
/an(a:)dx = zin’(z) — Z(xln(l‘) - x) +ec, VeeR. g

Exercicio 2.14 Usando o método de primitivacao por partes determine a familia
da sequinte primitiva:

/ cos(in(x))dz.

Resolugao: Este exercicio vai ser resolvido usando a estratégia utilizada na res-
olucao do Exercicio 2.4. Para tal, usando a Observacao 2.1 com v’ = 1, v =
cos(In(z)) temos

T

u = /1dx =z, v = —lsin(ln(x)).
Pela expressao (2.1), obtém-se:
/cos(ln(w))d:p = zcos(In(x)) — / (- :Lésm(ln(:r)))d:n
= zcos(In(z)) + / sin(In(x))dx.
Primitivado novamente por partes a primitiva
/sin(ln(m))dw

com a escolha adqueada, i.e. v =1 e v = sin(In(x)), temos

1
u= /1da: =z, v = Ecos(ln(m)),
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e, assim (via (2.1)):

/cos(ln(m))dw = xcos(ln(x))—i—/sin(ln(m))dm
= zcos(In(x)) + xsin(in(x)) — /cos(ln(x))dm.

Agora, com um olhar alegre e dindmico podemos verificar que o termo que esta
no lado esquerdo da expressao anterior também esta no lado direito, e como tal,
neste caso concreto, pode ser utilizado como variavel. E, assim, obtemos:

/cos(ln(w))dm = zeos(in(z)) _5 zsin(in(z)) +c, VeeR. g

Exercicio 2.15 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia
da sequinte primitiva:

.3
/ _ T g
V1—2zx2

Resolugao: Ao reescrever a expressao anterior temos:

3
/\/fizdx = /xQZC(l — x2)71/2dx.
—z

Considerando v’ = z(1 — x2)71/2 e v =2 temos: v/ = 2x e via (1.2)

- 1 _
u = /:c(l — x2) V20 = —2/—2:5(1 — x2) Y24z
= —V1-—2a2
Pela expressao (2.1), obtém-se (via primitiva imediata (1.2)):
IE3
———dr = —2*\/1-—22— / ( —2z\1— x2>da:
/ V1—a?
2
= —2?V1-22 - g\/(l—x2)3+c, VeeR. &

Exercicio 2.16 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia
da sequinte primitiva:

/:csin(:x)cos(m)da:.
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Resolugao: Ao usar a igualdade sin(2x) = 2sin(z)cos(z) a expressao anterior, vem
1
/xsm(x)cos(x)d:r = 2/xsin(2x)dx.
Pela Observagao 2.1 com v’ = sin(2z) e v = = temos
. 1 , 1 ,
u= [ sin(2x)dx = 5 2sin(2z)dx = —5003(233), v =1

Entao, utilizando a expressao (2.1), a primitiva imediata (1.15) e os conhecimen-
tos adquiridos na resolucao de outros exercicios, obtém-se:

/ rsin(z)cos(x)de = % / vsin(22)dz

= %( - gcos(Qx) + i / 2cos(2x)dw>

1 1
= 5( — 2003(232) + 131’71(295)) +c, VeeR g

Exercicio 2.17 Usando o método de primitivacao por partes determine a familia

da sequinte primitiva:
/ sint(z)dzx.

Resolugao: Ao simplificar a expressao anterior, temos
/sin4(x)d$ = /5in2(x)sin2(x)dx
= /sinQ(x)(l — cos*(z))dx
= /sinz(az)d:n - /8in2($)0082($)d$. (2.8)
O exercicio fica resolvido com o célculo das primitivas anteriores. No caso de
/8in2(.%')0082($)d1' = /cos(x)cos(x)sin2(:r)dx,
temos, via Observagao 2.1 v’ = cos(x)sin?(z) e v = cos(x) Entdo:

sin®(x
u= /cos(x)sinQ(x)da: = 3( ), v = —sin(z).
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E, assim (via (2.1)):

/Sin2(x>6082(x)d$ = /cos(m)cos(x)sinQ(x)dx

cos(x)sin3(x
— ():3()+;)/sin4(:c)d$. (2.9)

Via resultado do Exercicio 2.6, temos

/ sin?(2)dy = / (1 cos(x))da

_ / ldo — / cos® (x)dx

. cos(x)Slzn(x) +z + ¢, Ve € R. (2-10)

Aplicando (2.9), (2.10) em (2.8) e usando os conhecimentos adquiridos com a
resolucao de outros exercicios, temos

/sm4(az)daz = ficos(q:)sing(x) + %(m — cos(z)sin(z)) + ¢, Ve € R. ¢

Exercicio 2.18 Usando o método de primitivacao por partes determine a familia
da sequinte primitiva:

/mm In(z?)dz, m # —1.

Resolucao: Pela Observacio 2.1 com u' = 2™ e v = In(z?) temos
m~+1 9
u:/xmd:z:m, v ==,
m+1 T
Entao, utilizando a expressao (2.1), obtém-se via primitiva imediata (1.2)

merl 92

m 2 _ 2y _ 2 m
/:U In(x%)dx = m+1ln(az) el dz
xm-‘,—l 2xm+1
= In(z?) — —— Ve € R.
1 M) - e e VeeRa

Exercicio 2.19 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia
da sequinte primitiva:

/ z2cos(z)da.
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Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma fungao F'(x) tal que a sua derivada
seja igual a 22cos(z). Usando a Observacio 2.1 vamos considerar u' = cos(z), v = 22
e por consequéncia

u= /cos(m)dm = sin(x), v = 2.

Entao, pela expressao (2.1), temos
F(z) = /xQCos(:v)dac = x25in(x) — Q/xsin(:v)dac.

Para determinar a primitiva / xsin(x)dxr vamos usar novamente a primitivac¢ao

por partes, onde (via Observagao 2.1):
u = sin(z), v=umx,
e, assim
u = /sin(m)dw = —cos(x), v =1.

Aplicando os conhecimentos adquiridos na resolucao de exercicios anteriores e
usando a primitiva imediata (1.15), vem

Plz) — / 2cos(x)dz = 22sin(z) — 2 / wsin(z)dz

= 22sin(z) + 2xcos(z) — 2 / cos(x)dz

= a%sin(x) + 2xcos(x) — 2sin(x) + ¢, Ve € R. g
Exercicio 2.20 Para estimular a mente do leitor vamos considerar mais um prob-
lema relacionado com o zadrez (ver Figura 2.1). A pergunta € a sequinte: Como
devem as pecas brancas conduzir o seu ataque de modo a vencer o jogo em dois
lances?

Resolugao: O lance fantdstico das pecas brancas é 1.e7+!! e como consequéncia
o xeque-mate é inevitavel. Se 1...Txe7 2.Dh8++, se 1...Rg8 2. Dh8++, outra
alternativa é 1...Dxe7 2.Dh8++. 4

Exercicio 2.21 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia
da sequinte primitiva:

/ln(2:z: + 3)dx.
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L
b (5

w

i
» H

Figura 2.1: Uma posigao simpética de um jogo de xadrez.

Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma fungao F'(x) tal que a sua derivada
seja igual a In(2x + 3). Usando a Observacao 2.1 vamos considerar v’ = 1, v =
In(2z + 3) e por consequéncia

2
= 1d =z, ,: .

Entao, pela expressao (2.1), temos

F(z) = /ln(2x + 3)dx = zln(2x + 3) — / T de.

2z
dx ver o que foi
2z 4+ 3 d
dito na resolucao do Exercicio 2.9. Entao, ao dividir a fraccdo em causa, temos

Em relacao a estratégia para determinar a primitiva /

2x - 3
2t +3 2¢+3°
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Finalmente, aplicando os conhecimentos adquiridos na resolucao de exercicios
anteriores e usando a primitiva imediata (1.11), vem

F(z) = /ln(2x+3)d:r—xln(2x+3)—/
_ xln(21:+3)/(1 3
2

2r + 3
= xln(2x+3)—/1dw+2/2x+3daﬁ

3
3
= zln(2x+3) —z+ §ln|2x+3] +c, VeeR. g

d
22+ 37

)d:p

Exercicio 2.22 Usando o método de primitivacdo por partes determine a familia
da sequinte primitiva:
In(x)
NZa

Resolugao: O nosso objectivo é encontrar uma funcao F(z) algures no mundo

fantastico da mente tal que a sua derivada seja igual a % Usando a Observagao

2.1 vamos considerar v’ = ﬁ, v = In(x) e por consequéncia

1 1
U—/\/Ed.ﬁ—Q\/E, 0/25,

Entao, pela expressao (2.1), temos
1
hz/(g) dr = 2v/zln(z) — /2\/5:de.

Aplicando os conhecimentos adquiridos na resolucdo de exercicios anteriores e
usando a primitiva imediata (1.2), vem

F(z) = hz/(;) dz = 2y/xin(z) — /2\/§idx

= 2yzln(z) — 2/ \}de
= 2Vzin(z) —4vV/xz +c, Ve ER. &

dx.

Exercicio 2.23 Usando o método de primitivacao por partes determine a familia

da sequinte primitiva:
2
x
—dz.
/ (1+22%)?
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Resolugao: Considerando o desdobramento

.Z'2 X
/ A+ a2 = / 1+ 2™

. o ~ ! __ x J— .
e a primitivagao por partes com a escolha u' = (ig.7)7 € V=2 venu

x 1 11
= | — = _dr==[22(1+2®) %dr = —=——— ¢ =1.
! /<1+a:"’)2 ! 2/ rl ety = o

Finalmente via expressao (2.1) e primitiva imediata (1.18), temos:

x2 X
/(1+x2)2dm - /(1+x2)2xd$
1 =z +1/ 1 J
= —_—— — ——dx
21422 2 ) 1422
1 =z

1
= o g @) te VeeR o

Exercicio 2.24 (Férmula de Recorréncia) Usando o método de primitivagdo
por partes determine a familia da sequinte primitiva:

/mkexdaz,Vk eN.

Resolugao: Usando a primitivacdo por partes (2.1), i.e.

/u'vd:v = uv — /uv'dx,

podemos obter algumas féormulas de recorréncia. Neste exercicio a ideia é a primi-
tivacdo de polinémios do tipo z*¥ multiplicado por €?, i.e. zFe® com k um nimero
natural. Usando a Observacéo 2.1, ao considerar ' = e* ¢ v = z* temos

u:/emdx:ex, v = kbl

e, assim, obtém-se uma férmula de recorréncia, que permite descer sucessivamente
o grau do polinémio até grau zero, i.e. até obter a primitiva imediata

/exda::ex—i—c, Ve € R.



46 2.2 Exercicios sobre primitivas por partes

E, assim, a férmula de recorréncia é:

/xkexdm’ = el — k/exxkldx.

A esta férmula e usando a mesma estratégia, aplica-se a primitivacdo por partes, as
vezes que forem necessarias, até obter uma primitiva imediata. g,

Exercicio 2.25 (Férmula de Recorréncia) Usando o método de primitiva¢ao
por partes determine a familia da seguinte primitiva:

/xksin(:r)dx,Vk: e N.

Resolugao: A primitivacio de polinémios do tipo z* multiplicado por sin(zx), i.e.

x¥sin(x) com k um nimero natural, obtém-se usando sucessivamente a primitivacio

por partes até que o polinémio z* tenha grau zero. E, assim, temos por fim, apenas
de calcular a primitiva imediata

/sin(m)d:n = —cos(z) + ¢,Ve € R ou /cos(az)d:v = sin(z) + ¢, Ve € R.

Tendo em conta o que foi dito e Observacao 2.1 ao considerar v/ = sin(z) e v = ¥,

temos
u = /sin(m)daj = —cos(z), v = kaF!

e, assim, obtém-se a féormula de recorréncia
/xksin(x)daﬁ = —zFcos(z) + k/xklcos(aﬁ)dw.

A esta férmula e usando a mesma estratégia, aplica-se a primitivacdo por partes, as
vezes que forem necessarias, até obter uma primitiva imediata. g,

Exercicio 2.26 (Férmula de Recorréncia) Usando o método de primitiva¢ao
por partes determine a familia da sequinte primitiva:

/xkcos(a:)d:c,Vk eN.
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Resolugao: A primitivacdo de polinémios do tipo ¥ multiplicado por cos(x), i.e.

x¥cos(z) com k um niimero natural, obtém-se usando sucessivamente a primitivacio

por partes até que o polinémio z* tenha grau zero. E, assim, temos por fim, apenas
de calcular a primitiva imediata

/sin(x)da: = —cos(x) + ¢, Ve € R ou /cos(:v)dx = sin(z) + ¢, Ve e R.

Tendo em conta o que foi dito e Observacio 2.1 ao considerar u' = cos(z) e v = z*,

temos

u = /cos(x)dx = sin(z), v = ka*?

e, assim, obtém-se a féormula de recorréncia

/:xkcos(:x)dx = 2Fsin(z) — k;/:cklsin(x)daf.

A esta férmula e usando a mesma estratégia, aplica-se a primitivacdo por partes, as
vezes que forem necessarias, até obter uma primitiva imediata. g,

Exercicio 2.27 (Férmula de Recorréncia) Usando o método de primitivagdo
por partes determine a familia da sequinte primitiva (k > 2 é um natural):

/ sink(x)dz, .

Resolugao: Seja & um natural, com k > 2. Para primitivar a poténcia smk(x) a
ideia é aplicar sucessivamente a primitivacao por partes até obter uma primitiva
imediata. Ao evidenciar na expressao a primitivar a fungao sin(z), i.e.

/ sin® (x)dx = / sin(z)sin* () dz,

e primitivando por partes (via Observacao 2.1) com v’ = sin(z) e v = sin
temos

" (),

"= / sin(w)dz = —cos(x), v = (k — 1)sin®2(x)cos(x)
e, assim, tem-se
/ sin®(2)dz = —cos(x)sin® 1 (z) + (k — 1) / sin®=2(2)cos?(z)dz
= —cos(@)sin*1(z) + (k- 1) / sin*=2(z) (1 — sin®(2) ) da
1

= —cos(z)sin*H(z) + (k- 1) / sin®=2(z)dx — (k — sin®(x)dz.
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Resolvendo esta equagao em relacdo & varidvel [ sin*(z)dz, obtém-se a seguinte
férmula de recorréncia

1 k—1
/sz’nk(m)dx = —%cos(x)sink_l(:v) + 5 sin®~2(z)dx.

A esta féormula e usando a mesma estratégia, aplica-se a primitivacdo por partes, as
vezes que forem necessarias, até obter uma primitiva imediata. g,

Observacao 2.3 (Férmula de Recorréncia) Considerando um natural k (k >
2) e usando as ideias do Exercicio 2.27 mas agora relativas & expressio cos®(x)
(evidenciar a fungdo cos(x)), a férmula de recorréncia para

/cosk(x)da:,

€ dada por

1 k—1
/cosk(x)d:v = %sin(x)cosk_l(x) + % cos®2(z)da.

A esta formula e usando a mesma estratégia, aplica-se a primitivacdo por partes, as
vezes que forem necessdrias, até obter uma primitiva imediata.

Exercicio 2.28 (Férmula de Recorréncia) Usando o método de primitivagdo
por partes determine a familia da sequinte primitiva:

/lnk(x)da?, k € N.

Resolugao: Ao usar a primitivagao por partes (via Observacao 2.1) com v’ =1 e
v = InF(x), temos

u= / lde =z, v =kin*(z) %
e, assim, tem-se a férmula de recorréncia
/lnk(:z:)da: = zlnf(z) —/ki:ﬂlnk_l(:n)dx
= zlnf(z) —k/lnkl(x)dx.

A esta formula e usando a mesma estratégia, aplica-se a primitivagao por partes, as
vezes que forem necessarias, até obter uma primitiva imediata. g
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Exercicio 2.29 (Férmula de Recorréncia) Determine a familia da sequinte prim-
itiva (k> 1 é um natural):
/ tg®(z)dz.

Resolucao: Sabendo que tg?(x) = sec?(x) — 1 tem-se, via primitiva imediata (1.2),
ao evidenciar na expressdo a primitivar a funcdo tg?(z), a seguinte férmula de
recorréncia

/tgk(x)dx = /tng(x)tgz(:c)da: = /tng(x)(secz(x) —1)dzx
= /tgk_Q(:E)SCCQ(SL‘)dI‘— /tgk_2(:n)dx

tg" ' (x) / k—2
— [t x)dx.
P 9" " (x)
A esta formula aplica-se a mesma ideia, as vezes que forem necessarias, até obter

uma primitiva imediata. g,

Observacao 2.4 (Férmula de Recorréncia) Considerando um natural k (k >
1) e usando as ideias do Ezercicio 2.29 relativas d funcdo cotg®(x) (evidenciar a
fungdo cotg®(z) e usar cotg®(x) = cosec?(x) — 1), a férmula de recorréncia para

/ cotg®(z)dz,

€ dada por

k—1
/cotgk(:z:)da? = _cotg_l(x) - /cotgk_Q(:E)dw.

A esta formula aplica-se a mesma ideia, as vezes que forem necessdrias, até obter
uma primitiva imediata.

Exercicio 2.30 (Férmula de Recorréncia) Usando o método de primitivagdo
por partes determine a familia da sequinte primitiva (k > 1 é um natural):

/ sec®(z)dz.

Resoluciao: Ao evidenciar na expressdo a primitivar a funcio sec?(z)

/seck(x)dac = /seck_Q(a:)seCQ(ac)dx
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e, usando a primitivagdo por partes (via Observagao 2.1) com v’ = sec?(z) e v =
sec?2(x) temos

u = /secz(x)dz = tg(z), v = (k —2)sec*2(x)tg(x).

Como consequéncia, e usando a relacio tg?(z) = sec?(z) — 1, vem

/seck(x)dzn = /seck_Q(az)sec2(:ﬂ)d$
= sec2(2)tg(z) — (k —2) /seckz(:c)th(x)dx
= secd2(2)tg(x) — (k —2) /seck_Q(ac) (secQ(x) —1)dx

= sec2(2)tg(x) — (k —2) /seck(x)dx +(k—2) / sec*2(z)dz.

Finalmente, usando [ sec®(z)dz como varidvel, temos a seguinte férmula de recorréncia

M2 ()t k—2
/seck(x)da: = X ? (:c)lg(x) + 1 /860k2($)d$.

A esta férmula e usando a mesma estratégia, aplica-se a primitivacdo por partes, as
vezes que forem necessarias, até obter uma primitiva imediata. g,

Observacgao 2.5 (Férmula de Recorréncia) Considerando um natural k (k >

1) e usando as ideias do Ezercicio 2.30 relativas d funcdo cosec®(z) (evidenciar a
funcé@o cosec®(x)), a formula de recorréncia para

/ cosect (z)dz,

€ dada por

K2 (2)cot k—2
/coseck(x)dx . ’ (_:1:)1c0 9(@) + — /coseck_Q(x)dx.

A esta formula e usando a mesma estratégia, aplica-se a primitivacdo por partes, as
vezes que forem necessdrias, até obter uma primitiva imediata. g,
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Exercicio 2.31 (Férmula de Recorréncia) Usando o método de primitivagao
por partes determine a familia da sequinte primitiva (n > 1 é um natural):

/ mdl«.

Resolugao: Recorrendo ao facto

1 14 2% — 22 1 x?
— dr= | T da= [ ———dz— [ ————dx (211
/(1+x2)" v / 1+a2)m /(1+:1:2)"_1 v /(1+:c2)" v (21D

temos apenas que calcular as primitivas do segundo membro da igualdade anterior.
Mais concretamente apenas temos que calcular a 2% primitiva. Para calcular a
primitiva em causa basta tem em conta o seguinte desdobramento:

$2 X
L PO QR ——
/(1+x2)” v /(1—|—$2)"x v

Usando a primitivacao por partes com u' = W e v =ux, vem
x 1 1(14 2?)—ntt
= — _de==[2e(14+2*)"de=-"——""_ o =1.
Y /(1+x2)”m 2/ p(l+a?) e = o g v

Entao:

2 T 1 1
/(1—1—3&2)”dx T 2(1—n)(1+a2)" 1 2(1—n) / (1+ C152)71—161337 (2.12)

e organizando o resultado com base em (2.11) e (2.12), vem:

/ 1 d 1 T . 2n —3 / 1 d
x = x
(1+ 22)n 2n—2(1+a22)»"t  2n—2 ) (14 22)n1

A esta féormula e usando a mesma estratégia, aplica-se a primitivacdo por partes, as
vezes que forem necessarias, até obter uma primitiva imediata. g,
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Capitulo 3

Primitivas por Substituicao

A Matematica, quando a compreendemos bem, possui nao
somente a verdade, mas também a suprema beleza”

Bertrand Russel

Neste capitulo vamos apresentar a teoria sobre primitivas por substituicao, explo-
rando tal conceito com exercicios concretos. Novamente, é super importante o leitor
dominar as primitivas imediatas e as primitivas por partes. Para o que se segue seja
de um prazer infinito, convém que a magia da matematica e seus encantos habitem
na mente do leitor.

3.1 Primitivas por substituicao

De forma informal a primitivacao por substituicao diz-nos o seguinte: para calcular

/f(ac)dx

vamos considerar a mudanca de varidvel x = ¢(t), em que ¢ é uma funcdo continua,
com inversa e derivada continua. Entdo, tendo em conta

d
a_ O (t), i.e dr= ' (t)dt

temos

dt
/ f(z)dz = / F(o(B)g (1)t (3.1)
53
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Ao resolver o segundo termo na igualdade (3.1), o resultado vem em fungao da
variavel t. O resultado final é em funcao da variavel x, e para tal basta usar o facto
de ¢ ser invertivel, i.e. t = ¢ !(z) e substituir onde se encontra t no resultado
obtido. Em termos mais precisos temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Sejam I e J dois intervalos de R, f : I — R uma func¢ao primitivdvel
e
p:J =R

uma fungao diferencidvel que aplique bijectivamente o intervalo J sobre o intervalo
1. Nestas condigdes, a funcgao (f o gp) o' € primitivdvel e, designando por 6 uma sua
primitiva, 0 o =1 é uma primitiva de f.

Demonstragao: Consultar bibliografia. o

Observagao 3.1 De uma maneira geral é de aplicar a primitivacdo por substi-
tuicdo quando conseguirmos encontrar uma substituicio x = ¢(t) tal que a funcgdo
fle(®)¢'(t) seja uma funcao que sabemos primitivar. Obtida wma primitiva (que
serd uma fungdo de t), hd que desfazer a substitui¢ao, ou seja regressar a varidvel
inicial, i.e. x, para tal temos que compor o resultado obtido com t = ¢~ 1(x).

3.2 Exercicios sobre primitivas por substituicao

Exercicio 3.1 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a familia
da sequinte primitiva:
sin(y/x) P
x.

NZ
Resolugao: Esta primitiva é uma aplicagdo directa da primitiva imediata (1.4).
Mas o nosso objectivo é resolver o exercicio em causa usando a primitivacao por
substituigao. Sendo assim, ao olhar para a expressao (3.2) é ficil identificar o termo
que estd turvar o nosso pensamento, i.e. o termo y/zx. Entdo, ao considerar a
substituigdo /= = t temos

(3.2)

dr
dt
e assim usando a primitivacao por substitui¢ao e primitiva imediata (1.4):

sin(y/x) B sin(t) B vin
= dr = /t 2tdt_2/ (t)dt

T =t2, o, i.e. dr =2t dt,

= —2cos(t)+¢, Ve e R.
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Para terminar a resolucao temos que desfazer a substituicdo, i.e. regressar a
varidvel z. Para tal basta ter em conta que t = \/x e temos:

Sln(\/;,/i)dx = —2cos(t) + ¢, YceeR

= —2cos(v/x)+c, Ve ER. g

Exercicio 3.2 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a familia
da sequinte primitiva:

| o

Resolugao: Sem divida alguma que a expressao /x estd a baralhar o meu pensa-

x
mento. Ao considerar a substituicio /z = t temos = = t2, i 2t e dor = 2t dt.

Entao, via primitiva imediata (1.11), obtém-se

/Mdm - /t(fit)dt:z/llﬂdt

= 2n|l+t +¢c YceR
= 2n|l+Vz|+c, Ve eR. 4

Exercicio 3.3 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a familia
da sequinte primitiva:

/ sin(in(x))da. (3.3)

Resolugao: Ao considerar a substituicao in(x) =t temos x = €', — =€’ e dx =

eldt. Da expressao (3.3), obtém-se

/ sin(in(z))dz = / ! sin(t)dt.

Usando a primitivagao por partes temos via Observacao 2.1 o seguinte:

u =é', v=sin(t)

u= /etdt =e!, v = cos(t).
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E, assim, usando a expressao (2.1), vem

/ elsin(t)dt = e'sin(t) — / elcos(t)dt.

t

Primitivando novamente por partes, com v = e’ e v = cos(t), temos

u= /etdt =e', v = —sin(t).
Obtendo assim:
/etsz'n(t)dt = elsin(t) — /etcos(t)dt
= e'sin(t) — elcos(t) — /etsin(t)dt. (3.4)
Agora, basta ter um olhar atento tipo 4 olhos para verificar que o termo que esté

no lado esquerdo da expressao (3.4) também estd no lado direito, e como tal, neste
caso concreto, esse termo pode ser utilizado como varidvel. Assim,

/etsin(t)dt = et(sin(t)2— cos(t)) +c¢, Vee R

Finalmente, regressando a variavel z temos

/sin(ln(x))dx = x(sm(ln(m)); cos(in(x))) +ec, VeeR. &

Exercicio 3.4 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a familia
da sequinte primitiva:
In(x)

NG

Resolugao: Este exercicio ja foi resolvido pela primitivagao por partes, mas agora
desejamos resolver tal via primitivacao por substituicao. Neste caso concreto a

dx. (3.5)

x
substituicdo a fazer é \/z = t e assim temos z = t2, i 2t e dr = 2t dt. Entéao, a

expressao (3.5), vem

/l?j/(g) dp — / l"itz)% dt = 2/ln(t2)dt.
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Usando a primitivacao por partes temos via Observagao 2.1 o seguinte:

u' =1, v=In(t?

E, assim, usando a expressao (2.1), vem

/ln(tQ)dt = tln(tQ)—/th

= tin(t*) —2t+c, Ve ER.

Finalmente, regressando a varidvel z temos

in(z) = n(t?) — c, Ve
/ﬁdx_2(tl(t) 2t) + ¢, Ve e R
= 2(Vzin(z) —2yz) +c, VeeR. g

Exercicio 3.5 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a familia
da sequinte primitiva:

1
—dx. (3.6)
/ Vry/1+\/x
~ o . , . 5 dx
Resolugao: A substituicao a fazer é \/x = t e assim temos = = t*, i 2t e

dx = 2t dt. Entao, a expressao (3.6), vem

/mdx—/w%d“/ﬁ

Um olhar atento tipo & olhos verifica que:

/\/%dt—/(l—kt)lﬂdt.

Entao, usando a primitiva imediata (1.2) com M =1+te = —1/2, vem

dt.

1 ~1/2
dt= [ (1+t) " Pat=2v1+t+e, YeeR.
/\/1+t /( ) o
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Regressando a variavel x, temos

= 2/(1+t)1/2dt
— 4/T+i+c VeeR

= 4/1+Vr+c VeeR. 4

Exercicio 3.6 Usando o método de primitivacao por substituicao determine a familia
da sequinte primitiva:

| mAm

6.1’
—dx.
/ 1 4+ 2ez

d 1 1
Resolugao: Considerando e* = t temos x = In(t), d—j =z dr = —dt. Entao, via
primitiva imediata (1.2) com M =142t e f = —1/3, vem:

e’ t 1 _
—— dr = —— dt== [ 2(1+2t dt
/3/1+Qez v /t\3/1+2t 2/ (1+21)
2/3
1(1+2t)
= a7 R
2/3 + ¢, Ve €

B~ w N

o (1+2t)% +¢ VeeR.

Regressando a variavel z, temos

er 33 2
————=dx = —1\/ (1 + 2¢e* , R.
/51_'_269635 1 (+e)+c VeeR. &

Exercicio 3.7 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a familia
da sequinte primitiva:

/\/ a? — b2x2dx, a,b e RT.

Resolucgao: Neste caso concreto a substituicao recomendével é

x = gsin(t). (3.7)
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dr a a
E, para esta substituigdo vem i gcos(t) edr = gcos(t)dt, assim

/ Va2 —bv2x?dx = / \/a2 - bQZLzsinQ(t) %cos(t)dt
= Z/\/aQ(l — sin?(t)) cos(t)dt
2
= % /cosQ(t)dt.

Usando o Exercicio 2.6, vem

/\/ a? — b2x2dx =

aj cos(t)sin(t) +t
b 2

+c, VeeR. (3.8)

Agora, temos que regressar a variavel inicial z. Da substituigao (3.7), obtém-se:

b b
sin(t) = Zx’ t= arcsin(%),

e, obtém-se, via férmula fundamental da trigonometria
1
cos(t) = —v a? — b2z,
a

Tendo em conta os resultadas anteriores, o resultado (3.8) em funcao da varidvel
x é dado por:

2 .
/ Va2 —b2z2dr = afcos(t)sm(t) + +ec, VeeR

b 2
Va2 —b2x2  a?

5 %

bx
arcsin(—) + ¢, Ve € R. g
a
Exercicio 3.8 Usando o método de primitivacao por substituicao determine a familia
da sequinte primitiva:
/ V4 — 3x%dx. (3.9)

Resolugao: Podemos reescrever (3.9) da seguinte forma:

/\/mda::/\/?— (V3)2a2d.
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Para resolver o nosso problema basta aplicar o Exercicio 3.7, para a = 2 e b = /3.
E, assim

/Q@—mmx: /w%—w®%mx

V4 — 3a? 2 3
= MR + arcsin(\gx) +c, VceR. g

2 V3

Exercicio 3.9 Usando o método de primitivacao por substituicao determine a familia
da sequinte primitiva:
In*(x
[,
z(In?(z) 4+ 1)

Resolugao: Olhando para o nosso problema com um olhar imortal vem que a sub-
stituicao a fazer é:
In(z) =t.
. dw

E, assim, temos x = €', i e e dz = e!dt. Tendo em conta esta substituicao, vem

4 4
/l;l(x)dx = /tztetdt
z(In?(z) + 1) et (t2+1)

4
= [ae

Dividindo os polinémios da fraccio! em causa (no capitulo seguinte vamos gen-
eralizar as primitivas de fracgoes racionais), obtém-se:

1
241

t4
R

Aplicando o resultado anterior e os conhecimentos adquiridos anteriormente:
In*(x) / 1
S WM .
/ z(In?(z) + 1) 2 +1

:L/W_Uﬁ+/ﬁiﬂt

t3
= 3= t +arctg(t) + ¢, Ve € R.
! Divide-se sempre que a ordem do polinémio que estd no numerador é superior ou igual & ordem
do polinémio que estd em denominador.
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Tendo em conta a substituicao em causa, ao regressar a variavel inicial x, obtém-
se:

) 1) T s @ bardglin(@) e, Ve R4

In*(x) )
/ a( !

Exercicio 3.10 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:
eI
——dx.
/ e2r +1

Resolugao: Neste caso o olhar desperta a mente para a seguinte substituicao:

e’ =t.

d 1
E, assim, x = In(t), d—j =ce dr = —dt. Tendo em conta esta substituicdo e os

resultados adquiridos anteriormente, temos

e’ t 1 1
—C dr = [ Cdt= |t
/e2~”c+1x /t2+1t /t2+1
= arctg(t)+¢, VceR
= arctg(e®) + ¢, Ve e R. g

Exercicio 3.11 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

x
[
2 + Vad
Resolugao: Neste tipo de primitiva o segredo é considerar a seguinte substituicao:
z=1t°

onde 8 é o minimo multiplo comum dos indices das raizes da frac¢do da funcao a
primitivar. Neste caso concreto o minimo multiplo comum entre os indices 2,3 e 6
é 8 = 6. Como consequéncia:

d
d—f:()’tf’, de = 61%dt e t = Sz
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e, assim, temos:

3\2
6t9dt = 6 () todt

Vi _ VB
[ = |y o @+ T
3 13

t4
o[
1+t

Ao dividir a fraccdo anterior, obtém-se?:
t4 1
=t Pt —14+—.
t+1 + + t+1

Aplicando este resultado na resolucao do nosso exercicio e usando alguns con-
hecimentos adquiridos anteriormente, vem:

VT d/" t4 ]/ 5 .9 1
VT _dr = — dt = B2t -1+ —\dt
/%m\%ﬁx 6 f gt =0 ) (P +t-14 )
1
= 6 (B —2+t—1)dt g/ﬁ
Je s [

B3 2
6 4 6 3 6 2

+hmé+ﬂ+gwER*

Exercicio 3.12 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

1
/dm, a,beRT.
222 — a2

Resolugao: Considerando a seguinte substituicao

a
x = —sec(t),
b
2Divide-se sempre que a ordem do polinémio que estd no numerador é superior ou igual & ordem
do polinémio que estd em denominador.
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temos p b
d—f = %sec(t)tg(t), dx = %sec(t)tg(t)dt, t= arcsec(—x).
a
E, assim
/1d - / L sec(t)tg(t)dt
N p
bQ—sec (t) — a®

sec(t)tg(t)

V/sec?(t) —

Tendo em conta que
tg*(t) = sec*(t) — 1

temos

/1da: = 1/sec(t)dt
V22 —a b '

A primitiva do segundo membro da expressdo anterior é uma aplicacdo directa da
primitiva imediata (1.26):

/sec(t)dt =In | sec(t) +tg(t) | +c, Ve € R.

Finalmente, tendo em conta

b
sec(t) = o = \/sec2(t) — 1 = \/b2x2 —a?,
vem:
L de = 1l VeeR
m xr = E n | SEC(t) + tg(t) | +C, (RS

1 b 1
= fln\—$+*\/b2:v2—a2|+c, Ve € R. &
a a

b

Exercicio 3.13 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

1
/d:c, a,beRT.
a? + b2x?
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Resolugao: Considerando a seguinte substituigao

a

5, ta(t),

Tr =

temos p .
T A a o x
— = —=sec”(t), dx = —sec*(t)dt, t=arctg(—).
E, assim, usando as ideias da resolugao do exercicio anterior, em particular a prim-
itiva imediata (1.26), vem

/1d —/ ! @ gec(t)dt
VaE TR S L o b
a®+b bjtg (t)
_ 1 sec?(t) gt

b 1+ tg2(t)
1 [ sec?(t) 1
= b/ sec(t) dt = b/sec(t)dt

1
= gln | sec(t) +tg(t) | +¢, Ve € R.

Tendo em conta:

b 1
tg(t) = —$7 sec(t) = Vtg?(t) + 1 = —va? + b%22,
a

temos

1 1
/ T pads = ginlsect) +1gt) | +e, vecR

1 1 b
= —in| f\/a2+b2x2+£|+c, VeeR. g
a a

b

Exercicio 3.14 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

/ Ve~ Tda.

Resolugao: Neste caso concreto a tentacao é considerar a seguinte substituigao:

e’ =1t.
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O leitor pode verificar que a consequéncia desta substituicdo néo é nada animadora?.
Considerando a substituicao:
et —1=1t

temos
dx 2t 2t

W2 =
a2+ T er

z=In(t* + 1),

Entao, usando os conhecimentos adquiridos na resolucao de outros exercicios:

2t t2 1
ver —1ldex = t——dt=2 | ——dt=2 1— ——)dt
/ € o /t2+1 /t2+1 /( t2+1)

1
= 2 [1dt-2 [ —
/dt /t2+1dt

= 2t—2arctg(t)+¢, YceR
= 2Ver —1—2arctg(vVe* —1)+¢c, Ve e R. 4

Exercicio 3.15 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

/ fllﬁd

- . e dx
Resolucao: Ao considerar a substituicio t = \/x temos = = t2, i 2t e dx =
2t dt. E, assim

1 1
- dx — —_otdt
/\/E\/l—:l: /t\/l—tQ

1
2 / =l (3.10)

Via primitiva imediata (1.24) a expressao (3.10), vem:
1
2 | —=dt
/ V1—+¢2

= 2arcsin(t) + ¢, Ve € R
= 2arcsin(v/z) +c, Ve € R. 4

/ fllﬁd

3Seria interessante o leitor tentar resolver o exercicio proposto usando a substituicdo e = t.
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Exercicio 3.16 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

/ cos3(z)sin(z)dz.

Resolugao: A primitiva em causa é imediata. Mas queremos resolver o exercicio
usando a primitivacao por substitui¢ao. Considerando t = cos(x) temos

sin(x) = /1 —cos?(x) = V1 —t2.

dx —1 J —1 gt
T e T = —F— 9
dat 1 -—1¢2 V1—¢t2

x = arccos(t),

Entao:

. -1
/cosg(x)sm(m)dx = /t3\/1 _t2\/17—7t2dt

3 tt
= - tdt:—z—f—c,VCER

4
= _0084(3}) +c, VeeR. g

Observagao 3.2 Relativamente ao exercicio anterior outra forma de pensar para
a mesma substitui¢do t = cos(x) seria:

ﬁ
dzx

= —sin(x), —dt = sin(z)dx.

E, assim

/ cos3(z)sin(z)dzr = / £3(—dt)

3 tt
= - [Pdt=-"+c veeR

4
_ _0054(9;) te VeeR. g

Exercicio 3.17 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:
1
/ - dx.
sin(x)




Primitivas por Substituicao 67

5 4 2tg(3)
Resolucao: Tendo em conta a relacao® sin(z) = ———=7=, temos
1 1+tg*(3%
[ SR
sin(x) 2tg(5)

Ao considerar a substituigao ¢ = tg(g) obtém-se g = arctg(t), i.e. x = 2arcty(t).
E, assim
dz 2 2

2 o=t
a 112 T

Por consequéncia:

x
1+tg*(5) 2

1 1+t 2

sin(x) 2tg(§) 2t 1+t

1
= /tdt:ln|t|—|—c, Ve e R

- ln\tg(%ﬂ Ve VeeR.

Exercicio 3.18 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

1
_dx.
/ eV —x —2

Resolugao: No caso geral vaz? + bx + ¢ podemos considerar trés casos possiveis
para a substituicao:

(i) se a > 0 podemos considerar vax? + bx + ¢ = v/ax + t;
(i1) se ¢ > 0 podemos considerar vax? + bx + ¢ = \/c + xt;

(iii) se a é uma raiz real de az? + bz + ¢ podemos considerar

vVar?+bxr+c= (as—oz)t.

1—tg*(%)

4 . . ~ . e
Para o coseno existe a seguinte relagao simpdtica: cos(z) = ————=<.
1+tg%(5)
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Na resolucao do exercicio em causa vamos considerar a opc¢ao (7). O polinémio
p(z) = 22 — 2 — 2 tem rafz em = —1 pois p(—1) = 0 e em = = 2 pois p(2) = 0.
Escolhendo a raiz o = —1 em (4ii), temos:

?2—z—-2=/(z+1)(z—2) = (z+ 1)t
Como consequéncia desta escolha, obtém-se:

t2+2 dx 6t 6t
T w2 YT a—ee™

t -2
\/xQ—x—Q:L t= /T2

1—1t2’ x+1
E, assim
1 1 6t
——dx = X dt
/x\/:):Q—x—2x /t2+2 3t (1—1t2)2

1—¢2 X 1—¢2
2 1 2
_ /dt:/dt
V2

= L\/ﬁ = arc i C C
- \/Q/H(t)th_\/ﬁ tg(ﬂ)+,v eR
V2

1 -2
= \/iarctg(ﬁ §+1>+C, VCGR&

Exercicio 3.19 Usando o método de primitivacao por substituicao determine a
familia da sequinte primitiva:

T
| et

d
Resolugao: Em virtude da substituicao x = a + Stg(t) temos d—j = Bsec*(t), do =
Bsec?(t)dt e ainda
T —

t = arctg(
B

).



Primitivas por Substituicao 69

Entao:
T _ o+ fBg(t) 2
[amamem® = | sgio's moecon
_ a+ Biy(t)
= B+ O
Ao usar a expressio sec?(t) = tg*(t) + 1 na igualdade anterior obtém-se:
T 1
o« —sm(t)
= Et - / cos(t) Et — In|cos(t)| + ¢, Ve € R
= %arctg( ) ln]cos(arctg(%))] +c¢, VeeR. g

Exercicio 3.20 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a

familia da sequinte primitiva:
1 +tg?
/ Mdm‘
tg(x)

Resolugao: A primitiva em causa é de calculo imediato mas o nosso objectivo é
aplicar a primitivagdo por substitui¢cdo. Sem divida alguma que o termo tg(z) estd
a turvar a resolugao do nosso exercicio. Ao considerar ¢ = tg(x) temos x = arctg(t)

e
dx 1 1

>~ dr= -
b 112 YT

2 2
/1+m@wm :!/1+t LI /jﬁ
tg(z) t 1+1¢2 t
= In|t|+¢c VeeR

= In|tg(z)|+¢c, Ve eR. g

dt.

Entao:

Exercicio 3.21 Usando o método de primitivacao por substituicao determine a
familia da sequinte primitiva:
rz—1
/ dx.
x
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Resolugao: Ao considerar na mente humana a substituicdo t = /z — 1 temos:
d
x=1t+1, d—atc = 2t e dr = 2tdt. Entao:
Vo —1 t t2
/ T dr = 2tdt:2/dt.
x t2+1 t2+1
Sabendo que®
t2 1

S [ —
2 +1 t2+1

obtém-se, ao desfazer a substituicao:

1 2 1
[V o e [
x 241 241

= 2/1dt—2/1dt
t2+1

2t —arctg(t) + ¢, Ve e R

= 2Vx—1—arctg(vVe—1)+c, VceR.

Exercicio 3.22 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

/sin4(az)coss(:c)dm.
Resolugao: Para m,n inteiros positivos o caso geral vem:

/ sin™ (z)cos™(z)dz.

Esta primitiva pode ser calculada de forma adequada via um dos trés procedimentos
sugeridos na Tabela 3.1.

®Divide-se sempre que a ordem do polinémio que estd no numerador é superior ou igual & ordem
do polinémio que estd em denominador.
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[ sin™(z)cos™ (x)dw

Procedimento

Identidade

n impar

separar um factor cos(x)
aplicar a identidade apresentada
fazer a substituigdo t = sin(z)

cos?(z) = 1 — sin?(x)

m impar

separar um factor sin(z)
aplicar a identidade apresentada
fazer a substituigao t = cos(x)

sin?(z) = 1 — cos?(x)

n, m par

usar a identidade apresentada
para reduzir a poténcias
do sin(x) e cos(x)

cos?(x) = %(1 + cos(2z))

sin?(z) = %(1 — cos(2x))

Tabela 3.1: Critérios a ter em conta para calcular a primitiva de [ sin™(z)cos™(z)dz, com m e

n inteiros positivos.

Segundo o caso geral, ver Tabela 3.1, ao usar a substitui¢do t = sin(z) vem

dt

— = cos(x), i.e. dt = cos(x)dx. Entao:

dx

/ sin’(z)cos (z)dz

/sin4(:n)cos4(:v)cos(1:)dx
/sin4(a:)(1 - sinZ(:v))4cos(a:)dx

/t4(1 — )4t = / (t!

1o 4t7+6t9 41t
5 7 9 11

— 415 + 6% — 410 - 1)t

t13

+ —+¢ VceR.

13
Regressando a variavel z, temos
4 5 L. 5 4 . 7 6 . 9
sin”(x)cos®(z)dr = 5 5in (x) — Zsin (z) + gsin (z)
— isinn(:lc) + isinl?’(:v) +ec, VeeR g
11 13 ’

Exercicio 3.23 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a
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familia da sequinte primitiva:

/ sin’(z)cos (z)da.

Resolugao: Tendo em conta a Tabela 3.1 e os conhecimentos adquiridos anterior-
mente, temos

/sin4(as)cos4(a:)dx = /(sin2(:c))2(cos2(x))2d1:

= /(; 1—003237 ) ( 1+cos2x)>2dm

1

= 16 (1 — cos® ) /sm (2z)dx.

1
Usando a substituicao t = 2x onde dx = §dt’ obtém-se via Exercicio 2.17

1 1
4 4 _ .4
/szn (x)cos™(x)dx = 16 sin'(2x)dx = 33 | Sn (t)dt

= 3% [ - %cos(t)sin?’(t) + g(t - cos(t)sin(t))} +¢, Ve eR.

Regressando a variavel z, temos

. 4 4 _ tr 1 3
/szn (z)cos™(x)dx = 32[ 4005(29})5271 (2x)
+ g(lr - cos(2:1:)sin(2x))} +ec, VeeR. g

Exercicio 3.24 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

/th(x)sec4(x)da?.
Resolugao: Para m,n inteiros positivos o caso geral vem:
/tgm(x)sec"(x)dzz.

Esta primitiva pode ser calculada usando de forma adequada um dos trés procedi-
mentos sugeridos na Tabela 3.2.



Primitivas por Substituicao 73

J tg™(z)sec™(z)dz || Procedimento Identidade

separar um factor sec?(z)
n par aplicar a identidade apresentada || sec?(x) = tg?(x) + 1
fazer a substituigio t = tg(x)

separar um factor sec(z)tg(z)
m {mpar aplicar a identidade apresentada || tg%(x) = sec?(z) — 1
fazer a substituicdo t = sec(x)

usar a identidade apresentada tg?(z) = sec®(x) — 1
m par, n impar para reduzir a poténcias
de sec(x)

Tabela 3.2: Critérios a ter em conta para calcular a primitiva de [ tg™ (z)sec™(z)dz, com m e n
inteiros positivos.

Segundo o caso geral, ver Tabela 3.2, ao usar a substituicdo ¢ = tg(x) onde
dt = sec?*(x)dx e o conhecimento tg%(z) + 1 = sec?(x), vem

/th(:c)sec4(x)da: = /th(:c)seCQ(x)sec2(x)da:
= /th(x)(tQQ(x) +1)sec?(z)dx

= /t2(t2+1)dt:/(t4+t2)dt

5
= g‘i‘g‘f—C, Ve € R.
Regressando a variavel x, temos
3
/tg2(x)sec4(:c)dm = % + 3 +c VeeR
L5 L3
= —tg’(x)+ - tg°(x) + ¢, VeeR. g

) 3

Exercicio 3.25 Usando o método de primitivacao por substituicao determine a

familia da sequinte primitiva:
/ In(2x)
—dx
xln(4x)
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Resolugao: Usando a propriedade da fungao logaritmo in(ab) = In(a)+In(b),Va,b €

R*, temos
2 2
/ In(2z) i :/ In(2) + in(x) i
xln(4x) z(In(4) + In(z))
Considerando a substituicao In(z) = t, vem z = e! e dv = e'dt. Entao, usando
primitivas imediatas do conhecimento do leitor:

In(2x) B n(2) + In(z) B n2)+t
/wln(4x)dm B /m(ln(él)—i-ln(x))dx_/et(ln(4)+t)edt
In(2)+t In(2) t
/ln(4)+tdt_/ln(4)+tdt+/ln(4)—i—tdt

= In(2)In|in(4) + 1| +/(1 - m)dt

= In(2)in]lin(4) +t| +t — In(4)In|in(4) + t| + ¢, Yc e R.

Finalmente, regressando a variavel z:

/ ngfffj) dx = In(2)In|in(4) + In(2)| + In(x) - In(@)in|in(4) + In(z)| +¢, Ve € R.

Exercicio 3.26 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

/\/2+3x2dx

2 + 322

Resolugao: Este exercicio é super interessante pois vamos efectuar duas substi-
tuicoes e ainda a primitiva imediata da secante. Usando algumas propriedades:

/m

dx:/1 dle/l dx.

A primeira substituicdo a fazer é \/gx =t, e assim dx = \/gdt. Entao:

/\/2+3;c2dx_1/ 1
24322 7 V3J) Vit
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Agora, a substituicio é t = tg(w), e assim dt = sec?(w)dw. Simplificando:

V2 + 322 1 1 1 1 )
5 1 9.9 l‘ = —= 7dt = —= ————5eC (W dw
2+ 3z V3J) V1+t2 V3. /1+tg2(w)

\}g/\/%;wsecz(w)dw = \}g/sec(w dw

1
= —=ln|sec(w) +tg(w)| + ¢, Ve € R.

V3

Pelo facto de 1 + tg?(w) = sec?(w) temos via t = tg(w) que sec(w) = V1 +12, e
assim:

V2
/2++33;§ dr = ln]\/1+t2+t|+c Ve e R.

Regressando agora & varidvel x:

V2 2
/2++3i§ —l |\/1+ 1‘2 \[xH-c Ve € R.g,

Exercicio 3.27 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

x
—dx
/ V2+4x
Resolugao: Consideranto a substituicao /2 + 4x = t temos:
-2 t
= = —dt.
Ty 2

Sendo assim a resolugao vem:

x 22y 22
/\/2+4x v t 2 / 8
1
= 8/(t2—2)dt

1,43
1

= 24(\/2—1-4;17) Z\/2+4x+c, Ve € R.g
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Exercicio 3.28 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

| et

Resolugao: Vamos considerar a substituicio /z = t, i.e. = = t? e dz = 2tdt.
Entao, via primitivagao por substitui¢do e primitiva imediata (1.18), vem ao desfazer
a substituicao:

[ ot = [mpa=2 [ g
Va(z+1) t(t2+1) t2+1
= 2arctyg(t) +c, VceR
= 2arctg(v/z) +c, Ve ER.g

Exercicio 3.29 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:
el‘
/ LA
et +e*

Resolugao: Considerando a substituigao e* =t vem x = In(t) e dx = %dt. Simpli-

ficando )
x t 1 21 1
ey P P P
er 4+ e 7 t+ 1t 2+1t 241

Ao aplicar a primitiva imediata (1.18) e desfazendo a substituigdo temos

e’ 1
/Wdf = /‘[;2—{—1dt = arctg(t) + C, \V/C S R

= arctg(e”) +c, Vce R.g

Exercicio 3.30 Usando o método de primitivacao por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:
[
x.
x+ T

Resolugao: Neste caso a substituicao a fazer é \/z = t. Como consequéncia vem

d
z =12 d—f — 9, da = 2tdt
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e assim:

1 1 1
/ do = / L o= / Lo
T+ x 2+t t+1

Usando a primitiva imediata (1.11) e desfazendo a substituigdo temos

1
/w+\/§dw 2|t + 1| +¢, Ve € R

= 2nlyx+1|+c, VeeR.g

Exercicio 3.31 Usando o método de primitivacdo por substituicdo determine a
familia da sequinte primitiva:

8 d
Jaz g b

Resolucao: Considerando a substituicdo @ = 3sec(t) vem dz = 3sec(t)tg(t)dt.
Tendo em conta a relacio tg?(t) + 1 = sec?(t), aplicando a primitivacdo por substi-
tuicdo e primitiva imediata (1.26), vem:

3sec(t)tg(t)

V94/sec?t) — 1 !

3sec(t)tg(t)dt =8

sec(t)tg(t) , cec
\ﬁfﬁ)ﬁ_g/‘ (t)dt

= 8ln|sec(t) +tg(t)| + ¢, Yc € R.

78 d
V2 -9 ’

Para z = 3sec(t) temos

2
x x
t)=—, tg(t) =14/ ——1
seet) = 5, tot) =15
e ao desfazer a substituicao:
8 x x?

Exercicio 3.32 Para terminar este capitulo em beleza mental vamos considerar a
sequinte posi¢ao (ver Figura 3.1) de um jogo de wadrez. Qual serd a sequéncia de
lances das pecas brancas com o objectivo de vencer o jogo?
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e H
Al i
A4
A

(2> jie- Dee [t

Wy
iy !
£

B
2l
g =qs)

Figura 3.1: Uma posigao simpética de um jogo de xadrez.

4
&
)
iy

Resolugao: O excelente jogador de xadrez nao é aquele que descobre a solucao
num curto espaco de tempo, errado!! O excelente jogador é aquele que analisa a
posicao, que sabe olhar para a disposicao de todas as pecas e sua dinamica, tanto
as suas como as do adversério, que sabe identificar os pontos fracos da sua posigao
e da do seu adversario e sabe como organizar na mente uma estratégia de forma a
tirar proveito das fraquezas da posicao do adversario e evitanto, ao mesmo tempo,
o contra ataque. Relativamente ao problema em causa: o lance fantéstico das pecas
brancas é 1.BxC!! Como consequéncia o Bispo branco ataca a Torre e a Dama preta
e as pegas pretas ficam em apuros. Caso 1...DxB 2.Dad+ Re6 (se 2...Rd8 3.Dd7++)
3.Dd7+ Rf6 4.Dxf7+ Rgb 5.Cf3+ e as pegas pretas abandonam pois vao perder a
sua Dama. Caso a Dama preta nao capature o Bispo branco entao as pecas brancas
ganham qualidade decisiva. g,



Capitulo 4

Primitivas de funcoes Racionais

"Nao hd ramo da Matemdtica, por mais abstracto que seja,
que ndo possa um dia vir a ser aplicado aos fenomenos do
mundo real”

Lobachevsky

Neste capitulo vamos apresentar as ideias sobre como resolver uma primitiva
envolvendo fracgoes racionais. Por vezes a resolucao de uma situacao com fracgoes
racionais, para além de primitivas imediatas, pode envolver primitivagao por partes e
por sustituicao. Por conseguinte, neste momento a mente do leitor tem que estar bem
arrumada no que diz respeito a primitivas imediatas, por partes e por substituicao.

4.1 Primitivas de funcoes racionais

A ideia é obter uma primitiva da seguinte fracgdo racional
P(z)
Q(x)
onde P(z) e Q(x) sao polindmios na varidvel x. A fraccao (4.1) diz-se prépria se
o grau do polinémio P(z) é inferior ao grau do polinémio Q(x) e diz-se imprépria
no caso contrario. Se a fraccdo (4.1) for imprépria, é possivel, pela divisao de
polinémios, obter

(4.1)

(4.2)
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em que o grau do polinémio R(z) (polinémio resto) é inferior ao grau do polinémio
Q(x) (polinémio quociente). De uma maneira geral para obter uma primitiva da
fraccao (4.1) temos que, em primeiro lugar, reduzir toda a frac¢ao racional imprépria
numa fraccao prépria através da divisao de polinémios. E por decomposi¢ao, o
problema fica reduzido a primitivagao de fracgbes racionais préprias.

Teorema 4.1 Sejam P e QQ dois polindmios com grau de P inferior ao grau de Q).
Entao,

P(x)

Q(z)

€ a soma de um numero finito de fracgdes racionais simples de dois tipos:

A .. Bx+C
i) .

($_a)k7 [(m—a)z—kﬁﬂ

onde os parametros A,B e C sio constantes reais; (x — a)* e ((z — a)? + ﬁ2)l
sao os factores irredutiveis da decomposicdo de Q(x), sendo x = a uma raiz real
de multiplicidade k e © = a £ i uma raiz complexa' de multiplicidade 1. Mais
precisamente, generalizando, se

m1 mq

Qx)=(r—a)"...(x —ap)™ [(ac — a1)2 + Bﬂ ) [(w — aq)2 + Blﬂ ,

entao
P:C) F & Ak Bax +Cy
POy ey G
i j=11=1 [(x—aj) +Bﬂ
Demonstragao: Consultar bibliografia. o

Observacgao 4.1 Como consequéncia do Teorema 4.1, a primitiva da erpressao
(4.3), vem

Pl)
=2

i=1 k=1 j=1

g

+C
= d+z;/ B

l

!Sendo i = v/—1 a unidade imaginéria.
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Observacao 4.2 Naturalmente, no membro da direita da igualdade (4.3), estard
ausente o primeiro somatdrio se Q(x) ndo tiver raizes reais; e estard ausente o
seqgundo se Q(x) sé tiver raizes reais; e claro estdo ambos presentes se houver raizes
Teals € nNao Teais.

Observacao 4.3 A igualdade (4.3) reduz-se, apds desembaracar de denominadores,
a uma igualdade de polinémios e os coeficientes A, By e Cj; podem ser calculados
utilizando, por exemplo, o método dos coeficientes indeterminados. Generalizando,
dados os polindmios

P(z) = apz" + an_ 12" + ...+ a1z + ag

Q(x) = bpa" + bn—1$n_1 4+ ...+ bix+ b

com o mesmo grau n, temos que P(x) = Q(z) sse

anp =bp, ap_1=0by_1, ..., a1 ="b1, ap=bo.

4.2 Exercicios sobre primitivas de funcoes racionais

Exercicio 4.1 Determine a familia da sequinte primitiva:

A
/de, a,AGR, kEN

Resolugao: O caso k = 1 é uma aplicagao directa da primitiva imediata (1.11) com
M =z —a (M’ =1 e ji se encontra no numerador), i.e.

r—a Tr —a

/ A dx:A/ ! dx = Aln|z —a|l+ ¢, Ve e R.

Entretanto, para a situacdo k > 1 basta aplicar a primitiva imediata (1.2) com
M=x—aef=—k (M =1 e jise encontra na funcao a primitivar), i.e.

A _ A _
/(m_a)kdx:A/(zca) kdl’:l_k(ffa)l k+C,VCER.*

Exercicio 4.2 Determine a familia da sequinte primitiva:

Bz +C
/((90—06)2+52)mdx’ B,C,a,f€R, meN.
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Resolugao: Basta aplicar a substituicao z = a + Stg(t). Como consequéncia:

dx

dt

= Bsec?(t), dx = Bsec®(t)dt, t= arctg(ﬂl7 ,; a).

E, assim, com a substituicao anterior temos:

/ Bx;i—C —dr = /{B(O; +26tg(t))2+fﬂ.9662(t)] dt
[(m—a) +52} (B2tg?(t) + B)
B / [Ba + C + Bptg(t)
(ﬁ2sec2(t))m
Caso m = 1. Usando a primitiva de uma constante, a primitva imediata (1.11)
e simplificando, vem:

/[Ba;C—I—Btg(t)}dt - /[BQBJFCJFBZZEE;}&

B C
= a;t — Bln|cos(t)| + ¢, Ve € R.

Caso m > 1, vem (via primitiva imediata (1.2)) ao simplificar:

/ [Ba + C + Bptg(t)

ﬁsecz(t)} dt.

cost_Q(t)] dt =

IBQm—l
— %/coszm_Q(t)dt+%/tg(t)COSQm_Q(t)dt
Ba+C

B
= mm1 / cos™™2(t)dt + Fm—2 / sin(t)cos™™ 3 (t)dt

Ba+C 2m—2 B cos?™72(t)

Em relacdo ao calculo da primitiva da funcio cos?™~2(t), basta ter em conta, que

/ cos®™ 2 (t)dt = / cos®™ 3 (t)cos(t)dt,

e aplicar a primitivacao por partes tantas vezes quantas as necessarias até obter uma
primitiva imediata, ver formula de recorréncia, adequada, apresentada no final do
Capitulo 2. Depois, para concluir o exercicio ha que desfazer a substituicao e para
tal usar

r—«

t:arctg( ).;,
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Exercicio 4.3 Determine a familia da sequinte primitiva:

1
/dx.
22+ x—2

Resolucgao: Tendo em conta que o grau do polinémio que estd no numerador é
inferior ao grau do polinémio do denominador temos que factorizar o polinémio do
denominador, i.e. escrever

p(x) =2 +x -2,

na sua forma mais irredutivel. Ao aplicar a férmula resolvente concluimos que os
valores x = —2 e = 1 sdo as raizes de p(z). E, assim

px)=2*+z—-2=(x—1)(z+2).

Pelo Teorema 4.1, temos:

1 B 1 A B
2+z—-2 @—U@wa)_x—1+x+2
Az +2)+Bx—-1) Ar+2A+Br—-B
N (z-D(xz+2)  (z—=1)(z+2)
 z(A+B)+24A-B
B (x—1)(z+2)

A igualdade anterior é valida apenas quando os polinémios que estdo em numerador
sao iguais entre si, i.e.

l=2(A+B)+2A—-B

ou seja

z.0+1=2(A+B)+2A-B.

Entao, ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+B=0, A=1/3,
=
24— B =1, B=-1/3.
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Usando os resultados anteriores, assim, como alguns conhecimentos adquiridos
de outras seccoes, temos:

1 1/3 —-1/3
ot = [ 5e [ e
1 1 1 1
= / d:z:—/ dx
3 z—1 3) z+2

1 1
= gln\aj— 1] — §Zn|x+2l +c VeeR

1l ‘x—l
—In
3 x+2

|+ ¢, VeeR. g

Exercicio 4.4 Determine a familia da sequinte primitiva:

x4+ 2
g s wo L
xd —2x4+x
Resolugao: O grau do polinémio que estd no numerador é inferior ao grau do
polinémio do denominador. Entao, temos que factorizar o polinémio do denomi-

nador, i.e. escrever p(r) = 2® — 22? 4+ x na sua forma mais irredutivel. Tendo em

conta que
plx) =222+ 2 = (2 — 2z + 1)z

e que o polinémio 2 — 2z + 1 tem raiz z = 1 com multiplidade 2, temos:
plx) =2 —22° + 2 = (2 — 22 + )z = (z — 1)*z.

Pelo Teorema 4.1, temos:

r+2  az+2 A B ¢
3 —222 (a;—l)?x_(m—l)2+a:—1+g
Az + B(z— 1)z + C(z — 1)?
B (x —1)%x
_ 2*B+C)+z(A-B-20)+C
N (x —1)2x '

A igualdade anterior é valida apenas quando os polinémios que estdo em numerador
sao iguais entre si, i.e.

r+2=2*(B+C)+2(A-B-20)+C
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ou seja
20+2+2=2*(B+C)+x(A-B-2C)+C.

Entao, ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

B+ C =0, A =3,
A-B-20=1, &< B=-2,
C =2, C=2.

E, assim

x+2 3 -2 2
S P [ S 4 2 dx.
/a:3—23:2+xx /(:c—l)2 x+/x—1w+/mw

Usando os resultados anteriores, assim, como alguns conhecimentos adquiridos de
outras seccoes, temos:

z+2 1 1 1
T g = 3 ——de—2 [ ——drt2 [ =d
/x3—2x2+xx 3/(x—1)2m /$—1x+ /:cx

= 3/(3: — 1) 2dz — 2In|z — 1| + 2In|z|

3 T
= — 2 R.
x—1+ ln|m_1]+c,Vc€ *

Exercicio 4.5 Determine a familia da sequinte primitiva:

T
/$3 _1dx.

Resolugao: O grau do polindmio que estd no numerador é inferior ao grau do
polinémio do denominador. Entdo, temos que factorizar o polinémio p(z) = 2% — 1
na sua forma mais irredutivel. Devido ao facto do polinémio p(z) ter grau superior
a 2 temos que usar a Regra de Ruffini para baixar o seu grau. Para tal temos que
ter em conta que z = 1 é uma raiz de p(x) pois p(1) = 0. Entao, ao aplicar a Regra
de Ruffini para p(x) = 23 + 022 + 0x — 1, ver Tabela 4.1, obtém-se

px)=2—1=(@*+z+1)(z—1).

Agora, basta factorizar o polinémio ¢(z) = 2%+ 2 +1 na sua forma mais irredutfvel.
Acontece que o polinémio ¢(x) nao tem raizes em R mas sim em C. E, em C, o
polinémio ¢(z) admite o seguinte par de raizes conjugadas

1. V3

- - Yl
YTy T
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1 0 0f-1
1 1 1)1
1 1 1]0

Tabela 4.1: Aplicacio da Regra de Ruffini ao polinémio p(z) = z2 4+ 022 + 0z — 1 do qual se
conhece a raiz ¢ = 1.

E, assim, ¢(z) na sua forma mais irredutivel é dado por (resultado a usar na resolucao
final do exercicio):

qg(x) = *+x+1= (az—(—;))2+(\g§)2
= (m+%)2+%
Usando o Teorema 4.1, temos:
x x Ax+ B C
-1 (1‘2—|—x+1)(x—1)::n2+:1:—|—1+m—1

(Az +B)(x — 1)+ C(2® +z + 1)
(2242 +1)(z—1)
?(A+C)+2(B-A+C)+C - B
(2 4+z+1)(z—1)

A igualdade anterior é valida apenas quando os polinémios que estao em numerador
sao iguais entre si, i.e.

?20+z2+0=2%(A+C)+z(B-A+C)+C - B.
Ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+C =0, A=-1/3,
B-A+C=1, &{ B=1/3,
C—B=0, C=1/3.
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Entao:

X
/x:a_ldx =

—x+1 1 1
—d - d
/:c2+x+1 x+3/x—1w

—x+1 1
—d —In|lz —1
/x2—|—x+1 x—i—sn]:n |

1
3
1
3
1 —x+1 1

1,2

A resolugao do exercicio fica completa com o célculo de

—z+1
—+dx.
@45 +]
2 4
Uma forma de resolver a primitiva anterior é ter em conta a substituicao? (ao cuidado
do leitor)

= —% + \ggtg(t).

A outra forma de resolucdo é ter em conta as primitivas imediatas (1.11) e (1.18).
Sendo assim, ao simplificar, vem:

—x+1 —x 1
T 3 3dac = —T9% 3 3dx+ 132 3 3da:
(z+3)"+3 (z+3)" +1 (z+3)" +1

1 2 1-1 1
— _2/96—’_1 5 3dx+/1 5 de
(z+3)" +3 (z+3)"+3
1 2 1 3 1
(z+3)" +1 (z+3)" +1
Usando, entao, as primitivas imediatas (1.11) e (1.18), obtém-se

2r+1 _ 1.2 3
/Wld$_ln|(x+2) +Z‘+C’ Ve € R,

2De maneira geral para fraccbes onde o denominador apresenta raizes nio reais, i.e. raizes
complexas com x = a + i a substitui¢do © = « + Stg(t) faz milagres.
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1 4 1
/3: 2 dx:3/2$+12dac
(x+3)" + 1+ (=)
443 2/V/3

= _— —d
3 2 204+ 1,2
1+
()
2v/3 22 + 1
= —arctg(———) +c¢, VceR.
3 9( \/g)

Por fim, a organizacao do resultado fica a cargo do leitor. g

Exercicio 4.6 Determine a familia da sequinte primitiva:

2
x
[
4 +2x —3
Resolugao: O polinémio que se encontra no numerador tem grau igual ao grau do

polinémio que se encontra no denominador. Por consequéncia, temos que dividir os
polinémios. Ao dividir, vem:

x2 —2x+3

22+2r—3 +m2+2m—3'

z2 —2x + 3
——dx = 1d
/x2+2x—3x / x—l—/ 22+ 21— 3 dr

+/ —2x+3 d
= €T < xZ.
2 4+2x—3

E, assim

O exercicio fica resolvido com a resolucao da primitiva do lado direito da ex-
pressdo anterior. Para tal temos que factorizar o polinémio p(z) = x? + 2z — 3 na
sua forma mais irredutivel®>. Tendo em conta que o polinémio p(z) tem raizes z = 1
e xr = —3, obtém-se

p(x) =2+ 22 -3 = (z—1)(z + 3).

3E de notar que o polinémio p(z) tem grau superior ao grau do polinémio que se encontra no
numerador.
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Via Teorema 4.1, temos:

—2r+3 —2rx+3 A B
2422 -3 (l’—l)($+3)_1’—1+l’—|—3
A(x+3)+ B(z—-1)
(x —1)(x + 3)
_ z(A+B)+3A-B
N (x —1)(xz + 3)

A igualdade anterior é valida apenas quando os polinémios que estdo em numerador

sao iguais entre si, i.e.

—2r+3=x(A+ B)+3A—-B.
Entao, ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+ B=-2 A=1/4,

=
3A— B =3, B = -9/4.
Finalmente:
-2z 43 1 1 9 1
—————dr = - de — — [ ——=d
/x2+2x—3x 4/m—1x 1) z+3™

1 9
= Zln\x -1 - 1ln|1: +3|+¢, VeeR.

Por fim, a organizacao do resultado fica a cargo do leitor. g

Exercicio 4.7 Determine a familia da sequinte primitiva:

4
x
/ dx.
34+ 222 —Tx+4

Resolugao: O polinémio que se encontra no numerador tem grau superior ao grau
do polinémio que se encontra no denominador. Por consequéncia, temos que dividir
os polinémios. Ao dividir, vem:

xt 2+ 1122 — 162 + 8
=z — .
3+ 222 —Tx+4 3+ 222 —Tx+4
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E, assim
xt 1122 — 162 + 8
de = —2)d d
/x3+2x2—7x+4x /(33 )m+/a:3—|—2x2—7x+4$
x2 5 +/ 1122 — 162 + 8
= — —2r x.
2 23+ 222 —Tx+4

Agora basta resolver a primitiva do lado direito da expressao anterior. Para
tal temos que factorizar o polinémio p(z) = 3 + 222 — 72z + 4 na sua forma mais
irredutivel*. O polinémio p(z) tem uma raiz para z = 1 pois p(1) = 0. Entdo, ao
aplicar a Regra de Ruffini para o polindmio p(z), ver Tabela 4.2, obtém-se

p(x) =22 +222 —Tx +4 = (2° 4+ 3z — 4)(x — 1).

1 2 7|4
1 1 3|4
1 410

Tabela 4.2: Aplicacio da Regra de Ruffini ao polinémio p(z) = z® 4+ 222 — 7z + 4 do qual se
conhece a raiz ¢ = 1.

O polinémio g(z) = 22 + 3z — 4 tem raizes distintas em R mais precisamente
x =1 ez = —4. Entao, o polinémio p(z) na sua forma mais irredutivel é dado por:

plx) = 2°+227 —Tzx+4=(2>+3v—4)(z - 1)
(x —1)*(z +4).
Ao aplicar o Teorema 4.1, temos:

112% — 162 + 8 1122 —16z+8 A B C

23+ 222 —Tx +4 (x —1)%(z + 4) (x—1)2+x—1+x—|—4
Alz+4)+ Bz - 1)(z+4)+C(x —1)?
(x — 1)2(z + 4)
22 (B+C)+2(A+3B—-2C)+4A—4B +C
(x— D%z +4) |

4E de notar que o polinémio p(z) tem grau superior ao grau do polinémio que se encontra no
numerador.
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Esta igualdade é vélida apenas quando os polinémios que estao em numerador sao
iguais entre si, i.e.

12? — 162 +8 = 2*(B+ C) + 2(A+ 3B — 2C) +4A — 4B + C.

Ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

B+C =11, A =3/5,
A+3B—-2C =-16, < { B=27/25,
4A —4B+C =38, C = 248/25.

Por conseguinte,

/ 112% — 16z + 8 dr — 3/ 1 dm+27/ LN
w3 +222-Ter+4 " 5) (x—1)2 25 ) x—1

248 1
— x.
25 x+4

Entao, usando primitivas imediatas do conhecimento do leitor:

1 1
/ de =lIn|lz+ 4|+ ¢, Vc e R, / dxr =In|z — 1| + ¢, Ve € R,
r+4 r—1

1 _ o, 1

E, assim, resolvemos o exercicio. A organizagao do resultado fica a cargo do leitor. g

Exercicio 4.8 Determine a familia da sequinte primitiva:

/ cosl($) dz. (4.4)

5 . - 1 —tg*(z/2)
Resolugao: Ao considerar a relagao cos(z) = m, podemos reescrever a
g°(x

primitiva (4.4) da seguinte forma:

1 [ 1+tg*(x/2) .
/ cos@) ™ = / T tg%(e/2)"
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Usando a substituicao tg(z/2) =t temos x/2 = arctg(t), i.e. x = 2arctg(t) com

dl’ = mdt (§] assirn:
1 1 2(x/2 1+4¢2 2
/ dr = /+tg($/)d:c:/+><dt
cos(x) 1—tg%(x/2) 11—t 1+

1 1
Y Py R )

A igualdade entre as seguintes fraccoes

1 A B A(l+t)+ B(1-t)
1-t)(1+t) [ (1—t)(1+1)
_ t(A-B)+A+B
N (1—-t)(1+1)

¢é valida pelo Teorema 4.1, desde que os polinémios que estao em numerador sejam
iguais entre si, i.e.
t04+1=t(A—B)+A+B.

Entao, ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:
A—-B=0, - A=1/2,
A+B=1, B=1/2.

Ao som de Under Pressure, obtém-se:

(EDEDAEEY Sl e
= Y= /

N e e
2/1—t +5inll+
1 1
= —§Zn|1 —t|+ §Zn|1 +tl+¢c VeeR
1. 1+t
= §Zn|174__t| +ec, VeeR.
Finalmente, ao ter em conta que t = tg(x/2) o resultado final é o seguinte:

1 1
/cos(ac)daC - 2/<1_t)(1+t)dt_l nj— |+c Vee R

ln|1 +tg(xz/2)
1—tg(x/2)

|+ ¢, Ve e R.
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Exercicio 4.9 Determine a familia da sequinte primitiva:

1
/ (x+1)V22 +z + 1dz’ (4:5)

Resolugao: Ao considerar a substitui¢do va? +z + 1 = z + ¢ (ver Exercicio 3.18)
vamos obter

t2—1 2 — 2t —t*+t—1
x r+1= , Vel+r+l=——F—

DT 1— 2t 1—2t
e, ainda
—22 42t —2
dp = 2 T2
(1—2t)2

Como consequéncia podemos reescrever a primitiva (4.5) em termos da varidvel
t, da seguinte forma:

/ 1 g — / (1 —2t)? Xf2t2+2t—2dt
(z+1Wa2+z+1 ) #@=2) (-2 +t-1) (1—2t)2

2 1
= [ = _at=2 [ —_dt
/t2—2t /t(t—2)

Tendo em conta os exercicios anteriores (via Teorema 4.1):

1 A B A{t-2)+Bt
tt—2) ot t—2  t(t—2)
_ H(A+B)-24
B t(t —2)

A igualdade anterior é valida desde que
t.0+1=1t(A+ B) - 24A.

E, assim, ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+B=0, - A=-1/2,
—2A4 =1, B=1/2.

Ao som de People are Strange

1 1 /1 1 1
g = = Catr s [
/t(t—2) 2/t T )i
1 1
= —iln\tl + §ln|t —2|4+¢, YVceR

1 t-2
= §ln\T\ +¢, Ve e R.



94 4.2 Exercicios sobre primitivas de func¢oes racionais

Regressando a varidavel x usando um som tipo Riders on the Storm:

1 1
dr = 2| ———dt=In +c VceR
/(x—l—l)\/xQ—{—J:-i-l /t(t—z) | ‘
Va2 1—2-2
= In| G |+¢, VeeR. g

Vil+x+1l—z

Exercicio 4.10 Determine a familia da seguinte primitiva:

1
—dx.
/;1:2—2;1:—1—3 *

Resolucio: O polinémio p(z) = 2 — 2z + 3 tem o grau superior ao polinémio que
estd no numerador. Entao, temos que factorizar o polinémio p(x) na sua forma mais
irredutivel. Acontece que p(x) nao tem raizes em R mas sim em C e dadas (via
férmula resolvente) por:

x=1+iv2.

Assim, o polinémio p(x) sofre a seguinte factorizagao:

px)=22—22+3=(z—-1)2+(V2)?2=(@=z-1)>%+2.

1
[ argto= [ ipade
x? —2x+3 (x—1)2+42

Usando o facto de que sec?(t) = 1 + tg?(t), a substituicio x = 1 + v/2tg(t) onde
dz = v/2sec?(t)dt e t = arctg(—

V2
2
/1(11’ — /1d:€— Mdt
2?2 —22+43 (m—1)2+2 2tg%(t) + 2
_ \f/ sec? \f/sec
- sec2(t
f

2 -1
= iarctg(w )+¢, VeeR.

2 V2

1
—d
/(x—1)2+2 o

seria via primitiva imediata (1.18), ao cuidado do leitor. g

Entao:

), obtém-se:

Outra forma de resolver
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Exercicio 4.11 Determine a familia da seguinte primitiva:

1
/2—003(3:)dx' (4.6)

1~ tg%(x/2)

Resolugao: Ao considerar a relacao fantastica cos(z) = m
9% (x

, podemos ree-

screver a primitiva (4.6) da seguinte forma:

1 1+ tg?
/ = dr= / +g—(55/2)dx.
2 — cos(x) 1+ 3tg?(z/2)
Usando a substituigao tg(z/2) = ¢, temos /2 = arctg(t), i.e. x = 2arctg(t) com

2
dx = mdt, e assim

1 1 2(z/2 1+t 2
/d:n — /+tg(;v/)d$:/ ti % dt
2 — cos(x) 1+ 3tg?(x/2) 1432 1+¢2

1 1
Y Y )
143t 1+ (V3t)

Usando, no nosso problema, a primitiva imediata (1.18) com M = V/3t, temos:

1 o v 2 V3
/2—608(fs)dx a 2/1+(\/§t)2dt_x/§/1+(\/§t)2dt

2
= —arctg(vV3t)+¢, Ve eR
7 9(V'3t)

= \%arctg(\/gtg(ﬂcﬂ)) +c, VeeR. g

Exercicio 4.12 Determine a familia da sequinte primitiva:

/ sin(z) dz. (4.7)

1+ cos(x) + sin(z)

Resolugao: Ao considerar as relagoes simpaticas

1—tg*(2/2)

=——"—= sin(z)= 2tg(2/2)
1+tg2(z/2)’

cos(x) T 1t tg?(z)2)
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e a substituigao tg(z/2) = t, i.e. x = 2arctg(t) com dx = mdt podemos reescr-

ever a primitiva (4.7) da seguinte forma:

sin(x) B t
/1+cos(az)+sin(az)d$_ 2/ aroaret

Usando os conhecimentos adquiridos com as resolugoes de outros exercicios (via
Teorema 4.1), vem que

t A Bt+C  AQ+t*)+ (Bt+C)(1+1)
(1+t)(1+t2) T+ e (14+t)(1+ t2)
t2(A+B)+t(C+B)+A+C

(1+t)(1+12) '

A igualdade anterior é valida desde que os polinémios que estdo em numerador sejam
iguais entre si, i.e.

t204+t+0=t*(A+B)+t(C+B)+ A+ C.

Entao, ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+ B =0, A=—-1/2,
C+B=1 << B=1/2,
A+C =0, C=1/2.

Como consequéncia a primitiva (4.7), vem:

sin(x) -
/1+cos($)—|—sm(:z:)dx = 2/(1+t)€1+t2)dt:/(1+1t+f4+—22)d’5

1 t 1
= — [ —adt —dt —dt
1+¢ +/1+t2 +/1+t2
2t

1
= —Inlt+ 1|+ 3 / mdt + arctg(t)

1
= —nlt+1|+ iln\l + 2|+ arctg(t) + ¢, Ve € R

1
= —In|tg(x/2) + 1] + Eln|1 + tg*(x/2)|
+ arctg(tg(z/2)) +c, Ve e R. 4
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Exercicio 4.13 Determine a familia da seguinte primitiva:

[

4
+ dx.
T

Resolucao: Considerando a substituicdo v/z + 4 = ¢ temos = = t? — 4 e dx = 2tdt.

Entao )
N ¢ ¢
do = [ ———2tdt =2 | ———dt. 4
/ z 7 24 / 24 (4.8)

O polinémio que se encontra no numerador da fun¢do a primitivar em (4.8) tem
grau igual ao grau do polinémio que se encontra no denominador. Por consequéncia,
temos que dividir os polinémios. Ao dividir, vem:

t? gt
2 —4 2 —4

Ao reescrever (4.8), temos

/@daz - 2/ r dt:2/(1+4)dt

t2 —4 t2 —4
1
p— 1 —
2/ dt+8/t2_4dt
1
= 2t+8 [ ———dt. 4.9
/(t—2)(t+2) (4.9)

O exercicio fica concluido com a resolugao da primitiva da seguinte fraccao racional

1
/ i—20+2)™

Ora, pelos exercicios anteriores (via Teorema 4.1), temos

1 A B t(A+B)+2A-2B

G212 -2 t+2 (-2 +2)

Ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados para a imposicao t.0 + 1 =
t(A+ B) +2A - 2B, vem

A+ B=0, o A=1/4,
24 —-2B =1, B=-1/4.
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Entao, via primitiva imediata (1.11):

1 1/4 1/4 1
[ miiat - /(/‘//V“‘ gt [ gt
t—2)(t+2) t—2 t+2 4 t—2 t+2
1 1
= Zln|t—2\ —Eln|t+2|+c, Vee R
1 t—-2
= Zln|t+72\+c, Ve e R

vr+4-—2
vr+4+2

A organizacao do resultado fica a cargo do leitor. g

1
= Eln| | + ¢, Ve e R.

Exercicio 4.14 Determine a familia da segquinte primitiva:

1
/ dz.
1+ e®

Resolucao: Depois de ouvir um som relaxante tipo It’s a Miracle estamos em

1
perfeitas condigbes para considerar a substitui¢ao e* =t onde z = In(t) e de = gdt.

1
/’dm:/31ﬁ
1+e” (1+t)t

Usando o Teorema 4.1, vem

1 A B t(A+B)+B

Como consequéncia, temos

1o 1+t ¢ (100

Ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados para a imposicao t.0 + 1 =

t(A+ B) + B, vem
A+B=0, _ [ A=-1,
B=1, B=1.

Entao, pela primitiva imediata (1.11):

/uit)tdt - /(1+1t /dt+/ ~dt

= —ln|1+t|+ln|t|+c, VeeR
t
= In|— R
n\1+tl+c,Vc€ )
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e ao desfazer a substituicao, vem

L e —in|—" | 4c VeeR
r =1in C C .
14e2 14e2 ’ *

Exercicio 4.15 Determine a familia da segquinte primitiva:

1
————dx.
/:c4—5:c2+4 v

Resolugao: O polinémio que se encontra no numerador tem grau inferior ao grau
do polinémio que se encontra no denominador. Por consequéncia, visto nao ser uma
primitiva imediata, temos que factorizar o polinémio denominador na sua forma
mais irredutivel. Considerando, p(z) = x* — 522 + 4 temos p(1) = 0, ie. x =16
raiz de p(r). Entdo, aplicando a Regra de Ruffini, obtém-se p(z) = (x — 1)(z® +
22 — 4x — 4), ver Tabela 4.3. Para q(z) = 2® + 2% — 42 — 4 temos ¢(—1) = 0,

1 0 -5 0] 4

1 1 1 4|4
1 1 4 4]0

Tabela 4.3: Aplicacio da Regra de Ruffini ao polinémio p(z) = z* + 02® — 522 4+ 0z + 4 do qual
se conhece a raiz r = 1.

ie. x = —1 é raiz de ¢(x). Entao, aplicando novamente a Regra de Ruffini vem
p(z) = (x — 1)(x + 1)(22 — 4), ver Tabela 4.4.

11 4|4
-1 -1 0|4
1 0 4]0

Tabela 4.4: Aplicacio da Regra de Ruffini ao polinémio q(z) = 2 + 2% — 4z —4 do qual se conhece
araiz r = —1.

Sabendo que 22 — 4 = (x — 2)(z + 2), temos

2t =5t 4= (z—1)(z+1)(z+2)(z—2),
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e, assim, podemos reescrever a primitiva a calcular na seguinte forma

————dzx = x
zt — 512 +4 (x—=1D(z+1)(x+2)(z—2)
Aplicando o Teorema 4.1, temos

1 1
zt — 512 +4 (x—1)(z+1)(z+2)(z—2)
_ A B C D
or—-1 z+1 z+2 -2

e por consequéncia vamos considerar:

?.0+2°.0+20+1 = 2°(A+B+C+D)+a2*(A—B—-2C+2D)
+ x(—4A—-4B—-C—-D)—-4A+4B+2C —2D.

Ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+B+C+ D=0, A=-1/6,
A-B-20+20=0,  _ ) B=1/5
“4A—4B-C-D=0, C=-1/12,
—4A+4B+2C —-2D =1, D =1/12.
Finalmente, usando a primitiva imediata (1.11):
1 1 r+1 1 Tz —2
——————dr =~ In|—— |+ —= 1 R.
/x4—5x2—|—4 =gl gl il te VeeR 4

Exercicio 4.16 Determine a familia da seguinte primitiva:

e4z
/dx
e2r e 41

Resolugao: Tendo em conta que

4x )4
/edx :/(‘/’)d%
e e +1 (e*)24e* +1

1
e a substituicao e® =t com = = In(t) e dx = Zdt’ temos

64:): t4 t3
[ otaito= [t = [
e e +1 (t2+t+ 1)t 2+t+1
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Dividindo os polinémios®, temos

t? 1
S———dt = t—1+4 5———)dt
/t2+t+1 /( +t2+t+1)
1
= t—1)dt &t
/( ) +/t2+t+1

_ ¢ t+/ L dt
2 t24+t+1

O exercicio fica resolvido com a resolugdo da primitiva do segundo membro.

Sabendo que o polinémio p(t) = t? +t + 1 tem raizes (via férmula resolvente)
complexas
1 V3
t=—2 i Y2
2 27

temos

1

t2+t+1:(t—(—§)) = (e )

Por consequéncia, e usando a primitiva 1medlata (1 18), obtem—se

1 1
/tztldt = / / 2‘”
Tt <t+

1—|—

5dt

2v/3 2/\/
/ 2t—i— 1

24/3 2t+1

= arct ( )—i—c, Ve € R.
3 "IN

Finalmente, temos a seguinte solugao:
4z 2x T
e e 2V/3 2e” + 1
— —  dr=—-——¢" v t <7
/e2x+ew+1 S R A
Exercicio 4.17 Determine a familia da sequinte primitiva:
Vr+1 d
—dx
vr+1+1

50 polinémio que se encontra no numerador tem grau superior ao grau do polinémio que se
encontra no denominador.

)+c, VeeR. g
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Resolugao: Considerando a substituicdo z+1 = t7 onde 8 = 4 é o minimo mailtiplo
comum dos indices das raizes, temos

r=t*—1, de=43dt, t= vz + 1.

Como consequéncia

Vr+1 Vit t
A / — A3dt = 4/ ———dt.
Vr+1+1 (t2)2+1 t2+1

Como o grau do polinémio que estd no numerador é superior ao grau do polinémio
que estd no dominador temos ao efectuar a divisao dos polinémios, i.e.

1
241

t4
il

Entao, via primitivas imediatas do conhecimento do leitor:

Va+1 t 1
VIR gy = 4/ . dt:4/(t21+2)dt
Viti+1 211 241

= 4/(t2—1)dt+4/t211dt

4
= §t3 — 4t +4arctg(t) + ¢, Ve € R.

Finalmente, regressando a variavel x, vem

Vr+1 (\4/27—1—1)3
—dr =4—F——
ve+1+1 3

Exercicio 4.18 Para relazar a mente considere a sequinte posi¢ao (ver Figura 4.1)

de um jogo de zwadrez. Qual serd a sequéncia de lances das pecas brancas com o
objectivo de vencer o jogo?

—4vVx + 1+ darctg(vVx +1) + ¢, Ve € R. 4

Resolugao: O lance das pecas brancas que leva a mente do jogador para o mundo
da imortalidade é 1.Dd1+!! O Rei preto é obrigado a capturar a Dama branca, i.e.
1....RxDd1 e ao fazé-lo vem o lance que leva a mente para la da imortalidade 2.Bgh+
pois o Rei preto estd em xeque duplo e fica totalmente exposto ao mate. Se 2....Rel
entao 3. Td1++. Se 2....Rc7 entao 3.Bd1++! Brilhante!! 4
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Figura 4.1: Uma posigao simpética de um jogo de xadrez.
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Exercicio 4.19 Determine a familia da sequinte primitiva:

e.T
/6296_4dx.

Resolugao: Numa primeira fase vamos considerar a substitui¢cao e®
In(t) e assim do = 1dt.

/

Entao, vem:

er J / t 1
~ dr= [
e2r — 4 12 -4t

Via Teorema 4.1, temos

2 —4

e por consequéncia vamos considerar: t.0 +1 = t(A + B) +2A - 2B.

1
dt = [ ——dt.
/ 2 —4

1
T t—2)(t+2)

A B t(A+B)+24A-2B
Ct=2 t+2  (t-2)(t+2)

Ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+B=0,
94— 2B =1,

A=1/4,
B=-1/4.

i

t, i.e.

X
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Finalmente e via primitiva imediata (1.11),
e’ 1 1 1 1
—dx = - | ——dt—~- | ——dt
/ 2 — 4" 4] 1—2" 1) 142
1 1
= Zln|t—2|—1ln|t—|—2|—|—c, VeeR
1 t-2
= —in|]— Ve € R.
1 n|t n 2| +¢, Vee

Ao desfazer a substituicao:

e’ 1. e*—=2
/ezx_4dx:4ln|ex+2|+c, Ve € R. g

Exercicio 4.20 Determine a familia da seguinte primitiva:

1
—d
/1 + sin(z) .

Resolugao: Usando a relagao sin(z) = % em conjunto com a substituicao
tg(x/2) =t, ie. x =2arctg(t) e assim dx = 1Jriﬁdt, vem:
1 1 1+¢2 2
/ 1 ) _2tg(z/2) / 242t +11+¢2
+ sin(x) 14 2232 = +2t+11+¢

i.e.

1 1 1
— dz=2 ——dt=2 | L.
/1+s7jn(x) v /t2+2t+1 /(t+1)2

Finalmente, via primitiva imediata (1.2) e desfazendo a substituigao:

r 1

—2

= —Z 4 VeeR
t+1+c, cE

= _7+C,VCER.
tg(x/2) + 1 *

Exercicio 4.21 Determine a familia da seguinte primitiva:

/ 1-— sin(g)x—i- cos(x) de.



Primitivas de fun¢oes Racionais 105

Resolugao: Sejam as relagoes simpéticas:

sin(x) = 2t9(x/2)

_ 1-tg*(x/2)
= T t@2)’ cos(x)

1 +tg2(x/2)

Considerando tal simpatia com a substituicao tg(x/2) = t, i.e. © = 2arctg(t) e assim
dx = 1+%dt, vem via primitiva imediada (1.11):

/ dz d / 1 d
. xr = X
RO FE o o

- / 1 2
- 2t 142 2
L= p e L1

1
— /Hdt:—ln\l—tl—i—c, Ve € R.

Ao desfazer a substituicao:

dx
dr = —In|l —¢ 2 v, R.
/ 1— sin(z) + cos(z) n|l —tg(x/2)| + ¢, YVeeR. g

Exercicio 4.22 Determine a familia da sequinte primitiva:

tg(x)
/ tg(z) — T

Resolugao: Considerando a substituicao tg(x) = ¢, vem: = = arctg(t) e de =

ﬁdt. Entao o
tg(x t
——dr= | ————=-dt
/tg(:v)—2 ! /(t—2)(1+t2) ’

e é de notar que o denominador jé estd na sua forma mais irredutivel. Aplicando o
Teorema 4.1, temos

t A  Bt+C
t—2)(1+¢2) P R
t2(A+ B) +t(C —2B) + A —2C
(t —2)(1 +t2) ’

e por consequéncia vamos considerar:

204+t +0=1*(A+ B)+t(C —2B) + A —2C.
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Ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+B=0, A=2/5,
C-2B=1, { B=-2/5,
A—20 =0, C =1/5.

Por conseguinte e via primitivas imediatas (1.11) e (1.18):
t 2 1 1 —2t+1
/g@)¢n: z ﬁ+/+dt
tg(x) —2 5) t—2 5 1+ ¢2
2 1 1 2t 1 1
= - —dt—<- | —=dt+ - | ——=dt
5] t—2 5/1+ﬁ +5/1+t2
2 1 S 1
= gln|t —2|— 5ln|1 + 7]+ 5arctg(t) +¢, VeeR.
Fianlmente ao som de Knights Of Cydonia (Muse) e desfazendo a substituigao:

tg(z) 2 1 9 1
) =2 — 9|~ Zinf1 s R
/tg(x) = 2dm 5ln|i§g(:n) | 5ln| +tg* ()| + 5arctg(tg(x)) +c¢, VeeR. g

Exercicio 4.23 Determine a familia da sequinte primitiva:

3z
/ T g
e2r 41

Resolugao: Considerando a substituigao e* = ¢, vem: x = In(t) e doz = %dt. Entao

3x 3 2
e > 1 t
—dr= | ——-dt= [ ——dt.
/e%+1 /?1+1t /?2+1
Ao dividir os polinémios (ver secgao sobre primitivas de fungoes racionais), temos:
¢ _ 1
2+1 241

Ao usar primitivas imediatas e desfazendo a substituicao:

e3® t2 1
/ém{ﬂx: /ﬁ+cﬁ!/0—ﬁ+1Wt
— fa- [y

t —arctg( )+C Ve e R
= e’ —arctg(e®) +c, VceeR. g
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Exercicio 4.24 Determine a familia da seguinte primitiva:

[,

Resolugao: Pelo facto de termos raizes com indice 2 e 3 vem que o minimo multi-
plico comum entre os indices é 6. Considerando a substituicdo z+5 =15 z =15—5
e dr = 6t°dt, temos:

dt.

N 12 t7
z+5 6t5dt:6/
1—\/ﬁ 1—1¢3 1—13

Ao dividir a fracgao

=ttty —
1—1¢3 +1—t3

e assim

vV +5 t7 A t
Y~ _dr = dt = —tt—t dt
/1—\/;U+5 : 6/1—t3 6/( e
t
= —tt —t)dt —dt
6/( ) +6/1_t3

65 6., t
= "t 46 dt
50 Tt T /1—t3

65 6., t
= ——P—-2—6 dt.
5 2 /t3—1

O exercicio fica finito ao resolver a primitiva do 2° membro da igualdade anterior e
para tal basta consultar o Exercicio 4.5 e desfazer a substituicdo. A organizagao do
resultado fica a cargo do leitor. g,

Exercicio 4.25 Determine a familia da seguinte primitiva:

In3(x) + 2
/ x(In?(z) — 1)d$'

Resolugao: Considerando In(z) =t, vem x = e e dz = e'dt. Por conseguinte

In(x) + [ B +2 342
/ (12 (z) 1)“‘/ et(t?—l)etdt‘/ g1
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Ao dividir a fraccao racional temos
In3(x) + 2 3 42 t+2
/x(an(x)—l)x /t2—1 /(+t2—1)

1 [ 2 2
= [tdt+: [ S dt+ [ S —at
/ +2/t2—1 +/t2—1
1, 1. ., / 2
= 241+ [ ——at.
ot el U e

Pelo Teorema 4.1:

2 A B

t-1t+1)  t-1 T
At +1)+B(t-1) At+A+Bt—B

t-1t+1) — (t-DE+1)
t(A+B)+A-B

(t—1)(t+1)
A igualdade anterior é valida apenas quando os polinémios que estdo em numerador
sao iguais entre si, i.e.

t0+2=t(A+B)+A-B.
Entao, ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+ B=0, A=1,
&
A—B=2, B=-1.

Usando os resultados anteriores e primitivas imediatas do conhecimentos dos pe-
sadelos dos sonhos do leitor, temos:

In3(x) + 2 1L, 1, ., 1 1
I TE g = 24 il -1 it
/x(lnz(x)—l) . 5t ol |+/(t—1 1)
1, 1 ., 1 1
= 24?1 dt— | ——at
5t T3l |+/t—1 /t+1

1, 1
= §t2 + 5ln|t2 — 1| +injt —1] —In|t + 1| + ¢, Ve € R.

Finalmente, ao desfazer a substituigao

2@ —1)" 2 2 = 14| R.
/x(an(x)—l)dx 2ln ($)+2ln\ln () |+ln|ln(m)+1|+c’ VeeR. g
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Exercicio 4.26 Determine a familia da seguinte primitiva:

/x2+:c+1
37dl’.
T3 —x

Resolugao: Ao som de Vaca de Fogo (Madredeus) dé para perceber que ao simpli-
ficar, vem
2+ x4+l > +x+1
—dx = dx.
3 — z(z—1)(x+1)
Pelo Teorema 4.1:

?4+z+1 A B C
z(x—1)(z+1) - ;+x71+x+1
A(z?2 - 1)+ Br(z + 1)+ Cx(x — 1)
z(x—1)(z+1)
> (A+B+C)+z(B-C)— A
z(zx—1)(z+1)

A igualdade anterior é valida apenas quando os polinémios que estdao em numerador
sao iguais entre si, i.e.

P +r+1=2*(A+B+C)+x(B-C)— A.

Entao, ao aplicar o método dos coeficientes indeterminados:

A+B+C =1, A=-1,
B-C =1, =< B=3/2,
—A=1, C=1)2.

Usando os resultados anteriores e primitivas imediatas do conhecimento do leitor
(espero que esse conhecimento se prolongue para 14 da mortalidade):

22 4+x+1 2?4+x+1
——dx = dx
3 —x z(z—1)(z+1)

1 3 1 1 1
= ‘/xd“z x_ld“g/md“‘

3 1
= —lIn|z| + §ln|1: -1+ 5ln\x+ 1|4+¢, VceR. g




110 4.2 Exercicios sobre primitivas de fungdes racionais




Bibliografia

Anton, Howard, 1999, Célculo um novo horizonte, Vol.III,6*Edicao, Bookman.
Apostol, M.T., 1994, Calculo, Vol.LLII, 22Edicao, Editora Reverté, Ltda.
Blatner, D., 1997, O encanto do 7, Editora Replicacoes, Lda.

Carapau, F., 2005, Matematica I, Manuais da Universidade de Evom, Pub-
licagoes Universidade de Evora.

Carapau, F., 2006, Primitivas, Integrais e suas Aplicacoes, 1*?Edicao, Publidisa.

Ferreira, J.Campos, 1987, Introducao a Andlise Matematica, 3*Edicao,
Fundacao Calouste Gulbenkian.

Figueira, Mario, 1996, Fundamentos de Andlise Infinitesimal, Textos de
Matematica, Univ. de Lisboa, Fac. de Ciéncias, Departamento de Matematica.

Ostrowski, A., 1967, Licoes de Célculo Diferencial e Integral, Vol.III, 3*Edicao,
Fundacao Calouste Gulbenkian.

Piskounov, N., 1988, Célculo Diferencial e Integral, Vol.I,II 122Edigao, Editora
Lopes da Silva.0

Sarrico, Carlos, 1997, Andlise Matematica, leituras e exercicios, Trajectos
Ciéncia, Gradiva, Lisboa.

Swokowski, Earld William, 1994, Calculo com geometria analitica, Vol.2, 22
edicao, Makron Books do Brasil editora, Ltda.

111



