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Prefacio

O contetdo desta monografia destina-se a uma Unidade Curricular de
Equagoes Diferenciais Ordindrias incorporada num 1° Ciclo de uma Licen-
ciatura.

As Equagoes Diferenciais Ordindrias abarcam uma drea muito vasta, que
pode ser analisada ou apresentada por virias Opticas, privilegiando esta ou
aquela drea especifica da Matemadtica, e conferindo ao seu conteldido uma,
abordagem de acordo com os objectivos pretendidos e vocacionados para a
especializagao a atingir.

Nesta monografia optou-se, nao por aprofundar de um modo especifico
e detalhado uma determinada drea cientifica das Equagdes Diferenciais Or-
dindrias, mas sim, por abordar conceitos, técnicas e metodologias bésicas,
mas necessarias, que constituem ferramentas importantes na obtencao de
resultados de ponta, ndo s6 na Anélise nao Linear, mas também no campo
das aplicacoes. Nesta linha, pretendeu-se evitar uma linguagem hermética,
por vezes caracteristica das especializacoes, optando-se pela clareza, sem
abdicar da correcgdo, e por uma abordagem, tedrica e pratica, util a vérias
componentes da Matemdtica.

Procurou-se, assim, que os temas abordados proporcionassem uma pla-
taforma de conhecimentos e técnicas tteis, ndo s6 em Equacoes Diferenciais
Ordindrias, mas também em Equacoes Diferenciais Parciais, e uma formagao
num leque variado de temas, que deixasse em aberto a possibilidade de es-
colher, no futuro, entre as védrias especializagoes e de poder optar por vérias
possibilidades de percurso:

e quem pretenda aprofundar a sua formacao matemédtica, e eventual-
mente ingressar numa carreira de investigacdo em Matemadtica, dis-
poe de resultados cldssicos (Teoremas de existéncia e unicidade de
solucao, no caso escalar e vectorial, teoria da estabilidade, andlise es-
pectral, séries de Fourier,...), indispensaveis para uma formagao sélida
em Equacoes Diferenciais;
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e a quem opte por uma formagdo matemadtica com énfase nas aplicacoes
e/ou na andlise qualitativa de solugdes, é-lhe proporcionado, além da
teoria, imprescindivel, técnicas com um enorme potencial de aplicagao,
tais como, métodos construtivos, para determinar explicitamente a
solugdo, como, por exemplo, as funcoes de Green; inequagoes diferen-
ciais e principios de mdximo, para localizar a solucao, mesmo quando
a sua expressao nao é conhecida ou calculdvel; técnicas iterativas para
aproximagao de solugoes e métodos para estimacao do erro,...

e quem escolha uma outra via com forte componente matemdtica, os
métodos e técnicas referidos nos itens anteriores, proporcionam uma
base de conhecimento suficiente, e indispensdvel, para se entender
e poder progredir em qualquer drea de Engenharia, Fisica, Progra-
macao,....

Em resumo, procura-se neste curso garantir uma formagao vasta e geral
em Equagoes Diferenciais Ordindrias, sem detalhar dreas cientificas em par-
ticular, de modo a deixar em aberto, a quem o frequente, a op¢ao por uma
drea de especializacdo matemdtica, que poderd ser tomada em Unidades
Curriculares de 2° Ciclo.



Introducao e metodologia

O curso planificado nesta monografia visa uma Unidade Curricular
semestral (13 semanas lectivas), com uma carga hordria semanal de 3 horas
tedricas ou tedrico-praticas e 2 horas préaticas ou tedrico-praticas.

Estd organizada em cinco capitulos, nos quais sao apresentados con-
ceitos, métodos e técnicas, que garantem uma formacao adequada na drea
de Equacoes Diferenciais Ordindrias. Cada capitulo é iniciado com uma
listagem de objectivos especificos, que o aluno deverd atingir apés a sua
leccionacao. Esta discriminacao, entre outros aspectos, pretende ser ttil ao
aluno, permitindo uma auto-avaliacao face aos conhecimentos e competén-
cias que deverao ser adquiridos. A finalizar cada um dos capitulos apresenta-
se uma seccao de Exercicios, a ser gerida entre as aulas tedrico-priticas ou
préticas e o estudo individual do aluno, e uma secgao de Actividades, que
terd, eventualmente, uma componente de avaliacao.

No primeiro capitulo apresentam-se os contetidos relacionados com esta
drea cientifica, que deverao ser considerados como pré-requisitos para os
capitulos seguintes. Estes temas nao se destinam a ser leccionados, mas pre-
tendem apenas detalhar a base tedrico-pratica que o aluno devera possuir,
a partir da qual poderd analisar a sua preparacao inicial e colmatar algum
eventual desconhecimento. Neste sentido, como, em principio, se trata de
assuntos ja leccionados noutras unidades curriculares, nao sao apresentadas
as demonstragoes desses resultados, & excepc¢ao de provas com cardcter con-
strutivo..

Nos Capitulos 2 e 3 aborda-se a teoria cldssica para garantir a existéncia,
local e global, e a unicidadede solugao, bem como condigoes suficientes para
garantir a dependéncia continua dos dados iniciais ou em relagao a um pa-
rametro. Estes resultados sao, em primeiro lugar, apresentados para o caso
escalar, depois generalizados para o caso vectorial e, finalmente, complemen-
tados com o estudo das inequacoes diferenciais e principios de médximo, ou
de minimo, que sao explorados em duas vertentes:
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e a formulacdo de teoremas de existéncia e localizacao de solugao, isto
é, resultados em que, além da existéncia, se indica um conjunto onde
a solucao se encontra, mesmo que seja desconhecida a sua expressao.
Este facto revela-se 1til para dispor de informagoes suplementares so-
bre o comportamento da solucdo, garantir solugoes limitadas e até
mesmo para estimar, a priori, a sua variacao;

e a obtencao de solugOes extremais, sejam maximais ou minimais, isto
é, no primeiro caso, garantir a existéncia, e até obter, a solugao maior
ou igual que todas as possiveis solugoes do problema.

Sao ainda estudadas as especificidades dos sistemas periddicos lineares,
bem como condigoes suficientes para garantir o tipo de comportamento das
solucoes de sistemas, quando a varidvel independente de torna muito grande
em valor absoluto.

O quarto capitulo é dedicado & teoria da estabilidade, quando o intervalo
de definicao da solucdo se torna ilimitado, com especial destaque para a teo-
ria de Lyapunov, nos sistemas auténomos e nao auténomos. Nos sistemas
bidimensionais auténomos, cujas solucoes permitem uma representacao ge-
ométrica, os varios tipos de pontos criticos sao analisados com detalhe, in-
clusive no que se refere & natureza da sua estabilidade.

No Capitulo 5 sao introduzidos os problemas com valores na fronteira,
especificando-se as suas peculiariedades em relacao aos problemas de valor
inicial. A relagao entre este tipo de problemas e a sua traducao por equagoes
integrais, com ganhos significativos em termos de regularidade, é explorada
com recurso as Fungoes de Green. Destaca-se, ainda, a utilidade desta téc-
nica, quer no plano tedrico quer prético, ao permitir a representacao explicita
da solucao, eventualmente numa forma integral, de problemas com valores
na fronteira. Especial destaque é também dado aos problemas de Sturm-
Liouville e a resultados de Analise Espectral, com recurso a representacio
ou aproximacao de fungoes por séries de fungdes préprias e a sua relagao
com séries de Fourier.

As seccoes, que compdem cada um dos capitulos, correspondem a uma,
aula, podendo, no caso das secgoes mais longas, ser gerida com a aula teérico-
pritica, nomeadamente, no estudo dos exemplos apresentados. Os exercicios
integrados nestas seccoes devem ser resolvidos nas aulas ou, pelo menos,
discutida a sua estratégia de resolucao, ji que parte dos seus resultados, ou
das técnicas envolvidas, serao utilizados posteriormente.
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A secgao dedicada apenas a exercicios, existente em cada capitulo, con-
tem uma listagem que pretende apenas exemplificar formatos possiveis de
exercicios. Nesse sentido, priviligeou-se a variedade de técnicas e métodos,
em detrimento da quantidade. As propostas de exercicios tém ainda uma
dupla finalidade: poderao ser utilizados nas aulas, ou partes de aula, de
cariz prético, e/ou servir de guidao para o imprescindivel trabalho individual
do aluno.

As Actividades, que encerram cada um dos capitulos, tém, sobretudo,
um cariz avaliativo. Para os alunos que optarem pelo regime de Avaliagao
Continua, os exercicios aqui apresentados, constituem uma peca importante,
de acordo com as regras apresentadas no Capitulo da Avaliagao.






Avaliacao

A avaliagio desta Unidade Curricular pode ser feita por dois processos:

1. Avaliacao por Exame (AE)

O aluno serd aprovado se, num dos exames a realizar em época prépria,
ap6s o periodo lectivo, obtiver classificagdo igual ou superior a 10
valores.

2. Avaliagao Continua (AC)

A avaliag@o continua tem duas componentes:

2.1 Avaliacao das Actividades (Act)

O aluno entregard a resolucao de, pelo menos, uma actividade
referida em cada um dos cinco capitulos, a qual serd atribuida
uma classificacao, por Capitulo.

A nota desta componente seréd a média das cinco classificagoes
obtidas.

2.2 Avaliacao por Frequéncias (AF)
No final dos Capitulos 3 e 5 serd realizada uma prova de avaliacao,
com incidéncia na matéria dos capitulos leccionados.

A classificacdo desta componente serd a média das classificagoes
obtidas.

O aluno optara pela Avaliacao Continua se, cumulativamente:

e entregar a resolucao de, pelo menos, uma das Actividades referi-
das em cada capitulo;

e se apresentar & avaliacdo nas duas frequéncias e tiver, em cada
uma delas, classificag@o igual ou superior a oito valores.
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A nota final, via Avaliacao Continua, serd obtida pela férmula:

AC=0,75 x AF + 0,25 x Act.

Caso o aluno opte por se submeter aos dois processos de avaliacao, a
classificacao final da Unidade Curricular serd melhor das duas classificagoes
obtidas.



CAP. 1

Equacoes Diferenciais
Ordinarias: generalidades e
pré-requisitos

Como pré-requisitos para este curso, o aluno deverd saber:

e Distinguir e classificar equagoes diferenciais quanto & ordem, lineari-

dade e homogeneidade.

e Averiguar se uma fungao é solucao duma equagao diferencial ordindria

e/ou de um problema.

e Verificar formalmente condigbes necessdrias e conhecer condigoes sufi-

cientes para a existéncia de solugao, explicita ou implicita.

e Analisar se uma equagao diferencial ordindria de 1% ordem é exacta
e, em caso afirmativo, determinar a respectiva familia de solugoes, ou,

em caso contrario, averiguar a existéncia de factores integrantes.

e Verificar se uma equacao diferencial ordindria de 1* ordem tem varid-
veis separdveis e, em caso afirmativo, determinar a respectiva familia

de solugoes.

e Reconhecer uma equacao diferencial ordindria de 1% ordem linear e

dominar a técnica de resolucao.

e Verificar se um conjunto de solugoes forma uma base do espaco de

solucoes e, nesse caso, determinar a solugao geral.

7
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e Reduzir a ordem de uma equacao diferencial ordindria, de ordem su-
perior & 1%, conhecida uma solugao.

e Dominar técnicas e métodos de resolucao de equactes diferenciais li-
neares de ordem superior, com coeficientes constantes, homogéneas e
nao homogéneas, tais como, o método da variacao dos pardmetros.

e Construir problemas que modelem situacoes da vida real e analisar a
respectiva adaptabilidade e coeréncia.

1.1 Definicoes e generalidades

Uma equagao diferencial ordindria (EDO) é uma igualdade que
contem uma varidvel independente, z, uma varidvel dependente, y, e algumas
das suas derivadas, v/, 3", ..., 4. Ao longo deste curso considera-se que, quer
a varidvel independente, quer a varidvel dependente sao reais.

Exemplos:

zy' +3y = 623
W) -4 = 0
a2y —3xy' +3y =
2$2y// _ (y/)Q _
Designa-se por ordem da EDO a maior ordem da derivada (com coe-
ficiente nao identicamente nulo). Assim as equagoes (1.1) e (1.2) s@o de 1
ordem, enquanto (1.3) e (1.4) sao de 2% ordem.

Se a igualdade tiver mais de uma varidvel independente, entao serd de-
signada por equagao diferencial parcial. Exemplo

0%u 9% 0%
W(%y) - 3836—%(%?/) + 8—y2($7y) = 0.

— ~— ~— —

1
2
3
A4

~—~~ o~ —~
— = =

Neste curso estudam-se apenas as equagoes diferenciais ordindrias, pelo que
se passarao a designar apenas por equacoes diferenciais.

De uma forma geral uma equagao diferencial de ordem n pode ser escrita
na forma

F (:L‘,y,y',...,y(”)> =0, (1.5)

sendo F' uma funcao conhecida.

Uma relacao funcional entre as varidveis dependente y e independente z,
num certo intervalo I, que verifique a equacao diferencial, chama-se solugao
da equacgao diferencial.
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A solugao pode estar definida num intervalo limitado, do tipo [a, b] , ]a, b],
[a,b], ]a,b], ou ilimitado, [a,+o0], ]a,+o0], |-00,b], |-00,b], com a,b € R e
a < b.

Por exemplo, y(z) = 7e* + 22 4 2z + 2 é solucio da equacdo diferencial

y —y=—a?
para I = R. De modo andlogo y(x) = ztan(z + 3) é solugdo da equagao

diferencial
2

vy P —y=u
para[z]—% -3,5 —3[.

A solugao geral de uma equacao diferencial de ordem n depende de n
constantes arbitrdrias. Ou seja, a solucao y depende de = e das constantes
reais c1,Ca, ..., Cp-

Por exemplo, as fungoes

c
yi(x) = $3+E’ (1.6)
2
ya(z) = x2+ca:+z,
yg(a:) = 61$+CQ$3,
2x 2
ys(z) = — — slog(l+ciz) (1.7)
C1 Cl

sao solugoes gerais das equagoes (1.1), (1.2), (1.3) e (1.4), respectivamente.

Obviamente y;(x) estd definida em qualquer intervalo que nao contenha
o valor 0, y2(x) e y3(x) estdo definidas em R, e ys4(x) coloca restrigdes quer
a constante c; quer a varidvel x, nomeadamente ¢; #0e 1+ ciz > 0.

A fungao yi(z) = 2® ¢ uma solugdo particular da equacio (1.1) que

se obtem considerando, em (1.6), ¢ = 0.

Note-se que y}(z) = 22 é uma solugao de (1.4) mas, contudo, nio estd
incluida em (1.7). Esta solucao "extra", que nao pode ser obtida a partir de
(1.7) atribuindo valores a constante, chama-se solugao singular de (1.4).

Ao designar uma funcao por solugao geral, o termo "geral" nao deve ser
considerado no sentido de "completa". A totalidade das solu¢bes de uma
equagao diferencial chama-se solugao completa.

Considere-se uma equagao diferencial de 1* ordem na forma F' (z, y,
0. A fungao y = ¢(x) diz-se uma solugao explicita se F(x, ¢(z), ¢'(x)
no intervalo 1.

y') =
) =0
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A relagao ¥ (z,y) = 0 diz-se uma solugao implicita de F (z,y,y’) =
0, desde que represente uma ou mais fungdes y = ¢(z) que verifiquem
F(z,¢(z),¢'(z)) = 0.

Em geral é dificil, e por vezes mesmo impossivel, determinar explici-

tamente y na relagdo ¥(x,y) = 0. Contudo poder-se-é testar a solucado
obtendo 3/ pela derivada duma funcao implicita: ¢y’ = —F e verificar se
Y
_¥y =
F(:Z:a Y, 1/’;;) =0.

Sem perda de generalidade, considerar-se-d4 sempre a equagao (1.5) es-
crita na forma

y" = f (m,y,y',...,y("*l)) (1.8)

onde f é uma fungdo conhecida. Desta forma evita-se que (1.5) represente
mais que uma equagao. Por exemplo (y’ )2 = 4y representa duas equacoes
diferenciais y' = +2,/y.

As equagoes diferenciais sao classificadas em dois grupos: lineares e
nao lineares. Uma equagao diferencial é linear se € linear em y e em todas
as suas derivadas. Assim uma equacao diferencial linear de ordem n tem a
forma

Puly] := an()y™ + an_1(2)y" D + .+ ar(2)y’ + ao(z)y.

As equagoes (1.1) e (1.3) sao exemplos de equagoes diferenciais lineares,
enquanto (1.2) e (1.4) s@o equagoes nao lineares.

Se Pply](z) = 0 a equacgao diferencial diz-se homogénea, caso contrario
dir-se-4 nao homogénea.

No campo das aplicagbes ¢ vulgar pretender-se solugdes de (1.8) que
verifiquem determinadas restrigdes, chamadas condigoes iniciais ou con-
digoes de fronteira. Por exemplo, por condicoes iniciais para a equacao
(1.8) entende-se n condicoes do tipo

y(z0) = yo, ¥ (20) = y1, ., ¥V (@0) = yn_1, (1.9)

em que g, ---, Yn—1 € Tg sao constantes dadas. Um problema que englobe a
equagao diferencial (1.8) e as condigdes (1.9) chama-se problema de valor
inicial. E vulgar procurar solucdes do problema (1.8), (1.9) num intervalo
I que contenha x.

Repare-se que a equacao diferencial 3y’ — 3y +3 =10 :

e ndo tem nenhuma solugao que satisfaca y(0) = 0;
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e tem uma tnica solucado, y(z) = 1, que verifica y(x) = 1;
e tem infinitas solugdes y(z) = ca® + 1, ¢ € R, que satisfazem y(0) = 1.

Esta variedade de situacoes coloca uma questao essencial: a existéncia
de solucao. Infelizmente a classe das equacgtes diferenciais soliveis é muito
restrita. Assim um dos principais objectivos da teoria das Equagoes Diferen-
ciais Ordindrias é encontrar condigoes suficientes para garantir a existéncia
de, pelo menos, uma solugao para uma certa equagao ou problema de valor
inicial.

Constituem também dreas de interesse nesta Teoria:

e calcular o nimero de solugoes (eventualmente sem as determinar);

e demonstrar algumas propriedades das solugoes (caso existam);

e construir processos de aproximar solugoes.

Como base de trabalho considere-se o problema de valor inicial composto
pela equacao diferencial de 1 ordem

y = flz,y) (1.10)

e pela condicao
y(zo0) = Yo

1.2 [Equacoes exactas e factores integrantes

Considerando, em (1.10), o caso particular f(x,y) = _% obtem-se
a equacao
M(z,y) + N(z,y)y" =0, (1.11)

onde M e N sao fungoes continuas, N # 0, com as derivadas parciais M@’/ e
N/ continuas, no rectangulo

S={(z,y): |z —mo| <a,ly—yo| <b, a,b e RT}. (1.12)
A equagao (1.11) é exacta se existir uma fungao F(z,y) tal que
Fi(z,y) = M(z,y) e Fy(z,y) = N(z,y). (1.13)

O tipo de designagao advem do facto de M + Ny’ = F. + Féy ser exacta-
mente a derivada de F' em relagao a varidvel independente z. Entao

Fa,y) =c
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é solugao de (1.11), a qual podera ser encontrada seguindo a metodologia
da demonstragao (construtiva) do seguinte teorema:

Teorema 1.2.1 Sejam M (z,y) e N(z,y) duas fungdes continuas com as
derivadas parciais M (x,y) e Ny(x,y) continuas, no rectingulo S dado por
(1.12). Entdao a equagdo diferencial (1.11) é exacta se, e s6 se,

M, (z,y) = Ny(z,y). (1.14)

Dem. Se (1.11) ¢é exacta entdo, por (1.13), Fy, = M, e Iy, = N;. Pela
continuidade de My e N tem-se Fy, = F.

Reciprocamente, suponha-se que M e N verificam (1.14) e construa-se,
para provar que (1.11) é exacta, uma funcao F' que satisfaca (1.13).

Integrando ambos os membros de Fl.(z,y) = M(z,y) em ordem a x,
obtem-se

X
Flag) = [ M(s.)ds +9(0). (1.15)
o
sendo ¢g(y) uma fungao arbitraria, s6 dependendo de y, que desempenha o

papel da "constante de integracao" e que pode ser obtida através da segunda
relagao Fy(z,y) = N(z,y) :

8 X €T
8—y/ M(s,y)derg’(y):/ M, (s,y)ds + ¢'(y) = N(z,y),
xo o

wsz@m—/ﬁ%@mw. (1.16)

Derivando em ordem a x tem-se
a xr
! ! ! !
NiGww) = 5o | Mo s = Niay) - My(a) =0,

pelo que a expressao (1.16) depende apenas de y.
Portanto, a fungao g pode ser obtida a partir de (1.16) e, por consequén-
cia, uma fungao F, que verifique (1.13), obtida por (1.15). m

Observagao 1.2.2 (i) Integrando (1.16) entre yo e y, a func¢do g é dada,
explicitamente, por

g(y)—/yN(%t)dt—/xM(&y)der/x M (s,y0)ds + g(yo)-
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Substituindo em (1.15), obtem-se a solugao da equagao diferencial (1.11):

Y T
F(x,y)= [ N(z,t)dt +/ M(s,yp)ds = c. (1.17)

Yo o
(ii) A escolha de xq e yo é arbitrdria, sendo apenas necessdrio garantir que
08 integrais permanecam proprios.

Exemplo 1.2.3 Determinar a solugao do problema de valor inicial
m

2z sen y + e cosy + (x? cosy — e¥sen y)y' =0, y(0) = 1

Quando a equacao diferencial (1.11) nao é exacta pode procurar-se uma
fungao nao nula p(z,y), chamada factor integrante, para a qual a equagao
equivalente

(@, y)M(z,y) + u(@, y)N(z,y)y' =0 (1.18)
ja é exacta.

Como determinar um factor integrante?

Para que a equagao (1.18) seja exacta ter-se-4

[(, y) M (2, )], = [p(z,y)N (2, )], ,
pelo que o factor integrante p deverd verificar a equagao
piy M + pM,, = i, N + pN;. (1.19)

Resolver esta equacao com derivadas parciais nao é tarefa facil. Contudo,
como é apenas necessario uma solucao particular de (1.19), pode considerar-
se o factor integrante na forma

w(z,y) = A(z)B(y),

com A(z) e B(y) funcoes nao nulas a determinar.
Substituindo em (1.19):

A(z)B'(y)M + A(z)B(y)M, = A'(x) B(y)N + A(z)B(y)N;

ou seja
AN  B'WM )
A B(y) =M, — N,. (1.20)
Definindo
A'(x) _ By

e primitivando, tem-se que (1.20) é verificada desde que

A(z) = e/ 9@ o B(y) = e/ M¥)dy,
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Exemplo 1.2.4 A equacdo diferencial
y—1y?+xy =0 (1.21)

nao é exacta. Procure-se um factor integrante do tipo p(z,y) = z™y"™. Neste
caso a equagdao (1.20) assume a forma

m—n(l-y)=—-2y

pelo que m = n = —2. Assim, multiplicando (1.21) por u(z,y) = v~ 2y~2,

obtem-se a equacao eracta
2y =)+ ly Y =0,
cuja solugao, por (1.17) com yo =1, é dada por
y
F(z,y) = / e 2dt = ¢
1

ou seja

1
Yo 1
Exemplo 1.2.5 De um modo mais geral pode olhar-se para um factor inte-
grante do tipo p = p(v) com v uma fung¢ao de x ey, conhecida. Neste caso,
de (1.19), obtem-se

1 N, — M,

—p'(v) =

—_— 1.22
W vy M — vy N (122)

Se o sequndo membro de (1.22) depender apenas de v, por exemplo uma
fungao ¢(v), entdo o factor integrante é dado por

p(w,y) = el 201,

Exercicio 1.2.6 Determine uma expressdo para o factor integrante nos ca-
sos particulares em que v =x e v =y.

Curiosamente, a partir de dois factores integrantes de (1.11) é possivel
encontrar uma solugao:

Lema 1.2.7 Se a equagao (1.11) for exacta e admitir o factor integrante
w(z,y) entao p(x,y) = c é uma solugio de (1.11).
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Dem. Por (1.19) e pela hipétese, tem-se que puy, M = pi;, N.
Multiplicando (1.11) por g, obtem-se

du _

pyM + iy Ny' = N (4 + /) = N == =0,

pelo que pu(z,y) = ¢ é solugao de (1.11). =

Teorema 1.2.8 Se uy(z,y) e us(x,y) sao dois factores integrantes de (1.11)
cujo quociente nao é constante, entdo p,(x,y) = cuq(x,y) é uma solugao de

(1.11).

Dem. As equagoes gy M + uyNy' =0 e puoM + usNy' = 0 sao exactas.

231

Multiplicando a segunda equagao por ™ obtem-se a primeira (exacta),

pelo que admite o factor integrante % Pelo Lema 1.2.7, % = c é uma

solucdo da segunda equacao, logo de (1.11). =

1.3 Equacoes elementares de 1¢ ordem

Existem equagoes diferenciais de 1* ordem que se podem solucionar por
técnicas elementares de primitivacao precedidas, eventualmente, por uma
mudanca de varidvel

1.3.1 Equagao de varidveis separaveis

Considerando, em (1.11), o caso particular de M (z,y) = X1(z)Y1(y) e
M (z,y) = Xa(x)Y2(y) entdo a equacao tomars a forma

X1 (2)Y1(y) + Xa(2)Ya(y)y' = 0. (1.23)

Se Y1(y)Xa(z) # 0 para (z,y) € S, dado por (1.12), entao (1.23) pode

ser escrita como uma equagao exacta

Yi(y)
Ya(y

na qual as varidveis estdo separadas. Assim a equagao diferencial (1.24)
diz-se de varidveis separadas e a sua solugao, por (1.17), é dada por

X)),
()" */ Yaly) ™ =@

em que as constantes de primitivacao estao contidas em c.

Xl(:n
Xg(a?

~—

y =0, (1.24)

+

~—
~—

(1.25)
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Esta relagao contem todas as solugoes de (1.23) em que Y;(y)X2(x) # 0.
Ao dividir (1.23) por Y7 (y)X2(x) pode perder-se algumas solugdes, as quais
devem ser acrescentadas a (1.25). Para serem obtidas todas as solugoes de
(1.23), o mesmo deve acontecer as solugdes que nao estejam aqui incluidas
para algum valor de c.

Exemplo 1.3.1 A equagdo (1.21) também pode ser escrita como

para xy(y — 1) # 0. Por (1.25) tem-se as solugoes

1
— . 1.26
V=T (1.26)

Outras possiveis solugdes, para as quais x(y2 —y)=0,s60x=0,y=0ce€
y = 1. Contudo y =1 jd estd incluida em (1.26) (caso de ¢ =0) e x = 0 nao
¢ solugdo. Assim todas as solugoes de (1.21) sao dadas por (1.26) e y = 0.

1.3.2 Equacao homogénea

Uma funcio f(z,y) definida num dominio D C R2, aberto e conexo,
diz-se homogénea de grau k se

fOz, \y) = N f(z,y),

para todo o parametro real \ e (z,y) € D.

Considerando A = % a relacao ficara
Y

0 que permite concluir que uma fungao homogénea de grau 0 é uma fungao
de uma tnica varidvel u := £.
Uma equacao diferencial

y'(z) = f(z,y) (1.27)
diz-se homogénea se f for uma fungao homogénea de grau 0.

Nestes casos, com a mudanga de varidvel indicada, procuram-se solugoes
do tipo y(z) = zu(zx), sendo w uma fun¢do a determinar. Substituindo
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y'(x) = u(x) + xu/(z) em (1.27) obtem-se, pelo facto de f ser homogénea de
grau 0,
utau' = f(z,zu) = f(1,u) = o(u)
o que conduz a uma equacao de varidveis separadas do tipo
o’ 1
ou)—u
Exemplo 1.3.2 Determinar a solucdo da equacdo homogénea

2zy

/ —
y(x)_ x2—3y2'

1.3.3 Equacao homogridfica

Uma equacao diferencial da forma
/ a1r + by + 1
= _ 1.28
Y f<a2$+b2y+62> (1.28)

onde ay,b1,c1,a0,by € co sdo constantes reais, designa-se por equacao ho-
mografica.

Analise-se algumas situagoes:

Se ¢1 = ca = 0 a equagao é homogénea.

Se ¢1 e ¢ nao sao simultaneamente nulos, a equagao pode transformar-
se numa equagao homogénea, com uma mudanca de varidvel adequada, de
acordo com o tipo de relagoes verificadas pelos coeficientes:

No caso em que a1by # agb; efectuam-se as transformagoes

r=u+h, y=v+k,
onde h e k sao solugdes do sistema linear

arth+bk+c =0
agh—l-bgk-l-CQ:O ’

obtendo-se a equagdo homogénea
dv s a1u + biv
du asu + bov )
Se aibs = aob; entdo ajx + b1y é proporcional a asx + boy. Assim a
equagcao (1.28) pode escrever-se na forma

y' = flax + By)

e resolvida com a substituicao z := ax + Sy.
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Exemplo 1.3.3 Calcular a solugdo do problema de valor inicial

, y—2x+3
y:—

= 2.
T y(3)

1.3.4 Equacao linear de 1 ordem
O aspecto geral de uma equagao diferencial linear de 1* ordem serd
pi(@)y + po(a)y = ().

Considere-se po(x), p1(z) e r(z) funcdes continuas e p1(z) # 0 num certo
intervalo I. Neste caso a equacao anterior pode escrever-se na forma

Y +p(x)y = q(x) (1.29)

com p(x) = i;gi; eq(x) = ;0((92) fungoes continuas em 1.

A equacao homogénea correspondente
v +plx)y=0 (1.30)

pode ser resolvida por uma separacao de varidveis

L,
~y = —p(z
; (z)

e, com a correspondente primitivacao,
y(z) = c e~ JP@)de, (1.31)

Ao dividir-se (1.30) por y, "perdeu-se" a solugao y = 0, que é designada por
solugao trivial, ja que (1.30) admite sempre esta solu¢do nula. Contudo,
apesar disso, esta solucao jd estd incluida em (1.31) (basta fazer ¢ = 0).

Para um problema de valor inicial formado por (1.30) e y(zg) = yo, com
xg € I, entao a solugao serd

A resolugao da equagao completa (1.29) também pode ser reduzida a um
caso de primitivacao: multiplicando-a por el P@)dz ghtem-se

e PO p(a)y] = eJ PO ()
(y efp(x)d””)/ = e/ P@drg(g)

Y e Pl@)de c+/efp("’)d$q(:n)d$
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sendo a solucao dada por
y(z) = e~ JP@@)de (c+ / e P<x>qu(x)dx> . (1.32)

Observagao 1.3.4 Esta solugao y(x) é da forma c u(z) + v(z), pelo que a
solugdo geral da equagdo linear completa (1.29) se pode obter pela adi¢do en-
tre a solugao (geral) da equagao homogénea (1.30) e uma solugdo particular
de (1.29).

Para obter a solugao do problema de valor inicial correspondente, basta
apenas encontrar o elemento da familia de solugoes (1.32) que passa pelo
ponto (xg,yo), isto &,

ylx)=¢e Sz p(s)ds <y0 +/ efﬂfo p(s)dsq(t)dt> .
o

Note-se que se p(x) e g(z) forem fungoes constantes, por exemplo, p(z) =
p e q(x) = q, a solugao ficard

() = <y0 _ 2) eplao—) | 9.
p p

Exemplo 1.3.5 Determinar a solucdo do problema de valor inicial
zy —dy+22°4+4=0, z#0, y1)=1.

Se forem conhecidas duas solugoes particulares de (1.29), y1(x) e y2(z),
entao
vi(@) —a(z) = —p@)y(@) +q(z) + p(z)y2(z) — q(z)
= —p(@) [n(z) —ya(z)].

Assim a funcao y(z) = y1(x) — y2(z) é solucao da equagao homogénea asso-
ciada e, pela Observagao 1.3.4, as fungoes

y(r) = c(y1(z) —y2(2)) +vi(z) e y(z)=c(yi(z) — y2(x)) + ya(z)

sao solugoes gerais da equacao completa (1.29).
Algumas equagotes diferenciais ndo lineares de 1* ordem podem ser re-
duzidas a equacoes lineares recorrendo a mudancgas de varidvel adequadas:
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1.3.5 Equacao de Bernoulli

Uma equagao da forma

pl(az)y/ +p0($)y = T($) yn’ n 7é 0,1, (133)

com p1(x), po(x) e r(x) fungdes continuas, p1(z) # 0, designa-se por equagao
de Bernoulli.
Exclui-se n = 0 e n = 1 porque nestes casos a equacao seria linear.
A equagao anterior é equivalente a
pi(z) y "y +po(x)y' " = r(z)
e, fazendo a substituiciio v = y' ™", obtem-se a equacdo linear de 1% ordem
1
T I (z) v + po(x)v = r(z).
—n
Exemplo 1.3.6 Calcular a solugdo do problema de valor inicial
23 yt 1

/ 2
Yy +ay=e 3,y() 5

1.3.6 Equacao de Ricati
Uma equagao nao linear de 1* ordem do tipo
y = p(x)y® + q(z)y + r(z), (1.34)

com p(x),q(z) e r(x) fungdes continuas num certo intervalo I, designa-se
por equacao de Ricati.

Se for conhecida uma solucao de (1.34), y1(z), (a qual podera nao ser
solucao do problema de valor inicial) a substitui¢ao

y(r) = y1(x) + @)

transforma-a numa equagao linear de 1* ordem em z. De facto

! 2
h-5 = 0 (1) +a@) (m+ 1) +rie)
= (o2 + alodn -+ @) +0o) (24 )+ oo
donde
2 1 1
—— = 2p(@)y1 +a(@)] - +p(z) 5

2+ [2p(x)y1 + q(x)] 2 + p(z) = 0.
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Exemplo 1.3.7 Determinar a solugao do problema de valor inicial

1
Y = —2axy° + (2z + 4:132) y—2x3 —222 +1, y(0) = 3’
sabendo que y1(z) = x é solugdo da equagao.

As equagoes diferenciais lineares de 1* ordem tém um leque muito variado
de aplicacoes.

A varigvel independente x representa vulgarmente "tempo". O segundo
membro ¢(x) pode ter um significado fisico, como uma forga. A solugao y(z)
poderd significar um deslocamento ou uma outra quantidade fisica.

De uma forma geral, a equagao (1.29) pode modelar uma relacdo de
input-output, considerando ¢(x) como as quantidades de input e y(x) como
a resposta de output.

1.4 Equacoes lineares de 2° ordem

Para a equacao homogénea linear de 2* ordem com coeficientes varidveis

p2(2)y" + p1(z)y’ + po(z)y =0, (1.35)

com pa(z) (> 0), p1(x) e po(z) fungdes continuas num intervalo I, nao existe
nenhum método para a resolver, excepto em alguns casos particulares.

Os resultados que se seguem resultam da adaptagao a 2* ordem da teo-
ria mais geral de sistemas de equagoes diferenciais lineares de 1% ordem, a
desenvolver mais tarde.

Teorema 1.4.1 Existem exactamente duas solugoes y1(x) e yo(x) de (1.35)
linearmente independentes num intervalo 1. Isto é, nao existe uma constante
¢ tal que y1(x) = ¢ ya(x), para x € 1.

Teorema 1.4.2 Duas solugoes de (1.35), y1(x) e ya(x), sdo linearmente
independentes em I se o seu Wronskiano definido por

vi(z) y2(x)
v () ya(w)

for diferente de 0 para algum x = xg € I.

W(x) =W(y1,y2)(x) ==

‘ = (@)~ (@)ya(e) (1.36)

Teorema 1.4.3 O Wronskiano (1.36) verifica a igualdade de Abel
x P (t)d

W(z) = W(xg) e ‘7o r2(®) ' apel

Assim, se o Wronskiano se anula para algum xg € I entdo anula-se para
todo o x € 1.
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Teorema 1.4.4 Se y1(z) e y2(z) sao duas solugdes de (1.35) e ¢1 e ca sdo
constantes arbitrdrias, entao c1yi(x) + coy2(x) € também uma solugdo de
(1.35).

Além disso, se y1(x) e y2(x), sao linearmente independentes entio qualquer
solugdo y(x) de (1.35) pode ser escrita na forma y(z) = kiyi(x) + kaya(x),
com ki e ko constantes adequadas.

1.4.1 Reducao de ordem

Se for conhecida uma solugao nao trivial de (1.35), y1(x), entdo pode
encontrar-se uma segunda solucao y2(x) que seja da forma

ya(2) = w(z) y1(2).

Substituindo na equagao tem-se

p2(u y1)” +pi(u y1)’ + pou y1 0
pau"y1 + 2p2uy) + pouyy +pruyr + pruyy + pouyr = 0
pou"y1 + (2p2yy + piy1) W + (p2y] + p1yh +poya)u = 0.
Como y; () solucao de (1.35), a tltima parcela anula-se e com a substitui¢ao
v = u obtem-se
pay1v’ + (2p2y; + pry1) v = 0. (1.37)

Esta equagao linear de 1% ordem pode ser resolvida em I. Multiplicando-a
por 1% tem-se

P1
yiv + 2o + —yiv = 0
P2
2.\, P19
yiv) +—yjv = 0
( ! ) P2 !
pelo que
_ Pl(z)d
Yv=rce f”m) °

Considerando ¢ = 1, obtem-se

i —fpl(x)daz ,

v=—e " @ =,
Y1

sendo entao a segunda solucao dada por

1 7fp1(z)d

y2(z) = y1(x) / 20 ¢ P20 . (1.38)
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Exemplo 1.4.5 Calcular a solugdo geral da equagao de Legendre
(1—22)y" — 22y +2y=0, z€]—1,1]

sabendo que y(x) = x é uma solugao.

1.4.2 Solucgao particular da equagao nao homogénea
Para encontrar uma solucao particular para a equacao nao homogénea
p2(2)y" + p1(x)y + po(x)y = r(z), (1.39)

sendo r(x) uma fungao continua em I, utilizar-se-4 o método da variagao
dos parametros:

Sejam y1(z) e ya(z) duas solugoes de (1.35) e as "constantes" ¢y e co
consideradas como funcoes da varidvel independente .

Suponha-se que

y(z) = cr(@)yr(2) + ca(w)y2(z)

é solugao de (1.39). Para determinar as duas fungoes incégnitas c1 () e ca(x)
necessita-se de duas condigoes: Como

Y =y + cryh + oy + oy
a primeira condicao a exigir serd
hyr + chyz = 0. (1.40)

Diferenciando
y' = cy) + ey

tem-se

y' = iyl + ey + chyl + .
), obtem-se

Substituindo em (1.39
c1(p2yl + pry1 + poyi) + ca(pays + p1yh + poye) + p2(ciy) + chys) = r(x)

e, como y; e Y2 sao solugdes de (1.35),

dof 1y — ) 1.41
1Y1 2Y2 p2(x) ( )
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Resolvendo o sistema (1.40)-(1.41), ter-se-a

y2(z) r(z) yi(z) r(z)
o p2(x) o p2(x)
A =———"—, h=

Wy, y2)(z)’ W (y1,y2)(x)

Assim, uma solucao particular de (1.39), y,(x), serd

yp(r) = al@)nl )+62( )ya()

1(:1: r(:c
p2(fr
d x + yo(x /
W (y1, y2)( Wy, y2
A solugao geral de (1.39) obtem-se adicionando a esta solugao particular a
solugao geral da equagao homogénea associada:

y(x) = c1y1(x) + caya(x) + yp(x)

com cq,co € R.

1.4.3 Equacao homogénea com coeficientes constantes

Definida uma técnica para encontrar a solucao particular, como obter a
solugéo da equacado homogénea associada? No caso de os coeficientes serem
constantes, isto é, para

Y (@) + by () + cyla) = 0, a £0, (1.42)

serd "razodvel" esperar que, a semelhanca do que sucedia nas equagoes de 1¢
ordem, as solugoes assumam a forma de exponenciais, ji que as derivadas de
€™ conduzem sempre & mesma exponencial multiplicada por uma constante.

Se se experimentar y = e e procurar os valores de r adequados, obtem-
se
ar?e™ + bre™ + ce™ = (ar? + br +¢) e = 0.

Entao e"* é solugao de (1.42) se r for solugao da equagao
ar? +br+c¢=0, (1.43)

designada por equagao caracteristica.
Como ¢é conhecido, hé trés casos possiveis:

1. Se existirem duas rafzes reais distintas, r; e ry, entdao €% e ™"
sao duas solugoes de (1.42), e a solugao geral serd

y(z) = c1e™* + 2™, c1,c0 €R.
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2. Se existir uma raiz real dupla, ri = ro = r = —%, e’ & uma

solugao. A segunda solugao pode ser encontrada por (1.38):

1
y2(x) = em/ ()? e/ ddgy = vy,

sendo a solucao geral dada por

y(x) = (c1 + cox) €™, c1,c0 €R.

3. Se existirem duas raizes complexas conjugadas, r = a £ (i, entao
as solugoes serao da forma

elatBiz _ jax (cos Bz £ isenfr) .

Como a parte real (e** cosfz) e o coeficiente da parte imagindria
(e**senfx) sao ambas solugoes de (1.42), a solugao geral serd

y(z) = 1™ cos Bz + cpesenfx, c1,co € R.

Exemplo 1.4.6 Encontrar a solugdo geral da equacdo
y" — 5y + 6y = e”.

Apesar de os casos anteriores serem obtidos para equagdes com coefi-
cientes constantes, esta metodologia pode ser aplicada a outras situacoes:

Exercicio 1.4.7 Utilizando uma fun¢ao do tipo y(x) = =™ discuta, em

fungdo de m, as vdrias formas que a solugdo geral da equacdo de Cauchy-

FEuler

22y +axy’ +by=0, x>0,

pode assumir.

1.5 Exercicios

1. Resolva os problemas de valor inicial:
a) 322 + 8zy? + (2% + 822y + 12¢2) ' =0, y(2) =1
b) ye™ + 4y + (ze™ + 122y — 2y) y' =0, y(0) = 2.

2. Determine o valor de k£ de modo a que as equacoes sejam diferenciais
exactas e encontre a expressao geral das solucoes:
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a) (ka® +4y)y = —a3 — 3uy
b) kx+1 Q.

y2
3. Resolva as equagoes diferenciais utilizando um factor integrante do
tipo indicado:
a) v —y® +2zyy’ =0, [p()]
b) y+ (y> —2)y' =0, [uy )]
c) 3xy+y2+(3:vy+x )y =0, [u(z+y)
d) = +a* + 227y +y* +yy' 0, [1(a? +y?)]
4. Prove que:
a) u(z,y) = c é solugao geral da equacao (1.11) se e s6 se M ‘g—z =
v
<

b) a equagao (1.11) tem um factor integrante M2+N2 se %—]\f = %]?j

e oM _ _ON
Oy — Oz

5. Encontre a solugao geral das equacoes diferenciais:
a) z seny + (z* 4+ 1) cosy y' =0
b) zy —y ==z ex

_3x y—5
)y Sy—2+7

6. Determine a solucao das equacoes diferenciais:
a) ¥y — (cotz)y = 2x senx
b))y +y+ax+a?+22=0
c) 2(1+y°) +3zy’y =0
d) (1-2Yy +y2-1=0
7. Numa situacao ”ideal” de divisao celular, o nimero de células no
instante ¢, N (t), cresce exponencialmente e pode ser traduzido pela relacao

dN

— =N,

dt
sendo A € RT a razao de crescimento. Contudo, nos tumores sélidos, existe
uma constante, «, de retardamento do crescimento, que estd relacionada
com a necrose das células centrais do tumor. Neste caso o nimero de células

é modelado por
dN

— —at N
dt =Ace
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a) Determine a expressdo que permite calcular o nimero de células
do tumor em fungao do tempo.

b) Qual o nimero de células limite que o tumor podera atingir?

c) Suponha que, quando foi detectado, o tumor possufa 10* célu-
las, crescia a razao de 20% por unidade de tempo, sendo a constante de
retardamento de 0, 02.

Qual o nimero de células limite que o tumor ird atingir 7

8. Arnesto, o desgracado, foi encontrado morto na sua casa as 23h.

Bicente, o detective, chegou ao local do crime as 23h 30m e registou a
temperatura da vitima: 30°C.

Chico, o esperto, observou que as 00h 30m a temperatura do corpo era
de 25°C e que a temperatura da sala se mantinha constantemente igual a
20°C.

Diga a que horas ocorreu o crime.

E nao esqueca a lei do arrefecimento de Newton: a velocidade de arrefe-
citmento de um corpo é proporcional & diferenca entre a sua temperatura em
cada instante e a do meio ambiente.

9. (Principio da Sobreposicao) Se y;(z) e y2(x) sdo duas solugoes de

Y +p@)y =qi(x), i=1,2,

respectivamente, prove que c1y1(x) + coy2(x) € uma solucdo da equagao
diferencial

Y +p(@)y = crqi(z) + cag2(x), (1.44)
com ci,c € R.

10. Considere a equacao diferencial
v+ 3zyy =0, x€]0,+o0|.
a) Mostre que as fungoes y1(z) = ¢(# 0) e y2(z) = a;_12 s@o solugdes
da equagao mas y1(x) 4+ y2(x) néo o é.

b) Comente a afirmacao : O Teorema 1.4.4 apenas ¢ valido para
equacoes lineares.

11. Dada a solugado y;(z) encontre a segunda solucdo das equagoes
diferenciais:

a) (xQ_Q)y//+(3x—1)y/+y:0, x#0,1, yl(ﬂU):ﬁ
b) oy’ —y — 42ty =0,  #0, y(z)=c".
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12. Sejam yi(x) # 0 e yo(x) duas solugdes linearmente independentes

da equagao (1.35). Prove que y(z) = zf—gg ¢ uma solucao nao constante de

pi(z)
pa(z)

13. Encontre a solugao completa das equagdes nao homogéneas:

n@ + () + @) ) o/ 0.

a) v’ + 4y = sen(2z)
b) y// + 43// +3y = e 3
C) y// + 5y/ + 4y = e~ 4z

14. Prove que se a parte real de todas as solugoes da equagao carac-
teristica (1.43) sdo negativas entao

lim y(z) =0

T—400

para toda a solucao y(z) de (1.42).

1.6 Actividades

Actividade 1:

1.1. ”Descoberta de um esqueleto no deserto de Djourab, no Chade,...,que
pode ser o mais antigo dos homens. Pensa-se que poderd ter entre 6 e 7 mi-
lhoes de anos.” (Revista ” Nature”, 2002/07/11)

Sabendo que:
A data de um esqueleto se calcula através da medida da quantidade
de carbono radioactivo (014) existente nos 0ssos.
Na atmosfera e nos organismos vivos a razao entre C* e o carbono
ordindrio (012) é constante.
Quando o organismo morre, a absorcio de C', pela respiracio e
alimentacao, termina.

Designe por y(t) a quantidade de C'* existente num organismo no tempo
t , dado em milhares de anos (MA).

a) Sabendo que a taxa de variagdo com o tempo, %%, é proporcional
a quantidade de C4, escreva e resolva a equacao diferencial que modela a
desagregacao radioactiva do C'* com o tempo.
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b) Sabendo que o tempo de semi-vida do C'4, isto é, o tempo que
decorre até que a massa de C'* atinja metade do valor da sua massa inicial,
é de 5.73 M A, calcule a constante de proporcionalidade do modelo.

c) Admita que num certo organismo se encontra a quarta parte do
C' inicial. Faca uma estimativa da ”"idade” do organismo.

d) Que parte de C'* encontraram no esqueleto do Djourab para que
o pudessem datar com 6 milhoes de anos ?

1.2. Determine uma expressao geral para um factor integrante p(v),
sendo v uma funcao de x e y, de modo a que a equacao (1.18) seja exacta,
para os casos em que:

a)v=z—y

b) v =y
c)vz%
d) v =22 +9>%

Actividade 2:

2.1. Um caso particular da equacao de Bernoulli (1.33) é a equagao de

Verhulst
y' — Ay=-By®, (A,BeR").

a) Prove que a solucao da equagio ¢ dada por

1

. ¢EeR 1.45
%+ce*Am ( )

y:

designada por lei logistica e utilizada para modelar o comportamento de
populacoes.
b) Faca um esbogo gréfico da familia de solugbes dadas por (1.45).
c) Caracterize o comportamento das populagoes ao longo do tempo
quando :
i)0<A<B
(ii) A=1B
(iii) 0<B< A

2.2. Considere o problema com valores na fronteira

-y = flz) (1.46)
y(0) = 0, y(1)=0 (1.47)
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a) Aplicando o método da variagdo dos pardmetros mostre que a
solugao geral da equagao (1.46) pode ser escrita na forma

y(z) =c1 + cox — /Om(:n — s)f(s)ds,

sendo ¢; e ¢g constantes arbitrédrias.
b) Se y(z) é solugao do problema (1.46), (1.47) entao

1
c1=0, o= /0 (1 —s)f(s)ds.

c) Mostre que a solugao do problema (1.46), (1.47), y(z), pode ser
escrita como

y(x)—/oxs(l—a:)f(s)ds—i—/ (1 = 5)f(s)ds.

d) Prove que a solugao anterior se pode escrever na forma

1
y(z) = /0 Gz, 5)f(s)ds

sendo ( )
s(l—z) , 0<s<z
G(x’s)'_{a:(l—s) , t<s<1’

designada como fungao de Green associada ao problema (1.46), (1.47).
Actividade 3:
3.1. A equacao diferencial
zy" —(x+n)y +ny=0
¢ interessante porque possui duas solugoes de tipos diferentes: uma solugao
exponencial e uma polinomial.
a) Verifique que uma solugao é y;(x) = e*.

b) Mostre que a segunda solugao tem a forma yo(z) = c e”® fox thetdt.

1
c) Se c = =7, prove que

2 $3 n

—1 T x
ya(x) = +JJ+7+§+....+H.
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Repare que ya(x) contem os primeiros n + 1 termos da série de Mac-Laurin
para e”, isto é, para y;(x).

3.2. Sejam yi(z) e ya(z) duas solugoes da equagao diferencial
v +p1(2)y +po(x)y=0, =ze€l.

Prove que:

a) Se yi(x) e y2(z) se anulam no mesmo ponto de I, entao

y1(z) = kya(x).

b) Se y1(z) e ya(z) tém maximos ou minimos no mesmo ponto do
intervalo aberto I, entao yi1(z) e ya(z) nao sao solugdes linearmente inde-
pendentes.

c) Se W (y1,y2) ¢ independente de x, entao pi(z) =0, Vo € I.

d) Se yi(x) e y2(x) sdo linearmente independentes entdo y;(z) e
y2(z) ndo podem ter um ponto de inflexdo comum em I, a menos que p;(z)
e pa(x) se anulem simultaneamente nesse ponto.

e) Se W (y1,42) (z*) = y1 (z*) = 0, entao, ou y; (z) =0 em I, ou
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CAP. 2

Existéncia e Unicidade de
Solucao

No final do capitulo o aluno devera:

e Reconhecer condigoes suficientes e/ou necessarias para a existéncia de
solucao de um problema de valor inicial.

e Traduzir um problema de valor inicial por uma equagao integral e
compreender as vantagens e potencialidades deste processo.

e Aplicar conceitos de Analise Matemdtica e Analise Funcional, como,
por exemplo, teoria de séries numeéricas e de fungoes, convergéncia uni-
forme, equicontinuidade,...., as equacoes diferenciais e explorar resul-
tados cldssicos, como, por exemplo, Teorema de Arzeéla-Ascoli, teoria
de Lipschitz,....

e Utilizar técnicas iterativas a equacoes integrais, tais como os méto-
dos de Picard e de Cauchy-Euler, para obter solugoes aproximadas e
estimar o erro cometido.

e Identificar condigbes suficientes para a existéncia local e/ou global da
solucao de um problema de valor inicial.

e Averiguar a possibilidade de prolongar o intervalo de existéncia de
solucao e dominar a respectiva técnica.

e Determinar o intervalo maximal para a solugao de um problema de
valor inicial.

33
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e Dominar virias metodologias para garantir a unicidade de solucao de
um problema de valor inicial.

e Utilizar inequagoes diferenciais e explorar as suas potencialidades, tais
como: obtencao de solugoes extremais, localizagao a prior: da solugao,
conceitos mais gerais de derivacao,....

e Analisar a variacao da solucao de um problema de valor inicial, quando
a nao linearidade e/ou os dados iniciais sdo modificados e estabelecer
uma estimacao para essa variacao.

e Reconhecer condigoes para a dependéncia continua dos dados iniciais
e/ou em relagdo a um parametro.

e Identificar condigoes suficientes para garantir a diferenciabilidade da
solucao em relagao aos dados iniciais.

2.1 Desigualdades e convergéncias

Até aqui, foi sempre assumido a existéncia de solucdo para as equacoes
diferenciais. Contudo a teoria de existéncia e unicidade de solu¢Ges para um
problema de valor inicial é mais complexa.

Considere-se o problema de valor inicial

yl = f((]?, y)7 y(‘rEO) = Yo, (21)

onde f(z,y) é uma funcio continua num dominio D C R2, que contém

($0, yO) :
Por solucao de (2.1) num intervalo I contendo ¢, entende-se uma fungao
y(z) que verifique:

® y(wo) = Yo;
e /() existe para todo o x € I;
e (z,y(x)) € D,Vx €I

e ' (2) = f(x,y(x)), Vo € I.

Ver-se-4 mais tarde que a continuidade de f(z,y), sé por si, é suficiente
para garantir a existéncia de, pelo menos, uma solugdo numa vizinhancga
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suficientemente pequena de (zo,yo). Contudo se f(z,y) ndo ¢ continua en-
tao a natureza das solugoes de (2.1) é bastante arbitréria. Por exemplo, o
problema de valor inicial
y=—@—-1), y0)=0
x
nao tem solucao, mas o problema
;2
y=—@y—-1), y0)=1
x
tem infinitas solugdes y(x) = 1 + cx?, c € R.

A utilizagdo de equagoes integrais para estabelecer teoremas de exis-
téncia de solugao é frequente no estudo das equacOes diferenciais. A sua
eficiéncia provem do facto da integragao ter propriedades mais "regulares",
em contraste com caracterfsticas mais "desconcertantes" da derivacao. Por
exemplo, se duas funcgoes estao suficientemente préximas, o mesmo se veri-

fica com os seus integrais, enquanto as respectivas derivadas poderao estar
muito afastadas ou até nem existir.

Nesta perspectiva, o préximo teorema, serd muito tutil:

Teorema 2.1.1 Se f(z,y) é uma func¢ao continua no dominio D entao toda
a solugao de (2.1) é também solugao da equagao integral

y(@) = yo + / f(t,y(6))dt (2.2)
xo
e reciprocamente.

Dem. Para qualquer solugao y(z) da equagao diferencial ¢y = f(z,y)
obtem-se, por integragao,

y(z) — y(wo) = / ’ F(t,y(t))dt.

Reciprocamente, se y(x) é solugao da equagao (2.2), entdo y(zo) = yo e,
como f(z,y) é continua, diferenciando (2.2), obtem-se ¢/ (x) = f(x,y(z)). =

Embora a continuidade de f(x,y) seja suficiente para garantir a existén-
cia, contudo nao o é para garantir a unicidade.

Por exemplo a fun¢ao f(z,y) = y§ ¢ continua em R?, mas o problema
Yy = y%, y(0) = 0 tem pelo menos duas solugoes: y(z) =0 e y(x) = ";—;

Para garantir a unicidade é necessdrio que a variagao de f(z,y) em re-
lacdo a y permaneca limitada:
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Definicao 2.1.2 Diz-se que a fungao f(x,y) verifica a condi¢ao de Lip-
schitz no dominio D se

’f(a:ayl) - f(flf,y2)| <L |y1 - y2| ) V(x7y1)7 (xva) €D. (23)

A constante nado negativa L designa-se por constante de Lipschitz.

A fungao f(z,y) = y% nao satisfaz a condicao de Lipschitz em qualquer
dominio que contenha y = 0. Mas f(z,y) =  — y ja a verifica em D = R?
com L =1.

Se f satisfaz (2.3) em D entdao f é continua em relacao a y em D. Note-
se contudo, que f nao é necessariamente diferencidvel em relagao a y. Por
exemplo, f(z,y) = |y| ndo é diferencidvel em R? mas satisfaz (2.3) com
L=1.

Caso f(x,y) seja diferencidvel em relagao a y, entdo ¢ possivel nao s6
determinar a constante de Lipschitz L como ainda obter uma condigao
necessaria e suficiente para que f satisfaca a condicao de Lipschitz:

Teorema 2.1.3 Sejam D um dominio convexo e f(x,y) diferencidvel em
relagio a y em D. Entdo a condi¢ao (2.3) é satisfeita se e sé se

of (z,y)

sup ay

D

' <L (2.4)

Dem. Como f(z,y) é diferencidvel em relacdo a y e o dominio D é
convexo, para quaisquer (z,y1), (z,y2) € D, o Teorema do valor médio
garante que

f(@,y1) — f(@,92) = g—‘g(w‘,y*) (y1 —2),

com y* €]y1, y2[. Entao, por (2.4), a condigao (2.3) verifica-se imediatamente.
Reciprocamente, a desigualdade (2.3) implica que

’8f(a:,y1) f(x,y1) — f(z,y2)
Y1 — Y2

= lim < L.

Y2—uy1

oy
]

Para garantir a existéncia, a unicidade e outras propriedades das solugoes
de (2.1) é necessdria uma desigualdade integral do tipo Gronwall:

Teorema 2.1.4 Sejam u(x), p(x) e q(z) fungdes continuas nao negativas
no intervalo |x — xo| < a (a > 0) tais que

/ " ()t

o

u(z) < p(z) +

, para |r — xo| < a. (2.5)
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FEntao é vdlida o desigualdade

u(z) < p(z) +

x
/ p(t)q(t)e’ft q<s)d5|dt’, para | — xo| < a. (2.6)
0
Dem. A desigualdade (2.6) prova-se apenas para zp < = < zg + a, j&
que para g — a < x < xg a demonstragao é andloga.
Definindo-se

() = / " g(ultdt,

0

q(z)u(z).
) er'(z) < p(x)q(z) + q(z)r(z).

obtem-se

tem-se que r(zg) =0 e 7’(z)

Por (25), u(x) < pl(x) + r(z
— [ q(s)ds

Zo

Multiplicando por e
x / x
(750 ™ r(@)) < plag(are o,

Integrando esta desigualdade, tem-se

") < / " p()a(t)elt s gy

0

e (2.6) resulta de u(x) < p(x) +r(z). =
Coroldrio 2.1.5 Se, no Teorema 2.1.4, p(z) = 0 entdo u(z) = 0.

Coroldrio 2.1.6 Se p(z) é uma fungdo nao decrescente em [z,,x, + a] e
nao crescente em [xg — a, x| entdo

Ia

Zo

u(z) < p(x)e q(s)ds‘

Dem. Tal como anteriormente, demonstra-se (2.7) apenas para xp <
x < xg + a, pois para zg — a < x < g 0s argumentos sao semelhantes.

para |x — xo| < a. (2.7)

Como p(x) ¢ uma func¢do nao decrescente, por (2.6), obtem-se

1+ / q(t)eld q<8>d8dt]

0

= p(l’) [1 —A dt <€ft S)ds) dt] :p(.’I})eme Q(t)dt'

IN

p(z)

u(x)
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Corolério 2.1.7 Se no Teorema 2.1.4 as fungdes p e q forem do tipo
p(x) :=co+ci|r—x0| e q(x):=ca, (2.8)

com cg, 1 € co constantes nao negativas, entao

u(z) < <co + ﬂ) geale—zol _ L (2.9)
C Co

Dem. Para as fungoes dadas por (2.8) no intervalo [zg,z0 + a, a de-
sigualdade (2.6) ¢é igual a

IN

X
co+c1|r —xo| + / (co+ e1 |t — mo]) cpe®@ )t

xo

= co+erle— ol + (— [(co + 1t = mol) e T [C_leCz(z—w]

0 C2 z0

ca(z—zo) _ C_1 + 0_1662(33—3}0)

= coteclr—ax0l —co—c1(z—x0) + coe
C2 C2

C1 - C1
= (co + —) ec2lz=zol _ 2
2 &
]

Relembre-se agora alguns conceitos e resultados da Anédlise Real que
serao utilizados mais a frente:

Definicao 2.1.8 Uma sucessio de fungoes (yn(x)) diz-se que converge
uniformemente para uma fungao y(x) no intervalo |o, B] se para qual-
quer € > 0 existe um natural N tal que quando n > N, |y,(z) —y(x)| < e
para todo o x € [a, f].

Teorema 2.1.9 Seja (y,(z)) uma sucessao de fungoes em |a, 5] que con-
verge uniformemente para y(x). Entao y(x) é uma fungdao continua em [a, [3].

Teorema 2.1.10 Sejam (y,(x)) uma sucessao de fungoes que converge uni-
formemente para y(z), em [, 5], e f(z,y) uma fun¢ao continua no dominio
D, tal que para todo n e x em [a, 8] se tem (x,y,(x)) € D. Entdo

lim / (@) da = / " im f (2, () e = / * f (e, y(@)) da.

Teorema 2.1.11 (M-Teste de Weierstrass) Seja (yn(z)) uma sucessao
de fungoes com |yn(z)| < M, para todo x € [, 8] com 312 M, < +oo.
Entao Z,,fi% yn(x) converge uniformemente em [c, B] para uma inica fungao
y(z).

)



2.2. METODO DAS APROXIMACOES SUCESSIVAS DE PICARD 39

Definicao 2.1.12 Um conjunto S de fungdes diz-se equicontinuo num
intervalo |o, B], se, para qualquer € > 0 dado, existe § > 0 tal que se
z1,x2 € |o, ] com |x1 —x2] < 6 entao |y(z1) —y(z2)| < € para todo
y(z) e S.

Definigao 2.1.13 Um conjunto S de fung¢oes diz-se uniformemente li-
mitado num intervalo [, 5], se existe um nimero M tal que |y (x)] < M
para todo y (x) € S.

Teorema 2.1.14 (de Arzéla-Ascoli) Um conjunto infinito S de fungaoes,
uniformemente limitadas e equicontinuas em [a, (], contem uma sucessdo

que converge uniformemente em [a, [3].

Teorema 2.1.15 Seja f(z,y) uma fungao definida no conjunto T' = [a, §] X
R, continua em x, diferencidvel em y e

0<m< fy(z,y) <M <oo, Y(z,y)eT.

Entao a equagao f(x,y) =0 tem uma unica solugao y(z) em |a, B].

2.2 Meétodo das aproximacoes sucessivas de Picard

Um processo para resolver a equagao integral (2.2) é o método de apro-
ximacoes sucesivas introduzido por Charles Emile Picard (1856 - 1941).
Considera-se como ponto de partida uma fungado continua yo(z), fre-
quentemente yo(x) = yo, que constitui a "aproximacao inicial" a solugao
de (2.2).
No passo seguinte, define-se

y1(z) =yo + /x f(tyo(t))dt

e a terceira aproximacao como

y2(x) = yo + /x fty(t))dt.

Iterando este processo otem-se a (n + 2)-ésima aproximagao como

(@) =w+ [ @) n=0.1.2,.. (2.10)
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A sucessdo (yn(x)) converge uniformemente para uma fungao continua
y(z) num intervalo I que contenha xg e (x,yn(x)) € D, para todo o = € I.
Pelo Teorema 2.1.10 pode passar-se ao limite nos dois membros de (2.10),
obtendo-se

y(z) = limy,11(z) = yo + lim /x [t yn(t))dt = yo + /x f(t,y(t))dt,

pelo que y(z) é a solugdo pretendida.

Exemplo 2.2.1 O problema de valor inicial

Considerando yo(z) = 1 entdao

yi(x) = 1—/ ldt=1—-x
0

ya(x) = 1—/01(1—15)dt:1—x+%2
P p

iz = Y-
k=0

Recordando os desenvolvimentos em série de Taylor tem-se limy, (x) = e™*.

De facto y(x) = e~ é solugao do problema inicial para I = R.

Além de ser construtivo, este método permite que as diferengas entre as
vérias iteragoes e a solucao sejam facilmente calculdveis, o que é til para
aferir da rapidez de aproximacao da solucao.

O préximo teorema fornece condigoes suficientes para a convergéncia
uniforme da sucessao (y,(z)), para a tnica soluc¢ao y(z) da equagao integral
(2.2) ou, equivalentemente, do problema de valor inicial (2.1), mas apenas
numa vizinhanga do ponto (g, yp):
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Teorema 2.2.2 (de existéncia local) Se se verificarem as sequintes con-
di¢coes para a e b, nimeros reais positivos firos:

(i) f(z,y) é continua no recténgulo fechado
S={(z,y) |z — x| < a,ly—yo| < b}, (2.11)

pelo que existe M > 0 tal que |f(z,y)| < M, ¥(z,y) € S;
(i1) f(x,y) satisfaz a condi¢do de Lipschitz (2.3), com constante L, em S;
(iit) yo(x) é continua em |z — zo| < a e |yo(x) — yo| < b;

entdo a sucessao (yn(z)) gerada pela itera¢ao de Picard, (2.10), converge
para a tnica solu¢io y(x) do problema de valor inicial (2.1), definida no
intervalo I, = {z : |& — zo| < h}, com h :=min {a, %} .

Além disso, para x € I, é vdlida a sequinte estimagao para o erro

Lh)"
ly(z) — yn(z)] < N el min{l, %} n=0,1,2,.., (2.12)

com max |yi(x) — yo(z)| < N.
zelp,

Dem. Em primeiro lugar prova-se que as iteragoes y,(x), definidas por
(2.10), podem ser consideradas como fungoes continuas definidas em I, e com
(z,yn(z)) € S, para x € Ij,. Como yo(x) é continua para = €]xg — a, zo + al,
a funcdo Fy(x) := f (z,yo(z)) é continua em I, e, portanto, y;1(x) é continua
em I,

Por outro lado,

X
(e =l < | [ 1$em(O)| | < Mo 0] < Mb <.
o
Admitindo, por indugao, que a afirmagao é verdadeira para y,—1(x), n > 2,
bastard provar que também é verdadeira para y,(z). Assim, como y,_1(z) é
continua em I, a fungdo F,_1(x) := f(x,y,—1(x)) é também continua em
[h (§

x
(o) =0l <| [ 15 )] < 211~ 0] <0
o
No passo seguinte justifica-se que a sucesao (y,(x)) converge uniforme-
mente em I},
Como y1(z) e yo(z) sdo fungoes continuas definidas em I, existe uma
constante N > 0 tal que |y1(z) — yo(z)| < N.
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Verifique-se, por induc¢ao, que a seguinte desigualdade é verdadeira para
qualquer x € Iy, :

—r n—1
() — g1 (z)] < N%, n=12,.. (2.13)

Para n = 1, a desigualdade anterior é ébvia. Supondo que ¢é verificada
para n =k > 1, entao, por (2.10) e pela hipétese (i), tem-se

f (t, y(t)) — f(t, yr—a(t ))’dt‘

[Yer1(7) — ye(z)] <

< I / (6~ a0t

RN Y
< L!t onl) Lt —zol)™ | (Llr —2o]) 7

k!

pelo que (2.13) é verdadeira para qualquer n € N.
Como
NZ L'f”‘”fO' <NZ N e < o0
(n—1)! n' - ’

pelo Teorema 2.1.11, a série

+oo

vo(z) + Y (Yn(®) = yn-1(2))

n=1

converge absoluta e uniformemente em [Ij. Portanto, a sucessdo das somas
parciais yi(z), y2(x),... converge para uma fungdo continua neste inter-
valo, isto &, y(x) = limy,(x), a qual é solugdo de (2.2), como foi visto
anteriormente.

Para provar que y(x) é a tnica solucao, considera-se que z(x) é também
uma solugao de (2.2), que estéd definida no intervalo Ij, e com (z,yn(z)) € S,
para x € Ij,. Entao verificam-se as condigoes da hipétese (ii) e tem-se
— z(t)| dt‘

ly(z) — 2(z)| < fty <tz<>>\dt\<L

Contudo, pelo Coroldrio 2.1.5, o integral anterior implica que |y(z) — z(z)| =
0 para x € Iy, pelo que y(z) = z(x), Vo € Ij.
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Finalmente, para majorar o erro (2.12), a desigualdade (2.13) garante,
para n > m,

n—1 n—1
L xTr — $()
() — ()| < Z s () — o) < 3, b=l
k=m
n—m—1
m (Lh)*
< N = N (Lh ——(2.14
Como (m+k)' < m,k, obtem-se
m n—m—1 k
(Lh) (Lh) (Lh)
k=0
e, passando ao limite com n — +oo,
Lh)™
(@) — l)] < NED n (2.15)
Da desigualdade (2.14) conclui-se ainda que
|yn($) - ym(x) <N h
e, quando n — 400,
ly(z) — ym(2)| < Ne'. (2.16)

Combinando (2.15) e (2.16), obtem-se a majoragao para o erro (2.12). m
Exemplo 2.2.3 Considere-se o problema de valor inicial
v =y y0)=1,

que admite a solugdo (inica) y(x) = — (obtzda por exemplo, por sepa-
ragao de varidveis) definida no interfua ] 1

Como

(i) A funcio f(z,y) = y? é continua em R? e, em partzcular no rectdn-
guio 5. = {(z.9) 2| < aly— 1 <b} e [fzy) = v* < (b+1)° = M,
V($, y) € S*’

(is) Em Ss, f(x,y) =y verifica (2.3) com L = 2b+2;

(iii) yo(x) = 1 é continua em |x| < a e 0 < b
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entdo o Teorema 2.2.2 garante a ezxisténcia de uma solugdo (inica) no inter-

b 1 P
< =
of = 1 sendo o mdximo
atingido para b = 1, o intervalo maximal onde o Teorema 2.2.2 assegura a
referida existéncia serd [—i, i], 0 que € algo rudimentar face ao intervalo
obtido anteriormente.

Por outro lado, aplicando (2.12) a forma iterativa

valo |x| < h, com h = min{a, ﬁ}. Como

Yot () = 1+ / () dt, n=0,1,2,..
0

7b:17

=

permite obter estimagoes para o erro. Assim paran = 2, a =
h=% L=4e¢

1
max |l+az—1]=-:=N,
11 4

TE|— 7,7

tem-se

ly(x) —va(@)] = ‘1i$_<1+x+$2+%3)‘

< 1 . 1 1 e
— emin ==
-4 ' 2 8
1
4l
Se a solugao do problema de valor inicial (2.1) estiver definida em todo o

intervalo |z — zo| < a, diz-se que a solucao existe globalmente. O resultado
para este tipo de solugao serd o seguinte:

=

sexe[—

Teorema 2.2.4 (de existéncia global) Se se verificarem as sequintes con-
di¢ées para a > 0 fixo:

(i) f(z,y) é continua no recténgulo fechado

T ={(z,y) : |z — zo| < a,|y| < +oo};
(ii) f(z,y) satisfaz a condi¢ao de Lipschitz (2.3) em T}
(iit) yo(x) é continua em |z — zo| < a;

entdo a sucessao (yn(x)), gerada pela iteragao de Picard (2.10), existe no
intervalo |z — xo| < a e converge para a tinica solugao y(x) do problema de
valor inicial (2.1).
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Dem. Para qualquer funcao continua yo(z) definida no intervalo |z — xo| <
a, & possivel provar, por indugao, a existéncia de fungoes y, (), definidas
em |z — x| < a e tais que |y,(z)] < 4o00. A justificacio que a sucessao
(yn(z)) converge para y(z) no intervalo |x — zo| < a, faz-se com argumentos
andlogos aos da demonstragao do Teorema 2.2.2, substituindo h por a, e
verificando que f(x,y) satisfaz a condi¢ao de Lipschitz (2.3) em 7. m

Nalguns casos pode-se considerar, sem perda de generalidade, o ponto
xo = 0.

Coroldrio 2.2.5 Se f(z,y) é continua em R? e satisfaz a condigio de Lip-
schitz (2.8) em cada uma das regices T, := {(z,y) : |z| < a, |y| < 400} com
constante Lq, entao o problema de valor inicial (2.1) tem uma dnica solugao
y(x), que existe para x € R.

Dem. Para qualquer x existe um a > 0 tal que |z — x¢| < a. Como
a faixa T estd contida em T, ,,|, a fungdo f(z,y) verifica as condigoes do
Teorema 2.2.4 no conjunto 7. Portanto o resultado verifica-se para qualquer
z. m

2.3 Existéncia e prolongamento de solucgoes

A continuidade da funcao f é suficiente para garantir a existéncia de
solugdo do problema (2.1):

Teorema 2.3.1 (de existéncia de Peano) Se f(x,y) é continua e limi-
tada na regidgo T = {(x,y) : |z|] < a,|y| < +o0} entdo o problema de valor
inicial (2.1) tem pelo menos uma solugao definida no intervalo |z — xo| < a.

Dem. A demonstracdo da existéncia de solucdo faz-se apenas para o
intervalo [z, zo + a], j& que para o intervalo [zg — a, x| o raciocinio ¢ ana-
logo.

Defina-se, por recorréncia, a sucessao de fungoes

Yo ; xo<x<x)+ 2

yn(x) = Yo + f;;;% fyn(®))dt , xo+k
(2.17)

O primeiro ramo define y, () no intervalo [z, zo + 2] e o segundo define
a sucessao inicialmente em [wo + 2,0+ 2%] , depois em [wo +2%, 20 + 3%]
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e assim sucessivamente. Como f(z,y) é limitada em T, pode considerar-se
|f(z,y)l < M, V¥(z,y) €T.
Para quaisquer dois pontos z1, x2 € [zg, o + a] tem-se

a
|yn(ff2) - yn($1)| =0, se xy,22 € [Sﬂo,fﬂo + ﬂ .

Se z1 € [:Bo,xo + %] , Lo € [:vo + k& xo+ (K +1) %] entao

[ st

a
SM‘:L‘Q———:L‘O‘SM]xQ—:L‘l .
n
0

[Yn(22) — yn(w1)| =

Nos outros casos tem-se

[yn(22) — yn(z1)| = < Mlzg — a1,

[ femna

1=

pelo que, em conclusao,
[Yyn(22) — Yn(w1)| < M |22 — 21|, V21,22 € [T0,70 + 0.

Portanto, desde que |3 — 1| < 57 := 6 tem-se |y,(22) — yn(z1)| < € ou
seja, a sucessao (yn(x)) é equicontinua.
Por outro lado, para = € [z, 29 + a] , tem-se

a
9 (@) < lyol + M |z = = — o < |yo| + Ma,

isto é, a sucessao (yn(z)) é uniformemente limitada em [zg, 2 + a] . Portanto
pelo Teorema de Arzela-Ascoli, a sucessao (y,(x)) contem uma subsucesao
(yn, (x)) que converge uniformemente em [zg, zg + a] para uma fungio con-
tinua y(x).

Para provar que esta funcao y(z) é solu¢do do problema de valor inicial
(2.1), considera-se p — +o00 na igualdade

@ =+ [ fm, 0= [ f(tn, O

"Lp
Como f(x,y) é continua e a convergéncia é uniforme, no primeiro integral
pode considerar-se o limite na fun¢ao integranda para obter f;ﬁo f(t,y(t))dt.
O segundo integral nao excede J‘g—p“ e, portanto, tende para zero.
Assim, y(x) é solugao da equagao integral (2.2). m
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Coroldrio 2.3.2 Se f(x,y) é continua em S, dado por (2.11), entio o
problema (2.1) tem pelo menos uma solu¢ao definida no intervalo I, =
{z : |z — 29| < h}, com h:=min {a, %}

Dem. A demonstracdo ¢ andloga & do Teorema 2.3.1, com modificagbes
6bvias. m

Exemplo 2.3.3 A fun¢io f(z,y) = y% é continua em R2. Entio pelo
Coroldrio 2.3.2 o problema

2
y' =y, y(0)=0,

tem pelo menos uma solugao no intervalo I, = {x: |x| < h}, com h =
min {a, b%} . Contudo € possivel escolher b suficientemente grande tal que

h = a. Assim existe pelo menos uma solucdo para € R.

Poders ser 1til estimar o "grau de aproximagao" de uma solucao,
para uma certa funcdo f(x,y) continua num dominio D :

Defini¢ao 2.3.4 Uma func¢ao y(x), definida em I, diz-se uma solug¢édo
aproxzimada de raio € da equagio y' = f(x,y) se:

(i) y(x) é continua em I,

(ii) (z,y(x)) € D, Vx € I,

(iii) y(z) tem derivada seccionalmente continua em I, podendo, eventual-
mente, nao estar definida num nidmero finito de pontos, x1, ..., Tp;

(1,1)) |y/($) - f(:r,y(z:))| < € Vz € I’ € 7é X4, = 1a27 ey T
A existéncia de solugoes aproximadas é assegurada pelo teorema:

Teorema 2.3.5 Se f(x,y) é continua no rectngulo fechado S, entio para
qualquer € > 0 existe y(x) solugao aproximada de raio € da equagao y' =
f(z,y), no intervalo Iy, tal que y(zo) = yo.

Dem. Como f(z,y) é continua no rectangulo fechado S entdo é uni-
formemente continua nesse rectangulo. Dado € > 0 existe § > 0 tal que

|f(z,y) — f(z1,91)] <, (2.18)

para quaisquer (z,y), (z1,71) € S tais que |z —z1| < e |y — 31| < 6.
De seguida constréi-se uma solugao aproximada de raio € no intervalo
[0, o + h] e o processo serd andlogo para o intervalo [zg — h, x| . Para tal



48 CAP. 2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

divide-se o intervalo [xg,z¢ + h| em n partes g < 21 < ... < T, = 29+ h
tais que

4]
z; — z;_1 < min {5’M}’ i=1,2,..,n. (2.19)
Defina-se a fungdo y(z) no intervalo [zg,zo + h| de uma forma recorrente

y(x) = y(ric1) + (2 —wi1) f (rim1,y (xio1)) 21 <z < 2,0 = 1,2,..,n

(2.20)
Esta funcao é continua e possui a primeira derivada seccionalmente continua,
yv(z) = f(i1,y (1)), i1 <2 < x4, 1 =1,2,...,n, ndo estando definida
nos pontos z;, i = 1,2,...,n — 1. Como em cada subintervalo [x;_1,x;], i =
1,2,...,n, a fungdo y(x) é um segmento de recta, para provar que (z,y(z)) €
S bastard mostrar que |y(z;) — yo| < bparai = 1,2, ...,n. Para tal considere-
se, em (2.20), ¢ = 1 e x = z1 para obter

ly(z1) — yo| = (x1 — z0) | f (x0,y (20))| < Mh <b.

Suponha-se agora que a afirmacao é verdadeira parai =1,2,....k—1 <n—1.
Entao, por (2.20),

y(1) —yo = (z1—20) f (20, (z0))
y(re) —y(r1) = (22 —21) f (21,9 (1))
y(zr) —y(@p-1) = @k — 2p-1) f (@-1,Y (Tk-1))
e, portanto,
k
y(or) —yo =Y (&5 — z51) f (w51, 9 (xj-1)),
j=1

pelo que se obtem
k
ly( yo\gz xj —xj_1) M = M (x, — z0) < Mh <b.

Finalmente, se « €]z;_1, x;[ entao, por (2.20) e (2.19), tem-se

)
ly(z) —y(zi1)| < M |z — x| < MM =9
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e, por (2.18),

Y (@) = fla,y(@))| = |f (@im1,y (wim1)) = fz,y(2)] <€

para x € I, © # x;, 1 = 1,2,...,n — 1, 0 que prova que y(x) é uma solucao
aproximada de raio € da equagdo y' = f(z,y). =

Este método de construir solugoes aproximadas é designado por método
de Cauchy-Euler.

O Corolédrio 2.3.2 pode agora ser obtido como consequéncia do Teorema
anterior:

Teorema 2.3.6 (de existéncia de Cauchy-Peano) Nas condigées do
Teorema 2.3.5 o problema de valor inicial (2.1) tem pelo menos uma solugdo
em I,

Dem. Mais uma vez far-se-4 apenas a demonstracdo para o intervalo
[.’L‘o, xTo + h] .

Seja (e,) uma sucessao monétona decrescente de nimeros positivos tal
que ¢, — 0. Para cada ¢, aplica-se o Teorema 2.3.5 para construir uma
solugao aproximada de raio €, y,(x). Seguindo o processo utilizado no Teo-
rema 2.3.1, para dois pontos arbitrarios z, z* € [zg, xo + h| prova-se que

[yn (@) —yn(2™)| < M |z — 27|

e, a partir daqui, que a sucessdo (y(z)) é equicontinua.

Tal como no Teorema 2.3.5, para cada = € [xg, zo + h|, tem-se |y, (x)| <
lyo| + b, pelo que a sucessao (y,(z)) ¢ também uniformemente limitada.
Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, a sucessdo (y,(x)) contem uma
subsucesao (yn,(z)) que converge uniformemente em [zo, zg + h] para uma
funcao continua y(x).

Para justificar que esta fungao y(z) é solu¢ao do problema (2.1) define-se
a sucessao

yr(z) — f(x,yn(x)) , nos pontos em que existe y/,(x)
en(x) =
0 , nos outros pontos.

Assim temos que

T

yn(2) = 10 + / (£ (6 yn(t)) + ent)) dt (2.21)

Zo
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e len(z)| < en. _

Como f(z,y(x)) é continua no rectangulo fechado S e y,,(x) converge
para y(z) uniformemente em [zo,zo + h], entdo f(x,yn,(x)) converge uni-
formemente para y(x) em [zo,zo + h]. Uma vez que €,, — 0 conclui-se que
|€n, ()| converge para zero uniformemente em [z, zo + h]. Substituindo,
em (2.21), n por n, e fazendo p — 400, verifica-se que y(x) é solugao da
equagao integral (2.2). m

O Exemplo 2.2.3 mostrou um caso em que o intervalo de definicdo da
solucao continha o conjunto em que o Teorema 2.2.2 garantia a existéncia
de solugdo. Assim coloca-se a questao: em que condigoes se pode prolongar
as solugoes? Até onde pode ir esse prolongamento?

Lema 2.3.7 Considere-se uma fun¢ao f(x,y) continua num dominio D tal
que
s%plf(:v,y)l <M

e seja y(x) uma solugio do problema (2.1) no intervalo |a, B[. Entdo os
sequintes limites existem e

Jim y(@) =y(a®), - Tm y(z) = y(57).

Dem. Para a < 21 < z2 < f3, pela equagao integral (2.2) tem-se

€2

IW@ﬂmm—/LWMWWSMm—MM

x1
Portanto, y(z2) —y(z1) — 0, quando x1, 192 — o, pelo que lim+y(a:) existe.
T—Q

O mesmo procedimento é vélido para provar que existe lim y(z). m
z—pB~

Teorema 2.3.8 Se se verificarem as hipdteses do Lema 2.3.7 e (B,y(87)) €
D (ou (a,y(a™)) € D) entao a solugdo y(x) do problema (2.1) pode ser
prolongada ao intervalo |, B+ 7] (ou [ — 7, B]), para algum ~ > 0.

Dem. Defina-se a fungao y1(z) = y(x) se x €lo, Bl e y1(B) = y(B7).
Entao, para = €]a, [, tem-se que

mm>=ywv+/wmm@w
B
B T
==m+Lj@m@W+Af@w@W

=m+/3mmmw
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a derivada lateral esquerda y}(87) existe e ¥} (57) = f (B,y1(B)) . Portanto,
y1(z) € o prolongamento de y(z) ao intervalo |a, 3].

Considere-se agora y2(z) como a solugdo do problema y' = f(z,y),
y(B) = y1(B), definida no intervalo [3, 5 + | . Entao a fungao

_ yl(x) ) xe]a,ﬂ]
s(w) = { po(z) . @€ [8,8+7]

é o prolongamento de y(z) ao intervalo |a, 5 +7]. Assim, bastard provar que
xr
@) =w+ [ (o)
o

para x €]a, 5+7]. De facto, para z €]a, (] a igualdade é 6bvia pela defini¢ao
de y3(z). Para = € [5,0 + 7] tem-se

y(@) = w(B)+ / "t ()t
B8
B T
= y0+/zo f(t,y:s(t))d“r/ﬁ f(t,ys(t))dt
= y0+/ f(t,y3(t))dt.

2.4 Teoremas de Unicidade

Na seccao anterior verificou-se que a continuidade de f(x,y) num rec-
tangulo fechado era suficiente para garantir a existéncia de pelo menos uma
solucao do problema de valor inicial. Para obter a unicidade, isto é, a
existéncia de, no méximo, uma solucao, sao necessdrias hipdteses adicionais
sobre f(x,y). No Teorema 2.2.2 ja foi utilizada uma possibilidade: a condi¢ao
de Lipschitz. Vejam-se, agora, vérios tipos de hipdteses para obter a unici-
dade de solucao:

Teorema 2.4.1 (da unicidade de Lipschitz) Seja f(x,y) uma fungao
continua que verifica a condi¢ao de Lipschitz (2.3) em S, definido em (2.11).
Entao o problema (2.1) tem, no mdzimo, uma solug¢io em |x — xo| < a.

Dem. No Teorema 2.2.2 é provada a unicidade de solucao do problema
(2.1) no intervalo Ij,. Bastard agora substituir I, pelo intervalo [xg — a, zo + a] .
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Teorema 2.4.2 (da unicidade de Peano) Seja f(x,y) uma fungdo con-
tinua em _
Sy ={(z,y) :z0 < x <20+ a,|y — yo| < b} (2.22)

e nao crescente em y, para x firo em xo < x < x9 + a. Entao (2.1) tem, no
mdximo, uma solucdo em xg < x < xg + a.

Dem. Suponha-se que y;1(x) e y2(x) sdo duas solugoes do problema (2.1),
em g < x < xg + a, que diferem em pelo menos um ponto de [z, zg + a] .

Admita-se que ya(z) > yi(z) em 21 < z < 1 +€ < 9 + a, e que
y1(z) = yao(x) em zg < = < x1. Por outras palavras, designando por A o
conjunto de valores de x para os quais ya(z) > y1(z), 1 é o infimo de A,
que garantidamente existe, pois, no minimo, A serd minorado por xg.

Entao para qualquer x €]z1, 1 + €] tem-se f(z,y1(z)) > f(z,y2(x)), isto
é, yi(z) > y4(z). Portanto, a fungao z(z) = y2(z) — y1(z) é nao crescente
e como z(x1) = 0 entdo ter-se-ia z(xz) < 0 em |z1,x1 + €[. Esta contradi¢ao
mostra que y1(z) = ya2(x) em 29 <z <zp+a. W

O tipo de monotonia referido no teorema anterior nao pode ser substi-
tuido. Isto é o teorema nao é vélido se f(z,y) for ndo decrescente, como se
comprova pelo seguinte contra-exemplo:

Considere-se f(z,y) = 1/]y| sgn(y), sendo sgn(y) a fungdo sinal, isto &,

1, y>0
Sgn(y): 0 , y=0
-1, y<O.

A funcdo f é continua e ndo decrescente mas o problema y' = \/|y| sgn(y),
y(0) = 0, tem duas solugdes y(z) =0 e y(x) = %2 em [0, +ool.

Para uma nao linearidade crescente é preciso um resultado auxiliar:
Lema 2.4.3 Considere-se w(z) uma fun¢do continua e crescente no inter-
valo [0, 400 com w(0) =0, w(z) > 0 para z > 0 e, para a > 0,

) ¢ dz
lim
) wi)

= +oo. (2.23)
Seja u(x) uma fun¢ao continua nao negativa em [0,a] tal que
T
u(x) < / w(u(t)) dt, 0<z<a. (2.24)
0

Entao u(z) =0 em [0, a).
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Dem. Defina-se v(x) := Jnax u(t) e suponha-se que v(x) > 0 para 0 <
SIS

x < a. Entao u(z) < v(x) e para cada x existe 21 < x tal que u(z1) = v(z).
Assim obtem-se

() = v(z) < /Oxw(u(t)) it < /jw(v(t)) dt,

isto é, a fungao nao decrescente v(z) verifica a mesma desigualdade que u(z).
Considerando

B(z) = /0 " (o(t)) dt,

tem-se 7(0) = 0, v(z) <T(z) e ¥(z) = w(v(z)) < w(v(z)), pelo que, para

0<d<a,
a =/
/ deﬁa—5<a.
s W

(v(2))
Contudo, por (2.23), obtem-se

/5%2)) dac—/j%, 50) =€, Bla)=a,

em que o integral se torna infinito quando e — 0 (§ — 0).
Esta contradi¢ao prova que v(x) nao pode ser positivo, pelo que v(z) =0
e, portanto, u(z) =0 em [0,a]. ®

Teorema 2.4.4 (da unicidade de Osgood) Seja f(x,y) uma fungdao con-

tinua em S tal que, para quaisquer (x,y1), (z,y2) € S,

|f(@,y1) — flz,92)] < w (jyr —v2l), (2.25)

com w(z) a fungao referida no Lema 2.4.3. Entdo o problema (2.1) tem, no
maximo, uma solugao em |z — xzo| < a.

Dem. Considerem-se duas solugoes y1(z) e y2(z) do problema (2.1), em

[zo — a,zo + a] . Por (2.25),

/xwuyl(t)—yz(tmdt |

0

ly1(z) — yo(x)| <

Para qualquer x € [zg, z¢ + a] define-se u(x) := |y1(xo + x) — y2(xo + )| .
Entao, esta funcao continua e nao negativa, u(z), verifica a desigualdade
(2.24) e, pelo Lema 2.4.3, u(z) = 0 em [0,qa], isto é, y1(z) = y2(x) em
[z0, 0 + a] .

Se = € [z9 — a,xo| a demonstracao ¢ andloga, definindo-se neste caso a
fungao u(z) := |y1(xo — =) — y2(zo — )| em [0,a]. m
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Lema 2.4.5 Seja u(x) uma fungdo continua, nao negativa em |xr — zo| < a
tal que u(xg) = 0 e diferencidvel em x = xg com u'(xg) = 0. Entao a

desigualdade
T
t
/ ult) g
z, t— i)

implica que uw(z) =0 em |z — 29| < a.

u(x) <

(2.26)

Dem. Prova-se o Lema apenas para x € [zg,xo + a|, pois o outro caso

¢ andlogo.
Defina-se s s
v(x) = / ﬂdt.
z, t— i)

Note-se que este integral existe, pois

lim u(z) = u/(z0) = 0.
T—=x0 X — XTQ

Por outro lado,
vy - 1) @

e % <;£Z)O ) < 0 entao a fungao ;E“?O ¢ nao crescente. Como v(xg) = 0
tem-se v(x) < 0, o0 que, em conjunto com v(x) > 0, por definigao de v(x),

conduz a v(z) = 0 e, por consequéncia, u(x) =0 em [zg,z9 +a]. W

Teorema 2.4.6 (da unicidade de Nagumo) Seja f(z,y) uma fungio
continua em S tal que, para quaisquer (z,y1), (x,y2) € S,

|f(x,y1) — fz,y2)] < k%, x #xy, k<1 (2.27)
Entao (2.1) tem, no mazximo, uma solugao em |x — zo| < a.

Dem. Suponham-se duas solugbes y1(z) e y2(z) do problema de valor
inicial (2.1), em [zo — a,x¢ + a] . Por (2.27), obtem-se

/l’ lyi(t) — yQ(t)’dt

’yl(x) - yg(l‘)’ < ’t — $0|

0

Definindo u(z) := |yi(x) — y2(x)| observa-se que esta funcdo nao nega-
tiva verifica a desigualdade (2.26). Além disso, como u(x) é continua em
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[zo — a,x0 + a] e u(zg) = 0, tem-se, pelo Teorema do valor médio, para
0<01,02 <1,

u(zo + h) — u(xp)

u'(zo) = lim

h—0 h
~ fim ly1 (o) + by (zo + 01h) — y2(wo) — hyy(xo + O2h)]
- h—0 h

= sgn(h)}lliir[l) |y1(zo + 01h) — ys(zo + O2h)| = 0.

Assim verificam-se as condigoes do Lema 2.4.5 e u(z) = 0, isto é, y1(x) =
yo(x) em [z —a,z0+al. =

No teorema anterior, o valor de £ < 1 é optimal, isto é, k£ nao pode
tomar valores superiores a 1.
Veja-se o contra-exemplo: A funcgao

0 ) 0<z<1 y<0
flay)=q T <<l 0<y<al™ e>0
(I+e)zc 0<z <1, alte <y

é continua e verifica (2.27) para k = 1 +¢€¢ > 1 em S = [0,1] x R. Para
esta fun¢ao o problema (2.1), com (zg,y0) = (0,0) tem infinitas solugdes,
y(x) = cz'™, para ¢ uma constante arbitraria entre 0 e 1.

2.5 Inequacgoes diferenciais e solugoes extremais

Considere-se uma fungao f(z,y) continua num dominio D.
Uma fungéo y(x) diz-se solugao da inequacgao diferencial y' > f(x,y)
no intervalo I := [zg,zo + a se:
(i) v/(x) existe para qualquer x € I;
(i) (z,y(z)) € D, Vz € I;
(iii) y'(z) > f(z,y(z)), Vo € I.

As solugoes para as inequagoes diferenciais ' > f(z,y), v < f(z,y) e
y' < f(z,y) definem-se de modo andlogo.

Por exemplo, y(z) = cotz ¢ solugdo da inequacio diferencial 3/ < —y?
no intervalo |0, 7].
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Teorema 2.5.1 Sejam f(x,y) uma fungao continua num dominio D, yi(x)
e y2(x) solugoes das inequagdes diferenciais

v < flzy), vh > f(z,y2) (2:28)
no intervalo I. Se yi(xo) < ya2(xo) entdo
y1(x) < ya(x), Vo € 1. (2.29)

Dem. Supondo, por contradigdo que (2.29) nao é verdade verifica-se
que o conjunto A = {x € I : y1(x) > y2(x)} nédo é vazio. Designando por x,
o minimo de A, tem-se que g < T € Y1(xx) = y2(xx).

Para h < 0 verifica-se y1 (2« + h) < ya(z« + k) €

/ — — 1
() lim .
(@t h) —yple)
> = .
> lim p Ya(z)

Por (2.28), obtem-se f(z«, y1(x«)) > f(z«, y2(x4)) 0 que estd em contradi¢ao
com y1(z4) = y2(x4). Assim o conjunto A é vazio e tem-se (2.29). m

O Teorema anterior permanece vélido se se substituir, em (2.28), < por
< e > por >.

Coroldrio 2.5.2 Considere-se f(x,y) uma fun¢ao continua no dominio D
tal que:

(i) y(z) é solugao do problema de valor inicial (2.1) em I = [xo,zo + al;
(it) yi(x) e y2(x) sao solugoes das inequagdes diferenciais yi < f(z,y1) e
Yo > f(x,y2) em I

(i42) y1(zo) < yo < ya(xo)-

Entao, para x €z, zo + a,

yi(z) <y(z) <yo().

Dem. Provar-se-d apenas que y(x) < y2(x) no intervalo |xg, xo+ a[, pois
o outro caso é andlogo.

Se yo < y2(x0) o resultado obtem-se pelo Teorema 2.5.1. Considere-se
entdo que yo = y2(xo) e defina-se z(x) := ya(x) — y(x). Entao

Z'(z0) := ya(wo) — y'(z0) > f(wo,y2(x0)) — f(x0,y(20)) =0,
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isto é, z(x) é crescente a direita de zp, num intervalo suficientemente pequeno
[:Uo, xo + 5] .

Aplicando o Teorema 2.5.1 obtem-se y(z) < ya2(x) no intervalo [zo +
0,20 + a[. Como § pode ser arbitrariamente pequeno tem-se a conclusao
pretendida. m

Os resultados anteriores podem ser considerados em situagoes mais gerais
como, por exemplo, admitindo que as desigualdades (2.28) se verificam em
I, excepto em subconjuntos numerdveis de 1.

Exemplo 2.5.3 Para o problema de valor inicial
y = y2 + 22, y(0) =1, z€]0,1], (2.30)
a fungao yi(x) =1+ ”—; verifica, para x €]0, 1],
3

2
yh(z) = 2% < (1 + %) + 2?2 = yi(x) + 22

Analogamente yz(x) = tan (z 4+ %) satisfaz, para x €]0,1[, a desigualdade
L) — coe? TN ian2 i 2 2
ys() = sec 3:‘+Z = tan 33+Z +1>y5(x) + 2

Como y1(0) = 1 = y2(0), pelo Coroldrio 2.5.2, a solugao de (2.30), y(z),
estard entre y1(z) e y2(x) para x €]0,1[, isto é,

3 T
1—1-? < y(z) <tan(m+z), x €]0,1[.

Uma primeira aplicagao dos resultados anteriores serd a seguinte proposigao:

Proposigao 2.5.4 Seja f(x,y) uma fungdo continua no dominio D que
verifica as condigoes:

(i) para (z,y), (x,2) € D, x > x0, y > 2,

flzyy) — f(z,2) < L(y — 2);

(i) y(x) é solugao do problema de valor inicial (2.1) em I = [xo,zo + al;
(iit) y1(z) e ya(x) solugdes das inequagoes diferenciais vy < f(x,y1), yh >
f(z,y2) em I;
() y1(zo) < yo < y2(w0)-
Entao, para x € 1,

y1(z) < y(x) < ya(z).
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Dem. Defina-se z; () := y1(z) — € eMN®%) com ¢ > 0 e A > L. Entdo,
a partir das hipéteses, obtem-se

zi(x) = y'l (x) — ee (@ —20) < flz,y () — edeM@—z0)

< flz,zi(z)) +e(L—A) AeME—w0) f(z, z1(x)).

De modo andlogo, para a funcio zp(x) := yo(x) + € e*®=%) conclui-se

z5(7) > f(x, 22(x)).

As relagoes z1(xg) < y1(xo) < yo < y2(x0) < 22(wp) sdo imediatas, pelo que
se verificam as condi¢oes do Teorema 2.5.1 para as fungdes z1(x) e z2(x).
Assim
z1(z) < y(z) < 22(x), Vxel. (2.31)
A conclus@o pretendida obtem-se fazendo € — 0 em (2.31). m
Uma outra aplicagao é a obtengao de solugoes extremais, isto é, solugoes

maximais ou minimalis:

Definicao 2.5.5 Uma solug¢io a(x) (B(x)) do problema de wvalor inicial
(2.1), existente no intervalo I, diz-se uma solu¢do minimal (mazximal)
se, para qualquer solugao y(x) de (2.1) em I, se verifica a(x) < y(x)
(y(z) < B(x)) para x € I.

E imediato, a partir da defini¢ao, que se as solugées maximal ou minimal
existem entao serao tnicas.

A existéncia destas solucoes é dada pelo seguinte resultado:
Teorema 2.5.6 Considere-se f(x,y) uma fungdo continua em
Sy ={(z,y) w0 <z <x0+a,ly—yo| <b}

e seja M wma constante positiva tal que |f(x,y)| < M para (x,y) € Sy.
Entao existe uma solugao maximal B(x) e uma solugao minimal a(z) de

(2.1) no intervalo xo < x < xg+ 0, com 6 = min {a, ﬁ%}.

Dem. A demontragao serd feita apenas para a solugdo maximal 5(z).
Seja 0 < e < % e considere-se o problema de valor inicial

y = flz,y)+e  ylxo) =yo+e (2.32)
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Como a funcao fe(x,y) = f(x,y) + € é continua em
_ b
5= {ea) im0 <o <moraly— o+l < 3}

e S. C 'S, tem-se que |fe(z,y)| < M+ % em S..

Pelo Corolario 2.3.2, o problema (2.32) tem uma solucao y(z,€) no in-
tervalo [zg,zo + d], com § = min{a, ﬁ%}. Para 0 < €3 < €1 < € tem-se
y(zo, €2) < y(zo,€1) e

V(ze2) = flay(z e))+e,
v(z,e1) > f(z,y(z,e1)) +e2, Vo € [0, 70 + 9.
O Teorema 2.5.1 ¢ aplicdvel e tem-se y(z, €2) < y(x,€1) em [zo, zo + 0]

Aplicando argumentos andlogos aos utilizados no Teorema, 2.3.1, verifica-
se que a familia de fungdes y(z,€) ¢ equicontinua e uniformemente limi-
tada em [z, zo + 0] . Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma

sucessao decrescente (e,) tal que €, — 0 e lim y(z,€,) existe uniforme-
n—-+oo

mente em [zg,zo + 0]. Represente-se por f(x) esta funcdo limite. Entao
B(xo) = yo e a continuidade uniforme de f em

T

Y(,6n) = Y0+ en + / [yt )+ en] di

zo
garante que B(z) é solu¢do do problema (2.1).
Finalmente, prove-se que (z) é solu¢ao maximal de (2.1) em [xg, z¢ + 0] .

Considere-se uma solucao arbitraria y(z) de (2.1) em [z, o+ J]. En-
tao y(zo) = yo < yo + e = y(zo,€), ¥'(x) = f(z,y(@)) + € e y(z,€) =
f(z,y(z,€)) + € para & € [z9,m9+6] e 0 < € < 5. Pelo Teorema 2.5.1,
tem-se y(z) < y(z,¢€), para x € [zg, xo + 0]

A unicidade da solugdo maximal mostra que y(z, €) tende uniformemente
para ((x) em [xg,zo + ¢], quando € — 0. =

O processo de prolongamento de solucoes estudado anteriormente pode
ser utilizado para obter solugoes maximais ou minimais, sendo que estas nao
poderao admitir prolongamentos diferentes de si préprias.

Exemplo 2.5.7 Para o problema de valor inicial y' = \/|y|, y(0) =0, as
solugoes maximal, B(x), e minimal, a(x), sao dadas, respectivamente, por
% , X Z 0 0 y X 2 0
B(x) = , ofz) =

2
0 , <0 -, <0
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Uma aplicagao destas solugoes extremais é ilustrada pelo préximo resul-
tado:

Teorema 2.5.8 Sejam f(x,y) uma fungdo continua no dominio D, [(x)
uma solu¢ao maximal de (2.1) no intervalo I := [xg,x0 + a] e y(z) uma
solucao da inequacao diferencial

Y (@) < f(z,y(x)) (2.33)
em I. Se y(zg) < yo entdo
y(x) < p(z), Yoel. (2.34)

Dem. Para z; €|z, 2z + a[, aplicando uma técnica semelhante a uti-
lizada para o Teorema 2.5.6, prova-se que existe uma solu¢ao maximal
B(x) de (2.32) em [xp, 1] para qualquer e > 0 suficientemente pequeno
e lii%ﬁ(x, €) = B(z) uniformemente em [zg, z1].

Por (2.32) e (2.33), juntamente com y(xo) < yo < S(zo,€), o Teorema
2.5.1 garante que

y(x) < B(z,€) (2.35)

em [zg,x1]. A desigualdade (2.34) resulta de considerar € — 0 em (2.35). m

2.6 Dependéncia continua dos dados iniciais

O problema de valor inicial (2.1) pode modelar um problema fisico
onde alguns parametros como, por exemplo, comprimentos, massas, tem-
peraturas, ..., estao envolvidos e cujos valores podem ser medidos até um
certo grau de precisao.

Assim, quer os valores iniciais de (2.1), (x0,y0), quer a nao linearidade
f(z,y), estao sujeitos a uma margem de erro, por necessidade ou por con-
veniéncia, pelo que é importante conhecer como varia a solucao de (2.1)
quando (z9,yo) ou f(z,y) sao modificados Isto é, quando o input é ligeira-
mente alterado como reage o output ?

Uma estimagao para esta variacao é dada pelo teorema:

Teorema 2.6.1 Se

(i) f(z,y) é uma func¢ao continua e limitada por M, num dominio D con-
tendo os pontos (zo,yo) e (x1,y1);

(i) f(z,y) verifica a condi¢io de Lipschitz (2.3) em D;
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(i) g(x,y) é continua e limitada por My em D;
(iv) y(z) é solugao problema (2.1), definida num intervalo I contendo xo;

(v) z(x), definida em I contendo x1, é solugao do problema
7= fl@,2) +g(z,2), 2(x1) =y (2.36)
entdo, para x € I,
9(0) = @) < (10 =l + (M + 32 oy = ol + 7 ) eHe-2sl - Ly
(2.37)

Dem. Pelo Teorema 2.1.1, para x € I, tem-se que
Aa) = [ (a0 + ot (0] de
_ y1+/xf(t,z(t))dt+/xo f(t,z(t))dt—|—/Ig(t,z(t))dt

e, portanto,

y(x) = 2(x) = yo —y1 + [ [F (&, y(8) — f(t,2(1))] dt
(2.38)
+ [0 f(t 2()dt — [ g(t, 2(1))dt.

Considerando os valores absolutos em ambos os membros de (2.38) e uti-
lizando as hipd6teses, obtem-se

ly(x) — z(z)] < |yo—wy1| + (M + My)|z1 — 20| + My |z — 0]

/]y — z(t)| dt| .

Esta desigualdade é exactamente a mesma que foi considerada no Corolério
2.1.7 com ¢y = |yo — y1| + (M + M) |1 — 20|, c1 = My, co = L e u(x) =
ly(x) — z(x)|, pelo que se verifica (2.37). m

+L

Da desigualdade sobressai que a diferenga entre duas solugoes de (2.1),
no intervalo I, é pequena desde que as alteragoes ao ponto inicial (xg,yo) e
a funcao f(z,y) nao ultrapassem determinados valores. Ou seja, se f(z,y)
e o ponto inicial (zg,yp) variarem de um modo continuo entao as
solugGes de (2.1) também variam continuamente.

Sublinhe-se que a solucdo z(z) de (2.36) ndo tem que ser dnica em 1.
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Exemplo 2.6.2 Considere-se o problema de valor inicial
y' = sen(zy), y(0)=1, (2.39)

no rectingulo S = {(z,y) : |z| < 3,|y| < 3}. Como

1
— =1,
2

8f’
max |=—| = max |z cos(zy)| <
x| | = ma |z cos(ry)

S
pelo Teorema 2.1.3, f(x,y) = sen(zy) verifica a condi¢do de Lipschitz (2.3)
em S. Aplicando o Teorema 2.2.2 com a = b = % e M > 1 o problema (2.39)
tem uma tinica solug¢do no intervalo |z| < h < 5.
Como aprozimacao ao problema anterior considere-se

2 =xz, 2(0)=1,1 (2.40)
22

que admite a solugdo tnica z(z) = 1,1 €2 no intervalo |z| < 3. Pela
Férmula de Taylor, obtem-se

1 (1) (3)"_ 9
_ ol < <LV (2 2 g
l9(z,y)| = [sen(zy) —ayl < == <= {5 ) {3 128 !

Aplicando o Teorema 2.6.1 para os dois problemas (2.39) e (2.40) obtem-se
uma magjoragdo para a "distdncia" entre as duas solugdes y(x) e z(x) :

9 =] 9 11
- <(01+= - g
ly(z) — z(x)| < <01+ 64) € — b Vo € [ 2,2]

Para realgar a dependéncia do ponto inicial (xg,yo) representa-se agora
a solucao de (2.1) por y (z, zg, yo) -

O préximo resultado mostra que a fungao y (z, o, yo) € diferencidvel em
relagao a g :

Teorema 2.6.3 Se

(i) f(x,y) é uma funcao continua e limitada num dominio D contendo o
ponto (xo,%0);

(ii) g—g(zn,y) existe, é continua e limitada em D;

(iit) a solugio y (x,x0,Y0), do problema (2.1), existe num intervalo I con-
tendo xg;

entao y (x,xo,yo) € diferencidvel em relagio a yo e z(x) = 8%% (z,z0,y0) €
solucao do problema de valor inicial

!/

Z = g—ch(:B,y (x,z0,Y0)) 2, z(zg) = 1. (2.41)
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Dem. Considere-se (xo,y1) € D tal que a solugao y (z,zg,y1) do pro-
blema de valor inicial

y' = f(z,9), y(zo) =m
existe num intervalo I7. Entao para todo x € Iy = I N I;, o Teorema 2.6.1
implica que

|y (2,20, 50) — ¥ (z, 20, y1)| < |yo — 31| =70l

isto é7 |y (xvx(b yO) -y ($a$07y1)| —0 qua'ndo ‘yO - yl’ — 0.

Para z € I, verifica-se ainda que

y (2, x0,y0) — ¥ (z,70,y1) — 2(7) (Yo — y1)

T

_ / [f (t,y (t,m0,90)) — f (t,y (t, 20, y1))

0

of

" (t,y (t,20,90)) 2(t) (yo — y1)| dt
' Z_ch (t,y (t,20,90)) [y (t,20,90) — ¥ (t, 20, y1) — 2(t) (Yo — v1)] dt

+/ 6(y (tvxﬂvy())a y(tax()ayl)) dt?
)

com 9§ (y (ta zo, yO) y Y (tv zo, yl)) —0 quando ’y (t) Zo, yO) -y (t7 Zo, y1)| - O?
ou seja, [yo — y1| — 0.
Assim, temos que

‘y ($,$0,y0) -y (x7x07y1) - Z(ZL‘) (yO - yl)’

< L / |y(t7$07y0)_y(t7$07y1)_z(t) (yo_y1)|dt +0(|90—y1|)
T

Aplicando o Coroldrio 2.1.7 obtem-se

’y (xal‘OvyO) - y(fB,.’Eo,yl) — Z(.’I}) (yo — yl)‘ < 0(’y0 _ yl‘) eL|x—x0|'

Portanto, |y (z, 0, y0) — ¥ (%, 0,y1) — 2(x) (yo — y1)| — 0 quando [yo — 51| —
0, o que conclui a demonstracao. m

A equagao (2.41) é designada por equagao variacional correspondente
a solucao y (z, o, yo) -

As hipdéteses do Teorema 2.6.3 também sdo condigoes suficientes para
garantir que a solugao y (x, xg,yo) € diferencidavel em relagao a zg :
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Teorema 2.6.4 Nas condi¢ées (i)-(iii) do Teorema 2.6.3 a solugio y (x, xo, yo)
¢ diferenciavel em relagdo a xg e z(x) = g—% (z,20,y0) € solugao da equagdo
variacional (2.41) que verifica a condi¢do inicial

z(x0) = —f (z0, y0) - (2.42)
Dem. A demonstragao é semelhante & do Teorema 2.6.3. =

Observagao 2.6.5 A equagao variacional (2.41) pode ser obtida directa-
mente derivando em relag¢io a yo (ou o) a igualdade

y, (x7$07y0) = f(x’y ($7$an0))'

Como y (xg, o, Yo) = Yo, a derivada em rela¢ao a yo dd
Jy
z(zg) = [— ($,$0,y0):| =1.
Yo —
Para obter (2.42), considera-se a equagdo integral

y(xax[)vyO) = Yo + / f(tay(tawﬂvyO))dt
o

e derivam-se ambos 0os membros em ordem a xg, obtendo-se

(o) = [%0 (x,:co,yo>] — a0,

r=x0
Para estudar a dependéncia continua de um parametro em geral, suponha-

se o problema de valor inicial

v =f@y,A), y(@o) =yo (2.43)
sendo A € R um paradmetro.

O préximo teorema demonstra-se de modo andlogo aos resultados ante-
riores:

Teorema 2.6.6 Se
7 x,y, \) é continua e limitada num dominio D C R3 contendo o ponto
7y7 p
(70, Y0, Ao);
i) & T,Y,\) e 9f xT,y,\) existem, sdo continuas e limitadas em D, por
dy X
L e Ly, respectivamente;
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entao:

(1) existem h > 0 e € > 0 tais que para qualquer X € [A\g — €, Ao + €] existe
uma dnica solugao y(x,\) do problema de valor inicial (2.43) definida no
intervalo [xg — h,zo + h];

(2) para Ai,\2 € [Ao — €, A0+ €] e x € [xg — h,x0 + h] verifica-se

L
ly(z, A1) — y(z, A2)| < fl A1 — Ao (6L|’$—$0| _ 1) :

~ 2 . s ~ 8 z
(3) a solugio y(x, \) ¢ diferencidvel em relagdo a X e z(x, \) := 35(x,\) é
solugcao do problema de valor inicial

2z, ) = g—i(m,y(:n,)\),)\) z(x, \) + %(l‘,y(:ﬂ,)\),)\) (2.44)
z(zg,A) = 0. (2.45)

Se A for tal que |\ — A\g| < € seja suficientemente pequeno obtem-se uma
aproximacao de primeira ordem da solucao y(z, A) dada por

y(@. ) = y(e.ho) + (A Ao) [%x, A)}

2 A=Xo
= y(a:, )\0) + (/\ — )\0) z(x, )\0). (2.46)
Exemplo 2.6.7 O problema de valor inicial
Y =X +1, y(0)=0, (A>0), (2.47)

admite a solugdo y(x,\) = % tan (\/Xa:) no intervalo ]—ﬁ, ﬁ [, para
A>0.SeA=0em (2.47) tem-se y(x,0) = x.
Como g—g =2\y ¢ % = 9% o problema de valor inicial (2.44), (2.45) tem a
forma

2 (x,0) =2%, 2(0,0)=0,

e admite a solugao z(x,0) = "”—; Portanto para A proximo de 0 a aproxima-
¢ao, por (2.46), serd

1 3
y(z,\) = 7 tan <\/Xl‘> ~x+ )\%.
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2.7 Exercicios
1. Mostre que o problema de valor inicial

y' = f(z,y), y(xo) =yo, y(zo)=uy1,

com f(z,y) uma funcdo continua num dominio D contendo (zg, yo), € equi-
valente & equacao integral

w) =+ (o —aohn + [ (=) S(ty(o)i

o

2. Determine os dominios em que as fungoes verificam a condicao de
Lipschitz (2.3) e indique a respectiva constante:
a) f(z.y) = 7=
b) f(z,y) = 22 cos® y + y sen’x
c) f(z,y) = |zy|
d) f(z,y) =22y +ay + 1.

3. Calculando as correspondentes constantes de Lipschitz prove que
as seguintes fungoes satisfazem a condi¢ao de Lipschitz (2.3) nos dominios
indicados:

a) f(w,y) = o seny +ycosz, |z <a, |yl <b (a,b>0)
b) f(z,y) =2, 0<z<a, yeR
4. Mostre que as fungdes nao satisfazem a condigao de Lipschitz (2.3)

nos dominios indicados:
3

) 2, (=)
a) f(x’y)_{ gy 7 (a:,y)

ey x#0

WEE

0.0 <1, <
(0,0)

[N

< .
0T IS <o

5. Verifique que a sucessao de fungoes fy,(z) = n’;”ﬁfl, 0 <z <1,

converge uniformemente para a fungao f(xz) =z e que

1 2 1 2
1
lim / Y gy = / lim —2dg = =
n—+oo Jo nr+1 o n—toonx + 1 2

6. Indique as trés primeiras iteragoes pelo método de Picard dos se-
guintes problemas de valor inicial, considerando como aproximagao inicial

Yo(z) =w:
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a)y =a2*—y* -1, y(0)=0.
b) y = 52, y(1) =1
o)y =2"+y> y(0)=0
7. Discuta a existéncia (local e global) e unicidade de solucao das
solugoes dos problemas:
a)y =14+ vy? y0)=0
b) ¥ =sen(zy), y(0) =1
)y = (z+y)*y? y(0) =1

8. Prove que o problema de valor inicial

/

y = (1:2 - y2) seny + y2cosy, y(0)=0
admite apenas a solucao y(z) = 0 no rectangulo
S={(z,y) : || < a, [yl < b}.

9. Prove que os problemas de valor inicial tém uma tnica solugao para
qualquer valor real de x :

a) ¥ =y’ + a2 cosy, y(xo) = yo.

b) o/ =cosz eV + seny, y(wo) = yo.

10. Sejam f(z) e g(y) # 0 duas fungbes continuas em |z — zg| < a,
ly — yo| < b, respectivamente.
Mostre que o problema de valor inicial

y/ = f(w)g(y)v y(i[)o) = Yo,
tem uma tnica solugao no intervalo |z — x| < k com k < a.

11. Considere o problema de valor inicial

;o B (1—-2x) , >0
vy o= f(x’y){z(zx—n )
y(l) = 1.

a) Justifique que f(x,y) ndo ¢ continua nos pontos (0,y), y # 0.
b) Mostre que

, <0
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é a unica solucao do problema, definida para x € R mas nao diferencidvel
em x = 0.

12. Considere uma fungao continua f(z,y), 0 < o < 1 e um conjunto
T ={(z,y): |z — 20| < a,|y| < +oo} tal que

[f(z,y)| < k14 kalyl®, V(z,y) €T,

com ki, ke > 0. Prove que o problema de valor inicial (2.1) tem pelo menos
uma solugao no intervalo |z — x| < a.

13. Mostre que a solugao do problema

nao é prolongédvel além do intervalo —1 < z < 1.

14. Justifique que a solugao do problema

s6 é prolongdvel ao intervalo —oo <z < %

15. Determine o intervalo maximal para a solucdao do problema
! 2 _ 2 _
y + senz y° = 3(xy)?, y(0) =2.
16. Resolva o problema de valor inicial
yy' —32* (1+4%) =0, y(0)=1.

Determine o intervalo maximal em que a solucao pode estar definida.

17. Considere o problema de valor inicial

, ) A (2y) #(0,0)
y - f(a:ay) - { Sy , (w,y) —_ (0’0)
y(0) = 0.

a) Prove que f(x,y) é continua mas nao verifica a condi¢ao de
Lipschitz em qualquer subconjunto que contenha a origem.

b) Mostre que o problema tem infinitas solugoes.
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18. Seja f(x,y) uma fungdo continua em S, dado por (2.22) e que, para
Y1 > Y2, satisfaz a condigao de Lipschitz unilateral

f(fL',yl) - f($,y2) < L(yl - y2) ’ V(&?,yl), (.’L‘,yg) € g-i-'

Justifique que o problema (2.1) tem, no mdximo, uma solugdo para zy <
r<x5+a

19. Seja f(x,y) uma funcdo continua que satisfaz a condigao de Lip-
schitz generalizada

’f($;y1) - f($7y2)‘ < L(ZL‘) ‘yl - y2‘ ’ V(xay1)> (x>y2) €S,
com S dado por (2.11) e L(z) uma funcio tal que o integral
ro+a
/ L(t)dt
xo+a

existe. Prove que o problema (2.1) tem, no mdximo, uma solugdo em
|z — xo| < a.

20. Considere f(z,y) afungao definidaem T' = {(z,y) : —0o < & < 1,y € R}
dada por

0 , —o<r<0, —oo<y< 400
2x , O<zxz<l, —oco<y<0
flz,y) = 2:6—471/ , O0<ax<1, 0<y<a?
—2z , O0<zxz<l, 22 <y < +oo
Prove que o problema 3’ = f(z,y), y(0) = 0 tem uma tnica solugao

definida para —oco < z < 1.
21. Designe-se por y(x) uma solugdo do problema

v =y—v*, y(0) =y, 0<yo<L.

Mostre que
yo <y(z) <1, Vo eRT.

22. Seja y(r) uma solucdo do problema 3’ = y? —z, y(0) = 1. Prove
que

1
l+z<y(zr) < T Va €]0,1].
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23. Para o problema de valor inicial
y =z +esen(zy), y(0)=0:=1y

estime a variac@o da solugao no intervalo [0, 1] quando yo ¢ perturbado por
0,01.

24. Represente-se por y(z, A) a solu¢ado do problema
vy = X+cosy, y(0)=0.

Determine uma majoracao em [0, 1] para |y(z, A1) — y(z, A2)|.

25. Para A suficientemente pequeno indique uma aproximagao de primeira
ordem para a solugao de problema de valor inicial

Y =y+Az+y?), y0) =1

26. Considere duas funcoes f(x,y) e g(x,y), continuas num dominio D
e tais que
f(z,y) < g(z,y) V(z,y) € D.
Sejam y;(x) e y2(x) solucoes das equagoes diferenciais

yll = f(x’yl) € y/2 = g($7y2)7

respectivamente, definidas no intervalo I = [z, 2o + a] e tais que yi(xg) <

y2(zo).
Mostre que y1(z) < y2(z), para x € I.

27. Determine o erro cometido ao utilizar a solugao aproximada y(z) =
3

_Z_
6

e para o problema

y'+xy =0, y0)=1, 4(0)=0

no intervalo |z| < 3.

2.8 Actividades
Actividade 1:
1.1. Seja f(z,y) uma fungao continua no conjunto

T:={(z,y):0<z<1l,yecR} (2.48)
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que verifica a condigao

fam =o (et 55).

uniformemente para 0 < y <9, § > 0, arbitrario.

Suponha-se ainda que, para (z,y1), (z,y2) € T, f verifica

7 o) — ()| < =5 lor — 2l

Mostre que o problema

y = f(mvy)
y(0) = 0

tem, no maximo, uma solugao em [0, 1].

(Nota: O resultado acima é conhecido como o Teorema da unicidade
de Roger).

1.2. Considere-se a fungao f(x,y) definida, no conjunto (2.48), por

0 , 0<z<1, —o00o<y<0
flay) =4 & , 0<z<1 0<y<es
1
& , 0<z<1 e» <y<+o0
Prove que o problema
y' fz,y)
y(0) = 0

tem infinitas solugdes em [0, 1] .

Actividade 2:

2.1. Se a funcdo f(z,y) é continua no conjunto S : [0,1] x R e verifica,
para (z,y1) , (%,y2) € S,

|f($7y1)_f($7y2)| Sk %a 37?5.170, k >07

71
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|f($,y1)—f($,y2)! SC |y1_y2|aa C>07 I<a< 1’ k(].—Oé) < 17
entao, mostre que o problema
y = flzy)
y(@o) = o

tem, no méximo, uma solu¢do em |r — xy| < a, para um certo a > 0.

(Nota: O resultado acima ¢ conhecido como o Teorema da unicidade
de Krasnoselski-Krein).

2.2. Demonstre o Teorema 2.6.4.

Actividade 3:

3.1. Seja f(z,y) uma fungdo continua em S : [0,1] x R que verifica
\f(z,y)| < Alz —x0/P, A>0, p>—1, V(z,y) €S,

€, para ($,y1), ($,y2) € S7

|f (z,y1) — £ (z,92) r ly1 — 2|,

| < ——
|z — xo

paraq¢>1,C>0,q(1+p)—r=pe

C(24)™1
— < 1L
(p+1)*
Entao o problema
y = f(z,y)
y(@o) = o

tem, no maximo, uma solugdo em |z — zy| < a, para um certo a > 0.

(Nota: Este resultado é conhecido como o Teorema da unicidade de
Van Kampen).

3.2. Demonstre o Teorema 2.6.6.



CAP. 3

Sistemas de Equacoes
Diferenciais Ordinarias

Neste capftulo o aluno devera:

e Adaptar ao caso vectorial as técnicas e metodologias utilizadas para
0 caso escalar no capitulo anterior, nomeadamente no que se refere
a existéncia (local e global) e unicidade de solugao, prolongamento
de solucdes dos problemas de valor inicial, dependéncia continua e
diferenciagdo em relagao aos dados iniciais.

e Utilizar conceitos e métodos relativos a sistemas lineares de equagoes
diferenciais, tais como: espago vectorial de solucoes, wronskiano, ma-
triz fundamental e sistema fundamental de solugoes,...

e Aplicar propriedades da Algebra Linear (como, por exemplo, dimen-
sao de um espago vectorial, sistemas homogéneos e nao homogéneos,
valores e vectores préprios e respectiva multiplicidade,...) a sistemas
de equacoes diferenciais com coeficientes constantes.

e Saber determinar a exponencial de uma matriz constante, tendo em
conta a natureza, sinal e multiplicidade dos valores préprios, e aplicéd-la
na resolugao de sistemas lineares.

e Identificar condigoes suficientes para a existéncia de solucoes periddicas
e/ou limitadas de um sistema de equagdes diferenciais lineares.

e Analisar o comportamento assimptotico das solucoes de sistemas line-
ares.

73
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e Reconhecer condicoes suficientes para que as solugdes de sistemas li-
neares permanecam limitadas ou se tornem ilimitadas "no infinito".

e Relacionar propriedades da matriz fundamental com o tipo de com-
portamento assimptético.

3.1 Existéncia e unicidade de solugao para sistemas

No capitulo anterior consideraram-se apenas equacoes e problemas es-
calares de valor inicial. Serd agora natural generalizd-los a sistemas de
equacoes diferenciais de 1% ordem e de ordem superior.

Um sistema de equagdes diferenciais de 1% ordem pode escrever-se na
forma

uy = gi(mug, ... up)
uhy = ga(m,ui, ..., up) (3.1)
u, = gn(T,ur,...;up).

Este tipo de sistemas aparece em varios ramos da Ciéncia, mas também tém
interesse pela sua relevincia na Matemédtica. Como exemplo, refira-se que
uma equacao diferencial de ordem n, como

y"m = f (zy v, -'-,y("’”) :

se pode escrever como um sistema do tipo (3.1). De facto, efectuando as
mudancas de varidvel y(l) = uit1, 0 <i <n—1, obtem-se

{uA:uiH,Ogign—l,

Ao longo deste Capitulo consideram-se g1, ..., gn como fungdes continuas
num conjunto aberto E C R"*1,

Uma solugao u do sistema (3.1), num intervalo I, representa um conjunto
de n fungdes uq(z), ..., up(z) tais que:

a) uj(z),...,ul,(x) existem para = € I;
b) para x € I os pontos (z,u1(x), ..., un(z)) € E;
c) u; = gi(x,uy, ..., up), para x € I.
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Ao sistema (3.1) podem também ser adicionadas condigdes iniciais do
tipo
ud(zo) = ud, ..., ud () = ul, (3.2)
sendo o € I um valor fixo e uY, ..., uY mimeros dados tais que (xo, ul, ..., u,?l) €
E.
Tal como anteriormente, o sistema (3.1) com as condi¢oes iniciais (3.2)
forma um problema de valor inicial.

O estudo da existéncia e unicidade de solu¢do para o problema (3.1),
(3.2) pode seguir dois processos: impondo condi¢oes suficientes as fungdes
g1, ---, gn € provando os resultados directamente ou, em alternativa, escrevendo
o problema numa notacao vectorial. No estudo que se segue opta-se por este
segundo método, pois neste caso as demonstragoes sao muito semelhantes
ao caso escalar.

Utilizando a notacao

e definindo que a diferenciacao e a integracao sao efectuadas compo-
nente a componente, isto é,

u'(z) = (u’l(a:),,u'n(m)),

/abu(x)dx = (/abu1($)d$7---a/abun(x)dx> :

entdo o problema (3.1), (3.2) pode ser escrito como

/!

u = g(x,u), u(wg) =u’, (3.3)

de um modo semelhante a (2.1), excepto que agora u,u’ : I — R", g: E C
R™ R e u? = (uf, ..., uf) .

A fungao g(z,u) diz-se continua em E se todas as suas fungoes compo-
nentes forem continuas em F e diz-se uniformemente Lipschitziana em FE se
existir L > 0 (constante de Lipschitz) tal que

l9(x,u) = g(z,v)|| < Llju—wll, V(z,u),(z,v) € E. (3.4)

Como em dimensao finita todas as normas sao equivalentes nao é ne-
cessdrio precisar qual a norma utilizada. Contudo, para comodidade de
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algumas demonstracoes, ao longo do Capitulo utilizar-se-4, salvo indicagao

em contrdrio, a norma
n

llull =D fuil.

i=1
Uma condigao suficiente para que a funcdo g(z,u) satisfaga a condicao
de Lipschitz é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 3.1.1 Seja E um dominio convexo tal que, para (z,u) € E, 8_81%97

k=1,...,n, existem e H%H < L. Entao a fungao g(x,u) verifica a condi¢do

(3.4) em E com a constante de Lipschitz L.

Dem. Sejam (z,u) e (x,v) pontos fixos em E. Como E ¢ convexo, para
qualquer 0 < ¢ < 1 os pontos (z,v+t(u—wv)) estdo em E. Portanto a
funcao vectorial G(t) = g (x,v +t(u—1v)), 0 <t <1, estd bem definida e

G't) = (ul—vl)g—i(m,v%—t(u—v))%—...

+(un—vn)aaTg(x,v+t(u—v)).

n

Logo,
Il < 312 st o i — o+
i=1 17
+i ggl (x,v+t(u—0))||up — vy
i=1 "

< L(lug —vi]+ oo+ Jup —vp|) = Ljju—v| .

A partir da relagao
1
o) = gla,0) = G() - GO) = [ G0y
0
obtem-se

lg(z; u) = g(z,v)]| S/O 16" )| dt < Lju—wv].

[
Como exemplo considere-se a funcao g : R? — R? dada por

g(:r, u) = (a11u1 + ajgug, ag1u1 + axug) .
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Como

dg dg

= = (a11,a21), 6_1,L2

8u1

99
ou

= (a12,a22) )

= max {|a11| + |a21|, |a12| + |ag2|} := L

entao tem-se

lg(z,u) — g(z,v)||

la11(u1 — v1) + arz2(ug — v2)| + |a21(u1 — v1) + agz(uz — v2)|
(la11] + laz1]) [ur — v1] + (larz] + az2]) [uz — v2

max {[a11] + [a21], [a12| + |aza|} (Jur — v1] + ug — v2|)

VANVAN

max {|a11] + |ag1], [a12| + |agz|} [|u — v .

Tal como no caso escalar, se g(x, u) for uma fungao continua no dominio
E, entao qualquer solugao de (3.3) é também solucdo da equagao integral

T

u(z) = u’ +/ g(t,u(t))dt (3.5)

0

e reciprocamente.

Tal como anteriormente, pode aplicar-se o método de Picard das apro-
ximagoes sucessivas para a equagao (3.5). Assim, admitindo uma funcao
continua uo(w) como aproximagao inicial, as iteragoes podem ser dadas por

" (z) = u® + /x g(t,u™(t))dt, n=0,1,... (3.6)

o
Se a sucessao (u"(z)) converge uniformemente para uma fungao continua

u(z) num intervalo I, que contém xg, e se os pontos (z,u(x)) € E, entao a
funcgao u(z) ¢é solugao de (3.5).

Exemplo 3.1.2 Para o problema de valor inicial

{ wp=wtuy { u1(0) =1 (3.7)

uy = T + Uy uz(0) = —1,
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considera-se u® = (1,—1) e obtem-se

T $2 $2
ul(z) = (1,—1)—1—/0 (t—l,t+1)dt—<1—x+7,—1+x+7>

T t2 t2
ui(z) = (1,—1)+/ <t—1+t+§,t+1—t+5)dt
0
3

3
_ _ 2, T _ T
= <1 i +3!, 1+x+3!>

A sucessio (u"(z)) existe para x € R e converge uniformemente para
u(z)=(-1l—as+e"+e ¥ -1—z+e" —e ™)
que é a solug¢do do problema de valor inicial (3.7).

Os resultados de existéncia e unicidade de solugao referidos para o caso
escalar permanecem validos, com as respectivas modificagoes, para proble-
mas envolvendo sistemas, pelo que se omite nalguns casos a sua demonstra-
cao.

Teorema 3.1.3 (Exzisténcia local) Considere-se que:
(i) g(xz,u) é continua em

Q={(z,u): |z —zo| < a,||u—ugl <b}

e existe M > 0 tal que ||g(z,u)|| < M, V(z,u) € Q;
(i) g(x,u) verica uniformemente a condi¢iao de Lipschitz (3.4) em ;

(iii) u®(x) é uma funcio continua no intervalo |x—xo| < a e Huo(z) - uOH <
b.

Entdao a sucessao (u"(z)), gerada pelas iteragoes de Picard (3.6) converge
uniformemente para a unica solu¢io u(x) do problema (3.3), definida no
intervalo [xg — h,xo + h], com h := min {a, %} )

Além disso, é vdlida a sequinte estimacao para o erro

[u(z) — u"(z)|| < N e min {1, (Lh') } , n=0,1,...
n!

com |[ut(z) — u%(z)|| < N.
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Teorema 3.1.4 (Existéncia global) Se:
(i) g(x,u) é continua em

A= {(z,u) : [z — mo| < a, [|ul| < +oo}; (3.8)
(i2) g(z,u) verifica uniformemente a condi¢ao de Lipschitz (3.4) em A,
(iii) u®(x) é uma funcdo continua no intervalo |x — xo| < a;

entdo a sucessao (u"(x)), gerada pelas iteragoes de Picard (3.6) existe no
intervalo |x — xo| < a e converge para a tdnica solu¢do u(x) do problema

(3.3).

Corolario 3.1.5 Se g(x,u) é continua em R e verifica uniformemente
a condi¢io de Lipschitz (3.4) em cada

Ao =A{(z,u) : 2| < a, [lu]] < +o0}

com a constante de Lipschitz Ly, entdo o problema (3.3) tem uma tunica
solugao, definida para x € R.

Teorema 3.1.6 (de Peano) Seja g(x,u) uma fungao continua e limitada
em A, dado por (3.8). Entao o problema (3.3) tem pelo menos uma solugdo
em |z — xo| < a.

Teorema 3.1.7 (Prolongamento de solugées) Se g(z,u) é continua em
E e u(x) é uma solugao de (3.3) no intervalo I, entdo u(x) pode ser pro-
longada, como solugdo de (3.3) até a fronteira de E.

Coroldrio 3.1.8 Suponha-se g(x,u) continua em
Ey={(z,w)€E:xp<z<mp+a, ac R, [jul <+oo}.
Se u(x) é solugio de (3.3) entao o intervalo mazimal para a existéncia de

solugao u(x) ou € [xo, o + a| ou [zg,x0+k[,0 <k <a, e lim kHuH = 0.
T—T0+

Teorema 3.1.9 (Unicidade) Seja f(x,y) uma fungdo nao negativa com
f(z,0) =0 e definida no rectangulo [xo.xo + a] x [0,2b], tal que, para x; €
|zo,z0 + al, o problema de valor inicial

y, = f(xvy)v y(xO) =0, (39>

admite apenas a solugao y(x) = 0 no intervalo [zg, x1].
Se g(x,u) é continua em

Q= {(w,u):wo <z <z0+ a, Hu—uOH < b}
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lg(z,w) = g(z,v)|| < f (2, [lu =[]}, Y(z,u),(z,v) € Ly, (3.10)

entdo o problema (3.3) tem, no mdzimo, uma solu¢io em [zo xo + al.

Dem. Sejam u(x) e v(z) duas solugdes arbitréarias de (3.3) em [xo,x0+a]
e defina-se y(z) = |Ju(xz) — v(z)|| . Entao y(xz) =0e

Dty(z) : =lim supy (z+h) —y)

o I < |l (2) —v'(@)]  (3.11)

= g, u(@)) — g(x, v(z))[ -

Utilizando a desigualdade (3.10) em (3.11), obtem-se DT y(z) < f(z,y(z)).
Pelo Teorema 2.5.8 conclui-se que y(z) < [(x) para x € [zox1[, sendo
x1 €lxo,xo + af e f(z) a solugdo maximal de (3.9). Como, por hipétese,
B(z) =0 entao y(z) =0 em [zo.x1[, 0 que conclui a demonstracao. m

Teorema 3.1.10 (Dependéncia continua dos dados iniciais) Suponha-
se que:

(i) g(x,u) é continua e limitada por M num aberto E que contenha (wo, uo)
e (z1,u');

(i) g(x,u) verica uniformemente a condi¢cao de Lipschitz (3.4) em E;
(iit) h(x,u) é continua e limitada por My em E;
(iv) u(zx) é solugdo de (3.3) e v(x) solugao de
v o= g(ZE,U) + h(ZL‘,’U)
v(z) = ub,
ambas definidas num intervalo I que contem xqy e x1.
Entao, para x € I, verifica-se que

My

M
lu(z) —v(z)]| < (Huo — ulH + (M + My)|z1 — xo| + Tl> ellz—xo| _ -

Teorema 3.1.11 (Diferenciagdo em rela¢cdo aos dados iniciais) Se
se verificarem as sequintes condigoes:

(i) g(x,u) é continua e limitada por M num aberto E que contenha (xo, uo) ;

(ii) a matriz %%(w,u) existe, é continua e limitada por L em E;
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(#ii) a solu¢io u(x,zo,u’) do problema de valor inicial (3.3) existe num
intervalo I que contem x.
Entao:
(a) a solucdo u(x,zo,u’) é diferencidvel em rela¢do a u® e, para1l < j < n,
v (z) = %(m,:po,uo) ¢ solugao do problema

J

0
Vo= a—z(ac,u(m,mg,uo))v (3.12)

v(zg) = e;=1(0,..,0,1,0,...,0);
(b) a solucdo u(x,xo,u’) é diferencidvel em relagdo a xq e
ou

v(z) = 8—:1:0(33’930,1!0)

é solugao do sistema de equagoes diferenciais (3.12), verificando a condi¢ao
inicial
v(wo) = —g(wo,u?).

Considere-se agora um sistema de equagoes diferenciais que inclua um
parametro A = (A1, ..., \pp) € R™:

u' = g(x,u, \). (3.13)

Se se considerar Ay, ..., A, como novas varidveis entao admite-se que

d\;
de

0, 1<i<m, (3.14)

pelo que o sistema de equagoes (3.13), (3.14) ¢ exactamente da forma de
(3.1), mas, em vez de ter dimensao n, tem dimensao n + m.
Assim para o problema de valor inicial

u' =gz, u,N),  u(zo) =’ (3.15)
pode enunciar-se um resultado andlogo ao Teorema 2.6.6 :

Teorema 3.1.12 Se :
(i) g(z,u,\) é continua e limitada por M num aberto E C R*™™FL que
contenha (:vo,uo, )\0) ;

(i) a matriz %‘%(x,u, A) existe, é continua e limitada por L em E;

(iit) a matriz %(w,u, A\) existe, é continua e limitada por Ly em FE;
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entao:

(a) existem nimeros positivos h e € tais que, para qualquer A que verifique
[|A = \0|| < e existe uma tinica solucio u(z, ) do problema (3.15) no inter-
valo |x — xo| < h;

(b) para qualquer N tal que ||N —\0|| < e, j=1,2, ex em |z — xo| < h,
verifica-se a desigualdade

Hu(x,)\l) _ u(w,)\2)H < %H/\l _ )\2H <6L|x—z0| _ 1) :

(c) a solugao u(x, \) é diferencidvel em relagao a X e para cada i (1 <i <
m), v'(xz,\) = g—fi(:n, A) € solugao do problema de valor inicial

dg Jdg
/ f J—
v (LE, )‘) - au(x’u(x’ )\),)\)’U(LE, )‘) + a)\% (x,u(a:,)\),)\)
0.

v(xo,A) =

3.2 Sistemas lineares
Se, no sistema (3.1), a funcao g tiver a forma
g(x,u) = a1 (x)ug + ap(x)ug + ... + app(z)up, 1<i<n,
entao o sistema diz-se linear e pode escrever-se na forma matricial
' = A(z)u + b(z), (3.16)

com A(z) uma matriz n xn, formada pelos elementos a;;(x), b(x) uma matriz
coluna n X 1 e u(x) a matriz incégnita, n X 1, com as componentes u;(z).

A existéncia e unicidade de soluc@o para o sistema (3.16) com as condi-
¢oes iniciais

u(xg) = u®, (3.17)

num intervalo I que contenha xg, sdo garantidas pelo Coroldrio 3.1.5 desde
que as funcoes a;j(x), 1 <4,5 < n, e b(r) sejam continuas em I, que serd o
caso considerado nos resultados seguintes.

O Principio da Sobreposi¢ao, (1.44), permanece vilido para o sistema
(3.16). Em particular se u(z) e v(x) sdo solugoes do sistema homogéneo

v = A(z)u, (3.18)

entdo kiju(x)+ kov(x) é€ também uma solugao, pelo que as solugoes de (3.18)
formam um espago vectorial. Por outro lado, se u(x) ¢ solucao de (3.16)
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entdo v(z) ¢ também solucao de (3.16) se, e s6 se, u(x) — v(x) é solucdo
de (3.18). Ou seja, a solucao geral de (3.16) obtem-se adicionando a uma
solugao particular de (3.16) a solugao geral do sistema homogéneo corres-
pondente, (3.18).

Como determinar a dimensao do espago vectorial das solugoes de (3.18)7
Para um determinado conjunto de fungoes, u!(z),...,u™(x), o determi-
nante W (u?, ...,u™)(x), ou apenas W (z), ¢ definido por

e designa-se por Wronskiano das fungoes u'(z), ..., u"(z).
Este determinante fornece informacao sobre a dependéncia linear das
funcGes envolvidas:

Teorema 3.2.1 Se o Wronskiano das funcgées u'(z),...,u™(x) é nio nulo
em pelo menos um ponto de I, entdo as fungoes sao linearmente indepen-
dentes em 1.

Dem. Sejam u!(z),...,u™(x) fungdes linearmente dependentes em I.
Entao existem n constantes cq, ..., ¢,, nao simultaneamente nulas, tais que

n
Zczul(x) = 0 em I. Este facto é equivalente a afirmar que um sistema
=1

n
homogéneo formado pelas condigoes Zczui(x) =0,1<k<nzel,
i=1
tem uma solucdo nao trivial. Como é conhecido da Algebra Linear, um
sistema homogéneo, para cada x € I, tem uma solugao nao trivial se, e sé
se, W(z) = 0. Por hipétese, W(x) # 0 em pelo menos um z € I, entdo
u!(z),...,u™(x) ndo podem ser linearmente dependentes em I. m

Em geral o reciproco do teorema anterior nao é vélido. Por exemplo, as

funcoes
2
ul(:c):[f] eu2(:v):[:; ]

sdo linearmente independentes em qualquer intervalo I e W (u!,u?)(z) = 0
em /.

Contudo a implicacdo recfproca do Teorema 3.2.1 j4 é valida se u!(z), ..., u™(x)
forem solugoes do sistema homogéneo (3.18):
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Teorema 3.2.2 Se ul(x),...,u"™(z) sdo solugdes linearmente independentes
de (3.18) em I entao W(x) # 0 para x € I.

Dem. Seja xg um ponto de I onde W (zo) = 0. Entao existem constantes
n

i, ..., Cp, Nao simultaneamente nulas, tais que g ciu'(zg) = 0.
i=1

n
Como u(z) = Zczu’(w) é solugao de (3.18) e u(xp) = 0, pela unicidade
i=1

n
de solugao tem-se u(x) = chu’(w) = 0 em I. Contudo, como as fungoes
1=1

ul(x),...,u™(x) sdo linearmente independentes em I, tem-se ¢ = ... = ¢, =
0, cuja contradicao completa a demonstracao. m

Combinando os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 resulta que as solugoes u'(z), ..., u"(z)
do sistema (3.18) sao linearmente independentes em I se, e s6 se, existir
zo € I tal que W (zg) # 0. Portanto as solucoes u!(z),...,u"(x) de (3.18)
que verifiquem as condigoOes iniciais

ul(zg) =€, i=1,..,n, (3.19)

com €' 0 i—ésimo vector da base canénica, sdo linearmente independentes
em I. Logo existem n vectores linearmente independentes solugoes de (3.18)
em [.

Considere-se agora uma solucao u(x) de (3.18) em I tal que u(zg) = u°.
Pela existéncia e unicidade de solugao (Coroldrio 3.1.5) para o problema
(3.18), (3.17) tem-se

u(z) = Zu?uz(:c), (3.20)
i=1

com u'(z) a solugao do problema (3.18), (3.19). Isto ¢, o espago vectorial
de todas as solugoes de (3.18) tem dimensao n.

O préximo teorema estabelece uma relagao curiosa entre o Wronskiano
e a matriz A : ou W(z) ¢ identicamente nulo em I ou entdo nunca se anula
em [.

Teorema 3.2.3 (Férmula de Abel) Sejam ul(x),...,u"(z) solugées do
sistema (3.18) em I, que contem xy. Entao

efwo TrA(t)dt‘

W(x) = W (xo) (3.21)
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Dem. A derivada do Wronskiano W (x) pode ser escrita como

o | u@) @
Wi(z)=> | () (@) ... @) (z) | (3.22)
= ulg (@) . uf ()

N/
Pelo sistema (3.18), pode-se substituir, neste determinante, <uf) (z) por

n
Z air(z)u),(z), e efectuar operagoes de condensacao de modo a obter
k=1

W (z) = ai(x)W(z) = (TrA(z)) W(z). (3.23)
=1

Integrando a equagao diferencial de primeira ordem (3.23) de xp a x tem-se
a relagao (3.21). m

Exemplo 3.2.4 Considere-se o sistema

1
ul_|:_ 02 2r+2 ]u, Z'?é—li\/i
2 42x—1  x242x—1

As fungoes
2

sdo duas solucoes linearmente independentes,

r+1 2241

W(ul, u?)(z) = 1 oy

':a:2+23:—1

2

2t+2 —

:efjo tzf;th: e+ 2x 1'
x%—i—ZmO—l

€T
efzo TrA(t)dt

A solugdo (3.20) pode ser escrita na forma matricial como

u(z) = @(x,xo)uo,
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com ®(x,x) uma matriz n X n, cuja i—ésima coluna é u’(z), denominada
por matriz fundamental principal. Esta matriz ¢ assim solugao do
problema matricial de valor inicial

o = A(2)®, ®(xo) = In. (3.24)

O processo utilizado para o problema (3.16), (3.17) pode ser aplicado
para provar que o problema (3.24) tem uma tnica solugao ®(z, x¢) no inter-
valo I. Por outro lado, passando & forma integral obtem-se que as iteragoes

BH(z) = In+/ A" ()dt, m = 0,1, ...

0

) = I,

convergem para ®(z,xg) e

‘1>(:1c,3:0) =1, + / dt +/ / tl dtldt + ..

Se a matriz A, n X n, for constante entdo a expressio anterior assume a

forma
I, +A/ dt+A2/ / dtidt + .. (3.25)

= I, +Z z—a:o :eA(“ o)

O (x, )

Justifica-se assim o teorema:
Teorema 3.2.5 A matriz
®(x, zq) = eAr0) (3.26)
é a matriz fundamental do sistema
' = Au, (3.27)
com A uma matriz constante.

01 (1) } tem-se A4mHl = A A4m+2 —

—I, A¥H3 = A AYH = T param = 0,1, ..., pelo que a série (3.25) per-
mite obter

Exemplo 3.2.6 Para a matriz A = [

[ om0 ]
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Se as n solugoes, ul(z), ..., u™(x), do sistema (3.18), sdo linearmente inde-
pendentes entao formam um sistema fundamental de solugoes de (3.18)
¢ a matriz, de ordem n, ¥(z) = [u!(x),...,u"(x)] designa-se por matriz
fundamental de (3.18). Para esta matriz tem-se o seguinte resultado:

Teorema 3.2.7 Se VU(zx) é a matriz fundamental do sistema (3.18) entao
para qualquer matriz constante, de ordem n e ndo singular, C, a matriz
U(z)C é também uma matriz fundamental de (3.18). Além disso, toda a
matriz fundamental de (3.18) é da forma ¥ (x)C, com C uma matriz de
ordem n e nao singular.

Dem. Por defini¢ao, tem-se ¥'(z) = A(xz)¥(z) pelo que ¥ (z)C =
A(x)¥(z)C, ou seja (¥(z)C) = A(z) (¥(x)C) . Assim, verifica-se que ¥(x)
e U(z)C sao ambas solu¢oes do mesmo sistema diferencial matricial ' =
A(z)®. Como det ¥(z) # 0 e det C' # 0 entao det (U(x)C) # 0 e ¥(z)C &
também uma matriz fundamental solucao de (3.18).

Reciprocamente, sejam V1 (z) e Uy(z) duas matrizes fundamentais solugoes
de (3.18). Se Wy'(z)¥y(x) = C(), isto &, ¥y(z) = Vy(z)C(z), entdo
U (z) = Uh(x)C(x) + Pa(z)C'(x), 0 que é andlogo a

A(z)¥q(z) = A(z)P2(2)C(x) + Uo(z)C' (z) = A(x) ¥y (z) + Vo(z)C' ().

Portanto, Wa(z)C'(z) = 0 ou C'(x) = 0, caso em que C(x) serd uma matriz
constante.

Como Vq(x) e ¥a(x) s@o nao singulares, a matriz constante C' também
é nao singular. m

Como consequéncia tem-se a relacao

®(z,z0) = U(z)0 (), (3.28)

pelo que a solugao do problema de valor inicial (3.18), (3.17) se pode escrever
como
u(z) = U(z) T (z0)ul.

Note-se que dois sistemas homogéneos diferentes nao podem ter a mesma
matriz fundamental, isto é, ¥(z) determina univocamente a matriz
A(z) em (3.18), através da igualdade A(x) = ¥'(z)¥~!(x). Contudo, pelo
Teorema 3.2.7, o reciproco é falso.

Derivando a igualdade W(z)¥~!(z) = I, obtem-se

!/

V()0 Hz) + U(z) (T Hz)) =0
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Por transposicao
(' @)") = =AT(@) (v @)
pelo que (\I/_l(zn))T ¢ uma matriz fundamental do sistema
u = —AT(z)u. (3.29)
Ao sistema (3.29) chama-se sistema adjunto de (3.18).

Exercicio 3.2.8 Seja ®(x,x0) a matriz fundamental do sistema homogé-
neo (3.18) num intervalo J. Mostre que:

a) O(x,z9) = ®(x,21)P(x1, 20), para x1 € J;
b) (I)_l(J:?:BO) = (I)(SU(),JI), Vz € J)
c) (x,z)=1,Vx € J
O método da variacao dos pardmetros também pode ser aplicado para
encontrar solugoes de sistemas nao homogéneos (3.16).

Nesse sentido procura-se uma funcao vectorial v(z) tal que ®(x, zp)v(z)
seja solugao do sistema (3.16). Derivando tem-se

' (z,z0)v(z) + (2, 20)0 () = A(2)®(2, 20)V(T) + b(T)

O (z,20)v () = b(x).

Pelo Exercicio 3.2.8, obtem-se
V' (x) = @7 (2, 20)b(x) = (w0, 2)b(2),

pelo que v(z) pode ser obtida por

xT

v(x) = v(xg) +/ D (o, t)b(t)dt.
o
Como u(zg) = ®(xg, zo)v(zo) = v(x0), a solu¢do do problema de valor inicial
(3.16) sera da forma

(@) = Bz, 20)u° + B(, 70) / B0, £)b(t)dt

o
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e, pelo Exercicio 3.2.8,

u(z) = ®(z, z0)u’ + / ®(z,t)b(t)dt. (3.30)

zo
Escrevendo a solugao de (3.16) em termos da matriz fundamental tem-se,
por (3.28),

u(z) = ¥(x)e+ /z U (z) UL (1)b(t)dt, (3.31)

zo

com ¢ = U1 (xq)ul.
No caso em que A(x) ¢ uma matriz constante substitui-se (3.26) em
(3.30) e obtem-se

u(w) = eAE=m)y0 4 / A Db(t)dt. (3.32)
xo

Exemplo 3.2.9 Considere-se o sistema

u’—[_OQ HH[H (3.33)

Para o correspondente sistema homogéneo verifica-se que a a matriz funda-
mental principal é

2eT — 2T _eT 4 o2 T e 2 -1
®(2,0) = 26T — 228 _eT 1220 | T | o7 220 -1 1 |-

Entdo a solugio de (8.33) que verifique a condicio u(0) = u® é dada por
er e 2 11 ¢
u(x) - |:€x 262x:||:_1 1 :|U
2 r ¢ ¢
er et 2e” —e~ 1
+ [ e 2623: ] / [ _6—2t e—2t } { 1 :| dt
0
e e 2 -1 ¢ . 1
= [e“’ 262“’][—1 1}““6_1)[1]'
3.3 Sistemas com coeficientes constantes

A técnica utilizada anteriormente para obter, de modo explicito, solucoes
de sistemas homogéneos e/ou completos tem uma utilidade muito restrita
pelo facto de envolver cédlculos, por vezes, pouco "praticos". Este processo
pode ser facilitado com o recurso aos valores e vectores préprios da matriz
A, no caso em que esta é constante.
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Teorema 3.3.1 Sejam A1, ..., \, valores proprios da matriz A e v, ..., 0"
0s correspondentes vectores proprios. Entdo
ul(z) = vteM® L u(z) = et (3.34)

¢ um conjunto fundamental de solugdes de (3.27).

Dem. Como v* é um vector préprio de A associado ao valor préoprio A;,
tem-se

(u'(z)) = <vie>‘i”), = \vlei® = Avle® = Aul(x),

pelo que u'(z) ¢ solugdo de (3.27). Para provar que (3.34) é um conjunto
fundamental de solugoes, salienta-se que W (0) = det [vl, ...,v"] = 0, pois

vl,...,v"™ sdo linearmente independentes. Entdo o resultado pretentido re-

sulta do Teorema 3.2.1. m

Pelo teorema anterior tem-se
-1
eAr = [vle’\lx,...,vne’\"m} [v, 0]

pelo que a solugdo geral de (3.27) terd a forma u(x) = Y1, c;vlei.

Exemplo 3.3.2 A solucao geral do sistema

2 10
W=1]131]|u
01 2
é
1 -1 1
uwz)=ec1 | =1 | e +ca| O e g | 2 | e
1 1 1

com c1,c2,c3 € R.

Quando a matriz A tem apenas k < n valores préprios distintos entao
o célculo de e4* nao é facil. Um método possivel é dado pelos préximos
resultados.

Teorema 3.3.3 (Cayley-Hamilton) Se A é uma matriz nxn com p(\) =
det(A — AI) entao p(A) = 0.
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Teorema 3.3.4 (Algoritmo de Putzer) Considerem-se A1, ..., A, valores
proprios (nao necessariamente distintos) da matriz A. Entao

n—1

e = ZTj+1(:L‘)Pj (3.35)
j=0

J
com Py =1, P; = H (A=XI),5=1,...,n—1, eri(x),...,rn(x) sio dados,

k=1
por recorréncia, pelas equacoes diferenciais

ri(z) = Mri(z), r(0)=1
ri(x) = Arj(x) +rii(x), r;(0)=0, j=2,.,n

(Note-se que cada valor proprio na lista A1, ..., A, estd repetido de acordo
com a sua multiplicidade.)

Z?;(} rj+1(x)P; veri-

Dem. Bastard provar que ®(z) dada por ®(z) =
= 0 e obtem-se

fica ® = AP, ®(0) = I. Para tal, define-se ro(z)

n—1
' (2) — M®(2) = Ajirjra(z) +75(@)] P — An ZTJ—I—I

=0
n—1

= > Oy = M) (@) Py +Z7“J
=0
n—2

= Z(Ajﬂ — An) rjs1(x) P +Z7“J+1 Pjq
=0
n—2

= [(Ajr1 = An) By + (A = Ajgad) Pyl rjpa(2)(3.36)

j=0
n—2
= (A=) ) rin(@)P;
j=0
= (A=) (P(z) — rp(z)Pr1)
= (A=) P(z) — rp(z) Py, (3.37)

em que para obter (3.36) e (3.37) se utilizou Pjy1 = (A—Xj11l) Pje P, =
(A — A\,I) P,_1, respectivamente. Pelo Teorema 3.3.3, P, = p(A) = 0 e
(3.37) reduz-se a ®'(z) = AP(x).
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Finalmente, tem-se

n—1
©(0) = > ra(0)P = ra(0) = I = 1.
7=0

Exemplo 3.3.5 Suponha-se uma matriz A de ordem 3 que admite um valor

proprio A1, de multiplicidade trés. No Teorema anterior tem-se A\, A1, A1 €
2

ri(z) = eM?, ry(z) = xeM?, r3(z) = L-eMT sdo as solugdes do sistema

7“/1 = )\17“1, 7“1(0) = 1,
Ty = Mra+ry, 12(0) =0,
ryg = 173 + 2, 1“3(0) =0

Assim tem-se

2
AT = M| T 4g (A — M)+ % (A—\I)?|.

No caso particular da matriz

2 1 -1
A=|-3 -1 1 |,
9 3 -4

em que todos os valores proprios sao iguais a —1 tem-se

1 2+ 6z — 322 2 —2z + 22
AT = —e —6x 2 2x
18z — 922 62 2 — 6x + 322

Exemplo 3.3.6 Seja A uma matriz de ordem 3 com dois valores préprios

sendo um de multiplicidade dois: A1, A1, A2. Como ri(x) = eMe ro(z) =
A1x

xeM® e

( ) xe)\lx N 6)\2:1: _ e)\lz
r3(xz) =
s )\1 - )\2 ()\1 — )\2)2
obtem-se
(A2—A1)x _ 1
Ar _ Mz T € 2
et =e I+z(A—-M\I)+ + A—-\D7]|.
(A=) <A1—)\2 (/\1—)\2)2>( n]
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Para
-1 0 4
A= 0o -1 2|,
0 0 1

Exercicio 3.3.7 Mostre que para cada matriz A se obtem a matriz expo-
nencial indicada:

(a) SeA:[ “ g] entio eAx:em[ cosfz  senSz

- —senflx cosfx |’

0 1
(b) Para A = , com |d] < 1, tem-se

-1 =26

e 0% (cos wx + %senwx) %e*‘;”senwx

Ar
e = )
—%e*‘smsenww e (cos wr — %senwx)

sendo w = /1 — 62

Exercicio 3.3.8 Seja u(z) uma solugdo do sistema diferencial (3.27). Jus-
tifique que a parte real e a parte imagindria de u(x) sao solugoes de (3.27).

Exercicio 3.3.9 Prove que

(i) Toda a solugao de (3.27) tende para zero quando x — 400 se e $6 se as
partes reais dos valores proprios de A sao negativas.

(i) Toda a solugio de (3.27) é limitada em [0,+00[ se e s6 se as partes
reais dos valores proprios de A com multiplicidade superior a 1 sao negativas
e as partes reais dos valores proprios simples de A sdo nao positivas.

3.4 Sistemas periédicos lineares

A periodicidade das solugoes de um sistema de equacoes diferenciais é
um aspecto interessante e importante para o seu estudo qualitativo. Desi-
gnando por w > 0 o periodo positivo minimo, se cada componente u;(x),
1 <i < n,deu(z) e cada elemento a;j(x), 1 <4, < n, de A(x), sdo fungodes
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periédicas de periodo w, entdao u(x) e A(x) dizem-se periédicas de periodo
w.

O préximo resultado fornece uma condigao necessdria e suficiente para
que o sistema diferencial (3.16) tenha solucoes periédicas de periodo w :

Teorema 3.4.1 Considere-se a matriz A(x) e a fungdo b(z) continuas e
periddicas, de periodo w, em R. Entdo o sistema (3.16) tem uma solugdo
periddica u(x) de periodo w se e sé se u(0) = u(w).

Dem. Seja u(z) uma solugao periédica de periodo w. Entéo é necessério
que u(0) = u(w).

Para a condigao suficiente, considere-se u(z) uma solucao de (3.16) tal
que u(0) = u(w). Se v(x) = u(x + w), entao

V(z) = (x4 w) = A(z + w)u(z + w) + b(z + w),

isto &, v(z) é solucao de (3.16). Como v(0) = u(w) = u(0), a unicidade do
problema de valor inicial implica que u(z) = v(z) = u(z + w) e, portanto,
u(zx) é periddica de periodo w. m

Coroldrio 3.4.2 Se A(x) é uma matriz continua e periddica em R, de
periodo w, e ¥(x) é uma matriz fundamental do sistema homogéneo (3.18)
entdo o sistema (3.18) tem uma solugdo periédica nao trivial u(z) de periodo
w se e s6 se det(¥(0) — ¥(w)) = 0.

Dem. A solucao geral do sistema diferencial (3.18) é, como j4 foi referido
anteriormente, u(x) = ¥(z)C, com C um vector constante arbitrario. Esta
solugao u(z) é periédica de periodo w se e s6 se ¥(0)C = ¥(w)C, isto ¢, o
sistema [U(0) — ¥(w)] C = 0 tem uma solugdo nao trivial C. Contudo este
sistema tem uma solugao nao trivial se e s6 se det [U(0) — ¥(w)] =0. =

Coroldrio 3.4.3 O sistema diferencial (3.26) tem uma solugao periddica
nao trivial uw(z) de periodo w se, e sd se, a matriz (I — eA“) é singular.

Coroldrio 3.4.4 Nas hipdteses do Teorema 3.4.1, o sistema (3.16) tem uma
inica solugao periddica de periodo w se, e s6 se, o sistema homogéneo (3.18)
admite unicamente, como solucao periddica de periodo w, a solugcao trivial.

Dem. Considere-se ¥(z), uma matriz fundamental do sistema (3.18).
Entao por (3.31), a solugao geral de (3.16) pode escrever-se na forma

u(z) =V (z)C + /055 U (z) UL (4)b(t)dt,
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com C uma constante arbitrdria. Esta funcao u(x) ¢ periédica de periodo
w se e 86 se

T(0)C = ¥(w)C + /w T (w) UL (1)b(t)dt,
0

ou seja, o sistema

[W(0) — U(w)] C = /O W) UL b(t)dt

tem uma unica solugao vectorial C. Mas este sistema tem uma tinica solugéo
se, e s6 se, det [¥(0) — ¥(w)] # 0, pelo que a conclusao pretendida resulta
do Corolério 3.4.2. m

Quando as condigoes do Corolédrio 3.4.2 se verificam, a matriz funda-
mental ¥(x) pode ser escrita como um produto entre uma matriz periédica
de periodo w e uma matriz fundamental dum sistema diferencial com coefi-
cientes constantes. Para tal utiliza-se a matriz logaritmo:

Teorema 3.4.5 Seja A uma matriz quadrada nao singular de ordem n.
Entao existe uma matriz B, matriz quadrada de ordem n, (designada por
logaritmo de A) tal que A = eP.

Teorema 3.4.6 (de Floquet) Nas condi¢éoes do Coroldrio 3.4.2 sao vdlidas
as proposicoes:

(i) A matriz x(z) := ¥(z+w) é também uma matriz fundamental do sistema
homogéneo (3.18);

(ii) Existe uma matriz periddica singular P(x), de periodo w, e uma matriz
constante R tais que

Dem. Como V¥(z) ¢ uma matriz fundamental do sistema diferencial
homogéneo (3.18), tem-se

V(@) = V(@ +w) = Ale +w)¥ (e +w) = Ax)x(@),

isto ¢, x(z) é uma matriz solugdo do sistema homogéneo (3.18). Por outro
lado, como det (¥(z 4+ w)) # 0 para todo o z, tem-se det (x(z)) # 0 para
qualquer z. Portanto, conclui-se que x(z) ¢ uma matriz fundamental do
sistema (3.18), o que completa a demonstragao da parte (i).

Para provar a parte (ii), como ¥(z) e ¥(z+w) sdo ambas matrizes funda-
mentais do sistema (3.18), pelo Teorema 3.2.7, existe uma matriz constante
e nao singular C' tal que

U(r +w) = U(x)C. (3.38)
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Pelo Teorema 3.4.5 existe uma matriz constante R tal que C' = e e, por

(3.38), obtem-se
Uz +w) = U(x)el™. (3.39)

Defina-se agora a matriz P(x) por
P(z) = U(z)e 17, (3.40)
Por (3.39), tem-se

Pz 4 w) = U(z + w)e B+ = g(g)ee FEHw) = §(g)e * = P(2).

Portanto, P(z) é periédica com perfodo w, e como ¥(z) e e~ sio matrizes

nao singulares entdao det P(z) #0 em R. m

3.5 Comportamento assimptético das solugoes de
sistemas lineares

Nesta seccgao apresentam-se algumas condigoes a exigir aos dados co-
nhecidos num sistema, de modo a que seja possivel garantir que todas as suas
solucoes permanecam limitadas ou tendam para zero quando x — oo. Esta
propriedade torna-se particularmente 1til ja que serd feita sem necessitar da
forma explicita da solugao.

O Exercicio 3.3.9 ja fornece condigoes necessdrias e suficientes para que
todas as solugoes de (3.27), v’ = Au, sejam limitadas ou tendam para zero.
Por outro lado, se, no Teorema 3.3.4, se designar cada \; = a; + i3,

o := max o e r 1= max r; entao existe 1 > zg > 0 tal que para x > 1 a
1<j<n 1<j<n

relagdo (3.35) garante que
HeA:EH <c eowcxr7

com ¢ uma determinada constante. Considerando a < 7 entao existe xo > x1
tal que para x > g se verifica e®*z" < ™. Logo, para x > x3, obtem-se

e < c e (3.41)

Como o intervalo [0, z2] ¢ finito, pode-se considerar em (3.41) ¢ suficien-
temente grande de modo a que a desigualdade se verifique para qualquer
x > 0. Assim qualquer solugao u(z) de (3.27) satisfaz a desigualdade

[u(@)]| < e e™,
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para uma certa constante cj.
Considere-se o sistema (3.27) perturbado na forma

v = (A + B(x)) v, (3.42)

com B(z) uma matriz de ordem n com os elementos b;;(z) continuos, 1 <
i,7 <n, em [0, +00].

O primeiro resultado fornece uma condicao suficiente para B(z) de modo
a que todas as solugdes de (3.42) permanecam limitadas desde que as solugoes
de (3.27) sejam limitadas:

Teorema 3.5.1 Se todas as solugoes de (3.27) sao limitadas em [0,4o00[ e

/+Oo 1B(#)]|dt < +o0 (3.43)
0

entdo todas as solugdes de (3.42) sao limitadas em [xg, +00].

Dem. Na expressao (3.32), considere-se o termo ndo homogéneo b(z) na
forma B(z)v, de modo a que cada solucio v(x), com v(zg) = v°, do sistema
diferencial (3.42) verifique a equagao integral

o) = eA@=0),0 4 / A0 Bty 8 dt. (3.44)

0

Como todas as solugoes de (3.27) s@o limitadas, existe uma constante c tal
que sup HeA‘TH = c. Assim, para x > 0, tem-se
x>0

T
lo(@)| < eo°]] + C/ 1B@)[ [[o@)] dt. (3.45)
@
Aplicando o Coroldrio 2.1.7 & desigualdade (3.45) tem-se
lo@)ll < e [o°]] e,

para x > 0. Pelo que o resultado pretendido é consequéncia de (3.43). m
A condigao (3.43) exigue uma "limitac¢ao uniforme" sobre B(z) que pode

ser ultrapassada do seguinte modo:

Teorema 3.5.2 Se todas as solugdes de (3.27) tendem para 0 quando x —
+o0 e
||B(x)|| = 0 quando z — 400, (3.46)

entao todas as solugdes de (3.42) tendem para 0 quando x — +00.
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Dem. Como todas as solugoes de (3.27) tendem para 0 quando x — +00,
o Exercicio 3.3.9 garante que todos os valores préprios de A tém a parte real
negativa. Assim, existem constantes ¢ e n = —J (6 > 0) tais que (3.41) ¢é
verificada, isto é, HeAwH < ¢ e 9% para todo z > 0.

Por (3.46), dada uma constante ¢; > 0, existe x; > x suficientemente
grande tal que ||B(z)|| < ¢1 para > z;. Pela equagao (3.44), para z > z1,
tem-se

1
[o(@)]| < Ce_é(x_xO)HUOHJr/ ce 2D B(@)|| o (1) dt

o

+ / ce 0@ ey lu(t)]| dt,

1

0 que é 0 mesmo que

x

w(z) < co + 2 / w(t)dt, (3.47)

1

com w(z) = [[v(@)] €,

x1
co = ce®™ HvOH + c/ LB o) dt
o
€ C)=~¢CcCy.
Aplicando agora o Coroldrio 2.1.7 a desigualdade (3.47) obtem-se
w(z) < ¢ 2@,
pelo que
()| < g el (3.48)

Finalmente, por (3.46) pode escolher-se ¢; suficientemente pequeno, de
modo a que ¢3 = ¢ ¢; < 4 e o resultado pretendido resulta de (3.48). m

Embora ambas as condigoes (3.43) e (3.46) coloquem restrigoes a "grandeza"
de B(z) quando & — 400, a primeira é mais forte que a segunda. Contudo,
no Teorema 3.5.1, a condi¢do (3.43) nao pode ser substituida por (3.46),
como se verifica no exemplo seguinte:

Exemplo 3.5.3 Considerem-se os sistemas

[Zi]:[—ol(l)HZﬂ (3.49)
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[EF([—%H%S?J)[@} (3.50)

com a e b constantes positivas.
Um sistema fundamental de solugdes de (3.49) é dado por

{(cosz, — senz),(senz, cosz)},

pelo que todas as solugoes de (3.49) sao limitadas. Contudo um sistema
fundamental de solugées de (3.50) é

a senx — (ax + b) cosx a cosz + (ax + b)senx
(azx + b)senz ’ (ax +b) cosx ’

pelo que todas as solugdes nao triviais de (3.50) sao nao limitadas quando
T — +00.
Note-se ainda que ||B(z)|| — 0 quando z — +o0 e

x T 2a az + b\ >
B(t)||dt = dt =1
/0 1B _/0 at+b n< 2a > oo

quando x — +0Q.

Estude-se agora o problema
v = Av + b(z), (3.51)

com b(z) uma matriz coluna com n componentes continuos b;(x), 1 < i <
n, no intervalo [z, +oo[. Tal como anteriormente, este sistema pode ser
considerado como uma perturbacao de (3.27), sendo o termo perturbante
b(x). Por (3.32), cada solugao v(z) do sistema (3.51), com v(zo) = 07,

verifica a equagao integral
xX
v(z) = eA@T20)40 4 / eA@Dp(t)dt.
zo
Entao, para qualquer = > xo a desigualdade (3.41) permite obter

lv(@)|| < coe™ + ¢ / @0 |b(t)]| dt, (3.52)

zo

com cg = ce” 10 H’UOH , 0 que conduz ao seguinte resultado:



100CAP. 3. SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Teorema 3.5.4 Considere-se que a fungao b(x) verifica
[b(x)]| < cze”?, (3.53)

para x suficientemente grande, cg > 0 e v constantes. Entdo toda a solucdo
v(x) do sistema (3.51) satisfaz

[o(2)]] < cqet, (3.54)
para x > xg, ¢4 > 0 e { constantes.

Dem. A hipétese sobre b(x), garante a existéncia de x; > x tal que
(3.53) se verifica para x > x;. Portanto, por (3.52), se v # n tem-se

x

@)l < & |eo+e / e |[b(2)]| dt + ccs /

0 x1

e(vn)tdt]

R P / e b(t) | dt + —= <e<v—n>w_e<v—n>m)]

0 v—mn

- °
< €™ | +c/ e [|b(t)]| dt + —2 e(””)xl} 4B _eva
I 20 v —n lv—n

< c46<m7

sendo ¢ = max{n, v} e

x1
¢4 =co+ c/ e M ||b(t)| dt + | £cs (e(l/—n)wl + 1) '
o V= 77‘

No caso em que v = 1 o processo é andlogo com as modificacoes Gébvias. B

Repare-se que no caso em que ¢ < 0, por (3.54), toda a solugao do
sistema (3.51) tende para zero quando z — +00.

Veja-se agora o comportamento das solugoes do sistema (3.18) quando
xr — +00.

Em primeiro lugar consideram-se resultados que envolvem os valores pré-
prios da matriz (A(x) + AT(:B)) , 0s quais sao funcoes de x.

Teorema 3.5.5 Sejam A(z) uma matriz continua em [xg,+oo[ e M(x) o
maior valor préprio da matriz (A(z) + AT (z)) tal que
+oo
M(t)dt = —cc. (3.55)
0
Entao toda a solu¢ao do sistema diferencial (3.18) tende para zero quando
T — +00.
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Dem. Considere-se uma solucao u(z) do sistema diferencial (3.18). En-
tao |u(z)* = o (z)u(z) e
—lu@)? = (@) u() +u” (@) (2)
= u'(2)A" (2)u(e) +u’ (z) A(z)u(z)
H(2) [AT(2) + Al )] ().

u
Como a matriz [AT(z) + A(z)] ¢ simétrica e M(z) ¢ o seu o maior valor
proéprio, entao

u
u

u' (2) [AT (2) + A(2)] u(x) < M(x) Ju(z).

Portanto, para todo x > x(y tem-se
0 < [u(@)® < Julwo)® + /m M (t) [u(t)|? dt.
o
Utilizando o Coroldrio 2.1.7, obtem-se
[u(@)]? < fu(ao)|® e MO (3.56)

e a conclusao ¢ imediata, por (3.55). m

Se no Teorema 3.5.5 a condigao (3.55) for substituida por

+oo
M (t)dt < +oo,
0

entao a solugao u(x) do sistema (3.18) permanece limitada quando z — +o0.

Teorema 3.5.6 Sejam A(x) uma matriz continua em [zo, +oo] € m(zx) o
menor valor proprio da matriz (A(z) + AT (z)) tal que

T

1imsup/ m(t)dt = +oo. (3.57)
r——+oco JO

Entao toda a solugio de (3.18) é ilimitada.

Dem. Seguindo o processo da demonstragao do Teorema 3.5.5, tem-se,
para x > xo,

@) 2w+ [ mle) u(o) d,

o que implica

u(@)[? > Ju(wo)[? efeo ™

obtendo-se o resultado pretendido por (3.57). m
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1 2
Exemplo 3.5.7 Para a matriz A = (1+$%2 tem-se
_;U [R—
T 2 0 2 too 9
Aw)+ AT(z) = | o) L M(2) = —2 ¢ / 2z
0o -2 (1+x) o (141

Entao todas as solugoes do sistema diferencial ' = A(x)u permanecem li-
mitadas quando x — +00.

__1 2
Exemplo 3.5.8 Se A = e, Ltz tem-se
11—z —2
2 +oo
—— 0 2 2
T — 1+x - _ =t = —
A(z)+A" (x) [ 0 _4], M (x) 1+x6/0 1+tdt 0.

Entao todas as solugdes do sistema diferencial v’ = A(x)u tendem para zero
quando x — +00.

Ainda relacionado com (3.18) considere-se o sistema perturbado
v = (A(z) + B(x)) v, (3.58)

com B(z) uma matriz de ordem n com elementos continuos b; j, 1 <i,j <n
no intervalo [zg, +o0|.

Um primeiro resultado mostra que a limitacao de todas as solucoes
de (3.18) e (3.43) nao garante a limitacao das solugoes do sistema
(3.58), ou seja, quando a matriz A é uma fungao de x entdo nao se verifica
necessariamente a conclusao do Teorema 3.5.1.

Exemplo 3.5.9 Considere-se o sistema de equacgoes diferenciais

uy = —au (3.59)

uh = (sen(Inx)+cos(Inz) — 2a) us,

com1l<2a<1+ %, cuja solugao geral é dada por
ui(x) = ce ™

U (ZL‘) _ c2e(sen(ln x)—Za)x'

Como a > %, toda a solugao de (3.59) tende para zero quando x — +oc.
No sistema perturbado

V] = —awv

vh = (sen(Inz)+ cos(Inz) — 2a) ve +e oy,
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tem-se como matriz perturbante B(x) = [ P

0 0 ]  com [ || B(t)]|dt <
400, sendo a sua solu¢ao geral dada por
vi(z) = ce ™

1)2(.’1)) — e(sen(lnx)—Za)x <02 + Cl/ et sen(lnt)dt> )
0

2n+1ﬂ_

Definindo x =x, =€ 2 ", n=1,2,..., obtem-se
1
sen (Inzy,) = le — sen (Int) > 5
para qualquer t que satisfaca
62712—171_ S t S 62716—171_7
isto é, xpe T <t < :Une_%ﬂ. Portanto
2n—1 21
. e~ 6 Ine 3
/ et sen(lnt)dt > / et sen(ln t)dt > / e% dt
0 2n—1, rpne T

e, para ¢y > 0, obtem-se
2T 1 -
va(xy) > e(1—20)n (62 + ci1zy, <e’? — e*”> e2"n® ) .

Para ¢; < 0 a desigualdade é inversa. Como 2a < 1+ %, verifica-se
que v2(xy) — +00 (—00) pelo que va(xy) permanece limitada somente para
Cc1 = 0.

Este exemplo revela que, para os sistemas (3.18) e (3.58), o Teorema
3.5.2 néo ¢é vdlido se se substituir a condigao (3.46) por (3.43). Para obter
resultados semelhantes é necessdrio exigir mais condigoes a A(x).

Teorema 3.5.10 Admita-se que todas as solucdes do sistema de equagoes
diferenciais (3.18) sao limitadas em [xo + oo] e que a condi¢io (3.43) se
verifica. Entdo todas as solugoes de (3.58) sao limitadas em [zg + oo| desde
que
+o00
liminf/ Tr A(t)dt > —oco ou Tr A(x)=0. (3.60)
0

T——+00
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Dem. Seja ¥(x) uma matriz fundamental de (3.18) Como todas as
solugoes do sistema (3.18) sao limitadas entao | ¥(z)|| também ¢é limitada.
Pelo Teorema 3.2.3, tem-se

det U(z) = det \Il(wg)effo Tra(t)dt

_ dj¥ () adj¥(x)
Ul(z) = 2 - s . 3.61
() det U(z)  get \I]($[))€f$0 TrA(t)dt ( )

Entao, por (3.60), !

U~1(z)]| é limitada.

Considerando agora, em (3.31), o termo nao homogéneo b(z) na forma
B(x)v, de modo a que cada solu¢ao v(z) do sistema diferencial (3.58), com

v(zo) = v, verifica a equagdo integral
v(z) = U(z) T (z)° +/ U(x)T () B(t)v(t)dt. (3.62)
@0
Definindo
¢ 1= max { sup |V (z)||, sup H\Il_l(w)H} (3.63)
T>x0 T>x0
obtem-se

xT
[o(@)]] < co+ 02/ 1B@)| [o(@)]] dt,
0
com cg = ¢|| ¥ (xo)0v°|| . Esta desigualdade implica que

2 rx
le(@)l] < co e Sl EOWE,

Por (3.43) tem-se a conclusao pretendida. ®
Teorema 3.5.11 Seja V(x) a matriz fundamental de (3.18) tal que
[U(@) ¥ (1) < e, mo <t << +oo, (3.64)

com ¢ uma constante positiva, e suponha-se que a condi¢do (3.43) se verifica.
Entao:

(i) Todas as solugoes de (3.58) sio limitadas em [xo + ool.

(ii) Se todas as solugées de (3.18) tendem para zero quando r — —+00, 0
mesmo acontece para todas as solugoes de (3.58).
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Dem. Utilizando (3.64) em (3.62) tem-se

lo(@)]| < c]]o°] +C/x IB@)|[ [o@)] dt

e, portanto,

¢ Lo " IB@)dt

lv(x)| <c HvOH e =M < +oo0.

Entao cada solugao do sistema diferencial (3.58) ¢ limitada em [z¢ + ool.
A igualdade (3.62) é andloga a

v(z) = U(z)T(zo)° +/$1 U(x) U () B(t)v(t)dt

o

+ /x U(x) UL (t)B(t)v(t)dt

1

e conclui-se que
[o(@)] < [[@(@)] |[|& (z0)|| HUOHJrII‘I’(ﬂf)H/m1 [ @] 1BO) o(2)]| dt
+o0
+cM/ |B(®)]| dt.

Dado € > 0, por (3.43), o tltimo termo da expressao acima pode ser consi-
derado como menor que §, escolhendo ; suficientemente grande.

Como todas as solugdes de (3.18) tendem para zero, é necessério que
|¥(x)|| — 0 quando x — +oo. Assim a soma dos primeiros dois termos
do segundo membro pode ser considerado arbitrariamente pequeno, por ex-
emplo menor que 5, desde que se escolha x suficientemente grande. Entao
|lv(x)|| < €, para x grande, ou seja, ||[v(x)|| — 0 quando z — +oco. m

As condigoes (3.60) e (3.64) podem ser substituidas pela periodicidade
da matriz A(z) :

Teorema 3.5.12 Considere-se A(x) uma matriz periddica de periodo w em
[zo 4+ 00| e admita-se que a condigcao (3.43) se verifica. Entao:

(i) Todas as solugoes de (3.58) sao limitadas em [zo+oo[ desde que o mesmo
aconteca a todas as solugoes de (3.18).

(i) Todas as solugoes de (3.58) tendem para zero quando x — +oo desde
que o mesmo acontega a todas as solugoes de (3.18).
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Dem. Dada uma matriz fundamental ¥(x) de (3.18), o Teorema 3.4.6
implica que ¥(z) = P(x) ef**, com P(x) uma matriz nio singular, periédica
de periodo w, e R uma matriz constante. Aplicando estes dados em (3.62)
tem-se

v(z) = P(z)ef@=20) p=1(50)00 + /z P(z)efe P~ () B(t)v(t)dt

zo

e, por conseguinte,

v@) < IP@) ||| [le 0P (o)

+/ 1P@)I [0 1P~ @ 1B v@)l dt. (3.65)

Como P(z) ¢ uma matriz nao singular e periédica, det P(x) é periédico e
nao se anula, ou seja, € limitado e nao nulo em [z + ool.
Definindo

ey = m{p |P@), sup HP‘1<w>}I}
xTZx0

x>0

a desigualdade (3.65) pode ser substituida por
T
@)l < s ]|+ [ |ere iB@IIv@lde, (366)
o

com ¢5 = ¢y ||e O P (x0)0?| .

Se todas as solugoes de (3.18) s@o limitadas em [zg + oo], entao é neces-
sario que HeR‘TH < ¢¢ para todo z > 0. Portanto, por (3.66), obtem-se

X
lo(@)]| < cses + s / 1B [[o(®)] dt,
Zo

o que conduz a
ces [ 1B@)lIdt

[o(@)]| < esco e
A parte (i) conclui-se, assim, a partir de (3.43).
Por outro lado, se todas as solugoes de (3.18) tendem para zero quando
T — 400, entao existem constantes positivas cy e a tal que HeRmu <cre ™
para x > 0. Pela desigualdade (3.66) tem-se

lo(2)]| < esere™" + CZC?/ e B o (2)]| dt,

0
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o que conduz a

o) < eser e ol BN,

Portanto, pela condigao (3.43), obtem-se que v(z) — 0 quando x — +0c0. m

O sistema de equagoes diferenciais (3.16) também pode ser considerado
como uma perturbacao de (3.18).

Teorema 3.5.13 Suponha-se que todas as solugoes de (3.18) sao limitadas
em [rg,+00[ e que pelo menos uma solugao de (3.16) é limitada. Entéo
todas as solugoes de (3.16) sao limitadas.

Dem. Sejam u!(z) e u?(z) duas solugdes do sistema diferencial (3.16).
Entdo ¢(x) = u'(z) — u?(x) ¢é solugdo do sistema (3.18) e ul(z) = ¢(x) +
u?(z). Como ¢(z) é limitada em [zg, +oc, se u?(z) for uma solugao limitada
de (3.16) entdo resulta que u'(x) é também uma solucio limitada de (3.16).
[ ]

Do teorema anterior resulta que se todas as solugdes de (3.18) tendem
para zero quando x — +00, e se uma uma solugao de (3.16) também tende
para zero, entdo o mesmo acontece para todas as solugoes de (3.16).

Teorema 3.5.14 Se todas as solugoes de (3.18) sao limitadas em [zg, +00],
se se verifica a condi¢ao (3.60) e

—+o00
/ B(t)||dt < +oo, (3.67)
zo

entao todas as solugoes de (3.16) sio limitadas.

Dem. Seja ¥(z) uma matriz fundamental do sistema diferencial (3.18).
Como cada solugao de (3.18) ¢ limitada, tal como no Teorema 3.5.10, ||¥(x)||
e |[¢~*(x)|| sdo ambas limitadas em [zq, +oo[. Entéo existe uma constante

finita, definida como em (3.63). Portanto, para qualquer solugao u(z) de
(3.16) que verifique u(xg) = u’, a igualdade (3.31) permite obter

lu(@)]| < e[| (wo)u’[| + ¢ /x 1b(2)]] dt.

A prova fica concluida por (3.67). =
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3.6 Exercicios

1. Resolva pelo método das aproximacoes sucessivas de Picard os pro-
blemas:
0 1

a)u’:[_l O}u, u(@):[ﬂ;
b)u’:[(l) é]u+[ﬂ u(O):[_ZQ}

2. Prove que o problema de ordem n
(n) _ / (n—1)
y(z) = flou(@),u (), u" " (2))
y(@o) = yo, ¥ (@0) = y1, .,y (0) = Y1
é equivalente & equacao integral
n—1

y(x) = Z (= _i!xo)lyi—k ! /I(av—t)”_lf(t,y(iﬁ),y’(t)7 oy ()) .

— (n=1! /s

3. Considere a equagao diferencial linear homogénea
Y™ 4 po1(@)y™ Y + .+ poy = 0. (3.68)

Mostre que:
a) Se y(x) é solugao de (3.68) e a fungao vectorial u(z) ¢ definida
por v'(z) =y (x), i =1,...,n, entdo u/ = A(z)u, com

0 1 0o ... 0
0 0 ) 0
A(z) = : ;
0 0 0o ... 1
L —Po —P1 —DP2 —Pn—1 |

b) Se yi(z), 1 < k < n, sdo n solugoes de (3.68), entao

uk(x) = <yk(x),yf€(x), ...,y,(cnfl)(a:))T, 1<k<n,

verifica o sistema u' = A () u;

C) W(u17 [RS) un)(x) = W(ul, ceey u”)(mo)ef fsz pl(t)dt_
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4. Justifique que a matriz, de ordem n, ®(z,t) em (3.30) verifica as

relagoes:

a) e (2,1) = A(2)@(, t);

( ) —®(z,t)A(b);
c)<I> =1+ [ A(s)®(s, t)ds;
d) <I>( —I+j; O (z,5)A(s)ds

5. Um controlador de malha aberta pode ser escrito na forma
u = Au+by(x), z(x)=clu+dy(z),

sendo y(z) e z(x) fungdes escalares e d uma constante (escalar). Neste
contexto y(x) é o input conhecido e z(x) o output desconhecido.
Se u(0) = u° & dado, prove que:

a) u(z) = eArud 4 [ A by 1)

b) z(z) = cTe™u + dy(x) + [§ (TeA=0b) y(t)dt.
A funcio h(t) = ¢TeA@=1p designa-se por impulso de resposta do
controlador.

6. Determine a solucao geral dos sistemas diferenciais ndo homogéneos:

a) o = 0 -1 u+- x _
3 4 | —2—4x |’

-1 1 1] e’

b)u=| 1 -1 1 |u+]| e |;
11 1 1

2 1 -2 2—x
u=|-10 0 |u+ 1

1 1 -1 1-=z

7. Resolva os problemas de valor inicial:

a) u' = _11 _53 u, ur(0) = =2, uz(0) =1;
1 0 O 0

b) u = 2 1 =2 |u+ 0 ; Ul(O) =0, uQ(O) =1,
3 2 1 e* cos 22z



110CAP. 3. SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

2 1 -1 0
)u =1|-3 -1 1 |u+]|z|, u()=0, wuy0)=S3,
9 3 -4 0

us (0) =0.

8. Duas matrizes de ordem n, A e B, dizem-se semelhantes se, e sé se,
existir uma matriz ndo singular P tal que P~'AP = B.
Prove que:

a) v(x) é solugao do sistema v' = Bv se, e s6 se, u(z) = Pv(zx),
sendo u(x) uma solugao do sistema (3.27).
b) e4? = peBrp1,
9. Na equagao
y’ = ay + senzx,
discuta a existéncia de uma tunica solucao periédica nos casos:

a) a =0;
b) a > 0;
c) a<0.

10. Verifique que a equagao

Y =y cos®x

2

nao admite solugbes periddicas, apesar da funcao cos®x ser periédica de

periodo .

11. Considere a equagao y” 4+ y = sen(2z).
a) Mostre que y(z) = —1sen(2z) é uma solugdo periddica;
b) Prove que a equagdo y” + y = 0 admite também soluges peris-
dicas nao triviais;
c) Este exemplo contradiz o Corolario 3.39 7

12. Sejam y1(z) e y2(z) duas solugdes da equagao
y" +p(x)y =0,
com p(z) uma fungdo continua e periédica de periodo w, tais que
y1(0) =1, 31(0)=0, y2(0)=0, y5(0)=1.

Justifique as afirmacoes:

a) O Wronskiano W (y1,y2)(z) = 1, para qualquer = € R.
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b) Existe pelo menos uma solucao periédica nao trivial y(z) se e s6
se y1(w) + ya(w) = 2.

c) Existe pelo menos uma solugao anti-periédica nao trivial y(x),
isto é, y(z 4+ w) = —y(z), Vo € R, se e s6 se y1(w) + yh(w) = —2.

13. Considere a equagao diferencial de 2 ordem
y" +p(x)y =0 (3.69)
e uma perturbagao
2"+ (p(z) + q(x)) 2 =0, (3.70)

onde p(x) e q(x) sao fungdes continuas em [xo + oo[. Prove que se todas as
solugoes de (3.69) sao limitadas em [zg + oof e 0+°° lg(t)|dt < +o0 entao
também todas as solucoes de (3.70) sao limitadas em [zg + ool.

14. Na equagao (3.69) considere-se p(x) uma fungdo mondtona com
p(z) — +oo quando z — +o00. Mostre que todas as solucoes de (3.69) sao
limitadas em [zg + oo].

15. Justifique que todas as solugoes das seguintes equagoes diferenciais
sao limitadas em [zg + ool:

a) y”—i—<1+r‘1‘x4>y:0
b) " +e"y =0
c) y”+cy’+(1+ﬁ>y20, ¢ > 0.

16. Prove que nao existem solugoes limitadas para a equagao

y" + <1 + )y =cosz, x € [0,+00l.

14+ a4

17. Considere no sistema (3.18) a matriz A(x) dada por

—x 0 0 —e¥ -1 —coszx
)A(x)=| 0 -z 0 , (il) A(z) = 1 —e? 22
0 0 —x? cosz —ux2 —e3

Mostre que, em qualquer dos casos, todas as solugoes de (3.18) tendem
para zero quando x — +o0.

18. Verifique que todas as solugoes do sistema diferencial (3.16) com:

ORI e A R Bl

e T COoST
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ﬁ senx 0 (1)
(ii) A(z) = | —senz 0 =z |, b(z)= (1+1=’L")2 ;
0 -z 0 1ta)?

sao limitadas em [0, 4+o00[.

19. Considere o sistema (3.27) perturbado na forma
v = Av + g(z,v), (3.71)
com g € C ([xg, +oo[xR™ R™). Se esta fungao verifica
lg(z, v)|| < A(z) [[o]l, (3.72)

com A(z) uma funcdo continua nao negativa em [z, +00[, mostre que:

(i) Se todas as solucoes do sistema (3.27) sdo limitadas e | ;000 A(t)dt <
+o00 entao todas as solugdes de (3.71) sao limitadas.

(ii) Se todas as solugoes de (3.27) tendem para zero quando x — +00

e lz'T A(z) = 0 entao todas as solucoes de (3.71) tendem para zero quando
T—>100

T — +00.
20. Se o sistema (3.18) for também perturbado por uma funcéo g €
C ([xg, +oo[xR™ R™), isto ¢, na forma

v = A(z)v + g(z,v), (3.73)

e se a funcdo g verifica (3.72) com f::goo A(t)dt < +o0, prove que sao ver-
dadeiras as proposicoes:

(i) Se todas as solucoes do sistema (3.18) sao limitadas e se verifica
(3.60) entao todas as solugoes de (3.73) sao limitadas.

(ii) Se todas as solugoes de (3.18) tendem para zero quando x — 400
e se verifica (3.64) entao todas as solugoes de (3.73) tendem para zero quando
T — +00.

3.7 Actividades
Actividade 1:

1.1. Defina-se o conjunto

n—1
Ql = {(117, ¢0, ...,gbn,l) : |1: - $0| < a, Z |¢Z - y’b| < b}

=0
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e considere-se que f (x, D05 -+ d)n_l):

(1) é continua em 2, pelo que existe M > 0 tal que

Sglzlp }f (:E? ¢07 ey ¢)n71) { < M7
1

(ii) satisfaz uma condigao de Lipschitz uniforme em 21, isto ¢, para
(m, Doy -+ gbn_l) , (m,wo, ey wn_l) € )y existe uma constante L > 0 tal que

n—1

| (2, G5 o ) = F (23805 s V) | S LY |y — -

i=0
Prove que o problema
y™ = (ﬂ:,@hy’, --',y(”’”)
y(@o) =10, ¥(x0) = Y1, ¥ (x0) = Y1,

tem uma tnica solugao no intervalo definido por

’;L'—;[;’<h'_—mill A, —
ol = ° ’ ]\11 ’

1.2. Sejam u(x), v(z) e w(z) solugdes da equagao diferencial "' +y = 0
que verificam, respectivamente, as condicoes

uw(0) = 1, 4/(0)=0, v"(0
v(0) = 0, v/(0)=1, 2"(0 ,
w(0) = 0, w'(0)=0, w(0)=1.

SN~—
I

0,
0

~—

Sem resolver a equagao diferencial, prove que:
a) u'(z) = —w(x).
b) V'(z) = u(z).
c) w'(z) = v(x).

d) W(u,v,w) =u® —v3 + w3 + 3uvw = 1.
1.3. A equacao diferencial

y' + k2 y=A cos(kx),
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modela 0 movimento de uma massa suspensa de uma mola, sem atrito e
sujeita a uma forca externa periédica, sendo kg a frequéncia natural do
conjunto e k a frequéncia da forca aplicada.

Se k # ko, uma solugao particular da equagao serd

y(x) = ﬁ cos (kx) .

Logo, se a frequéncia aplicada k se aproximar suficientemente da frequéncia
natural kg, entao a solucao particular terd oscilacoes de grande amplitude
(fenémeno de ressonéancia).

Se k = ko, a solugao particular nao pode ser obtida a partir da expressao
anterior.
Mostre que, neste caso, a solucao particular é dada por

A
y(zr) = T x sen (kox) ,

que nao é uma fungao peridédica.
Actividade 2:

2.1. O Wronskiano de n fungoes y1(x), ..., yn(x) que sejam (n — 1) vezes
diferencidveis no intervalo J, é definido pelo determinante:

B o
W) @ =] "
" V(@) ' (@)

Prove que:

a) Se W (y1, ..., yn) (x) € diferente de zero em pelo menos um ponto
de J, entdo as fungoes y1(z), ..., yn(x) sdo linearmente independentes em J.

b) Se as fungoes y1(z), ..., yn(z) sao linearmente dependentes em J,
entdo o Wronskiano W (y1, ..., yn) () =0 em J.

c) As proposicoes reciprocas de a) e b) nao sdo necessariamente
verdadeiras.

2.2. Considere a equagao diferencial

y" 4+ p(x)y =0, (3.74)
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com 0+°°t Ip(t)| dt < +o0.

Prove que:

a) para qualquer solucao de (3.74), liT y'(z) existe;
T—1T00

b) qualquer solucao nao trivial de (3.74) é assimptdética a recta dox 4 d1,
para certas constantes dg, di nao simultaneamente nulas.

2.3. Na equacao diferencial de segunda ordem

y" + (1 +p(x)y =0,

com p € C! ([xo, +o0),

+o0o
lim p(x) =0 e / P/ (t)] dt < +o0,

T—T00
+ 0

mostre que todas as solugoes desta equacao diferencial sdo limitadas em
[xﬂa +OO[

Actividade 3:

3.1. Seja f(z,y) uma fungao continua e nao negativa para ro < z < xo+
a, 0 <y < 2b, com a propriedade de que apenas a solugao y(z) da equagao
diferencial y' = f(z,y), em qualquer intervalo |xg, z1[, com z1 € ]xg, o + a[,
para o qual a derivada lateral direita, v/, (zo), existe e

y(z0) = ¥y (wo) =0,
¢ y(z) =0.

Considere-se ainda uma outra fun¢ao continua e nao negativa fi(z,y)
para o < z < xg +a, 0 <y < 2b, com f1(x,0)=0e

fl(xay) Sf(xvy)a 9075330‘

Prove que, para qualquer 1 € |zg, 2o+ a[, y(z) = 0 é a tnica funcao
diferencidvel em [zg, z1[, que verifica

vy = filz,y1),  wyi(zo) =0.

3.2. Considere-se f(x,y) nas condigdes da alinea anterior e g(x,u) uma
funcao continua em

Qp = {(z,u) : zo <2 <o +a, Hu—uOH < b}
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com

||g($7u) - g(IE,'U)” < f (xa ”u - ’U”), V(x,u), ($,U) € Q+a x 7& Zo-
Mostre que o problema
!/

w =g(z,u), u(zg) = u®,

tem, no méximo, uma solugao.



CAP. 4

Estabilidade de Solucoes

Neste capitulo pretende-se que o aluno:

e Domine os conceitos de estabilidade, estabilidade assimptética e uni-
forme da solugao de um problema de valor inicial e respectivas pro-
priedades.

e Reconhega as relacoes entre limitagao e estabilidade de solugoes nos
casos de sistemas lineares homogéneos e nao homogéneos.

e Relacione o estudo e o tipo de estabilidade das solugoes dos sistemas de
equacoes diferenciais quasi-lineares com os valores préprios da matriz
associada & parte linear, bem como com o tipo de estabilidade do
sistema linear associado.

e Identifique o retrato-fase das solucoes dos sistemas auténomos bidi-
mensionais.

e Determine e classifique os pontos criticos das solu¢oes dos sistemas
auténomos planares, quanto ao seu campo de direccoes e ao tipo de
estabilidade, de acordo com a natureza, sinal e multiplicidade dos va-
lores préprios.

e Averigue a existéncia de ciclos-limite num sistema de equacoOes dife-
renciais, e identifique condigbes suficientes para a sua existéncia ou
inexisténcia.

e Utilize a fungdo e o método directo de Lyapunov para o estudo da
estabilidade de sistemas de equacoes diferenciais, nos casos auténomo
e nao auténomo.
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e Reconhega condigoes suficientes para a fungao de Lyapunov, de modo
a garantir varios tipos de estabilidade para a solugao trivial de sistemas
de equacoes diferenciais.

e Analise a existéncia de solucbes oscilatérias de uma equagao diferen-
cial.

e Conhega técnicas, resultados e condi¢oes que permitam obter, a pri-
ori, dados qualitativos sobre a solucao de uma equagao diferencial,
nomeadamente quanto ao nimero de zeros e sua distribuicao no inter-
valo de definicao da solugao.

4.1 Conceitos preliminares

Anteriormente ja foram abordados condiges de regularidade para que
a solucdo do problema de valor inicial (3.3), u(x, zg,u"), dependa de uma
forma continua de x, xg e uo, no ponto (a:, o, uo) , para x num certo intervalo
finito J = [20, 20 + o] . Ou seja, uma pequena variagdo em u" origina
uma pequena alteracgao nas solugoes u(z, zg,u’) de (3.3), num intervalo
finito [zo, xo + .

Contudo o mesmo nao acontece se se substituir este intervalo por um
nao limitado, por exemplo, [zg,+0o0], como se pode verificar, a titulo de
exemplo, no problema de valor inicial

v =ay, y(0)=yo, (4.1)

cuja tnica solugao é y (z, 0, yp) = yo €**. Designando as respectivas variagoes
por |Ay| e |Ayp| tem-se

|Ay| = |y (z,0,90 + Ayo) — y (x,0,y0)| = |Ayo| e**

para x > 0. Assim, se a < 0 tem-se que |Ay| = |Ayp| e < § sempre que
|Ayp| < 0. Mas, se a > 0 o valor de |Ay| — 400 quando z — +00 por muito
pequeno que seja |Ayo].

Uma solugao u(z, g, u’) do problema de valor inicial (3.3), definida em
[zg, +-00[, diz-se estdvel se pequenas variacdes em u° originam apenas pe-
quenas mudangas nas solugoes de (3.3), para x > xp. Caso contrério a
solucdo u(z, zg, u’) diz-se instdvel.

Assim a solugdo y () = yo € do problema (4.1) ¢ estével para a <0 e
instdvel para a > 0.

As proximas definigoes tipificam os comportamentos das solugoes:
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Definicao 4.1.1 Uma solucio u(z) = u(x,x9,u’) do problema de valor
inicial (3.8) diz-se estdvel, se, para cada € > 0, existe § = §(g,x9) > 0 tal
que HAUOH < 6 implica que Hu (a:,wo,uo + Auo) —u (a:,aco,uo) H <E.

Definicao 4.1.2 Uma solucio u(z) = u(x,x9,u’) do problema de valor
inicial (3.8) diz-se instdvel se nao for estdvel.

Definicao 4.1.3 Uma solucio u(z) = u(x,x9,u’) do problema de valor
inicial (3.3) diz-se assimptoticamente estdvel se é estdvel e existe 5y > 0
tal que HAUOH < &g implica

Hu (x,a:o,uo + Auo) —u (x,a:o,uo)H —0 sex — +oo.

Estas defini¢oes foram introduzidas por A. Lyapunov em 1892, pelo que
uma solugao estdvel também se pode designar como estdvel no sentido
de Lyapunov

Exemplo 4.1.4 Toda a solu¢do da equagdo diferencial y' = x tem a forma

2 2
y(z) = y(zo) + =52, pelo que é estdvel, embora ndo limitada.

Exemplo 4.1.5 As solugoes da equacdo diferencial Y = 0 sao do tipo
y(z) = y(xo), pelo que sao estaveis mas nao assimptoticamente estdveis.

Exemplo 4.1.6 Toda a solugio da equagdo vy = p(x)y é da forma y(z) =

y(zo) el PO Assim q solugdo trivial y(x) = 0 € assimptoticamente estdvel
7 X

se, e 80 se, fxo p(t)dt — —oo quando x — +oo.

O Exemplo 4.1.4 evidencia que os conceitos de estabilidade e de
limitagao sao independentes. Contudo, no caso do sistema linear ho-
mogéneo (3.18) estes conceitos sao equivalentes, como ¢ afirmado pelo
proximo teorema:

Teorema 4.1.7 Todas as solugdes do sistema linear homogéneo (3.18) sao
estdveis se, e s6 se, sao limitadas.

Dem. Seja ¥(z) uma matriz fundamental do sistema diferencial (3.18).
Se todas as solugoes de (3.18) sao limitadas, entao existe uma constante
c tal que |¥(z)|| < ¢, para todo = > xy.

Dado € > 0, escolhe-se HAuOH < =d(e) > 0, tal que

e
[ (zo)ll

Hu(a:,xg,uo—i-AuO)—u(x,wo,uO)H = H\Il(x)\Ilfl(xO)AuoH
e} o) 800 < €

IN
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isto €, todas as solugdes de (3.18) sao estdveis.

Reciprocamente, se todas as solugoes de (3.18) sdo estdveis, entdao, em
particular, a solugao trivial u (x, zg,0) = 0 é estavel. Assim, dado € > 0 arbi-
trario, existe 0 = d(e) > 0 tal que HAUOH < § implica que Hu (a:,xo, Auo) H <
0, para todo x > zy. Contudo, como u(m,azo,Auo) = U(z)U ! (z0)AuP,
tem-se que Hu (w,xo,Auo)H = H\Il(x)\Ilfl(xo)AuOH <e.

Considere-se agora que Au® é o vector gej . Entao
_ ; 0
[2()w " (o)A | = [ @)]| 5 < e
sendo 1’ () a j—ésima coluna de ¥ (x)¥~1(zg), pelo que

90 )| = max 7)< 5

Portanto, para qualquer solucao u (m,mo,uo) do sistema diferencial (3.18)
tem-se 9
_ €
[ (s w0, u”) || = [[@ ()T~ (wo)u|| < =[],

ou seja, todas as solugdes de (3.18) sao limitadas. m

Corolério 4.1.8 Se os wvalores proprios multiplos da matriz A tém a parte
real negativa e os valores proprios simples da matriz A tém a parte real nao
positiva, entao todas as solugoes do sistema (3.27) sao estdveis.

O resultado seguinte fornece uma condi¢ao necessdria e suficiente para
que as solugoes do sistema (3.18) sejam assimptoticamente estdveis:

Teorema 4.1.9 Seja ¥ (x) uma matriz fundamental de (3.18). Entao todas
as solugoes do sistema (3.18) sdo assimptoticamente estdveis se e s6 se

| (z)|| — 0 quando x — +o0. (4.2)

)

Dem. Toda a solucao u (:v, o, uo) do sistema diferencial (3.18) pode ser
expressa na forma u (z, o, u’) = ¥(2)¥ ! (zo)u’. Como ¥(z) ¢ continua, a
condicao (4.2) implica que existe uma constante ¢ tal que ||¥(z)|| < ¢, para
x > z0. Entao Hu (z,xo,uo)H < cH\Il_l(azo)H HuOH e, por conseguinte, toda
a solugao de (3.18) ¢é limitada. Logo, pelo Teorema 4.1.7, toda a solugao de
(3.18) ¢é estavel. Como

[|u (2, 20, u® + Au®) — u (2, 39, u) | = H\I/(x)\I/*l(a:o)AuOH
= (@) |[¥ (z0)Au’|| — 0O
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quando  — 400, entao toda a solugdo do sistema (3.18) é assimptotica-
mente estdvel.

Reciprocamente, se todas as solugdes de (3.18) s@o assimptoticamente
estdveis, entao, em particular, a solucao trivial u (z, zg,0) = 0 é assimptoti-
camente estdvel. Logo, Hu (J:, azo,uo) H — 0 quando z — +00. m

Corolario 4.1.10 Se os valores proprios da matriz A tém a parte real ne-
gativa, entdo todas as solugées do sistema (3.27) sdo assimptoticamente
estaveis.

Para os sistemas de equagoes perturbados (3.42) pode-se combinar os
Teoremas 3.5.1 e 4.1.7 para obter o resultado:

Teorema 4.1.11 Suponha-se que todas as solugées do sistema (3.27) sao
estdveis e que se verifica (3.43). Entdo todas as solugdes do sistema (3.42)
sao estdveis.

De modo andlogo pode-se conciliar os Teoremas 3.5.2 e 4.1.9:

Teorema 4.1.12 Se todas as solugées do sistema (3.27) sao assimptotica-
mente estaveis e se se verifica (3.46), entao todas as solugdes do sistema
(8.42) sao assimptoticamente estdveis.

Posteriormente sers necessdrio uma noc¢ao mais forte de estabilidade:

Definicao 4.1.13 Uma solug¢io u(x) = u(x,z9,u’) do problema de valor
inicial (3.3) diz-se uniformemente estdvel se, para cada ¢ > 0, existe
§ = d(e) > 0 tal que, para qualquer solugdo u'(x) = u(z, o, u') do problema

v =g(z,u), u(z)= ul,

as desigualdades x1 > xo e ||u'(z1) — u(z1)|| < 8 implicam que ||u! (z) — u(z)|| <
€ para T > 1.

A estabilidade assimptdética nao implica a estabilidade uniforme,
como se ilustra no exemplo seguinte:

Exemplo 4.1.14 As solugdes da equagao y' = p(x)y sao do tipo

y(x) = y(o)el=o DL,
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A solugao trivial y(x) = 0 é uniformemente estdvel se, e so se, f;jl p(t)dt é
majorado para qualquer x > x1 > xg.
Em particular, escolhendo p(x) = sen (Inz) + cos (Inx) — 1,25 tem-se

€T
/ p(t)dt = [t sen (Int) — 1,25t]; — —oo,
o
quando x — +oo. Portanto, pelo Exemplo 4.1.6, a solugdo trivial y(x) = 0

é assimptoticamente estdvel.
2n41 2n4l
Contudo se se escolher x = ¢ 3 exi—=e€ 6

[ = 21 (s - 18) 3 s 10

1

entao

~ 0,172 "™ — +o0,
pelo que a solugao trivial nao é uniformemente estdvel.

A estabilidade uniforme também nao implica a estabilidade as-
simptética. Como exemplo basta considerar a equacao 3y’ = 0, cujas
solugoes, da forma y(x) = y(zg) sdo uniformemente estdveis mas nao o
sao assimptoticamente.

Uma condigdo necessdria e suficiente para que todas as solugbes do sis-
tema diferencial (3.18) sejam uniformemente estdveis é dada pelo préximo
resultado:

Teorema 4.1.15 Considere-se ¥(z) uma matriz fundamental do sistema
(3.18). Entao todas as solugoes de (3.18) sao uniformemente estdveis se, e
sd se, U(x) verificar ||W(z)¥ ()| < ¢, o<t <a < oo

Dem. Seja u(z) = u(x, zo,u’) uma solugao do sistema (3.18). Entdo,
para z1 > x9, tem-se u(z) = U (x)¥ ! (z1)u(z).

Se ul(z) = U(z)¥U~!(z1)u'(z1) for uma outra solucdo arbitraria e se se
verificar a condigao (3.64), entao

Hul(:v) —u(z)|| < H\Il(x)\I/_l(xl)H Hul(:nl) —u(zy)|| <e Hul(:cl) — u(z1)||
para todo zg < 1 < x < 400. Assim, se € > 0 entdo x1 > g €

|ut(@1) — w(z1)|| < E :=0d(e) >0

implicam que Hul(:n) — u(x)H < ¢, pelo que a solucao ¢ uniformemente es-
tédvel. m
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4.2 Estabilidade de sistemas quasi-lineares

A perturbagao dos sistemas de equagoes diferenciais (3.27) e (3.18)
afecta a sua estabilidade?
Para responder a esta questao considere-se os sistemas anteriores pertur-
bados por uma funcao g € C ([zg, +oo[xR"™, R"™), isto é, respectivamente,

v = Av + g(z,v) (4.3)

v = A(x)v + g(z,v), (4.4)
geralmente designados por sistemas diferenciais quasi-lineares.

Suponha-se que a fun¢do g(x,v) verifica a igualdade

lg(z, v)|| = o ([|v]]) (4.5)

uniformemente em z, quando ||v|| — 0. Como consequéncia, para v suficien-
llg ()|l

s ~ T . . .
temente prévimo de 0, a razao W pode ser considerada arbitrariamente

pequena. Por outro lado, por (4.5), g(z,0) = 0 e v(x) = 0 é uma solugao
trivial dos sistemas quasi-lineares.

O préximo exemplo mostra que a estabilidade assimptdtica da solucao
trivial do sistema nao perturbado (3.18) e a condigao (4.5), ndo garantem a
estabilidade assimptética da solugdo trivial do sistema nao perturbado (4.4).

Exemplo 4.2.1 O sistema

uy = —auy
uh = (sen(2x) + 2x cos(2x) — 2a) ug,

~=~

(4.6)

com 1 < 2a < %, tem a solugao geral

ui(z) = ce ™

UQ(ZL‘) _ c2e(sen(2x)—2a)z.
Como a > %, toda a solugao de (4.6) tende para zero quando x — +oo, pelo
que a solugao trivial de (4.6) é assimptoticamente estdvel.

Se o sistema for perturbado por g(x,v) = [ 7?2 } , isto é,
1

= —avy

!
1 . (4.7)
vh = (sen(2x) + 2z cos(2x) — 2a) vg + Vi,
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entao admite como solugcao geral

vi(z) = e

1)2(.1') — <C2+C%/ etsen(2t)dt> e(sen(2x)72a)x'
0

Para x, = ”THW, n € N, tem-se
1 s s
—sen2t > —, para x, + - <t<x,+ =
2 3 2
e
Tntl Tnt3 Tnt+5
t Tn s
e~tsen() gy > / e~tsen() gp > / e2dt > 0,4 e3 17,
0 Tnt+g ant+Z
Assim

ansr) > cael=20 10,4 ¢ (-0t

e como 2a < % tem-se que vo(Tp+1) — +00 se ¢ # 0. Logo a solugdo trivial
de (4.7) é instdvel.

A estabilidade assimptotica da solugao trivial do sistema (3.27) e a
condigao (4.5) sao suficientes para garantir a estabilidade assimptética da
solugao trivial do sistema quasi-linear (4.3):

Teorema 4.2.2 Se as partes reais dos valores préprios da matriz A sao
negativas e a fungao g(x,v) verifica (4.5), entao a solugdo trivial do sistema
quasi-linear (4.3) é assimptoticamente estdvel.

Dem. Em (3.32) considere-se o termo nao homogéneo b(z) como g(z,v),
de modo a que cada solugdo v(x), com v(zg) = v°, do sistema quasi-linear
(4.3) verifica a equagao integral

v(z) = eAFm0),0 4 / AT g(t, v(t))dt. (4.8)
o

Como as partes reais dos valores préprios da matriz A sdo negativas, existem
constantes c e n := —4 (§ > 0) tal que HeA“””H < ¢ ¢7% para x > 0. Portanto,
por (4.8), tem-se

o) < o) o) e [ e fg(e o)t 220 (19)

Zo
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Por (4.5), para um dado m > 0, existe um niimero positivo d tal que
lg(t, v)|| <m v, (4.10)

para z > xo, ||v|| < d.

Assuma-se agora que HvOH < d. Entao existe um numero 1 tal que
|lv(x)|| < d para todo = € [xg, z1]. Utilizando (4.10) em (4.9), obtem-se

€T
v(2)] €2 < cedTo [0 + cm/ o) dt, € [z, z1].
o

Aplicando o Corolédrio 2.1.7 a esta desigualdade, tem-se

[o(z)]| < c][v°] elm=OEmm0) g € [2g, 21]. (4.11)

0 0

Como v” e m s@o arbitrarios, pode escolher-se m tal que em < 0 e v(xg) = v
de modo que [|o°|| < 4 implica [[v(z)|| < d para todo x € [zg, z1].

Pela continuidade de g(z,v) em [xg, +0o[xR", é possivel extender a
solugao v(z), intervalo a intervalo, de modo a preservar a limitagao 6. Por-
tanto, dada uma solucio qualquer v(z) = v(z, zg,v") com HUOH < % conclui-
se que v estd definida em [zg, +o0] e satisfaz ||v(z)|| < d. Contudo, d pode
ser considerado suficientemente pequeno, pelo que a solucao trivial do sis-
tema diferencial (4.3) é estdvel. Como ¢ m < 9§, isto implica que a solugao
trivial é assimptoticamente estdvel. m

A demonstracao do préximo resultado ¢ semelhante & do teorema ante-
rior:

Teorema 4.2.3 Se pelo menos um dos valores proprios da matriz A tem a
parte real positiva e a fungao g(x,v) verifica (4.5), entdo a solugao trivial
do sistema quasi-linear (4.3) é instdvel.

Os Teoremas 4.2.2 e 4.2.3 nao se referem aos casos em que as partes reais
de todos os valores proprios da matriz A sdo nao positivas, ou quando pelo
menos um dos valores préprios é nulo. Em geral, nestes casos, nao é possivel
concluir a natureza da estabilidade da solugao trivial, a partir dos valores
préprios de valores préprios A. Por exemplo, a solucdo trivial da equagao
diferencial 4/ = ay? ¢é assimptoticamente estavel se a < 0, estavel se a = 0 e
instdvel se a > 0.

Suponha que no sistema quasi-linear (4.4) a fungao continua g verifica
lg(z,v)|| < Alz) [lo] (4.12)

com A(z) uma fungdo continua nao negativa em tal que f0+oo A(t)dt < +oo.
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Teorema 4.2.4 Se as solugdes do sistema diferencial (3.18) sao uniforme-
mente (ou uniforme e assimptoticamente) estdveis e g(x,v) verifica (4.12),
entao a solugao trivial do sistema quasi-linear (4.4) é uniformemente (ou
uniforme e assimptoticamente) estdvel.

Dem. Como todas as solugoes do sistema (3.18) sao uniformemente
estdveis, pelo Teorema 4.1.15, existe uma constante c¢ tal que, para qualquer
matriz fundamental ¥(z) de (3.18), se tem || (z)U~1(¢)|| < ¢, para 2o <
t <z < +oo.

Considere-se, em (3.25), o termo nao homogéneo b(x) na forma g(z, v(z)),
de modo a que cada solugao v(z) do sistema diferencial (4.4), tal que v(z1) =
v, 21 > xg, verifica a equacdo integral

v(z) = U(z) Tz )o! + /x U(x) UL (t)g(t, v(t))dt. (4.13)
Assim ”
o)l < o]+ [ A0 oo dt,
pelo que i
lo(@)]| < effol]| e X% < K |Jot],

Ko—c ecf;[)‘” A(t)dt.

Portanto, para um certo € > 0 dado, quando ||v!|| < &, tem-se [[v(z)| < €,
para © > x1, isto é, a solugdo trivial do sistema (4.4) é uniformemente
estavel.

Por ultimo, se as solugoes do sistema diferencial (3.18) sdo também as-
simptoticamente estéveis, entao pelo Teorema 4.1.9, obtem-se que || ¥(z)|| —
0, quando z — 4o00. Assim, dado € > 0 arbitrdrio, é possivel escolher xy
suficientemente grande tal que H\Il(x)\Ilfl(wo)vOH < e, para x > To. Assim,
para a solucdo v(z) = v(z, zg,v?), obtem-se

[o(@)]

IN

e o]+ [ et o] ot o) de

IN

€+ c/m A(t) [Ju(t)]| dt,

0

para x > xa, €

[o(@)]| < e 20O < [ ¢ para z > 2,
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—+oo
A(t)dt
com L := ¢e“/=0 ®) .

Como € é arbitrario e L nao depende de € ou de xa, conclui-se que
|lv(x)|]| — 0, quando x — +o0, ou seja, a solugdo trivial do sistema (4.4)
também ¢é assimptoticamente estdvel. m

4.3 Sistemas auténomos planares

O sistema de equagoes diferenciais diz-se auténomo se a fungao g(x, u)
for independente de z. Assim um sistema auténomo bidimensional ou
planar tera a forma

/
uy = g1(u1,u2) 4
/ (4.14)
uy = ga(u1, uz).
Para estes sistemas admitir-se-4 que quer as fungoes g; e go, quer as suas
derivadas parciais sao continuas num dominio D do plano ujus. Por-
tanto, para qualquer ponto (u$,u3) € D o sistema diferencial (4.14), com
as condigoes uj(zo) = ul, uz(zo) = uy, tem uma tnica solugdo num certo
intervalo J que contenha xzg.

O estudo dos sistemas auténomos planares (4.14) tem um duplo interesse:
por um lado eles modelam um grande niimeros de processos dindmicos em
véarios ramos da Ciéncia e, por outro lado, o comportamento qualitativo das
respectivas solucoes pode ser ilustrado geometricamente no plano ujus.

O primeiro resultado é vilido para estes sistemas e nao é necessariamente
verdadeiro para os sistemas nao auténomos:

Teorema 4.3.1 Se u(x) = (u1(x),uz(x)) é uma solugao do sistema dife-
rencial (4.14) no intervalo |a, B, entao, para qualquer constante ¢, a fungao
v(z) = (u1(z + ¢),uz(x + ¢)) é também uma solugdo de (4.14) no intervalo

lao—¢, B —c].
Dem. Como v'(z) = u/(z +¢) e v/(x) = g (u(x)) entdo
V(@) =d(z+c) =g (v(x)),

pelo que v(z) é também uma solucdo de (4.14). m

No dominio D do plano ujug qualquer solugao de (4.14) pode ser en-
tendida como uma curva dada na forma paramétrica, u(x) = (u1(z), u2(z)),
com x como parametro.

A curva u(x) é designada por trajectéria, 6rbita ou caminho de (4.14)
e ao plano ujus chama-se plano de fase. Portanto, pelo Teorema 4.3.1,
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para qualquer constante ¢, as curvas u(x) = (u1(z), uz2(x)), com z €la, f[, e
v(z) = (u1(z+c),uz(z+c)), com x Ela— ¢, f—c[, que sdo solugodes distintas
de (4.14), representam a mesma trajectoria.

Teorema 4.3.2 Por cada ponto (u?,ug) € D passa uma unica trajectoria
do sistema diferencial (4.14).

Dem. Suponha-se, por contradicao, que existem duas trajectérias dife-
rentes, (u1(x),uz(x)) e (vi(x),v2(z)), que passam por (uf,u) . Entdo, pela
unicidade de solugio dos problemas de valor inicial, u1(zo) = u) = v1(z1) e
uz(wo) = ud = va(w1), com mg # 1.

Pelo Teorema 4.3.1, ul(x) := uj (v — 21 + 20) € ud(x) := uz(z — 1 + z0)
é também uma solugdo de (4.14). Como ul(w1) = ui(wg) = uf = v1(z1) e
ud(w1) = ua(wg) = u = va(w1), entdo, pela unicidade dos problemas de valor
inicial, tem-se que u}(z) = v1(z) e ul(z) = va(z). Portanto, (ui(z),u2(z)) e
(v1(z),v2(x)) s@o parametrizagoes diferentes que originam a mesma trajec-
téria. m

Exemplo 4.3.3 O sistema diferencial

Uy = ug
uh = —uy
tem infinitas solugoes
ui(z) = sen(x+c)
ug(z) = cos(x + ¢),

com 0 < ¢ < 2w, x € R, mas que representam a mesma trajectoria: a
circunferéncia unitdria ut + u3 = 1.

Definicao 4.3.4 Ao ponto (ul,u)) € D, onde as fungées g1 e g2 se anulam
simultaneamente, chama-se ponto critico de (4.14) (ou ponto de equi-

librio, ponto estaciondrio ou ponto singular).

Um ponto critico (ul,u9) diz-se isolado se ndio existir mais nenhum ponto

critico numa certa vizinhanga de (ul,u3).
De ora em diante por ponto critico designar-se-4 um ponto critico isolado.
Exemplo 4.3.5 No sistema

u'l = a11U1 + a12us (4.15)

!
Uy = a21U1 + G2uU2,

com ajiazy — aizaz1 # 0, existe apenas o ponto critico (0,0) em R2.
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Exemplo 4.3.6 No péndulo simples nao amortecido dado pelo sistema

u'l = ug

o 9
Uy = Lsen(ul),

existem uma inifinidade de pontos criticos, dados por (nm,0), n € Z, em R2,

Se (u¥,u9) ¢ um ponto critico de (4.14), entdo efectuando a substituicio
v = Ul — u(l)
V2 = U9 — ug

transforma-se (4.14) num sistema equivalente com (0, 0) como ponto critico.
Assim, sem perda de generalidade, considerar-se-a (0,0) como ponto critico
de (4.14).

Uma técnica possivel para estudar o sistema diferencial (4.14) na vizi-
nhanga do ponto critico (0,0) é aproxima-lo por um sistema linear da forma
de (4.15), na expectativa de que essa "boa" aproximagao fornega solugdes,
que sejam também "boas" aproximacoes das solugoes de (4.14).

Por exemplo, se o sistema (4.14) fosse escrito como

ull = a1iui + ajau2 + hl(ul, u2) (4.16)

ul2 = a91U1 + axpus + hQ(ula ’U,Q),
com h1(0,0) = ha(0,0) =0e

ha(u1,ug) ho(u1,us)

lim Ay 2L
VAT I R e VAT B
ug—0 ug—0

entao, pela teoria de estabilidade estudada nas seccoes anteriores, ter-se-ia:

Teorema 4.3.7 (i) Se a solu¢io nula de (4.15) é assimptoticamente estdvel
entao a solug¢do nula de (4.16) também é assimptoticamente estdvel.

(ii) Se a solucao nula de (4.15) é instdvel entao a solugao nula de (4.16)
também é instdvel.

(iit) Se a solugdo nula de (4.15) é estdvel entao a solugio nula de (4.16)
pode ser assimptoticamente estdvel, estdvel ou instdvel.

Se no sistema diferencial (4.14) as fungoes g1 (u1,u2) e g2(u1, uz) admiti-
rem derivadas parciais de 2* ordem continuas na vizinhanga do ponto critico
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(0,0), entao pela Férmula de Taylor, o sistema (4.14) pode escrever-se na
forma de (4.16) com

0
o= 20,0, a1z = 22(0,0), a1 = 22(0,0),

991 992

Ous ouq ~ u U9
Se (u§,u9) & um ponto critico de (4.14), entdo a fungdo constante u(x) =

(ul, 1Y) é solugdo de (4.14) e, pelo Teorema 4.3.2, nenhuma trajectéria pode

passar pelo ponto (u,u3).

=2(0,0).

O esquema de todas as trajectorias de um sistema designa-se por retrato-
fase do sistema e desde que as solugoes de (4.15) possam ser determinadas
explicitamente entao pode ser obtida uma descricao completa do seu retrato-
fase. Como a natureza das solugoes de (4.15) depende dos valores préprios

da matriz
s [ air a2 } ’

ou seja, das raizes da equagao
A2 — (a11 + ag2) A+ aniaze — azrar2 = 0, (4.17)
entao o retrato-fase de (4.15) depende quase inteiramente das raizes A1 e A2
de(4.17).
Assim, analisam-se em separado varios casos:

Caso 1: A\{ e )y sao valores proprios reais, distintos e com o

mesmo sinal

Designando por v! e v? os correspondentes vectores préprios entdo, pelo

Teorema 3.3.1, a solucao geral de (4.15) é dada por
Uy (x) ’U% Az ’U% Aox
=c et +c e 4.18
ey ] =o | 03 (415)
com cq,co € R.

Suponha-se que A\; > A2 (0 outro caso é andlogo).
Se A2 < A1 < 0 entdo todas as solugoes de (4.15) tendem para zero
quando z — 400, pelo que o ponto critico (0, O) é assimptoticamente estdvel.

No caso de ¢; = 0 e co # 0 obtem-se ug = 2u1, isto é, as trajectérias sao
2

. . V.

linhas rectas com declive —5. Analogamente, se ¢; # 0 e co = 0 tem-se a
1

recta uz = 2u1 Para obter outras trajectérias considere-se c; e co ambos
diferentes de zero. Entao
uz(x) clvle)‘lx + czv%e&” c1vs + cov3 2e(h2—X1)z
= oI 2 T (a—X1) (4.19)
ur(z)  cuieM® 4 couier? c1v1 + covie(ra—Ai)z?
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1
v.
tende para —%

131

quando x — 400, pelo que todas as trajectérias tendem

1
para (0,0) quando z — +00. Do mesmo modo, quando = — —oco todas as

2

. L, . . . . . V.
trajectérias se aproximam assimptoticamente da recta de declive —%.

1

v

b A W, e T T T Tl e, S T | - ”
e Ty Ty Ty Ty \.2._.-'- Vo L - e
e = " - 5 o s : 3 = . -'I ..'\ L J.. rf - - -
M o e i o, g s, VAR, TR - - -
o o . i N o . ! T =
. : - =t , e LY # — -3 T g
< T T S e S 1 T e E.
o | - - .l_ o T e = ,_l, - =
T T T T = = —~ - C =
S e e e | [ S ey S
R, i i
e A5 T L, | S e
- -——— ". s . B o e
S = f ;1-_‘__ N T T e
e ) R I e e
e o ] e ¥ * M e e ay
[
<R ! L - ., - K
et it 1 W W Nor g Sttt iy BN
- Ploge N w - v -
- : 't !
" A ;
l T, e 5 =

Retrato-fase para A\ = —4e A\ = —1

2
Esta situacao pode ser ilustrada para um declive Z—% = /2 pela figura

1

seguinte, na qual o ponto critico se designa por né estdvel.

b Uq
. .
H‘.H'«. N / &
HHH / 1 ;\_
., T / .
g P e
| | et b 1 L H-\-..H_ e o
o —
=3 -1 = e, 1 2 T e — ____TI_E._
v . el
e E =
// == “"k\ = e
7 ~ =, gk
S -2 e
Pt
2 , .
L v
Trajectérias para % = V2 Grafico de uy(x)
1

Se 0 < A2 < Aj entdo todas as solucgoes nao triviais (4.15) tendem para
infinito quando z — o0, pelo que o ponto critico (0,0) ¢é instdvel. As
trajectérias sao como no caso Ay < A; < 0, mas com sentidos opostos.

2

uando x — —o00, as trajectdérias tendem para (0, 0) com declive -4 e quando
) J p ) q
1

(%
v
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T — 400 aproximam-se assimptoticamente da recta ug = %ul. Neste caso
o ponto de equilibrio (0,0) ¢ designado por né instavel.

Caso 2: )\ e )\ sao valores préprios reais, distintos e com sinais
opostos

A solugao geral do sistema (4.15) é também dada por (4.18). Considere-
se que Ao < 0 < A1. Se ¢; =0 e 2 # 0 entao tem-se, tal como no primeiro
€aso, Uy = %ul e, tanto ui(x) como ug(x), tendem para zero quando z —
+00. )

Se c1 #0 e co =0 entao ug = Z—?ul, ui(z) e ug(z) tendem para infinito
quando z — 400 e aproximam-se de zero quando z — —o0.

Se ¢; e ¢ sa0 ambos nao nulos entéao, por (4.19), Z—f tende para % quando
xr — +o00. Portanto, as trajectérias aproximam-se assimptoticamente da

1
. V. s
recta com declive e quando x — +o0. De modo andlogo, quando z — —o0,
1

2
. 4. v ~
as trajectérias tendem para a recta ug = U—%ul. Ambas as fungdes, ui(z) e
1

uz(x), tendem para infinito quando z — +o0.

Uz Uy
\ - /
\x\ 2 ,/”
N {,"
\‘ 1=/ E
\‘ [y
1 | 3 | I
-2 -1 1 2 Uy %
Jf1 \L'\
77N, =
/ “Zr N
/ X
Trajectorias para Ao = —1, Ay =3 Grafico de uy(x)

Este tipo de ponto critico chama-se ponto de sela e é um ponto critico
instdvel.

Caso 3: A\ =X =\

Pelo Teorema 3.3.4, a solugao geral do sistema (4.15) ¢ da forma

[ Z;Eg } = [ 1+(le1135_ Az } A 4 ¢y [ 1+(;I2122x_ Ve . (4.20)

com cq,co € R.
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Se A < 0, ui(z) e uz(z) tendem para zero quando x — +oo pelo que o
ponto critico (0,0) de (4.15) é assimptoticamente estédvel. Por outro lado,
por (4.20),

uz(x) 2+ [agicr + (a2 — N) co]
= ) (4.21)
ui(x) e+ Jaeces + (@11 — A) 1]

Em particular, se ajo = a21 = 0 e a;1 = aga # 0, pela equagao (4.17)
tem-se A\ = aj;] = ago. Assim a razdo anterior reduz-se a Z—f = i—f, pelo
que todas as trajectoérias sao linhas rectas com declive g—f Nesta situacgao o
campo de direcgoes é dado pela figura seguinte e a origem designa-se por né
préprio estavel.

—— J__r"
Pl
fff iy
P
i
F A

A= a1 = an

No caso geral, quando z — 00,

uz() _ et (a2 — Ny am
ur(xz)  arpca+ (a1 — N ann— A
pois, pela equagao caracteristica, (a;; — A) (a2 —A) = aj2ag;. Portanto,

quando x — Z+o00, todas as trajectérias sao assimptdticas com a recta uo =

a21 3 3 = 2 o 2 . -
AU A origem diz-se entdo um né impréprio estavel.

Se A > 0, todas as solugoes tendem para +oo quando  — +00 e o ponto
critico (0,0) de (4.15) ¢é instdvel. As trajectdrias sdo andlogas as do caso
A < 0 excepto no sentido do movimento que é o inverso, como se ilustra na
figura seguinte.
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N BA
j

o | 1 & Ly :—”’ 1 2 x
- o _\
-2 _\ e \
Trajectérias para A =2 Grafico de up(x)

Caso 4: )\ e A\ sao nimeros complexos conjugados

Designe-se A1 = a+ 15 e A\a = a — i3 e considere-se 5 > 0. Se o vector
préprio da matriz A, correspondente a A1, for v = vy + iv9, entdo a solugao
do sistema (4.15) pode ser escrita como

u(@) = el (y) +ivy) = €2 (cos(Bx) + isen(Bz)) (v1 + iva)
= e (v1 cos(Bx) — vesen(fx)) + 1e* (visen(Bz) + vg cos(fx)) .

Pelo Exercicio 3.3.8,

ui(x) = € (v1 cos(Bx) — vasen(fz))

ug(x) = € (visen(Bzx) + vg cos(Sz))

sao duas solugOes reais, linearmente independentes de (4.15). Além disso
toda a solugao de (4.15) & forma

u(z) = crur(z) + coua(z),
que, pelas propriedades trigonométricas pode ser escrita como

ui(z) = rie® cos(fx — d1)

uz(z) = r2e™” cos(fx — d2), (4.22)

com ry > 0, r9 >0, 01 e 0o constantes.

Se a = 0 as fungoes uj (z) = r1 cos(fx —d1) e ua(x) = rg cos(fx — d2) sdo
periddicas, de periodo %T, e limitadas. Cada trajectéria comeca num ponto
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(uf,ud), para x = z*, e regressa ao mesmo ponto quando z = z* + 2r Entéo
as trajectorias sao curvas fechadas em torno do ponto critico (0,0), que é
estdvel, mas nao assimptoticamente estdvel, e que se designa por centro.

Uzk Uy

7
Y
|

Centro Grafico de up(x)

Se a < 0 o factor e*® transforma as curvas fechadas simples em espirais.
Isto acontece porque o ponto

(ul (%”) s (%”)) = &5 (w1 (0), 42 (0)

fica mais préximo da origem que (u; (0),us2 (0)). Neste caso o ponto critico
(0,0), que é assimptoticamente estdvel, designa-se como um foco ou
ponto de espiral.

Uz Uy

=k

II\J

1
Va
!

L8]

=

2 4 — x
5, b
-1

Sl

Foco estdvel (a < 0) Grafico de ui(x)

Se a > 0 todas as trajectérias de (4.15) s@o espirais que se afastam
da origem, quando x — +o00. Neste caso o ponto critico (0,0) é instédvel e
designa-se por foco instavel.

Os casos anteriormente estudados podem ser resumidos no teoremas
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Teorema 4.3.8 Sejam A1 e Ao 0s valores proprios da matriz A do sistema
diferencial (4.15). O comportamento das suas trajectorias, na proximidade
do ponto critico (0,0), caracteriza-se por:

1. nd estdvel, se A\1 e A2 sdo reais, distintos e negativos;
2. nd instdvel, se \1 e Ay sdo reais, distintos e positivos;

3. ponto de sela (instdvel), se \1 e \o sdo reais, distintos e com sinais
contrarios;

4. no estdvel, se A1 e Ay sdo reais, iguais e negativos;
5. nd instdvel, se A\1 e Ay sdo reais, 1guais e positivos;
6. centro estdvel, se A1 e Ao sdo imagindrios puros;

7. foco estdvel, se A1 e Ao sao complexos conjugados com a parte real
negativa,

8. foco instdvel, se A1 e Ao sdo complexos conjugados com a parte real
positiva.

Um esquema da anédlise da estabilidade do sistema (4.15) pode ser ilustrado
pela figura seguinte, definindo p := Tr(A), q := det(A) e A = p? — 4q.

q

Asymp. stable, spiral point HE I S iR i
|y Stable Fir

AL LN g

= center Nt

Asymp. stablz nstable
node A-pE_dg=0 @ node

r

Unstable, saddle paint

A=piodg>0 %

Diagrama de estabilidade de (4.15)
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O comportamento do sistema diferencial (4.15) perto da origem também
determina a natureza das trajectérias do sistema nao linear (4.16), na
vizinhanca do ponto critico (0,0).

Teorema 4.3.9 No sistema diferencial (4.15), sejam A1 e A2 os valores
proprios da matriz A. Entao:

1. O sistema diferencial nao linear (4.16) tem o mesmo tipo de ponto
critico na origem que o sistema linear (4.15), quando:

(i) A1 # A2 e (0,0) é um né do sistema (4.15);

(i) (0,0) é um ponto de sela de (4.15);

(iii) A1 = A2 € (0,0) nao é um nd préprio do sistema (4.15);
(iv) (0,0) é um foco de (4.15).

2. A origem nao é mecessariamente o mesmo tipo de ponto critico nos
dois sistemas. Mas :

(i) se A1 = X2 €(0,0) é um nd proprio do sistema (4.15), entao (0,0)
é, ou um nd, ou um foco do sistema (4.16);

(i) se (0,0) é um centro do sistema (4.15), entio (0,0) é, ou um
centro, ou um foco do sistema (4.16).

Exemplo 4.3.10 O sistema diferencial nao linear

!/
e 1 —
“ e (4.23)

tem como pontos criticos (1,1) e (—1,—1).

No primeiro caso, com as mudancas de varidvel vi =uy — 1 evg = ug — 1
obtem-se um novo sistema

vi=1—(v1+1)(va+1)=—v; —v2 —viv2

4.24
”,2:(U1+1)—(112—1-1)3:2}1—32}2—31)%—2}%. ( )

Este qltimo é um caso particular de (4.16) com hy(v1,v2) = —v1va e ha(v1,v2) =

—3v3 — v3 e que verificam

fi 110 02) o, halnsuz)

u1—0, /u? + u2 Z;:g\/u%%—u%

ug—0
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O sistema linear associado a (4.24) é

/
V3 = —V1 — V2
4.2
vh = v — 3vg, (4.25)
onde a matriz
-1 -1
1 -3
tem os valores proprios A1 = Ay = —2, e a solugdo nula do sistema (4.25) é

assimptoticamente estdvel. Pelo Teorema 4.3.7, a solucdo nula do sistema
(4.24) também é assimptoticamente estdvel. Entdo o ponto critico (1,1) do
sistema (4.23) é assimptoticamente estdvel.

Por outro lado, pelo Teorema 4.3.8, a solu¢ao nula do sistema (4.25) é um
nd estdvel e, pelo Teorema 4.3.9, a solugao nula do sistema (4.24) é também
um nd estdvel. Logo, o ponto critico (1,1) de (4.23) é um nd estdvel.

De modo andlogo, para o ponto (—1,—1), utiliza-se a substitui¢ao vi = u;+1
e vg = uz + 1 para obter o sistema

Uizl—(vl—l)(vz—l):’Ul-i—’Ug—UlUQ (426)
vl = (v — 1) — (v — 1)* = v1 — 30y + 303 — 3. '
O sistema linear associado é
vy = 1 v (4.27)

vy = v — 3vg,

e a matriz

-1 -1

1 -3
tem os valores proprios \j = —1++/5 >0 e Ay = —1 — /5 < 0. A solugdo
nula do sistema (4.27) é um ponto de sela instdvel. Para o sistema nao

linear (4.26), a solu¢ao nula também é um ponto de sela instdvel. Entdo o
ponto critico (—1,—1) do sistema (4.283) é um ponto de sela instavel.

4.4 Ciclos limite e solugoes periédicas
Antes da formalizacao de conceitos veja-se o seguinte exemplo:

Exemplo 4.4.1 No sistema de equagoes diferenciais nao lineares

u) = —up +up (1 —uf —ud)
2_12)

uh = uy +ug (1 —uf — uj (4.28)
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o termo u3+u3 aparece em ambas as equagdes, pelo que "sugere” a introducdo
de coordenadas polares (r,0), com uy = rcosf e uy = rsen 0. Derivando
membro a membro a relagio r* = u2 + u3 tem-se
d dr
2 / !
—r4 = 2r— = 2ujuy + 2usu
dx dx ! 2

— 2(u%+u%) —Z(U%—i—u%)Q = 2r? (1 —7“2)

dr
— =7r(1-7r?).
—=r(1-r)
De modo andlogo obtem-se
do d 1 I ! 2 2
@_d . (@) _ _2u1u2 uz?;l _ ué +ug _
uy gy (ﬂ> uy + uj
u1

Entao, (4.28) é equivalente ao sistema

=r(-r)

(4.29)
Je [
el
que tem como solugao geral
ra) = =
Vi (1=g) e
(9(37) = T+ (90,
com rg =1(0) e 0y = 6(0). Assim, a solugao geral de (4.28) serd
up(r) = ——=L0o—cos(x + 0
1( ) r%-}—(l—’/‘g)e*zz ( 0)
(4.30)

ug(r) = —L0—o—sen(x + 6p),

2< ) r§+(lfrg)e*2z ( 0)
que também define as trajectorias de (4.28) no plano ujuz. Se ro = 1, a
trajectoria obtida é a circunferéncia unitdria

ui(x) = cos (z + )

ug(x) = sen(x + 6p), (4.31)

percorrida no sentido directo, pelo que a solucdo é periddica de periodo 2.
Se ro # 1, as trajectorias definidas por (4.30) nao sao fechadas (logo nao
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sao periddicas) mas percorrem um caminho em espiral.

Serg < 1, as trajectdrias sdo espirais que permanecem no interior da circun-
feréncia (4.31), aproximando-se dela quando x — 400 e, quando x — —o0,
tendem para a origem, que é o unico ponto critico de (4.28). Se ro > 1, as
trajectdrias sao espirais no exterior do circulo, aproximando-se da circunfe-
réncia (4.31) quando x© — +o0.

Estes vdrios casos sao ilustrados na figura sequinte.

=\
\
= j T
A

_-1 gy

Ciclo limite

A existéncia de trajectdrias em espiral aproximando-se de uma circunfe-
réncia, vélida em sistemas nao lineares, nao é possivel para sistemas lineares.
Quais sao, entao, as condi¢es para a sua existéncia?

Definicao 4.4.2 Uma trajectoéria fechada do sistema de equagdes diferenci-
ais (4.14), da qual se aprozimam, pelo interior ou pelo exterior, trajectorias
de (4.14), nao fechadas e em espiral, quando x — +00 ou quando x — —oo,
diz-se um ciclo limite de (4.14).

O préximo teorema indica condigOes suficientes para a existéncia de ciclos
limites do sistema (4.14):

Teorema 4.4.3 (de Poincaré-Bendixson) Seja u(z) = (u1(z), uz(x)) uma
solugdo do sistema de equagées diferenciais (4.14), que permanece numa
regiao limitada do plano ujus e que ndo contem nenhum ponto critico de
(4.14). Entdo a sua trajectdria aprorima-se em espiral de uma curva sim-
ples e fechada, que é ela prépria a trajectdria de wma solucao periddica de

(4-14).
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Exemplo 4.4.4 Considere-se a equagdo diferencial
g+ (22 43)° 1)y +y =0,
a qual é equivalente ao sistema

U =2 (4.32)
uh = —uy + ug (1 — 2uf — 3u3) . '

Para qualquer solugio u(x) = (ui(z),u2(z)) de (4.32) tem-se
(ui(@) +u3(@))" = 2u(w)e(2) + 2un(w)up(a)
= 2(1-2ui(z) — 3uj(z)) uj(z).

Como o factor 1 — 2u}(z) — 3ud(x) é positivo para u? + u} < 3 e negativo
para u? +uj > %, entdo a funcdo u3(z)+ud(x) é crescente no primeiro caso
e decrescente no sequndo.

Assim, se u(x) comegar no anel % <ul+ul < % em g, permanecerd
no anel para qualquer x > xg. Por outro lado, como o anel nao contem
nenhum ponto critico de (4.32), o Teorema 4.4.3 garante que a trajectoria
desta solugdo se aprorima em espiral de uma curva simples e fechada, que
¢ ela propria uma solugao periddica nao trivial de (4.32).

Também podem ser obtidas condi¢Ges para a nao existéncia de trajec-
torias fechadas, logo, em particular, de ciclos limites do sistema (4.14):

Teorema 4.4.5 (de Bendixzson) Se a fungio

0g1 092
8—u1(u1, ug) + a—u2(u1, ug)

tem sempre o mesmo sinal no dominio D, entio o sistema (4.14) nao tem
trajectorias fechadas em D.

Dem. Seja S uma regiao de D limitada por uma curva fechada C. Pelo
Teorema de Green, tem-se

/C [91 (u1, u2) dug — g2 (u1, u2) dug] (4.33)

0 0
= // <a—z11(ul,u2) + a—ZZ(ul,UQ)> dulduQ.
S
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Seja u(z) = (u1(z), uz(x)) uma solugao de (4.14) cuja trajectéria é a curva
fechada C em D e represente-se por w o respectivo periodo. Entao

/ [91 (w1, u2) duz — g2 (u1, uz) dui]
c

= /Ow l:gl (Ul(ﬁ),’l@(x)) du;il(‘l‘) — g2 (U1($),u2(x)) du;i$):| de — 0.

Por (4.33), obtem-se

0 0
// <8—zi(ul,1@) + 8—£(U1,UQ)> duidug = 0.
S

Contudo este integral apenas poderd ser nulo se a fungao integranda mudar
de sinal, o que contradiz a hipétese assumida. m

Exemplo 4.4.6 Considere-se o sistema de equagoes diferenciais nao linea-

res s
/
Uy = U1 (u1+u2—2u1—3)—U2

uh = ug (uf +u3 — 2u1 — 3) + uy. (4:34)
Neste caso
dg1 092, o 2 _ 3\ , 33
a—m+8—w—4u1+4u2—6u1—6—4 Ul—Z +U2—1—6 s

pelo que g—fﬁ—i—g—gz < 0 no disco D com centro em (3,0) e raio 1,436. Entio,

pelo Teorema 4.4.5, ndo existe nenhuma trajectoria fechada em D.

4.5 Meétodo directo de Lyapunov para sistemas
autéonomos

Um sistema mecanico é estavel se a energia total (soma da energia
potencial com a energia cinética) decresce de modo continuo. Estas duas
energias sao sempre quantidades positivas e anulam-se quando o sistema estd
em descanso total. O método directo de Lyapunov usa uma funcao energia
generalizada, funcao de Lyapunov, geralmente designada por V, para
estudar a estabilidade das solugoes de um sistema de equacoes diferenciais.
A principal vantagem deste método reside no facto de a estabilidade poder
ser discutida sem prévio conhecimento das solugoes.
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Considere-se o sistema auténomo
u = g(u), (4.35)

com a funcdo g = (g1,...,9n) € as derivadas parciais g%, 1 <145 <n,
continuas num conjunto aberto {2 C R™ contendo a origem. Assim, para
qualquer u® € ©Q, o problema de valor inicial (4.35), (3.2) tem uma tnica
solugdo num intervalo que contenha zg. Para que o sistema (4.35) admita a
solugao trivial e a origem seja um ponto critico isolado, considera-se ainda
que g(0) =0 e g(u) # 0 para u # 0 numa certa vizinhanga da origem.

Seja V(u) uma fungao escalar continua definida em © e V'(0) = 0.

Definicao 4.5.1 (i) V(u) diz-se definida positiva em ) se, e sé se,
V(u) >0 para u € Q, u # 0.

(ii) V(u) é semi-definida positiva em Q) se V(u) > 0, Vu € Q (com V (u)
nao identicamente igual a 0).

(iit) V (u) diz-se definida negativa ( semi-definida negativa) em § se,
e 56 se, =V (u) é definida positiva (semi-definida positiva) em §.

Para maior facilidade de demonstragao, nos préximos resultados considera-
se a norma euclidiana, também representada por ||.|| .

Definicao 4.5.2 Uma fungao ¢(r) pertence a classe K se, e sé se, ¢ €
C ([0, p[,RT), #(0) =0 e ¢(r) é estritamente crescente.

Como V(u) é continua, para r suficientemente pequeno e 0 < r < d
tem-se
V(u) < maxV(v), V(u)> min V(v) (4.36)

T ll<r 7 r<|vll<d

na hiper-esfera ||u|| = . Os segundos membros de (4.36) sdo fungdes moné-
tonas de r e podem ser estimadas com recurso a funcoes da classe K . Assim,
existem duas funcées p, ¢ € K tais que

p([[ul]) < V(w) < q([lul)- (4.37)

O primeiro membro de (4.37) permite uma definigdo alternativa para
que V(u) seja definida positiva:

Definicao 4.5.3 A fun¢ao V(u) é definida positiva em 2 se, e s6 se, V(0) =
0 e existe uma fungao p(r) € K tal que p(r) < V(u), para w € Q e ||ul]| =r.
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Exemplo 4.5.4 (i) A funcdo V(ui,ug) = ciu? + cou3, com ¢ e ¢y cons-
tantes positivas é definida positiva em R2.

(i3) V (u1,u,u3) = cru? + cau3, com c1 e cz constantes positivas é semi-
definida positiva em R3, porque se anula no eizo us.

(#i) V (u1,u2,uz) = crus + (coug + 03U3)2, com ¢1 > 0, é semi-definida po-
sitiva em Q = R3, porque se anula ndo sé na origem mas também na linha
coug + csuz = 0Au; = 0.

(iv) A funcio V(ui,uz) = u2 +u3 —uj —u3, é definida positiva no interior
do circulo unitdario porque V (u1,uz) > ||ull® — |[ull*, para ||Jul| < 1.

Defina-se o conjunto
Sp = {u € R : Jull < p}
e seja u(x) = u(x,zo,u’) uma solugdo do problema (4.35), (3.2), tal que

|lu(z)|| < p para x > xp. Como o sistema (4.35) é auténomo ¢é sempre
possivel considerar zy = 0. Para V € C! (S,,R) tem-se

LV = 8g?§f)u’1(:c)+...+8(;/5:)%(95)
= Z ) i) = grad (V) gla): (439)

Portanto a derivada de V' (u), em relagao a z, ao longo da solucao u(x) de
(4.35), fica conhecida, embora nao se tenha explicitamente a solugao.

Para o estudo da estabilidade da solugao trivial de (4.35), apresentam-se
trés resultados:

Teorema 4.5.5 Se existir uma fun¢do escalar definida positiva, V(u) €
C'(S,,R) (funcdo de Lyapunov) tal que d%V(u) < 0 em S,, entao a
solugdo trivial do sistema (4.35) é estdvel.

Dem. Como V(u) é definida positiva, existe uma fungao p € K tal que
p(JJull) € V(u), para qualquer v € S,. Dado € tal que 0 < € < p, pela
continuidade de V(u) e V(0) = 0, é possivel encontrar-se § = d(e) > 0 tal
que ||u®|| < & implica V(u®) < p(e).

Se a solugao trivial do sistema (4.35) for instdvel, entdo existe uma
solugao u(z) = u (z,0,u") de (4.35) tal que ||[u°|| < 6 e que que [Ju(z1)| =€
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para um certo z; > 0. Contudo, como d%V(u) <0em S,, entao V(u(z1)) <
V (u®) e obtem-se a contradicio

p(e) = p(llu(z1))) < V(u(z1)) < V(u°) < p(e).

Portanto, se ||u°|| < & tem-se obrigatoriamente que [Ju(z)|| < € para todo
x >0, o que implica que a solugdo trivial do sistema (4.35) é estdvel. m

Teorema 4.5.6 Se existir uma funcao escalar definida positiva, V(u) €
C'(S,,R) tal que d%V(u) ¢ definida negativa em S,, entdo a solucao trivial
do sistema (4.35) é assimptoticamente estdvel.

Dem. Como se verificam todas as hipéteses do Teorema 4.5.5, entao
a solugao trivial de (4.35) é estavel. Portanto, dado € tal que 0 < € < p,
suponha-se que existem § > 0, A > 0 e uma solucdo u(z) = u (x,O,uO) de
(4.35) tal que

A < |u(x)|| < € para z > 0, HUOH < 0. (4.39)

Como d%V(u) ¢é definida negativa, existe uma funcao p € K tal que

LV (u(a)) < ~p (Ju(z)]).

Por outro lado, como [ju(x)|| > A > 0, para > 0, eviste uma constante
d > 0 tal que p (JJu(z)]]) > d, para > 0, e
d

%V(u(x)) <—-d<0, z>0.

Ora, isto implica que

T
V(u(z)) =V (u) + / %V(u(t))dt <V(u®) — zd
0

e, para x suficientemente grande, o iltimo membro torna-se negativo, o que
estd em contradicao com o facto de V(u) ser definida positiva. Assim, nao
¢ possivel existir esse tipo de A que verifique (4.39).

Além disso, como V(u(x)) é positiva e uma fungdo decrescente de x,
tem-se que lim V(u(z)) = 0. Portanto, lim |u(z)| = 0, o que implica

T—+00 r—+00

que a solugao trivial de (4.35) é assimptoticamente estdvel. m

Teorema 4.5.7 Se existir uma funcdo escalar V(u) € C!(S,,R) tal que
V(0)=0ce d%V(u) é definida positiva em S, e, em qualquer vizinhangca N
da origem, N C S,, existe um ponto u® onde V(u’) > 0, entdo a solucio
trivial do sistema (4.35) é instdvel.
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Dem. Seja r > 0 suficientemente pequeno tal que a hiper-esfera
Sy ={uecR":||jul| <r} CS,.

Defina-se M := ”m|.|a<x V(u) e repare-se que, pela continuidade de V', M é
ul|<r

finito. Considere-se 1 tal que 0 < r; < r. Entao, por hipdtese, existe um
ponto u? € R™ tal que 0 < HuOH < r1 e V(u®) > 0. Ao longo da solugio
u(z) = u(z,0,u°), para > 0, LV (u) ¢ positiva, pelo que V(u(z)), com
x > 0, é uma fungdo crescente e V(u(0)) = V(u®) > 0. Este facto implica
que esta solugdo u(z) ndo se pode aproximar da origem, pelo que

d
f _
inf de(u(x)) m >0,

V(u(z)) > V(u®) +maz, para x > 0. Contudo este segundo membro pode ser
maior que M, para z suficientemente grande, o que mostra que u(x) saird
da hiper-esfera S,. Ou seja, a solugao trivial de (4.35) é instdvel. m

Exemplo 4.5.8 No sistema

uh = —uqud
u’l o 2 (4.40)
2 = U2y

escolhe-se a fungao definida positiva V(ui,u2) = u‘l1 + u% em Q = R2.

Derivando, obtem-se que d%V(ul,uQ) = 0 e, portanto, a solucao trivial de
(4.40) é estdvel.

Exemplo 4.5.9 Para o sistema

uy =ug 4+ uy (r? — uf — u)

ubh = —uy +ug (r? — uf — uj)

(4.41)
considere-se a funcio definida positiva V(ui,uz) = u? + u3 em Q = R2,
Deriwvando, tem-se a fungao

d
%V(ul,w) = =2 (uf +u3) (v} +uj —1?),
a qual, para r = 0, é definida negativa, pelo que a solugao trivial de (4.41)
é assimptoticamente estdvel. Por outro lado, se r # 0, d%V(ul,uQ) fica
definida positiva na regiGo u? + u3 < r2. Logo, neste caso, a solugio é
instdvel.
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4.6 Meétodo directo de Lyapunov para sistemas
nao auténomos

O método de Lyapunov também pode ser aplicado para estudar as pro-
priedades de estabilidade das solugoes dos sistemas de equacoes diferenciais
(3.1), isto &, em forma abreviada

' = g(z,u).

Considera-se que a fun¢ao g(z, u) é continua para todo (x,u) € [z, +00[x.S),
o > 0 e com regularidade suficiente para que o problema de valor inicial
(3.3) tenha uma tinica solugao em [z¢, +-00[ para todo u® € S,. Para que o
sistema (3.1) admita a solugao trivial, supde-se que g(z,0) = 0.

Neste contexto, ¢ claro que uma func¢ao de Lyapunov para o sistema (3.1)
tem que depender de x e de u, isto &, V = V(x,u).

Definigao 4.6.1 Uma funcdo real V(x,u) definida em [xg,+00[xS, € de-
finida positiva se V(x,0) =0, x > xg, e ezistir uma fungao p(r) € K tal
que p(r) < V(z,u), ||u]| =r, (x,u) € [zg, +00[xS,.

A fungio V(z,u) é definida negativa se V(z,u) < —p(r).

Definigao 4.6.2 Uma funcdo real V(z,u) definida em [xg,+00[xS, € de-
crescente se V(x,0) = 0, x > xg, e existir h, 0 < h < p, e uma fungdo
q(r) € K tal que V(x,u) < q(||u|]) para ||u|| < h ez > xg.

Exemplo 4.6.3 (i) A funcao
V(z,ui,ug) = (1+ sean) u? + (1+ cos? z) u3

é definida positiva em [0, +o0o[xR2, pois V(z,0,0) = 0 e p(r) = r2 € K
verifica a desigualdade p(r) < V(z,ui,u2). A func¢io também é decrescente
pois q(r) = 2r? € K verifica V (z,u1,us) < q(r).
(ii) A fungao

V(z,uy,uz) = us + (1+ 132) u’
é definida positiva em [0,+00[xR? mas ndo é descrescente, uma vez que
pode ser suficientemente grande, para ||u|| arbitrariamente pequeno.

E ainda necessério considerar que V(z,u) € C! ([xg, +00[xS,, R) para
que se obtenha
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" OV du;
Ou; dz

d . oV
%V(a:,u) =V*(z,u) = e + 2

Neste contexto, interessa a derivada de V(x,u) ao longo da solucao u(z) =
u(w, 2o, u’) do sistema diferencial (3.1). Ou seja

Os préximos teoremas sobre estalidade e estabilidade assimptética da
solugao trivial do sistema (3.1) sdo anédlogos aos resultados do caso auténomo:

Teorema 4.6.4 Se existir uma fungdao escalar definida positiva, V(x,u) €
C* ([wg, +o0[x Sy, R) (fungdo de Lyapunov) tal que

V*(x,u) <0 em [xg,+00[XS,,
entdo a solugdo trivial do sistema (3.1) é estdvel.

Teorema 4.6.5 Se existir uma funcdo escalar definida positiva e decres-
cente V(z,u) € C1 ([zg, +00[xS,, R) tal que V*(z,u) é definida negativa em
[0, +00[x.S,, entdo a solugao trivial do sistema (3.1) é assimptoticamente
estdvel.

Exemplo 4.6.6 (i) A equacao diferencial
y' +p(x)y =0,
com p(x) > >0 ep(z) <0 para x € [0,400][, é equivalente ao sistema

up = ug

b — (@) (4.42)

Para este sistema considera-se a fun¢do escalar V (x,uy, us) = p(x)u? + u3,
que ¢é definida positiva em [0, +oo[xR2. Como

V*(z,u) = p'(x)u? + 2p(x)urug + 2us (—p(z)ur) = p'(2)ud <0
em [0, +oo[xR2, entdo a solucdo trivial de (4.42) é estdvel.
(ii) Considere-se o sistema
up = —an(z)ur — aa(z)ug
4.43
uh = ag(x)u; — ax(x)us, ( )
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onde ag1(z) = aiz2(x), an(x) > 6 > 0 e ag(r) > § > 0 para qualquer
x € [0,+00[. A fungdo escalar V(x,uy,uz) = u? + u3 ¢é definida positiva e
decrescente em [0, +o0o[xR? e

V¥x,u) = 2uj(—a11(z)u; — ara(z)uz) + 2ug (ag1(x)ur — agg(x)us)
= —2a11(2)u? — a0 (z)ud < 26 (u% + u%) ,

em [0, +00[xR2. Logo a solugio trivial de (4.43) é assimptoticamente es-
tdvel.

A solugao trivial do sistema (3.1) serd instdvel caso se verifiquem as
seguintes condicoes:

Teorema 4.6.7 Se existir uma fungio escalar V(z,u) € C* ([xg, +00[xS,, R)
tal que:

(2) |V(z,u)| < q(|Ju|)) com q € K e para qualquer (x,u) € [xg, +00[xSp;

(ii) para § > 0 arbitrdrio existe u® com ||u®| < & tal que V(wo,u’) < 0;
(iii) V*(x,u) < —p(||ul]) para p € K e qualquer (x,u) € [xg, +00[xS,;

entdo a solugdo trivial do sistema (3.1) é instdvel.

Dem. Suponha-se, por contradigdo, que a solugao trivial de (3.1) é
estével.

Entao para qualquer ¢ > 0, com € < p, existe 6 = d(e) > 0 tal que
|u®|| < & implica que [Ju(z)|| = ||u(z, z0,u’)|| < € para z > xo.

Considere-se u tal que |[u’|| < & ¢ V(zo,u’) < 0. Como |[u°| < 6
tem-se ||u(x)|| < e. Portanto, a condicao (i) garante que

|V (z,u)| < q(JJu(z)]) < q(e) para todo x > xo. (4.44)

Pela hipétese (iii) obtem-se que V(x,u(x)) é uma fungdo decrescente pelo
que, para x > xg, se tem V(x,u(z)) < V(zg,u’) < 0. Ora isto implica que
V(@ u(@))] > |V(20,u®)]| e, pela condicio (i), [[u(@)] = g~ (|V (z0,u0)])

Pela condicao (iii), sabe-se que V*(z,u(z)) < —p(||lu(x)]|). Integrando
esta desigualdade entre xy e x tem-se

V(w,u(z)) < Vo, u®) - / " p(lu()llde.

zo

Contudo, como |ju(z)|| > ¢! (}V(ﬂco,uo)‘), conclui-se que p(|ju(x)|) >
plg” (‘V(fﬁmuo)‘)) e, portanto,

V(z,u(z)) < V(zo,u®) — (& — z0) plg ™ (|V (20, u")|)).
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Assim, tem-se que hrf V(z,u(x)) = —o0, o que contradiz (4.44). Logo a
T—>100

solugao trivial de (3.1) ¢ instavel. m

Exemplo 4.6.8 No sistema

/ — —
u/l = a11(x)u; — ara(z)usg (4.45)
uy = ag1(z)ur + a(r)us,
com agi(z) = aiz2(x), aj1(x) > 6 > 0 e age(x) > 6 > 0 para qualquer
€ [0, 400, defina-se a fungio escalar V(x,u1,uz) = — (v +u3). Para

todo (x,u) € [0, +00[xR? tem-se

2

|V (x,u1,u)| < u% + u% =r=q(r),

para (u1,uz) # (0,0), V(z,u1,u2) <0 e

V¥, ur,u) = =2 (arn(z)uf + ag(z)u3)
< =26 (u +u3) = —26r* = —p(r).

Como se verificam as condi¢oes do Teorema 4.6.7, a solugao trivial de (4.45)
é instdvel.

Pode mesmo obter-se condicoes que garantam uma estabilidade uni-
forme:

Teorema 4.6.9 Se existir uma funcdo escalar definida positiva e decres-
cente V(z,u) € C! ([wg, +o0[xS,, RT) tal que V*(z,u) < 0 em [xo, +00[XxS,,
entao a solugdo trivial do sistema (3.1) é uniformemente estdvel.

Dem. Como V(z,u) é definida positiva e decrescente, existem fun¢oes

p,q € K tais que
p([[ull) < V(z,u) < q([ul]) (4.46)

para (z,u) € [zg,+00[xS,. Para cada €, com 0 < € < p, escolha-se § =
d(e) > 0 tal que ¢ (&) < p(e).

Pretende-se provar que a solugao trivial do sistema (3.1) é uniformemente
estével, isto €, se 1 > xg e ||z1]] < ¢ entdo ||u(z)|| < € para todo x > x;.

Suponha-se que isto ndo acontece.
Entao existe xo > x1 tal que z1 > zg e ||u(z1)|| < ¢ implica que

[uz2)| = €. (4.47)
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Integrando V*(z,u(z)) < 0 em [z1,z] tem-se que V (z,u(z)) < V(z1,u(x1))
e, para T = T,

p(e) = p(lulz2)l]) <
< q(lu(z)]) <q(0) <p(e).

Isto contradiz (4.47), pelo que nao existe nenhum z2 nestas condigdes. Logo
a solucao trivial de (3.1) é uniformemente estdvel. m

Coroldrio 4.6.10 Se existir uma func¢do escalar
V(z,u) € C ([zg, +00[xS,, RT)

que verifique (4.46) e seja ndo crescente em x, para toda a solugio u(x) de
(8.1) com ||u(x)|| < p, entdo a solugdo trivial do sistema (3.1) é uniforme-
mente estdavel.

Exemplo 4.6.11 Considere-se o sistema (4.43). A fungdo V(z,u1,u2) =
u? + u3 ¢ definida positiva, decrescente e V*(z,u1,us) < 0 para todas as
solugoes de (4.43). Entao a solugdo trivial de (4.43) é uniformemente es-
tdvel.

Para terminar este tema saliente-se que o principal inconveniente do
método directo de Lyapunov estd relacionado com o facto de nao haver
um método geral que permita construir a fun¢ao V(z,u). Apesar disso, em
muitos casos de sistemas de equagotes diferenciais essa construgao é possivel.

4.7 Equacgoes oscilatérias

Nesta seccao estuda-se a equacao linear de 2% ordem

(p()y) + q(z)y =0 (4.48)

e o caso particular
y" +alz)y =0, (4.49)

onde p,q € C(J) e p(x) > 0, para x € J.
Por solugdo da equagao (4.48) entende-se uma fungao nao trivial y €
CY(J) e com py' € CL(J).

Uma solugao y(z) de (4.48) diz-se oscilatéria se nao tiver um tltimo
zero, isto é, se y(zr1) = 0 entdo existe zo > w1 tal que y(x2) = 0. Caso
contrario dir-se-4 nao oscilatéria.
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A equacao (4.48) ¢ oscilatéria se toda a solucao de (4.48) ¢é oscilatéria.

Por exemplo a equacao y” + y = 0 ¢ oscilatoéria, enquanto y” —y =0 é
nao oscilatéria em J = [0, +o00[.

Na prética ¢ 1til o seguinte resultado:
Teorema 4.7.1 (da comparacdao de Sturm) Se o, € J sao dois zeros
consecutivos de uma solugao nao trivial y(z) de (4.49), q1(z) é uma fungao

continua com q1(x) > q(z) e q1(x) # q(x) em [a, f], entdo toda a solugdo
nao trivial z(x) da equagdo

2+ q(z)z=0 (4.50)
tem um zero em |a, (.

Dem. Multiplicando (4.49) por z(z), (4.50) por y(z) e subtraindo,
obtem-se

2(2)y"(z) — y(2)2"(2) + [o(z) — a1 (@)] y(@)2(z) =0,
ou seja,

(2(2)y/ () — y(2)2' (@) + [a(x) — q1(2)] y(x)z(z) = 0.
Como y(a) = y(B) = 0, por integragao tem-se que

B
2(B)y'(B) — 2()y' (@) +/ [9(z) = i (@)] y(z)z(z)de =0.  (4.51)
Pela linearidade de (4.49), pode considerar-se y(z) > 0 em |a, 8] e, entdo,
y'(a) > 0 e y/'(B) < 0. Logo, por (4.51), conclui-se que z(x) nao pode ter
sinal constante em |, B[, isto é, z(z) tem um zero em |a, . =

Coroldrio 4.7.2 Se q(z) > 3£, € > 0 para x > 0, entdo a equagdo (4.49)

422>
é oscilatoria em J =|0, 4o0[.

Dem. Para € > 0, todas as solugdes nao triviais da equagao diferencial

Y+ iy =0 (4.52)

sao oscilatérias. Considere-se, em (4.52), t = e” para obter

d? d €
t?Eg + td—i{ +5y=0. (4.53)
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Utilizando a mudanca de varidvel y = == em (4.53), tem-se

Vit
d?z . 1+e€

dt? 4¢2
Como z(t) = eZy(e”) a equacio (4.54) é também oscilatéria. Portanto,
pelo Teorema 4.7.1, entre quaisquer dois zeros da solugao de (4.54) existe
um zero de toda a solugao de (4.49). Logo a equagao (4.49) ¢é oscilatéria em

J =]0,4+00]. m

2=0. (4.54)

Exemplo 4.7.3 (i) A equagio y”’ =0 é nao oscilatdéria. Entao, se q(x) <
0 em J (nao identicamente nula), pelo Teorema 4.7.1, as solugoes de (4.49)
nao podem ter mais que um zero em J.

(ii) A equagio y" +y = 0 é oscilatéria. Entdo, pelo Teorema 4.7.1, a
equacao
v+ (1+2)y=0
¢ também oscilatoria em J = [0, +o0].
(iit) Pelo Corolario 4.7.2, toda a solugdo de

C
y'+—5y=0
T

tem uma infinidade de zeros positivos se ¢ > % e um nimero finito de zeros
sec< i.

Para aplicar o Teorema da Comparagao de Sturm a equagao (4.48), é
necessario o seguinte lemas:

Lema 4.7.4 (Igualdade de Picone) Se as funcoes y, z, py e p1Z2’ sio
diferencidqveis e z(x) # 0 em J, entdo é vdlida a igualdade

y / Y 2
[; (2py' — yplz/)} = y() - = (p?) +(p—p1) (v)" (4.55)
2
+P1 (y’ - gZ’) .
z
Dem. Desenvolvendo o primeiro membro da equacao tem-se

/
(y; - Z—%Z’) (zpy’ —yp1?) + % [z/py’ +2(py) —ymz —y (p1Z’)'}

= y(y) - y; (mz") +p ()

s 2yy'mz P (2)?
z z

n’ y2 n' N2 / Yy 2

= y(py) —;(plz) +(—p) (V) +m (y —22)
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Teorema 4.7.5 (de Sturm-Picone) Sejam o, € J dois zeros consecu-
tivos de uma solugao nao trivial, y(z), de (4.48). Se pi(x) e qi(x) sao
fungoes continuas com 0 < p1(x) < p(z), q1(x) > q(x) em [a, 5], entao toda
a solugdo nao trivial z(x) da equagdo

(p1(2)?) +qi(z)z =0 (4.56)
tem um zero em [a, [3].

Dem. Supondo que z(z) # 0 em [a, 8], 0 Lema 4.7.4 é aplicdvel. Assim,
por (4.55) e pelas equagoes diferenciais (4.48) e (4.56), tem-se

[% (zpy’ — yplz')}/ =@ -y +@—p) ) +n <y’ - %z’)Q .

Integrando esta igualdade, e pelo facto de y(a) = y(8) = 0, obtem-se
g 2 "2 Y N2
(= v’ +(—p1) (V) +p1<y—;z) dr =0,

p(z) ey —

que é uma contradigdo a menos que qi(z) = q(z), pi(x)
! 0, pelo que

o
47 = 0. Esta tltima identidade ¢ equivalente a d% (%)
y

z

(@) =constante. Como y(c) = 0 entdo a constante terd de ser zero, pelo

ue ZZA(% = 0, ou seja, y(z) = 0.

Esta contradi¢do implica que z(z) tem que ter um zero em [c, 5]. ®

Ne

Corolério 4.7.6 (Teorema da separagdo de Sturm) Se yi(x) e ya2(x)
sao duas solugoes de (4.48), linearmente independentes em J, entdo entre
dois zeros consecutivos de uma solugao existe precisamente um zero da outra.

Dem. Como yi(z) e y2(z) ndo podem ter zeros comuns, aplicando o
Teorema 4.7.5, com pi(z) = p(z) e qi(xz) = ¢(x), conclui-se que a solugao
y2(x) tem pelo menos um zero entre dois zeros consecutivos de y;(z). Tro-
cando o papel de y1 (z) e y2(x) tem-se, de modo andlogo, que entre dois zeros
consecutivos de ya(z) existe pelo menos um zero de yi(x). ®

Exemplo 4.7.7 As fungées yi(x) = c1cosx + casenx e y2(x) = cgcosx +
cysenz sao solugoes linearmente independentes de iy’ +y = 0 se e s6 se c1cq #
cacs. Portanto, pelo Corolario 4.7.6, yi(x) e ya(x) tém zeros alternados.

Num intervalo limitado J = [, ] a equacao (4.48) pode ter, no maximo,
um ndmero finito de zeros:
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Teorema 4.7.8 A dnica solu¢ao de (4.48) que se anula infinitas vezes em
J = o, B] é a solugao nula.

Dem. Considere-se uma solugao y(z) de (4.48) que tem um nimero
infinito de zeros em J.

O conjunto dos zeros terd um ponto de acumulacao =* € J, pelo que
existe uma sucessao (x,,) de zeros convergindo para z* com z,, # x*,
m=20,1,....

Pretende-se provar em seguida que y (z*) = ¢’ (*) = 0 e, pela unicidade
de solugao, concluir que y(x) =0 em J.

Para tal, a continuidade da solucao y(z) implica que y (z*) = limy(x,,) =
0.

Pela diferenciabilidade da solugao y(z) tem-se

y' (z*) = lim Y(Tm) —y (z¥)

m—+oo I, —x*

= 0.
|

Exercicio 4.7.9 Mostre que a equagao diferencial (4.48) tem uma solugdo
sem zeros no intervalo J se, e s6 se, a equagdo de Ricati

Y+ q(z) + pz— =0 (4.57)

tem uma solugdo definida em todo o intervalo J.

Um teste mais facil para verificar o cardcter oscilatério de (4.48) ¢ dado
por:

Teorema 4.7.10 Se
too q +00
/ ——dxr =+00 e / q(z)dx = 400,
o p(@) 0
entio a equagdo (4.48) é oscilatoria em J =|0, +o0].
Dem. Seja y(x) uma solucao nao oscilatéria de (4.48), que se considera
ser positiva em [xg, +0oo[, para xg > 0. Entéo, pelo Exercicio 4.7.9, a equagao

(4.57) tem uma solugao z(z) em [zg, +00[. Esta solucao verifica a equagao
integral

() = 2(z0) — / " (bt / T2, (4.58)

xo xo p(t)
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Como f0+°° q(z)dx = +o0, é possivel encontrar 21 > 0 tal que
X
+(z0) / g(t)dt < 0,
zo

para x € [z, +oo[. Portanto, por (4.58), conclui-se que

T 22(t)
z(x) < —/IO o0 dt,

para = € [z, +00[. Defina-se

(4.59)

para = € [x1, +oo[. Integrando (4.59) em [z1, +oo[, com z1 > ¢, obtem-se

1 1 too ]
TG0 T / POk

/-‘roo 1 1
—dt < < +00,
) r(z1)

o que contradiz a hipétese sobre p(zx). Logo a solucao y(x) é oscilatéria. m

e, portanto,

4.8 Exercicios

1. Analise a estabilidade, a estabilidade assimptdética ou a instabilidade
das solugoes triviais dos seguintes sistemas:

;| 0 1 )
a)u—[_1 0 |

[ —1 —e%
! _ .
b) v = 0 -1 } u;
[0 1 0
cuv=|0 0 1 |u
-1 =6 -5



4.8. EXERCICIOS 157

2. No sistema diferencial (3.16) considere-se A(x) e b(z) continuas em
[0, +00]. Prove que:

a) Se todas as solugoes sao limitadas em [z, +00o[ entdo sdo estédveis.

b) Se todas as solugoes s@o estdveis e uma delas é limitada ent@o
todas as solugoes sao limitadas em [z, +00].

3. O movimento de um péndulo simples amortecido é modelado pela
equagao
k
0" + —0' + L senf = 0,
m L

que é geralmente "linearizado" na forma

0" + %9/ + % 0= 0. (4.60)

Escreva a equagao (4.60) na forma de sistema e analise a sua estabilidade.

4. Analise a estabilidade, a estabilidade assimptética ou a instabilidade
das solugoes triviais dos seguintes sistemas perturbados:

up = —2uy + ug + 3uz + 8u? + ud
a) uy = —6uy — Suz + Tuj

uy = —ug+ui+ud+ud

= 2up +us —u? —
b) uhy = up+3uz —ud sen uz

uy = ug +2uz+u? +ud

5. Analise a estabilidade, a estabilidade assimptética ou a instabilidade
das solugoes triviais das equacoes seguintes:

a) y/// + 3y// _ 4y/ + Ty + y2 =0
b) y" + 20" + 3y + 11y + y seny = 0
6. Mostre que todas as solugoes das equacoes diferenciais seguintes sao
periédicas:
a) ¥ +ad’y+by =0, b>0 (Equagao de Duffing)

3
b) y” + 1iy4 = 0.

7. Prove que todas as solucbes dos sistemas diferenciais seguintes sao
periédicas:
a) { uil = uy (14 uf +u3)
Us —2uq (1 + u% + u%) .



158 CAP. 4. ESTABILIDADE DE SOLUCOES
W, = upeltd
b) { 'LL/2 S elJru%‘

8. Determine todos os pontos criticos dos sistemas diferenciais e indique
o respectivo tipo de estabilidade:

up = wup+4ug
a) /
Ua

= Uy +ug— u%
b) uy = uy —dug +ud
uh = 12u; — 6ug + ugus.

9. Indique o tipo de estabilidade do ponto critico (0,0) em cada um dos
sistemas lineares e esboce o respectivo retrato-fase:

a) u) = —2uj + ug
uh = —buj — 6uy
b) up = 4duy +ug
uh = 3uy + 6ug
!/
©) { uh = 2up —ug
!
up = —2u1 — duz
d) { ubh = 2uy + 2ug.

10. Calcule todos os pontos criticos dos sistemas diferenciais e indique
a sua natureza:

a) up = —uf+4ud
Uy = 2ujug —4ug — 8

b) up = u(2ug —ui +5)
uy = ul+uj— 6u; — Sus.

11. Determine os ciclos limite dos sistemas diferenciais:

wp = uptury/uf +u (uf +uf - 3)
a)
wy = —up+upy/uf o (uf +uf - 3)

Ul u%+u§72)
\/u%Jru%

U (u%Jru%f?)

A /u%—‘ru%

12. Mostre a existéncia de solugoes periddicas nao triviais em cada um
dos sistemas:

b)

Uy = U+
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up = 2up —2ug —up (uf +u3)
a)
uh = 2ug +2ug — ug (uf +uj)
I _ ul(u%—&-u%—l)
b
) U2 (u2+u2—1)
uh = —up — ——=

\/u%+u§
13. Justifique que, nos sistemas seguintes, nao existem solugoes periédi-
cas nao triviais:

2 [© = uy + Tu3 + 2u3 bR
u/2 = —ui+3us+ u2u% ’
up = up — U1u2 + us
b 1 2 2 D— : 5 ) "
) { uy = 3ug — UQU% + u:{’ ’ {(ul’U’?) uy +uj < }

14. Em cada um dos sistemas construa a funcao de Lyapunov da forma
c1u? + cou? para estudar a estabilidade da respectiva solugao trivial:

a) up = —up +e"tug
uh = —ug—e“luy
' 2
b) U = —u‘;’ + uguy
uh = —u‘% — u2u%
/o 3
o) { uy = 2uQ2ul +;1/1
I

15. Considere-se o sistema

/
up = uz —uif (ur,u2)
o
uh, = —up —uaf (ug,u2),
em que f (ur,us) pode ser escrita como uma série de fungdes em Q C R?,
contendo a origem, e f(0,0) = 0.
Mostre que a solucao trivial do sistema anterior é:
a) estavel se f (u1,u2) > 0 numa regido que contem a origem;
b) assimptoticamente estével se f (u1,us2) é definida positiva numa
vizinhanca da origem:;
c) instével se, em qualquer regido que contenha a origem, existem

pontos (u1,ug) tais que f (ug,uz) < 0.

16. Aplicando o exercicio anterior, analise a estabilidade da solucdo
trivial dos sistemas:
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up = uz—w (e“lsen2u2)
a)
uh = —up — ug (e“lsenzug)
up = ug —u (uf +uf + 2uduisen?u,)
b)
uh = —uy —ug (uf +uf + 2uiuisen?u)
up = ug—u (ugsen2u1)
c)
uh = —up —ug (ugsenzul) .
17. Para a equagao diferencial
, 5
y = | sen(lnz)+ cos(lnz) — 1) (4.61)

considere a fungao
V(LE, y) _ yQB(%—Zsen(lnx))x.
Mostre que:
a) V(z,y) é definida positiva mas nao ¢ decrescente;
b) A solugao trivial de (4.61) ¢ estével.

18. Prove que a solugao trivial do sistema
up = p(x)ug + q(@)ur (uf +uj)

uh, = —p(z)ur + q(z)ug (uf + u3),

com p,q € C ([0, +00[) é:
a) estavel se g(z) < 0;
b) assimptoticamente estavel se g(z) < ¢ < 0;
c) instdvel se g(x) > ¢ > 0.
19. Seja ¢p(z) uma fungado continua tal que g1(x) > ¢(z) em J.
Justifique que:
a) Se a equacdo (4.49) é oscilatéria entdo (4.50) também é os-
cilatdria.
b) Se a equagao (4.50) é nao oscilatéria entao (4.49) também é nao
oscilatdria.
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20. Considerem-se a funcao ¢(z) tal que 0 < m < ¢(x) < M em [«, (]
ea<z <x<...<my < B zeros da solucdo y(z) da equacdo (4.49). Da
comparacao entre as equacoes

v +my=0 e ¢+ My=0
mostre que:
a) ﬁ2$i+l_$i2ﬁ?izlaQa'”vn_l'
b) n>(6—a)@—1.

™

4.9 Actividades
Actividade 1:

1.1. Considere a equacdo y” + p (y* — 1)y’ + y = 0, que ¢ equivalente
ao sistema
'U,ll = U2
uh = ,u(yQ—l)uQ—ul.
a) Prove que (0,0) é o unico ponto critico do sistema.

b) Determine a natureza do ponto critico para
b.1) p < 2;
b.2) p=2;
b.3) p > 2.
1.2. Seja u(z) = (ui(x),uz(xr)) uma solugdo do sistema diferencial

(4.14). Mostre que:

(i) Se u(x) é periddica de periodo w, entdo a trajectéria desta
solucdo é uma curva fechada no plano ujus.

(i) Se a trajectéria de u(x) é uma curva fechada que ndo contem
pontos criticos de (4.14), entao esta solucao é periédica.

Actividade 2:

2.1. Considere o sistema diferencial

u' = A(z)u, (4.62)
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com A(x) uma matriz continua em [zg,+o0o[. O sistema diz-se estavel se
todas as soluctes sao estdveis e diz-se estritamente estavel se o sistema e
o sistema adjunto,

u' = — AT (z)u, (4.63)

forem estdveis.
Prove que:

a) Uma condigao necessdria e suficiente para a estabilidade estrita é
que exista uma constante ¢ > 0 tal que ||® (z, zo) @ (x0,t)| < ¢, para z > zo,
t > xg, e com @ (z,z0) a matriz fundamental de (4.62).

b) Se o sistema (4.62) é estdvel e se verifica a condigao (3.60), entao
o sistema é estritamente estével.

c) Se o sistema adjunto (4.63) é estédvel e

limsup/ Tr A(t)dt < +o0,

x——+0oc0 JO

entao o sistema (4.62) é estritamente estével.
2.2. Na equacao diferencial
y" = (z sen x — 22)y, (4.64)

considere a func¢ao
V(:E, y) = y2 efox(%*t sen t)dt'

Mostre que:
a) V(z,y) é definida positiva mas nao é decrescente.
b) V*(z,y) < =AV(z,y), para z > X > 0.

c) A solugao trivial de (4.64) é assimptoticamente estével.
Actividade 3:

3.1. Seja ¢i(x) uma funcdo continua tal que ¢i(z) > q(z), com ¢ (x)
nao identicamente igual a ¢(z) € C ([a, f]) no intervalo [o, (] .
Considerem-se, ainda, y(x) solugao de
y' +a(z)y =0

e z(z) solugdo da equagao

2+ q(x)2=0
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tais que

» y(@) #0, z(a) #0,

y(a) = z(a) = 0.

(i) Use o teorema da comparacao de Sturm (Teorema 4.7.1) para provar
que z(z) tem, pelo menos, tantos zeros em [«, 3] quantos os de y(z).

(ii) Se y(x) e z(x) tém o mesmo nimero de zeros, entao prove que

desde que y(5) # 0.

3.2. Justifique que a questio da estabilidade da solucio u(z) = u(x, zg, u’)
do sistema (3.1) pode-se reduzir sempre a anélise da estabilidade da solugao
trivial do sistema de equagoes diferenciais

v = G(z,v),

com v =u—u(x) e G(z,v) = g(z,v +u(zx)) — g(z,u(x)).
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CAP. 5

Problemas com Valores na
Fronteira

Apés este capitulo o aluno devera:

e Reconhecer problemas com valores na fronteira e entender as suas
peculiaridades em relacao aos problemas de valor inicial.

e Identificar condigoes para os dados na fronteira de modo a que o pro-
blema homogéneo com valores na fronteira admita uma solugéo, in-
finitas solugoes ou apenas a solugao trivial.

e Construir a fungao de Green para o problema homogéneo com valores
na fronteira, identificando os casos em que tal é possivel.

e Utilizar a funcao de Green e as suas propriedades para obter explici-
tamente a solu¢ao de um problema nao homogéneo com valores na
fronteira.

e Aplicar principios de médximo, ou de minimo, para obter a existén-
cia e/ou unicidade de solug¢do, bem como dados qualitativos sobre a
solucao de problemas com valores na fronteira.

e Identificar problemas de Sturm-Liouville, obter os valores do parame-
tro para os quais a solugao nao trivial existe (valores préprios) e de-
terminar as correspondentes fungoes préprias (solugdes nao triviais).

e Dominar conceitos relacionados com os valores préprios e fungoes pro-
prias, tais como, ortogonalidade, funcao peso, ortonormalidade,....

165
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e Analisar propriedades do espectro de problemas, regulares e singulares,
com valores na fronteira, e das funcées préprias correspondentes.

e Aproximar uma fungdo por uma série de fungoes préprias. Conhecer
alguns casos particulares como as séries de Fourier e as respectivas
propriedades.

e Distinguir e aplicar as potencialidades de vérios tipos de convergéncia
das séries de fungoes préprias (pontual, uniforme, em média,...).

e Relacionar fungoes seccionalmente continuas com o tipo de convergén-
cia das séries de Fourier.

e Utilizar a Alternativa de Fredholm para obter informacao sobre o
nimero de solugoes de problemas homogéneos com valores na fron-
teira e o modo de as determinar.

e Adaptar a problemas nao lineares com valores na fronteira a teoria
estudada para problemas de valor inicial, nomeadamente o que re-
speita & existéncia local e/ou global da solucao, unicidade de solucao,
aproximagoes sucessivas e estimacgao do erro.

5.1 Problemas lineares com valores na fronteira

Até ao momento apenas tém sido referidos problemas de valor inicial,
isto é, problemas em que, além da equacao diferencial, existem informacoes
sobre a fungao incégnita e algumas derivadas num ponto fixo xg. Em vérias
situacoes, esses dados suplementares sao obtidos através de valores que a
funcao incognita e/ou algumas derivadas tomam em mais do que um valor
fixo da varidvel independente (condigoes de fronteira). A equagao dife-
rencial em conjunto com este tipo de condi¢bes formam os problemas com
valores na fronteira.

Considere-se a equagao linear de segunda ordem

pa(x)y” + p1(x)y + po(z)y = r(z), (5.1)

no intervalo J = [a, 5], com as fungdes p;(z), i = 0,1,2, e r(x) continuas
em J. A esta equagao juntam-se condigoes do tipo

Ly [y] = aoy(a) + a1y’ (@) + boy(B) + b1y’ (B) =

A
La [y = cop(a) + exy/ (@) + doy(B) + dry/ (B) = B, (5:2)
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com a;, b;, ¢, d;, 1 = 0,1, A, B constantes conhecidas e L1, Lo condigoes
linearmente independentes, isto é, para as quais nao existe uma constante k
tal que (CL(), ai, b(), bl) =k (C(), Cc1, do, dl).

O problema com valores na fronteira (5.1), (5.2) designa-se por pro-
blema linear nao homogéneo com valores em dois pontos.

A equagado homogénea

p2(2)y” +pi(x)y +po(z)y =0 (5.3)
em conjunto com as condigoes de fronteira homogéneas
Lify) =0, La[y]=0 (5.4)

formam um problema homogéneo com valores na fronteira.

As condigbes de fronteira (5.2) sao muito gerais e incluem vérios casos:

1. Condigoes de Dirichlet

yla)=A4, y(B)=B (5.5)
2. Condigoes mistas

y@)=4, y(B) =B (5.6)

y'(@)=4, yB)=2B (5.7)

3. Condigo6es separadas (ou do tipo Sturm-Liouville)

apy(a) + a1y’ (a) = A

doy(B) +dr/(8) = B. o9
com a? + a? e d3 + d? nao nulos;
4. Condigoes periddicas
y(e) =y(B), o (a)=y'(B). (5.9)

O problema com valores na fronteira (5.1), (5.2) diz-se regular se « e 3
forem finitos e pa(z) # 0, Vz € J.

Se &« = —00 efou 8 = 400 e/ou existe pelo menos um x € J tal que
p2(x) = 0, ent@o o problema (5.1), (5.2) diz-se singular.
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Caso nao haja indicagdo em contrario, consideram-se problemas regu-
lares.

Por solugao do problema (5.1), (5.2) designa-se uma solugéo da equagao
diferencial (5.1) que verifica as condigbes (5.2).

A teoria de existéncia e unicidade para os problemas com valores na
fronteira apresenta mais dificuldades que os problemas de valor inicial, pois
uma pequena alteracdo nas condicbes de fronteira pode provocar modifi-
cagoes significativas nas solugoes.

Por exemplo, o problema de valor inicial
y'+y=0, y(0)=Fk, y(0)=k

tem uma unica solucdo, y(z) = kjcosx + ko senz, para quaisquer ki, ko
reais. Contudo o problema com valores na fronteira

y'+y=0, y(0)=0, y(r)=e(#0)
nao tem solucao; o problema

Y +y=0, y(0)=0, yB)=e¢ 0<p<m,

€ senx .
senf ’

tem uma tunica solugdo, y(x) = o problema

y' +y=0, y(0)=0, y(r)=0,

tem uma infinidade de solugdes, y(x) = ¢ senz, com ¢ uma constante arbi-
tréria.

E evidente que o problema homogéneo (5.3), (5.4) admite sempre a
solugao trivial. Contudo, como se vé pelos exemplos acima, o problema
homogéneo pode ter solugbes nao triviais. Uma condigao necessdria e sufi-
ciente para a sua existéncia é dada pelo Teorema:

Teorema 5.1.1 Sejam y1(z) e ya(x) duas solugdes linearmente indepen-
dentes da equagdo (5.3). Entao o problema homogéneo com valores na fron-
teira (5.3), (5.4) admite apenas a solugao trivial se, e s6 se,

A | L] Lo [92]] 20, (5.10)
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Dem. Qualquer solucao da equagao diferencial (5.3) pode ser escrita na
forma

y(z) = aaya(z) + caya(a).
Esta fungao serd solugao do problema (5.3), (5.4) se, e s6 se,

Ly [e1yr + coye] = 1l [y1] + cala [y2] =0

5.11
Ly [ciy1 + cay2] = c1La [y1] + caLa [y2] = 0. (5.11)

Contudo, este sistema tem apenas a solugao trivial se, e s6 se, A # 0. m

O Teorema 5.1.1 é independente da escolha das solugoes y1(z) e y2(x).
Assim, por uma facilidade de calculos, pode-se sempre considerar as solugoes
de (5.3) que verificam as condigbes iniciais

yi(a) =1, yi(e) =0 (5.12)

yo(a) =0, h(a)=1. (5.13)

Coroldrio 5.1.2 O problema homogéneo com wvalores na fronteira (5.3),
(5.4) admite infinitas solugoes se, e s se, A = 0.

Exemplo 5.1.3 Considere-se o problema
zy” — vy — 423y =0 (5.14)

0,
0 (5.15)

As fungdes yi(x) = cosh (x2 - 1) e ya(x) = %senh(zn2 — 1), solucoes de
(5.14), sao linearmente independentes. Como, para as condigoes de fronteira
(5.15), se tem
1 0
A= cosh 3 %senhS 70,

entio o problema (5.14), (5.15) tem apenas a solugao trivial.

Exemplo 5.1.4 O problema com valores na fronteira

y'+2y +5y =0

Ly [y] = y(0) =0,
Ly[y] = y(3) =0,
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admite as solugdes linearmente independentes yi(x) = e~ * cos (2x) e yo(x) =
e Tsen(2x). Como

1 0
am| 1s o0
entio o problema tem, além da solucdo trivial, solugoes mao triviais. De
facto tem um nimero infinito de solugoes da forma y(x) = ke~ *sen2x, com

k uma constante arbitraria.

Teorema 5.1.5 O problema nao homogéneo com valores na fronteira, (5.1),
(5.2), tem uma unica solugao se, e s6 se, o problema homogéneo (5.3), (5.4)
admite apenas a solucdo trivial.

Dem. Sejam y;(z) e y2(z) duas solugdes quaisquer, linearmente inde-
pendentes, da equacao (5.3) e z(z) uma solucao particular de (5.1).
Assim, a solugao geral de (5.1) pode ser escrita na forma

y(@) = ayi(z) + caya(z) + 2(2). (5.16)
Esta fungao serd solucao do problema (5.1), (5.2) se, e s6 se,

Lileiyn +coye + 2] =il [yi] +cali [yl + L1 [2] = A (5.17)
Ly [ciy1 + coy2 + 2] = c1La [y1] + caLla [y2] + Lo [2] = B. '
Mas, o sistema nao homogéneo (5.17) tem uma unica solugao se, e s6 se,
A # 0, isto é, se, e s6 se, o sistema homogéneo (5.11) tem apenas a solugao
trivial.
Pelo Teorema 5.1.1, A # 0 é equivalente a dizer que o problema homogé-
neo (5.3), (5.4) admite apenas a solugao trivial m

Exemplo 5.1.6 Seja o problema

zy" —y — 423y =1+ 424 (5.18)

L[yl =y(1) =0,
Ly[yl =y(2) = 1. (5.19)

Como o problema homogéneo associado, (5.14), (5.15) admite apenas a
solugao trivial, pelo Teorema 5.1.5, o problema (5.18), (5.19) tem uma tinica
solugao.
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Para encontrar essa solucdo utilizam-se duas solugoes linearmente indepen-
dentes de (5.14), y1(z) = cosh (22 — 1) e yo(x) = Lsenh(2? — 1), e verifica-
se que z(x) = —x é uma solugao particular de (5.18). Entao, para as con-
digoes de fronteira (5.19), o sistema

ct—1=0
1
cosh 3 c1+§senh362—2:1

_ __ o93—cosh3 ~ P P
conduz a c; =1 e cg = 22252 pelo que a solugao, unica, serd

3 —cosh 3

— 2 _
y(z) = cosh (z* — 1) + wonls 3

enh (332 — 1) —

Exercicio 5.1.7 Sejam y1(x) uma solug¢do do problema (5.83), (5.2) e ya2(x)
uma solugao de (5.1), (5.4). Prove que y(z) = y1(z) + y2(x) é solugao do
problema (5.1), (5.2).

5.2 Funcgoes de Green

Nesta seccao mostra-se que a solugao do problema nao homogéneo com
valores na fronteira (5.1), (5.4) pode ser explicitamente expressa em ter-
mos de uma funcao G(z,t), designada como funcao de Green do problema
homogéneo associado, (5.3), (5.4), assumindo-se que este admite apenas a
solucao trivial.

A funcao de Green G(z,t) para o problema (5.3), (5.4) estd definida no
quadrado [a, 5] X [«, 5] e possui as seguintes propriedades:

1. G(z,t) é continua em [« 8] X [«, 3] .

2. %(a:,t)écontl’nuaparaagacStﬁb’eaﬁtﬁxﬁﬂ,e

oG, oG, . 1
%(t >75)—%(t 1) = pe
sendo
8G )= 8G oG, _ L oG

3. Parat € |o, 3], z(x) = G(x,t) é solugao da equagao (5.3) em cada um
dos intervalos [a, t[ e ]t, A].
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4. Parat € [a, 8], z(x) = G(z,t) verifica as condi¢oes de fronteira (5.4).

Estas propriedades caracterizam completamente a funcao de Green G(z, t).

Justifique-se porqué:

Considerem-se y1(x) e y2(z) duas solugoes de (5.3) linearmente indepen-
dentes. Pela Propriedade 3, existem quatro funcoes, Ai(t), Aa(t), uq(t) e

wo(t), tais que

o n@)A(t) Fya(x)Aa(t) , a<z <t
G@”‘{ymmmw+m@Mﬁ>,t§xgﬁ (5.20)

Pelas Propriedades 1 e 2, obtém-se as equagoes:

y1(H)M () +y2(H)Aa(t) = y1() 1 (2) + ya2(t) pa(t)

mamxo+%umxw—MﬁMﬂﬂ—%“Mﬂ”:piw'

Definindo v1(t) := py(t) — A1(t) e va(t) = po(t) — Aa(t), as igualdades

anteriores podem ser escritas como

yi(Ori(t) +ya(H)r2(t) = 0 (5.21)
/ / ]‘
i (Ova(t) +a(t)va(t) = prE (5.22)

Pela independéncia linear de y;(x) e y2(x), o Wronskiano W (yy,y2)(t) # 0,
Vt € [a, 5], e, portanto, as relagoes (5.21) e (5.22) definem univocamente
v1(t) e va(t).

Utilizando as igualdades pq(t) = v1(t) + A1(f) e po(t) = va(t) + Aa(t), a
fungao de Green (5.20) pode ser escrita como

_ y1(2)A1(t) + y2(2)A2(t) , a<wz<t
“%“{yﬂw[<>+nw] ya(e) [va(t) + dolt)] . t<z<B.
(5.23)
Finalmente, pela Propriedade 4, obtem-se
Li[yi] M(®) + La [y2] A2(t) = —bo [y1(B)v1(2) + y2(B)va(t)]

—b1 [11(B)v1(t) + ya(B)va(t)]

Ly i) M) + L [y2] Ao(t) = —do [y1(B)va(t) + ya(B)r2(t)]
—dy [ (B)va(t) + ya(B)va(t)] -
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Como o problema (5.3), (5.4) admite apenas a solucao trivial, pelo Teorema
5.1.1, o sistema (5.24) determina univocamente Ai(t) e Ao (%).

Pelo método de contrugao exposto, nao existe mais nenhuma fungéo que
verifique as Propriedades 1 a 4, isto é, a fungao de Green G(z,t) relativa
ao problema (5.3), (5.4) é unica.

Verificar-se-a de seguida que a tinica solucao do problema nao homogéneo
(5.1), (5.4) pode ser representada com recurso a G(x,t), por

B T B
y(z) = / G(z,t) r(t)dt = / G(z,t) r(t)dt + / G(z,t) r(t)dt. (5.25)

Como G(z,t) ¢ diferencidvel em relagdo a = em cada um dos intervalos,
tem-se

V(@) = G+ [ G i - Glaor()
e
+ i %(
oG
_ /a S (@,t) r(t)dt

A funcao %—g(w,t) ¢ continua nos tridngulos a <z <t < fea <t <
x < 3, pelo que, em qualquer ponto (s, s) da diagonal do quadrado, ou seja,
para x = t, obtem-se

x,t) r(t)dt (5.26)

oG, _.  0G

%(873 ) = %(8—’_78) (527)
e
oG oG, _
O (5,57 = (s ). (5.28)
Derivando (5.26),
oG _ T 9%qG
V@) = )@+ [ S
oG b o’G
~(wa) vl + [ ) (0

e, por (5.27) e (5.28),

B 52
y"(z) = <88—§(ZL‘+,33) - g—i(:n_,x)> r(x) a—G x,t) r(t)dt.
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Pela Propriedade 2, tem-se

r\x B 52
_ pZ((z)) [ T ) rityar (5.20)

Aplicando (5.25), (5.26), (5.29) e a Propriedade 3,

y"(x)

p2(2)y” + p1(x)y’ + po(a)y

B 2
~ @)+ | [pg(x)aaT(j(a:,t)—i-pl(x)%(x,t)—i—po(x)G(a:,t) r(t)dt
= r(2),

isto &, y(x) dado por (5.25) é solugdo da equagao diferencial (5.1).

Para as condigoes de fronteira, como
y(a) = [P Gla,t) r(t)dt , y(B) = [T G(B,t) r(t)dt,

y(a) = [P (a,t) r(t)ydt , o (8) = [725(8,t) r(t)dt,

tem-se

B B
Lify] = / L1 (G, 8)] r()dt = 0 ¢ Lo [y] = / Lo (G2, 1)] r(t)dt = 0.

Logo, y(x) dado por (5.25) verifica as condigoes de fronteira (5.4).

Estas conclusoes podem ser organizadas no resultado seguinte:
Teorema 5.2.1 Se o problema (5.3), (5.4) admite apenas a solugao trivial,
entao:

(i) existe uma tnica fungao de Green G(x,t) para o problema (5.3), (5.4);

(ii) a solugdo unica y(z) do problema nao homogéneo (5.1), (5.4) pode ser
representada por (5.25).

Exemplo 5.2.2 Para construir a funcdo de Green associada ao problema

y' =0 (5.30)
aoy(a) + a1y’ () =0
doy(B) + dry/(B) = 0,

considere-se duas solugoes de (5.30) linearmente independentes, yi(x) = 1
e ya(z) = m.

(5.31)
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O problema (5.30), (5.31) tem apenas a solugao trivial se, e sé se,
A = agdy (B — ) + apd; — ady # 0.
As igualdades (5.21) e (5.22) reduzem-se a
vi(t) +tra(t) =0 e wvolt) =1,

pelo que v1(t) = —t e va(t) = 1.

O sistema (5.24) toma a forma

ao)\l(t) + (ao()t + al) )\Z(t) = 0
doAi(t) + (doB +di) A2(t) = —do(—t+B)—d,

o que permite determinar A1(t) e A2(t) como

Al(t) = % (apcx + al) (doB — dot + dl)
)\Q(t) = %ao (dot — do,B — dl) .

Substituindo estas fungoes em (5.23), obtem-se a func¢ao de Green pretendida

Glat) = L [ (dof—dst +di) (aga —aor +ay) , a<a<t
A (doB = dox + di) (g — apt +a1) , t<z<p,

que é uma fungao simétrica, isto é, G(x,t) = G(t,x).
Exemplo 5.2.3 Veja-se agora o caso do problema periddico
y' +ky =0, k>0, (5.32)

y(0) = y(w)
Y (0) =/ (w), (5:33)

para w > 0. A equagao diferencial (5.32) tem, como solugdes linearmente
independentes, yi(x) = cos(kx) e ya(x) =sen(kx). Para aplicar o Teorema
5.1.1, o problema (5.32), (5.83) admite apenas a solugdo trivial se, e so se,

2
A = 4k sen? <kz_w> #£0, isto é, w G]O,—W[.
2 k
As igualdades (5.21) e (5.22) ficam

cos (kt) vi(t) + sen(kt)va(t) = 0
—k sen(kt)vi(t) + kcos (kt)va(t) = 1,
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pelo que v1(t) = —gsen(kt) e va(t) = 4 cos (kt) .

O sistema (5.24) escreve-se na forma
(1 —cos (kw)) A1(t) — sen(kw) Aa(t) = % sen (k(w—1))
sen(kw) A1(t) + (1 —cos (kw)) Aao(t) = % cos (k (w—1t)),

pelo que

AL(t) = Wcos <k <t — %))

Aao(t) = Wsen <l<: <t - g)) .

Substituindo em (5.23), obtem-se a fun¢ao de Green para o problema (5.32),
(5.33)

G(z,t) =

1 cos(k(x—t—i—%)) , 0<z <t
2ksen(§w)

cos(k(t—:n+%)) , t<z<uw,
que é simétrica, como esperado.

Exercicio 5.2.4 Considere a equacao diferencial

y" = f(z,9.y) (5.34)

com as condigées de fronteira (5.5). Mostre que y(x) é solugcao deste pro-
blema se e sd se

08—z r—«

B
y(z) = B—aA+ﬁ—ozB+/a G(z,t) f(t,y(t),y'(t))dt, (5.35)

sendo G(z,t) a fungao de Green do problema

dada por

(5.36)
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Prove ainda que:

(i) G(z,t) <0 em [0, B] x [, B];

(i) |Gz, 1) < £ (B~ a);

(iii) [71G(z,t)| dt =3 (B—2)(z—a) <L (B—a);
(iv) J11Gw,t)] sen( =) dt = Coglsen( 24

(v)fﬁ = (z,t)| dt = %S%(ﬂ—a)-

Exercicio 5.2.5 Seja a equacdo diferencial
y' —ky=f(z,y,9), k>0, (5.37)

com as condigdes de fronteira (5.5). Mostre que y(x) é solugao deste pro-
blema se e sd se

Jo) senh <\/E (86— :U)) as senh <\/E (x — a)) 5

senh (\/E (B - a)) senh <\/E (8 — a))
+ /aﬁ G(z,t) f(t,y(t),y (t))dt,

sendo G(z,t) a func¢ao de Green do problema

y' —ky=0, yla)=y(B) =0,
dada por
-1

Gt = VEksenh (\/E (B - a)) (5.38)

senh \/E(J:—@))S(znh(\/E(ﬁ—t) , a<z<t
\/E(ﬁ—@)) senh <\/E(5—l‘)

senh

Prove ainda que:
(i) G(x,t) <0 em [ov, B] % [a, B];
muﬁm%mﬁzig_wﬂﬂ@—@»

cosh( ( oo )

IN
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5.3 Principios de maximo

Os principios de méximo sao utilizados tanto em desigualdades dife-
renciais ordindrias como parciais e desempenham um papel importante na
demonstragao de resultados de existéncia e/ou unicidade e na construgao de
solugoes de equacgoes diferenciais.

Nesta seccao estuda-se um principio de méximo para uma funcao que
verifique uma desigualdade diferencial de segunda ordem, enunciando-se de-
pois para uma forma mais geral.

Teorema 5.3.1 Sey € C? ([, B]), ¥ (x) > 0 em |, B e y(x) atingir o seu
mdzximo num ponto interior de [, ] entao y(x) é constante em |a, (.

Dem. Em primeiro lugar, suponha-se que y”(z) > 0 em |a, 3.

Se y(z) atinge o maximo num ponto interior de [«, 5], por exemplo zg,
entdo y'(zg) = 0 e y”(xg) < 0, o que estd em contradigdo com a hipétese
de 3" (x) > 0. Portanto se y”(z) > 0 em ]o, 8], a fungao y(x) nado ter o seu
méximo num ponto interior de [a, (] .

Suponha-se agora que y”(z) > 0 em ]a, 5] e que y(x) atinge o maximo
num ponto interior de [a, 8], por exemplo z1. Se y(x1) = M, entao y(z1) <
M em [a, 8] . Admita-se que existe um ponto z1 €]a, 3] tal que y(x2) < M.

Se zy > x1, define-se z(x) := ¢7®=%1) sendo v uma constante positiva.
Para esta fungao z(x) tem-se que

z2(x) <0, z€lo,z1], 2(z1)=0, z(x)>0, z€|xy,p] (5.39)
e
2(z) =4%@ ) >0, zela,b].
Considere-se agora w(z) = y(z) + € z(z), com 0 < € < M;(ggz). Repare-

se que, como y(z2) < M e z(z2) > 0, este € existe sempre. Por (5.39),
obtem-se que w(x) < y(z) < M, z €|a, x|, w(ra) = y(z2) + € 2(x2) < M e
w(zy) = M.

Como w"(z) = y"(x) + € 2"(x) > 0 em |a, z2[, a fungdo w(z) ndo pode
atingir o seu maximo num ponto interior de [, z2]. Contudo, uma vez que
w(a) < M, w(z2) < M e w(z1) = M, para z1 €]a, 2], tem-se uma con-
tradigao. Portanto, ndo existe nenhum ponto x2 €|, 5[, com x2 > z7 e tal
que y(z2) < M.

Se x9 < 1, define-se a fungao z(x) := e V(z—z1) —1, com vy uma constante
positiva, e aplica-se o mesmo tipo de argumentos para mostrar que tal xo
nao pode existir. Portanto y(z) = M em [o,5]. m
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O teorema anterior permanece vdlido para a desigualdade contréria,
substituindo "maximo" por "minimo".

Para uma desigualdade mais geral, por exemplo, v’ +p(z)y’ 4+ q(z)y > 0,
o resultado anterior ndo é necessariamente verdadeiro, para ¢(z) positiva ou
negativa, como se ilustra nos exemplos seguintes:

Exemplo 5.3.2 (i) A funcao y(z) =sen x é uma solug¢io da equagio y" +
y = 0 e, no intervalo [0, 7], atinge o mdximo em x = 5, que é um ponto
nterior.

(i) na equagao y" —y =0, a fungao y(x) = —e® — e~ é uma solugdo que

atinge o valor mdzimo —2 em x = 0, no intervalo [—1,1].

Teorema 5.3.3 Suponha-se que y(x) verifica a inequagao diferencial

y'(@) +p(=)y () + q(x)y(x) 20, = €], B, (5.40)

com p(zx) e q(x) fungoes limitadas em qualquer subintervalo fechado de |o, 5]
e q(z) < 0. Se y(z) tiver um mdximo nao negativo M num ponto interior
de [a, 5] entao y(x) = M.

Dem. Se a desigualdade (5.40) for estrita e y(x) assumir um méximo
nao negativo M num ponto interior zg de [, 8], entao y(zo) = M, y'(z9) =0
e 3" (x9) < 0. Como p(x) e q(z) sao limitadas num subintervalo fechado que
contenha x e ¢(z) < 0 entdo tem-se

Yy (w0) + p(0)y (z0) + q(xo)y(zo) <0,

o que contradiz a hipétese de a desigualdade ser estrita em (5.40). Assim, se
a desigualdade (5.40) for estrita, entdo y(x) ndo pode ter um maximo nao
negativo M num ponto interior zg de [«, 5]

Admitindo agora (5.40) e y(x1) = M, para algum z; €|, [, suponha-
se que existe um ponto xy €]a, B tal que y(xa) < M. Se zo > x1, entdo
define-se novamente z(z) := €¢"®=#1) — 1, com ~ uma constante positiva a
ser determinada. Esta funcao z(x) verifica (5.39) e, como ¢(x) < 0, tem-se
que

2" () +q(x)z
= [’)/2 + p(z)y + q(x) <1 — 6*7(1*961))] e (@—z1)

[V + p(2)y + q(x)] .,

Vv
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Escolha-se 7 tal que 72+ p(z)y+q(x) > 0 em ]a, B[, 0 que é sempre possivel
uma vez que p(x) e g(z) fungoes limitadas em qualquer subintervalo fechado
de Ja, 8]. Com esta escolha verifica-se que

2"+ p(z)2 +q(z)z > 0.

A parte restante da demonstragao é andloga a realizada no Teorema 5.3.1,
excepto no caso da fun¢do w, em que, em vez de w”(z) > 0, se tem agora
que w”(z) + p(z)w' (x) + q(z)w(x) > 0.

Se ¢(x) nao for identicamente nula em |a, [, entdo a tnica constante
nao negativa M para a qual y(x) = M satisfaz (5.40) ¢ M = 0. De facto, se
y(x) =M >0, y'(z) =y"(x) = 0, para = €], ([ e, portanto,

y"(z) +p(2)y (2) + q(2)y(z) = g(z)M = 0.
Mas como ¢(z) < 0, entdo é necessdrio que M =0. =

Algumas consequéncias deste resultado apresentam-se nos coroldrios se-
guintes:

Coroldrio 5.3.4 Sejam y(x) uma solugdo nao constante de (5.40) com de-
rivadas laterais em o e B, p(x) e q(x) fungdes limitadas em qualquer subin-
tervalo fechado de |o, B] e g(x) < 0.

Se y(x) tiver um maximo nao negativo em « e a fungio p(x)+ (z — ) ¢(x)
for minorada em «, entao y'(a) < 0.

Se y(x) tiver um mdaximo nao negativo em B e a fungio p(x) — (8 — x) q(x)
for majorada em B, entao y'(8) > 0.

Dem. Suponha-se que y(z) tem um méximo nao negativo em «, por
exemplo, y(a) = M > 0.

Entao y(z) < M, = € [a, 5] e, como y(x) & ndo constante, existe zg €
|a, B[ tal que y(xo) < M.

Defina-se z(x) := e7(*=a) 1 com v uma constante positiva a determinar.
Como ¢q(z) <0e1—e 7% <y (z — a), para z > «a, obtem-se

2"+ p(x)2 + q(z)z
= [P +p@n+a) (1-e@)] et

= [72 +y (p(.’L') + q(x) ($ — Oé))] e"/(I—a)'

vV

Escolha-se v tal que 2 + v (p(z) + q(z) (x — @)) > 0 para = € [, z0), 0 que
é sempre possivel uma vez que p(z) e g(z) fungoes limitadas em qualquer
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subintervalo fechado de Ja, [ e a funcao p(x) + g(z) (z — @) é minorada em
a. Entao 2" + p(x)z' + q(x)z > 0.

Defina-se agora w(z) := y(z) + € 2(z), com 0 < € < %SO). Entao

w(a) = y(a) = M o que implica que w(x) tem um maximo maior ou igual
que M em [a, xg]. Contudo, como w” + p(x)w’ + g(x)w > 0, o maximo
nao negativo tem de ocorrer numa das extremidades de [a, z¢]. Finalmente,
w(zog) = y(xo) + € z(xp) < M implica que o méximo ¢é atingido em «.
Portanto a derivada lateral de w(z) em « nao pode ser positiva, isto é,
w'(a) <0ew'(a)=1y(a)+e'(a) <0. Como 2'(a) =7 > 0, entdo tem de
ser ¢ (a) < 0.

Se 0 maximo nao negativo M ocorrer em (3, é possivel aplicar o mesmo
tipo de argumentos para provar que y'(3) > 0. =

Coroldrio 5.3.5 Considere-se y(x) uma solugio de (5.40), continua em
[, B] tal que y(a) < 0, y(B) < 0 e p(x) e q(x) sao fungoes limitadas em
qualquer subintervalo fechado de Jov, B[ com q(x) < 0. Entdo ou y(z) < 0 em
Jor, 8] ou () = 0 em [0, 5]

Dem. Se y(z) tem um méximo negativo, entdao y(z) < 0 em [o, f].
Caso contrério, pelo Teorema 5.3.3, 0 mdximo nao negativo de y(x) tem de
ocorrer numa das extremidades. Contudo, como y(a) < 0 e y(5) < 0 tem-se
y(x) < 0 em ]a, 5[, a menos que y(z) =0 em [, 5]. W

Os préximos exemplos ilustram como os principios de médximo podem
ser aplicados para obter minorantes e majorantes para solucoes de equagoes
diferenciais que nao possam ser resolvidas explicitamente.

Exemplo 5.3.6 Considere o problema com valores na fronteira

y"—aczy = 0, z€lo,f]
yla) = v, y(B) =2,

para o qual existe uma tnica solugdo y(x).

Suponha-se que eziste uma fungao z(x) tal que
=222 <0, z(@) >, 2(8) >, (5.41)
Para esta funcao z(x) define-se w(z) = y(z) — z(x). Entao w(z) satisfaz

w’' — 2w >0, wla)<0, w(B)<0 (5.42)
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e, pelo Coroldrio 5.3.5, obtem-se que w(z) <0 em [a, f], ou sejay(x) < z(z)
em [a, 5] .
Construa-se agora a fungao z(x) do sequinte modo: define-se

z1(z) = A (2 - 677(I7Q)> ,
onde A ey sao constantes a determinar. Como
2 =2l =A [(—72 +2?) e @) _ 23:2] ,

escolhe-se A = max{vy;,72,0} e v = max{|a|, ||} +1 de modo que A > 0,
v >0e—y2+ 22 <0 para v € o, §]. Com este tipo de escolha tem-se

A -’01 <0, z(a)=A>y, z(8)>A>7,.
Portanto z1(x) verifica (5.41) e, por isso, y(z) < z1(z) em [a, f] .
A minoragao para y(x) obtem-se de modo andlogo, definindo
zo(x) := B <2 — 677(I7Q)> ,
com ~y escolhido como anteriormente e B = min{~y,,7,,0}. Assim B <0 e
zo(x) verifica

Zé/ - 13222 > 07 ZQ(Q) =B< Y1» 22(5) <B< Y2,

e (5.41) com as desigualdades contrdarias. A func¢ao w(zx) = z3(z) — y(z)
satisfaz (5.42), pelo que zo(x) < y(z), = € |, 5]
Em conclusao,

Bo(z) < y(z) < Ag(x),
com A = max{~yy,75,0}, B = min{vy;,7,,0}, ¢(z) =2 — e V@) oo =
max{|al, |3]} + 1.

Exemplo 5.3.7 Para obter majoragoes e minoragdes para a solugao y(x)
do problema

Y — 2%y = 0, xz€]0,1]
y(O) = ]-7 yl(o):07

bastard encontrar uma fungdo z1(x) que verifique

2 — 2?2 >0, x€)0,1], 2(0)>1, 2(0)>0. (5.43)
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Para tal defina-se vi(x) = z1(z) — y(x) e repare-se que
of —2%v; >0, x€)0,1], v1(0)>0, v;(0)>0.

Como v1(0) > 0, a fungdo vi(x) tem um mdzimo ndo negativo em qualquer
intervalo [0,z0] C [0,1]. Pelo Teorema 5.3.3, este mdazimo ocorre ou em 0 ou
em xo. Mas, como v{(0) > 0, entdo, pelo Coroldrio 5.3.4, terd de ocorrer em
xo, a menos que vi(x) seja constante em [0, xzg]. Portanto, para zo €0, 1],
v1(z0) > v1(0) > 0 e, pelo Coroldrio 5.3.4, tem-se vi(xo) > 0. Entdo, para
z €]0,1[, vi(x) = z1(z) — y(x) > v1(0) > 0, isto é, y(z) < z1(x).

Para construir esta fung¢io z(x), define-se z(x) = c12? + 1, com ¢; uma
constante a ser determinada. Como

2 — 2%z =201 —2® (12’ + 1) = ¢1 (2 — 2*) — 22,

escolhe-se cq tal que c1 > %, x €]0,1]. Mas 2fi4 < 1,Vx €0,1], pelo que

se pode optar por ¢y = 1. Entio z1(x) = 22 +1 verifica (5.43) ey(z) < 22+1,

z € [0,1].

Analogamente, para obter uma minoragao, é necessario encontrar uma fun¢ao
zo(x) que satisfaca

2 — 2?29 <0, x€]0,1], 22(0) <1, 2z5(0)<0. (5.44)

Para a sua construgao coloca-se zy(x) = cx? + 1, com ca a determinar.
Como

zé’ — a:2z2 =y (2 — 334) — 332,

é necessdrio escolher co tal que co < %, x €]0,1[. Basta tomar ca = 0
para zo(x) = 1 verificar (5.44) e 1 < y(x), x € [0,1].
Finalmente,

1<y(z)<z*+1, z€][0,1].

5.4 Problemas de Sturm-Liouville

Em seccoes anteriores viu-se que o problema homogéneo com valores na
fronteira (5.3), (5.4) pode admitir solugoes nao triviais. No caso em que os
coeficientes da equacao diferencial e/ou das condigoes de fronteira dependem
de um pardmetro ¢ importante determinar o(s) valor(es) do parametro para
o qual (os quais) a solugdo nao trivial existe. Estes valores especiais do
pardmetro designam-se por valores préprios e as correspondentes solugoes
nao triviais por fungoes préprias.
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O problema com valores na fronteira composto por

(p(@)y)' + a(@)y + Ar(z)y =0, (5.45)

com A um parametro, as funcoes ¢, € C(J), p € C1(J), p(x) > 0er(x) >0
em J, e pelas condigoes (5.31),

aoy(a) + a1y’ (@)
doy(B) +dry/(B) = O,

é vulgarmente designado por problema de Sturm-Liouville regular. Re-
solver este problema significa encontrar os valores de A (valores préprios) e
as correspondentes solugdes nao triviais, ¢, (x), (fungdes préprias). Ao con-
junto de todos os valores préprios do problema regular chama-se espectro
do problema.

Veja-se um exemplo do célculo dos valores préprios e das correspondentes
fungoes proéprias:

Exemplo 5.4.1 Considere-se o problema

Y+ y=0 (5.46)
y(0) = y(m) = 0. (5.47)

Se A =0, a solugao geral de (5.46) é y(z) = c1 + cox. Esta solugao verifica
as condigoes de fronteira (5.47) se, e s6 se, c; = ca =0, ou seja, y(z) =0
¢ a tnica solugao do problema (5.46), (5.47). Portanto, A = 0 ndao é um
valor préprio do problema (5.46), (5.47).

Se X\ £ 0, é conveniente substituir X\ por u?, sendo p um novo pardmetro,
nao necessariamente real. Neste caso a solugdo geral de (5.46) é y(x) =
c1e™M® + coe” ™M que verifica as condigoes (5.47) se, e so se,

c1+c=0

. . A4
cleunr + Cgeiz‘uﬂ =0. (5 8)
Este sistema tem uma solugdo nao trivial se, e so se,
e T _ T — (), (5.49)

Se ;1 =a+1ib, com a e b reais, a condi¢io (5.49) fica
"™ (cos(am) — isen(am)) — e (cos(am) + isen(ar))
= (eb7r - e_b”> cos(arm) — i (eb7r + e_bﬁ> sen(ar)
= 2sinh (brr) cos(am) — 2i cosh (br) sen(aw) = 0.
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Isto ¢,
sinh (br) cos(am) =0 (5.50)

cosh (brr) sen(am) = 0. (5.51)

Como cosh (br) > 0 para todos os valores de b, a equagao (5.51) implica
que a = n, n € Z. Para este a tem-se cos(amw) # 0, pelo que, por (5.50),
sinh (brr) = 0, isto é, b = 0. Contudo, se b = 0 entdo a # 0, pois, caso
contrdrio, ter-se-ia = 0 e A = 0 nao é um valor proprio. Assim p = n,
com n um inteiro nao nulo, pelo que os valores proprios do problema (5.46),
(5.47) sdo \p = p?2 =n%, n=12,...

Por (5.48), ca = —c1 e para A, = n?

de (5.46), (5.47) sao

as correspondentes solucdes nao triviais

o, () =c1 (eim — e ") = 2ic; sen(nx),
ou simplesmente ¢, (x) =sen(nz).

Exemplo 5.4.2 Para a mesma equagao diferencial (5.46) consideram-se as
condigoes de fronteira

y(0)+y'(0) =0, y(1)=0. (5.52)

Se A =0, entao a solugao geral de (5.46), y(x) = ¢1 + cox, também verifica
as condigoes (5.52) se, e sd se, c1 +ca =0, ou seja, ¢ = —ca. Logo, A =10 é
um valor préprio do problema (5.46), (5.52), sendo a correspondente fung¢dao
propria ¢1(x) =1 —x.

Se A # 0, também ¢é conveniente substituir A por u?, e verifica-se que a
solugio geral y(x) = c1e™ + coe ™ satisfaz as condigoes (5.52) se, e s6
se,

c1+ca+ip(ci—ea) =0

cret + coe T = 0. (5.53)

O sistema anterior tem uma solucao nao trivial se, e so se,
(1+ip)e ™ — (1 —ip) e =0,

que é equivalente a
tan p = p. (5.54)
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As raizes reais desta equacgdo podem ser ilustradas pela interseccao entre os
grificos das funcoes y =tanpy e y = p.

f t H
1 2 3 4 5 B T8
Assim, torna-se claro que a equagdo (5.54) tem infinitas solugées p,, n =
1,2,...,que se aprozimam dos muiiltiplos impares de %, isto é, p,, ~ (2n + 1) 3.
Como a equagdo permanece inalterada se se substituir u por —u, tem-se que
as raizes ndo nulas de (5.54) sao p, ~ £ (2n+1)5, n=1,2,....

Desta forma, o problema (5.46), (5.52) também possui um nimero infinito

de valores proprios: A1 = 0, Apy1 =~ (2n + 1)2“75, n =1,2,....Por (5.53),
co = —c1e?™ e para A\,, n > 1, as solug¢des nio triviais de (5.46), (5.52)

correspondentes, sao
y(z) = cleimx — clefimxe%/)‘_ = —2icy eV sen, (\/)\n (1-— x)) .
Portanto as fungoes proprias de (5.46), (5.52) sao

i) = 1-z
op(z) = Sen(\/k_n(l—:n)>, n=23,...

Pelo Exemplo 5.4.1 ¢ evidente que o problema (5.46), (5.47) tem um
nimero infinito de valores préprios \,, que podem ser dispostos como uma
sucessao crescente A1 < Ag < ... tal que A, — 400 quando n — +oo. Além
disso, correspondente a cada valor préprio, existe uma familia de fungoes
préprias ¢, (), que tém exactamente n — 1 zeros no intervalo |0, 7[.
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Estas fungoes préprias sao ortogonais, de acordo com a seguinte definigao:

Definigao 5.4.3 O conjunto das fungoes {¢,(z) : n = 0,1,...}, seccional-
mente continuas num intervalo infinito ou finito [a, (], diz-se ortogonal em
[, B], em relagao a fungdo nao negativa r(x), se

B
(6s ) = / (@) () by ()i = 0, Vim 4 ,

B
/ r(z)¢2 (x)dx # 0, Vn.

A fungao r(x) designa-se como fungao peso e assume-se que tem apenas
um nimero finito de zeros em |a, B] e que os integrais ff r(z)p, (z)dz, n =
0,1, ...existem.

O congunto ortogonal {¢,(x) : n =0,1,...} em [, 5], em relagao a fun¢do
peso r(x), diz-se ortonormal se

B
/ r(z)¢2 (z)dr =1, Vn.

Entéao as funcées ortonormais tém as mesmas propriedades que as funcées
ortogonais, mas, além disso, estdo normalizadas, isto ¢, cada funcao ¢, (x)
do conjunto ortogonal, estd dividida pela sua norma, definida por

lgll = ( / Bm)qﬁi(x)da:)% .

Observe-se que, como
xT
/ sen(kx) sen(lx)dx = 0,
0

para k # [, o conjunto das fungoes préprias {¢,,(x) =sen(nzx), n = 1,2,...}
de (5.46), (5.47) é ortogonal em [0, 7] em relagao a fungdo peso r(z) = 1.

As propriedades referidas para os valores proprios e para as funcoes pro-
prias de (5.46), (5.47) também sao vilidas para o problema (5.46), (5.52).
De facto, até sao vélidas para um problema regular geral de Sturm-Liouville
(5.45), (5.31), como se justifica nos préximos teoremas:
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Teorema 5.4.4 Os valores préprios dum problema regular geral de Sturm-
Liouwville (5.45), (5.31) sao simples, isto é, se X\ é um valor préprio de
(5.45), (5.31) e ¢1(x) e ¢py(x) sao fungoes proprias correspondentes, entio
d1(x) e ¢o(x) sao linearmente dependentes.

Dem. Como ¢;(z) e ¢o(x) sdo ambas solugoes de (5.45), entao

p(x)W (61, ¢2) () = ¢ (constante).

Para encontrar o valor de ¢ utilizam-se as condigoes de fronteira, isto &,

appy(a) + ardy(a) = 0
aogo(a) + ardy(e) = 0,

o que implica que W (¢q, ¢5) () = 0 e, portanto, ¢ = 0. Logo,
p@)W (1, ¢2) () =

isto é, ¢1(x) e Py(x) sdo linearmente dependentes. m

Teorema 5.4.5 Sejam A\,, n = 1,2, ..., valores proprios dum problema re-
gular de Sturm-Liowville (5.45), (5.31), e ¢,(x), n = 1,2,..., as fung¢des
proprias correspondentes. Entdo o conjunto {¢,(x): n=1,2,...} é ortogo-
nal em [a, B], em relagao a fungdo peso r(x).

Dem. Considerem-se \; e A;, (k # 1), dois valores préprios e ¢p(x) e
¢;(x) as fungbes préprias correspondentes de (5.45), (5.31) e defina-se

Paly] = (p(2)y)" + a(2)y. (5.55)
Como ¢ (z) e ¢;(z) sao solugoes de (5.45), tem-se

Pa(pr] + Ak () g () = 0

Paty] + N r(x)dy(x) =0

Multiplicando a primeira por ¢;, a segunda por ¢, subtraindo e integrando
em [o, 3], obtem-se

B B
(= ) / r(@)be(@)dy(2)dx = / (6iPalde] — SPolénl) da (5.56)
= [p(@) ($(2) (@) — dp(2)d}(2))]°
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Uma vez que ¢y (x) e ¢;(z) verificam as condigoes de fronteira (5.31), isto é,

aody(@) + argy(a) = 0, dody,(B) + digy(B) =0
aopy(a) +argy(a) = 0, dogy(B) +digi(B) =0

¢é necessdrio que

Pr(a)j(a) — B (a)dy(a) = ¢ (B)d1(B) — ¢(B)en(B) = 0.

Assim a igualdade (5.56) reduz-se a
B
(=) [ r@o@aends o (5.57)

Contudo, como A\, # A\, tem-se ffr(:n)qSk(:n)gbl(m)dx =0. =

Corolario 5.4.6 Considerem-se A1 e Ay dois valores proprios dum problema
reqular de Sturm-Liouville (5.45), (5.81), e ¢1(x) e po(x) as fungdes préprias
correspondentes. Entao ¢(x) e ¢o(x) sao linearmente dependentes apenas
se A1 = Ag.

Dem. A demonstracdo ¢ consequéncia imediata de (5.57) m

Teorema 5.4.7 Os valores préprios dum problema reqular de Sturm-Liouuville
(5.45), (5.31) sao reais.

Dem. Seja A = a + ib um valor préprio complexo e ¢(x) = p(x) + iv(z)
a correspondente fungao prépria do problema (5.45), (5.31). Portanto,

(p(z) (1 + iy)')/ +q(z) (p+iv)+ (a+ib)r(x) (p+iv) =0

e, por consequéncia,

Pap] + (ap(z) — bv(z)) r(z) =0,

Pa[v] + (bu(z) + av(z)) r(z) =0,
app(a) +arp' (@) = 0,  dop(B) + dip'(8) = 0,
aov(a) + a1 (o) =0, dov(B) +div/(B) = 0.
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Aplicando um processo andlogo ao utilizado na demonstracao do Teorema
5.4.5, obtem-se

B
/ (VPaly] — uPalv]) da

B
- / — b)) v(@)r(z) + (b) + av(z)) pa)r(z) da

5
= b 1 (z)) r(z)dx

= p(w Vu—yu)]ﬁ 0.

Ora para que tal seja possivel, é necessédrio que b = 0, isto é, que \ seja real.
|

Como o problema (5.46), (5.52) é um problema regular de Sturm-Liouville,
pelo Teorema 5.4.7, a equagao (5.54) tem apenas raizes reais.

Nos resultados anteriores tem sido sempre assumido a existéncia de va-
lores proprios. Tal facto é "permitido" pelo seguinte teorema:

Teorema 5.4.8 Num problema regular de Sturm-Liouville (5.45), (5.31)
existe um numero infinito de valores proprios Ap, n = 1,2, .... Estes valores
préprios podem ser dispostos como uma sucessdo crescente A1 < g < ...
tal que A\, — +00 quando n — +oo. Além disso, a fungdo propria ¢, (x),
correspondente ao valor proprio A, tem exactamente n—1 zeros no intervalo

Jev, BI.

Dem. Em primeiro lugar considera-se um caso particular que inclui a
equagao (5.45) e
y (@) =y(B) =0. (5.58)
Note-se que:
(i) Se os valores préprios de (5.45), (5.58) existirem, entdo sao todos
ndmeros reais (conforme Teorema 5.4.7);

(ii) Para cada A, fixo, existe uma tnica soluc¢ao y (x, ) do problema da
valor inicial formado por (5.45) e

y(a,\) =0, o (a,\)=1. (5.59)

Além disso, y(x,\) e ¢/ (x,\) variam de modo continuo em A\ (conforme
Teorema 3.1.12).
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(iii) Existem constantes p, P,q,Q,r e R tais que, para x € [, 3], 0 <
p<plx) <P g<qx)<Qel<r<r(zr) <R. Entao, para A > 0 fixo,
a solugao y (z, ) de (5.45), (5.59) oscila mais rapidamente que a solucao
yo (z, A) do problema

(Pyb) + qyo + Aryo = 0

5.60
b)) =0, (o)) =1 (60
e mais lentamente que a solucdo y; (z, A) do problema
Y _

Y1 (Oé, )‘) = 07 yi (Oé, )‘) = 17

(conforme Teorema 4.7.5). Quando A < 0, r ¢ R em (5.60) e (5.61) nao

necessitam de serem trocados.

Os problemas (5.60) e (5.61) tém coeficientes constantes (modificados
quando A < 0) e podem ser resolvidos explicitamente.
2

Se A > 0 é suficientemente grande tal que 0 < Q%‘T = a”, entao a

solugdo do problema (5.60) ¢ yo (z) = Lsen(a (z — a)), a qual se anula pelo

2

(B—a)*"

menos uma vez em |a, 3], desde que a(x — «) > m, isto &, 9%’\’1 >

Entao, para cada

1 Pr? 0
)\>H1&X{O,;<W—q>}>\,

a solugao do problema (5.45), (5.59) tem pelo menos um zero em |, 3.

Analogamente, se A < 0 é suficientemente pequeno tal que

2:Q+)\T

2 < 0, ou seja, A < min {(), —Q} =\

r

entdo a solugdo do problema modificado (5.61) é y (z) = %senh(a (x —a)),
a qual nunca se anula. Portanto para cada A < A! a solucdo do problema
(5.45), (5.59) ndo tem nenhum zero em |, f].

Como a solucao y (z,A) de (5.45), (5.59) varia continuamente em A, se
y (z, ) tem um zero em |, ], entdo a sua posigao também varia continu-
amente com \. Entéo, se A aumenta constantemente a partir de A! (para o
qual a solucao do problema (5.45), (5.59) nao tem nenhum zero em |, f])
até A°, entéo havera um valor especifico de A, por exemplo, A1, para o qual
y (z, A) se anula primeiro para x = /3. Isto prova que existe um menor valor
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préprio A1 do problema (5.45), (5.58) e y (x, A1) , a solugao de (5.45), (5.59),
a funcao prépria correspondente.

Permitindo que A cresga desde este valor Aj, entdao existe um nimero
A2 > Aj para o qual y (x, \2), solugdo de (5.45), (5.59), tem precisamente
um zero em |a, B[ e y (B, A2) = 0. Como A continua a crescer, resulta uma
sucessao de valores préprios A; < Az < ... e uma sucessao correspondente
de fungdes préprias y (z, A1), y (z, A2) , .... Além disso, y (z, A,) tem precisa-
mente n— 1 zeros em |, 8], 0 que completa a demonstragéo para o problema
(5.45), (5.58).

Para o problema formado pela equagao (5.45) e pelas condigoes

apy() + a1y’ (@) =0, y(B) =0, (5.62)

as afirmacoes anteriores permanecem validas, substituindo a solugao y (z, \)
de (5.45), (5.59) pela solucao z (x,\) do problema da valor inicial formado
por (5.45) e

z(a,\) =a1, 2 (a,\)=—ap. (5.63)

Assim, o problema (5.45), (5.62) também tem uma sucessao de valores pré-
prios A} < A\, < ... e a correspondente sucessao de fungoes préprias z (:B, )\'1) ,
z (a:, )\’2) ,...tais que z (a:, )\;l) tem precisamente n—1 zeros no intervalo aberto
Jev, BL.

Finalmente, considera-se o problema (5.45), (5.31).

Para a solugao z (z,\) de (5.45), (5.63), o Teorema 3.1.12 implica que

gf\ (x,\) € solugao do problema da valor inicial

Py [gi (z, )\)] FA @) 5 (2,0) +r(a)z (2,0) = 0
0z 07
5 (Oé, )‘) 8A (a )‘)

Aplicando a técnica de (5.56) obtem-se

[ (e Pl - w072 0] )

= /j r(z) 2% (z,\) dx

92/ B

= o) (5 @07 @ - G @z @) |
= POW (e (5.3),2 (5,3),

«
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0 que permite concluir que

W(% (B,\),z(B,\) > 0.

No intervalo ])‘;u)‘;L+1[ sabe-se que z(f,\) # 0, pelo que para todo

A€ N, A [ afungio ¢ (N) = % estd bem definida. Além disso,

(% (B,)),2(8.))
22(B,\)

¢/()\)=—W <0,

isto ¢, no intervalo |\, A7, ;1 [ a funcdo ¢ (\) é decrescente. Como z (3, \,,) =

z(B,N41) =0, 2 (B,A,) #0¢ 2 (8,N,;1) # 0 entdo é necessdrio que
gb()\;l) = 40 e ¢ ()\;Hl) = —o0, isto é, ¢ (\) decresce de +00 até —oo.

Portanto, existe um tnico A € ] - ;1+1[ tal que

sy =TT _ &
2B di
Assim, para o problema (5.45), (5.31) existe uma sucessao de valores pré-
prios \] < A\ < ..., tais que \! € ] ;L,)\;LH[, e z(x,)\;;), n =1,2,...s80
as correspondentes funcbes préprias, que tém precisamente n — 1 zeros no
intervalo aberto |, A
As propriedades anteriores dos valores préprios e das fungoes proprias
nao sao necessariamente validas para problemas de Sturm-Liouville singu-
lares, como se mostra nos exemplos seguintes: ®

Exemplo 5.4.9 No problema de Sturm-Liouville singular

¥+ Ay =0 (5.64)
y(0) =0, |y(x)] <M < +oo, =z €]0, +o0], ‘
cada \ €]0, +o00[ é um valor proprio e sen(ﬁx) é a func¢do propria corres-
pondente. Comparando com o problema regular, onde o espectro é sempre
discreto, verifica-se que os problemas singulares podem ter wm espectro con-
tinuo.

Exemplo 5.4.10 Considere-se o problema, periddico e singular, de Sturm-
Liouville
y' + Ay =0

y(—m) =y(m), Y (—7)=y'(n). (5.65)
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Este problema tem como valores proprios Ay =0 e \py1 =n?, n=1,2,.... O
valor proprio A1 = 0 é simples e ¢p(x) = 1 € a fun¢ao prépria correspondente.
O wvalor proprio Apy1 = n?, n > 1, ndo é simples e existem duas fungdes
proprias correspondentes linearmente independentes: sen(nx) e cos (nx).

Em contraste com os problemas regulares, em que os valores prdprios sao

stmples, nos problemas singulares podem ser maltiplos.

Contudo, as propriedades dos valores préprios e das fungoes proprias dos
problemas de Sturm-Liouville regulares, podem permanecer vdlidas para os
casos singulares se se verificarem condigoes suplementares adequadas.

Alguns casos particulares sao ilustrados pelos exemplos seguintes:

Exemplo 5.4.11 Seja o problema de Sturm-Liouville singular

(1-2?)y) +xy=0 (5.66)
lim y(z) < 400, limy(z) < +o0.
r——1 T—1

Os wvalores proprios deste problema sio A, = n(n—1), n = 1,2,... e as
fungdes proprias correspondentes sao os polindmios de Legendre P,_1(x)
dados por

1 d?

Pr() = 2nn! dzn

(x—=2)", n=0,1,.. (5.67)

Exemplo 5.4.12 No problema de Sturm-Liouville singular formado por (5.66)
€
y'(0) =0, limy(z) < +oo,

0s valores prdprios sao A\, = (2n —2) (2n— 1), n=1,2,... e as fungdes pro-
prias correspondentes sao os polindmios de Legendre de ordem par, Pg(n,l)(m).

Exemplo 5.4.13 Considere-se o problema de Sturm-Liouville singular
!/
<€_m2y/) + ey =0
y(z)

. X .
lim —% < 400, lim —= < +o0,
r——4oco I
para um certo k € N.
Os walores proprios deste problema sao A, = 2(n—1), n = 1,2,... e as
fungées proprias correspondentes sao os polinomios de Hermite H,_1(z)
definidos por
Z‘Z dn 2

H,(z)=(-1)"e we_’” , n=01,..
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Exemplo 5.4.14 No problema de Sturm-Liouville singular

(:Ue_x ’) +Xe Py =0
y(x)

lim |y(x)| < +o0, hm —= < +o00,
z—0 —+00

para um certo k € N, os valores proprios sao A, =n—1,n=1,2,... e as
fungoes proprias correspondentes sao os polindmios de Laguerre L,_1(x)
definidos por

e’ d"

Lnl@) = Z1 g

e "), n=01,..

5.5 Desenvolvimento em série de funcgoes préprias

Considerando a base candnica de R”, {el, e e”} , para qualquer u €
R™, existe constantes (dnicas) aq, ..., o, tais que

n

i

u = E e
i=1

Pela ortogonalidade dos vectores €, i < 1 < n, pode-se determinar o,
1 <1 < n, do modo seguinte

uej <Zaze e> Zaleej>—az, 1<j<n

i=1

Assim, o vector u pode escrever-se, de modo tinico, como
n
u = Z <u, e”> e’.
i=1

Uma generalizagao natural desta observacao pode ser a seguinte:

Seja {¢,,(x) :n=0,1,2,...} um conjunto ortogonal de func¢des no in-
tervalo [a, 8] em relagdo & fungao peso r(z). Entao qualquer funcdo f(z)
pode ser expressa como uma série envolvendo fungoes ortogonais ¢, (z),
n=0,1,2,..., na forma

+o0
z) = ) Cn()- (5.68)
n=0

A igualdade anterior coloca algumas questoes sobre a sua natureza,
nomeadamente sobre a convergéncia da série ou sobre como determinar os
coeficientes (constantes) ¢,, n =0, 1,2, ...
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Ignorando momentaneamente a convergéncia, multiplique-se (5.68) por
r(x)p,,(r) e integre-se em [« 5] . Obtem-se

B B2

| r@en@i@is = [y cubn@r@)on(e)da,
o & n=0

Admitindo que a integracao e a soma podem permutar, tem-se

53 too B8
J/ r(@) (@) f@)de = j{j<zljf (@) () (1)
(03 7120 [0

B
— Cm/ r(x)gf)?n(l‘)dl‘ = Cm ||§bm||2 :

Entao, com condigoes adequadas a convergéncia, as constantes c,, n =
0,1,2,..., sao dadas por

B
L@y o0
1l
Se o conjunto {¢,(x)} for ortonormado, tem-se ||¢, || = 1, pelo que, neste
caso, ;
cn—/ r(z)d, (z)f(x)d. (5.70)

Em conclusio, se a série 3.7 ¢,¢,(z) convergir uniformemente para
f(z) em [o, 8] entao as afirmagoes anteriores sao vdlidas. Os coeficientes ¢,
dados por (5.69), sdo designados por coeficientes de Fourier da funcao
f(x), em relagio ao conjunto ortogonal {@,(z)}. A série > %0 c 6, ()
designa-se por série de Fourier de f(z) e fornece uma aproximagao de
f(z), representada por

+o0
f@) ~ Y endn(@),
n=0

ja que, com frequéncia, f(x) # ;’i% ().

Exemplo 5.5.1 O conjunto dos polindmios de Legendre dados por (5.67),
{¢,(x) = Py(z),n=0,1,2,...},

¢ ortogonal em [—1,1] com r(z) = 1, pois

/1 Pn(a:)Pm(:n)d:z::{ 0 , m#n

-1 2n+1
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Portanto, por (5.69), dada uma fungao f(x), os coeficientes da série de

Fourier-Legendre f(x) ~ Y. ¢, P, () sio dados por

2 1
Cp = 2n+1 /1 Pn(ﬂ:)f(m)dﬂj, ’I’L:Oj]_’Q’””

Exemplo 5.5.2 O conjunto de funcédes

{1,COS <n_zw>’ sen <n—7£x) ,L>0,n¢ N}

é ortogonal em relagdo & fungdo peso r(x) = 1 em [—L, L], tendo por normas

Lo, (nm:) de — 2L , n=0
LCOS - )dr = L . n>1
L

L
/ sen? (w) der =
I L

Assim a série trigonométrica de Fourier duma certa funcao f(z) é
definida por

, n>1.

f(z) ~ %ao + ioan cos (?) + by, sen (n_zx) ,

n=1
com
ap = % ffL CoS (”—z"”) f(x)dzx, n >0,
(5.71)
by, = %ffL sen (42) f(z)dz, n > 1.

Analise-se agora a convergéncia das séries de Fourier para a fungao f(z),
num caso geral em que as fungoes ¢, (), n = 0,1,... e f(z) s@o seccional-
mente continuas em [a, ] .

Designe-se a soma dos primeiros N +1 termos, Zfl\;o ey (), por Sy (x)
e considere-se a diferenca |Sy(z) — f(z)| para os vérios valores de N e x.

Se para € > 0 arbitrdrio, existir um inteiro N(e) > 0 tal que
1Sn(z) — f(=z)| <,

entao a série de Fourier converge (uniformemente) para f(z).

Se N depender de z e de €, simultaneamente, entao a série de Fourier
converge pontualmente para f(z).

Contudo, estes dois tipos de convergéncia sdo "demasiado exigentes",
pelo que é conveniente uma convergéncia mais fraca:
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Definicao 5.5.3 Suponha-se que cada uma das fungées ¥, (x), n > 0, e
Y(x) sao seccionalmente continuas em [a, ] . Diz-se que a sucessao (1, (z))
converge em média para ¥(x) (em relagao a fungdo peso r(x)) no inter-
valo |a, B] se

B
lim [, — || = lim / (@) [ () — (@) dz = 0.

Entao a série de Fourier converge em média para f(z) se
g 2
lim r(z) [Sn(z) — f(z)]" dx = 0.
N—+o0 /,

Antes de demonstrar a convergéncia da série de Fourier considere se a pos-
sibilidade de representar f(z) por uma série do tipo 20 dn¢p (), em que
os coeficientes d,, ndo sdo necessariamente os coeﬁc1entes de Fourier.

Defina-se
N

Tn (w3 do, dy, .. dy) =Y dny ()
=0

tem-se, pela ortogonalidade das fungdes ¢,,(z),

8 N 2
1Ty — fIP = /T(:B) [Zdnqbn(:r)—f(:r)] dx

= Zd2/ r(z dx—QZd/ )y () f (z)dz
B
—|—/a r(z) 2 (x)dx

N

N
= Y o drlbul? =2 ducn llnll® + 11 £
n=0 n=0

N N
= D N6ul? (dn—ca)* =D lldall® + 1117 (5.72)
n=0 n=0

Entao, verifica-se que || Ty — f|| € minimo quando d,, = ¢, paran = 0,1, ..., N,
0 que prova o teorema seguinte:

Teorema 5.5.4 Dado um inteiro nao negativo N, a melhor aprorimag¢ao
em média para uma func¢ao f(x) é uma expressao da forma 27]1\[:0 dno, (),
obtida quando d,, sao os coeficientes de Fourier de f(x).
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Considere-se, em (5.72), d,, = ¢, paran =0,1,..., N, para obter

N
1S = FIP = IF11P =D e llnll®- (5.73)
n=0
Entao
N
ITn = f12 =D 16ull? (dn — cn)® + 1Sw = £I1%, (5.74)
n=0
pelo que
0<[[Snv—fl <ITn—fll- (5.75)

Se a série 120 d,,¢,, () convergir em média para f(z), isto é,
li Sn—fl|=0
Jim Sy — £l =0,

entao, por (5.75), a série de Fourier converge em média para f(x), ou seja,
se lim [|[Tn — f||=0.
N—+400

Contudo, por (5.74), tem-se

N
lm S 6 (dn = cu)? =0
n=

0 que apenas é possivel se d,, = ¢, paran =0,1,....
Provou-se assim o teorema:

Teorema 5.5.5 Se uma série do tipo Y20 dné, (x) converge em média
para f(x), entdo os coeficientes d,, tém de ser os coeficientes de Fourier de

f ().
Da desigualdade (5.73) conclui-se
0<|[Sn+1 = fII < 1I1Sv = fII,

pelo que a sucessao {||Sy — f||, N =0,1,...} é nao crescente e minorada
por zero, logo é convergente. Se convergir para zero, entao a série de Fourier
para f(z) converge em média para f(z).

Além disso, por (5.73), é vélida a desigualdade

N

2 2
o alsal* <IIfl
n=0
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e Ccomo a sucessao {Zﬁfzo A lo,lI>, N =0,1, } ¢ nao crescente e majo-

rada por || f||?, logo é convergente e, portanto,

+o0o

2 2
> enllgnl® <1712
n=0

Novamente por (5.73), verifica-se que a série de Fourier para f(z) converge
em média para f(z) se, e sé se,

+o0o
112 =" gl (5.76)
n=0

No caso particular em que ¢,,(x), n = 0,1, ..., sdo fungdes ortonormadas a
expressao reduz-se a desigualdade de Bessel

+oo )
> <|fll (5.77)
n=0

e (5.76) torna-se a igualdade de Parseval

+o0
IFI2 =" el (5.78)
n=0

Estes resultados sao resumidos no teorema seguinte:
Teorema 5.5.6 Seja {¢,(z),n=0,1,...} um conjunto ortonormado e c,
0s coeficientes de Fourier de f(x) dados por (5.70). Entao:

(i) A série 3122 c2 converge e
B
lime, = lim/ r(z)¢,(x) f(x)dx = 0.

(i1) E vdlida a desigualdade de Bessel (5.77).
(iit) A série de Fourier de f(x) converge em média para f(x) se, e sd se,
a igualdade de Parseval, (5.78), for valida.

Represente-se por Cs (o, 5]) o espago de todas as fungdes seccional-
mente continuas em [«, §] . O conjunto ortogonal {¢,,(x),n =0,1,...} diz-
se completo em C ([a, #]) se para toda a funcao f(z) de Cs ([a, B]) a sua
série de Fourier converge em média para f(x).
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Se {¢,,(x),n =0,1,...} for um conjunto ortonormado entdo ¢ completo
se, e sO se, a igualdade de Parseval se verificar para qualquer fungao em
Cs ([, B]) -

Uma propriedade fundamental para conjuntos ortogonais é dada pelo
seguinte resultado:

Teorema 5.5.7 Se um conjunto ortogonal {¢,(x),n=0,1,...} é completo
em Cs ([o, B]), entdao qualquer fungao ortogonal a todas as funcoes ¢, (x)
tem que ser nula, excepto, eventualmente, num niumero finito de pontos de

o, B] -
Dem. Suponha-se, sem perda de generalidade, que o conjunto

{¢p(2),n=0,1,..}

¢ ortonormal. Se f(z) é ortogonal a todas as fungoes ¢,,(x), entao, por (5.70),
todos os coeficientes de Fourier ¢, de f(x) sao nulos. Entao, pela igualdade
de Parseval (5.78) a funcdo f(x) tem que ser nula, excepto, possivelmente,
num ndmero finito de pontos de [a, 5]. m

Este resultado é importante porque caso se retire uma fungao a um con-
junto ortogonal, entao as fungoes restantes nao podem formar um conjunto
completo. Por exemplo, o conjunto {cos(nz),n =1,2,...} ndo é completo
em [0, 7] em relagao a fungao peso r(z) = 1.

Nao existe, infelizmente, nenhuma regra geral para garantir a completude
de um conjunto ortogonal. Contudo pode enunciar-se:

Teorema 5.5.8 O conjunto ortogonal {¢,(z),n=0,1,..} em [a, ], com
respeito a fungdao pesor(x), é completo em Cs (o, B]) se ¢,,(x) é um polinémio
de grau n.

Como consequéncia imediata, a série de Fourier-Legendre de uma funcao
seccionalmente continua em [—1, 1] converge em média para f(z).

Teorema 5.5.9 O conjunto de todas as fungoes proprias {¢,(z),n =1,2,...}
do problema de Sturm-Liouville reqular (5.45), (5.81) é completo no espago

Cs ([, B]) -

O Teorema anterior pode também ser aplicado a um problema periédico
de valores préprios. Por exemplo, em

v +Xy=0
y(-L)=y(L), y(-L)=1y(L),
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0 conjunto

{1,608(71—?), sen(n—?t), n>1, L>O},

referido no Exemplo 5.5.2, ¢ completo em Cs([—L, L]). Portanto a série
trigonométrica de Fourier de qualquer funcao f(z) em Cs ([—L, L]) converge
em média para f(x).

A discussao analitica sobre a convergéncia pontual e uniforme da série
de Fourier de uma fungao f(z) para f(x), ndo cabe neste curso. Contudo,
apresenta-se, sem demonstragao, o resultado:

Teorema 5.5.10 Seja {¢,,(x),n =1,2,...} o conjunto de todas as fung¢des
proprias do problem de Sturm-Liouville regular (5.45), (5.31). Entéo:

(i) A série de Fourier de f(x) converge para ﬂ%ﬁ em cada ponto
do intervalo aberto |a, B[, desde que f(x) e f'(x) sejam seccionalmente con-
tinuas em |o, (] .

(ii) A série de Fourier de f(x) converge uniforme e absolutamente para f(x)
em [, 8], desde que f(x) seja continua, f'(x) seccionalmente continua em

[aa/B]a f(Oé) =0 se ¢n(a) =0e f(/B) =0 se ¢n(ﬁ) = 0.

Exemplo 5.5.11 Pretende-se obter a série de Fourier de f(x) =1 em [0, 7]
em termos das fungoes proprias ¢, (x) =sen(nx), n = 1,2, ..., do problema
de valores préprios

y' + Ay =0

y(0) = y(m) = 0. 1)
Como .
Joal = [ seni(na)da = 5.
entao
Cp = ||¢’711||2 /07T f(z)sen(nx)dx = %/Oﬂ sen(nz)dx = % 1-(-1)".
Portanto
4R 1
flo)=1=— > s—sen((2n—1)a) (5.80)
n=1

e, pelo Teorema 5.5.10, a igualdade (5.80) é valida em qualquer ponto do
intervalo aberto |0, 7|.
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Exemplo 5.5.12 Para determinar a série de Fourier de f(z) =z —x2, z €
[0, 1] em termos das fungdes préprias ¢,(x) = 1—z, ¢, (x) :sen(\/m(l - 3:)),
n=2,3,..., do problema (5.79), note-se que:

! 1
ol = [ 1-o?de=g,
0

lénll> = /1 sen? <\/)\—n(1 — x)) dx = % /01 [1 — cos? <\/)\_n(1 — w))} dx

0

o | e e e )

- 41t ()] - o (V). 22

tendo-se utilizado o facto de tan /A, = v/ \y.
Portanto,

1
0123/0 (1—1‘)(1‘—132)(11321

e, paran > 2,

- m/ol (¢~ 22) sen (VAn(L ~ 2)) da
- mse;fwm
{(1 gy e (\/_A_\/;i 1) : ) /01 e (\/_/\_\/()\i _2)) dx]
- VR () 2R
_ MTQ(\/A_”) [2- 2+ A cos (V)]

Pelo que

+300 %# [2— (24 M) cos (VAL)] sen (VAn(1 — ) .

(5.81)
Pelo Teorema 5.5.10, a igualdade (5.81) é uniformemente verdadeira em
[0,1].
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A convergéncia da série de Fourier-Legendre ou da série trigonométrica
de Fourier nao pode ser obtida a partir do Teorema 5.5.10.
Para estes casos aplicam-se os resultados:

Teorema 5.5.13 Se f(z) e f'(x) sao seccionalmente continuas em [—1,1],
entao a série de Fourier-Legendre de f(x) converge para w em
cada ponto do intervalo aberto | — 1,1[, em © = —1 converge para f(17) e
x =1 converge para f(17).

Teorema 5.5.14 Se f(x) e f'(x) sdo seccionalmente continuas em [—L, L],
(L > 0), entdo a série trigonométrica de Fourier de f(x) converge para

M em cada ponto do intervalo aberto|—L, L[ e em x = +L converge

F(=LH)+f(L~
para ( )2 ( )

Exemplo 5.5.15 A funcao

[0, zel-m0f
f(:n)—{ 1, zel0,n]
¢ seccionalmente continua em [—m, 7|, com uma desontinuidade em x = 0.
Por (5.71), tem-se ag = 1 e, paran > 1,

1 vy
anp = —/ cos (nx)dr =0
™ Jo
1 [T 2
by = - de = = [1 — (—=1)"].
7r/0 sen (nx) dz mr[ (—1)"
Assim,
1 2 1
= -+ — 2n —1 . .82
) =g+ 23 ggsen(@o =)o (5.52)

Pelo Teorema 5.5.14, a igualdade (5.82) verifica-se em cada um dos pontos
dos intervalos abertos | — m,0[ e |0, 7[, enquanto que para x =0 se tem

.
oy = L = L0010

Para x = £7 obtém-se os mesmos valores.

Considere-se agora a equacao diferencial nao homogénea

(p(2)y') + q(@)y + pr(z)y = f(x), (5.83)
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sendo p uma constante, as funcoes q,7 € C([a, 8]), p € C([a, A]), p(x) > 0,
r(z) > 0 em [, 5] e f(x) uma fungdo dada em [«, 5], com as condigdes de
fronteira homogéneas (5.31),

apy(@) + a1y’ (a) =0
doy(B) + dry'(8) = 0.

No problema nao homogéneo (5.83), (5.31), assume-se que as solugoes podem
ser desenvolvidas em termos de fungoes préprias ¢, (x), n = 1,2,..., do
problema homogéneo de Sturm-Liouville correspondente (5.45), (5.31), isto
6 y(@) = 2027 ().

Para calcular os coeficientes ¢, repare-se que a série Z:{g ey, () ve-
rifica as condigbes de fronteira (5.31), porque cada uma das fungoes ¢,,(z)
também as verifica.

Considerando Pa[y] := (p(2)y’) + q(2)y, tem-se

+o0
Z Cn¢n (:E)
n=1

e, comutando as somas com a diferenciagao,

Po

+o0
+ () Y end(@) = f(2)
n=1

+00 o
Y eaPalbn(@)] + pr(@) Y cadn() = fl@).
n=1 n=1

Como Pz [¢,,(x)] = —Anr(z)d, (), obtem-se

+o0
S (1 M) end(z) = L&)

n=1

(5.84)

{ ((;f)) verifica as condicoes do Teorema 5.5.10,

Considerando que a fungao
pode escrever-se

+o00

r(
em que, por (5.69), os coeficientes d,, sao dados por

fx

r(z

B 1
6l

Assim a expressao (5.84) toma a forma

\ / " r(@)ba()

B
))dx: H;HQ / 6, () f(x)dz.  (5.85)

—+00

Z [(:u - )\n) Cn — dn] ¢n($) = 0.

n=1



206 CAP. 5. PROBLEMAS COM VALORES NA FRONTEIRA

Para que esta igualdade se verifique, para cada = € [, 3], é necessdrio que
(W=Ap)en—dn=0,n=1,2 .. (5.86)

Portanto, se u for diferente de qualquer valor préprio do problema ho-
mogéneo de Sturm-Liouville correspondente (5.45), (5.31), isto é p # Ap,

n=172 .., entao
dn

n=12, .., (5.87)

Cp =

—\,
e a solugao y(z) do problema (5.83), (5.31) pode ser escrita como

+o0 dn
y(z) = ; 5 9@ (5.88)

Se p = A\, entdo para n = m, pela equacao (5.86), d,, = 0.

Logo, se d,, # 0, é impossivel encontrar ¢, que verifique (5.86) e o
problema nao homogéneo (5.83), (5.31) ndo tem solugao.

Por outro lado, se d,,, = 0 entao (5.86) ¢é verificada para qualquer valor
de ¢, e o problema nao homogéneo (5.83), (5.31) tem uma infinidade de
solugées. Mas, por (5.85), d,, = 0 se, e s6 se,

B8
/ b))z = 0,

isto &, se f(z), em (5.83), for ortogonal a fungao prépria ¢,,(z).

Esta discussao pode ser sintetizada no teorema:

Teorema 5.5.16 Considere-se f(x) uma fungao continua em [, 5] . Entdo
o problema nao homogéneo com valores na fronteira (5.83), (5.31):

(i) tem uma tnica solu¢ao desde que p seja diferente de todos os valores
proprios do correspondente problema homogéneo de Sturm-Liouville, (5.45),
(5.81). Esta solugao y(x) é dada por (5.88) e a série converge para cada
z € |, A

(ii) nao tem solugao se u for igual a algum valor préprio Ay, do problema
homogéneo (5.45), (5.31);

(iii) tem solugées nao tnicas se, para um certo m, u = Ay, e f(x) for
ortogonal & fungao propria ¢,,(x), isto é,

B8
/ b () f (2)d = 0.
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Este resultado pode ser apresentado em forma de alternativa:

Teorema 5.5.17 (Alternativa de Fredholm) Dadas uma constante p e
uma fungdo continua em [, 5], f(x), o problema nao homogéneo com valo-
res na fronteira (5.83), (5.81) ou tem uma unica solugdo, ou o correspon-
dente problema homogéneo (5.45), (5.31) tem uma solugdo nao trivial.

Exemplo 5.5.18 Considere-se o problema ndao homogéneo com valores na

fronteira
y”+7r2y:l‘—:n2
y(0) +4/(0) =0 =y(1),

o qual pode ser resolvido directamente para obter a unica solu¢do

(5.89)

y(x) = = cos (mz) — — (1 + %) sen (mz) + % <:c —z? 4 %) .

Pelo Exemplo 5.4.2, 7 ndo é um valor préprio do problema de Sturm-
Liowville (5.46), (5.52). Entao, pelo Teorema 5.5.16, o problema ndao ho-
mogéneo (5.89) tem uma tunica solugdo. Para encontrar esta solu¢ao em
termos de valores proprios Ay, e fungées proprias ¢, (x) do problema (5.46),
(5.52), repare-se que a fungdo f(z) = x — x% jd foi desenvolvida em série
no Exemplo 5.5.12, pelo que, por (5.81),

1 2
dy = T dp = —4——— [2— (2 + \p) cos (\/)\nﬂ , n>2.
A2 sen? (\/)\n)
Assim, por (5.88), a solu¢ao y(x) de (5.89), tem o desenvolvimento

y(z) = L“””Hio :
4 n=2 (72 — A\p) A2 sen? (V)

2—(2+ A\,)cos <\/)\7n)] sen (\/E(l - x)) :

leo

5.6 Problemas nao lineares com valores na fron-
teira

Anteriormente ja foram indicadas condi¢Ges necessdrias e suficientes
para que o problema linear com valores na fronteira (5.1), (5.2) tivesse uma
tnica solugao (Teorema 5.1.5). Contudo este resultado depende do conheci-
mento explicito de duas solugoes linearmente independentes, y1(z) e ya2(x),
da equac@o diferencial homogénea (5.3).
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Nesta sec¢ao serao estabelecidas condigoes suficientes para que a equagao
diferencial nao linear

y' = f(z,y) (5.90)

com as condigoes de Dirichlet (5.5) tenha pelo menos uma solucao e em que
casos essa solugao é tnica.

Para identificar algumas dificuldades, veja-se o seguinte exemplo:

Exemplo 5.6.1 A difusdo de calor gerada por fontes dependentes da tem-
peratura (positiva) pode ser modelada pelo probelma de valores na fronteira

y'=be%, y(0)=y(1)=0. (5.91)

Por exemplo, o caso a = 1 aplica-se nas perdas de calor dos condutores
eléctricos sdlidos, sendo b o quadrado da corrente constante e ¥ a resistén-
cia, dependente da temperatura, ou com calor gerado por friccao, com b a
representar o quadrado da pressio (constante) vertical e €Y a temperatura
dependente da densidade do fluido.

Temos entao vdrias situagoes possivers:

1. Se ab = 0, o problema (5.91) tem uma tnica solugio. Se a = 0, a
solugdo serd y(z) =0. Se b =0, serd y(z) = & (22 —z).

2. Se ab < 0, o problema (5.91) tem tantas solugdes quantas as raizes da
equacio ¢ = \/2|ab| cosh (&) . Para cada ¢; a solugdo é

2 1 1 C;
yi(x) = - {ln [cosh (5@ <a: — 5))} —In (cosh (Z))} .
Da equagdo ¢ = \/2]ab| cosh () tem-se que se
c <1, (5.91) tem duas solugies;
b h 4 ’ s
\/ %m%lw =1, (5.91) tem uma solugdo;
= 4 >1 (5.91) nado tem solugoes.

3. Se ab > 0, o problema (5.91) tem uma unica solug¢ao

yi(x) = zln (COS (%cfzm — %))> - éln (2ab) ,

com 4 € |-%, %[ a raiz da equagdo

W)
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Exemplo 5.6.2 Considere-se o problema nao linear com valores na fron-
teira

com B e B pardmetros.

E 6bvio que a solugdo y(x) da equagao inicial serd solugao de y" —y =0 se
y(x) <0 e serd solugio de y" +y =0 se y(z) > 0.

Como f(x,y) = |y| verifica uma condi¢ao de Lipschitz uniforme, isto é,

[f(@,y1) = f(@,y2)| < Llyy — 92|, V(z,31),(x,y2) € Dy, (5.93)

para cada m, o problema de valor inicial
v +1lyl =0, y(0)=0, y(0)=m

tem uma dnica solug¢do y(x,m), que pode ser dada, nos vdrios casos, por

0 , Veel0,8] , sem=0

m senh x , Yxel0,8] , sem<O0

y(w,m) = m sen x , Vexel0,n] , sem>0
—m senh(x —m) , VYxe[mp] , sem>0

Se 8 < m, o problema com valores na fronteira (5.92) tem uma unica solugdo
y(z), que é dada por

0 , B=0
B senh
y(l‘) = segsg ﬁx ) B <0
B se
Bsenz B

Se 8 >m e B >0, entdo o problema (5.92) nao tem solugdo, enquanto que
para B =7 e B =0 tem uma infinidade de solugées y(x) = ¢ senx, com c
uma constante arbitrdria.

Se 3>m e B =0, entao y(x) =0 é a unica solugao de (5.92).

Finalmente, se > m e B < 0, entao (5.92) tem duas solugdes, yi(x) e

y2(x), dadas por
senh x

() = senh (8

T (X
y2(x) B B senh
S:ﬁ;(éi;)r) y T E [ﬂ-’ﬁ] :
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O préximo resultado fornece uma condigao suficiente para a fungao
f(x,y) de modo a que o problema (5.90), (5.5) tenha, pelo menos, uma
solucao:

Teorema 5.6.3 Se a funcao continua f(x,y) verifica uma condi¢ao de Lip-
schitz uniforme (5.93) em [a, ] X R e é limitada, isto é,

[f(z,y)| < M, V(z,y) € [a,B] XR,

entdo o problema de Dirichlet com valores na fronteira (5.90), (5.5) tem,
pelo menos, uma solucao.

Dem. Pelo Teorema 3.1.4, para cada m o problema de valor inicial
formado pela equacao (5.90) e pelas condigoes

tem uma tnica solugao y(x,m) em [a, 5]. Como

xT

yam) = fam+ [

> m—/ Mdt=m— M (z — a),

ot m)dt = m + / "Ryt m))dt

resulta que

xT

vam) = ylam)+ [

xT

y'(t,m)dt > A+/ (m— M (t—a))dt

= A—l—m(m—a)—Mw

Em particular

(B-a)

y(Bm) = A+ m (5 - a) - M

(5.94)

Para m = m; suficientemente grande e positivo, (5.94) implica que y(5, m1) >
B. Do mesmo modo obtem-se

(8- )’

y(B.m) < A+m (5 —a) + M=

e, portanto, para m = mgy suficientemente negativo, y(3, mz2) < B.
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Pelo Teorema 3.1.10, y(3,m) é uma fun¢ao continua de m, pelo que
existe pelo menos um mg tal que my < mg < my e y(5, mg) = B. Portanto
a solucao do problema de valor inicial formado por (5.90) e por

y(a) = A, y(a) =ms,
¢ também uma solugdo do problema com valores na fronteira (5.90), (5.5).

Exemplo 5.6.4 Como a funcao f(x,y) =z sen y verifica as condi¢oes do
Teorema 5.6.3 em [0,27] x R, o problema

y' =xseny, y(0)=y2r)=0
tem, pelo menos, uma solu¢do, que é a solucdo trivial.

Naturalmente, segue-se uma condi¢ao suficiente para que o problema
(5.90), (5.5) tenha, no maximo, uma solucao:

Teorema 5.6.5 Se a funcao f(z,y) é continua e ndo decrescente em y para
(z,y) € [a, 5] X R, entdo o problema (5.90), (5.5) tem, no mdzximo, uma
solugao.

Dem. Sejam y;(z) e y2(x) duas solugoes de (5.90), (5.5). Entao
(@) — s (@) = fz,1(2)) — f(z,52(2)),

isto é,
[y1(x) — y2(2)] [vf () — v (2)] = [y1(2) — ya(@)] [f (2, p1(2)) — f(x,y2(x))] .
(5.95)

Como f é nao decrescente em y, o segundo membro de (5.95) é nao negativo,
pelo que

B8
/[w@ﬁ—w@ﬂbﬂ@—y%@hﬁk&

6%
ou seja,

8
[(11(2) = 12(2)) (¥ (2) — va())]) — / i (=) — yh(w)] " dz > 0.

Como o primeiro termo é nulo, entao ter-se-4

p / / 2
| (@) - s3] do = . (5.96)

Esta equagdo (5.96) é verdadeira se, e s6 se, yj(z) — yh(z) = 0, isto é,
y1(z) — y2(x) = ¢ (constante). Mas como, y1(a) — y2(ar) = 0 entdo ¢ =0 e
yi(x) = y2(z). =
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Exemplo 5.6.6 No caso em que ab > 0, a funcgdo be®™ é ndo decrescente
em y e, por isso, o Teorema 5.6.5 garante que o problema (5.91) tem, no
mdximo, uma solucdo.

Repare-se que o problema

y'=—y, y(0)=y(m) =0

tem infinitas solugdes, o que permite concluir que quando f(z,y) é decres-
cente em relagdo a y, o Teorema 5.6.5 nao é védlido. Ou seja, no Teorema
5.6.5 ndo é possivel substituir "néo decrescente" por "decrescente".

No Teorema 5.6.5 exigiu-se que f(x,y) fosse limitada para todos os valo-
res de (z,y) em [a, f] X R, 0 que é muito restritivo. Nenhum dos Exemplos
5.6.1 e 5.6.2 a verifica, nem sequer uma "simples" funcao linear.

O seguinte resultado supera esta restrigao :

Teorema 5.6.7 (Existéncia local) Considerem-se um nimero K > 0,
uma fungao f(x,y) continua no conjunto

D={(z,y):a<2z<p, |y <2K}

e M > 0 tais que
1

|f(z, ) <M, V(z,y) €D, §W—®%W§KelmﬂMMBHSK
Entao o problema de valores na fronteira (5.90), (5.5),

y'=f(z,y), yla)=4, y(B)=B,
tem, pelo menos, uma solugao y(z) tal que |y(z)| < 2K para x € [, B].
Corolério 5.6.8 (Existéncia global) Suponha-se que a funcao f(x,y) é
continua e limitada para (x,y) € [a, f] X R. Entdo o problema (5.90), (5.5)

tem, pelo menos, uma solugao.

Estes iltimos resultados permitem concluir que, no Teorema 5.6.3, a
hipétese de f(x,y) ser uniformemente Lipschitzeana é "excessiva".

Exemplo 5.6.9 O problema (5.91) verifica as condigées do Teorema 5.6.7
desde que

%|b| 2K < f
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Em particular, o problema

y'=e’, y(0)=y(1)=0

tem, pelo menos, uma solugao y(x) se % 2K < K.

Exemplo 5.6.10 Para o problema (5.92) as condigées do Teorema 5.6.7
verificam-se desde que f <2 e |B| < K.
Um caso particular, é o problema

y'+1lyl=0, y(0)=0, y(2)=1,
que tem, pelo menos, uma solugdo y(x) que verifica |y(x)| < 2.

O método das aproximacoOes sucessivas de Picard para os problemas de
valor inicial, também ¢é ttil para os problemas com valores na fronteira
(5.90), (5.5). Para tal recorde-se que, pelo Exercicio 5.2.4, este problema é
equivalente a equagao integral

p

—x T — B
y(x) = ﬁ_aA—i-ﬁ_aB—i-/a G(z,t) f(t,y(t))dt, (5.97)

com a fungao de Green dada por (5.36).

O préximo resultado estabelece uma condigao suficiente para f(x,y) de
modo a que a sucessao (ym(z)), gerada pela iteracao

yo(x) = I(z)

Ym+1(x) = U(z) + ff G(z,t) f(t,ym(t))dt, m=0,1,2,.., (5.98)
com /8
- Tr—Q
zuwzﬁ_aA+B_aB, (5.99)

seja convergente para a unica solu¢ao da equagao integral (5.97).

Teorema 5.6.11 Seja f(z,y) uma fungdo continua que verifique a condi¢ao
de Lipschitz uniforme (5.93) em o, B] X R e

1
m:§Lw—aP<1. (5.100)
Entao a sucessao (ym(x)), gerada pela iteragao (5.98), converge para a inica

solugao,y(x), do problema com valores na fronteira (5.90), (5.5).

Além disso, para x € [, 5], verifica-se a sequinte majoragdo para o erro

m

o
— < —_— — =
ly(x) — ym(z)| < T eargg%([awl(x) yo(z)], m=0,1,2,....  (5.101)
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Dem. Por (5.98), as aproximagcoes sucessivas ym,(z) sdo fungoes con-
tinuas em [« B]. Assim, é necessdrio provar que

|Ym+1(2)

— ym(2)] < Qm(%lgg ly1() — yo(x)] . (5.102)

Para m = 1, tem-se, por (5.98), (5.93) e pelo Exercicio 5.2.4, que

ly2(z) —y1(x)| <

<

<

<

/ G t)] f () — £t o)) dt
L / Gl )|y (t) — o(t)] dt

B8
I a1 (@) — yo(e) / G, 1)) dt
[0 l‘ o

L

3 (8 — @) JBax ly1(z) — yo()],

pelo que (5.102) é verdadeira para m = 1.
Considere-se agora que (5.102) se verifica para m = k > 1. Entao, por

(5.98), obtem-se

[Yrr2(r) = ypra(z)] <

IN

IA

IN

<

B
/ G, t)] |F (b yora () — F(tyl0))] de
B
L / G, )] Ty (6) — yu(0)] de

B8
k _
L0 mas (@) ~ (o) / Gl t)] dt
L

5 B- 0)? 9'“&1;1%5 y1(z) — yo()|

9k+1 _
Jmax [y1(2) = yo(@)],

pelo que (5.102) é verdadeira para todo m € N.

Para n > m, por (5.102), tem-se

|yn ()

— Ym ()|

n—1
< Z [Yk+1(7) — yr ()]

Zek max, ’yl z) —yo()| (5.103)

9m
m;gx<6|y1( z) — yo(z)] -

IN
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Como 6 < 1, resulta de (5.103) que (yn(x)) ¢ uma sucessao de Cauchy
em [a, 5] que converge uniformemente para uma fun¢ao continua y(z) em
[a, 5] . Fazendo n — 400 em (5.98), resulta que y(z) é solucao de (5.97).
Pelo mesmo processo, se n — 400 em (5.103), obtem-se (5.101).

Para provar a unicidade da solugao y(x) de (5.97), admita-se que existe
uma outra solu¢ao z(x) de (5.97). Aplicando os argumentos de (5.36), tem-se
que

8
ly(z) — 2(z)] < /|G(:n,t)| [f (&, y(t) — (2, 2(t))] dt

B
< I / G, )] |y(t) — 2(t)] dt (5.104)
< T (B-a)? max [y(@) — 5(a)].

Como 0 < 1, a desigualdade (5.104) implica que max, ly(z) — z(z)| = 0,
isto é, y(z) = z(x) em [, 5] . m o

Dada uma certa fungdo, a constante de Lipschitz L fica determinada,
pelo que a condi¢do (5.100) restringe o comprimento do intervalo, § — a.
Por outro lado, dadas as condicoes de fronteira o comprimento do intervalo,
B — a, fica conhecido e (5.100) restringe a constante de Lipschitz L.

Encontrar o intervalo de maior didmetro no qual se possa garantir a
existéncia de uma tnica solugao para o problema (5.90), (5.5), ¢ uma questao
interessante.

Exemplo 5.6.12 Considere-se o problema com valores na fronteira
y' =seny, y(0)=0, y(1) =1 (5.105)

Neste caso, L=1, —a=1¢ef = %, pelo que o Teorema 5.6.11 garante
que o problema (5.105) tem uma tinica solugao.
Como

yo(zr) = =

1
yi(x) = a:+/ G(z,t) sent dt =x+x sen 1 — sen x
0

entao
ly1(x) — yo(z)| = |z sen 1 — sen x| < 0,06
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e, por (5.101),

8 [1\™
ly(z) — ym/(z)| < - <§> 0,06, m=0,1,2,....

Repare-se que a fungao b e verifica a condi¢ao de Lipschitz (5.93) em
qualquer subconjunto compacto de [«, 8] X R, pelo que o Teorema 5.6.11
nao é aplicdvel ao Exemplo 5.6.1.

Para ultrapassar esta situagdo é necessdrio modificar um pouco o Teo-
rema 5.6.11:

Se y(z) for solucao de (5.90), (5.5) entao w(z) = y(x) — I(z) é solugao
do problema

w”" = F(z,w) (5.106)
w(a) = w(B) =0, (5.107)
com F(z,w) = f(x,w+l(x)), a qual verifica a condigao de Lipschitz (5.93)

com a mesma constante que é valida para f.
Para este ltimo problema temos o resultado seguinte:

Teorema 5.6.13 Suponha-se que a func¢ao F(x,w) é continua e satisfaz a
condi¢io de Lipschitz uniforme (5.93) em [, 3] x [-N,N], com N uma
constante positiva. Se a desigualdade (5.100) se verificar e

1

2
— — < —
3 (B8 —a) a@ﬁcﬁﬁ(x,()ﬂ N((1-9) (5.108)
ou 1
2
— — < .
3 (B—a) amga;agxﬂ |F(z,w)| < N, (5.109)
|lwl< N

entdo problema (5.106), (5.107) tem uma unica solugdo w(x), tal que |w(x)| <
N para x € [a, ] .

Além disso, a iteracdo

wo(@) =0 (5.110)
Wint1(z) = [P Gx,t) Flt,wn(t) dt m=0,1,2,..., ‘
converge para w(zx) e
em
lw(z) — wp(r)| < — max |wi(z)], m=01,2,... (5.111)

1-6 alz<p
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Exemplo 5.6.14 A funcio F(z,w) = f(x,y) = —e¥ satisfaz a condi¢ao
de Lipschitz em [, 3] x [=N, N], com a constante L = e¥. Portanto, para
o problema (5.91) com b = —1, a = 1, as condi¢oes do Teorema 5.6.13
reduzem-se a

1
geN <1 (5.112)
e
1 1
—<N|(1-2=eV 5.113
8= < 8¢ ) (5.113)
ou 1
geN < N. (5.114)

Por (5.112) e (5.114) o problema
y'+e’ =0, y(0)=y(1)=0

tem uma unica solugio y(x) no recténgulo [0, 1] x [-2,079;2,079] e |y(z)| <
0,144

Por (5.110), wo(z) = yo(z) = 0, wi(z) = yi(z) = 2z (1—=z), pelo que
(5.111) fica na forma

ly(z) — ym(z)] < 0,146 (0,144)™, m=0,1,2,....
"Evitando" a condicdo de Lipschitz obtem-se:

Teorema 5.6.15 Se F(z,w) e g—fz(a:,w) s@o continuas e

0< g—i(%w) <L, V(z,w) € o, f] xR,

entdo o problema (5.106), (5.107) tem uma unica solu¢ao w(x).

Além disso, para k > L, a iteracao

wo(z) =0
W1 (x) = [P G, t) [~kwn(t) + F(t,wn(t)] dt m=0,1,2,..
(5.115)
converge para w(x), sendo a fun¢do de Green G(x,t) dada por (5.38).

Dem. Em primeiro lugar prova-se que a sucessao (wp,(z)), gerada por
(5.115) é uma sucessao de Cauchy. Para tal calcula-se, pelo Teorema do
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valor médio,
Win11(2) — Win ()

B
= / G(z,t) [k (Wi () — wm-1(t)) + (F (¢, wm(t)) — F(t, wp-1(t)))] dt
B OF
- _/ Gz, )[k—a (t, Wi (t) — O(t) (Wi (t) — wm-1(1)))
)

X (Wi (t) — wp-1(t)) d

com0<9() < 1. Como 0 < gF(xw) < Lek > L, resulta que 0 <
k— 8_ < k. Portanto, pelo Exercicio 5.2.5, tem-se

|wm-41(2) — w ()]

. (/aﬁ |G (2,1)] kdt) Jpax, |wi(x) — wo(x)]
cosh (Vk 5% —x
=
1
)

Definindo p:=1— < 1, obtem-se

cosh ( ( ) )
|

[Wim41(2) — wm(z)] < p™ Jmax lwi(x) —wo(z)],

pelo que (wy,(z)) ¢ uma sucessao de Cauchy. Entao, considerando em (5.115)
m — +0oo, resulta que

w(z) = / Y G t) [hult) + F(t, )] d,
a
que ¢ equivalente ao problema com valores na fronteira (5.106), (5.107).
A unicidade pode ser provada como o foi no Teorema 5.6.11. =
Exemplo 5.6.16 O problema linear com valores na fronteira
' =p@)y+aqz), yla)=y(B) =0,

com p,q € C([a, 5]) e p(x) >0 para z € [, 5], tem uma unica solugao.
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5.7 Exercicios

1. Resolva os problemas com valores na fronteira:
y'+4y +Ty=0
a)

c) § v(0) +2¢'(0) =1

y() -y (1) =8.
(Y +2y +10y =0

d) y(0) = y(§)
L Y (0)=9(F)
y// + 7I'2y — 0

e) ¢ y(—1)=y(1)

y' (=1 =y'(1)
2. Mostre que o problema formado pela equagdo 3y’ = r(x) e pelas
condigoes (5.8) tem uma tunica solugao se, e sé se,

A= aodo(ﬁ — Oz) + agdy — aidg # 0.
3. A equagao diferencial homogénea
Lofyl == (2 + 1)y — 22y’ +2y =0

admite as solucdes linearmente independentes = e x2 — 1. Utilize este facto
para provar que o problema com valores na fronteira

Loly) =6 (2> + 1), y(0)=1, y(1)=2, (5.116)

tem uma tnica solucao e determine-a.
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4. Justifique que

—cost sen x 0
t) = ’
G(.1) { —sent cosx , t

¢ a fungao de Green para o problema y"”" +y =0, y(0) =y (%) = 0 e resolva
o problema com valores na fronteira

5. Construa as fungoes de Green para os problemas seguintes e determine

as suas solugoes:
!
y'+y=ua
a
V=0 w3 =1
py VW Ay=w
y(0)=0, y(2)=3
6. Mostre que a solugdo do problema com valores na fronteira

2

1
y' - Ez/ =r(z), y0)=0, y(1)=0
pode ser escrita como

y(z) = /O G, 1) r(t) dt,

com N
(17;‘/)30 Ny

g2
_t(l;:) x>t

7. Prove que a funcao de Green para o problema

(2 +1)y" =22y’ +2y =0, y(0)=0, y(1)=0

é
t(a:2—l)
@y o OtET
G(z,t) =
z(t2-1)

Utilize a fungao de Green para resolver o problema (5.116).
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8. Considere a equagao diferencial
y' +a e =—2% z€0,1]

com « e [ constantes positivas. Mostre que a sua solu¢ao nao pode atingir
um minimo no intervalo |0, 1[.

9. Mostre que a solucdo y(z) do problema com valores na fronteira
y'—ay=0, 2€)0,1[ y0)=0, y(1)=1
verifica as relagoes

:B+3:2
2

<y(r) <z, Vrel01].
10. Prove que a solugao y(x) do problema de valor inicial
1
v+ —y —y=0 w€l0,1[ y0)=1, y(0)=0

satisfaz as desigualdades

x? z?
1+Z§y(:v)§1+?, V.’L‘E[O,l].
11. Mostre que:
a) o conjunto {1, cos(nx), n=1,2,...} é ortogonal em [0, 7] com
r(z) = 1.
b) o conjunto {\/gsen (nx), n=1,2, } é ortonormado em [0, 7]
com r(x) = 1.
c) o conjunto {\/%, ﬁ cos (nx) , ﬁsen (nz), n=1,2, } é orto-
normado em [—, 7] com r(x) = 1.
12. Determine os valores préprios e as fungoes proprias para o problema
formado pela equacao diferencial y” + Ay = 0 e pelas seguintes condigoes de
fronteira:

a) y(0) =0, ¥ (8) =0
b) 4/ (0) =0, y(8) =0
c) y(0) =0, y(B) +y'(B) =0.

13. Calcule os valores préprios e as fungoes préprias dos problemas de
Sturm-Liouville seguintes:
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a)y'+ =0, y(0)=y(F)=0

b) " +(1+Ny=0, y(0)=y(r)=0

c) ¥y +2y +(1-Ny=0, y0)=y(1)=0
d) (mzy’)/ + A2y =0, y(1)=y(2)=0.

14. Verifique que o problema de Sturm-Liouville

(J:y/), +xxly = 0, 1<z<e®,
y'(1) = 0, (&) =0
admite como valores préprios A, = ”TZ, n = 0,1, ..., sendo as funcoes préprias

correspondentes dadas por ¢,,(z) = cos (3 Inz) .
Mostre ainda que

27

/ Sl @éu@)dz =0, m#n.
1T

15. Resolva os problemas de Sturm-Liouville singulares:
a) y"+ Ay =0, y(0)=0, [y(z)| <oc para z €]0, +o0]
b) ¥+ Xy =0, |y(x)| < oo para z € R.

16. Determine a expansao da fungao seccionalmente continua f(x), x €
[0,7],

a) numa série de co-senos de Fourier
n 2 P
flx) ~ Zan cos (nz), com a, = —/ f(t)cos (nt)dt, n>0;
i=1 TJo

b) numa série de senos de Fourier

@)~ 3 tusen 1), com b = 2 [ repennydt, nz

17. Encontre a série trigonométrica de Fourier das seguintes fungoes:
I, —m<z<0
a)f(x){z L O<z<m
b) f(x) =2z —7, —w<z<m;
c) flz) =a*, —m<z<m.
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18. Seja f(z) = { (1] ’ m:z:ee[i)lyl(])[ . Mostre que

/1 (f(fﬂ)—%—zm)deS/l (f(x)_CO—Cw—cQ:z:Q)zdx’

—1 -1
para constantes cg, ¢1, co adequadas.

19. Considere uma funcao f(z) uma funcao periédica, de periodo 27, e
de classe C2. Prove que:

a) os coeficientes da série trigonomeétrica de Fourier a,, e b, de f(z)
verificam as majoragoes

M
lan| < = |bp| < 3 M= 1,2, ...,

com M = [*_|f"(x)| da;
b) a série trigonométrica de Fourier de f(z) converge uniformemente

para f(x) em [—m, 7).

20. Resolva os problemas, recorrendo ao desenvolvimento em séries de
fungoes préprias:

a) y' +3y=¢e", y(0)=0=y(l).
b) v +2y=—x, y'(0)=0=y(1)+y'(1).

21. Mostre que os seguintes problemas com valores na fronteira tém,
pelo menos, uma solugao:

a) y’ =1+az% W, y0)=1, y1)="T1.
b) 3" =senz cosy + €*, y(0) =0, y(1) =1.

22. Determine o maior valor de § > 0 para o qual os problemas com
valores na fronteira que se seguem tém, pelo menos, uma solugao:

8) 1’ = yeosy-+senz, y(0) = y(8) = 0.
b) 3" = y%senz + e Tcosx, y(0)=1, y(B) = 2.

23. Prove que os problemas com valores na fronteira tém, no maximo,
uma solugao:

a)y' =y’ +z, y0)=0, y(1)=1.
b) ¥ =y+cosy+2?, y(0)=1, y(1)=>5.
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24. Encontre as duas primeiras iteracoes de Picard para os seguintes
problemas com valores na fronteira e indique uma majoragao para o erro
cometido ao considerar a segunda iteracao como solugao:

a) y' +[y[=0, y(0)=0, y(1)=1
b) y"+e¥ =0, y(0)=y(1)=0.

25. Resolva os problemas com valores na fronteira:
a) ¥ = -2yy, y(0)=1, y(1)=

1
3
b) ' = 2 0y =1, y(1) =2
)y —, y(0) =1, y(1)=1.

c) ¥ =2y y(0) =2, y(1)=2.
5.8 Actividades
Actividade 1:

1.1. Seja y;(x) uma solugao do problema de valor inicial

p2(2)y" + p1(z)y’ + po(z)y =0
Z/l(@) = aq, ?/1(04) = —ao

e ya2(z) solucdo de

p2(2)y" + p1(x)y’ + po(z)y =0
y2(B) = —d1,  y5(B) = do.

Prove que o problema de Dirichlet

pa(x)y” + pr(x)y’ + po(x)y = r(z)
yla)=A, y(B)=B

tem uma tnica solugao se, e s6 se, W (y1,y2) () # 0.
1.2. Considere a equacao diferencial
3:43/// + k2y =0.

a) Verifique a sua solucao geral ¢ dada por

y(@) = (A cos <§) + B sen (g)) .
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b) Encontre os valores préprios e as correspondentes fungoes préprias do
problema de Sturm-Liouville formado pela equacao e pelas condigoes

yla)=y(B) =0, 0<a<p.

Actividade 2:

Considere o problema com condi¢Ges mistas na fronteira

Prove que:

a) y(zx) é solugao deste problema se, e s6 se,

153
y(@) = A+ Bz —a)+ / Gl 1) F(ty(t). o/ (£))dt,

sendo G(z,t) a fun¢do de Green do problema homogéneo

dada por
a—z , alzx<t
G(w’t):{ a—t , t<z<§B
b) G(z,t) <0 em [o, B] x [, B].
C) G(a:,t)gﬁ—a

d) [ |G, )|dt = (@ —a) (28—a—=) < (8 —a)’.

e) ff Lz, t)|dt=B—2<B—q.
Actividade 3:

Suponha que a fun¢ao f(z,y,y’) é continua e verifica a seguinte condigao
de Lipschitz uniforme

‘f(x7y7y,)_f(x7z7zl)‘ SL’y-Z‘+M‘y’—Z"
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em [o, 8] X R, com

1 1
Mostre que:
a) A sucessao (yn,(z)) gerada pela iteragao
yo(z) = I(z)

B
Yymin(z) = l(x)+/ C(a.t) £t ym(®),yl (O)dE, m = 0,1,2, ..

com [(z) dado por (5.99) e G(x,t) por (5.36), converge para a tnica solugao
do problema de Dirichlet

b) Uma estimagao para o erro é dada por
'um
ly = ymll < 7—lly1 = woll, m=0,1,2,..,
— M

send =L M ¢ .
sendo [y/| a@ggﬁ@(:ﬂﬂ—k a@ggﬁly(m)l
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