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Introducao

Unidade Curricular: Andlise Matematica 111

Tipo: Obrigatdéria

Nivel: Base

Ano: 2°

Semestre: 1°

Carga hordria semanal: 3 horas de Aulas Tedricas e 2 horas de Aulas
Praticas

Créditos (ECTS): 6






Objectivos (zerais

Considerando esta unidade curricular no &mbito da formacao pessoal e cien-
tifica, em geral, e da formacao matemadtica em particular, o aluno devera:

e Desenvolver capacidades de abstrac¢ao, deducgao légica e andlise.

e Adquirir métodos e técnicas estruturantes do raciocinio cientifico e
matemadtico que proporcione um espirito critico.

e Dominar conteidos matemadticos associados & Andlise Complexa, as
Equagoes Diferenciais Ordindrias, Séries de Fourier e Geometria Difer-
encial no espaco, ao nivel de conceitos e aplicacoes.

e Utilizar conhecimentos mateméticos na resolu¢ao de problemas e in-
terpretacao da realidade.

e Adquirir competéncias matema&ticas que possam vir a ser desenvolvidas
e aplicadas em contexto profissional empresarial, de investigacao ou de
ensino.






Programa

O aluno deverd dominar o Célculo Diferencial e Integral, em R e em R",
bem como conceitos bésicos de Algebra Linear.

Em termos da estrutura curricular da Matemdtica Aplicada da Uni-
versidade de Evora, deverd ter conhecimentos matematicos fornecidos pela
Analise Matematica I e IT e pela Algebra e Geometria Analitica I.

Em cada capitulo do programa sao apresentadas seccoes com os seguintes
contetdos:

> Objectivos especificos relacionados com os contetidos matematicos que o
aluno deverd adquirir;

> Resumo dos principais resultados bem como consideracées que permitem
ilustrar a metodologia seguida;

> Exemplos e exercicios, a serem resolvidos na aula, que, além de ilus-
trarem resultados e ajudarem a clarificar conceitos, funcionam como
motivagao para a matéria seguinte;

> Ficha-exemplo de exercicios sugeridos;

> Exemplos de trabalhos optativos sugeridos.

Como esta disciplina abarca vérias dreas da Matemadtica precisa-se, por
capitulo, os contetddos-base necessarios a uma compreensao adequada do
programa:

1. Elementos de Geometria Diferencial em R?

1.1. Generalidades sobre o espago R”

1.2. Curvas de nivel e curvas parametrizadas

1.3. Comprimento de arco. Parametrizagdo por comprimento
de arco

1.4. Curvatura e tor¢ao. Férmulas de Frenet-Serret

5



6 CONTEUDO

1.5. Superficies.

1.6. Plano tangente e recta normal a uma superficie. Ori-
entabilidade.

2. Introducao a Andlise Complexa

2.1. Generalidades.

2.2. Fungbes complexas e fungoes analiticas.

2.3. Equacoes de Cauchy-Riemann.

2.4. Equacao de Laplace. Fungoes harmdnicas.

2.5. Geometria das fungoes analiticas. Transformacao con-
forme.

2.6. Funcgoes complexas elementares.

(1) Fungao exponencial

(ii) Funcoes trigonométricas e hiperbdlicas

(iii) Fungao logaritmo

(iv) Poténcias complexas generalizadas
2.7. Integracao complexa

(i) Integral de caminho

(ii) Propriedades elementares

2.8. Teorema Fundamental do Célculo.
2.9. Teorema de Cauchy e sua evolugao.
2.10. Férmula integral de Cauchy e aplicacoes.

3. Equacgoes Diferenciais Ordinarias

3.1. Definigoes e generalidades.
3.2. Equacoes exactas e factores integrantes.
3.3. Equacoes elementares de 1% ordem

(1) Equacao de varidveis separdveis
(ii) Equacao homogénea

(iii) Equacao homogréfica

(iv) Equagao linear de 1* ordem

(v) Equagao de Bernoulli
(vi) Equacao de Ricati
3.4. Equacoes lineares de 2° ordem
(i) Redugao de ordem .
(ii) Solugao particular da equacao nao homogénea
(iii) Equagao homogénea com coeficientes constantes

4. Sistemas de equagoes diferenciais ordindrias

4.1. Introdugao e notagoes



eares.

4.2.
4.3.
4.4.
4.5.

4.6.
4.7.

Sistemas lineares

Sistemas com coeficientes constantes

Sistemas periédicos lineares

Comportamento assimptético das solugoes de sistemas lin-

Estabilidade de solugoes
Sistemas auténomos planares

5. Séries de Fourier

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.9.
5.6.
5.7.
5.8.
5.9.

Funcgoes periédicas.

Séries trigonométricas.

Férmulas de Euler para os coeficientes de Fourier.
Ortogonalidade.

Convergéncia uniforme

Convergéncia e soma das séries de Fourier.
Funcoes com um periodo genérico 2L

Expansao em séries de senos e co-senos
Prolongamentos periédicos

5.10. Séries de Fourier complexas.
5.11. Integrais de Fourier.
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Capitulo 1

Elementos de Geometria
Diferencial em R’

Neste capitulo pretende-se que o aluno:

e Adquira a nocao de curva, entenda a importancia da parametrizacao
de curvas e reconhega a vantagem de algumas reparametrizagoes.

e Utilize adequadamente a funcao comprimento de arco.
e Associe a cada curva as fungoes escalares curvatura e torcao.

e Interprete e calcule num ponto da curva: recta tangente, recta normal,
recta binormal, plano osculador, plano normal e plano rectificante.

e Calcule e interprete o triedro de Frenet-Serret.
e Parametrize uma superficie.

e Calcule as expressoes do plano tangente e da recta normal a uma
superficie.

e Adquira o conceito de superficie orientdvel.

e Utilize software adequado para visualizagao geométrica e auxilio a res-
olucao de problemas.
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1.1 Generalidades sobre o espaco R"

Rever alguns conceitos (ja abordados em Andlise Matemdtica IT) sobre:

e espaco vectorial R™ e operacoes nele definidos, tais como: distancia,
produto interno (ou produto escalar), norma, produto externo (ou
produto vectorial),...

e funcoes vectoriais de varidvel real,
e limites e continuidade;

e diferenciabilidade e integrabilidade;

1.2 Curvas de nivel e curvas parametrizadas

Intuitivamente existe uma nocao de curva. Mesmo sem uma defini¢do
formal apontam-se exemplos e até se exibem as respectivas equacoes carte-
sianas: rectas, parabolas, circunferéncia,...

Estas curvas sao descritas por meio duma equagao cartesiana f(z,y) = c.
Neste ponto de vista, uma curva é um conjunto de pontos. Se for uma curva
plana serd

C={(z,y) €eR*: f(z,y) =c},

para c € R.
No espaco R? uma curva pode ser definida por um par de equacoes

fl(xvyaz) = C1, fQ(mayvz) = C2,

com fi, f2 : R3 — R. Por exemplo, o eixo OZ em R? é a recta dada pelo
conjunto
{(2,y,2) €R? 12 =y = O},

Este tipo de curvas sao designadas por curvas de nivel. Por exemplo,
a curva dada por C' é o conjunto de pontos (z,y) do plano nos quais a
quantidade f(x,y) atinge o “nivel” c.

Por vezes é mais ttil considerar uma curva como o caminho percorrido
por um ponto a mover-se no espago, pelo que se torna necessdrio uma ex-
pressao que indique a posi¢do do ponto mével em funcao de um paradmetro
(tempo, angulo,...). A defini¢do inclui ambos os casos (R? e R?) em simulta-
neo:
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Definicao 1.2.1 Uma curva parametrizada em R"™ é uma fungdo v :
I — R" definida num intervalo I de R.

A imagem (I) de uma curva parametrizada chamamos trago (ou trajectéria
ou caminho da curva).

Uma curva parametrizada cujo trago esteja contido numa curva C' diz-se
uma parametrizacao de C', ou de uma parte de C.

Para sublinhar a diferenca entre a curva parametrizada e o traco, bem
como a vantagem destas em relacao as curvas de nivel, veja-se a seguinte
situagao:

Um caracol desloca-se de um ponto A até um ponto B, marcando-se em
cada instante ¢ a sua posicao, iniciada, para t = 0, em A. Quando chegar a
B terd percorrido um caminho.

O mesmo efeito pode ser obtido se se seguir o rasto do caracol.

Contudo existe uma diferenga significativa entre os dois processos. No
segundo caso, olhando o rasto do caracol, nao é possivel dizer se esteve
parado algum tempo num ou em vdrios pontos. Nem tao pouco se poderd
saber se passou varias vezes pelo mesmo ponto, se repetiu alguma parte do
caminho, por exemplo se andou para trds e para a frente.

Exercicio 1.2.2 Determine uma curva parametrizada v que represente a
linha recta que passa pelos pontos A=(1,-2,3) e B=(-3,0,4).
Verifique que essa parametrizagdo nao é unica.

Definigao 1.2.3 Uma curva parametrizada v diz-se de classe C*, (k €
No), notando-se por v € CF, se existirem e forem continuas todas as suas
derivadas até a ordem k: ~,~', ..., 4.

A curva vy diz-se suave se for de classe C™°.

Neste curso, salvo referéncia em contrario, a palavra “curva” referir-se-4
a curvas parametrizadas suaves.

1.3 Comprimento de arco. Parametrizagao por
comprimento de arco

Como calcular o comprimento de uma curva (nao rectilinea) no plano
ou no espago?
Marca-se um certo nimero de pontos (partigdo) sobre a curva e traga-se
uma linha poligonal inscrita.
Observe-se que:
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- Aumentando o nimero de pontos (refinando a parti¢do), aumenta-se o
nimero de vértices e a linha poliginal inscrita adapta-se melhor a curva.

- O comprimento do poligono inscrito ndo excede o comprimento da
curva.

Formalizando: Se a curva for parametrizada por v : [a,b] — R3, decompdoe-
se o intervalo [a, b] utilizando o conjunto D = {t;,5 = 0,...,n + 1} de modo
que

a=tyg <ty <..<tp<tpp1=0b

Obtem-se assim uma linha poligonal de vértices v(¢;),i = 0,...,n + 1,
cujo comprimento L serd

n

Lp = Z [y (tiv1) — ()| -

=0
Se a curva for de classe C*([a,b]) entdo

/tm 70 dtH = ig/ﬁ Hv’(t)Hdtz/:Hv’(t)udt. (1.3.1)

n

Lp=)Y_

1=0

t;

A desigualdade (1.3.1) é vilida para qualquer particao D, pelo que

b
s%prg/ |7/ (8)] dt.

Nestes casos diz-se que a curva -y é rectificdvel e tem-se a seguinte definigao:

Definigao 1.3.1 O comprimento de arco de uma curva v € C*([a,b]) a
partir do ponto (1), T € [a,b], é a fun¢io s definida por

s(t) :/ Hv'(u)Hdu (1.3.2)

Em particular o comprimento total de v serd obtido, para T = a, por

b
s(b) :/ | (u)]| du.

Exercicio 1.3.2 Determine o comprimento de arco da espiral logaritmica
7 : [0, +00[— R? definida por

v(t) = (€' cos (t) ,e'sen (t))

a partir do ponto (1,0).
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Exercicio 1.3.3 Considere uma curva plana dada por y = f(x), com f €
CL(R).

Escreva-a como curva parametrizada () e calcule o comprimento de arco
a partir dum ponto arbitrario v(zo).

Compare com a expressao ja conhecida do Cdlculo Integral em R.

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo Integral a (1.3.2) obtem-

se J
s
== H'Y,(t)H (1.3.3)
de onde podemos obter o elemento de arco
ds = H'y'(t)H dt,

permitindo parametrizar curvas em fungao do comprimento de arco
s.

Exercicio 1.3.4 Considere a curva parametrizada -y : [0, +oo[— R3 definida
por
v(t) = (a cost, a sen t, bt), a >0, beR, (1.3.4)

cujo trago é uma hélice circular.

Hélice

Considerando o ponto (a,0,0) como origem do arco, mostre que a parame-
trizacdo da hélice v em funcao do comprimento de arco é dada por

) . (1.3.5)

S S S
I'(s)=[acos | —— )] ,a sen ,b
) < <\/a2+62> <\/a2+b2> Va2 + b?

para s € [0, +o0.
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A parametrizacao por comprimento de arco torna mais simples algumas
féormulas e resultados, (caso das Férmulas de Frenet-Serret, por exemplo).

Proposicao 1.3.5 Em qualquer curva v parametrizada por comprimento de
arco, (7" (s)|7'(s)) = 0, para qualquer s, isto é, ou v"(s) =0, ou v'(s) =0,
ou ~"(s) é perpendicular a v'(s), para qualquer s.

Dem. Como a curva v estd parametrizada por comprimento de arco,
tem-se

1=[V®)* = (V()V(9)

para qualquer t. Por derivacao relativamente a ¢ obtem-se

(Y'()'(s)) + (¥ ()" (s)) =0,

ou seja, 2 (Y"(s)[7y/(s)) =0. m

Esta mudanga de pardmetro por comprimento de arco, permite colocar
varias questoes:

Em que consiste uma mudanca de pardmetro? Que propriedades per-
manecem invariantes e quais as que se alteram ? E sempre possivel a sua
realizacao?

Definigao 1.3.6 Chama-se mudanc¢a de pardmetro a uma bijeccao ¢ :
J — I entre intervalos de R, tal que ¢ e ¢~ ! sdo suaves.

Seja v : 1 — R? wma curva. A composi¢ao 7y o p, de v com uma mudanga
de parametro o, chama-se reparametrizacao de .

Exemplo 1.3.7 A expressao (1.3.5) é uma reparametrizagao de (1.3.4)
uma vez que

I(s) = (vop)(t)
sendo s := p(t) = Va® + b2 t.

Observagao 1.3.8 (i) Como a inversa de qualquer mudanga de parémetro
também é uma mudancga de pardmetro, se o = yop é uma reparametriza¢do
da curva v, também v é uma reparametriza¢do da curva c.

(ii) Duas curvas que sao reparametriza¢oes uma da outra tém o mesmo
traco, pelo que terao as mesmas propriedades geométricas.

(iit) Uma fungao bijectiva suave ¢ : J — I é uma mudanga de parémetro
se e sé se ' (t) £ 0, Vt € J.
O facto de ¢ nunca se anular implica que ¢'(t) > 0 ou ¢'(t) < 0, para todo
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oteJ
No primeiro caso diz-se que p preserva a orientacao e no seqgundo caso
que tnverte a orientacao.

Sendo o comprimento uma propriedade geométrica é natural o seguinte
resultado:

Proposigao 1.3.9 Seja 8 : [c,d] — R3 uma reparametrizacio da curva
a:[a,b] — R3. Entdo os comprimentos de o e 3 sio iguais.

Dem. Seja ¢ a mudanca de pardmetro tal que 5 = aop. O comprimento

de arco, ¢(3), de B em [c,d] é igual a

d d d
«(8) = [ g @lde= [ o' o) @t = [ o’ oe)ll 0] at

Se ¢/(t) > 0, para qualquer ¢, entao

d b
«(8) = / o (o)) &' (£)dt = / o/ (u)]] du = c(a),

fazendo a mudanga de varidvel u = ¢(t). Caso contrério, se ¢'(t) < 0, para
qualquer ¢, tem-se

d b
«(8) = / ! (o(0)]| &' (t)lt = / o (w)|] du = ().

]
Todas as curvas admitem reparametrizagoes por comprimento de arco ?

Definigao 1.3.10 Um ponto ~(t) de uma curva é um ponto regular se
~'(t) # 0. Caso contrdrio diz-se um ponto singular de .
Uma curva é regular se todos os seus pontos sao requlares.

Algumas propriedades das curvas regulares:

Proposigao 1.3.11 Qualquer reparametrizacao de uma curva reqular é re-
qular.

Dem. Seja 7 := v 0 ¢ uma reparametrizagaao de uma curva regular ~.
Derivando ambos os membros daquela igualdade obtem-se

Como ¢'(t) e v é uma curva regular o resultado fica provado. m
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Teorema 1.3.12 Uma curva possui uma reparametriza¢cao por comprimento
de arco se e sé se € reqular.

Dem. Em primeiro lugar, considere-se curva 7 : I — R3 que possui uma
reparametrizacio por comprimento de arco ¥ : J — R3. Entdo v = 7 o ¢,
para alguma mudanga de pardmetro ¢ : I — J, e, para qualquer ¢t € I,
7 () =7 (p(t)) @' (t). Logo 4/ (t) nunca se anula (pois 7 estd parametrizada
por comprimento de arco, pelo que Hﬁ'(t)“ =1, para qualquer t € J, e ¢ é
uma mudanc¢a de parametro).

Reciprocamente, seja v : I — R? uma curva regular e ty € I. Defina-se
s:1 — R por

t
s(t):/t Hy'(u)Hdu

Como ¢é uma funcgao diferencidvel existe

s — R
t o YOI

Como v ¢é suave, entao s’ &€ também suave, pelo que s’ é suave. A regularidade
de ~ implica que s’ > 0. Logo s é crescente e, portanto, é injectiva. Designe-
se por J a imagem s(/). Deste modo tem-se uma bijecgao s : I — J que é
uma funcao suave. Uma vez que s’ nunca se anula, pela Observacao 1.3.8,
s71:J — I é uma mudanca de parametro. Finalmente a composicao yos
¢ uma reparametrizagdo de v por comprimento de arco. De facto

[Ges™ @] = [ @7 )

= | Ol o)

= 51(511@))’”7/ (s~ @)l
= M”VI (7' @) = 1.

Exemplo 1.3.13 A hélice dada por (1.3.4) pode ser parametrizada por com-
primento de arco por ser reqular, pois

Il = v+ 40,

para qualquer a > 0 e b real.
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Embora qualquer curva regular possua uma reparametrizagdo por com-
primento de arco, pode ser complicado determinar explicitamente essa repara-
metrizacao. Veja-se, por exemplo, dois tipos de dificuldades:

1. Pode nao ser possivel exprimir o integral (1.3.2) em termos de fungoes
"usuais".
Por exemplo, para a curva dada por

v(t) = (1, 5,1), t eR,

tem-se 7/(t) = (1,2t,3t%) e ||/ (t)|| = V1 + 42+ 9t1. A curva « é regular,
pois 7/(t) nunca se anula O comprimento de arco a partir de v(0) = (0,0, 0)

é
¢
s(t) = / V1+ 4u? 4+ 9utdu
0

o qual ndo possui primitiva imediata (integral eliptico).

2. Mesmo que se consiga determinar s(t), poderd nao ser fécil, ou até
possivel, encontrar a funcio inversa s~! : s(I) — I. E o caso, por exemplo,
da pardbola dada por y(t) = (¢,t?/2) uma vez que 7/(t) = (1,t) e

s(t) :/Ot V14 uldu = % (t\/l—l—t2—{—ln (t+\/1+t2)).

A parametrizacao assegurada pelo Teorema 1.3.12 é "quase a unica"
reparametrizacao por comprimento de arco de uma curva regular, conforme
se pode ver no préximo resultado:

Proposicao 1.3.14 Seja v : I — R3 uma curva reqular e o : J; — R3
uma reparametrizacdo por comprimento de arco de y. Entdo B : Jy — R3
é também uma reparametrizagio por comprimento de arco de 7y se e $6 se
B =aop, para ¢ : Jo — Ji definida por p(t) =t+c ou o(t) = —t+ ¢, com
ceR.

Dem. Prove-se em primeiro lugar a condicao suficiente.
Seja f = a o ¢, com « uma reparametrizacao de v, e § =y o Jo ¢, para
alguma mudanca de pardmetro 6. Como

18'®) =[O [[o (@] = [lo’ ()] = 1,

entdo [ é uma reparametrizacao de vy, por comprimento de arco.
Reciprocamente, se 5 = 70 ¢y € a = 7y 0 (o sdo reparametrizagoes por
comprimento de arco de 7, entao

B=rv0py=aocp;!op,.
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Seja ¢ = ;0 p,. Entdo

180 = [&' )] [|o (e®))]] -

Mas, para qualquer ¢ € Jo, ||8'(t)]| = 1 = ||/ (¢(t))], donde |¢'(t)| = 1.
Logo, ¢'(t) = 1 ou ¢/(t) = —1. Pelo Teorema do Valor intermédio pode
mesmo dizer-se que para qualquer t € Jy ou ¢'(t) = 1 ou ¢/(t) = —1.
Portanto ¢(t) =t + ¢ para qualquer ¢t € Jy ou ¢(t) = —t + ¢ para qualquer
teJs.

Note-se ainda que uma curva de nivel pode ter parametrizacoes regulares
e outras nao regulares. Por exemplo, a pardbola y = 2z pode ter uma
parametrizacio regular dada por y(t) = (¢,t?) e uma nao regular definida
por a(t) = (t3,15).

Salvo referéncia em contrario, utilizar-se-d, neste curso, o termo “curva’
para designar uma curva regular.

1.4 Curvatura e torcao. Formulas de Frenet-Serret

A cada curva pode-se associar duas fungoes escalares: a curvatura e a
torgao.

A curvatura mede quanto a curva se afasta de estar contida numa recta
(pelo que as linhas rectas tém curvatura zero) e a tor¢do mede quanto a
curva se afasta de estar contida num plano (portanto, curvas planas tém
torcao zero).

Sao necessarias algumas definigoes:

Definicao 1.4.1 Seja~y : I — R3 uma curva et € I. O vector v'(t) designa-
se por vector tangente de v no ponto y(t).

Chama-se recta tangente & curva vy no ponto ¥(t), a recta determinada
pelo ponto y(t) e pelo vector tangente ' (t).

Comece-se por procurar, intuitivamente, uma medida da “curvatura” de
uma curva, que indique, em cada ponto, o seu afastamento relativamente a
tangente & curva nesse ponto. Essa medida deverd ter algumas propriedades
Obvias:

(1) Como esta “curvatura” s6 devera depender do trago da curva, deverd
manter-se inalterdvel por reparametrizagao.
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(ii) A curvatura de uma linha recta deverd ser zero;

(iii) A curvatura de uma circunferéncia deverd ser constante, e tanto
maior quanto menor for o seu raio.

Pelo estudo de fungoes realizado em anos anteriores, pareceria "logico"
definir curvatura de v no ponto v(t) como ||v”(¢)||. Se assim fosse a curvatura
dependeria da parametrizacao e nao apenas do trago, como pretendido. Por
este facto, e pela informacgao de "quase unicidade" dada pela Proposicao
1.3.14, de momento, restringe-se o estudo as curvas parametrizadas por com-
primento de arco.

Definigao 1.4.2 Seja vy uma curva parametrizada por comprimento de arco.
Chama-se curvatura de v no ponto y(s), e denota-se por k(s), ao nimero

7)1

Exemplo 1.4.3 Uma recta que passe por um dado ponto A € R3, com a
direc¢ao do vector v € R3, tem uma parametrizacdo por comprimento de arco
dada por y(s) = A+ sv. Facilmente se conclui que k(s) = 0 para qualquer
s.

Exemplo 1.4.4 Uma circunferéncia de centro na origem e raio r > 0 é
parametrizada em relacdo ao comprimento de arco por

v(s) = (T cos (;) , T sen (;)) :
o= (Lo (D)L n ()

n(s) = \/<—7{ cos @)2 i (—?{ sen (j)f -1

pelo que a curvatura da circunferéncia é inversamente proporcional ao seu
ra10.

Como

entao

E no caso geral, como se deve definir (e calcular) a curvatura ?
O préximo resultado fornece uma relagao para a curvatura apenas em
termos de v e t.

Proposigao 1.4.5 Seja v : I — R3 uma curva (regular). Entdo, para cada
tel,
") A" (t
(t) = 17'( ), 73( I (14.1)
Iy (@)
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Dem. Seja 7 : J — R? uma reparametrizacio por comprimento de arco
de 7, com mudanca de parametro ¢ : I — J. De v = 7 o ¢ obtem-se, por
derivacao,

V() =7 (p(t) ¢'(2) (1.4.2)

e V() =7 () (¢ (5) + 7 () (), (1.4.3)

o V() A1) = (0)° [F () AT (2(1))] (1.4.4)
e, consequentemente,

@& A @l = |2 O)°[ 17 eenll 7" el (1.4.5)

pois, pela Proposicao 1.3.5, 7' (¢(t)) e 7" (¢(t)) sdo ortogonais. Mas

O
17 ()] = 1
17" (o ()] = rs(0(0) = rr (1),
peo e () A" (0]
_ oAyl
O="or
| |

A curvatura néao ¢é suficiente para se identificar completamente a forma
de uma curva nao plana. Basta pensar que a circunferéncia de raio 1, no
plano XOY, e a hélice circular dada no Exercicio 1.3.4, com a = b = 1/2,
tém curvatura constante e igual a 1.

Assim ¢é necessdrio introduzir um outro "tipo de curvatura'"para curvas
nao planas, chamada torgao, que medird a variacao do plano osculador
da curva, isto é, o quanto uma curva se afasta de ser plana.

Sao necessdrios alguns conceitos:

Definicao 1.4.6 Seja v : I — R? uma curva parametrizada por compri-
mento de arco.
(i) Designa-se por
7' (s)
T(s) = ——+
17 ()

o seu vector tangente unitdrio no ponto y(s).
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(ii) Se a curvatura (s) nao for nula, define-se o vector normal principal
(ou vector normal) de vy no ponto y(s) por

T'(s)
N(s) = . 1.4.6
0= (146
(Note-se que N(s) é um vector unitdrio, pois ||T"(s)|| = x(s).)
(iit) Chama-se vector binormal de v no ponto v(s) a
B(s) =T(s) A N(s). (1.4.7)

(Repare-se que B(s) é um vector unitdrio perpendicular a T(s) e a N(s).)
(iv) O conjunto {T'(s),N(s),B(s)}, que se designa por triedro de Frenet-
Serret, forma uma base ortonormada de R3, (com a mesma orientacdo que
a base candnica, orientac¢ao positiva), isto é

T(s) = N(s) ANB(s), N(s) =B(s)ANT(s), B(s) =T(s) ANN(s).

Triedro de Frenet-Serret

Em cada ponto ~(s) temos trés rectas e trés planos "especiais":

e recta tangente, paralela a T'(s);

e recta normal principal (ou, apenas, recta normal), paralela a N(s);

e recta binormal, paralela a B(s);

e plano osculador, paralelo a T'(s) e N(s);

e plano normal, paralelo a N(s) e B(s);

e plano rectificante, paralelo a T'(s) e B(s).

As derivadas dos vectores anteriores, em ordem a s, permitirdo obter as
férmulas de Frenet-Serret.
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Proposigao 1.4.7 B'(s) é perpendicular a B(s).

Dem. Como B(s) é um vector unitdrio, B’(s) é perpendicular a B(s),
pois
L= [B(s)|* = (B(s)|B(s))

e derivando em ordem a s, obtem-se 2 (B'(s)|B(s)) =0. =
Recorde-se a regra da derivacao para o produto externo de fungoes vec-
toriais F' e G de parametro s:

(FAG) (s) = F'(s) NG(s) + F(s) ANG'(s).
Aplicando esta regra a (1.4.7) obtem-se

B'(s) =T'(s) AN(s)+T(s) A N'(s). (1.4.8)

Proposicao 1.4.8 B'(s) ¢é perpendicular a T(s).

Dem. Por (1.4.8) e pela defini¢ao de N(s), T"(s) A N(s) = k(s)N(s) A
N(s) =0.

A equagao (1.4.8) mostra que B’(s) também é perpendicular a N'(s). m

Das proposigoes anteriores resulta que:

Proposicao 1.4.9 B'(s) ¢é paralelo a N(s).
Entao pode-se escrever
B'(s) = —7(s)N(s), (1.4.9)

para um certo escalar 7(s), a que se chama torgao de v no ponto v(s).

O sinal — em (1.4.9) é convencional, de modo a tornar a torgao positiva
quando, por exemplo, uma hélice roda em sentido positivo.

Por outro lado o escalar 7(s) pode ser obtido de varias formas

) o 1
O]

7(s) = —N(s) | B'(s) = — T'(s) | B'(s). (1.4.10)

Note-se que a torcao sé estd definida caso a curvatura seja nao nula.
Além disso pode assumir valores negativos, ao contrario da curvatura.
E como se calcula N'(s)?
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Derivando membro a membro a igualdade N(s) = B(s) AT'(s) obtem-se,
por (1.4.9) e (1.4.7),

N'(s) = B'(s)\NT(s)

Estas trés derivadas podem ser resumidas no seguinte teorema:

Teorema 1.4.10 Seja v : I — R uma curva parametrizada por compri-
mento de arco, cuja curvatura nunca se anula. Entao, para cada s € I,
tem-se:

T'(s) = k(s)N(s); (1.4.11)
N'(s) = —r(s)T(s)+7(s)B(s); (1.4.12)
B'(s) = —71(s)N(s). (1.4.13)

As igualdades (1.4.11)-(1.4.13) chamam-se equagoes ou férmulas de
Frenet-Serret e podem ser representadas na forma de equagao matricial
recorrendo a uma matriz anti-simétrica:

T 0 k 0 T
N | =| - 0 71 N
B’ 0O —7 0 B

Poder4 ser 1itil exprimir a tor¢do apenas em fungao de 7, sem recorrer a
uma reparametrizacao por comprimento de arco, tal como foi feito para a
curvatura em (1.4.1):

Proposicao 1.4.11 Seja v : I — R? uma curva regular, cuja curvatura
nunca se anula. Entao

V() AY(@) 1" (®)
I (t) Ay (D))

7(t) =

Recorde-se que o produto misto da igualdade anterior pode ser calculado
de uma forma prética recorrendo a um determinante de terceira ordem,
composto pelas respectivas coordenadas de cada vector.
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Exercicio 1.4.12 Considere a hélice definida no FExercicio 1.3.4.

1. Calcule a curvatura e a tor¢do da hélice utilizando:
(a) a parametrizacao dada em (1.3.4)

(b) a reparametrizag¢do por comprimento de arco dada em (1.3.5)

2. Como se poderd justificar, de um ponto de vista geométrico, que a cur-
vatura e a tor¢ao da hélice sejam constantes ¢

As férmulas de Frenet-Serret permitem obter e provar alguns resultados,
como, por exemplo, a afirmacao feita no inicio desta seccao, que agora pode
ser formulada na seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.4.13 Considere v : I — R? wma curva regular, cuja cur-
vatura nunca se anula. Entdo a tor¢ao de v é nula se, e s se, vy estd
contida num plano (plano osculador).

Dem. Para qualquer reparametrizagao por comprimento de arco 7 de ~
tem-se que:

- v € plana se, e s6 se, ¥ é plana;

C Ty =T

Entao o resultado serd valido para uma curva geral se, e s6 se, é ver-
dadeiro para qualquer sua reparametrizacao por comprimento de arco. Bas-
tard entao provar o resultado para curvas parametrizadas por comprimento
de arco.

(=) Seja P o plano a que pertence o traco da curva 7. Consideremos
um ponto py desse plano e um vector unitédrio v perpendicular a esse plano.
Entao

P={peR3: (p—polv) =0}
e a condigao () C P traduz-se por

Vs € I, (4(s) — polv) = 0.
Derivando obtem-se
(T(s)[v) =0 e k(s)(N(s)[v) =0

para qualquer s € I. Isto significa que v é perpendicular a T'(s) e a N(s),
para qualquer s € I. Portanto v é paralelo ao vector binormal B(s) em
cada s € I, ou seja, B(s) = p(s)v para algum escalar real ¢(s). Como
llv]| = [|B(s)]| = 1, tem-se |¢(s)| = 1. Em conclusao B(s) = v ou B(s) = —v
para cada s € I.. Mas a fungdo B : I — R? dada por s — B(s) é suave,
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logo B(s) = v para qualquer s € I, ou B(s) = —v para qualquer s € I. Em
ambos os casos a func¢ao B é constante pelo que, por (1.4.9), 7(s) = 0 para
qualquer s € I.

(«<=) Por (1.4.9) a func@o binormal é constante, igual em cada s a um
dado vector B. A implicagao contréria sugere que y(I) estd contido num
plano perpendicular a B. Fixando sy € I, terd que passar pelo ponto v(sg).
Verifiquemos entao que 7(I) estd contido no plano

{p €R*: (p—(s0)|B) = 0},
ou seja, (7(s) —v(so)|B) = 0 para qualquer s € I. Como

(v(s) = 1(s0)| B)" = (T'(s)|B) = (T(s)|B(s)) = 0,

para qualquer s € I, a funcao s — (7y(s) —v(so)|B) é constante. Por outro
lado, em sg toma o valor (v(so) —(so)|B) = 0. Portanto (v(s) —y(so)|B) =
0, para qualquer s € 1. m

Outra aplicagdo pode ser dada pelo resultado:

Proposicao 1.4.14 Seja v : I — R® wma curva com tor¢io nula e cur-
vatura k constante. Entdo o trago de vy estd contido numa circunferéncia de
raio 1/k.

Dem. Pela demonstragao da Proposicao 1.4.13, o vector binormal B é
constante e o trago de v estd contido num plano perpendicular a B.
Considere-se os pontos

1

plt) = 7(t) + TN (D)

Como

() = o) + 2 N'() = (T (1) — ()T (6) =0,

pela segunda férmula de Frenet-Serret, entao p(t) é constante, digamos
p(t) = po para qualquer ¢ € I. Além disso, para cada t € I,

1 1

() - ol = | -0 = 1.

o que mostra que todos os pontos da curva « estao contidos na circunfer-
éencia de centro pg e raio % [

Considerando a curva v : I — R3 como uma funcio vectorial v(t) que d4
a posigao de um ponto mével no instante ¢ € I, entao v(t) podera ser consid-
erada como um movimento, definindo a derivada +/(¢) o vector velocidade,
v(t), no instante ¢ € I, cuja grandeza é dada por ||/ (¢)|, e a(t) = +"(t), o
vector aceleragao, no instante ¢t € I.
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1.5 Superficies. Representacao paramétrica de uma
(parte de) superficie

No estudo de Analise Matemadtica ja se encontraram alguns exemplos
de superficies, tais como : gréficos de fungoes de duas varidveis, superficies
de revolucédo, superficies quadricas,...

Em termos de "matéria prima'"existe desde ja uma diferenca entre a
teoria das curvas e a teoria superficies: toda a curva é descrita por uma
parametrizacao e existe sempre uma "parametrizagao natural"sob o ponto
de vista geométrico: a parametrizacao por comprimento de arco. Para as
superficies ndo existem essas parametrizacoes e nem sempre ¢ possivel en-
contrar uma parametrizacao que descreva toda a superficie.

No caso da esfera, por exemplo, qualquer que seja o modo como se es-
colhem os dois pardmetros, existird sempre pelo menos um ponto que nao
pode ser descrito por eles.

No globo terrestre, utilizando a latitude e a longitude usuais como pa-
rametros, falham os pélos: (90° N, 30° E) e (90° N, 60° O) sdo o mesmo
ponto.

O que é entao uma superficie?

Empiricamente, serd um subconjunto de R? que “se assemelha” a uma
parte de R? “numa vizinhanca” de qualquer ponto, tal como a superficie
da Terra, embora esférica, parece plana a um observador nela colocado que
consegue ver somente até a linha do horizonte.

Formalmente tem-se a definicao:

Definigdo 1.5.1 (i) Um subconjunto nio vazio S C R® é uma superficie
se, para cada p € S, existirem um aberto U C R?, um aberto V. C R3
contendo p e um homeomorfismo o : U — W := SNV , o qual se designa
por parametrizacao de S.

(ii) A superficie S diz-se suave se toda a parametrizacio o : U C R? —
W:=8SNV CR3deS for uma funcdo suave.
(iii) A superficie S diz-se regular se para toda a parametrizacio o : U C
R? - W :=SNV CR3deS, como = (01,00,03), e para cada q € U, a
matriz jacobiana

0 0

T Fra)

Jo(q) = | B0 %2(q)

dos dos

T (a) BT,(Q)
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tem caracteristica 2.

Neste curso estudam-se apenas superficies suaves regulares, as quais
poderao ser designadas abreviadamente por “superficies”.

Note-se que a condicao (iii) equivale a dizer que os vectores-colunas de
J-(q) sao linearmente independentes, isto é, para cada ¢ € U se tem

do do
%(Q) A Fy(Q) 7'é (07070)7

o que fornece um critério para aferir da regularidade da superficie S num
ponto.

Exemplo 1.5.2 (i) Um plano I em R é uma superficie com uma parame-
trizacao global. De facto, para P um ponto arbitrdrio do plano, considerem-
se dois vectores do plano perpendiculares, w = (uy,ug,us) e v = (v1,v2,v3).
Entao, para qualquer ponto QQ do plano, o respectivo vector w = ]TQ é uma
combinacdo linear de u e v: Au + pv para alguns escalares A e . Portanto
Q=P+ u+puv, \,u eR.

A parametrizacao é entdo dada pela func¢do

o:R? ST CR?
(A, 1) — P+ Au+ pw.

(i1) Um subconjunto aberto de um plano de R® é uma superficie.

Parametrizacao da esfera
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Exemplo 1.5.3 A superficie esférica de raio unitario
S={(z,y,2) eR®: 2?2 +¢y? + 22 =1}

é uma superficie ji conhecida. Uma primeira ideia para parametrizacdo
consiste em recorrer & latitude 6 e & longitude p:

(0, ) = (cosfcos p, cosf sengp, send).

Niéo se pode considerar o definida em R?, pois nesse caso ndo seria injectiva.
Para cobrir toda a esfera bastaria considerar

Top< X
2 ="=7

0<¢<2m. (1.5.1)

Contudo este conjunto ndao forma um aberto de R? pelo que ndo pode ser
usado como dominio da parametrizacio. O maior conjunto aberto de R? que
verifica a Definicao 1.5.1 e é consistente com (1.5.1), serd

U:{@¢y—g<9<gﬁ<¢<%ﬁ. (1.5.2)

Mas, agora, o(U) nao contém toda a superficie esférica, mas apenas
S\{(z,y,2) € S:2 >0,y =0}.

Ou seja, nao contem os pontos da semicircunferéncia C de S do tipo (x,0, 2)
com x>0, pelo que o : U — R3 cobre apenas uma parte da esfera.
A funcao o é wm homeomorfismo suave de U na intersecgio da esfera com
o aberto

V:{(:B,y,z) €R3:m<0\/y:0}.

Para verificar a reqularidade de o calcula-se

gg = (—senbcos p, —senb senp,cosb),
g; = (—cosb senp, cosl cosy,0),
gg A g; = (—00520 cos @, —cos6 senyp, —senf cos 9) .

Como 6 € ]—%, g[ tem-se

|

808;7

— A = V/cos*0 + sen26 cos? 0 = Vcos? 0 = | cos 0] # 0,
20 " 55




1.5. SUPERFICIES 29

isto ¢, 55 A G2 # (0,0,0).

Para se cobrir toda a superficie esférica S, é mecessdrio apresentar, pelo
menos, mais uma parametrizacdo de S que cubra a parte omitida por o.
Por exemplo, considere-se a parametrizacdo @ obtida de o por uma com-
posi¢ao de rotagoes: uma de amplitude m em torno do eizo OZ (que aplica
(x,y,2) em (—x,—y,z)) sequida de outra de amplitude 7/2 em torno do
eixzo OX (que aplica (—z,—y, z) em (—z,—z,—y)). Formalizando a fung¢do
o tem-se

7:U— SNV

(0,¢) — (—cos b cos p, —senb, — cos 0 seny),

sendo U dado por (1.5.2) e V = {(z,y,2) €R3: 2 >0V z # 0}.

Esfera cortada

A imagem de @ é o complementar da semi-circunferéncia C formada pelos
pontos de S da forma (z,y,0) com = < 0.

Note-se que a reuniao das imagens de e 0 € ¢ dd a totalidade da superficie
esférica S e que a maioria dos pontos de S estd na imagem de ambas as
parametrizacoes.

O préximo resultado fornece um processo genérico de obter superficies:
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Proposicao 1.5.4 Seja f : U C R? — R wma funcio suave. Entio o
grifico de f
Gy ={(z,y,2) eR®: 2 = f(z,y)} (1.5.3)

é uma superficie.
Dem. A funcao
c: U — Gy
(@,y) — (zy, f(z,y))

¢ uma parametrizagao global de Gy, pois:

e ¢ bijectiva e suave;

oo L: Gy — U é continua pois ¢ a restricao a Gy da projecgao R3 — R?
definida por (z,y, z) — (z,y);

1 0
o Jy(x,y) = 0 1 tem caracteristica 2.

]

No exemplo da superficie esférica construimos duas parametrizagoes por
métodos "intuitivos". O préximo resultado fornece condigoes a seguir para
se construir uma, ou mais, parametrizagoes para uma superficie.

Comecemos com alguns conceitos:

Definicao 1.5.5 Chama-se superficie de nivel S ao conjunto de pontos
definidos por equagdes da forma f(x,y,2) =k com f: U C R® — R uma
funcdo suave e k € R. Isto é,

S ={(z,y,2) €R®: f(z,y,2) = k}.

Contudo nem sempre os conjuntos anteriores definem uma superficie. H&
que exigir regularidade:

Definicao 1.5.6 Um numero real a diz-se um wvalor regular de f : U C
R3 — R se, para cada p € f~1(a), o gradiente nio se anula:

v = (S 5w 5e) # 0.0,
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Teorema 1.5.7 Seja f : U C R® — R uma funcdo suave. Se a € f(U) é
um valor reqular de f entio S = f~1(a) é uma superficie.

Dem. Seja p € S = f~!(a) C U. Por hipétese,

vi0) = (G0 5 . 5L w) # 0,00,

Suponha-se entao que %(p) # 0 (a prova ¢ igual nos outros dois casos).

Provar-se-4 o teorema, apresentando uma aplicagao o : U— W C S deuma
regiao aberta W de S contendo o ponto p.
Comece-se por considerar a fungao
F U — R3
(,y,2) — (z,y, f(z,y,2)).

A matriz jacobiana de F' em p,

1 0 0
8 (p) %(p) 9 (p)
of

é invertivel, uma vez que |Jr(p)| = g(p)‘ # 0. Entao, pelo Teorema da

Fungao Inversa, existem conjuntos abertos V' e V de R3, contendo p e F(p),
respectivamente, tais que F : V — V ¢ bijectiva e F~1: V — V ¢ suave.

Sllponha'se F1 = (f17f27f3)' Entao fl(xuya Z) = Z, f2(x7y7 Z) =ye
f3:V — R & suave. Compondo f3 com a funcdo ¢ : R? — R3, definida por
o(z,y) = (x,y,a), obtem-se a fungao suave

h:= fsop: 90_1(17) — R
(xay) — f3($»y7a)-

Pela Proposicao 1.5.4, G é uma superficie, que tem como parametrizagao
global

o: o1 (V) — Gy,
(xay) — ((E,y,h(l‘,y)) = (fﬁ,y, f3(x7y7a))7

o que é suficiente para a demonstragao, pois:

o U := (p—l <X~/) ¢ um aberto de R?;
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e W = (G} € um aberto de S contendo p, pois G, =SNV.
Para provar esta desigualdade, comece-se por justificar a primeira in-
clusao:
Seja (x,y, z) € Gp,. Entao z = f3(z,y,a) e (x,y,2) = (z,v, f3(z,y,a)) =
F~Y(z,y,a) € V . Por outro lado,

(z,y,0) = F(F (z,y,0)) = F(z,y, f3(x,y,a))
= F(z,y,2) = (v,y, f(z,y,2)),
pelo que a = f(x,v,2), ou seja, (z,y,2) € f~(a) = S.
Para a inclusao contraria, seja (z,y,z) € SN V. Entao
(z,9,2) = F '(F(z,9,2) = F (2,9, f(,y,2))
= F l(z,y,0) = (2,9, fs(z,9,0)),
pelo que z = f3(z,y,a) = h(z,y). Logo (z,y, z) € G.

|
Como se poderd "mudar"de parametrizacao numa superficie?

Proposicao 1.5.8 Sejam U e U dois conjuntos abertos de R? e o : U —
V C S uma parametrizacio (regular, suave) de S. Se ¢ : U — U é um
homeomorfismo suave com ¢~ ' suave, entdo G(=aog): U —-V CS¢
também uma parametrizacao de S.

Dem. A funcdo @ é suave porque a composicao de funcbes suaves é
ainda uma funcao suave.

Para provar a regularidade de 7 , seja (u,v) = ¢(w,v). Como & = 0 o ¢,
entao

J5(,v) = Jy(u,v)-Jy(u,v).

Portanto
g—z(ﬂ,ﬁ) = %(ﬂ,@)-%(ua v) + %ZQ(“’“)'?;(“’U)
e
Z(;(u,v) = (Z;;l(u,v).gg(u,v) + %’;(u,v).gé(u,v)-
Entao
?)Z(u, v) A ?)Z(u, )
= (Lrmnien - Pmn i) 2w s 3w
= det(Jy(a, w))g—Z(u,v) A ZZ(W)-
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Como ¢ é um homeomorfismo, J¢_1 = (J¢)_1. Em particular, a matriz J é
invertivel, ou seja, o seu determinante é diferente de zero. Portanto

o5 oo
%(ﬂ,ﬁ) @(ﬂﬂ) #(0,0,0).

1.6 Plano tangente e recta normal a uma superfi-
cie. Orientabilidade

Uma possibilidade de estudar uma superficie S serd estudar curvas cujas
imagens estejam contidas em S.

Se a imagem de 7 : ]a, b — R? est4 contida na imagem de uma parame-
trizacdo o : U — R3 de S, entdo existe uma aplicacio

com u,v : |a,b] — R fungoes suaves tal que

v(t) = o(u(t),v(t)). (1.6.1)

Assim diz-se que uma curva 7 : |a,b[ — R3 estd (contida) em S se
existir uma parametrizagio o : U — R? de S tal que 7 (Ja, b]) C o (U).

O espaco tangente a S num ponto define-se com auxilio de vectores
tangentes a S nesse ponto:

Definigao 1.6.1 Um wvector tangente a S num ponto p € S é um vector
tangente a alguma curva em S que passa por p. Assim, v é tangente a S em
p se existir uma curva vy em S tal que y(tg) = p e ' (to) = v, para algum ty
no dominio de 7.

Proposicao 1.6.2 O conjunto dos vectores tangentes a S em p = o(q)
coincide com o subespaco vectorial de R gerado pelos vectores

Oo Jo
%(Q) e c“Ty(Q)’

que se designa por espaco tangente ou plano tangente de S em p.
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Dem. Seja v um vector tangente a S em pesejaoc : U — W C S
uma parametrizacao de S contendo o ponto p. Entdo existe uma curva
v :]a, b — W tal que v(tg) = p e ¥/ (to) = v. Consideremos a composi¢ao

Ja, b W LU W

Representando o1 oy por 7, tem-se J, (o) = Jo(q) - J5(to), isto &,

i (to) g @) |,
b | = | ) B | [0
73(to) %5(q) %3(q) ?

Reciprocamente, seja

Oo oo
v 01%((]) + 6287/((1)
e defina-se
7: R — R?
t — g+t (Cl, CQ) .

Esta fungao é suave, continua em ¢t = 0 e 7(0) = g € U, sendo U um aberto
de R2. Assim, existe € > 0 tal que 5(]—¢, €[) C U. Portanto, se se considerar
a restricdo de 7 ao intervalo |—e, €[, pode-se efectuar a composi¢do com o
mapa de S e obter uma curva v = go7% em S que passa por p (pois y(0) = p):

]—e,e[lULWQS.

Como 7(0) = o(7(0)) = o(q) = p, 71(0) = c1 € 71(0) = 2, tem-se Jy(0) =
Jo(q) - J5(0), isto é,

Oo Oo

v(0) = cr5-(a) + CQ@(Q) =v

e, portanto, v é tangente a S em p. ®
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Plano tangente

Assim o plano tangente de .S em p fica definido como o conjunto

do do
T,S = {(:c,y, 2) ER®: (2,y,2) =p+ A~—(q) +ua—y(q),A,u € R} :

ox
(1.6.2)
Este plano fica completamente determinado por um vector unitdrio que
lhe seja perpendicular, chamado vector normal unitéario de S em p (N,(p))
dado pela expressao

%2(q) N %(g)
HONEO]

Ao contrdrio do plano tangente, o vector normal nao é independente da
escolha da parametrizagdao de S. De facto, designando por @ : U — S uma
outra parametrizagao de S tal que 7(g) = p tem-se

@ @ = den () (50 A 5@ )

1

No(p) = ‘

sendo ¢ = 07" o & a mudanga de coordenadas de & para o.
Calculando o vector Nz(p) obtem-se

92(9) A 92 (q) 22 (g) A 92(q)

2@ gz@|

Nz(p) = ‘
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sendo o sinal o indicado por det (J4(q)).
Este facto conduz-nos a definicdo se superficie orientavel:

Definicao 1.6.3 Sejam o e @ duas parametriza¢oes da superficie S e ¢ =
o' o@ a mudanca de coordenadas de & para o. A superficie S diz-se ori-
entdvel se det (Jy4(q)) > 0 em qualquer ponto G do dominio de ¢. Caso

contrdrio a superficie diz-se nao orientdvel.

Numa superficie orientdvel existe uma parametrizacao que permite a es-
colha de um vector normal unitario N(p), em cada ponto p. Portanto, existe
uma fungdo suave N : S — R3 tal que |N(p)|| = 1 e N(p) € (T,5)* para
cada p € S, que se designa por campo de vectores normais unitarios
em S.

Assim estd justificada o resultado seguinte:

Proposigao 1.6.4 Uma superficie S é orientdvel se e sé se possui um
campo de vectores normais unitdrios N : S — R3.

Note-se que se N : S — R? é um campo de vectores normais unitarios
de uma superficie S entdo —N : S — R3 também constitui um campo de
vectores normais unitdrios de S.

Assim, numa superficie orientavel S existem pelo menos duas orientagoes
distintas, isto é, dois campos de vectores normais unitérios.

Exemplo 1.6.5 Seja S o plano horizontal
H = {(z,y,2) € R®: 2z = 0}.
Entao existem duas possiveis escolhas para N :

N(z,y,2z)=(0,0,1), V(z,y,2) € H,

N(z,y,2z) = (0,0,—-1), ¥Y(z,y,2) € H.

Exemplo 1.6.6 Qualquer superficie que admita uwma parametrizacao global
¢ orientdvel. Em particular, qualquer grifico Gy dado por (1.5.8) é uma
superficie orientdvel.

Para funcoes suaves e para valores regulares pode-se mesmo conseguir
uma regra pratica para obter um campo de vectores normais unitérios:
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Exemplo 1.6.7 Sejam a um valor reqular de f : U C R3 — R e S uma
superficie do tipo f~1(a). Neste caso, para cada parametrizagio o : U —
W C S, foo é constante (f(o(z)) = a, Yz € U) pelo que

TrpJola)=[0 0]
para cada p = o(q) € W. Como Jf(p) =V f(p) tem-se

Oo

Vfp) %(Q):O e Vfp) (q) =0,

00
dy
pelo que Vf(p) € (T,5)" e pode-se escolher

_ Vfp)
MO =

Assim toda a superficie deste tipo (como, por exemplo, os toros, os elip-
sdides, os hiperboldides, etc.) é orientdvel.

Fita de Mobius

Exemplo 1.6.8 A fita de Mdbius é a superficie que se obtem rodando
um segmento de recta L em torno do seu ponto médio P ao mesmo tempo
que P se move ao longo de uma circunferéncia C, de tal modo que enquanto
P dd uma volta & circunferéncia C, L dd meia volta em torno de P.
Pode-se facilmente construir uma a fita de Mébius unindo as pontas de uma
tira de papel apds termos rodado a tira segundo um dngulo de 180 graus.
Considerando C a circunferéncia x*> + y?> = 1 no plano XOY e para L o
segmento de comprimento 1 paralelo ao eizo OZ e com ponto médio P =
(1,0,0) entdo, apds P ter rodado 6 radianos em torno de OZ, L terd rodado
% radianos em torno de P (no plano contendo P e o eizo OZ). O ponto L
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inicialmente em (1,0,t) passard, apds essa rotagao de amplitude 0, para o
ponto

o(t,0) = <<1 —t senZ) cos 6, <1 —t seng) sen 0, t cos g) .

A fita de Mobius é um exemplo de uma superficie nao orientdvel.
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1.7 Exercicios

1. Determine parametrizacoes v : I — R? das seguintes curvas de nivel:
(a) Circunferéncia C = {(z,y) € R? : 22 4+ ¢% = 9}.
(b) Hipérbole H = {(x,y) € R? : y? — 22 = 1,y > 0}.
(c) Elipse E = {(z,y) € R?: % + % =1}.

2. Indique as equagoes cartesianas dos tragos v(R) das curvas planas
definidas pelas seguintes parametrizacoes:
(a) v(t) = (cos?t, sen’t).

(b) (1) = (¢!, £).
(c) v(t) = (cos®t, sen3t).

3. Determine as rectas tangentes as curvas dadas nos pontos indicados:

(a) y: R—R? ~(t) = (1 +cos t, sen t, 2 sen(})), t = .
(b) y:R —R3 ~(t) = (et 2, 5+1),t=0.

4. Calcule o comprimento de arco das seguintes curvas:
(a) Espiral logaritmica: ~(t) = (e‘cos t, elsen t), a partir do
ponto v(0) = (1,0).
(b) Catendria: «(t) = (t, cosh t), a partir do ponto (0, 1).

(c) Cicléide: «y(t) = a(t — sen t,1 — cos t) correspondente a uma
revolucao completa da circunferéncia.

5. Prove que a func¢do comprimento de arco dada por (1.3.2) é uma
fungao mondétona crescente.

6. Mostre que as seguintes fungoes sao mudangas de parametro:
t2

(a) ¢ :]0,+oo[— |0, 1[ definida por (t) = 7.
(b) ¢ :]=1,1[ — R definida por ¢(t) = tan(3t).

7. Quais das seguintes curvas sao regulares?

(a) v(t) = (cos®t, sin’t) para t € R.
(b) Curva da alinea anterior para ¢ € |0, 3.
(c) v(t) = (t, cosh t) para t € R.
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Determine reparametrizacoes por comprimento de arco para as que forem
regulares.

8. Seja v : R — R3 dada por (&) = (efcos t, e'sen t, et).

(a) Reparametrize-a por comprimento de arco.

(b) Calcule o comprimento de arco de y em [0, 7.

9. Dois pontos consecutivos duma hélice circular v com a mesma pro-
jecgao no plano XOY definem um arco, espira da hélice, e a distancia
entre estes dois pontos designa-se por passo da hélice.

Determine o comprimento da espira e o passo da hélice v : [0, +-o00[— R?
definida por

Yap(t) = (a cost, a sent, bt), a>0,b€cR.

10. Determine as curvaturas das curvas:
3 3
(@) v = (3a+07, d0+03, &)
(b) ¥(t) = (3cos t, 1 —sen t, =2 cos t)
(c) Y(t) = (cos3t, sent).

Neste caso (astréide) qual o comportamento da curvatura na vizinhanga
dos pontos (£1,0) e (0,+1)?

11. Considere a curva v : R — R3 definida por y(t) = (3t — t3,3t%, 3t +
t3). Mostre que k = 7.

12. As curvas seguintes estao parametrizadas por comprimento de arco.
Calcule o respectivo triedro de Frenet-Serret:

(@) v: R = R3 ~(s) = (Zcos s, 18 — sen s, —12cos s);

713
3 3
(b) 7:]_171[_”&3:'7(3): (W;)Q, (1738)27 \;§> .

13. Considere um movimento circular planar « : [0, +0o[— R? definido
por
1(0) = (a+ 1 cos(f(0)), b+r sen(f(0))),

para a,b € R, r > 0 e f uma funcao suave.
A expressdo f'(0) designa-se por velocidade angular da particula du-
rante o movimento circular.
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Mostre que num movimento circular no plano, com velocidade angular
constante, o vector aceleragao é perpendicular ao vector velocidade.

14. Seja v : R — R3 uma curva definida por v(t) = (1 +¢, —t2, 14 t3).
Determine a recta tangente e o plano normal a v em cada ponto ().

15. Sejam o, 3 : R — R3? curvas dadas por a(t) = (t,t2,0) e B(t) =

2 . . .
(t, —%, 0). Determine todos os valores reais t nos quais a recta tangente a

a em «t) e a recta normal a 5 em [(¢) tém a mesma direcgao.

16. Para a hélice circular v, ,(t) = (a cost, a sen t, bt), a >0, b € R,
determine:

a) A recta binormal em cada ponto v, (t);

b) O plano rectificante em v, ().

17. Indique a equacao do plano osculador as curvas dadas nos pontos
referidos:

a) y(t) = (sen t, t, 1 —cos t) para t = T,
b) v(t) = (¢, t*, sen t) para t = 0.

18. Considere o conjunto C = {(z,y, z) € R3 : yz? + % = 1}.
a) Justifique que C' é uma superficie.

b) Determine uma equagao do plano tangente a C em p = (0,1, 2).

19. Para a funcdo f : R3>— R dada por f(z,y, z) = 2%y%
a) Determine o conjunto dos valores regulares de f.

b) Prove que qualquer plano tangente a
S = {(:E,y,z) eR3: 22y’ =¢, ce R+}
é paralelo a recta x = 1,y = 2.
20. Prove que qualquer plano IT em R? é uma superficie suave regular.
21. Um cilindro parabdlico pode ser representado por
S ={(z,y,2) € R®: y = 2?}.

a) Prove que S pode ser coberta por uma tnica parametrizagao.
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b) Determine a recta normal a S na origem (0,0, 0).

22. Considere o cilindro eliptico

_ 5.2 Y
S=<(x,y,2) R .ﬁ—l—bﬁ—l, a,b>0

a) Prove que o plano tangente a S nos pontos da recta

3 3:(2) yg
R= (xvyaz)eR:x:xovy:y()’?_'_bj:l

permanece constante.

b) Mostre que qualquer normal a S é paralela ao plano de equacao
z = 0.

23. Determine um vector normal a superficie parametrizada por
2
o(u,v) = (u cosv, usenv, v), (u,v)€ R

).

V2 V2
20 20

INE

no ponto <
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1.8 Actividades
Actividade 1:

Considere 7 : I — R3? uma curva regular. Prove que:

a) Se o vector tangente a 7 é constante entdao o trago de v é (parte
de) uma recta.

b) Se a curvatura de - nunca se anula entao as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) v é plana (ou seja, a sua imagem ([) estd contida num
plano);

(ii) para cadat € I, 7(t) = 0.
Actividade 2:

Seja 7y : I — R3 uma curva regular.

1. Prove que nao é possivel utilizar a Definicao 1.4.2 se v nao estiver
parametrizada por comprimento de arco, pois, neste caso, a curvatura de-
penderia da parametrizacao.

2. Mostre que a curvatura de v nao depende da parametrizacao por
comprimento de arco utilizada.

3. Se 7 definir uma trajectéria prove que a velocidade da particula
depende da parametrizacao

Actividade 3:

Considere a fita de Moébius referida no Exemplo 1.6.8.

1. Comente a afirmagao:

"Um atleta que percorresse toda a fita de Mobius com o testemunho na
mao direita & partida, té-lo-ia na mao esquerda a chegada."

Obs.: Exclui-se o caso da mudanca voluntdria de mao.

2. Prove que a fita de Mobius nao é uma superficie orientdvel.

3. Mostre que o vector normal unitario de S em p, N,(p), para p =
0(0,0), é dado por

0 0 0
N,(p) = (—cos 0 cos o0 sen 0 cos 2 —sen2> .
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4. Verifique que

limNy(p) = (—1,0,0) e lim N,(p) = (1,0,0).
6—0 0—27
5. Justifique que a alinea anterior permite também concluir que fita
de Mobius nao é uma superficie orientdvel e relacione-a com a afirmacao
apresentada em 1.



Capitulo 2

Introducao a Analise
Complexa

Neste capitulo pretende-se que o aluno:

e Domine a estrutura algébrica do conjunto dos nimeros complexos C.

e Compreenda as semelhangas e as peculariedades das fung¢oes complexas
relativamente as fungoes reais de varidvel real.

e Entenda a diferenciabilidade de fungoes complexas, o conceito de analiti-
cidade e respectivas propriedades.

e Utilize condigoes necessarias e/ou suficientes de analiticidade de fungoes
complexas.

e Associe as fungbes harmoénicas as suas aplicagbes na Ciéncia.

e Conheca fungoes complexas elementares (exponencial, trigonométri-
cas, hiperbdlicas, logaritmo, potencia¢ao generalizada,...) e respecti-
vas propriedades.

e Interprete as transformagoes geométricas mais importantes associadas
as funcoes complexas elementares.

e Determine transformados de conjuntos em C por intermédio de fungoes
de varidvel complexa.

e Compreenda a utilidade das transformagoes conformes.

45
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e Calcule integrais de caminho no plano complexo e conhega as suas
propriedades.
e Aplique o Teorema de Cauchy no célculo de integrais complexos.

e Conhega as potencialidades da férmula integral de Cauchy e das apli-
cagoes ao cdlculo integral: cdlculo do indice, estimagao da funcgao e
das suas derivadas, teoremas de Liouville e do médulo méximo,...
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2.1 Generalidades sobre o conjunto dos niimeros
complexos, C

Rever conceitos sobre niimeros complexos e suas propriedades, ja adquiri-
dos no Ensino Secunddrio, nomeadamente :

e definicao e representacao na forma algébrica: z = x + iy;
e estrutura algébrica: adicao, multiplicagao, subtraccao, divisao;
e representagao geométrica: plano complexo;

e nimeros complexos conjugados; médulo de um niimero complexo; pro-
priedades;

e forma polar ou trigonométrica de um complexo;

e operagodes com complexos na forma polar; potenciacao e radiciagao.

2.2 Funcgoes complexas e fungoes analiticas

Algumas propriedades das fungoes reais de variavel real, f : R — R,
mantém-se no estudo das fung¢ées complexas de varidvel complexa.
Uma primeira diferenca bésica estd relacionada com o domifnio. En-
quanto no primeiro caso a funcao estava, geralmente, definida num intervalo
(ou reuniao de intervalos), agora ter-se-&

f:DCC—-C

sendo D C C o dominio da fungao f e f(D) o seu contradominio.
Como z = z + 1y, x,y € R, f pode ser entendida como uma fungao
vectorial f : R?2 — R2, se for escrita na forma
w = f(z) = u(z,y) +1i v(z,y),
sendo u,v : R? — R duas funcdes reais.
Exercicio 2.2.1 Seja a fungdo f : D C C — C dada por f(z) = 2> + 2z —
4 +1.
a) Determine o dominio D de f.
b) Calcule f(1+ 34)
¢) Indique Re(f(z)) e Im(f(2)).
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o jgi a0 simi as utiliz 111
As nocoes topoldgicas em C sdo similares as utilizadas na Anélise em
R™. Por exemplo:

Definigao 2.2.2 Sejam zg € C e ¢ > 0. Chama-se vizinhanca de zy de
rato € ao conjunto

Ve(z0) ={2 € C: |z — 2| < €}
Definigao 2.2.3 Um subconjunto A C C diz-se aberto sse
Vzo € A,3e > 0: Vo(z0) C A.
Definicao 2.2.4 Considere f : D CC — C, z9 € D, wg € C. Diz-se que

lim f(z) =wp sse V§ > 0,3 > 0:0 < |z — 29| < e = |f(2) —wo| < 9.

zZ—Z20

Observagao 2.2.5 Se f(z) = u(z,y) + iv(z,y) e lim f(2) = w = a + bi,
Z—Z20
entao
limu(xz,y) =a AN limv(z,y) =b.
Z2—20 zZ—20
As propriedades algébricas dos limites sdo também andlogas ao caso real

(vectorial), bem como o conceito de continuidade:

Definicao 2.2.6 Seja D C C um conjunto aberto e a fungio f : D — C.
Diz-se que:
(i) [ é continua em zy € D sse lim f(z) = f(zp).

z—20

(ii) f é continua em D sse é continua em cada ponto de D.

Exercicio 2.2.7 Indique os pontos onde a fun¢io f(z) = 22}%1“

tinua.

é con-

O conceito de derivada de uma fungao de varidvel complexa, embora
muito semelhante a derivada de uma fung¢ao de varigvel real, é mais "rico”.
Veja-se porqué:

Definigao 2.2.8 Considere-se um conjunto aberto D C C. A derivada de
f:D CC— C no ponto zg € D, f'(20) define-se por

o) it T =T C0)

z—z0 2 — 2

desde que o limite exista, dizendo-se que f é diferencidvel em z
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Observagao 2.2.9 Notando Az = z — zy entdo a defini¢ao pode ser escrita

como A
f,(z[)) — Alilllof(zo + Azi — f(Z())

Observagao 2.2.10 a) Nos limites anteriores o quociente referido é entre
numeros complezros.

b) Os limites sao considerados na perspectiva de cdlculo vectorial, isto é,
z — 29 € uma aproximacdo arbitrdria e nao numa direccdo em particular.

c) A existéncia de f'(z) permite tirar uma maior informagao sobre a reqular-
idade de f. Por exemplo, se f'(z) existe, entao também existem f", f" ..,
0 que nao acontece no caso real. Veja-se o caso de f: R — R dada por

x2 , <0
f(x)_{_:EQ , x>0

em que f'(x) = 2|z| mas f"(0) nao existe.

Exercicio 2.2.11 Mostre que f(z) = 22 + 3i + 1 é diferencidvel para todo
0 z € C e determine a expressio de f'(z).

Observagao 2.2.12 As regras de derivag¢ao em C sdo andlogas as do caso
real e a sua demonstracao é semelhante.

Proposicao 2.2.13 Se f é diferencidvel em zg entdo f é continua em zg.

Dem. Para provar que f é continua em zg basta justificar que

lim f(z) = f(z0) ou seja Zlgrzlof(z) — f(z0) =0.

Assim
lim f(2) - f(z0) = lim LD
z2—20 Z2—20 z 20
= lim F) = (=) lim (z — zp)
z—20 Z— 20 Z—20
= f,(ZO) x 0=0.
]

Existem em C fungoes "simples"que nao tém derivada em nenhum ponto:

Exercicio 2.2.14 Prove que f(z) = Z nao admite derivada em nenhum
ponto zg € C.
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A diferenciabilidade de fungoes complexas exige "algum cuidado". Em
que funcoes se "pode confiar"?

Definigao 2.2.15 Seja f: D CC — C, com D um conjunto aberto.

(i) A funcao f diz-se analitica ou holomorfa em zy € D se f(z) é difer-
encidvel numa vizinhanca de zg.

(3t) f(z) é analitica em D se for analitica em todos os pontos de D.

(ii1) f(z) diz-se analitica se for analitica nalgum conjunto aberto D.

Como exemplo refira-se que a fungao referida no Exercicio 2.2.1 é analitica
em C.
Mais geralmente:

Exemplo 2.2.16 a) As fungées polinomiais f(z) = co + c1z + c22 + ... +
cn 2", com ¢y, ...,cn € C, n € Ny, sao analiticas em C.

b) As fungées racionais f(z) = zg‘g, com g(z) e h(z) fungdes polinomiais

sem factores comuns, sao funcoes analiticas em C excepto mos pontos em
que h(z) = 0.

Exercicio 2.2.17 Prove que a func¢ado

12+ 2
1) =35

é analitica para todo o z € C.
Teorema 2.2.18 Sejam f : A — C e g : B — C duas fungdes analiticas,
A, B abertos com f(A) C B. FEntao a fung¢do composta go f : A — C
definida por (go f)(z) = g(f(z)) é analitica em A e
(g0 f)(2) =9g'(f(2) f'(2).
Dem. Sejam z,29 € A, com f(z) =w e f(z0) = wo. Defina-se

g(w)—g(wo)
hw) = { A ) w
0 , W = wg.

Em primeiro lugar prove-se que h é continua.
Para w # wq, h estd definida por uma funcdo continua logo é continua.
Para w = wg tem-se

lim h(w) = lim 9(w) — g(wo)

w—wo w—wo W — Wy

— ¢'(wo) = 0.
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Assim lim h(w) = 0 = h(wp), pelo que, h é contiinua. Calcule-se agora

(g0 ) (z0) = lim °DE) = (g0 /)(z0) (2.2.1)
z—20 zZ — 2p
Como
1)) = SR I )
entao

9(f(2)) = 9(f(20)) = [n(f(2)) + ¢’ (f(20))][f () = f(20)]

T ) — gl _ KO- )
P9 T (n(g(2) + (o)) L,
Por (2.2.1) vem
o) Go) = Jim (1007 + (o) L2ZLE))
f(2) = f(20)

Logo, se z € A, entao

2.3 Equacoes de Cauchy-Riemann

Um critério para aferir da analiticidade de uma funcéao complexa

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
baseia-se nas equagoes de Cauchy-Riemann:

Teorema 2.3.1 A funcio f : D C C — C, com D um aberto e zg € D, ¢
analitica em zg = xg + 1Yo Se, e sO se, as derivadas parciais de 1* ordem de
u e v existem e satisfazem, em (xo,Yo), as equagoes de Cauchy-Riemann:

ou Ov ou B ov
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Além disso, se f'(zy) existe entdo

iy - 9w ov_9f
flz) = 8x+18x_8x
ov Ou 1 0f

Ay Z@y T oy

Dem. Por definicao tem-se

P/(z0) 1= lim L2 =S C0).

zZ—Z20 z — ZO
Se z = x + yoi, obtem-se

u(z,yo) + (%, yo) — u(wo, yo) — (7o, Yo)

f'(z0) = lim
Z—Z20 xr — mo
—  lim u(z, yo) — u(zo,Yo) + i lim v(z,y0) — v(z0,Y0)
T—T0 T — X T—T0 T — o
ou ov
= —  — . 2.3.1
am(m7y0)+zax(may0) ( )

Por outro lado, se z = zg + yi, obtem-se

u(xo,y) + 1v(x0,y) — u(xo,yo) — iv(xo, Yo)

f'(z0) = lim

zmRo i (¥ — %o)
1 - _

= Ly Moy —uleo,ge) o, 0(@0,y) = Vo, o)
ty—Yo Y—% Yy—Yo Y — Yo
10u ov

= {@(mOvy) + @(%Jl)
ov ou

= 3 iy : 2.3.2
By (%0, y) 9 (%0, ) (2.3.2)

Como o limite, quando existe, é inico, por (2.3.1) e (2.3.2) tem-se que
ou ov Ov ou
/ _vu S
f(zo)_(%:—i_lax oy Zay’

ou seja

ou Ov ou ov

oxr Oy ¢ oy oz
Note-se ainda que
of 10f
or 10y
|
Note-se que as equagoes (C-R) s@o condigbes necessdrias para existir

derivada.
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Exemplo 2.3.2 Para a funcio f(z) = |z|? tem-se

u(z,y) =2 +y* e v(z,y)=0.
Entao f'(z0) existe nos pontos em que

ou ov ou v
%—Qx—a—y—O e 8—y—2y——%_07

isto é, a deriwada f'(z) apenas existe para z = 0.

Exemplo 2.3.3 Seja f : C — C dada por

/) { 0 , z=0.

f(z)

z

a) Verificar que liH(l) nao existe.
z—

b) Prove que u(z,0) =z, v(0,y) =y, u(0,y) = v(z,0) = 0.

¢) Mostre que as equagoes (C-R) se verificam em (x,y) = (0,0), mas f'(0)
nao existe.

Em que casos as equagbes de Cauchy-Riemann constituem mesmo uma
condicao suficiente de analiticidade?

Teorema 2.3.4 Se as funcdes u,v : R2 — R tém derivadas parciais de
1% ordem continuas que verificam as equagoes (C-R) num aberto D entdo a
fungao complexa f(z) = u(z,y) + iv(z,y) é analitica em D.

Dem. Como w e v sao diferencidveis, usando o teorema do valor médio
para (z,y), (zo,y0) € D, existe n entre (z,y) e (xg,yo0) tal que

u(a,y) —uleo,yo) = (5. 55) - (@ =0,y —10)

dv v

2.3.3
v(z,y) — v(zo, Yo) = (%aa*y)(n)‘(ﬂﬁ*%,y*yo) | )

Note que quando se (z,y) — (xo,yo) entdao n — (xo,Yo)-

Simultaneamente, Vu(n) := (%7 %)( : — Vu(zg, yo) e Vu(n) — Vo(zo, yo),
7

por serem continuas, e as equagoes de Cauchy-Riemann implicam que Vu =
ou v — (Ov Ou
(87’ _872) e Vo= (83:7 8:1:)'
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Finalmente, aplicando o mesmo tipo de argumentos que em (2.3.1) e
(2.3.2), tem-se que

f'(20) = lim f(z) = f(z0)

Z2—20 z— 20
(z — m0) — 82(n)(y — o) )
)z — x0) + 9% (1) (y — yo)

= lim Oz (n
(z,y)—(z0,y0) (z — o) +i(y — o)
Sum) (@ — z0)% + 52(n) (¥ — v0)?
< e 2 %o 2 >
o LeBee - w? i w
(z,y)—(w0,y0) (z —x0)% + (y — 10)?
ou ov

= %(xo,yo) + i%(xo,yo%
existe para todo zg € A. =

3

Exemplo 2.3.5 Verificar que f(z) = z°> é uma fungao analitica em C.

Definigao 2.3.6 Uma funcdo analitica em C diz-se que é inteira.

Exercicio 2.3.7 Mostre que as equagoes de Cauchy-Riemann para uma
funcao definida em coordenadas polares

f(z) = u(p,0) +iv(p,0),
p > 0, sdo dadas por

8u_1@ ov 1@

Prove ainda que f'(z) = e~ (%Z + 12—2) .

2.4 Equacao de Laplace. Fungoes harmoénicas

A importancia pratica de estudar Andlise Complexa em Mateméitica
aplicada & engenharia tem como base o facto de, quer a parte real, quer
a parte imagindria de uma funcao analitica, verificarem uma das equagoes
mais importantes da Fisica, a equacao de Laplace, que ocorre na gravitacao
universal, electrostdtica, fluxo de fluidos, conducao de calor,...
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Definicao 2.4.1 Considere-se um conjunto aberto D C R?. Uma func¢do
u:R? — R, u € C*(D), diz-se harmdnica se for solucio da equacdo de
Laplace :

Pu 0%u B

Au=2Y —0.
b 8x2+8y2

Ao operador diferencial A (também representado por V?) da-se o nome
de Laplaciano.

Teorema 2.4.2 Se f(z) = u(z,y) + iv(z,y) é uma fungdo analitica num
conjunto aberto em D C C, entio u e v sio fungdes harmonicas em D C R2.

Dem. Como f é analitica verifica as condi¢bes de Cauchy-Riemann

ou v ou ov

—=— e — =——.
or Oy oy oz
Derivando a primeira em ordem a x e a segunda em ordem a y tem-se

0%u 0%v 9%u 0%

a2 Oxdy © y2 ~ Oydz’

Entao
Pu 0% 9% 0%

Ox? * oy?  Oxdy Oydx

Analogamente se pode provar que v é uma fun¢do harmoénica. m

Se duas fungbes harménicas u e v verificam as equagdes (C-R) num
dominio D, entdao sao a parte real e a parte imagindria de uma funcao
analitica f (f = v+ 4v) em D. Neste caso v diz-se a fungao harmdénica
conjugada de u em D.

E possivel encontrar uma das fun¢oes harmonicas conjugadas, dada uma
delas, usando as equagoes de Cauchy-Riemann:

Exercicio 2.4.3 Verifique que a funcio u = x> —y?>—y é harménica nalgum
dominio e determine a fun¢do harmdnica conjugada. (Ap.15)

2.5 Geometria das funcgoes analiticas. Transfor-
macao conforme

Como ter ideia do "grafico"de uma funcao analitica? Que transformagoes
geométricas opera uma aplicacao analitica?
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Para obter uma resposta as perguntas anteriores para uma func¢ao com-

plexa
w = f(2) = u(z,y) +w(z,y)
sao necessdrios dois planos:

- 0 plano complexo, onde se representam os objectos z;

- 0 plano UOV onde se representam as imagens w = f(z).
Veja-se por exemplo, a funcao

w = f(z) = 2°.

Se a regiao a tranformar for de "tipo circular" serd conveniente utilizar
coordenadas polares.

Assim, represente-se z = p cis 0 e w =1 cis p. Entao
w =7 cis ¢ = 22 = p* (cos(26) + i sen(26)).
Comparando os médulos e os argumentos tem-se r = p? e v = 26, pelo que:
- 0s circulos de raio p sdo transformados em circulos de raio r = p?;
- os angulos de amplitude 0 sao transformados em angulos de amplitude

w = 26.

Por exemplo a regiao do plano complexo
A:{ze@:lg]z]§2/\%§arg(z)§%}
é transformada, por meio de f(z) = 22, em

2

como se ilustra na Figura:
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Fana dez Pl dew

Transformacoes de 22 em coordenadas polares

Se for uma regiao de "tipo rectangular"utilizam-se coordenadas carte-
sianas, pelo que se notard z =z + iy e w = f(z) = u + iv.

Neste caso
u=Re(2?) =2 -9 e v=1Im(2?) = 2xy.

As linhas verticais © = k sdo transformadas em u = k> —y? e v = 2ky.
Procurando uma expressao que relacione u com v, obtem-se

v? = 4k? (k2 — u) .

Isto é, sao transformadas em pardbolas centradas na horizontal.

Anslogamente as rectas horizontais y = k sdo transformadas em
v? = 4k? (k2 + u) .

A transformacao pode ilustrar-se com a Figura:
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I:rr.z!L R

Transformacoes de 22 em coordenadas cartesianas

Em cada ponto, uma func¢ao conforme "roda"e "alonga"da mesma forma
vectores tangentes as curvas.

Por exemplo, a aplicagao linear tangente num ponto z € A, f': C — C
¢ dada por w — f'(2) w =7 €®w com r = |f'(2)] e 0 = arg (f'(2)).

Desde que a derivada nao se anule tem-se uma rotacao de amplitude 0 e
uma contrac¢ao/expansao de razao r > 0.

Sao particularmente interessantes as aplicacoes conformes, isto é,
aplicacoes que preservam os angulos (orientagdo e amplitude) entre curvas

orientadas (calculados entre vectores tangentes as curvas).

Teorema 2.5.1 Uma fungdo analitica f: D — C é conforme em todos os
pontos de D C C, excepto nos seus pontos criticos.

Dem. Considere uma curva C' que passe em zg.
A expressao
2(t) =a'(t) + iy (t)
indica o vector tangente a C. A curva imagem de C, C*, é f(z(t)). Pela
derivada da funcao composta

w' = f(2(t) #'(2).
O angulo da tangente de C* é dado pelo argumento

argw’ = arg f' + arg 2.
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Entao a aplicacao derivada provoca, em cada ponto objecto zy, uma rotacao
dada pelo angulo arg f/(zp), no dominio de analiticidade de f, desde que
f'(z0) #0. =

Recorde-se que:

- Em R?, uma curva orientada estd associada a uma parametrizacio, pelo
que o mesmo acontecerd em C.

- O angulo formado pela interseccao de duas curvas C; e Cy define-se
como o dngulo entre as tangentes orientadas, no ponto de intersecgao.

Exemplo 2.5.2 A funcao f(z) = 2" (n > 2) é conforme em C\{0}.
As funcges racionais da forma

flz) = ij__z, com a,b,c,d € C,

sao chamadas transformacgoes lineares fraccionarias ou transformacoes
de Mébius .

Proposigcao 2.5.3 Qualquer transformacao de Mébius é conforme no seu
dominio.

Dem. Seja f(z) = Z'sz_'g com ¢ # 0 (o caso ¢ = 0 ¢ imediato). No seu

dominio, C\{—2}, a fungio ¢ analitica.

Como
ad — bc

f’(Z) = m7

se ad = bc a transformagao de Mobius é constante, logo é conforme.
Se ad # be entao f'(z) # 0 e, pelo Teorema 2.5.1, f é conforme. ®

2.6 Funcoes complexas elementares

Nesta seccao pretende-se abordar fungdes complexas bésicas, mas in-
dispensdveis em certas aplicacoes, que generalizam as fungoes elementares
estudadas na Anédlise Real (basta considerar para tal z = z). Contudo,
algumas propriedades nem sempre sao "intuitivas" e apresentam diferencas
com o caso real.
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2.6.1 Funcao exponencial

Uma fas funcgoes complexas mais importantes é a funcao exponencial
complexa, representada por e* ou exp(z). Como definir entao e*?
Partindo do caso real (série de Taylor)
2
x
e$:1+$+§—|—...

obtem-se, para z € C com z = x + yi,
o0 . n
z T iy _ T (Zy)
e = e'eY=e¢ (Z o
n=0

2 4 3 5
_ oz Yy Y . Yy Yy
S (IR R TCR e |

= ¢e"(cosy +1i seny)

o que permite definir a exponencial e em termos de cosy e seny (o que nao
acontece no caso real).

Definicao 2.6.1 Para z € C escrito na forma z = x + yi, x,y € R, tem-se
e = e’ (cosy + i seny) .

Observa-se de imediato que se Imz = y = 0 entao obtem-se a funcao
exponencial real.
Para Rez = x = 0, obtem-se a férmula de Euler

e = cosy + i seny, (2.6.1)
que conduz a resultados surpreendentes:

Exercicio 2.6.2 Prove que:

As principais propriedades da exponencial complexa sao resumidas na
seguinte proposicao, cuja demonstragao se deixa como exercicio:

Proposicao 2.6.3 Seja z € C escrito na forma z = x + yi.

1. €* é uma fungao inteira (é analitica para qualquer z € C ).
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2. (e*) =¢e*
3. eI = eFle®2 Yz, 29 € C .
4. |e*| =¢€*, arg(e®) =y + 2km, k € Z.

5. e#0,vzeC.

A partir da Definigéo 2.6.1 e das propriedades anteriores pode relacionar-
se a representacao trigonométrica de um complexo, z = p cis 0, com as
coordenadas polares em R?, de modo a obter a represencgao polar de um
complexo

z=p e’ (2.6.2)

Esta relagdo entre um nimero complexo e as correspondentes coorde-
nadas polares indicia o tipo de transformacoes geométricas realizadas pela
fungao exponencial complexa:

A funcao f(z) = e* aplica:

- rectas verticais © = xy em circunferéncias |w| = e*°;

- rectas horizontais y = yo em semi-rectas argw = yg, como se ilustra na
Figura:

exp I
[mT
¥ ]
. Hal
1 O
l u
Flamp e x Flaey de =

Transformagoes por e?

Uma diferenga fundamental entre a exponencial complexa e a exponen-
cial real tem a ver com a periodicidade:
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Proposigao 2.6.4 A funcao e€* é uma funcao periddica de periodo 2kmi,
keZ,ie.,

e* T2 — %\ e C.

O periodo minimal é de 2mi.

Dem. Suponhamos que % = ¢*, Vz € C, isto é, e¥ = 1.
Considerando w = s + ti, tem-se

e’cost + ie’sent = 1,

pelo que
e’cost =1 e e’sent = 0.
Como a primeira igualdade é positiva entao, de sen ¢ = 0 conclui-se que
t=2kn, ke€Z,ee’=1,isto é, s =0.
Assim w = 2kwni, k € Z, i.e, o periodo de €* é 2kmi, k € Z. m

Todos os valores possiveis que e? pode assumir sdo obtidos na faixa
horizontal, de amplitude 27,

_7T<y§7T;

designada por regiao fundamental de e~.

Im= &

Regiao fundamental de e*

A funcéo w = e* aplica de uma forma bijectiva a regido fundamental em
todo o plano C, tal como ¢ ilustrado na Figura:
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Iz axp T

Plasagas Plano de w

Transformacao da regido fundamental de e?

Por exemplo:

-aregiao 0 < y < 7 é transformada no semi-plano 0 < argw < ;

- a parte esquerda da regiao z < 0 é aplicada no circulo unitério |w| <1
(porque e® < 1) e aparte da direita, > 0, no exterior, |w| > 1.

2.6.2 Funcoes trigonométricas e hiperbdlicas

Tal como no caso da exponencial, as fungoes trigonométricas complexas
generalizam as fungdes reais correspondentes. A ligagdo entre umas e outras
pode estabelecer-se com recurso a (2.6.1), escrevendo-a, agora, na forma
T

e =cosz+1isenr e e ¥ =cosx—1i senx. (2.6.3)

Adicionando, ou subtraindo, ambas as igualdades obtém-se expressoes para
0 co-seno e o seno '"reais", que sugerem, para as correspondentes fungoes
complexas, a defini¢ao:

Definicao 2.6.5 Para z € C, z = x + yi, define-se seno e co-seno por

eZZ _ e*ZZ e’LZ _|_ e*’LZ
senz i= ———— € C0SZ i= ————
21 2

E algo surpreendente que se mantenham algumas das propriedades do
caso real:

Proposigao 2.6.6 (i) sen’z + cos’z = 1.
(ii) sen(z +w) = senz cosw + senw cosz.

(iit) cos(z +w) = cosz cosw — senz senw, Vz,w € C.
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As restantes fungoes trigonométricas definem-se do modo usual, & custa
do seno e do co-seno (em ultima andlise, a partir da exponencial):
senz Cos z 1 1

tan z = , cotz=——, secz = e cscz = ,
CcoS z senz Ccos z senz

0 mesmo acontecendo para as func¢oes hiperbdlicas complexas:

4 —zZ 4 —Z
e +e e —e senhz
cosh z = —5 senhz = — tanhz =

cosh 2’

Algumas propriedades destas funcgoes sdo referidas na proposicao:

Proposigao 2.6.7 (i) As fungoes senz, cosz, coshz e senhz sio fungoes
inteiras (analiticas em C) com derivadas dadas por

(cosz)! = —senz; (senz) = cosz;

(coshz)" = senhz; (senhz) = coshz.

(i) As fungoes tanz e secz sdo analiticas nos pontos em que cos z # 0.
Analogamente cot z e csc z sdo analiticas quando senz # 0.

(iit) A formula de Euler é vilida em C, isto é,
1z __ .
e” =cosz+1 senz.

As fungbes trigonométricas e hiperbdlicas complexas relacionam-se de
um modo inesperado (o que nao acontece no caso real):

Exercicio 2.6.8 Prove que, para z = x + yi:

(i) cosh(iz) = cosz ; senh(iz) =i senz;

(ii) cos(iz) = coshz ; sen(iz) =i senhz;

(iii) cosz = cosx coshy —1i senx senhy; senz = senx coshy—+1i cosz senhy;

(iv) | cos z|? = cos® z+senh?y ; |senz|? = sen’z+senh?y.

2.6.3 Funcao logaritmo

O logaritmo complexo generaliza o logaritmo real mas tem uma abor-
dagem mais elaborada. Um processo "natural" de definir o logaritmo us-
ando propriedades reais, baseia-se na representagao polar de um nimero
complexo, (2.6.2), isto é,

logz = log (pew) = log p + 6.
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Como o argumento de z nao é tnico, argz = 0+2kr, k € Z, entdo o logaritmo
complexo é multivoco, isto é, para cada z assume vérios valores. Este facto é
uma novidade em relagao ao caso real, mas nao o serd tanto se pensarmos no
logaritmo complexo como funcao inversa da exponencial complexa, que era
uma fungao periédica de periodo 27i. Contudo se se restringir a exponencial
a uma faixa de amplitude 27 a funcao ja é uma bijeccao:

Proposicao 2.6.9 Considere-se o conjunto Ay, dado por
Ay ={z+yieC:zeR, yo <y <yo+2m}.
Entao a aplicagao e* : Ay, — C\{0} é bijectiva.

Dem. Sejam z1,2z0 € A,,. Para verificar a injectividade considere-se
J ) Yo J
que e*! = e?2 isto é, e*17* = 1. Entdo 21 — 20 = 2kmi, k € Z e

r1— 2o =0Ay1 —yo =2kmw, k €Z.

Como y1 — y2 < 27, pois z1,22 € Ay, tem-se que y1 — y2 = 0, pelo que
zZ1 = Z9.

Logo e* ¢ injectiva.
Seja w € C\{0} Verifique-se se existe z € A, tal que e* = w.

Como e* ¥ = w = |w|e9(*) entao
e — |U)| e Vi — 6im"g(u;)
x = loglw| e y = argw.

O argw é unico, pois w € Ay, pelo que e” é sobrejectiva. ®
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Este resultado indicia uma defini¢do do logaritmo complexo por "ramos":

Definigao 2.6.10 A fungao log : C\{0} — C tal que yo < Im(logz) <
Yo + 27 € definida por

logz :=log |z| + i arg(z) (2.6.4)

onde arg(z) € [yo,yo + 2rw[. Esta fun¢ao é chamada um ramo da funcao
logaritmo.

Assim, a fungdo logz s6 fica bem definida quando é indicado o intervalo,
de amplitude 27, onde esta definido arg(z).

Exemplo 2.6.11 No ramo [0,2n] tem-se log(1 + i) = logv/2 + i mas em
[, 37[ serd log(1 + i) = log\/2 + §mi.

Para evitar a "ambiguidade"e a dependéncia do intervalo, define-se o
valor principal de um logaritmo complexo:

Definigao 2.6.12 Chama-se valor principal de logz, z # 0, e representa-
se por Logz, a

Logz :=log|z|+i arg(z), z#0, —7 <argz <.
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Para obter os "outros" valores do logaritmo bastard fazer
logz = Log|z| + 2kwi , k € Z,

pelo que todos os logaritmos de um complexo 2z tém a mesma parte real mas
o coeficiente da parte imagindria difere de multiplos de 2.

Exercicio 2.6.13 Mostre que se z1,z2 € C\{0}, entao
log(z122) = logz1 + logze (mod 2m).
Resolugao: Tem-se
log(z122) = Log|z1 22| + iarg(z122),
com arg(z122) € [yo,yo + 2w[. Mas

Log|z122| = Log(|21||22]) = Log|z1| + Log|z2|

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) (mod 2).
Assim

log(z12z2) = Log|zi|+ i arg(z1) + Log|za| + iarg(z2) (mod 27)
= logz1 + logza (mod 2T).

A funcdo Logz nao é analitica em C pelo facto de argz, com —mw <
argz < m, nao ser uma funcao continua sobre o eixo real negativo, onde tem
um "salto" de amplitude 27.

Teorema 2.6.14 A funcdo Logz é analitica no conjunto
D=C\{z+yi:2<0Ay=0}
e (Logz) = 1.

Dem. Recorrendo & forma polar tem-se z = pe’ um elemento em D.
Entao
logz = Logp + 16
e obtem-se
u(p,0) = Logp
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v(p,0) = 0.

As condigbes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares, (2.3.4), verificam-
se, pois

ou 1 10v ov 0 10u
ap p paob op p 00
Como no dominio D as fungoes u e v, assim como as suas derivadas, sao
continuas, conclui-se que logz é analitica em D, e, pelo Exercicio 2.3.7, tem-

se
dz "9 T G op  0Op) pe?

Exercicio 2.6.15 Calcule a derivada da funcdo log(z?) e indique o respec-
tivo dominio de analiticidade.

Resolucdo: E possivel derivar a funcdo logaritmo desde que

arg (22) # +m.

Se arg(z) = 6 entdo arg(z?) = 20, pelo que bastard ter 20 # <+, isto é

T
0+,
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Assim em
D=C\{zx+yi:x=0,y € R},

tem-se

i(log 29) = pt

2.6.4 Poténcias complexas generalizadas

Como definir uma poténcia em que a base e o expoente sao nimeros
complexos, de modo a generalizar a poténcia de nimeros reais ?
Dados z € C\{0} e w € C, define-se a poténcia complexa de um nimero
complexo como

LW .= W logz‘

Tal como acontece com logz também z%* assume vérios valores.

Ao valor particular de z% := e¥L°9% chama-se o valor principal de z%.

E natural que o nimero de valores assumidos por z% dependa do "for-
mato" do expoente w € C:

Proposigao 2.6.16 Sejam z € C\{0} e w € C.

a) Sew € Z, entao 2V fica univocamente determinado;

b) Se w = %’ € Q, com p e q numeros inteiros primos entre si, entio z%
tem q raizes distintas:

c) Sew € C\Q entdo 2z tem infinitos valores.

Dem. a) Se w € Z, entao 2" pode ser calculado com recurso a férmula
de Moivre da potenciacao, peo que fica univocamente determinado.

b) Seja w = % € Q, com p e ¢ nimeros inteiros primos entre si. Entao

w _ wlogz _ W (Log|z|+2nmi)

S — v Log|z| v 2nmi

Cada n € Z, pela divisao inteira, pode ser escrito na forma n = gm + r
ondemeZere{0,1,..,¢g—1}. Entao

2inp
=€ 4

2

q

e 2nmi ’

_ 6271'2'(qm—|—'r")§ 627m‘m627rir§ _ e27rz"r

pelo que para os diferentes ¢ valores de r, tem-se ¢ raizes distintas.

c) Se w € C\Q entao w ¢ Q.



70 CAPITULO 2. INTRODUCAO A ANALISE COMPLEXA

Suponha-se, por contradicao, que z% tem um ndmero finito de valores.
Assim, existem dois inteiros n # m tais que

€2mw _ €2zmw.

Ora, isto implica que 2minw = 2mimw + 2wik para algum k& € Z. Daqui

resulta que
k

n—m

€qQ,

w =
0 que contradiz a hipétese. m

Exercicio 2.6.17 Para a poténcia t* indique o numero de valores exis-
tentes, calcule-os e indique o seu valor principal.

Resolucgao:

ji = gilogi _ i[Logl+(G+2km)i] _ 3% L.

Quanto & analiticidade da exponencial hd que atender as propriedades da
funcao exponencial e as particularidades do logaritmo complexo (defini¢ao
por ramos):

Proposicao 2.6.18 Considerem-se z € C e a € RT,b € R.
1. A fungdo z — a® é inteira para qualquer ramo da fung¢do logaritmo e tem
derivada

(a®) = log(a) a®.

2. Fizando um ramo do logaritmo, por exemplo o principal, a funcdo z — z°

é analitica no dominio do ramo do logaritmo escolhido e

<zb>, =b

Dem. 1. Atendendo & definicao

af = e* loga

e pela derivada da funcdo composta obtem-se

d d

z zZ toga d zZ toga 4
i(a):£<e lg)zi(zloga)e lega — 1og(a)a?,

onde log (a) € uma constante.
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A derivada é vélida em C.

2. Como 2’ := eb 1997 entao
d b\ _ d blogz) _ d blogz_b b _ b—1
dz(z)_dz(e )-dz(blogz)e L =62

a qual é vilida no dominio do logaritmo. m

Exemplo 2.6.19 Indicar a regiago onde a fungao f(z) = v/e* + 1 é analitica.

Resolugao: Pela Proposicao anterior a fungao é analitica no dominio do
logaritmo. Escolhendo o ramo principal do logaritmo, a funcao é analitica
em

C\{z+yi:z<0Ay=0}.
A regido de holomorfia de v/e? + 1 é tal que e*+1 néo pode ser real negativo.

Procure-se entao z tal que e* + 1 € Ry, isto &,

e‘cosy+1<0
e*seny =0
(e"+1<0ANy=2km)V(—e"+1<0Ay=(2k+ 1))
-
y=km, keZ

o x>0
y=02k+1)m, kelZ.
Assim o dominio de analiticidade de e? + 1 é
D=C\{z+yi:x>0ANy=Q2k+ 1)m, keZ}
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e, para z € D,

2.7 Integracao complexa

Os integrais complexos seguem a mesma metodologia que os integrais
curvilineos em R?, pelo que se considera agora integrais de linha, ou integrais
de caminho, complexos que se representam por

/f(z)dz,/f(z)dz ou /f
C 2l R

Nestes casos, a func¢ao f(z) é integrada sobre uma curva C' no plano com-
plexo, chamada caminho de integracao, definida parametricamente por
uma funcao v : [a,b] — C com

V(1) = x(t) +iy(D),

sendo z,y : [a,b] — R duas fungoes reais.

2.7.1 Integral de caminho

Alguns dos conceitos estabelecidos no capitulo da Geometria Diferencial
sao aqui utilizados, enquanto outros serao adaptados:

Definigao 2.7.1 Seja v : [a,b] — C uma curva em C e {t;},_; _, uma
particao de [a,b] tal que

a=ty<ti <..<t,=b (2.7.1)

(i) 7 diz-se seccionalmente regular ou de classe C! se ~'(t) existe em
lai—1,a;[, i =1,....,n, e é continua em |a;—1,a;] .

(ii) v diz-se um caminho se y(t) é seccionalmente reqular.
(iii) v é um caminho fechado se ~y(a) = ~y(b).

(iv) v diz-se um caminho simples se y(t) for injectiva em |a,b], isto é, se
V(t) # v(t2), Vi1, t2 € [a, b].

(v) A um caminho fechado e simples chama-se curva de Jordan.
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h N

b

i
/ :
( (4) /I. a) = ~(b) ' /
\%__ﬁ_ J (@)

(1 Curva nio simples; (20 e (21Curvas seccicnalmente
regulares; (3) Curva suave, (4) Curva de Jordan

Nesta secgio o conjunto A designard sempre um conjunto aberto.
O integral complexo pode ser definido como:

Definicao 2.7.2 Sejam A C C, uma fungio f : A — C continua e um
caminho regular dado por vy : [a,b] — A. Define-se o integral de f ao longo
de v (integral de caminho ou integral de linha) como

b
/ f(2) dz = / Fov() A (1) dt.
0% a

Se ~ for uma curva fechada, o integral representa-se por j{ f(z) d=.

Y

Exemplo 2.7.3 Calcular o valor do integral /z2 dz sendo v o segmento

¥
de recta que une z =0 a z = 2 + 1.

Resolugao: Seja v :[0,1] = C, ¢t — 2t +it com 7/(t) =2 +1.
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Assim
1 1
/z2dz = /2t+m (2+14)d 2+z/3t2+4t2
¥ 0 0
1
= (2+z’)(3+4z’)/t2dt:(2—1—2‘)(3—1—42‘);zz—i—lgli.
0

2.7.2 Propriedades elementares

As propriedades mais elementares (andlogas as existentes nos integrais
curvilineos no caso real) sao indicadas no resultado seguinte:

Proposicao 2.7.4 Sejam f, g fungdes compleras continuas no conjunto A C
C, k1,ka € C e~,7vy,79 caminhos em A tais que o ponto final de v, coincide
com o ponto inicial de vo. Entao sao vdlidas as sequintes propriedades:

1. Linearidade
/(klf + kog)dz = kl/fdz + k‘Q/gdz.
Y v ¥

2. Sentido inverso da integragcdo em vy

_[fdz:—'y/fdz.

3. Particao do caminho
/fdz:/fdz+/fdz.
Y172 71 V2

4. Independéncia da parametrizacao

/f dz = /f dz, sendo ¥ uma reparametriza¢do de 7.

v Y

Exemplo 2.7.5 Calcular o integral do Exemplo 2.7.3 utilizando uwma para-
metrizacao diferente para .
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Resolugao: . y =2 com 0 <2 <2, z=2x+ jziedz = (1+ i)dz.

Assim

; 1

/z2dz = /(Zﬁ—kx%’) <1+2i>dx
¥ 0

1 3 /

_ 1 L. d . 2
<+21><4+z>/xdx

0
= (k) (282l
N 2 4 3 3 37

Observagao 2.7.6 A proposicdo anterior permite definir o integral de cam-
inhos requlares definidos por trocos, uma vez que estes caminhos sao somas
de caminhos requlares. Assim o integral sobre um caminho regular por trogos
serd a soma dos integrais dos correspondentes caminhos requlares "parce-
lares":

para vy seccionalmente regular em [a,b] com uma particao do tipo (2.7.1).

Exemplo 2.7.7 Determine o valor do sequinte integral, sobre a circunfer-
éncia unitdria vy, percorrida no sentido positivo (contrdario ao dos ponteiros

do reldgio),
/z dz.

Y

Resolugao: Pode-se parametrizar a circunferéncia do seguinte modo
v:[0,21] = C, 6+ €Y,

com v'(6) = ie’, obtendo-se, entdo

27
/z dz = /ewiew df = 2mi.
% 0

O préximo teorema permite estimar integrais em curvas de dificil para-
metrizacao ou de cdlculo complicado:
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Teorema 2.7.8 Considere f uma func¢do continua em A C C ey um cam-
inho. Se f for limitada sobre 7, i.e, AM > 0 tal que |f(2)| < M, Vz € y(t),
entao

[ 16y x| <0 163),
v
onde l(7y) designa o comprimento de vy. De um modo mais geral tem-se
b
[1e a:| < [1rG 1@l = [1r0@)] o) .
v v a
Dem. Dada

v :la,b] = C, t+— (z(t),y(t))

temos que

b
uw=/¢wa+wmwt

Considere-se, agora, uma fun¢do complexa de varidvel real, f(t) = wu(t) +
iv(t).
Prove-se primeiro que

Seja
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Como

Re (e77(1)) < le~7(0)] = /(1)

pois || = 1, tem-se

Por outro lado,
b
[reraz| = | [raw) o
¥ a

b
< / Fa@)] )] d

IN

b
/M 0 dt = M U().

Exemplo 2.7.9 Seja v uma circunferéncia de raio r > 1. Mostre que

/Logz dz| < 27T10g T+7T.
z r

v

Resolugao: Pela desigualdade triangular e tendo em conta que |z| = r
e 0 étal que —m < 60 < 7 tem-se

Logz llog |z| + 0| _logr+m
p— < .
22 |22 - r?
Assim
Logz logr +m logr+m
2mr =2 .
22 r2 r
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2.8 Teorema fundamental do calculo

Uma primitiva de uma funcao complexa define-se de modo andlogo ao
caso real. Ou seja, uma primitiva F' de uma fungao complexa f é analitica
e satisfaz F' = f. As primitivas de f diferem apenas de constantes (com-
plexas), pois se F} e Fy s@o ambas primitivas de f, entdo G = F; — F5 tem
derivada identicamente nula, pelo que é uma constante.

Teorema 2.8.1 Sejam A C C, um caminho regular v : [a,b] — A e uma
funcao continua f : A — C tal que f = F' para alguma funcdo analitica
F:A— C. Entao

/ f(2) dz = F(3(%)) - F(7(a)).

Em particular, se v é fechada entao

]{ £(2) d= = 0.

Dem. Usando a definigao e as propriedades do cédlculo integral obtem-se

b
/ fz)dz = / F/(®)) A (1) dt = / F(4(1)) '(t) dt

Observagao 2.8.2 (i) Se~y for seccionalmente regular o teorema permanece
valido aplicando a decomposi¢ao sugerida pela Observacdo 2.7.6.

(i) Uma conclusao imediata do Teorema 2.8.1 é que o integral ao longo de
v apenas depende dos seus pontos inicial e final. Logo, serd independente
do caminho percorrido.
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Exemplo 2.8.3 Determine o valor do integral
/z3 dz
gt

: _ i
sendo 7y o arco de elipse que une z =1 a z = 3.

Resolugao: Como

tem-se que

1 '
/z?’dz = 4/(24)dz
¥ ¥
_ L )18
4 2 64°

Exemplo 2.8.4 (Integral de poténcias de expoente inteiro) Considere
v a circunferéncia de raio v e centro em zg € C. Calcular, para m € Z,

f{ (2= 20)" dz.

v

Resolugao: A equagao paramétrica da circunferéncia v é dada por

2(t) :=~(t) =2 +pet, 0<t<2m

Entao ' |
(Z—Zo)m :pm 6zmt , dZ:Zp elt
e
2T o
74 (=)™ de= / P eMip et = ip" ! / i g,
Y 0 0
Se m # —1,
B 2T
jg(z —2)" dz = zl([:niﬂ) i(m+1) etm+1)t 1y
Y 0

. 2 m+l
- £ [ez(mH)th” = O (et 1) =,
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Sem = —1,
2
y{(z —20)" dz = z'po/ldt = 2.
0% 0
Entao

m | 2w se m=—1
]{(z %0) dz-{ 0 se m#-—1, meZ.
5

Exemplo 2.8.5 Cualcule o integral

sendo 7y :

a) A semi-circunferéncia superior que une z =1 a z = —1.

b) A semi-circunferéncia inferior que liga 0os mesmos pontos.

Resolugao: a) Considere-se a parametrizacio () = ¢, 0 < 0 < 7,

com ~/(0) = ie?. Logo
1 I
/ dz = /.eiewde = 1.
z e’
0

Y

b) Tome-se agora a parametrizacio () = e~ 0 < § < 7, com 7/ () =

—ie™ . Assim
™

1 1 )

/ dz = / — —.eie_wdé’ = —T3.
z e

v 0

Neste caso o valor do integral depende do caminho utilizado!
Serd que existe contradigao com o Teorema 2.8.17
Em que condigoes o integral é independente do caminho?

2.9 Teorema de Cauchy e sua evolucao

Para responder as perguntas anteriores sublinha-se que a primitivacao
de funcoes complexas é mais "subtil"que a primitivagao de funcées reais.
Veja-se o exercicio:
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Exercicio 2.9.1 Provar que nao existe uma fung¢ao analitica f em C\{0}
tal que f'(z) = L.

z

Resolugao: Suponha-se, com vista a um absurdo, que existe tal fungao.

Entao
1
/ dz =0,
z

Y

pelo Teorema 2.8.1, sendo v a circunferéncia unitéria.
Por outro lado, pelo Exemplo 2.8.4, com zg = 0 e v como anteriormente,

1
/ dz = 2mi.
z

Y

Desta contradicao resulta que a funcao f’ nao existe.

Observagao 2.9.2 O facto de (Logz) = % contraria o exercicio anterior?
Nao pois Logz nao é analitica em C\{0}, mas sim, pelo Teorema 2.6.14,
em

C\{z+yi:y=0Az <0}.

A Observacao 2.9.2 mostra que seria conveniente o interior do caminho
"ndo ter pontos" que impossibilitem o cédlculo de primitivas. Como fazer?
"Deformando" o dominio!

O modo de deformar o caminho ¢ indicado pela defini¢do seguinte:

Definigao 2.9.3 Suponha um conjunto A C C e dois caminhos fechados
Yo, 71 ¢ @, b] — A. Chama-se homotopia entre os caminhos 7, e y; a uma
fungao continua H : [0,1] X [a,b] — A tal que, para s € [0,1],t € [a,b],

a) H(0,t) = v(t)

b) H(1,t) = (1)
c) H(s,a) = H(s,b).

Exemplo 2.9.4 Um exemplo de homotopia entre as circunferéncias definidas
por Yo(t) = ¥ e yy(t) = 2*™ € H(s,t) = (1 — s)yo(t) + s71(t), para
s,t €10, 1].

A definicdo de homotopia pode ser utilizada para obter um conceito
topolégico importante:
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Definigao 2.9.5 Um conjunto conezo A C C é stmplesmente conexo se
qualquer caminho fechado em A é homotépico a um ponto (caminho cons-
tante).

"Na pratica", isto significa que o conjunto A nao tem "buracos” ou,
ainda, que o interior de qualquer curva de Jordan definida em A, estd contido
em A.

No caso real, para as funcoes terem primitiva é suficiente que sejam lim-
itadas. Agora, no caso complexo, pretende-se também obter uma condigao
suficiente de simples verificacdo. Para tal apresenta-se uma "sequéncia
histérica" da evolugdo desta pesquisa.

Em 1825, Cauchy baseou-se no Teorema de Green

Teorema 2.9.6 Sejam P(x,y) e Q(z,y) fungdes continuas assim como as
derivadas parciais de primeira ordem, num conjunto D com fronteira C
(caminho simples fechado). Entdo

/C<P(x7y>dx + Q(z,y)dy) = /}! (gf — 8;;) dzdy.

formulou o seguinte resultado:

Teorema 2.9.7 (de Cauchy) Se f é analitica e f' continua num con-
junto A C C simplesmente conexo, entdo, para qualquer uma curva simples

fechada v em A,
1) dz =
5

Dem. Seja f = u + vi, entao

y{f(z) dz = /((ud:c —vdy)) / udy + vdzx)
gl v
— //<—8v—y>d:ﬁdy+z//<8z—)d$dy

= 0+0_0,

pelas condicoes de Cauchy-Riemann. m

O matematico frances Edouard Goursat (1858-1936), num artigo publi-
cado em 1900 (Transactions Amer. Math. Soc., vol.1), provou o teorema
anterior sem considerar a hipétese de f’(z) ser continua.
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Teorema 2.9.8 (de Cauchy-Goursat) Se f é analitica num conjunto A C
C simplesmente conexo, entdo, para qualquer uma curva simples fechada

em A,
ff(z) dz = 0.
5

A demonstracao, que pode ser encontrada, além do artigo referido, em

Erwin Kreyszic, Advanced Engineering Mathematics, John Wiley & Sons,
Inc., 1999,

baseia-se em trés passos: primeiro considera-se 7y a fronteira de um tridngulo,
depois a fronteira de um poligono e, finalmente, uma curva fechada simples
(onde estd inscrito um poligono).

Teorema 2.9.9 (da deformacgao do caminho) Seja f uma fungdo analitica
em A C C, simplesmente conexo, e v uma curva simples fechada em A. Se
~v pode ser continuamente deformada noutra curva ¥y sem sair de A, isto é,
se y é homotdpica a vy em A, entdo

fodz:ffdz.

Dem. Sejavy=~v+v—7 — -

Sobre 7 e no seu interior, o Teorema de Cauchy é vilido, logo

O—j{fdz—}[fdz—i—/fdz—j{fdz—/fdz,

Y Y Yo ol Yo
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pelo que

jl{fdz:ffdz.

Y Y

2.10 Férmula integral de Cauchy e aplicagoes

A consequéncia mais importante do Teorema de Cauchy é a férmula
integral de Cauchy, de grande utilidade para calcular integrais.

Teorema 2.10.1 (Férmula integral de Cauchy) Se a fungao f é analitica
em A C C, simplesmente conexo, entdo para zg € A ey um caminho em A,
simples, fechado e cujo interior inclua zg, tem-se

_ 1 (2)
f(z0) = Dyl — dz. (2.10.1)
8!

Dem. Usando o teorema de Cauchy-Goursat e o teorema da deformagao,
tem-se

S dz = S dz
Z— 20 J 2720
v v
= f(zO)fz_lZO dz+7§f(2:;(z°) dz
7 7
= f(z0)2mi + %f(zi:;(z()) dz. (2.10.2)
ﬁ

Como f é continua, isto é,

Ve>030>0:|z— 20 <d=|f(2) — f(20)| <e.
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Designe-se por ¢ o raio rg do caminho simples e fechado, 7, que contém z.

Entao

IN

A R =

Y

527r5 = 27e.

Assim o valor absoluto do integral pode-se tornar tao pequeno quanto se
queira. Portanto, toma-se § cada vez mais pequeno e como as outras duas
partes de (2.10.2) nao dependem de ¢, permanecendo constantes, tem-se

O
Z— 20
Y

= f(20)27i 4+ 0

pelo que

M‘»—t
*e\

Exemplo 2.10.2 1. Sendo v a circunferéncia unitdria, calcular:

a) j{f dz
2!
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b) 7{ €2 dz

Y

z_ . . . .
2. Calcule fez_; dz , com vy uma circunferéncia de raio 3 e centro na
, v
origem.

Resolucgao:

1. a) Tomando f(z) = €* que ¢ uma funcado inteira e zyp = 0, pela
férmula integral de Cauchy

j{edz =2mi f(z0) = 2mi.
z
5

b) Pelo Teorema de Cauchy-Goursat o integral é nulo.

2.) Seja f(z) =€* — z, zo = 2. Entao

e —z ., . o
fz_2dZ—2m(e —2).

v

O Teorema 2.10.1 é também 1itil para obter um resultado surpreendente:
as funcdes analiticas tém derivadas de qualquer ordem!

Teorema 2.10.3 (Férmula integral de Cauchy para derivadas) Seja
f uma funcao analitica num dominio A C C simplesmente conexo. Entao:

(i) Todas as derivadas de f existem em A.

(ii) Para qualquer caminho de Jordan v : [a,b] — A seccionalmente regular,
20 € A—~([a,b]) e k € Ny tem-se

k! flz
F®(z0) = f(z(;,m dz. (2.10.3)

21 — 2
5

Dem. Para k = 0, tem-se a férmula integral de Cauchy.

flz0) = 1% /(z) dz.

" 2mi) (z— z0)

Y
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Para calcular f'(zp) calcula-se

fleo+ Azg) = f(z0) _ 1 7{( 11 ) F(2)dz

Az 2miAzg z—20—Azg  z— 2
¥

1 f(2)
271'2% (z — 20 — Azp) (2 — zo)dz'

Y

Quando Azy — 0 tem-se

7{(2’ — 20 —JZ;))) (z — zo)d'z - 7{ = Zo)zdz,

5
f f(2) fe)
(z — 20 — Azp) ( z—zo (z — 2)?

Y Y

- Az()]{( /(z) _dz.

z— 20— Azp) (z — 20)

pelo que

5
Seja M tal que |f(z)| < M, L =1(v), do = d(z0,7).

'
Como Vz € v, |29| > dp, entdo
Azg| ML
Azoj{ 1(2) sdz| < LQ — 0.
(z — 20 — Azp) (2 — 20) (do — Azg) di Az—0
5

O resultado pretendido obtem-se por indugao. m
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Observacao 2.10.4 Em dltima andlise a formula (2.10.3) (que para k =0
coincide com (2.10.1)) indica que os valores de f e das suas derivadas sao
determinados pelos valores que a funcdo toma sobre a fronteira do dominio.

Exemplo 2.10.5 Utilizando (2.10.3), calcule o integral

senz
5 dz.
z

0l

sendo v = eie, 0<6<2nr.

Resolugao: Usando a férmula integral de Cauchy para derivadas com
k=1¢e zg=0 tem-se

senz 211 .
7{ 2 dz = TCOSO = 2.

Y

Finalmente a condigao suficiente, apresentada pelo matemético italiano
Giacinto Morera (1856-1909):

Teorema 2.10.6 (de Morera) Se [ é continua num dominio simples-
mente conexo A C C e, para qualquer caminho fechado v em A, se tem

ff(z) dz=0
5

entdo [ é analitica em A.

Dem. Como o dominio é simplesmente conexo, (além de ser conexo nao
tem "buracos"), prova-se que existe primitiva, F, que é analitica, pois F' = f
(continua), pela férmula integral de Cauchy existem F" = f/, F""' = f"... .
Logo f é analitica. m

A obtencao de estimacbes para a funcdo f e para as suas derivadas
constitui outro campo de aplicagoes do Teorema de Cauchy e da férmula
integral

Teorema 2.10.7 (Desigualdade de Cauchy) Sejam f uma fungao analitica
em A ey a circunferéncia de raio v centrada em zy € A. Se |f(z)| < M,
para qualquer z € A, entao

M
10| < 3, ke,
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Dem. Pela férmula integral de Cauchy para derivadas

k! flz
f(k)(z()) — ?{(z(i’““ dz.

211

5
Entao
k! f(z)
(k) ‘ B I SR A GO
)f (20) or f(z—zo)kﬂ <
v
k! |f(2)l
< —¢p—-2—1d
- 2%%]2—Z0|k+1 42
vy
k' M k!M
%m ™r = TT, k:O,172,...
| ]

Esta desigualdade é importante para obter um resultado famoso para
funcoes inteiras:

Teorema 2.10.8 (de Liouville) Toda a fungao inteira e limitada é cons-
tante.

Dem. Pela desigualdade de Cauchy, para qualquer zg € D f, tem-se
! j 4
|f'(20)] < — — 0, quando r — +o0.
r

Como f'(zp) € um nimero fixo que nao depende de r, resulta que f’(29) = 0,
Vzg € Df.

Logo f é constante. m

Seja v ={z: |z — 29| =ro}. Se f é analitica sobre v e no interior de =,
entao, pela férmula integral de Cauchy

_ 1 f)
f(ZO) o % zZ — 20
Y

dz,
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resulta que

f) < — 74 £ |d

271'7’0
1 27
_ 6
= 27W0/‘f(2’0+7"0€ )‘ ro db
0
1 2
= 2/ ’f(zg + roew)’ df = K. (2.10.4)
™
0

K ¢é chamado o valor médio de |f| sobre ~.

A expressao mostra ainda que o valor de |f| no centro nao excede o valor
médio.

Teorema 2.10.9 (do mddulo maximo) Considere-se um dominio limi-
tado A e f : A — C uma funcdo analitica em A e continua em A. Seja M
o mdzimo de |f(z)| na fronteira de A, (A), isto é, |f(z)| < M, Vz € 9(A).
Entao:

(i) |f(2)] < M,Vz € A.

(ii) Se |f(z)| = M para algum z € A, entdo f é constante em A.

Dem. (i) Seja M o maximo de |f(z)| em {z: |z — 29| < 7o}. Logo
el M, [f(z0+7o0e”)| <M e K <M,

Se f for tal que |f(z0)] = M, entao por (2.10.4) M < K. Pelo que
M =K.

(ii) Suponhamos que }f(zo + Toew)} < M para algum valor de 6, entéo,
como |f| é uma fungao continua, existiria um intervalo onde a funcao teria
valores menores que M, e o valor médio seria inferior a M. Assim sobre y
a funcao |f| é sempre igual a M.

Considerando agora

2
1 .
K, = 2/ ‘f(zo —|—’r‘1626) df, com r1 < rg.
T
0

Do mesmo modo tem-se que

‘f(z)‘ S M7 vz € Y1s
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e, como anteriormente, K; = M. Entdo |f(2)| = M, Vz €7, e
[f(2)l =M, vz € {z:]z = 2| <ro},

isto é, sempre que |f(z9)] = M tem-se |f| constante o que implica f cons-
tante. m

Exemplo 2.10.10 Encontrar o mdzimo de |e*| no circulo |z] < 1.

Resolucgao: |e¢*| = e”. Como z € [—1,1], entdo o méximo ocorre em
x =1 e valee.

Os resultados anteriores permitem provar um resultado importante e

algo surpreendente, por envolver outra drea da Matematica, a Algebra:

Teorema 2.10.11 (Fundamental da Algebra) Se n é um nimero inteiro
positivo e

P, (z) =ap+ a1z + ... + apz"

um polinémio com ag, a1, ...,a, € C, a, # 0, entao existe zg € C tal que

Dem. Suponha-se que P,(z) # 0, Vz € C. Entao a fungao

¢ inteira e f(z) nao é constante, pois a, # 0, n > 1. Se se provar que f &
limitada, entao pelo teorema de Liouville conclui-se que f é constante o que
é absurdo.

Mostre-se que f(z) — 0 quando z — oo, isto &,
VM >0,3K >0: |z| > K = |P,(2)| > M.

Considerando

anz" = Py(z) —ag — a1z — ... — ap_12" 1

obtem-se, pela desigualdade triangular,

|Pa(2)] = lanll2|" = lao| — laallz] — ... = |an—a][2["~"
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Defina-se a := |ag| + |a1| + ... + |an—1]. Se |z] > 1, entao

Pl 2 (Janllel = ol = ot = sl
> o (lonllel = 92 =12t~
> 2] (|an||z] — @) (2.10.5)
Seja
K :=max {1, ]\44-&} .
|an

Se K =1e |z| > 1 entao

1Pa(2)l = 2" (Janl|z] — a)
> anll2[ —a
M
> an| 20— w1,

|an

Se K = ]“{Lﬂ“ elz| > A‘{f‘“ obtem-se, directamente.

M+ a
[Pa(2)] = |an] —a=M
|an|
Assim se |z| > K, tem-se que

1 1

P.(z)| — M’

mas no conjunto |z| < K, #(Z)‘ é limitada, por exemplo, por L. Portanto
1 1
< —,L
‘Pn<z> - {M’ }

em C, i.e,
1
‘f(Z)‘ S mazx {MvL} ) vz € Cu

ou seja f(z) ¢ limitada em C. Como era uma funcao inteira, conclui-se, pelo
teorema de Liouville que f é constante,o que é um absurdo, pois viu-se que
f nao era constante pelo facto de a, # 0, n > 1.

O absurdo veio do facto de se supor que P,(z) nao tinha nenhuma raiz
em C. m
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2.11 Exercicios

1. Para z = x + yi, determine a parte real e a parte imagindria do
nimero complexo w = %
2. Prove que Re(iz) = Im(z) e que Im(iz) = Re(z), Vz € C.
3. Para z1, zo € C, mostre que:
a) |21 + 22? = [21]® + |22* + 2Re(21%2)
b) |1 —Zizef? — |21 — 22* = (1 — [a1[*)(1 — |22]?)
c) |21 + 22| < |z1| + |#2] (desigualdade triangular).
Em que condicoes se obtem a igualdade?
Interprete o resultado geometricamente.

4. Resolva em C as equagoes:
a) 2> —-2=0
b) z* +i=0.
5. Descreva geometricamente no plano complexo cada uma das condicoes:
a) —2<Im(z) <1
b) 0 <arg(z+1+41i) < 5
c) Re(1) < 1
d) |z —4+1i| > |z + 2.

6. Prove que nao existe

7. Mostre que a fungdo f(z) = \/|zy| verifica as equacoes de Cauchy-
Riemann em (z,y) = (0,0), mas nao existe f/(0).
Este facto contradiz o Teorema 2.3.47

8. Determine o dominio de analiticidade da funcao racional

2B 4+22+41

f(z) = 23 +1

9. Considere uma funcao analitica f : C — C. Determine a sua parte
imagindria sabendo que:
a) Re f = 22 — a2y — ¢/?
b) Re f = 22 — ¢%.
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10. Seja f uma funcdo analitica num dominio D\{0} C C, dada por
f(z) = ulp,0) +iv(p,0), com u,v € C?(D). Utilize as condicdes de Cauchy-
Riemann em coordenadas polares, para mostrar que, em D, u e v satisfazem
a equacao de Laplace em coordenadas polares, isto é,

20%u 0w Ou
P o2 o T 902 T

11. Seja f(z) = u(z,y) + tv(z,y) uma funcdo analitica em D tal que
g—; + g—z = 0. Mostre que:

a) f’ & constante em D.
b) f(z) = —icz+d,comceRedeC

12. Se f = u + iv é analitica num aberto D C C, com u,v € C?(D),
entao Vu - Vo = 0.

13. Para que valores de z se tem
€z = ¢ 7

14. Utilizando a definicao de senh z e coshz, prove que:
a) cosh?z - senh?z = 1
b) senh(z; + 2z2) =senh zjcoshza + coshz; senh 2o
c) cosh(z1 + z2) = coshzy coshza+ senh z; senh zs.

15. Verifique se as funcbes senz e cos z sao periédicas e, em caso afir-
mativo, indique os seus periodos minimais.

16. Encontre todas as raizes das equagoes:
a) e = -3
b) cosz =2
c) senh z = i.

17. Considere um conjunto aberto D C C e uma fungao f : D —
C. Mostre se f é continua no ponto zg € D isso nao implica que f seja
diferencidvel em zg, isto é, o reciproco da Proposicao 2.2.13 é falso.

18. Prove que se 21, z2 € C\{0} entao

log(j—;) =log(z1) — log(z2) (mod 2m).

19. Calcule todos os valores de:
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a) log|(1 + )|
b) ‘(1 + i)1+i| .
20. Derive e indique o dominio de analiticidade das fungoes:
a) log(e* +1)
b) z*
c) 62%1
d) £, a€R
e) V22 -2
21. Designe por v a fronteira do quadrado com vértices nos pontos
z=0,z=1,z=1+1ie z=14. Justifique que:
a) f7(3z +1)dz = 0.
b) [ 7™ dz=4(e" - 1).
22. Calcule os integrais:
a) f7 Rez dz para o caminho ~(t) = ¢t + it com ¢ € [0,1]. (Note

que a funcao integranda assume valores reais, mas o valor do integral nao é
real.)

b) f7 2% dz sendo 7 o caminho (com sentido anti-hordrio) sobre a
~ 2 2 _ ‘
elipse ° + 4y“ = 1 entre 1 e 3.
c) fy e” dz sendo vy o caminho que descreve:
(i) o segmento de recta de 1 a i.
(ii) o arco de circunferéncia centrada na origem (com sen-

tido anti-horario) e raio 1, entre 1 e 7.

d) 1dz
|z|=1

e) ?{ ﬁdz
|z]=1

23. Sendo v o arco de circunferéncia |z| = 2 que se situa no primeiro

quadrante mostre que
/ dz T
= <=
. 2241~ 3

24. Calcule o integral, com 7 a curva dada por y(t) = e sen3t, 0 <t <

/22 dz.
-

s
29
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25. Seja v um caminho fechado, orientado no sentido positivo, com

Z3 z
F(z0) = f (” .

- z—20)3

Prove que f(zp) = 62¢7¢ quando zy pertence ao interior de v e f(z9) =0
se zg estd no seu exterior.

26. Calcule os seguintes integrais:
a) 7{; dz, sendo y(t) = cost + 2i sent, 0 <t < 2.
gl
b) 7{;2 dz, com ~y(t) = cost + 2i sent, 0 <t < 2.
g
c) y{f dz, para y(0) =2 + ¢, 0<6 < 2m.
g
d) 7{z21—1 dz, sendo y(t) = {z € C: |z — 1| = 1}.
g
27. Considere 7 : [a,b] — C um caminho fechado seccionalmente regular
ew ¢ v ([a,b]). O nimero de “voltas” dadas pelo caminho v em redor
do ponto w chama-se nimero de rotagao de v em torno de w ou

indice de w em relacao a 7, (representa-se por rot(y,w) ou Ind,(w),
respectivamente) e ¢ dado por

Ind,(w) = 1/ dz
g

omi .,z —w

a) Definindo a fungéo

h(t)_l/tyw’(s) ds,

C2mi (s) —w

mostre [y(t) — w]e= 2" ¢ constante.

b) Prove que rot(vy,w) é um nimero inteiro.

28. Sejam f: D C C — C uma funcgao analftica e v uma curva fechada
em D. Prove que, para qualquer zy € D\7, se tem

10, ( G,
2l

N2 20 z— 2p)
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29. Considere f : D C C — C uma fungao analitica, f # 0, e v uma
curva fechada, seccionalmente regular em D. Prove que

!
/ F'z) dz = 0.
5 f(2)
30. Utilizando o Teorema do médulo méximo determine o méximo das
funcgoes:

a) f(z) = |senz| em [0, 27] x [0, 27].
b) f(z) =|cosz| em [0,27] x [0, 27].
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2.12 Actividades

Actividade 1:

Considere as transformacoes de Mobius definidas no Exemplo 2.5.2.

a) Mostre que se ad — be = 0 entdo a respectiva transformagao de
Mobius é constante.

b) Prove que uma transformagao de Mébius f pode ser decomposta
na forma f = fyo0 f3o fo 0 f1, sendo

filz) = z+ g (translacao)

fa(z) = é (inversao no circulo unitdrio)

f3(z) = be ;adz (transformacao linear)(rotacao se be ;ad =1)
falz) = z+ %.

c¢) Verifique que uma transformagao de Mobius transforma rectas e
circunferéncias em rectas ou circunferéncias.

Actividade 2:

Descreva as transformagoes geométricas realizadas por cada uma das
seguintes aplicagoes conformes

f(z) = senz, g(z) = cosz, h(z) =senhz, m(z) = coshz

e apresente um "grifico"ilustrativo para cada caso.

Sugestao: Se for itil, pode utilizar as relagoes

cos z = sen (z + g) , senhz = —i sen(iz), coshz = cos(iz).
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Actividade 3:

Seja f : D C C — C uma funcao definida num dominio D simplesmente
conexo. Mostre que as proposicoes seguintes sao equivalentes:

1. f é analitica em D.

2. f & primitivdavel em D.

w

. fw f(z) dz = 0 para qualquer caminho 7 fechado e seccionalmente
regular em D.

4. f admite derivadas de todas as ordens em D.

Actividade 4:

Utilizando a Analise Complexa, demonstre o Teorema Fundamental da
Algebra (Teorema 2.8.1), justificando pormenorizadamente as afirmagoes.

Sugestao: Admita que P,(z) ndo tem zeros em C, defina

e prove que:
e f ¢ inteira
e f nao é constante

e f ¢ limitada.
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais
Ordinarias

Neste capfitulo o aluno devera saber:

e Distinguir e classificar equagoes diferenciais quanto & ordem, lineari-
dade e homogeneidade.

e Averiguar se uma funcao é solucdo duma equacao diferencial ordinaria
e/ou de um problema.

e Verificar formalmente condigbes necessarias e conhecer condigoes sufi-
cientes para a existéncia de solugao, explicita ou implicita.

2

e Analisar se uma equagao diferencial ordindria de 1% ordem é exacta
e, em caso afirmativo, determinar a respectiva familia de solugoes, ou,
em caso contrdrio, averiguar a existéncia de factores integrantes.

e Verificar se uma equagao diferencial ordindria de 1* ordem tem var-
idveis separdveis e, em caso afirmativo, determinar a respectiva familia
de solugoes.

e Reconhecer uma equagao diferencial ordindria de 1* ordem linear e
dominar a técnica de resolucgao.

e Verificar se um conjunto de solugoes forma uma base do espago de
solucoes e, nesse caso, determinar a solugao geral.

e Reduzir a ordem de uma equagao diferencial ordindria, de ordem su-
perior & 1%, conhecida uma solucao.

101
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e Dominar técnicas e métodos de resolugao de equacotes diferenciais lin-
eares de ordem superior, com coeficientes constantes, homogéneas e
nao homogéneas, tais como, o método da variacao dos pardmetros.

e Construir problemas que modelem situaces da vida real e analisar a
respectiva adaptabilidade e coeréncia.

3.1 Definicoes e generalidades

Uma equacgao diferencial ordindria (EDO) ¢ uma igualdade que
contem: uma varidvel independente (real), z € R, uma varidvel (real) de-
pendente, y, e algumas das suas derivadas, v/, 3", ..., y".

Exemplos:
zy' +3y = 623 (3.1.1)
() -4y = 0 (3.1.2)
22y —3zy +3y = 0 (3.1.3)
2:%y" — (v)° = (3.1.4)

Designa-se por ordem da EDO a maior ordem da derivada (com coe-
ficiente nao identicamente nulo). Assim as equagoes (3.1.1) e (3.1.2) sao de
1% ordem, enquanto (3.1.3) e (3.1.4) sdo de 2% ordem.

Se a igualdade tiver mais de uma varidvel independente, entao serd de-
signada por equacao diferencial parcial. Exemplo

2 2 2
G #1) 35 ) + G ) = .

Neste curso estudam-se apenas as equacgoOes diferenciais ordinarias, pelo que
se passarao a designar apenas por equacoes diferenciais.

De uma forma geral uma equagao diferencial de ordem n pode ser escrita
na forma

F (x,y,y', ...,y(")> =0, (3.1.5)

sendo F' uma funcéo conhecida.

Uma relacao funcional entre as varidveis dependente y e independente ,
num certo intervao I, que verifique a equacao diferencial, chama-se solugao
da equagao diferencial.

A solugao pode estar definida num intervalo limitado, do tipo [a, ], ]a, b,
[a,b], ]a,b], ou ilimitado, [a,+o0[, |a,+o0[, ]-00,b], ]-00,b], com a,b € R e
a < b.
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Por exemplo, y(z) = 7e® + 22 + 2z + 2 ¢ solucio da equacdo diferencial

y —y=—a’
para I = R. De modo andlogo y(x) = xtan(x + 3) ¢é solugdo da equagao

diferencial
2

vy —yt—y=ua
paraI:]—g —3,%—3[.

A solugao geral de uma equacao diferencial de ordem n depende de n
constantes arbitrarias. Ou seja, a solucao y depende de = e das constantes
reais ci, ca, ..., Cp.

Por exemplo, as fungoes

(&
yi(z) = x3+$, (3.1.6)
02
ya(z) = $2+C$+Z’
ys(z) = a1z + ca®,
2 2
y(@) = = — S log(1+ ciz) (3.1.7)
C1 ]

sao solucoes gerais das equagoes (3.1.1),(3.1.2), (3.1.3) e (3.1.4), respectiva-
mente.

Obviamente y (z) estd definida em qualquer intervalo que nao contenha
o valor 0, y2(x) e y3(x) estao definidas em R, e y4(z) coloca restrigoes quer
a constante ¢; quer a varidvel x, nomeadamente ¢; #0e 1+ ciz > 0.

A funcio y}(z) = 23 é uma solugéo particular da equacio (3.1.1) que
se obtem considerando, em (3.1.6), ¢ = 0.

Note-se que y}(z) = 22 é uma solugao de (3.1.4) mas, contudo, ndo esta
incluida em (3.1.7). Esta solugao "extra", que nao pode ser obtida a partir
de (3.1.7) atribuindo valores & constante, chama-se solugao singular de
(3.1.4).

Ao designar uma funcao por solucao geral, o termo "geral"nao deve ser
considerado no sentido de "completa". A totalidade das solucdes de uma
equacao diferencial chama-se solugao completa.

Considere-se uma equagao diferencial de 1* ordem na forma F' (z,y,y") =
0. A fungdo y = ¢(z) diz-se uma solugao explicita se F'(z, ¢(z), ¢ (x)) =0
no intervalo 1.

A relagao ¥ (z,y) = 0 diz-se uma solugao implicita de F (z,y,y’) =
0, desde que represente uma ou mais fungoes y = ¢(z) que verifiquem

P, 6(x), ¢'(x)) = 0.
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Em geral é dificil, e por vezes mesmo impossivel, determinar explici-

tamente y na relagdo ¥(x,y) = 0. Contudo poder-se-4 testar a solucao
obtendo 3’ pela derivada duma funcao implicita: 1y’ = —% e verificar se
Yy

Sem perda de generalidade, considerar-se-& sempre a equagao (3.1.5)
escrita na forma

y(”) =f (ac,y,y', ...,y("_1)> (3.1.8)

onde f é uma fun¢ao conhecida. Desta forma evita-se que (3.1.5) represente
mais que uma equagao. Por exemplo (y )2 = 4y representa duas equagoes
diferenciais y' = +2,/y.

As equagoes diferenciais sao classificadas em dois grupos: lineares e
nao lineares. Uma equagao diferencial é linear se ¢é linear em y e em todas
as suas derivadas. Assim uma equagao diferencial linear de ordem n tem a
forma

Poly] := an(@)y™ + an_1(x)y"" ™ + ..+ a1(2)y + ao(x)y.

As equagoes (3.1.1) e (3.1.3) sao exemplos de equagoes diferenciais lineares
enquanto (3.1.2) e (3.1.4) sdo equagdes nao lineares.

Se P,[y](x) = 0 a equagao diferencial diz-se homogénea, caso contrario
dir-se-4 nao homogénea.

No campo das aplicagdes é vulgar pretender-se solugoes de (3.1.8) que ve-
rifiquem determinadas restri¢ées, chamadas condigoes iniciais ou condigoes
de fronteira. Por exemplo, por condigdes iniciais para a equagao (3.1.8)
entende-se n condic¢oes do tipo

y(z0) = vo, ¥ (x0) = y1,- v V(20) = Yn_1, (3.1.9)

em que Yo, ...,Yn—1 € To sao constantes dadas. Um problema que englobe
a equacao diferencial (3.1.8) e as condicoes (3.1.9) chama-se problema de
valor inicial. E vulgar procurar solugdes do problema (3.1.8), (3.1.9) num
intervalo I que contenha z.

Repare-se que a equacao diferencial zy’ — 3y +3 =0 :

e ndo tem nenhuma solugao que satisfaca y(0) = 0;
e tem uma tnica solugado, y(z) = 1, que verifica y(1) = 1;

e tem infinitas solucoes y(z) = cz® + 1, ¢ € R, que satisfazem y(0) = 1.
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Esta variedade de situacoes coloca uma questao essencial: a existéncia
de solucao. Infelizmente a classe das equacoes diferenciais soliveis é muito
restrita. Assim um dos principais objectivos da teoria das Equagoes Diferen-
ciais Ordindrias é encontrar condicoes suficientes para garantir a existéncia
de, pelo menos, uma solugao para uma certa equagao ou problema de valor
inicial.

Constituem também &dreas de interesse nesta Teoria:

e calcular o nimero de solucoes (sem as determinar);
e demonstrar algumas propriedades das solugoes (caso existam);
e construir processos de aproximar solugoes.

Como base de trabalho considere-se o problema de valor inicial composto
pela equacao diferencial de 1% ordem

vy = f(z,y) (3.1.10)

e pela condicao
y(zo) = vo-

3.2 Equacgoes exactas e factores integrantes
Considerando, em (3.1.10), o caso particular f(x,y) = —% obtem-
se a equagao
M(z,y) + N(z,y)y" =0, (3.2.1)

onde M e N séo fungbes continuas, N # 0, com as derivadas parciais M?; e
N continuas, no rectangulo

S={(z,y):|lr—xo| <a,ly—yo| <b, a,b e RT}. (3.2.2)
A equagao (3.2.1) é exacta se existir uma fungao F(z,y) tal que
Fi(z,y) = M(z,y) e F,(z,y) = N(z,y). (3.2.3)

O tipo de designagao advem do facto de M +Ny' = F, + F,y ser exactamente
a derivada de F' em relacao & varidvel independente x. Entao

Fz,y) =c

é solugao de (3.2.1), a qual podera ser encontrada seguindo a metodologia
da demonstragao (construtiva) do seguinte teorema:
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Teorema 3.2.1 Sejam M (z,y) e N(x,y) duas fungdes continuas com as
derivadas parciais M, (x,y) e Ny(x,y) continuas, no rectingulo S dado por
(8.2.2). Entao a equagao diferencial (3.2.1) é exacta se, e so se,

M, (@,y) = Ny(z,y). (3.2.4)
Dem. Se (3.2.1) é exacta entdo, por (3.2.3), Fy, = M, e F\, = N,. Pela
continuidade de M;, e N; tem-se Fy, = Fy..
Reciprocamente, suponha-se que M e N verificam (3.2.4) e construa-se,
para provar que (3.2.1) é exacta, uma funcao F' que satisfaga (3.2.3).

Integrando ambos os membros de Fl.(z,y) = M(z,y) em ordem a x,
obtem-se

Fla,y) = / " M(s,y)ds + (1), (3.2.5)

sendo ¢(y) uma fun¢ado arbitraria, s6 dependendo de y, que desempenha o
papel da "constante de integracao" e que pode ser obtida através da segunda
relagdo Fy(z,y) = N(z,y) :

8y/ M(s,y)ds + ¢'(y /M’sy)ds—i—g() N(z,y),

d(y) = N(z,vy) / M, (s,y)d (3.2.6)

Derivando em ordem a x tem-se
a X
NiGw) = g | M5, 9)ds = NyGay) — Mo, ) = 0

pelo que a expressao (3.2.6) depende apenas de y.
Portanto, a fungao g pode ser obtida a partir de (3.2.6) e, por conse-
quéncia, uma funcao F', que verifique (3.2.3), obtida por (3.2.5). m

Observagao 3.2.2 (i) Integrando (3.2.6) entre yg e y, a funcdo g é dada,
explicitamente, por

9(y) = N(wtdt—/Msyds—l—/ M (s,y0)ds + g(yo)-

Yo

Substituindo em (3.2.5), obtem-se a solugdo da equagao diferencial (3.2.1):

F(z,y) = N(ac t) dt+/ M (s,y0)ds = (3.2.7)

Yo

(ii) A escolha de xg e yo é arbitraria, sendo apenas necessdrio garantir que
0S integrais permanecam proprios.
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Exemplo 3.2.3 Determinar a solugao do problema de valor inicial

2

2z seny + €” cosy + (z° cosy — e"seny)y’ =0, y(0) =

T
e

Quando a equagao diferencial (3.2.1) nao é exacta pode procurar-se uma
fungao nao nula p(x,y), chamada factor integrante, para a qual a equagao
equivalente

w(z, y) M (z,y) + p(z, y)N(z,y)y' =0 (3.2.8)

ja é exacta.
Como determinar um factor integrante?
Para que a equacao (3.2.8) seja exacta ter-se-a

[u(z, y) M (2, )], = [p(z, y)N(2,9)];, ,
pelo que o factor integrante p deverd verificar a equagao
!/ !/ / !
pry M+ My, = py N + pN,,. (3.2.9)

Resolver esta equagao com derivadas parciais nao é tarefa ficil. Contudo
como é apenas necessario uma solugao particular de (3.2.9) pode considerar-
se o factor integrante na forma

wz,y) = A(x)B(y),

com A(z) e B(y) fungbes nao nulas a determinar.
Substituindo em (3.2.9):

A(z)B'(y)M + A(z)B(y) M, = A'(z) B(y)N + A(z)B(y)N;

ou seja
A/(l‘)N B/(y)M / /
- =M,— N, 3.2.10
A@) T By M (3:2.10)
Definindo
Al(z) B'(y)

e primitivando, tem-se que (3.2.10) é verificada desde que

A(z) = &/ 9@ o B(y) = e/ MW)dy,
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Exemplo 3.2.4 A equacdo diferencial
y—y>+zy =0 (3.2.11)

nao é exacta. Procure-se um factor integrante do tipo p(z,y) = z™y™. Neste
caso a equagdo (3.2.10) assume a forma

m—n(l—y)= -2y

pelo que m = n = —2. Assim, multiplicando (3.2.11) por u(z,y) = v~ 2y =2,

obtem-se a equacgao eracta
ey =)+ y T =0,
cuja solugao, por (3.2.7) com yo =1, é dada por
Y
F(z,y) = / e 1 2dt = ¢
1

ou seja

1
LA
Exemplo 3.2.5 De um modo mais geral pode olhar-se para um factor inte-
grante do tipo p = p(v) com v uma fung¢ao de x ey, conhecida. Neste caso,
de (3.2.9), obtem-se

1 N, — M,

—p(v) =

—_ 3.2.12
W vyM — v, N ( )

Se 0 2° membro de (3.2.12) depender apenas de v, por exemplo uma fung¢ao
o(v), entao o factor integrante é dado por
p(w,y) = el 2.

Exercicio 3.2.6 Determine uma expressio para o factor integrante nos ca-
sos particulares em que v =x e v = y.

Curiosamente, a partir de dois factores integrantes de (3.2.1) é possivel
encontrar uma solucao:

Lema 3.2.7 Se a equagao (3.2.1) for exacta e admitir o factor integrante
w(x,y) constante, distinto de ¢ € R, entao p(x,y) = ¢ é uma solugcio de

(3.2.1).
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Dem. Por (3.2.9) e pela hipétese, pu, M = i, N.
Multiplicando (3.2.1) por j, obtem-se

d
py M + iy Ny' = N (g, + py/) = N

m
)
dx ’

pelo que pu(z,y) = ¢ é solucao de (3.2.1). m

Teorema 3.2.8 Se y(z,y) e puy(x,y) sio dois factores integrantes de (3.2.1)
em que o seu cociente nao é constante, entao pqi(x,y) = cuy(z,y) é uma
solugdo de (3.2.1).

Dem. As equagoes g M + uyNy' =0 e puo M + uyNy' = 0 sdo exactas.

Multiplicando a segunda por % obtem-se a primeira (exacta), pelo que

2
admite o factor integrante % Pelo Lema 3.2.7, Z—; = ¢ é uma solucaoda

2
segunda equagao, logo de (3.2.1). m

3.3 Equacoes elementares de 1° ordem

Existem equagoes diferenciais de 1¢ ordem que se podem solucionar por
técnicas elementares de primitivagao precedidas, eventualmente, por uma
mudanca de varidvel

3.3.1 Equacgao de varidveis separaveis

Considerando em (3.2.1) o caso particular de M (z,y) = X1(x)Y1(y) e
N(z,y) = Xa(z)Y2(y) entdo tomard a forma

X1(z)Y1(y) + Xa(z)Ya(y)y' = 0. (3.3.1)

Se Y1(y)X2(z) # 0 para (z,y) € S, dado por (3.2.2), entao (3.3.1) pode
ser escrita como uma equagao exacta

S e

na qual as varidveis estao separadas. Assim a equagao diferencial (3.3.2)
diz-se de varidveis separadas e a sua solugao, por (3.2.7), é dada por

X1(x) Ya(y)
@™t ] %)

em que as constantes de primitivacao estao contidas em c.

dy = c, (3.3.3)
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Esta relacao contem todas as solugoes de (3.3.1) em que Y7 (y)Xa(x) # 0.
Ao dividir (3.3.1) por Y1(y)X2(z) pode ter-se perdido algumas solugoes, que
devem ser anexadas a (3.3.3), bem como as que nao estejam aqui incluidas
para algum ¢, de modo a serem obtidas todas as solugdes de (3.3.1).

Exemplo 3.3.1 A equagdo (3.2.11) também pode ser escrita como

1 1

r Yy

Por (3.3.3) tem-se as solugoes
y=(1-—cx) . (3.3.4)

Outras possiveis solugdes para os quais (y?> —y) = 0 sdo x = 0,y = 0 e
y=1.

Contudo y = 1 ja estd incluida em (3.3.4) (caso de ¢ = 0) e x = 0 ndo é
solugao.

Assim todas as solugoes de (3.2.11) sio dadas por (3.3.4) e y = 0.

3.3.2 Equagao homogénea

Uma fungio f(z,y) definida num dominio D C R2, aberto e conexo,
diz-se homogénea de grau k se, para todo o parametro real A e (z,y) € D,

Considerando A = % a relagao ficard
Y
21 (1Y) = fla,y)

0 que permite concluir que uma fungdo homogénea de grau 0 é uma fungao
de uma tnica varidvel u := £.
Uma equacao diferencial

Y (z) = f(z,y) (3.3.5)

diz-se homogénea se f for uma fungao homogénea de grau 0.

Nestes casos, com a mudanca de varidvel indicada, procuram-se solugoes
do tipo y(x) = zu(z), sendo v uma fungao a determinar. Substituindo
y'(z) = u(z) + zu/(z) em (3.3.5) obtem-se, pelo facto de f ser homogénea
de grau 0,

u+au' = f(z,zu) = f(1,u) == p(u)
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o que conduz a uma equacao de varidveis separadas do tipo

u 1

oW —u @
Exemplo 3.3.2 Determinar a solucao da equacdo homogénea

2xy

/ —_—
V@) = gy

3.3.3 Equacao homogréfica

Uma equacao diferencial da forma
/ ar+bhy+ca
= — g = 3.3.6
Y f(a2w+b2y+02> ( )

onde a1, b1, c1,a2,bs e co sdo constantes reais, designa-se por equacao ho-
mografica.

Se ¢1 = ca = 0 a equagao é homogénea.

Se ¢1 e cg nao sao simultaneamente nulos, a equagao pode transformar-
se numa equagao homogénea, com uma mudanca de varidvel adequada, de
acordo com o tipo de relacoes verificadas pelos coeficientes:

No caso em que a1by # agb; efectuam-se as transformacgoes

r=u+h, y=v+k,
onde h e k sao solucoes do sistema linear

arth+bik+c1 =0
ash +bok +co =0~

obtendo-se a equacao homogénea
dv f ai1u + byv
du au + bov )
Se a1bs = ashy entdao aiz + byy é proporcional a asx 4 boy. Assim a
equacao (3.3.6) pode escrever-se na forma

y = flaz + By)

e resolvida com a substituicdo z := ax + Sy.

Exemplo 3.3.3 Calcular a solugdo do problema de valor inicial

;_y—2x+3

3)=2.
2z y(3)
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3.3.4 Equagao linear de 1* ordem
O aspecto geral de uma equacao diferencial linear de 1* ordem serd
po(2)y" + pr(z)y = ().

Considere-se po(x), p1(z) e r(x) funcdes continuas e po(x) # 0 num certo
intervalo I. Neste caso a equagao anterior pode escrever-se na forma

y' +p(@)y = q(z) (3.3.7)

com p(x) = Z;Ei; e q(z) = ;0(8) fungbes continuas em 1.

A equagao homogénea correspondente

Y +p(z)y =0 (3.3.8)
pode ser resolvida por uma separacao de varidveis

1 !
—y' = —p(x)
y

e, com a correspondente primitivacao,
y(z) = c e~ /@), (3.3.9)

Ao dividir-se (3.3.8) por y, "perdeu-se" a soluc¢ao y = 0, que é designada por
solugao trivial, ja que (3.3.8) admite sempre esta solu¢ao nula. Contudo,
apesar disso, esta solugao jd estd incluida em (3.3.9) (basta fazer ¢ = 0).

Para um problema de valor inicial formado por (3.3.8) e y(x¢) = yo, com
xg € I, entao a solugdo serd

y(@) = yo ¢ o PO

A resolugdo da equagdo completa (3.3.7) também pode ser reduzida a
um caso de primitivacao: multiplicando-a por el P@dr ghtem- se

I PO [y 4 p(a)y] = el PO ()
(Z/ efp(x)dx)/ )

y el P@dz - — c—l—/efp(z)dxq(:n)dx

sendo a solucao dada por

y(:v) —_ e—fp(x)da: <C—|— /efp(x)dl‘q(x)dx) . (3.3.10)
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Observagao 3.3.4 Esta solugao y(x) é da forma c u(zx) + v(z), pelo que a
solug¢ao geral da equagao linear completa (3.3.7) se pode obter pela adigdo
entre a solugao (geral) da equagao homogénea (3.5.8) e uma solugao partic-
ular de (3.3.7).

Caso se pretenda a solucao do problema de valor inicial correspondente,
tratar-se-ia apenas de encontrar o elemento da familia de solucoes (3.3.10)
que passa pelo ponto (zg, yo), isto é,

y(r) =e Sy P(s)ds <y0 +/ ef;o p(s)dsq(t)dt> .
zo

Note-se que se p(x) e g(z) forem fungoes constantes, por exemplo, p(z) =
p e q(z) = q, a solucao ficard

y(r) = (Z/o - q> ep@o—a) 1
p p

Exemplo 3.3.5 Determinar a solu¢cdo do problema de valor inicial
xy —dy+22°+4=0, z#0, y(1)=1.

Se forem conhecidas duas solugdes particulares de (3.3.7), y1(x) e ya(z),
entao

yi(z) —ya(x) = —p(@)y1(z) + q(z) + p(x)y2(x) — ()
= —p(@)[y1(z) — ya(z)].

Assim a funcao y(x) = y1(x) — y2(z) € solugdo da equagdo homogénea asso-
ciada e, pela Observagao 3.3.4, as fungoes

y(x) = c(yi(ex) —y2(2)) + y1(2) e y(z) = c(y1(z) — ya(2)) + ya(2)

sao solugoes gerais da equacao completa (3.3.7).
Algumas equagoes diferenciais nao lineares de 1* ordem podem ser re-
duzidas a equagoes lineares recorrendo a mudancas de varidvel adequadas:

3.3.5 Equacao de Bernoulli

Uma equacao da forma

pr(x)y +po(x)y =r(z) y", n#0,1,
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com pi(z), po(z) e r(x) fungdes continuas, p1(z) # 0, designa-se por equagao
de Bernoulli.

Exclui-se n = 0 e n = 1 porque nestes casos a equagao seria linear.

A equagao anterior é equivalente a

pi(z) v~ "y + po(z)y' " =r(x)

e, fazendo a substituicio v = y' ™", obtem-se a equacdo linear de 1% ordem

i npl(:z:) V' 4+ po(z)v = 7(x).

1
Exemplo 3.3.6 Cualcular a solucao do problema de valor inicial

4
/ 2 x3y 1
+ =€ — 0) =—.
yrry=e 37 y(0) 9

3.3.6 Equacgao de Ricati

Uma equacao nao linear de 1* ordem do tipo

y' = p(@)y® + q(x)y + r(z), (3.3.11)

com p(z),q(x) e r(z) fungdes continuas num certo intervalo I, designa-se
por equacao de Ricati.

Se for conhecida uma solucao de (3.3.11), y1(x), (a qual poderd nao ser
solucao do problema de valor inicial) a substitui¢ao

y(x) = y1(w) +

transforma-a numa equacao linear de 1¢ ordem em z. De facto

! 2
Y1 — Z% = p(x) <y1 + i) +q(z) (yl + i) +7(z)
— (oot + el + 1) +p0e) (224 ) + oo
donde

/

_% = 2p(x)y1 + q(z)] % —l—p(ft)%

2 4 2p(x)y1 + q(2)] 2 + p(2).
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Exemplo 3.3.7 Determinar a solugao do problema de valor inicial

1
y' =20y + (20 + 42%) y — 22° 227 +1, y(0) =,

sabendo que y1(x) = x é solugao da equagao.

As equacgoes diferenciais lineares de 1* ordem tém um leque muito variado
de aplicacoes.

A varidvel independente x representa vulgarmente "tempo". O 2° mem-
bro ¢(z) pode ter um significado fisico, como uma forga. A solugao y(x)
poderd significar um deslocamento ou uma outra quantidade fisica.

De uma forma geral, a equagao (3.3.7) pode modelar uma relagao de
input-output, considerando ¢(z) como as quantidades de input e y(z) como
a resposta de output.

3.4 Equacoes lineares de 2 ordem

Para a equacao homogénea linear de 2% ordem com coeficientes varidveis

p2(2)y" + p1(z)y’ + po(z)y =0, (3.4.1)

com pa2(x) (> 0), p1(z) e po(z) fungdes continuas num intervalo I, ndo existe
nenhum método para a resolver, excepto em alguns casos particulares.

Os resultados que se seguem resultam da adaptagao a 2* ordem da teoria
mais geral de sistemas de equacoOes diferenciais lineares de 1¢ ordem, a de-
senvolver mais tarde no préximo capitulo, mais concretamente nos Teoremas
4.2.1 a 4.2.3.

Teorema 3.4.1 Existem exactamente duas solugoes yi(x) e ya(x) de (3.4.1)
linearmente independentes num intervalo I. Isto é, nao existe uma constante
c tal que y1(x) = ¢ ya(x), para x € 1.

Teorema 3.4.2 Duas solugoes de (3.4.1), yi1(x) e ya2(x), sao linearmente
independentes em I se o seu Wronskiano definido por

for diferente de 0 para algum xz = xg € I.
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Teorema 3.4.3 O Wronskiano (3.4.2) verifica a igualdade de Abel

z p1(t)

W(z) = W(xzg) e ’®o P2<t)dt, xo € 1.

Assim, se o Wronskiano se anula para algum xg € I entdo anula-se para
todo o x € I.

Teorema 3.4.4 Se yi(x) e ya(x) sao duas solugoes de (3.4.1) e c1 e ca sio
constantes arbitrarias, entao ciyi(x) + coya(x) é também uma solugdo de

(3.4.1).

Além disso, se y1(x) e y2(x), sao linearmente independentes entio qualquer
solugao y(x) de (3.4.1) pode ser escrita na forma y(x) = k1yi(x) + kaya(x),
com ki e ko constantes adequadas.

3.4.1 Reducao de ordem

Se for conhecida uma solucao nao trivial de (3.4.1), yi1(z), entdo pode
encontrar-se uma segunda solugao y2(x) que seja da forma

y2(z) = u(z) yi(z).
Substituindo na equagao tem-se
p2(u y1)” +pi(u y1)" + pou y1

p2u"y1 + 2p2uyy + pouyy + pru'yy + pruyy + pouyr =
p2u"y1 + (2p234 + pry1) W+ (pay +p1yy +poyi)u = 0.
Como y1 () solugao de (3.4.1), a dltima parcela anula-se e com a substituigao

v = o' obtem-se
pay1v’ + (2p2y; + p1y1) v = 0. (3.4.3)

Esta equagao linear de 1* ordem pode ser resolvida em I multiplicando-a
por %; tem-se

b1
yiv + 2o + =i = 0

b2

2.\, P12

yiv) +—yjv = 0

( ! ) b2 !

pelo que

pl(z)dm

Yo=ce ’ 2@
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Considerando ¢ = 1, obtem-se

1 -7 p1(®) 4.
v=-—75e "0 = u,
1

sendo entao a segunda solucao dada por

1 - yu®y
. I e ™ . (3.4.4)
yi(z)

Y2 () = yl(ff)/

Exemplo 3.4.5 Calcular a solugdo geral da equagdo de Legendre
(1—22)y" —2zy +2y=0, z¢€]—1,1],

sabendo que y(x) =z é uma solugao.

3.4.2 Solugao particular da equagao nao homogénea

Para encontrar uma solugao particular para a equacao nao homogénea

p2(2)y” + p1(2)y’ + po(x)y = r(), (3.4.5)

sendo 7(z) uma funcdo continua em I, utilizar-se-4 o método da variacao
dos parametros:

Sejam y1(x) e ya(z) duas solugoes de (3.4.1) e as "constantes"c; e co
consideradas como fungoes da varidvel independente x.

Suponha-se que

y(x) = cr(x)yi(x) + ca(x)ya(z)

é solugao de (3.4.5). Para determinar as duas fungdes incégnitas ci(x) e
c2(x) necessita-se de duas condigoes:
Como
y' = ciy1 + cayy + chye + ey

a primeira condicao a exigir serd
Ay + chy2 = 0. (3.4.6)

Diferenciando
y' = ey + cayp

tem-se
y" = eyl + cayly + L) + Sy
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Substituindo em (3.4.5), obtem-se

c1(p2yi + p1y1 + poy1) + c2(pays + prys + poye) + p2(ciy) + chys) = r(x)

e, como Y e Y2 sao solugdes de (3.4.1),

it + b = r(x) . 3.4.7
191 2Y2 p2($) ( )

Resolvendo o sistema (3.4.6)-(3.4.7), ter-se-&

y2(z) r(z) yi(z) r(z)
¢ = p2(x) ¢y = p2(x) '
W(y1,y2)(x)’ W(y1,y2) ()

Assim, uma solucao particular de (3.4.5), yp(z), serd

yp(x) = ci(z)y(z +C2( )y2( )
( yl(r)(r)(m)
— p2 a d + 2.
1@ | 5 ) 92" | s ) @)

A solugao geral de (3.4.5) obtem-se adicionando a esta solugao particular a
solucao geral da equacao homogénea associada:

y(z) = c1y1(z) + caya(x) + yp(z).

3.4.3 Equagao homogénea com coeficientes constantes

Definida uma técnica para encontrar a solugao particular, como obter a
solucao da equacao homogénea associada? No caso de os coeficientes serem
constantes, isto é, para

ay” (z) + by’ (x) + cy(z) = 0, (3.4.8)

serd "razodvel" esperar que, a semelhanca do que sucedia nas equacoes de 1°
ordem, as solugoes assumam a forma de exponenciais, ja que as derivadas de
e™ conduzem sempre & mesma exponencial multiplicada por uma constante.
Se se experimentar y = e€"* e procurar os valores de r adequados, obtem-
se
2 rx T rT __ 2 T __
ar<e’™ + bre" 4+ ce"™ = (ar +b7‘+c)e =0.

Entao €™ ¢é solucao de (3.4.8) se r for solugdo da equacao

ar® +br+c¢=0, (3.4.9)

designada por equagao caracteristica.
Como ¢é conhecido hé trés casos possiveis:
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1. Se existirem duas raizes reais distintas, ry e ro, entdao e e ™%
sao duas solugoes de (3.4.8), e a solugao geral serd
y(z) = 1™ + coe”™”.
2. Se existir uma raiz real dupla, r| = ro = r = —%, e’ é uma

solugdo. A segunda solugao pode ser encontrada por (3.4.4):

1
y2(z) = €m/ ()’ e et gy = ey,

sendo a solucao geral dada por

y(x) = (c1 + cox) €.

3. Se existirem duas raizes complexas conjugadas, r = o £ i, entao
as solugoes serao da forma

elotBi)z _ jax (cos Sz £ isenfr) .

Como a parte real (e** cosfz) e o coeficiente da parte imagindria
(e**senfx) sao ambas solugdes de (3.4.8), a solucao geral serd

y(z) = 1" cos Bz + cpe“senfz

Exemplo 3.4.6 Encontrar a solucdo geral da equacdo
y" — by + 6y = €”.
Apesar de os casos anteriores serem obtidos para equagoes com coefi-

cientes constantes, esta metodologia pode ser aplicada a outras situacoes:

Exercicio 3.4.7 Utilizando uma fung¢ao do tipo y(x) = x™ discuta, em

funcdo de m, as vdrias formas que a solugdo geral da equacao de Cauchy-
Euler
22y +azy +by =0, x>0, (3.4.10)

pode assumir.
Resolugao: Calculando as derivadas e substituindo, obtem-se

z?m (m — 1) 2™ 2 + azma™ ' 4 ba™ = 0
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m(m—1)+am+b=0,

que ¢ a equacdo caracteristica de (3.4.10). Assim a natureza das raizes
determina a solugao:

- Raizes reais distintas my # ma : a solugao serd y(z) = c1z™ + coz™2;

- Raiz real dupla m = mj; = mg : a solugao serd y(z) = c1jz™ + colnzx
z";

- Raizes complexas conjugadas m; = a + 8¢, mg = a — [i : a solugao
serd

y(x) = c1x“cos (Blnx) + cox“sen (Blnx).
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3.5 Exercicios

1. Resolva os problemas de valor inicial:
a) 3z?y + 8xy? + (2% + 8%y + 12y%) ¥ =0, y(2) =1
b) ye™ + 4y3 + (ze™ + 12zy* — 2y) v/ =0, y(0) = 2.
2. Determine o valor de k£ de modo a que as equagoes sejam diferenciais
exactas e encontre a expressao geral das solugoes:
a) (kz?+4y)y = —2® — 3ay
b) kx+1 r_ 1 1

x2 y2

3. Resolva as equagoes diferenciais utilizando um factor integrante do
tipo indicado:

a) x —y* +2zyy =0, [p(x)]

b) y+ (v —z)y' =0, [uly )]

c) 3zy + y* + (Bzy + 2?) ¥/ (x +y)]

d) = +2* + 2222 + y* + yy/ —0 [,u(:v2+y2)]

4. Prove que:

a) u(z,y) = c é solugdo geral da equagao (3.2.1) se e s6 se M
3
8y N o
b) a equagao (3.2.1) tem um factor integrante m se %—Af = %—ZZ
oM __ _ ON
€ oy — Oz

5. Encontre a solucao geral das equagoes diferenciais:
a) z seny + (22 + 1) cosy y' =0
b) zy —y =z ex

3x—y—>
) Y = 3=

6. Determine a solucdo geral das equacoes diferenciais:
a) y' — (cotz)y = 2x senx
b)y +y+x+224+23=0
c) 2(1+¢®) +3zy?y =0
d 1-22)y +y*-1=0
7. Numa situacao ”ideal” de divisao celular, o nimero de células no
instante ¢, N (t), cresce exponencialmente e pode ser traduzido pela relagao

dN
— =A\N
dt ’
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sendo A € R" a razao de crescimento. Contudo, nos tumores sélidos, existe
uma constante, «, de retardamento do crescimento, que estd relacionada
com a necrose das células centrais do tumor. Neste caso o nimero de células

é modelado por

dN
— =X ™N
dt ¢

a) Determine a expressao que permite calcular o nimero de células
do tumor sélido em fung¢ao do tempo.

b) Qual o nimero de células limite que o tumor podera atingir?

¢) Suponha que, quando foi detectado, o tumor possuia 104 célu-
las, crescia a razao de 20% por unidade de tempo, sendo a constante de
retardamento de 0, 02.
Qual o nimero de células limite que o tumor ird atingir ?

8. Arnesto, o desgragado, foi encontrado morto na sua casa as 23h.

Bicente, o detective, chegou ao local do crime as 23h 30m e registou a
temperatura da vitima: 30°C.

Chico, o esperto, observou que as 00h 30m a temperatura do corpo era
de 25°C e que a temperatura da sala se mantinha constantemente igual a
20°C.

Diga a que horas ocorreu o crime.

E nao esquega a lei do arrefecimento de Newton: a velocidade de arrefec-
imento de um corpo é proporcional & diferenca entre a sua temperatura em
cada instante e a do meio ambiente.

9. (Principio da Sobreposigao) Se y;(z) e y2(x) sao duas solugoes de
y/ +p(1‘)y = QI(-’/U)) = 17 27

respectivamente, prove que ci1y1(x) 4+ cay2(x) é uma solugdo da equacao
diferencial

Y +p(@)y = c1q1(x) + c2q2(), (3.5.1)
com ci,cy € R.
10. Considere a equacao diferencial

y" +3xyy =0, z €]0,+o00].

a) Mostre que as fungoes y;(x) = c¢(# 0) e ya(z) = ;12 sao solucoes
da equagao mas y1(z) + y2(z) nao o é.
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b) Comente a afirmacgéo : O Teorema 3.4.4 apenas é vilido para
equagoes lineares.

11. Dada a solucao yi(z) encontre a segunda solugdo das equagOes
diferenciais:
a) (mz—l)y”+(3x—1)y’+y:0, x#0,1, y1(z) = ﬁ
b) zy" —y — 423y =0, z#0, yi(z) = e
12. Sejam yi(z) # 0 e y2(x) duas solugoes linearmente independentes

da equagao (3.4.1). Prove que y(z) = Zigg ¢ uma solucao nao constante de

(@) + (2y1 (2) + ﬁjgiy <:c>) y = 0.

13. Encontre a solucao completa das equagoes nao homogéneas:
a) vy’ + 4y = sen(2x)
b) " +4y +3y =e3
c) v + 5y + 4y = e 4.
14. Prove que se a parte real de todas as solugoes da equacao carac-

teristica (3.4.9) sdo negativas entao

lim y(z) =0

T—+00

para toda a solucao y(z) de (3.4.8).
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3.6 Actividades

Actividade 1:

1.1. ”Descoberta de um esqueleto no deserto de Djourab, no Chade,...,que
pode ser o mais antigo dos homens. Pensa-se que poderd ter entre 6 e 7 mil-
hées de anos.” (Revista ” Nature”, 2002/07/11)

Sabendo que:

A data de um esqueleto se calcula através da medida da quantidade
de carbono radioactivo (C’ 14) existente nos 0ssos.

Na atmosfera e nos organismos vivos a razao entre C'* e o carbono
ordindrio (012) é constante.

Quand i b a0 de C'14 1 iraca

uando o organismo morre, a absorcao de , pela respiragao e

alimentacao, termina.

Designe por y(t) a quantidade de C'** existente num organismo no tempo
t , dado em milhares de anos (M A).

o~ dy :
a) Sabendo que a taxa de variagdo com o tempo, %, é proporcional
a quantidade de C4, escreva e resolva a equacao diferencial que modela a
desagregacao radioactiva do C'* com o tempo.

b) Sabendo que o tempo de semi-vida do C'4, isto é, o tempo que
decorre até que a massa de C' atinja metade do valor da sua massa inicial,
¢ de 5.73 M A, calcule a constante de proporcionalidade do modelo.

¢) Admita que num certo organismo se encontra a quarta parte do
C' inicial. Faca uma estimativa da ”idade” do organismo.

d) Que parte de C'* encontraram no esqueleto do Djourab para que
o pudessem datar com 6 milhoes de anos ?

1.2. Determine uma expressdo geral para um factor integrante p(v),
sendo v uma fungao de x e y, de modo a que a equagao (3.2.8) seja exacta,
para os casos em que:

a)v=z-—y

b) v =y
—z

c)v=7

d) v=2z%+4>2

Actividade 2:
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2.1. Um caso particular da equacdo de Bernoulli (?7) ¢ a equagao de
Verhulst
y' — Ay =—-By*, (A,BeR").

a) Prove que a solugao da equagao é dada por

1

-, c€ R, 3.6.1
%—f—ce‘AI ( )

y:

designada por lei logistica e utilizada para modelar o comportamento de
populagoes.

b) Faga um esbogo gréfico da familia de solugdes dadas por (3.6.1).

c) Caracterize o comportamento das populagoes ao longo do tempo
quando :

i)0<A<B
(ii) A=1B
(iii) 0<B< A

2.2. Considere o problema com valores na fronteira

a) Aplicando o método da variacdo dos pardmetros mostre que a
solucdo geral da equagao (3.6.2) pode ser escrita na forma

y(x) =1 + cox — /O$($ —s)f(s)ds,

sendo ¢1 e cg constantes arbitrérias.

b) Se y(z) é solugao do problema (3.6.2), (3.6.3) entao

1
c1=0, = /0 (1 —s)f(s)ds.

c) Mostre que a solugao do problema (3.6.2), (3.6.3), y(z), pode ser
escrita como

x 1
y(a:):/o s(l—:n)f(s)ds+/ 2(1 — 5)f(s)ds.
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d) Prove que a solugao anterior se pode escrever na forma

1
y(z) = /0 Gz, 3)f(s)ds

sendo ( )
s(l—2x) , 0<s<zx
G(m’s)‘—{x(l—s) , t<s<1’

designada como funcao de Green associada ao problema (3.6.2), (3.6.3).
Actividade 3:
3.1. A equacao diferencial
vy’ —(x+n)y +ny=0

¢ interessante porque possui duas solucoes de tipos diferentes: uma solugao
exponencial e uma polinomial.

a) Verifique que uma solugao é y;(x) = e*.
b) Mostre que a segunda solugio tem a forma ya () = ce” [ t"e"dt.

_ 1
c) Se ¢ = ., prove que

2 5[33 "

(@) =l+o+ 4+ 4.+
b2 2 3l n

Repare que y2(x) contem os primeiros n + 1 termos da série de Mac-Laurin
para e”, isto é, para y;(x).

3.2. Sejam yi(x) e ya(z) duas solugoes da equagao diferencial
¥ + i)y +po(z)y =0, z€l

Prove que:

a) Se y1(z) e y2(x) se anulam no mesmo ponto de I, entao

y1(z) = kya(x).

b) Se yi(x) e y2(z) tém mdximos ou minimos no mesmo ponto do
intervalo aberto I, entdo yi(z) e ya(z) ndo sdo solugdes linearmente inde-
pendentes.

c) Se W (y1,y2) é independente de x, entao pi(z) =0, Vo € I.
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d) Se yi(x) e y2(z) sdo linearmente independentes entdo yi(x) e
y2(z) nao podem ter um ponto de inflexdo comum em I, a menos que p;(z)
e pa(x) se anulem simultaneamente nesse ponto.

e) Se W (y1,42) (z*) = y1 (z*) = 0, entao, ou y; (z) =0 em I, ou
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Capitulo 4

Sistemas de Equacoes
Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo o aluno deveri:

e Utilizar conceitos e métodos relativos a sistemas lineares de equagoes
diferenciais, tais como: espacgo vectorial de solugoes, wronskiano, ma-
triz fundamental e sistema fundamental de solugoes,...

e Aplicar propriedades da Algebra Linear (como, por exemplo, dimen-
sao de um espago vectorial, sistemas homogéneos e nao homogéneos,
valores e vectores préprios e respectiva multiplicidade,...) a sistemas
de equagoes diferenciais com coeficientes constantes.

e Saber determinar a exponencial de uma matriz constante, tendo em
conta a natureza, sinal e multiplicidade dos valores préprios, e aplicéd-la
na resolugao de sistemas lineares.

e Identificar condigoes suficientes para a existéncia de solucoes periédicas
e/ou limitadas de um sistema de equagoes diferenciais lineares.

e Analisar o comportamento assimptético das solucoes de sistemas lin-
eares.

e Reconhecer condigoes suficientes para que as solugoes de sistemas lin-
eares permanecam limitadas ou se tornem ilimitadas "no infinito".

e Relacionar propriedades da matriz fundamental com o tipo de com-
portamento assimptético.

129
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e Reconheca as relacoes entre limitacao e estabilidade de solugoes nos
casos de sistemas lineares homogéneos e nao homogéneos.

e Relacione o estudo e o tipo de estabilidade das solucoes dos sistemas de
equacoes diferenciais quasi-lineares com os valores préprios da matriz
associada a parte linear, bem como com o tipo de estabilidade do
sistema linear associado.

e Identifique o retrato-fase das solucoes dos sistemas auténomos bidi-
mensionais.

e Determine e classifique os pontos criticos das solucoes dos sistemas
auténomos planares, quanto ao seu campo de direccoes e ao tipo de
estabilidade, de acordo com a natureza, sinal e multiplicidade dos val-
ores proprios.

e Averigue a existéncia de ciclos-limite num sistema de equacoes difer-
enciais, e identifique condigoes suficientes para a sua existéncia ou
inexisténcia.

4.1 Introducao e notacoes

No capitulo anterior consideraram-se apenas equacoes e problemas es-
calares de valor inicial. Serd agora natural generalizd-los a sistemas de
equacoes diferenciais de 1¢ ordem e de ordem superior.

Um sistema de equagdes diferenciais de 1% ordem pode escrever-se na
forma

uy = gi(m,ug, ... up)
uy = ga(w,un, ..., up) (4.1.1)
u, = gn(T,ur, ..., up).

Este tipo de sistemas aparece em virios ramos da Ciéncia, mas também tém
interesse pela sua relevancia na Matemstica. Como exemplo, refira-se que
uma equacao diferencial de ordem n, como

y"m = f (fvyy’ ---,y("*l)) :
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se pode escrever como um sistema do tipo (4.1.1). De facto, efectuando as
mudancas de varidvel y(z) = ui+1, 0 <1< n—1, obtem-se

{ u; = uip1,0 <1< n-—1,

Ao longo deste Capitulo consideram-se g1, ..., g, como fung¢des continuas
num conjunto aberto £ C R"H1,

Uma solugao u do sistema (4.1.1), num intervalo I, representa um con-
junto de n fungoes uq(z), ..., u,(z) tais que:

a) uj(x),...,ul,(z) existem para x € I;

b) para x € I os pontos (z,u1(x),...,un(x)) € E;

) u; = gi(z,u1, ..., up), para x € I.

Ao sistema (4.1.1) podem também ser adicionadas condigoes iniciais do
tipo

ul(z0) = ud, ..., ul (z0) = ul, (4.1.2)

sendo o € I um valor fixo e uY, ..., u!) mimeros dados tais que (:1:0, ul, ..., ug) €
E.

Tal como anteriormente, o sistema (4.1.1) com as condigbes iniciais
(4.1.2) forma um problema de valor inicial.

O estudo da existéncia e unicidade de solu¢do para o problema (4.1.1),
(4.1.2) pode seguir dois processos: impondo condigoes suficientes as fungdes
g1, ---, gn € provando os resultados directamente ou, em alternativa, escrevendo
o problema numa notacao vectorial. No estudo que se segue opta-se por este
segundo método, pois neste caso as demonstragoes sao muito semelhantes
ao caso escalar.

Utilizando a notagao

u(z) = (u1(x),...,up(x)),
g(:z:,u) = (gl(x7u)a"'agn(x7u))

e definindo que a diferenciagao e a integragao sao efectuadas compo-
nente a componente, isto é,

u'(z) = (u'l(x),,u;(x)),

/abu(x)da: _ (/abul(:r)dx,...,/(lbun(;p)dx)’

entdo o problema (4.1.1), (4.1.2) pode ser escrito como

u = g(x,u), u(ze) = u’, (4.1.3)
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de um modo semelhante a (3.1.10), excepto que agora u,u’ : I — R",
g:ECR"™ - R"ew® = (uf,...,uf).

n

A funcéo g(z,u) diz-se continua em E se todas as suas fungdes compo-
nentes forem continuas em FE e diz-se uniformemente Lipschitziana em E se
existir L > 0 (constante de Lipschitz) tal que

lg(x,u) = gla,0)]| < Llu—vll, ¥(z,u),(v) € E. (4.1.4)

Como em dimensao finita todas as normas sao equivalentes nao é necessério
precisar qual a norma utilizada. Contudo, para comodidade de algumas
demonstragoes, ao longo do Capitulo utilizar-se-4, salvo indicagdo em con-
trario, a norma

n
llull = > fuil-
i=1

Uma condigao suficiente para que a fungao g(z,u) satisfaga a condigao
de Lipschitz é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 4.1.1 Seja E um dominio convexo tal que, para (z,u) € E, 6%’;,
k=1,...,n, existem e HS—ZH < L. Entao a fungao g(x,u) verifica a condigdo

(4.1.4) em E com a constante de Lipschitz L.
Dem. Sejam (x,u) e (x,v) pontos fixos em E. Como E é convexo, para

qualquer 0 < ¢ < 1 os pontos (z,v+t(u—v)) estdo em E. Portanto a
fungao vectorial G(t) = g (z,v +t(u—v)), 0 <t <1, estd bem definida e

G = (-2 mott(u—v)) + ..

Ouy
+ (un — v) 2 (2,04t (u— v))
Up — Un o, x,v u—7v)).
Logo,
/ - 891‘
HG(t)H < ur (z, v+t (u—0))||ug —v1| +

AN
t~

lug — v1] + ... + |up —vn|) = L|ju — .
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A partir da relacao

1
g(x,u) — g(z,v) = G(1) — G(0) = /0 G'(t)dt
obtem-se

1
lg(z,u) — g(z,v)| S/O 16" ()| dt < Lilu—w].

|
Como exemplo considere-se a funcio g : R? — R? dada por

g(z, U) = (a11u1 + ai2ug, ag1uy + axus) .

Como
Jg dg
duy = (a11;a21)7 s = (a12,a22),
dg
2ull = max {|a11| + |a21], |a12] + |age|} := L

entao tem-se

Hg(x,u) —g($,”l))||
la11(ur — v1) 4+ a12(ug — v2)| + |ag1 (u1 — v1) + age(ug — va)|
(Jarn| + la21]) [ur — v1| + (|arz| + |agz]) lug — vol

max {[a11] + |ag1|, [a12] + |agz2|} (Jur — v1| + [ug — v2])

VANVAN

max {|a11| + |az1], la12] + [ag2|} [lu — | .

Tal como no caso escalar, se g(x,u) for uma fungao continua no dominio
E, entao qualquer solugao de (4.1.3) é também solucao da equagao integral

xT

u(z) = u’ —i—/ g(t,u(t))dt (4.1.5)

0
e reciprocamente.

Tal como anteriormente, pode aplicar-se o método de Picard das aprox-
imagoes sucessivas para a equagao (4.1.5). Assim, admitindo uma fungao
continua u’(x) como aproximacio inicial, as iteracdes podem ser dadas por

xT
" (z) = ul + / g(t,u"(t))dt, n=0,1,.. (4.1.6)
xo

Se a sucessao (u"(x)) converge uniformemente para uma fungao continua
u(z) num intervalo I, que contém xg, e se os pontos (z,u(z)) € E, entdo a
funcgdo u(z) ¢é solugao de (4.1.5).
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Exemplo 4.1.2 Para o problema de valor inicial

u) = x + ug ur(0) =1
4.1.7
{ulgzx-i-m e{UQ(O):—l, ( )

considera-se u’ = (1, —1) e obtem-se

T $2 $2
ul(z) = (1,—1)—1—/0 (t—l,t—l—l)dt:(l—x—i-2,—1+:c+2>

x t2 t2
wi(z) = (1,—1)+/0 <t—1+t+2,t+1—t+2>dt

3 3

- _ 2, T T
= (1 T+ +3!, 1+x+3!>

A sucessao (u"(x)) existe para x € R e converge uniformemente para
u(z)=(-l-z+e"+e ", -1—a+e" —e7)

que é a solugdo do problema de valor inicial (4.1.7).

4.2 Sistemas lineares
Se, no sistema (4.1.1), a fungao g tiver a forma
g(z,u) = a1 (x)ug + aip(z)ug + ... + apm(x)uy, 1 <i<n,
entao o sistema diz-se linear e pode escrever-se na forma matricial
u = A(x)u + b(x), (4.2.1)

com A(z) uma matriz nxn, formada pelos elementos a;;(x), b(x) uma matriz
coluna n x 1 e u(x) a matriz incégnita, n X 1, com as componentes u;(z).

Por analogia com o caso escalar, a existéncia e unicidade de solugao para
o sistema (4.2.1) com as condigoes iniciais

u(zo) = u®, (4.2.2)

num intervalo I que contenha xg, verificam-se desde que as funcoes a;;j(x),
1 <4,j <n, e b(z) sejam continuas em I, que serd o caso considerado nos
resultados seguintes.
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O Principio da Sobreposigao, (3.5.1), permanece vilido para o sistema
(4.2.1). Em particular se u(z) e v(z) sdo solugdes do sistema homogéneo

u = A(x)u, (4.2.3)

entao kju(z)+kov(x) é também uma solugao, pelo que as solucoes de (4.2.3)
formam um espago vectorial. Por outro lado, se u(z) é solugao de (4.2.1)
entdao v(z) é também solugao de (4.2.1) se, e s6 se, u(x) — v(zx) é solugao
de (4.2.3). Ou seja, a solugao geral de (4.2.1) obtem-se adicionando a uma
solucdo particular de (4.2.1) a solucdo geral do sistema homogéneo corre-
spondente, (4.2.3).

Como determinar a dimensao do espago vectorial das solugoes de (4.2.3)7
Para um determinado conjunto de funcgodes, u!(z),...,u"(x), o determi-
nante W(u',...,u")(z), ou apenas W (z), ¢ definido por

e designa-se por Wronskiano das fungdes u'(z), ..., u"(z).
Este determinante fornece informacao sobre a dependéncia linear das
funcoes envolvidas:

Teorema 4.2.1 Se o Wronskiano das funcoes ul(x),...,u™(z) é ndo nulo
em pelo menos um ponto de I, entao as funcoes sdo linearmente indepen-
dentes em 1I.

Dem. Sejam u'(z),...,u"(x) funces linearmente dependentes em I.
Entao existem n constantes cq, ..., ¢,, nao simultaneamente nulas, tais que

n
Zczul(:p) = 0 em I. Este facto é equivalente a afirmar que um sistema
=1

n
homogéneo formado pelas condicoes chu%(x) =0,1<k<n zel,
i=1
tem uma solucdo ndo trivial. Como é conhecido da Algebra Linear, um
sistema homogéneo, para cada = € I, tem uma solugao nao trivial se, e s6
se, W(z) = 0. Por hipétese, W (z) # 0 em pelo menos um z € I, entao
ul(z),...,u™(x) ndo podem ser linearmente dependentes em I. m
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Em geral o reciproco do teorema anterior nao é vilido. Por exemplo, as

funcoes
ulﬁv)::[ f } e ul(z) = [ff }

sao linearmente independentes em qualquer intervalo I e W (u!,u?)(z) = 0
em I.

Contudo a implicacdo reciproca do Teorema 4.2.1 ja é valida se u!(z), ..., u™(x)
forem solugoes do sistema homogéneo (4.2.3):

Teorema 4.2.2 Se ul(x),...,u"(x) sdo solugdes linearmente independentes
de (4.2.3) em I entao W(x) # 0 para x € 1.

Dem. Seja xg um ponto de I onde W (zo) = 0. Entao existem constantes
n

C1, ..., Cn, NAO simultaneamente nulas, tais que E ciu'(zg) = 0.
i=1

Como u(x) = Z ciu'(z) é solugdo de (4.2.3) e u(xg) = 0, pela unicidade
i=1

n
de solugao tem-se u(z) = Zczu’(aj) = 0 em I. Contudo, como as fungoes
1=1

ul(x),...,u™(x) sdo linearmente independentes em I, tem-se ¢ = ... = ¢, =
0, cuja contradicao completa a demonstracao. m

Combinando os Teoremas 4.2.1 e 4.2.2 resulta que as solugoes u'(z), ..., u"(z)
do sistema (4.2.3) sao linearmente independentes em I se, e s6 se, existir
xo € I tal que W (zo) # 0. Portanto as solugoes u'(z), ..., u"(z) de (4.2.3)
que verifiquem as condicoes iniciais

ul(zg) = €', i=1,...,n, (4.2.4)

com €' o i—ésimo vector da base canénica, sdo linearmente independentes
em I. Logo existem n vectores linearmente independentes solugoes de (4.2.3)
em [.

Considere-se agora uma solucio u(z) de (4.2.3) em I tal que u(xg) = u°.
Pela existéncia e unicidade de solugao para o problema (4.2.3), (4.2.2) tem-se

u(z) =) ufu'(x), (4.2.5)
=1

com u’(z) a solugdo do problema (4.2.3), (4.2.4). Isto é, o espago vectorial
de todas as solugoes de (4.2.3) tem dimensao n.
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O proximo teorema estabelece uma relagao curiosa entre o Wronskiano
e a matriz A : ou W(z) é identicamente nulo em I ou entao nunca se anula
em I.

Teorema 4.2.3 (Férmula de Abel) Sejam u'(z),...,u™(x) solugées do
sistema (4.2.3) em I, que contem xy. Entao

W (z) = W(zg) elzo TrAB, (4.2.6)

Dem. A derivada do Wronskiano W (z) pode ser escrita como

W)=Y | (u) (@) ... (@) (2) ] (4.2.7)
=1 ufyg () ul(2)

A
Pelo sistema (4.2.3), pode-se substituir, neste determinante, (uz ) (x) por

n
Z aip(z)u) (), e efectuar operagoes de condensacao de modo a obter
k=1

W () =) au(z)W(z) = (TrAz) W(s). (4.2.8)
i=1

Integrando a equacao diferencial de primeira ordem (4.2.8) de z a x tem-se
a relagao (4.2.6). m

Exemplo 4.2.4 Considere-se o sistema

UI:{ 02 2m1+2 ]% z#—1+£V2.

T 224221 2242z—1
As fungoes
1 i T + ]. 2 . l‘2 + ].
u(:n)—{ 1 ]eu(:r)—[ o
sao duas solucoes linearmente independentes,

r+1 2241

W(ut, u?)(z) = 1 0y

':1‘2—1—21‘—1
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[oo22 g 2?42z -1

T
efzo TTA(t)dt = e’0 t242t—1 A —
27(2) + 21’0 -1

A solugao (4.2.5) pode ser escrita na forma matricial como
u(z) = ®(x, z0)u’,

com ®(z,xp) uma matriz n X n, cuja i—ésima coluna é u'(z), denominada
por matriz fundamental principal. Esta matriz é assim solugao do
problema matricial de valor inicial

O = A(x)®, ®(w0) = In. (4.2.9)

O processo utilizado para o problema (4.2.1), (4.2.2) pode ser aplicado
para provar que o problema (4.2.9) tem uma dnica solugao ®(x, zg) no inter-
valo I. Por outro lado, passando & forma integral obtem-se que as iteragoes

e l(z) = In+/$A(t)<I>m(t)dt, m=0,1,...
P(z) =

convergem para ®(z,xg) e

<I)(a: JJQ —I +/ A dt—l—/ / A tl dtldt+

Se a matriz A, n X n, for constante entdo a expressao anterior assume a
forma

d(z,z0) = I +A/ dt+A2/ / dtydt + .. (4.2.10)
= I, +Z :E_:EO zeA(m o),

Justifica-se assim o teorema:
Teorema 4.2.5 A matriz
®(x, z0) = eA@0) (4.2.11)
é a matriz fundamental do sistema
u' = Au, (4.2.12)

com A uma matriz constante.
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Exemplo 4.2.6 Para a matriz A = [ 0 1 } tem-se AYMTL = A A2 —

-1 0
—I, A%mH3 = A A = [ para m = 0,1, ..., pelo que a série (4.2.10)
permite obter
cos(x —xp) sen(x — xp)
[ —sen(x —xg) cos(z — xp) ] ’

Se as n solugdes, ul(z),...,u™(x), do sistema (4.2.3), sdo linearmente
independentes entdao formam um sistema fundamental de solugoes de
(4.2.3) e a matriz, de ordem n, ¥(z) = [u!(), ..., u"(x)] designa-se por ma-
triz fundamental de (4.2.3). Para esta matriz tem-se o seguinte resultado:

Teorema 4.2.7 Se U(x) é a matriz fundamental do sistema (4.2.3) entdo
para qualquer matriz constante, de ordem n e ndo singular, C, a matriz
U (z)C é também uma matriz fundamental de (4.2.3). Além disso, toda a
matriz fundamental de (4.2.3) é da forma V(x)C, com C uma matriz de
ordem n e nao singular.

Dem. Por definigao, tem-se ¥'(z) = A(z)¥(z) pelo que ¥'(z)C =
A(z)¥(z)C, ou seja (VU(z)C) = A(z) (U(x)C) . Assim, verifica-se que ¥(x)
e U(z)C sao ambas solugoes do mesmo sistema diferencial matricial &' =
A(z)®. Como det ¥(x) # 0 e det C' # 0 entao det (¥(x)C) # 0 e ¥(x)C &
também uma matriz fundamental solucao de (4.2.3).

Reciprocamente, sejam ¥;(x) e ¥a(x) duas matrizes fundamentais solugoes
de (4.2.3). Se Uy (x)¥y(z) = C(x), isto &, Ui(z) = Vq(x)C(z), entdo
U (z) = Wh(x)C(x) + Yo(z)C'(z), 0 que é andlogo a

A(z)¥y(z) = A(z)P2(2)C(x) + Ua(z)C'(z) = A(x) ¥y (z) + Vo(z)C' ().

Portanto, U(x)C’(x) = 0 ou C’'(x) = 0, caso em que C(z) serd uma matriz
constante.

Como ¥;(z) e Ua(z) s@o nao singulares, a matriz constante C' também
é nao singular. m

Como consequéncia tem-se a relagao

O(z,z0) = U(z)0 1 (x0), (4.2.13)

pelo que a solugao do problema de valor inicial (4.2.3), (4.2.2) se pode escr-
ever como
u(z) = U(z)T L (zo)ul.

Note-se que dois sistemas homogéneos diferentes nao podem ter a mesma
matriz fundamental, isto é, ¥(z) determina univocamente a matriz
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A(x) em (4.2.3), através da igualdade A(x) = ¥/(z)¥~1(z). Contudo, pelo
Teorema 4.2.7, o reciproco é falso.
Derivando a igualdade ¥ (x)¥~1(z) = I, obtem-se

!/

V()0 Hz) + U(z) (T ) =0

Por transposicao
(' @)") = -AT(@) (v @)
pelo que (\I/*I(a:))T ¢ uma matriz fundamental do sistema
u = —AT(z)u. (4.2.14)
Ao sistema (4.2.14) chama-se sistema adjunto de (4.2.3).

Exercicio 4.2.8 Seja ®(x,z9) a matriz fundamental do sistema homogé-
neo (4.2.8) num intervalo J. Mostre que:

a) ®(x,x) = ®(x,x1)P(x1,20), para z1 € J;
b) @ (z,20) = ®(20,7), Vo € J;
c) ®(x,z)=1,Vx € J.
O método da variagao dos parametros também pode ser aplicado para
encontrar solugoes de sistemas nao homogéneos (4.2.1).

Nesse sentido procura-se uma funcdo vectorial v(z) tal que ®(z, zo)v(z)
seja solugao do sistema (4.2.1). Derivando tem-se

O (z, z0)v(z) + ®(2,20)0 () = A(2)® (2, 20)v(T) + b(T)

O (z,70)0 (z) = b(z).

Pelo Exercicio 4.2.8, obtem-se
Ul(x) = (I)il(m)x())b(x) = @(xo,x)b(a:),

pelo que v(z) pode ser obtida por

T

v(x) = v(x) +/ (o, t)b(t)dt.

o
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Como u(zg) = ®(xo, xo)v(zo) = v(x0), a solugdo do problema de valor inicial
(4.2.1) sera da forma

T

u(z) = ®(z, z0)u’ + @(m,azo)/ D(xp,t)b(t)dt

zo

e, pelo Exercicio 4.2.8,

T
u(z) = ®(z, zo)u’ +/ O (x,t)b(t)dt. (4.2.15)
o
Escrevendo a solucao de (4.2.1) em termos da matriz fundamental tem-se,
por (4.2.13),

u(z) = U(x)e+ /w U (z) UL (4)b(t)dt, (4.2.16)

o

com ¢ = U1 (xq)ul.

No caso em que A(z) é uma matriz constante substitui-se (4.2.11) em
(4.2.15) e obtem-se

u(z) = A0 / M Ib(t)dt. (4.2.17)

0

Exemplo 4.2.9 Considere-se o sistema

u’—[_oz Hw“] (4.2.18)

Para o correspondente sistema homogéneo verifica-se que a a matriz funda-
mental principal é

q)( 0) B 2¢T — 62:13 —et 4 6233 B e 62w 2 -1
DY) T | 9er —9e2r g +2e2T | T | e e -1 1 |
Entdo a solugdo de (4.2.18) que verifique a condigdo u(0) = u® é dada por

er e 2 -1
U(ZE) = |:6x 26230 :| |: -1 1 :|u0



142 CAPITULO 4. SISTEMAS DE EDO

4.3 Sistemas com coeficientes constantes

A técnica utilizada anteriormente para obter, de modo explicito, solucoes
de sistemas homogéneos e/ou completos tem uma utilidade muito restrita
pelo facto de envolver célculos, por vezes, pouco "praticos". Este processo
pode ser facilitado com o recurso aos valores e vectores préprios da matriz
A, no caso em que esta é constante.

Teorema 4.3.1 Sejam A1, ..., \, valores proprios da matriz A e v, ..., 0"
0s correspondentes vectores proprios. Entdo

ut(z) = vleM® . u(z) = et (4.3.1)
é um congunto fundamental de solugées de (4.2.12).

Dem. Como v* é um vector préprio de A associado ao valor préprio A;,
tem-se

(u’(:c)), = (vie)‘ix)/ = \o'eNT = AvteMT = Aul(z),

pelo que u'(z) é solucdo de (4.2.12). Para provar que (4.3.1) é um con-
junto fundamental de solugoes, salienta-se que W (0) = det [vl, ...,v”] £ 0,
pois v!,...,v" sdo linearmente independentes. Entdo o resultado pretentido
resulta do Teorema 4.2.1. m

Pelo teorema anterior tem-se
-1
eAr — vle’\lx,...,v"eA"l’} [vl,...,v"] ,
i, AT

pelo que a solugao geral de (4.2.12) terd a forma u(z) = > 7" ¢iv'e

Exemplo 4.3.2 A solugao geral do sistema

2 1 0
Ww=1]1311|u
01 2
é
1 -1 1
uwz)=c1| =1 | e +ca| O e teg | 2| et
1 1 1

com c1,c2,c3 € R.
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Quando a matriz A tem apenas k < n valores préprios distintos entao
o célculo de 4% nao é ficil. Um método possivel é dado pelos préximos
resultados.

Teorema 4.3.3 (Cayley-Hamilton) Se A é uma matriznxn com p(\) =
det(A — AI) entao p(A) = 0.

Teorema 4.3.4 (Algoritmo de Putzer) Considerem-se A1, ..., A\p, valores
proprios (ndo necessariamente distintos) da matriz A. Entdo

n—1
A= rp(@)p; (4.3.2)
j=0

J
com Py =1, P; = H (A=XeD),j=1,...n—1, eri(x),...,rp(z) sdo dados,

k=1
por recorréncia, pelas equacgoes diferenciais
ri(z) = Mri(z), r(0)=1
ri(x) = Arj(x) +ria(x), r(0)=0, j=2,.,n

(Note-se que cada valor proprio na lista A, ..., \, estd repetido de acordo
com a sua multiplicidade.)

Dem. Bastard provar que ®(x) dada por ®(z) = Z?;& rj4+1(x)Pj veri-
fica @ = AP, ®(0) = I. Para tal, define-se 79(z) = 0 e obtem-se

i
L

'(z) = N\p®(z) = Nj+17rj+1(z) +75(2)] P — An ZT’JH

S W
I
- O

()\j+1 — )\ 7’]+1 P + ZT‘]

I
™

3
Il
o O

(Njg1 = An) rji(x) Py +Z7"g+1 Pjia

I
LIl

= [(Aj+1 = An) Py + (A = Ajad) Py]rjpa (24.3.3)

.
o

= (A=) Z ri1(z) P

= (A
= (A

) (;)(x) — rp(x)Po_q)
M) @(x) — () Py, (4.3.4)
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em que para obter (4.3.3) e (4.3.4) se utilizou Pjy1 = (A—Xjpl)Pj e
P, = (A — \,I) P,_1, respectivamente. Pelo Teorema 4.3.3, P,, = p(4) =0
e (4.3.4) reduz-se a '(z) = AD(z).

Finalmente, tem-se

n—1
®(0) =D rj+1(0)P; =r1(0) = I.
j=0

Exemplo 4.3.5 Suponha-se uma matriz A de ordem 3 que admite um valor
préprio A1, de multiplicidade trés. No Teorema anterior tem-se A1, A1, A\1 €

ri(z) = M ro(x) = xeM®, r3(z) = %6)‘1”” sao as solugoes do sistema
Tll = )\17’1, 7‘1(0) = 1,
7“12 = ATy + 11, 7“2(0) =0,
7':/3 = Mrg+ry, 7r3(0)=0.

Assim tem-se

2
AT = M T g (A — M) + % (A— D)2

No caso particular da matriz

2 1 -1
A=| -3 -1 1 [,
9 3 -4

em que todos os valores proprios sao iguais a —1 tem-se

1 2+ 6z — 322 2 —2r + a2
AT = e —6z 2 2x
18z — 922 6z 2 — 6x + 322

Exemplo 4.3.6 Seja A uma matriz de ordem 3 com dois valores préprios

sendo um de multiplicidade dois: A1, A1, 2. Como r1(z) = eM? ro(x) =
AT

reM?® e

( ) :I:e)\lac N 6)\2;15 o e)xla:
r3(z) =
’ )\1 - )\2 ()\1 — )\2)2
obtem-se
(A2—A1)x _ 1
Ar _ Mz T € 2
e =e IT+x(A—-X\I)+ + A—-—NI)"].
(A=) (Al_M ()\1—)\2)2>< n]
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Para
-1 0 4
A= 0o -1 2|,
0 0 1

Exercicio 4.3.7 Mostre que para cada matriz A se obtem a matriz expo-
nencial indicada:

(a) SeA_[ “ g] entdo eAm_eaf’f{ cosfz  senSz

- —senfBx cosfBzx |’

0 1
(b) Para A = , com |d] < 1, tem-se

-1 =29

e 9@ (cos wz + %senw:n) %e“sxsenwx

Az _
e = )
1 -6 —0 0
—5e "Tsenwzx e %% (cos wr — Esenwx)

sendo w =1 — 52.

Exercicio 4.3.8 Seja u(z) uma solugao do sistema diferencial (4.2.12).
Justifique que a parte real e a parte imagindria de u(x) sdo solugdes de

(4.2.12).

Exercicio 4.3.9 Prove que

(i) Toda a solugao de (4.2.12) tende para zero quando x — 400 se e s6 se
as partes reais dos valores proprios de A sao negativas.

(ii) Toda a solugdo de (4.2.12) é limitada em [0, 400 se e sd se as partes
reais dos valores proprios de A com multiplicidade superior a 1 sdo negativas
e as partes reais dos valores proprios simples de A sdo nao positivas.

4.4 Sistemas periodicos lineares

A periodicidade das solugoes de um sistema de equacCes diferenciais é
um aspecto interessante e importante para o seu estudo qualitativo. Desi-
gnando por w > 0 o perfodo positivo minimo, se cada componente u;(z),
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1 <i < n, deu(x) e cada elemento a;;(x), 1 <1,j < n, de A(x), sdo funcoes
periddicas de periodo w, entao u(x) e A(z) dizem-se periédicas de periodo
w.

O préximo resultado fornece uma condigao necessdria e suficiente para
que o sistema diferencial (4.2.1) tenha solugoes periédicas de periodo w :

Teorema 4.4.1 Considere-se a matriz A(z) e a fungio b(x) continuas e
periddicas, de periodo w, em R. Entao o sistema (4.2.1) tem uma solu¢dao
periddica u(x) de periodo w se e sé se u(0) = u(w).

Dem. Seja u(z) uma solugao periédica de periodo w. Entao é necessério
que u(0) = u(w).

Para a condicao suficiente, considere-se u(z) uma solugao de (4.2.1) tal
que u(0) = u(w). Se v(z) = u(z + w), entao

V(z) = (v +w) = Az + w)u(z + w) + bz + w),

isto é, v(x) é solucao de (4.2.1). Como v(0) = u(w) = u(0), a unicidade do
problema de valor inicial implica que u(z) = v(z) = u(x + w) e, portanto,
u(x) é periédica de periodo w. m

Coroldrio 4.4.2 Se A(x) é uma matriz continua e periddica em R, de
periodo w, e ¥(x) é uma matriz fundamental do sistema homogéneo (4.2.3)
entao o sistema (4.2.3) tem uma solu¢ao periddica nao trivial u(x) de periodo
w se e s6 se det(¥(0) — ¥(w)) = 0.

Dem. A solucdo geral do sistema diferencial (4.2.3) é, como ja foi
referido anteriormente, u(z) = ¥(z)C, com C um vector constante arbi-
trario. Esta solucao u(x) é periddica de periodo w se e s6 se U(0)C = ¥(w)C,
isto ¢, o sistema [¥(0) — ¥(w)] C' = 0 tem uma solugao nao trivial C. Con-
tudo este sistema tem uma solu¢ao nao trivial se e s6 se det [¥(0) — ¥(w)] =
0. m

Coroldrio 4.4.3 O sistema diferencial (4.2.12) tem uma solugdo periddica
nao trivial u(zx) de periodo w se, e s6 se, a matriz (I — eA“) é singular.

Coroldrio 4.4.4 Nas hipdteses do Teorema 4.4.1, o sistema (4.2.1) tem
uma Unica solucao periddica de periodo w se, e s6 se, o sistema homogéneo
(4.2.8) admite unicamente, como solugdo periddica de periodo w, a solugdo
trivial.
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Dem. Considere-se ¥(z), uma matriz fundamental do sistema (4.2.3).
Entao por (4.2.16), a solucao geral de (4.2.1) pode escrever-se na forma

u(z) = ¥(x)C + /OJC U (z) UL (4)b(t)dt,

com C uma constante arbitréria. Esta fun¢ao u(x) é periédica de periodo
w se e sO se

T(0)C = ¥(w)C + /w T(w) T L(t)b(t)dt,
0

ou seja, o sistema

[9(0) — W(w)] C = /0 (@) UL (0)b(t)dt

tem uma inica solugao vectorial C. Mas este sistema tem uma tnica solugao
se, e s6 se, det [¥(0) — ¥(w)] # 0, pelo que a conclusao pretendida resulta
do Corolério 4.4.2. m

Quando as condigoes do Corolédrio 4.4.2 se verificam, a matriz funda-
mental ¥(x) pode ser escrita como um produto entre uma matriz periédica
de periodo w e uma matriz fundamental dum sistema diferencial com coefi-
cientes constantes. Para tal utiliza-se a matriz logaritmo:

Teorema 4.4.5 Seja A uma matriz quadrada ndo singular de ordem mn.
Entao existe uma matriz B, matriz quadrada de ordem n, (designada por
logaritmo de A) tal que A = eP.

Teorema 4.4.6 (de Floquet) Nas condi¢ées do Corolario 4.4.2 sao validas
as proposi¢coes:

(i) A matriz x(z) == ¥(z+w) é também uma matriz fundamental do sistema
homogéneo (4.2.3);

(ii) Existe uma matriz periddica singular P(x), de periodo w, e uma matriz
constante R tais que

Dem. Como V¥(z) ¢ uma matriz fundamental do sistema diferencial
homogéneo (4.2.3), tem-se
X'(z) = V(e +w) = Az +w)¥(z +w) = A(z)x(2),

isto é, x(x) é uma matriz solugao do sistema homogéneo (4.2.3). Por outro
lado, como det (¥(x + w)) # 0 para todo o z, tem-se det (x(z)) # 0 para
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qualquer z. Portanto, conclui-se que x(x) é uma matriz fundamental do
sistema (4.2.3), o que completa a demonstragao da parte (i).

Para provar a parte (ii), como ¥(z) e ¥(x + w) sd@o ambas matrizes
fundamentais do sistema (4.2.3), pelo Teorema 4.2.7, existe uma matriz
constante e nao singular C' tal que

Uz +w) =V(x)C. (4.4.1)

Pelo Teorema 4.4.5 existe uma matriz constante R tal que C' = e e, por

(4.4.1), obtem-se
U(z+w) = U(z)el. (4.4.2)

Defina-se agora a matriz P(z) por
P(z) = U(x)e 17, (4.4.3)
Por (4.4.2), tem-se
Pz +w) = U(z + w)e @) — g(z)ee o) — g(z)e 7 = P(x).

Portanto, P(z) é periédica com periodo w, e como ¥(z) e e~ sdo matrizes

nao singulares entao det P(z) # 0 em R. m

4.5 Comportamento assimptoético das solugoes de
sistemas lineares

Nesta seccgao apresentam-se algumas condigoes a exigir aos dados con-
hecidos num sistema, de modo a que seja possivel garantir que todas as suas
solugoes permanegam limitadas ou tendam para zero quando x — oo. Esta
propriedade torna-se particularmente 1til ja que serd feita sem necessitar da
forma explicita da solugao.

O Exercicio 4.3.9 j4 fornece condicOes necessdrias e suficientes para que
todas as solugoes de (4.2.12), u’ = Au, sejam limitadas ou tendam para zero.
Por outro lado, se, no Teorema 4.3.4, se designar cada \; = «a; + i3;,

o := max o e r 1= max r; entao existe 1 > xg > 0 tal que para x > 71 a
1<j<n 1<j<n

relacdo (4.3.2) garante que
HeAwH S c eaa:xr’
com ¢ uma determinada constante. Considerando a@ < 7 entao existe xo > 1

tal que para x > x9 se verifica e**z” < €. Logo, para x > 3, obtem-se

HeAIH <cem. (4.5.1)
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Como o intervalo [0,z2] é finito, pode-se considerar em (4.5.1) ¢ suficien-
temente grande de modo a que a desigualdade se verifique para qualquer
x > 0. Assim qualquer solugao u(z) de (4.2.12) satisfaz a desigualdade

[u()|| < c1 €™,

para uma certa constante c;.
Considere-se o sistema (4.2.12) perturbado na forma

v/ = (A+ B(x))v, (4.5.2)

com B(x) uma matriz de ordem n com os elementos b;;(x) continuos, 1 <
i,j <mn,em [0, +00].
O préximo lema descreve um processo de obter majoragoes:

Lema 4.5.1 (de Gronwall) Seja s : [a,b[— R wuma fun¢do continua e
positiva, verificando, para o, 3 € Rar nao simultaneamente nulos

g(t) < B+ a/ g(s)ds, Vte€ [a,b|.

Entao
g(t) <p et=a) v e [a, b[.

Dem. Pela hipé6tese obtem-se

9(t) < 1
B+ ozf; g(s)ds ’
a g(t) < o

8+ a fj g(s)ds

(s v [ st0)] <o

Integrando em [a, t] obtem-se

/:d‘i [m (ﬁ+a/aug(s)ds)] du
In <B+oz/aug(s)ds> B

B+ a/ g(s)ds < eo(t=a)

IN

a(t—a),

IN

a(t—a)
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Utilizando novamente a hipétese

g(t) < B+ / t g(s)ds < B e~ vt e [a,b].

]

O primeiro resultado fornece uma condicao suficiente para B(x) de modo
a que todas as solugbes de (4.5.2) permanegam limitadas desde que as
solugoes de (4.2.12) sejam limitadas:

Teorema 4.5.2 Se todas as solugdes de (4.2.12) sio limitadas em [0, 4o00[
e

/M |B(#)||dt < +00 (4.5.3)
0

entdo todas as solugoes de (4.5.2) sao limitadas em [zo, +00].

Dem. Na expressao (4.2.17), considere-se o termo nao homogéneo b(z)
na forma B(z)v, de modo a que cada solu¢io v(z), com v(zg) = v°, do
sistema diferencial (4.5.2) verifique a equacao integral

T
v(z) = @000 4 / eAt=20) B(4)u(t)dt. (4.5.4)
o
Como todas as solugoes de (4.2.12) sao limitadas, existe uma constante c tal
que sup HeAxH = c¢. Assim, para x > 0, tem-se
x>0
0 x
lo(@)] < ef]”]] +0/ B v@)]] dt. (4.5.5)
o

Aplicando o Lema 4.5.1 & desigualdade (4.5.5) tem-se
lo(@)]| < efo®]] S lPON,

para x > 0. Pelo que o resultado pretendido é consequéncia de (4.5.3). m
A condigao (4.5.3) exige uma "limitagao uniforme"sobre B(z) que pode

ser ultrapassada do seguinte modo:

Teorema 4.5.3 Se todas as solugoes de (4.2.12) tendem para 0 quando v —
+00 e
||B(z)|| = 0 quando z — +o0, (4.5.6)

entao todas as solugoes de (4.5.2) tendem para 0 quando x — +o0.
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Dem. Como todas as solucoes de (4.2.12) tendem para 0 quando z —
400, 0 Exercicio 4.3.9 garante que todos os valores préprios de A tém a
parte real negativa. Assim, existem constantes c e n = —¢ (§ > 0) tais que
(4.5.1) é verificada, isto é, HeAxH < ¢ e % para todo z > 0.

Por (4.5.6), dada uma constante ¢; > 0, existe x; > x suficientemente
grande tal que ||B(z)|| < ¢1 para > 1. Pela equagao (4.5.4), para = > x7,
tem-se

Z1
lo(@)]] < ce”?m) HUOIH/ ce 0 B@)|| o (t)]| dt

o

+ / ce 0@ ey lu(t)]] dt,

1
0 que é 0 mesmo que
x
w(z) <co+ 02/ w(t)dt, (4.5.7)
1

com w(z) = [lv(z)|| e,

Z1
= e [0 +c [ B oo de
o
ecy=ccy.
Aplicando agora o Lema 4.5.1 & desigualdade (4.5.7) obtem-se
w(z) < ¢ 2@,
pelo que
v(z)|| < co elezmdrezme, (4.5.8)

Finalmente, por (4.5.6) pode escolher-se ¢; suficientemente pequeno, de
modo a que ¢z = ¢ ¢; < 0 e o resultado pretendido resulta de (4.5.8). m

Embora ambas as condigoes (4.5.3) e (4.5.6) coloquem restri¢oes a "grandeza"de
B(z) quando x — +00, a primeira é mais forte que a segunda. Contudo,
no Teorema 4.5.2, a condi¢ao (4.5.3) nao pode ser substituida por (4.5.6),
como se verifica no exemplo seguinte:

Exemplo 4.5.4 Considerem-se o0s sistemas

HH:[—Ol(l)HZﬂ (4.5.9)
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H“Z([_%HJF[S w%b])[z] (4.5.10)

com a e b constantes positivas.
Um sistema fundamental de solugoes de (4.5.9) é dado por

{(cosz, — senz),(senz, cosx)},

pelo que todas as solugdes de (4.5.9) sao limitadas. Contudo um sistema
fundamental de solugdes de (4.5.10) é

a sent — (ax + b) cos x a cosz + (ax + b)senx
(az + b)senz ’ (ax +b)cosx ’

pelo que todas as solugdes nao triviais de (4.5.10) sao nao limitadas quando
xr — +00.
Note-se ainda que ||B(z)|| — 0 quando z — +o0 e

r * 2a az + b\ >
B(t)||dt = dt =1
[rimni= [* 2w () e

quando x — +00.

Estude-se agora o problema
v = Av + b(z), (4.5.11)

com b(z) uma matriz coluna com n componentes continuos b;(z), 1 < i <
n, no intervalo [xg,+oo[. Tal como anteriormente, este sistema pode ser
considerado como uma perturbagao de (4.2.12), sendo o termo perturbante
b(z). Por (4.2.17), cada solucdo v(x) do sistema (4.5.11), com v(zg) = 7,
verifica a equagao integral

v(z) = eAET0)y,0 +/ AT =Dp(4)dt.

o

Entao, para qualquer = > x a desigualdade (4.5.1) permite obter

[o(@)]] < coe™ + C/ " lb(e)]| dt, (4.5.12)

o

OH , 0 que conduz ao seguinte resultado:

com cg = ce” "1*0 Hv
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Teorema 4.5.5 Considere-se que a fungio b(x) verifica
|b(x)| < cze”®, (4.5.13)

para x suficientemente grande, cg > 0 e v constantes. Entdo toda a solucdo
v(x) do sistema (4.5.11) satisfaz

[o(@)] < cae?, (4.5.14)
para T > xg, c4 > 0 e  constantes.

Dem. A hipétese sobre b(x), garante a existéncia de 1 > g tal que
(4.5.13) se verifica para x > z1. Portanto, por (4.5.12), se v # 1 tem-se

Il
@)l < & |eo+e / e |[b(t)]| dt + ccs /

0 x1

) e(Vﬁ)tdt}

1
B P / e [b()]| dt + 2 (ew—mre(v—nm)]

0 v—n

- o
< €™ lcg+e / e ||b(t) | dt + —=2 e(”_n)xl} 4B e
20 lv =1 v —1n|

< cqel®,

sendo ( = max{n,v} e

1
cy =co+ c/ e M |b6(t)]] dt + | ces (e(v—n):c1 + 1) ‘
zo v —n|

No caso em que v =1 o processo é andlogo com as modificagoes ébvias. B

Repare-se que no caso em que ¢ < 0, por (4.5.14), toda a solugao do
sistema (4.5.11) tende para zero quando x — +o0.

Veja-se agora o comportamento das solugoes do sistema (4.2.3) quando
T — +0o0.

Em primeiro lugar consideram-se resultados que envolvem os valores
proprios da matriz (A(z) + AT(z)) , os quais sdo fungdes de z.

Teorema 4.5.6 Sejam A(z) uma matriz continua em [xg, +oo[ e M(x) o
maior valor préprio da matriz (A(z) + AT (z)) tal que
+oo
M(t)dt = —oc. (4.5.15)
0
Entao toda a solugao do sistema diferencial (4.2.8) tende para zero quando
T — —+00.
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Dem. Considere-se uma solucao u(x) do sistema diferencial (4.2.3).
Entdo |u(z)]? = u” (z)u(z) e

@) = (@) u() + o (@) ()

dx
= ul () AT (z)u(z) 4+ u” (z) A(z)u(z)
uT(x) [AT(m) + A(a:)} u(x).

Como a matriz [A”(z) + A(z)] ¢ simétrica e M(z) é o seu o maior valor
proéprio, entao

u'(2) [AT(2) + A@)] u(z) < M() [u(z)]”.

Portanto, para todo x > xg tem-se
xr
0 < [u(@)® < [u(wo)|” +/ M (t) [u(t)|? dt.
T
Utilizando o Corolédrio 77, obtem-se

(@) ? < [u(zo)? elzo MO (4.5.16)

e a conclusao é imediata, por (4.5.15). m

Observagao 4.5.7 Se no Teorema 4.5.6 a condigdo (4.5.15) for substituida

por
+o0

M (t)dt < 400,
0

entao a solug¢do u(xz) do sistema (4.2.3) permanece limitada quando r —
~+00.

Teorema 4.5.8 Sejam A(x) uma matriz continua em [xo,+oo[ e m(z) o
menor valor proprio da matriz (A(z) + AT (z)) tal que

limsup/ m(t)dt = +oo. (4.5.17)
r—-+o0o JO

Entao toda a solugio de (4.2.3) é ilimitada.

Dem. Seguindo o processo da demonstragao do Teorema 4.5.6, tem-se,
para x > xo,

o) = futa) P+ [ mle) (o) d,
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o que implica
(@) > [u(wo)[* oo O,

obtendo-se o resultado pretendido por (4.5.17). m

Exemplo 4.5.9 Para a matriz A =
—x

1 2
(Hx%z “ ] tem-se
-1

0 | T 0 2 too 9
A(z)+ A (m)—[(HO) 9 ,M(x)—we/o m

Entdo todas as solugdes do sistema diferencial v’ = A(x)u permanecem lim-
itadas quando x — +oo.

1 2
Exemplo 4.5.10 Se A = 4z, Ltz tem-se
—1—=x -2
2 +oo
—— 0 2 2
Alz)+ AT (z) = | 1te M(z) = — ————dt = —o0.
@At = | 5 O e = e [T

Entdo todas as solugoes do sistema diferencial v’ = A(x)u tendem para zero
quando x — +0o0.

Ainda relacionado com (4.2.3) considere-se o sistema perturbado
v = (A(z) + B(z)) v, (4.5.18)

com B(z) uma matriz de ordem n com elementos continuos b; j, 1 <i,j <n
no intervalo [z, +00[.

Um primeiro resultado mostra que a limitacao de todas as solugoes
de (4.2.3) e (4.5.3) nao garante a limitacao das solugoes do sistema
(4.5.18), ou seja, quando a matriz A é uma fungao de x entao nao se verifica
necessariamente a conclusao do Teorema 4.5.2.

Exemplo 4.5.11 Considere-se o sistema de equagdes diferenciais

u) = —au (4.5.19)

uy = (sen(lnz)+cos(Inz)—2a) us,

coml<2a<1+ %, cuja solugao geral é dada por
ui(z) = ce ™

u2($) _ 626(sen(lnx)—2a)x.
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Como a > %, toda a solugao de (4.5.19) tende para zero quando x — +oo.
No sistema perturbado

v] = —awv
vh = (sen(Inz)+ cos(Inz) —2a) ve + e vy,

. 0 0 +o0
tem-se como matriz perturbante B(x) = e-az g |+ oM Jo || B(t)||dt <
400, sendo a sua solugao geral dada por

vi(z) = ce
x
Ug(l') _ e(sen(lnz)—Za)J: <C2 + Cl/ et sen(lnt)dt> ]
0
. 2n+1
Definindo x =z, =€ 2 ", n=12,..., obtem-se
1
sen (Inx,) = le — sen (Int) > 3
para qualquer t que satisfaca
621’1,2717_‘, S t S 6271(;17_(_’
1sto é, xpe T <t < a:nef%ﬁ. Portanto
2n—1 - _ 2w
. e 6 xrne 3
/ et sen(Int) dt > / et sen(In t)dt > / e% dt
0 2”7‘7_1# Tne” ™

e, para c; > 0, obtem-se
27 1 -7
va(xy) > e(1—20)zn ((:2 + c1zn (e*T — e*”> e2%n€ ) .
Para ¢1 < 0 a desigualdade é inversa. Como 2a < 1+ %, verifica-se

que v2(xy) — +00 (—00) pelo que va(xy) permanece limitada somente para
Cc1 = 0.

Este exemplo revela que, para os sistemas (4.2.3) e (4.5.18), o Teorema
4.5.3 néo é valido se se substituir a condigao (4.5.6) por (4.5.3). Para obter
resultados semelhantes é necessério exigir mais condicoes a A(x).
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Teorema 4.5.12 Admita-se que todas as solugoes do sistema de equacoes
diferenciais (4.2.3) sao limitadas em [xg,+00] e que a condi¢io (4.5.3) se
verifica. Entao todas as solugoes de (4.5.18) sao limitadas em [zg+o0] desde
que
x
liminf/ Tr A(t)dt > —oco ou Tr A(x)=0. (4.5.20)
r—+00 o
Dem. Seja U(x) uma matriz fundamental de (4.2.3) Como todas as
solugbes do sistema (4.2.3) sdo limitadas entdo ||¥(x)| também é limitada.
Pelo Teorema 4.2.3, tem-se

det ¥(x) = det \I/(mo)eleo Tra(t)de

_ dj ¥ (z) adjV(z)
D - : . 45.21
(z) det U(x) det\p(x())efloTrA(t)dt ( )

Entao, por (4.5.20),

U~1(z)| ¢ limitada.

Considerando agora, em (4.2.16), o termo nao homogéneo b(x) na forma
B(z)v, de modo a que cada solucao v(x) do sistema diferencial (4.5.18), com

v(z0) = v, verifica a equacdo integral
o(@) = U(@) T (20)0° + / W)U (1) B(E)w(t)dt. (4.5.22)
o
Definindo
¢ := max { sup ||V (z)||, sup H\If_l(:z:)H} (4.5.23)
r>x0 T>T0
obtem-se

mww§m+8/ﬂwwMMMMu

com ¢g = ¢ || U ()v°||. Esta desigualdade implica que

2 rx
o)) < o e Tl HOIE,

Por (4.5.3) tem-se a conclusao pretendida. m
Teorema 4.5.13 Seja V(x) a matriz fundamental de (4.2.3) tal que
@ (@) 0 t)|| < e, a0 <t << +oo, (4.5.24)

com ¢ uma constante positiva, e suponha-se que a condi¢ao (4.5.3) se veri-
fica. Entdo:
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(i) Todas as solugoes de (4.5.18) sao limitadas em [xo + ool.

(ii) Se todas as solugoes de (4.2.3) tendem para zero quando r — 400, 0
mesmo acontece para todas as solugoes de (4.5.18).

Dem. Utilizando (4.5.24) em (4.5.22) tem-se

lo@)Il < e |v°] + C/I IB@ [o@)] dt

e, portanto,

lo@)ll < e jo?]] e 12O .= b1 < oo,

Entao cada solugao do sistema diferencial (4.5.18) é limitada em [zg + oo.

A igualdade (4.5.22) é andloga a

v(z) = U(z)T 1 (z0)° +/x1 U (z) UL (t)B(t)v(t)dt

o

+ /z U(x)T () B(t)v(t)dt

1

e conclui-se que
(@)l < @) [e o) [|°]] + H‘If(ﬂr)ll/gg1 e~ @[ 1B [o(t)]| dt
+oo
oM / IB()|| dt.

Dado € > 0, por (4.5.3), o ultimo termo da expressdo acima pode ser con-
siderado como menor que 5, escolhendo z; suficientemente grande.

Como todas as solugoes de (4.2.3) tendem para zero, é necessario que
|¥(z)|| — 0 quando x — +oo. Assim a soma dos primeiros dois termos
do segundo membro pode ser considerado arbitrariamente pequeno, por ex-
emplo menor que 5, desde que se escolha z suficientemente grande. Entao
|lv(x)|| < €, para x grande, ou seja, ||v(z)|| — 0 quando z — +oco. m

As condigoes (4.5.20) e (4.5.24) podem ser substituidas pela periodici-
dade da matriz A(z) :

Teorema 4.5.14 Considere-se A(x) uma matriz periddica de periodo w em
[z + 00| e admita-se que a condi¢do (4.5.3) se verifica. Entao:

(i) Todas as solugées de (4.5.18) sio limitadas em [xg + oo| desde que o
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mesmo acontega a todas as solugoes de (4.2.3).

(ii) Todas as solugées de (4.5.18) tendem para zero quando x — +oo desde
que o mesmo aconte¢a a todas as solugoes de (4.2.3).

Dem. Dada uma matriz fundamental ¥(z) de (4.2.3), o Teorema 4.4.6
implica que ¥(z) = P(x) ef**, com P(r) uma matriz ndo singular, periédica
de periodo w, e R uma matriz constante. Aplicando estes dados em (4.5.22)
tem-se

v(z) = P(z)ef@=20) p=1(50)00 + / ’ P(z)efe B p=Y () B(t)v(t)dt

o

e, por conseguinte,
@)l < [P@)] ||| le™ 0 P~ (z0)v"|

+ [Cip@i e ] [P 1B o) ds.25

Como P(z) é uma matriz nao singular e periédica, det P(x) é periédico e
nao se anula, ou seja, é limitado e nao nulo em [z¢ + oof.
Definindo

¢4 = max { sup ||P(x)||, sup HP_l(:L‘)H}
r>T0 r>x0
a desigualdade (4.5.25) pode ser substituida por

x
Jo(a)| < es ]+ ¢ |

o

SO IB@) ol (45.26)

com c5 = 4 He‘RxOP_l(xo)voH .

Se todas as solugoes de (4.2.3) sdo limitadas em [zg + o[, entdo é
necessario que HeRmH < ¢g para todo z > 0. Portanto, por (4.5.26), obtem-se

[o(@)]] < esce +Ci06/ I1B@)[ o)1 dt,
Zo

o que conduz a

()] < eseg eics el BONE

A parte (i) conclui-se, assim, a partir de (4.5.3).
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Por outro lado, se todas as solugoes de (4.2.3) tendem para zero quando
T — +00, entao existem constantes positivas ¢y e a tal que HeRx H <cpe ®
para x > 0. Pela desigualdade (4.5.26) tem-se

lo()|| < esere™" + 0367/ e~ B o(0)]] dt,

o

0 que conduz a

o(z)|| < eser ocact [ IB(®)lldi—az

Portanto, pela condicao (4.5.3), obtem-se que v(z) — 0 quando z — +oco. m

O sistema de equagoes diferenciais (4.2.1) também pode ser considerado
como uma perturbagao de (4.2.3).

Teorema 4.5.15 Suponha-se que todas as solugées de (4.2.3) sao limitadas
em [xg, +0o[ e que pelo menos uma solug¢io de (4.2.1) é limitada. Entao
todas as solugdes de (4.2.1) sao limitadas.

Dem. Sejam u'(z) e u?(x) duas solugdes do sistema diferencial (4.2.1).
Entao ¢(z) = ul(z) — u?(x) é solugdo do sistema (4.2.3) e ul(z) = ¢(z) +
u?(x). Como ¢(x) ¢ limitada em [z, +-00[, se u?(z) for uma solugio limitada
de (4.2.1) entdo resulta que u!(x) é também uma solugio limitada de (4.2.1).
[

Do teorema anterior resulta que se todas as solugoes de (4.2.3) tendem
para zero quando x — 400, € se uma uma solugao de (4.2.1) também tende
para zero, entao o mesmo acontece para todas as solugoes de (4.2.1).

Teorema 4.5.16 Se todas as solugdes de (4.2.3) sao limitadas em [zg, +00],
se se verifica a condigao (4.5.20) e

+oo
/ |1b(t)]|dt < +o0, (4.5.27)

0
entao todas as solugoes de (4.2.1) sao limitadas.
Dem. Seja ¥(x) uma matriz fundamental do sistema diferencial (4.2.3).
Como cada solucao de (4.2.3) ¢ limitada, tal como no Teorema 4.5.12, || ¥ (z)]|
e ||[¢7!(x)|| sdo ambas limitadas em [z, +oo[. Entéo existe uma constante

finita, definida como em (4.5.23). Portanto, para qualquer solugao u(z) de
(4.2.1) que verifique u(zo) = u°, a igualdade (4.2.16) permite obter

Ju@)] < e[ v - eop|+¢ [ o) dr

A prova fica concluida por (4.5.27). =
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4.6 Estabilidade de solugoes

E de particular importancia analisar condicdes de regularidade para
que a solucdo do problema de valor inicial (4.1.3), u(z, xo, u"), dependa de
uma forma continua de z, o e ©°, no ponto (ZL’,:L'(),UO) , para x num certo
intervalo finito J = [zg, 2o + ] . Ou seja, uma pequena variagio em u°
origina uma pequena alteragiao nas solugées u(z, 2o, u’) de (4.1.3).

Esta circunstancia é, em regra verdade no caso continuo e com um in-
tervalo limitado [zg, zo + a].Contudo o mesmo nao acontece se se substituir
este intervalo por um nao limitado, por exemplo, [xg, +00[, como se pode
verificar, a titulo de exemplo, no problema de valor inicial

v =ay, y(0)=yo, (4.6.1)

cuja unica solugao é y (x,0,y9) = yo e**. Designando as respectivas variagoes
por |Ay| e |Ayg| tem-se

Ayl = |y (x,0,90 + Ayo) — y (z,0,10)| = [Ayo| e**

para > 0. Assim, se a < 0 tem-se que |Ay| = |Ayp| e** < § sempre que
|Ayo| < 6. Mas, se a > 0 o valor de |Ay| — +o0 quando  — 400 por muito
pequeno que seja |Ayol.

Uma solugio u(x,zg,u’) do problema de valor inicial (4.1.3), definida
em [xg, +00|, diz-se estdvel se pequenas variacoes em 1’ originam apenas
pequenas mudangas nas solugoes de (4.1.3), para © > . Caso contrério a
solucao u(z, zg, u’) diz-se instével.

Assim a solugao y (z) = yo €®* do problema (4.6.1) é estdvel para a < 0
e instavel para a > 0.

As préximas definigoes tipificam os comportamentos das solugoes:
Definigdo 4.6.1 Uma solucio u(xz) = u(x,z0,u’) do problema de valor

inicial (4.1.3) diz-se estdvel, se, para cada € > 0, existe 6 = d(g,x9) > 0
tal que HAUOH < & implica que Hu (:E,.’EU,UO + Auo) —u (CL’,ZE(),’U,O)‘ < e.

Definigdo 4.6.2 Uma solucio u(x) = u(x,z0,u’) do problema de valor
inicial (4.1.3) diz-se instdvel se nao for estdvel.

Definigao 4.6.3 Uma solucio u(x) = u(x,z,u’) do problema de valor
inicial (4.1.3) diz-se assimptoticamente estdvel se é estdvel e existe §o >
0 tal que HAuOH < &g implica

Hu (x,a:o,uo + Auo) —u (x,xo,uo) H — 0 sex — +o0.



162 CAPITULO 4. SISTEMAS DE EDO

Estas definigoes foram introduzidas por A. Lyapunov em 1892, pelo que
uma solugao estdvel também se pode designar como estdvel no sentido
de Lyapunov.

4.7 Sistemas auténomos planares

O sistema de equagoes diferenciais diz-se auténomo se a fungao g(z, u)
for independente de z. Assim um sistema auténomo bidimensional ou
planar ters a forma

/
uy = g1(ug,u

1= g1 (un, ) (4.7.1)
uy = ga(u1,uz).

Para estes sistemas admitir-se-d4 que quer as fungoes g; e go, quer as suas
derivadas parciais sao continuas num dominio D do plano ujus. Por-
tanto, para qualquer ponto (u{,u3) € D o sistema diferencial (4.7.1), com
as condigoes uy(wo) = ud, uz(zo) = uy, tem uma unica solugdo num certo

intervalo J que contenha xg.

O estudo dos sistemas auténomos planares (4.7.1) tem um duplo inter-
esse: por um lado eles modelam um grande niimeros de processos dindmicos
em véarios ramos da Ciéncia e, por outro lado, o comportamento qualitativo
das respectivas solugoes pode ser ilustrado geometricamente no plano wujus.

O primeiro resultado é vélido para estes sistemas e nao é necessariamente
verdadeiro para os sistemas nao auténomos:

Teorema 4.7.1 Se u(x) = (u1(x),uz(z)) é uma solugao do sistema difer-
encial (4.7.1) no intervalo |a, B[, entao, para qualquer constante ¢, a fung¢ao
v(z) = (ur(z + ¢),uz(x + ¢)) é também uma solug¢ao de (4.7.1) no intervalo

lao—¢, B —c|.

Dem. Como v'(z) = v/ (x + ¢) e v/(x) = g (u(z)) entdo
v(z) = (z+c) = g(v(z)),

pelo que v(z) é também uma solucdo de (4.7.1). =

No dominio D do plano ujus qualquer solugao de (4.7.1) pode ser en-
tendida como uma curva dada na forma paramétrica, u(x) = (u1(x), uz(x)),
com x como parametro.

A curva u(z) ¢ designada por trajectéria, érbita ou caminho de
(4.7.1) e ao plano ujuy chama-se plano de fase. Portanto, pelo Teo-
rema 4.7.1, para qualquer constante ¢, as curvas u(x) = (ui(x), ua(z)), com
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z €la, B[, e v(z) = (u1(z + ¢),u2(x + ¢)), com = €|a — ¢, B — ¢[, que sdo
solugoes distintas de (4.7.1), representam a mesma trajectoria.

Teorema 4.7.2 Por cada ponto (ud,u3) € D passa uma tnica trajectéria
do sistema diferencial auténomo (4.7.1).

Dem. Suponha-se, por contradi¢ao, que existem duas trajectérias difer-
entes, (u1(z),uz(x)) e (vi(z),v2(x)), que passam por (uf,u)). Entdo, pela
unicidade de solucdo dos problemas de valor inicial, ui(zo) = ud = vi(z1) e
us(zo) = uy = vo(z1), com g # 1.

Pelo Teorema 4.7.1, ul(x) := u1(z — 21 + x0) € ud(x) := uz(z — 1 + z0)
é também uma solugao de (4.7.1). Como ui(z1) = ui(zo) = u§ = vi(z1) e
ud(z1) = uz(wg) = u = va(w1), entdo, pela unicidade dos problemas de valor
inicial, tem-se que ul(z) = v1(z) e ul(z) = va(z). Portanto, (ui(z),u2(z)) e
(v1(z),va(z)) sdo parametrizagoes diferentes que originam a mesma trajec-
téria. ®

Exemplo 4.7.3 O sistema diferencial

u) = ug
uh = —uy
tem infinitas solugoes
ui(z) = sen(z+c)
uz(xz) = cos(z +¢),

com 0 < ¢ < 2w, x € R, mas que representam a mesma trajectéria: a
circunferéncia unitdria u3 +u3 = 1.

Definicao 4.7.4 Ao ponto (uf,u3) € D, onde as funcées g1 e g2 se anulam
simultaneamente, chama-se ponto critico de (4.7.1) (ou ponto de equi-
librio, ponto estaciondrio ou ponto singular).

Um ponto critico (ud,u) diz-se isolado se ndo existir mais nenhum ponto
critico numa certa vizinhanca de (u, u3).

De ora em diante por ponto critico designar-se-4 um ponto critico isolado.
Exemplo 4.7.5 No sistema

uy = aiul + apus (4.7.2)

!
Uy = A21U1 + A22U2,

com ajiagy — aigaz # 0, existe apenas o ponto critico (0,0) em R2.
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Exemplo 4.7.6 No péndulo simples nao amortecido dado pelo sistema

up = ug

uy = _9 sen(u1),

L

existem uma inifinidade de pontos criticos, dados por (nm,0), n € Z, em R2,

Se (u,u9) é um ponto critico de (4.7.1), entdo efectuando a substituicio
VT = U1 — u?
Vo = U9 — ug

transforma-se (4.7.1) num sistema equivalente com (0, 0) como ponto critico.
Assim, sem perda de generalidade, considerar-se-4 (0,0) como ponto critico
de (4.7.1).

Uma técnica possivel para estudar o sistema diferencial (4.7.1) na vizin-
hanca do ponto critico (0,0) é aproximé-lo por um sistema linear da forma
de (4.7.2), na expectativa de que essa "boa"aproximacao fornega solugoes,
que sejam também "boas"aproximagoes das solugdes de (4.7.1).

Por exemplo, se o sistema (4.7.1) fosse escrito como

u’l = ajiui + apus + hy (ul, ’LLQ) (4.7.3)

!
uy = agul + ageus + ho(ug,usz),

com h1(0,0) = ha(0,0) =0e

. hi(ur,ug) . ho(u1,ug)
hmoﬁ = hmoﬁ =
Ul — ul—
u;—>0 uy + uj u;_}() uy + uj

entao, pela teoria de estabilidade estudada nas secgoes anteriores, ter-se-ia:

Teorema 4.7.7 (i) Se a solugio nula de (4.7.2) é assimptoticamente es-
tavel entao a solugio nula de (4.7.3) também é assimptoticamente estdvel.
(ii) Se a solugdo nula de (4.7.2) é instdvel entao a solu¢io nula de (4.7.3)
também é instdvel.

(iii) Se a solugao nula de (4.7.2) é estavel entao a solugao nula de (4.7.3)
pode ser assimptoticamente estdvel, estdvel ou instdvel.

Se no sistema diferencial (4.7.1) as funcoes g1(ui,u2) e ga(u1,us) ad-
mitirem derivadas parciais de 2% ordem continuas na vizinhanca do ponto
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critico (0,0), entao pela Férmula de Taylor, o sistema (4.7.1) pode escrever-
se na forma de (4.7.3) com

991 92
ai = 9u; =——(0,0), a2 = Dty Buy (0,0), ag = Dy

e (u7,ug) é um ponto critico de (4.7.1), ent@o a fungao constante u(x) =
Se (u9,ud) ¢ to critico de (4.7.1), entdo a funga tant
(uf,u9) & solugdo de (4.7.1) e, pelo Teorema 4.7.2, nenhuma trajectéria pode

passar pelo ponto (ul, u)).

(0 0), a1 = (0 0).

O esquema de todas as trajectdrias de um sistema designa-se por retrato-
fase do sistema e desde que as solugoes de (4.7.2) possam ser determinadas
explicitamente entao pode ser obtida uma descricao completa do seu retrato-
fase. Como a natureza das solugoes de (4.7.2) depende dos valores proprios

da matriz
A= [ ai; a2 } :

ou seja, das raizes da equacao
A — (a11 + ag2) A + ariaze — azarz = 0, (4.7.4)

entdo o retrato-fase de (4.7.2) depende quase inteiramente das raizes A\; e
Ao de(4.7.4).

Assim, analisam-se em separado vérios casos:

Caso 1: )\{ e )y sao valores proprios reais, distintos e com o
mesmo sinal

Designando por v! e v? os correspondentes vectores préprios entdo, pelo
Teorema 4.3.1, a solucao geral de (4.7.2) é dada por

’LLl(LB) U% :| AT |: U% :| poY
=c e +c et 4.7.5
{w(m)] [ ?| 03 (4.7.5)
com cq,c2 € R.

Suponha-se que A; > A2 (0 outro caso ¢ andlogo).
Se A2 < A1 < 0 entdo todas as solugoes de (4.7.2) tendem para zero
quando x — 400, pelo que o ponto critico (0, O) é assimptoticamente estdvel.

No caso de ¢; = 0 e ¢ # 0 obtem-se ug = 2u1, isto é, as trajectérias sao
linhas rectas com declive % Analogamente, se ¢; # 0 e co = 0 tem-se a
recta ug = 2u1 Para obter outras trajectérias considere-se c¢; e co ambos
diferentes de zero. Entao

us(z)  cvieM® 4 cpudete® cwg + cpv3eP2—A)e

_ _ (4.7.6)
ui(z)  cuieM® +cquiet® el 4 cgvZePe—A)z?
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tende para Z—% quando z — 400, pelo que todas as trajectérias tendem
1

para (0,0) quando z — +o00. Do mesmo modo, quando z — —oo todas as

2
. L, . . . . . v,
trajectérias se aproximam assimptoticamente da recta de declive 3.
1

Retrato-fase para Ao = —4 e A\ = —1

02

Esta situagao pode ser ilustrada para um declive -3 = V2 pela figura
1

seguinte, na qual o ponto critico se designa por né estavel.

2

. , . .

Trajectorias para —% =
U1

S

Grafico de uy(x)
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Se 0 < Ay < Aj ent@o todas as solugbes ndo triviais (4.7.2) tendem
para infinito quando x — 400, pelo que o ponto critico (0,0) é instavel.

As trajectérias sdo como no caso Ay < A\; < 0, mas com sentidos opostos.

2
uando  — —o0, as trajectérias tendem para (0, 0) com declive -2 e quando
N p seq
1

2
. . . v
r — +00 aproximam-se assimptoticamente da recta us = U—éul. Neste caso
2
o ponto de equilibrio (0,0) é designado por né instavel.
Caso 2: )\ e )2 sao valores préprios reais, distintos e com sinais
opostos

A solugao geral do sistema (4.7.2) é também dada por (4.7.5). Considere-
se que Ay < 0 < Aj1. Se ¢; = 0 e ¢cg # 0 entdo tem-se, tal como no primeiro

2
v

caso, uz = _3uy e, tanto u1(x) como ug(z), tendem para zero quando = —
1

+00. .

Sec; #0ecy =0 entdao ug = Z—?ul, ui(z) e ug(z) tendem para infinito
quando r — 400 e aproximam-se de zero quando x — —o0.

Se ¢1 e ¢p sdo ambos nao nulos entdo, por (4.7.6), Z—f tende para %
quando z — +oo. Portanto, as trajectérias aproximam-se assimptotica-
mente da recta com declive %, quando x — +00. De modo andlogo, quando

2
. 4. . ~
xr — —00, as trajectérias tendem para a recta us = v—%ul. Ambas as fungoes,
1

ui(x) e ug(x), tendem para infinito quando x — +oc.

Uz Ly

| | N/ I | .
2 -1 N 1 ? Uy
A
F
;”I
N
Trajectorias para Ao = —1, Ay =3 Grafico de uy(x)

Este tipo de ponto critico chama-se ponto de sela e é um ponto critico
instavel.
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Caso 3: \{ == A

Pelo Teorema 4.3.4, a solugao geral do sistema (4.7.2) é da forma

[ Z;Eg ] = [ 1+ (6;121133— Az ] e 4 ey [ - (3212256_ Ve A (4.7.7)

com ci,cy € R.

Se A < 0, u1(z) e ug(x) tendem para zero quando x — 400 pelo que o
ponto critico (0,0) de (4.7.2) é assimptoticamente estdvel. Por outro lado,
por (4.7.7),

ug(z)  ca+[agicr + (a2 — A\ co)

Ul(x) - c1+ [a12c2 + (all — )\) 01] Tz (4.7.8)

Em particular, se aj2 = ag1 = 0 e a11 = age # 0, pela equagao (4.7.4)
tem-se A\ = ay; = ag9. Assim a razdo anterior reduz-se a z—i = %7 pelo
que todas as trajectorias sao linhas rectas com declive E—f Nesta situagao o
campo de direcgoes é dado pela figura seguinte e a origem designa-se por né

proprio estavel.

N, e P o S T e e

T o el
i T e
P g

?:
1

|

FLFEL

A=a11 = ax

No caso geral, quando = — %00,

ug(z) _, Ga1c1 + (aga — A) c2 as1

ui(z)  azea+ (a1 — A apg — A
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pois, pela equacdo caracteristica, (aj; — A) (a2 —A) = aj2a9;. Portanto,

quando = — =00, todas as trajectérias sao assimptdticas com a recta ug =

al“fi su1- A origem diz-se entao um né impréprio estavel.

Se A > 0, todas as solugoes tendem para 400 quando x — +0o0 e o0 ponto
critico (0,0) de (4.7.2) é instdvel. As trajectérias sao andlogas as do caso
A < 0 excepto no sentido do movimento que é o inverso, como se ilustra na
figura seguinte.

z Ly

1 1 :ﬁ(/
| | H" | | |
i -1 _11\ 1 2 Uy ] \ \j\z %

Trajectorias para A =2 Gréfico de ui(z)

Caso 4: )\ e A\ sao nimeros complexos conjugados

Designe-se A\ = a + 18 e Ay = a — i3 e considere-se § > 0. Se o vector
préprio da matriz A, correspondente a A1, for v = v1 + tvg, entdo a solugao
do sistema (4.7.2) pode ser escrita como

w(@) = el (4 +ivy) = €2 (cos(Bx) + isen(Bz)) (v1 + iva)
= e (v1cos(Bz) — vesen(fx)) + 1™ (visen(fz) + va cos(fx)) .
Pelo Exercicio 4.3.8,

ui(z) = e** (v cos(Bx) — vasen(fx))

ug(z) = e (visen(Bz) + va cos(fx))

sdo duas solugoes reais, linearmente independentes de (4.7.2). Além disso
toda a solugao de (4.7.2) é forma

u(z) = crur(z) + coua(z),
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que, pelas propriedades trigonométricas pode ser escrita como

ui(x) = rie®* cos(fx — d1)

ug(x) = ree™” cos(fx — 02), (4.7.9)

com ry > 0, ro >0, 1 e 02 constantes.

Se a = 0 as funcoes ul( ) = 71 cos(Bx—01) e ug(x) = rg cos(fx — dz) sao
periddicas, de perlodo , € limitadas. Cada trajectéria comeca num ponto

(ul, u2), parax = z*, e regressa ao mesmo ponto quando x = z* +2 7‘ Entao
as trajectorias sao curvas fechadas em torno do ponto critico (0,0), que é
estdvel, mas nao assimptoticamente estdvel, e que se designa por centro.

Uz

\ ,ﬂf‘ AN ﬁ, }
Ty nf}“‘{ ;1:5;“‘-“' AT

i
] Y A "rll"';"., W N"“,f"""u Y “'ﬂk '}"'\fx
‘“""IIII\.:‘I b I"‘-q.r" WA WYY

.
&

Centro Grafico de up(x)

Se o < 0 o factor e** transforma as curvas fechadas simples em espirais.
Isto acontece porque o ponto

fica mais préximo da origem que (u; (0),u2 (0)). Neste caso o ponto critico
(0,0), que é assimptoticamente estdvel, designa-se como um foco ou
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ponto de espiral.

Uz Hys

_2 i1 = 2 Uy 2

eI

=ol

Foco estavel (o < 0) Gréfico de ui(x)

Se a > 0 todas as trajectérias de (4.7.2) sdo espirais que se afastam
da origem, quando x — +o00. Neste caso o ponto critico (0,0) é instavel e
designa-se por foco instavel.

Os casos anteriormente estudados podem ser resumidos no teorema:

Teorema 4.7.8 Sejam A1 e Ao 0s valores préprios da matriz A do sistema
diferencial (4.7.2). O comportamento das suas trajectérias, na proximidade
do ponto critico (0,0), caracteriza-se por:

1.
2.

o

NS G

nd estdvel, se A1 e Ao sao reais, distintos e negativos;
nd instdavel, se A\1 e Ao sao reais, distintos e positivos;

ponto de sela (instdvel), se \1 e Ao sao reais, distintos e com sinais
contrarios;

no estdvel, se A1 e Ao sao reais, iguais e negativos;
no instdvel, se \1 e Ay sGo reais, iguais e positivos;
centro estdvel, se A1 e Ay sdo tmagindrios puros;

foco estdvel, se \y e Ay sao complexos conjugados com a parte real
negativa,
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8. foco instdvel, se A\1 e Ay sGo complexos conjugados com a parte real
positiva.

Um esquema da andlise da estabilidade do sistema (4.7.2) pode ser
ilustrado pela figura seguinte, definindo p := Tr(A), ¢ := det(A) e A =
2
p” —4q.

q
Asymp. stable, spiral point [ Unstable, spiral point

e
(%) Stable ((ta))
W) CEnter e &

' P 55?' A-pt-_dg-0

Unstabls

Asymp, stable
¥R A=pl-dge0 P\ node

naode

LInstable, saddle paint

A-pP-d4g0 _)22(

Diagrama de estabilidade de (4.7.2)

O comportamento do sistema diferencial (4.7.2) perto da origem também
determina a natureza das trajectérias do sistema nao linear (4.7.3), na
vizinhanga do ponto critico (0,0).

Teorema 4.7.9 No sistema diferencial (4.7.2), sejam A1 e Ao o0s valores
préprios da matriz A. Entdo:

1. O sistema diferencial nao linear (4.7.3) tem o mesmo tipo de ponto
critico na origem que o sistema linear (4.7.2), quando:

(i) M1 # A2 e (0,0) é um né do sistema (4.7.2);

(ii) (0,0) é um ponto de sela de (4.7.2);

(iii) Ay = A2 € (0,0) ndo é um nd préprio do sistema (4.7.2);
(iv) (0,0) é um foco de (4.7.2).
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2

2. A origem nao é necessariamente o mesmo tipo de ponto critico nos
dois sistemas. Mas :

(1) se Ay = A2 € (0,0) é um né préprio do sistema (4.7.2), entao (0,0)
é, ou um nd, ou um foco do sistema (4.7.3);

(ii) se (0,0) é um centro do sistema (4.7.2), entio (0,0) é, ou um
centro, ou um foco do sistema (4.7.3).

Exemplo 4.7.10 O sistema diferencial ndo linear

!/
uy =1 —uu
L 12 (4.7.10)
tem como pontos criticos (1,1) e (—1,—1).
No primeiro caso, com as mudancas de varidvel vi = u1 — 1 e vo = ug — 1
obtem-se um novo sistema

vi=1—(v1+1)(va+1)=—v1 —v2 — V102

vy = (v +1) — (v 4+ 1) = vy — 3vg — 303 — 3. (4.7.11)
Este dltimo é um caso particular de (4.7.8) com hy(vi,v2) = —v1v2 € ha(v1,v2) =
—3v2 —v3 e que verificam
i hi(vi,v2) i ha(v1,v2)
ooVt BTV
O sistema linear associado a (4.7.11) é
U= e (4.7.12)

vy = V1 — 302,

-

tem os valores proprios A\ = Aa = —2, e a solugdo nula do sistema (4.7.12)
é assitmptoticamente estdavel. Pelo Teorema 4.7.7, a solu¢ao nula do sistema
(4.7.11) também é assimptoticamente estdvel. Entdo o ponto critico (1,1)
do sistema (4.7.10) é assimptoticamente estdvel.

Por outro lado, pelo Teorema 4.7.8, a solu¢do nula do sistema (4.7.12) é
um ndé estdvel e, pelo Teorema 4.7.9, a solug¢do nula do sistema (4.7.11)
é também um né estavel. Logo, o ponto critico (1,1) de (4.7.10) é um né

onde a matriz
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estdvel.

De modo andlogo, para o ponto (—1, —1), utiliza-se a substitui¢ao v = ujs+1

e vo = ug + 1 para obter o sistema

v]=1— (v —1)(v2a—1) =v1 +v2 — v1v2

vh = (vi — 1) — (v2 — 1)® = v1 — 3va + 303 — 3.

O sistema linear associado é

V] =1 + 02
!/
Vy = U1 — V2,

-

e a matriz

(4.7.13)

(4.7.14)

tem os valores proprios Ay = =1 ++v5 >0 e Ay = —1 — /5 < 0. A solugio
nula do sistema (4.7.14) é um ponto de sela instdvel. Para o sistema nao
linear (4.7.13), a solugao nula também é um ponto de sela instdvel. Entao
o ponto critico (—1,—1) do sistema (4.7.10) é um ponto de sela instavel.
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4.8 Exercicios

1. Resolva pelo método das aproximacoes sucessivas de Picard os pro-
blemas:

y @) = [ ul@),d (@), .. u" D (@)
y(@o) = wo, ¥ (w0) =y1, .y (x0) = Y1
é equivalente & equacgao integral

n—1

y(@) =Y ( —i!m)zyﬁ (n_l i /x(x—t)n—lf(t,y(t),y/(t), oy ™D (8))

=0 0

3. Considere a equagao diferencial linear homogénea

y™ +ppa(2)y™ ) + .+ poy = 0. (4.8.1)

Mostre que:

a) Se y(z) é solugao de (4.8.1) e a fungao vectorial u(x) é definida
por u'(z) =y (x), i =1,...,n, entdo v’ = A(z)u, com

0 1 0o ... 0
0 0 1 ... 0
A(z) = : ;
0 0 0o ... 1
| —Po —P1 —D2 —Pn—1 |

b) Se yi(z), 1 < k < n, sdo n solugoes de (4.8.1), entao

uk(as) = (yk(x),yg(:z), ...,y,(cnfl)(x))T, 1<k<n,

verifica o sistema v’ = A (z) u;

c) W(ul,...,u™)(z) = W(ul,...,u")(zo)e” iy @)t
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4. Justifique que a matriz, de ordem n, ®(z,t) em (4.2.15) verifica as
relacoes:

a) G (1) );

( ) —®(x, 1) A(t);
c) <I>( =1+ [ A(s)®(s,t)ds;
d)q)(w —I—i-ft O(x,8)A(s)ds

5. Um controlador de malha aberta pode ser escrito na forma

Az)®(z, t

u = Au+by(z), z(z)=clu+dy(z),

sendo y(z) e z(x) fungdes escalares e d uma constante (escalar). Neste
contexto y(x) é o input conhecido e z(x) o output desconhecido.
Se u(0) = u° & dado, prove que:

a) u(z) = eAru 4 [ A Dby(r)d;

b) z(z) = cle?™u® + dy(x) + [ (T'eA@=0b) y(t)dt.
A funcdo h(t) = c'eA@Hp designa-se por impulso de resposta do
controlador.

6. Determine a solugao geral dos sistemas diferenciais nao homogéneos:

a)u’:[O 1}14—1—- v

3 4 =

(o1 1 1] ¢
b)u=| 1 -1 1 |u+]| e |;

11 1| 1

[ 2 1 -2 2—z
cu=|-10 0 |u+ 1

11 1 -z

7. Resolva os problemas de valor inicial:

a) u = 1 3 u, wui(0) =-2, uz(0)=1;
1 0 O 0

b) ul — 2 1 -2 u + 0 ) ul(o) = 0’ UQ(O) = 17
3 2 1 e* cos 2z
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2 1 -1 0
c) u = -3 -1 1 u + T y Ul(O) = 07 u2(0) = 3’
9 3 —4 0

U3(0) =0.

8. Duas matrizes de ordem n, A e B, dizem-se semelhantes se, e s6 se,
existir uma matriz ndo singular P tal que P~1AP = B.
Prove que:

a) v(z) é solugao do sistema v = Bv se, e s6 se, u(r) = Pv(x),
sendo u(z) uma solucao do sistema (4.2.12).
b) e4? = peBrp—1,

9. Na equagao
y' = ay + senzw,
discuta a existéncia de uma tnica solugao periédica nos casos:
a) a =0;
b) a > 0;
c) a<0.

10. Verifique que a equagao
Y =y cos’x

2

nao admite solucbes periédicas, apesar da fungao cos®z ser periédica de

periodo .

11. Considere a equagao y” 4+ y = sen(2z).
a) Mostre que y(z) = —sen(2z) é uma solugao periddica;
b) Prove que a equacdo y” + y = 0 admite também solugdes per-
iédicas nao triviais;
c) Este exemplo contradiz o Corolério 4.4.2 7

12. Sejam y1(z) e y2(z) duas solugoes da equagao
' +p(@)y =0,
com p(z) uma funcdo continua e periédica de periodo w, tais que
y1(0) =1, 41(0) =0, y2(0) =0, y5(0)=1.

Justifique as afirmacoes:

a) O Wronskiano W (y1,y2)(z) = 1, para qualquer = € R.
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b) Existe pelo menos uma solu¢ao periédica nao trivial y(x) se e s6
se y1(w) + y5(w) = 2.

c) Existe pelo menos uma solugdo anti-periédica nao trivial y(z),
isto &, y(z + w) = —y(z), Vo € R, se e 6 se y1(w) + yh(w) = —2.

13. Considere a equagao diferencial de 2* ordem
y" +p(x)y =0 (4.8.2)
e uma perturbagao
2"+ (p(x) + g(x)) 2 =0, (4.8.3)

onde p(x) e q(z) s@o fungdes continuas em [xg + 0o|. Prove que se todas as
solugbes de (4.8.2) sdo limitadas em [zg + oof e f;g(’o lq(t)|dt < 400 entao
também todas as solugbes de (4.8.3) s@o limitadas em [z, +00].

14. Na equac@o (4.8.2) considere-se p(z) uma fun¢do mondtona com
p(z) — +o0o quando x — +oo. Mostre que todas as solugoes de (4.8.2) sao
limitadas em [zg, +00].

15. Justifique que todas as solugoes das seguintes equagoes diferenciais
sdo limitadas em [zg, +00l:

a) y”—i—(l—i—ﬁ)y:O
b) y"—l—?y’—i—(l—i—ﬁ)yzo.

16. Prove que nao existem solugoes limitadas para a equacao

y”—i— (]. + H:EZ) Yy =CosT, TE [0,+OO[

17. Considere no sistema (4.2.3) a matriz A(x) dada por

—x 0 0 —e® —1 —cosx
(i)A(x)=| 0 -z 0 , (i) A(z) = 1 —e* 2
0 0 —z2 cosx —x2 —e3T

Mostre que, em qualquer dos casos, todas as solugoes de (4.2.3) tendem
para zero quando z — +00.

18. Verifique que todas as solugoes do sistema diferencial (4.2.1) com:

Waw=| 75" G| =] e

e T COST
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ﬁ senx 0 ?
(i) A(z) = | —senz 0 x|, blz)= (142)* |
0 —z 0 (1ta)

sao limitadas em [0, 4o0[.

19. Considere o sistema (4.2.12) perturbado na forma
v = Av + g(z,v), (4.8.4)
com g € C ([xg, +00[xR™ R™). Se esta fungao verifica
lg(z, )| < A(z) [l (4.8.5)

com A(z) uma fungdo continua nao negativa em [xg, +00[, mostre que:

(i) Se todas as solugoes do sistema (4.2.12) sao limitadas e f:;goo A(t)dt <
+oo entdo todas as solugbes de (4.8.4) sao limitadas.

(ii) Se todas as solugoes de (4.2.12) tendem para zero quando = —
+o0 e liz_n A(z) = 0 entao todas as solugoes de (4.8.4) tendem para zero
T—T00
quando z — 400.

20. Se o sistema (4.2.3) for também perturbado por uma funcao g €
C ([xo, +oo[xR™, R™), isto é, na forma

v = A(z)v + g(z,v), (4.8.6)

e se a fungdo g verifica (4.8.5) com f;goo A(t)dt < 400, prove que sao ver-
dadeiras as proposigoes:

(i) Se todas as solugoes do sistema (4.2.3) s@o limitadas e se verifica
(4.5.20) entao todas as solugoes de (4.8.6) sao limitadas.

(ii) Se todas as solucoes de (4.2.3) tendem para zero quando x —
+00 e se verifica (4.5.24) entao todas as solugoes de (4.8.6) tendem para zero
quando z — 400.

21. Analise a estabilidade, a estabilidade assimptdética ou a insta-
bilidade das solugoes triviais dos seguintes sistemas:

/__O 1 .
.':1)u—__1 0|
'_1 _6296
! .
b)u—_0 1 ]u,
-1 -6 -5
cu=|0 1 0 |u
0 0 1
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22. O movimento de um péndulo simples amortecido ¢ modelado
pela equacao
v, k9
0"+ —0 + = senf =0,
m L

que é geralmente "linearizado"na forma

ko, 9
0"+ —0'+=6=0. 4.8.7
to0+ T (4.8.7)
Escreva a equagao (4.8.7) na forma de sistema e analise a sua estabilidade.

23. Indique o tipo de estabilidade do ponto critico (0,0) em cada um
dos sistemas lineares e esboce o respectivo retrato-fase:

2) u) = —2uj + ug
uh = —buy — 6ugy
b) uy = dug +ug
uh, = 3uy + 6ug
/
ul = U
c) { uh = 2up —ug
!
up = —2u1 — dug
d) { uh = 2uj + 2us.

24. Calcule todos os pontos criticos dos sistemas diferenciais e indique
a sua natureza:

a) ufy = —uf+4ud
Uy, = 2ujug —4ug —8

b) uy = w1 (2ug —up +5)
uy = ud+ud— 6u; — Sus.

25. Mostre a existéncia de solucgoes periddicas nao triviais em cada um
dos sistemas:

up = 2uy — 2up — ug (uf + uj)
a)
uhy = 2uy+ 2uy — up (uf + uj)
’ - B ul(u%—l—u%—l)
IV
b
) u2 (u2+u271)
uh = —up — —F—=2—-

A /u%—i—u%
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4.9 Actividades

Actividade 1:

1.1. Defina-se o conjunto

n—1
Ql = {(x7¢07"'7¢n—1) : ’.% - xo’ <a, Z ’¢Z _yZ’ < b}

=0

e considere-se que f (:E, Dos - gbn_l):

(i) é continua em 1, pelo que existe M > 0 tal que

S;)lp ‘f (x7¢07"-7¢n—1)| < M;

(ii) satisfaz uma condigao de Lipschitz uniforme em €, isto é, para
(,r, o5 - gbn,l) , (;E, Yo, ...,T/Jnfl) € () existe uma constante L > 0 tal que

n—1
|f (@, G0 s 1) = F (2,005 s V1) | S LD [y — -
i=0
Prove que o problema

y™ = f (w,y,y’, ---7y("‘1))
y(z0) = yo, ¥ (0) = Y1,y ¥V (@0) = Y1,

tem uma tnica solu¢ao no intervalo definido por

| | < h:=mi b
T —T =min4a

0F = "My |
com My =M +b+ S04 |yl .

1.2. Sejam u(z), v(z) e w(z) solugdes da equagao diferencial y” +y =0
que verificam, respectivamente, as condicoes

~

IS

w0) = 1, @/(0) =0, «"(0) =0,
v(0) = 0, v'(0) =1, v"(0) =0,
w(0) = 0, w'(0)=0, w(0)=1.

~—
|

<

I

Sem resolver a equagao diferencial, prove que:
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1.3. A equacéao diferencial
v+ ki y=A cos(kz),

modela o movimento de uma massa suspensa de uma mola, sem atrito e
sujeita a uma forca externa periédica, sendo kg a frequéncia natural do
conjunto e k a frequéncia da forca aplicada.

Se k # ko, uma solugdo particular da equagéo serd

y(z) = k;gilk? cos (kz) .

Logo, se a frequéncia aplicada k se aproximar suficientemente da frequéncia
natural kg, entao a solucao particular terd oscilagoes de grande amplitude
(fenémeno de ressonéncia).

Se k = kg, a solugao particular nao pode ser obtida a partir da expressao
anterior.
Mostre que, neste caso, a solucao particular é dada por

A
y(x) = T z sen (kox) ,

que nao é uma funcao periédica.
Actividade 2:

2.1. O Wronskiano de n fungoes y1(z), ..., yn(x) que sejam (n — 1) vezes
diferencidveis no intervalo J, é definido pelo determinante:

0w
W(yl,---;yn) (iL‘) = y1' yn
"D () D ()

Prove que:
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a) Se W (y1,...,yn) (z) é diferente de zero em pelo menos um ponto
de J, entao as fungoes y1(x), ..., yn(x) sdo linearmente independentes em J.

b) Se as funcgoes y1(z), ..., yn(z) sao linearmente dependentes em J,
entdo o Wronskiano W (y1, ..., yn) () =0 em J.

c) As proposigdes reciprocas de a) e b) nao sao necessariamente
verdadeiras.

2.2. Considere a equagao diferencial
y" +p(z)y =0, (4.9.1)

com [P t|p(t)|dt < +oo.

Prove que:

a) para qualquer solugao de (4.9.1), liT y'(x) existe;
T—1T00

b) qualquer solugao nao trivial de (4.9.1) é assimptética a recta dox +dy,
para certas constantes dg, di nao simultaneamente nulas.

2.3. Na equacao diferencial de segunda ordem
y'+ (1+p(x)y =0,

com p € C! ([xg, +00]),

+o0
lim p(x) =0 e / ‘p/(t)} dt < +o0,

T—T00
+ 0

mostre que todas as solugbes desta equacao diferencial sdo limitadas em
[0, +o0].

Actividade 3:

3.1. Seja f(z,y) uma fungao continua e ndo negativa para ro < r < o+
a, 0 <y < 2b, com a propriedade de que apenas a solugdo y(z) da equagao
diferencial ¥/ = f(x,y), em qualquer intervalo |zg, z1[, com x1 € |xg, zo + af,
para o qual a derivada lateral direita, y/, (zo), existe e

y(zo) = ' (x0) = 0,
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Considere-se ainda uma outra fungao continua e nao negativa fi(z,y)
para zg < ¢ < xg + a, 0 <y < 2b, com f1(x,0)=0e

fl(x7y) Sf(ilf,y), 3575330-

Prove que, para qualquer z1 € |xg, 2o + a], y(x) = 0 é a unica fungao
diferencidvel em [zg, z1[, que verifica

vy = fi(z, 1), wyi(xo) = 0.

3.2. Considere-se f(x,y) nas condiges da alinea anterior e g(x,u) uma
fungdo continua em

Q= {(J:,u) txo <z <x0+a, Hu — uOH < b}
com
lg(z,u) — gz, v)|| < f (2, [lu—wl]), V(z,u), (z,v) € Qy, = # w0.
Mostre que o problema
0

u = g(z,u), wu(zg)=u",

tem, no méximo, uma solugao.



Capitulo 5

Séries de Fourier

Ao longo deste capitulo considerar-se-4 as séries de Fourier de um ponto
de vista prético.

As séries de Fourier, envolvendo termos com senos e co-senos, podem
ser utilizadas para representar fungoes periddicas, numa perspectivar mais
geral. Por exemplo, podem ser aplicadas a fungoes periédicas nao continuas,
algo a que as séries de Taylor nao sao aplicaveis.

5.1 Funcgoes periédicas

Uma funcdo f(z) diz-se periédica no dominio D, se existir um nimero
positivo T' tal que
fle+T)= f(z), YzeD. (5.1.1)

O numero T designa-se por periodo de f(x).

O gréfico de uma fungao periédica f(z) pode ser obtido pela repeti¢ao
do gréfico de f(x) em qualquer intervalo de comprimento 7.

Os exemplos mais familiares sao as fungoes trigonométricas seno, co-seno,
tangente,...

As fungoes constantes f(x) = k (k € R) sdo fungoes periédicas, para
qualquer valor de T > 0.

Como

fla+2D) = f(@+T)+T) = f(@=+T) = f(2),

entao, para n € Z,
f(z+nT)= f(x), VzxeD.

Assim 2T, 3T, ... sdo também periodos de f(z).

185
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Se f(x) e g(x) sao fungodes periddicas, de periodo T', entao a fungao

h(z) = af (z) + By(),

com «, 8 € R, também é uma fung¢éo periédica, de periodo T.

Se uma funcao periédica f(z) tem um periodo minimo 7'(> 0), entao
designa-se por periodo fundamental de f(x).

Para cosz e senz o periodo fundamental é 27w, mas, para cos (2x) e
sen (2z) o periodo fundamental é 7.

As fungoes constantes sdo periédicas, mas nao tém periodo fundamental.

5.2 Séries trigonométricas

O objectivo desta e das préximas secgOes serd o de representar vérias
funcoes de periodo T' = 27, em termos de fungoes simples

1, cosz, senz, cos(2x), sen(2x),..., cos(nz), sen(nzx),.. (5.2.1)
Tal funcao teria o aspecto de
ag + ajcosr + bysenz + ag cos (2z) + bysen (2z) + ...,

onde ag,ay,as, ..., by, b1, ba, ... sao nimeros reais. Utilizando a notagao de
série, pode escrever-se

ap + Z (an cos (nx) + bysen (nz)) . (5.2.2)

n=1

Esta série designa-se por série trigonométrica e os nimeros a, e b,
por coeficientes da série.

Cada um dos termos da série (5.2.2) tem periodo 27.

Entao se a série (5.2.2) for convergente , a sua soma serd uma funcao de
periodo 2.

Assim as séries trigonométricas podem ser utilizadas para representar
qualquer funcao periddica f, com qualquer periodo T' (Séries de Fourier).

A representacao de uma certa funcdo periédica f(x) em termos de co-
senos e senos, estd apenas dependente da determinacao dos coeficientes ad-
equados a f(x). Para tal utilizar-se-4 as Férmulas de Euler.
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5.3 Férmulas de Euler para os coeficientes

Suponha-se que f(z) é uma fungao periédica, de periodo 27, e integravel
nesse perfodo.
Admita-se que f(z) pode ser representada por uma série trigonométrica,

f(z) =ap+ Z (an, cos (nz) + bysen (nx)) , (5.3.1)

n=1

isto &, a série trigonométrica converge e a sua soma é f(x).
Dada uma fungdo f(x) nestas condigdes, pretende-se calcular os coefi-
cientes a,, e b, correspondentes & série (5.3.1).

Calculo de qg

Integrando ambos os membros de (5.3.1) em [—m, 7|, obtem-se
K s

1@z |

—T —T

ap + Z (an, cos (nz) + bysen (n:c))] dx.

n=1

Se for possivel integrar termo a termo (convergéncia uniforme), entao

™ ™ ™

/f(x)dx = 2map + i an/cos (nx) dx + bn/sen (nx) dx

-7 n=1 — -

Como todos estes integrais se anulam, tem-se
1 ™
ap = /f(x)dx (5.3.2)
27

Calculo dos coeficientes a,,

Considere-se m um ndmero natural.
Multiplique-se (5.3.1) por cos (mx) e integre-se em [—m, 7| :

™

/f(:c) cos (mz) dx

—Tr

™

]

—Tr

ap + Z (ap cos (nx) + bpsen (nx)) | cos (mz)dx. (5.3.3)

n=1
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Integrando termo a termo, no segundo membro ficard

™

ao/ cos (mz) dx

—T

T

+ Z an/ cos (nx) cos (mx) dx + bn/sen (nz) cos (mzx) dz

n=1 .

O primeiro integral é nulo.
Aplicando igualdades trigonométricas conhecidas tem-se

™

/ cos (nx) cos (mz) dx

-7
K m

= ;/COS((n+m)$) dz + ;/cos((n—m) r) dx (5.3.4)

—T —T

]sen (nz) cos (mz) dx

—T

= ;/sen((n—i—m)x)dx—i-;/sen((n—m)x)dm.

—T —Tr

m K

Todos os integrais dos segundos membros se anulam excepto o segundo de
(5.3.4), que é igual a ™ quando n = m.

Como em (5.3.3) este termo vem multiplicado por a,,, entdo o segundo
termo de(5.3.3) é igual a ma,,, pelo que

™

ap = 7T/f(ar:) cos (nx)dr, n=1,2,3,... (5.3.5)
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Calculo dos coeficientes b,

Multiplicando (5.3.1) por sen (mz), sendo m um nimero natural fixo,
e integrando em [—m, 7] obtem-se:

T

/f(x) sen (mzx) dx

—Tr

™

-]

—Tr

ap + Z (ap cos (nx) + bysen (nx))] sen (mzx)dz. (5.3.6)

n=1

Integrando termo a termo, o segundo membro da igualdade anterior toma
a forma de

™

ag/sen (mx) dx

—Tr

00 ™ s
+ Z an/ cos (nx) sen (mx) dx + bn/sen (nz) sen (mx) dz
n=1 o g
O primeiro integral é nulo e o mesmo acontece no segundo, para n =

1,2,3,.... No ultimo integral tem-se

™

/sen (nx) sen (mzx) dz

—Tr

= ;/Wcos((n—m)x)d:c—;/ﬂcoss((n—km)x)dm.

O dltimo termo é nulo e a primeira parcela do segundo membro anula-se
para n # m e é igual a m quando n = m.
Substituindo em (5.3.6), obtem-se

™

1
bn = /f(l‘)sen (’I’Ll‘) dx, n= 172737 cee e (537)
7T

Os nimeros dados por (5.3.2), (5.3.5) e (5.3.7) designam-se por coefi-
cientes de Fourier de f(z) e, para estes valores, a série trigonométrica

ag + Z (an, cos (nz) + bysen (nx)),

n=1



190 CAPITULO 5. SERIES DE FOURIER

designa-se por série de Fourier de f(x).
Sublinhe-se que, até aqui, nao hd referéncia ao tipo de convergéngia da

série.
Exercicio 5.3.1 (Onda rectangular)
a) Determinar a série de Fourier correspondente & fungdo
-k, —t<x<0 _
ro={ 3 TS ko e = )

b) Utilize a séria da alinea anterior para encontrar a soma da série

+f(—l)”_l 111
2n+1 =~ 3 5 7 7
n=0

Resolugao:
a) Por (5.3.2) conclui-se que ap = 0.
Por (5.3.5), obtem-se
0 T

/ — kcos (nx) dx + /k cos (nz) dzx
0

—T

an =

3=

Il
3|
N
\
NA
»
@
3
S|~
3
2
_
| o
3
+
| — |
=
»
@
3
3/—\
3
G
—_
o 3
~__—
Il
(@)

De modo andlogo, por (5.3.7),

0 ™
1
b, = — /—k Sen(nx)dx—l-/k sen (nx) dz
T
— 0
_ 1 <{kcos (mj)]o B [kcos (nﬁ)}”)
T n . n 0
k 2k
= —_— 1 — — —_ 1 - 1 - .
— [1 — cos (—nm) — cos (nm) + 1] - [1 — cos (n)]
Como
cos (n) = { —1 , sen impar
1 , sen par
entao

2 , sen fmpar
1 —cos (nn) = { 0 se 1 par
, )
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Assim, os coeficientes de Fourier b,, da funcdo dada serao

4k 4k
by=—, =0, bg=—, by =0,...,
T 3T

pelo que a série de Fourier de f(z) é

4k

. (3z) . (5z)
senx + = + = + ..
gsen (3z) + psen (5z

b) Admitindo que a série é convergente, tem-se

4k 1 1
f(z) = — | senx + <sen (3z) + —sen (5x) + ...
m 3 )
© 4k 1 1 1
T
Nopg="C(1- 4224
f(Q) 7r< 3+5 7+ >’
pelo que

e PR S I S
= 2n+1 3 5 7 4
Este resultado espectacular, que foi obtido por Leibniz em 1673 uti-
lizando argumentos geométricos, ilustra como a soma de algumas séries
numéricas pode ser obtida através do cdlculo de séries de Fourier, calcu-
ladas em pontos especificos.

5.4 Ortogonalidade

As fungoes fi(x), fa(x), f3(x),..., definidas no intervalo [a, b], dizem-se
ortogonais em [a,b], em relacdo a uma fungao peso p(z) > 0, se

b

/p(w) fm(z) fo(x)dx =0, para m # n.

a

Se p(x) = 1 entao diz-se apenas que as fungoes sao ortogonais em [a, b] .
A norma de f,(x) é dada por

b

| ()| = /p<w> ()2 dov

a

As fungoes dizem-se ortonormais em |[a, b] se forem ortogonais em |a, b]
e todas elas tiverem norma 1.
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Exemplo 5.4.1 As fungées fp(z) = sen(nx), n = 1,2,..., formam um
conjunto de fungoes ortogonal em [—m,w|, pois, para m # n, tem-se

™

/sen (nx) sen (mz) dx

—T

™ s
1 1
= 2/cos((m—n)x)da:— 2/008((m+n)x)dx:0.
—T —T
Como
™
I5a@) = [ sen® (no)do =7, (n=1,2,....
entao || fn(x)|| = /7 e o correspondente conjunto ortonormal serd
fol) = sen (nx)7 n=12 . .

N3
Exemplo 5.4.2 O conjunto de fungoes trigonométricas
1, cosz, senx, cos(2z), sen(2x),..., cos(nz), sen(nx),...

¢ ortogonal em [—m,m|, ou, devido & periodicidade, em qualquer intervalo
de comprimento 2.

De facto calculando o integral do produto entre quaisquer duas fungoes
do conjunto, tem-se, para m # n,

/sen (nz) sen (mz)dx =0 ,

/cos (nx) cos (mzx)dx =0
e para quaisquer m,n € N, incluindo m = n,

/sen (nz) cos (mz) dx = 0.

—T
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5.5 Convergéncia uniforme

Quando do estudo de séries de poténcias, foram abordados vérios tipos
de convergéncia, nomeadamente, convergéncia simples e absoluta.

O estudo da convergéncia uniforme é bastante 1til, pois entre outras
propriedades, permite derivar e integrar as séries termo a termo e fornece
informagoes qualitativas sobre a func¢ao soma,...

Para definir a convergéncia uniforme, considere-se uma série cujos termos
sao as fungoes fo(x), fi(x),..., isto é

> fal). (5.5.1)
n=0

E 6bvio que, no caso particular de f,(x) = a, (z — z0)" , se estd perante
uma série de poténcias.

Suponha-se que esta série converge para todo o valor de z num certo
conjunto infinito D. Entao designa-se por s,(z) a soma parcial da série,

sn = fo(@) + fi(e) + ... + ful2),

e por s(z) a sua soma.

O que significa dizer que a série é convergente em D?

Escolhendo * = x7 € D, pela definicao de convergéncia da sucessao
obtida em x1, para um ¢ > 0 dado é possivel encontrar-se um Ny (¢) tal que

|s(z1) — sn(x1)| < e, quando n > Nj(e).

Se se escolher agora zo € D e se proceder do mesmo modo, encontra-se
Ny (e) tal que

|s(z2) — sn(x2)| < e, quando n > Na(e),

e assim sucessivamente. Portanto, dado ¢ > 0, a cada x € D corresponde
um numero N,(e). Este nimero indica-nos quantos termos da sucessao é
necessdrio tomar (qual é o n em s,) no ponto  de modo a que |s(z) — s, (z)]
seja menos que €.

Este valor de n mede a rapidez de convergéncia. Pequenos valores
de N,(g) indicam uma convergéncia répida, enquando valores grandes sig-
nificam uma convergéncia lenta.

Se for posivel tomar um N (¢) maior que todos estes N (), diz-se que a
convergéncia é uniforme:
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Definicao 5.5.1 A série (5.5.1) com soma s(z) diz-se uniformemente
convergente no conjunto D se, para qualquer ¢ > 0, existir N = N(e), nao
dependente de x, tal que

|s(z) — sp(z)| <e, paran > N(e), Vx € D.
Exercicio 5.5.2 Considere a série geométrica
l+z+a?+25+ ..

Mostre que:

a) a série é uniformemente convergente numa bola fechada |x| < r < 1,

b) a série nao é uniformemente convergente em todo o intervalo de con-
vergéncia |z| < 1.

Resolugao:
a) Para x naquela bola fechada tem-se |1 —z| > 1 — 1.
Entao

1 1

<
-z —1—-r
¢ 1
0 n+1 n+
x x
o) ~saloll = | 3 ot =[E] < B
k=n+1

Como r < 1, o ultimo membro é tao pequeno quanto n for grande. Es-
colhendo n suficientemente grande, como este membro nao depende de z,
obtem-se a convergéncia uniforme.

b) Para uns certos valores de K real e n natural, é sempre possivel encontrar
uma bola |z| < 1 tal que

n+1 |x’n+1

= K.
1—r >

X

1—=x

Bastard considerar x suficientemente perto de 1. Portanto nao existe um
nimero N(g) que torne |s(z) — sp(z)| menor que um € > 0 dado, em toda
a bola.

Logo a convergéncia da série geométrica em |z| < 1 nao ¢ uniforme.

Este exemplo sugere que a convergéncia uniforme pode apresentar pro-
blemas na fronteira do intervalo de convergéncia. Para se poder dar uma
resposta a esta hipétese recorde-se alguns resultados sobre convergéncia de
séries:



5.5. CONVERGENCIA UNIFORME 195

Teorema 5.5.3 (Critério de convergéncia de Cauchy) A série uy +
uz + us + ... é convergente se, e so se, para qualquer € > 0, existir N (e) tal
que

|unt1 + . + Untp| <&, paran > N(e) epe N

Teorema 5.5.4 (Convergéncia de uma série de poténcias)Considere-
se a série de poténcias

Z an (x — o)™ . (5.5.2)
n=0

(i) Toda a série de poténcias (5.5.2) converge no centro .
(ii) Se a série (5.5.2) converge num ponto © = x1 # g, entdo converge
absolutamente para todo o valor de x mais prérimo de xg do que T, isto
é, para

|z — zo| < |z —x1].

(iii) Se a série (5.5.2) diverge num ponto x = xa, entdo também diverge
para qualquer ponto x mais afastado de xg que de xs.

Teorema 5.5.5 A série de poténcias (5.5.2), com um raio de convergéncia
R > 0, é uniformemente convergente em todo o intervalo de convergéncia
|z — x| <r <R.

Dem. Para x no conjunto |z — zg| < r e quaisquer naturais n e p tem-se

i1 (= 20)" T 4 angy (@ — 20)"TP| < ana| T o+ Ay TP

(5.5.3)

Pelo Teorema 5.5.4, a série (5.5.2) converge absolutamente se |x — zg| < r <

R. Assim pelo Critério de Cauchy (Teorema 5.5.3), dado ¢ > 0, é possivel
encontrar um nimero natural N(g) tal que

lans1]r™ 4 o4 Janay| TP < e, paran > N(g)ep € N.

Substituindo em (5.5.3) tem-se
ani1 (= 20)" T 4 ey (— x0)" TP < e

Como N(g) é independente de x, tem-se a convergéncia uniforme. m
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Teorema 5.5.6 (Continuidade da funcao soma) Considere-se que a
série de funcoes

3" ful@) = fol@) + frlz) + ...
n=0

é uniformemente convergente no conjunto D e designe-se por f(x) a sua
soma. Se cada um dos termos fn(x) for continuo no ponto xy € D, entio a
fungao soma f(x) também é continua em x.

Dem. Seja s, (x) a soma parcial da série e R, (x) o resto correspondente,
isto é,
Sn:f0+f1+"'+fn € Rn:fn+1+fn+2+u- .

Como a série converge uniformemente, para € > 0 dado, é possivel encontrar
N = N(e) tal que
€
IRy ()| < 3 Va € D.

Por outro lado, sy(x) é a soma de um nimero finito de fungées que sao
continuas em xg € D, pelo que também ¢é continua em xg.
Portanto é possivel ter 6 > 0 tal que

|sn(x) — sn(zo)| < %, Vz € D com |z — x| < 0.

Considerando f = sy + Ry e a desigualdade triangular, para estes valores
de x, tem-se

[f(z) = f(zo)l = [sn(z)+ Rn(z) — sn(zo) — Rn(zo)|
< sn(z) = sn(zo)| + [RBn(2)] + [Rn (20)]
< sHzHz=s

pelo que f é continua em zg € D. m

Exercicio 5.5.7 Mostre que a série

9 x? z? 2

"+ + +
1+a? (14227  (1+22)°

+... (ze€R)

é formada por termos continuos em R mas tem uma soma descontinua.

Resolugao:

A série pode ser considerada como o produto de uma série geométrica

de razao pelo factor 2.

1
1422
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A soma, parcial serd entao

1
5 Tt

(1+ x2>"}
e, multiplicando ambos os membros,

1 1
+ ..+ (1 +22)" + (1+$2)n+1].

1
_1+:c23n

@) =232

Adicionando estas duas expressoes e simplificando, obtem-se

2
x 9 1
_r — 1 —-
1 +x23n($) T |: (1 +$2)n+l:| )
pelo que
sp(x) =1+ z? — 1t

Se  # 0, a soma é
s(z) = lims,(z) = 1 + 22

Se xz = 0, tem-se s,(0) = 1—1 = 0, para qualquer valor de n. Entao s(0) = 0.
Logo a soma é uma fungao descontinua em x = 0, apesar de todos os
termos da série serem fungoes continuas em R.
Assim, pelo Teorema 5.5.6 a série ndo pode convergir uniformemente em
qualquer intervalo que contenha 0, apesar de ser absolutamente convergente.

Este exercicio prova que nao existe nenhuma relagao entre con-
vergéncia absoluta e convergéncia uniforme.

E o reciproco?

Exercicio 5.5.8 Prove que a série

00 k—1
-1 1 1 1
E (2) = — — = + — —... (x€eR)
k:1x+kz ze4+1 x*4+2 x2+3

converge uniformemente em R, mas nao converge absolutamente.em R.

Resolugao:
Pelo Critério de Leibniz para séries alternadas, o valor absoluto do resto
¢ majorado pelo valor absoluto do primeiro termo desprezado. Entao

1 1
|Rn(.’13)| S m < g <€, paran>N(€) Z

m | =
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Como N(g) nao depende de x, tem-se a convergéncia uniforme.
A convergéncia absoluta nao se verifica, pois

0 _1k71
Z( )

k=1

o0

1
— 2+ k

22+ k

k
Para x fixo, é possivel encontrar uma constante 9 tal que

1 o 4]
22+k "k
e asérie § Y 7, 4 ¢ divergente (série harménica).
Assim o facto de uma série ser uniformemente convergente nao fornece
nenhuma informagao sobre a sua convergéncia absoluta.

O "simples"facto de trocar a ordem entre operadores de integragdo e
somas pode conduzir a erros grosseiros.
Veja-se o seguinte caso:

na:2

Exercicio 5.5.9 Considere a sucessao up(r) = nx e ™" e a série de Men-

goli associada
Do fal@) com ful@) = un(z) — up-1(@),
n=1

no intervalo [0,1].
a) Calcule a expressao das somas parciais, a soma f(x) da série e fol f(x)dx.
b) Integre termo a termo e calcule o valor da série obtida.

c) Compare os resultados obtidos nas duas alineas anteriores.

Resolugao:
a) A soma parcial é dada por

Sn = fit.+fa=ur—uptuz—ur+ ... +up — Up_1

= Uy — U) = Up.
A soma sera
f(z) =lim s, (z) = limu,(z) = lim nre " =0,

pelo que

/0 ' f@)dz =0,
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b) Integrando termo a termo e utilizando s, = f1 + ... + f,, tem-se
1

00 1 n 1
Z/o fm(x)dx = HETWW;/O fm(x)dz = ngrfoo Sp(x)dx.

0

1 1 1

lim sp(z)der = lim Up(z)dr = lim nae ™ da
n—-+400 0 n—-+4o0o 0 n—-4o0o 0
.1 “n
= g -em =,

c¢) Como os resultados sao diferentes significa que esta série nao se pode
integrar termo a termo no intervalo [0, 1].

2 2

Em que condicoes é possivel integrar, ou derivar, uma série
termo a termo 7

Teorema 5.5.10 (Integrag¢do termo a termo) Considere-se uma série

S ful@) = fol@) + fi(@) + . = ()
n=0

uniformemente convergente, cujos termos sao funcées continuas em D. Em
qualquer intervalo [a,b] C D, a série

g%/ab fn(z)de = Lbfo(x)dx+/abf1(x)dx+... (5.5.4)

¢é convergente e tem como soma fab f(x)dx.

Dem. Pelo Teorema 5.5.6, a funcao f(x) é continua.
Sejam s, (x) a enésima soma parcial e R,(z) o resto correspondente.
Entao f = s, + R, e, por integracao,

/abf(ac)dm = /ab sn(:c)d:z—k/ab Ry (z)dz.

Como a série inicial converge uniformemente, para qualquer € > 0 dado,
existe N € N tal que

|Rn(z)| < ﬁ, paran > N, Vz € D.
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/abRn(m)dx S/ab|Rn(:L‘)|d:r</abbi

Como R, = f — s, tem-se

/:Rn(ac)dm /abf(a:)d:c—/absn(x)dx

pelo que a série (5.5.4) converge e tem por soma a funcdo indicada. m

Assim

dxr =¢, paran > N.
a

<e, paran> N,

Teorema 5.5.11 (Derivac¢do termo a termo) Considere-se a série
o0
3" fal@) = fol@) + filz) + ... =
n=0

convergente em D e seja f(x) a sua soma. Se a série

S @) = folx) + fi(@) + fala) + .
n=0

for uniformemente convergente e os seus termos funcées continuas em D,
entao

f'(z) = fi(z) + fi(z) + fa(x) + ..., Vo € D.

Uma forma pritica de testar a convergéncia uniforme é fornecida pelo
critério seguinte:

Teorema 5.5.12 (Critério de Weierstrass) Considere a série’y > fn(x)
num conjunto D.

Se existir uma série numérica convergente formada por termos constantes,
Moy + My + My + ... ,tais que

|fu(z)| < M, VYxeD, VneN,
entdo a série inicial é uniformemente convergente em D.

Dem. Exercicio m

Exercicio 5.5.13 A série

2
—n + cosh(n|z|)

¢ uniformemente convergente para |x| < 17
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Resolugao: Como

2
n2

<

n n

" 41 lz|" +1
n? + cosh(n|z|)| ~ 2

ey, % é uma série convergente (série de Dirichlet), a resposta ¢é afirma-
tiva.

5.6 Convergéncia e soma das séries de Fourier

Suponha-se que f(x) é uma fungao periédica dada, de periodo 27, tal
que os integrais referidos nos coeficientes de Fourier existem. Por exemplo
bastard exigir que a funcao seja continua, ou apenas seccionalmente con-
tinua no intervalo respectivo. Seria ainda bastante "agradavel" que as séries
obtidas fossem convergentes e que tivessem por soma f(z).

Nos casos em que as séries de Fourier de f(z) representam de facto f(z),

escreve-se
00

f(z) =ap+ Z (an cos (nx) + bysen (nx)) .

n=1

Quando a soma da série de Fourier de f(x) nao for f(x), ou nao for conver-
gente, nota-se por

f(z) ~ap+ Z (an, cos (nz) + bysen (nx)) .

n=1

O préximo teorema fornece uma classe de fungdes que pode ser repre-
sentadas pela sua série de Fourier:

Teorema 5.6.1 Se uma funcao periddica f(x), de periodo 27, é seccional-
mente continua no intervalo [—m, ] e admite derivadas laterais, esquerda e
direita, em cada ponto do intervalo, entdo a série de Fourier (5.2.2) de f(x)
é convergente.

Além disso, a sua soma é f(x), excepto nos pontos de descontinuidade xy,
em que a soma da série é a média dos limites laterais, esquerdo e direito,
de f(z) em xo.

Dem. A demostracio far-se-d apenas para os casos em que a fungdo

f(z) é de classe C? ([—m, 7).
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Integrando por partes (5.3.5), tem-se

anp = 1/ﬂf(a:)cos(nx)dx

s
-

_ [f(l")'“”@@] : 1 f/(@)sen (nz) da.

nm

O primeiro termo do segundo membro ¢é nulo e, integrando novamente por
partes, obtem-se

S FCTCE /f/f o) .

nem

Pela periodicidade e continuidade de f’(x), o primeiro termo do segundo
membro ¢ nulo Como f”(z) é continua no intervalo de integragio, tem-se
que também ¢é limitada, iso é, existe M > 0 tal que

|f"(z)| < M, Vo € [-m,7].

Como |cos (nz)| < 1, conlui-se que

1|7 oM
la,| = = /f”(a:)cos(nx)dx < /de— POl Vn € N.

De modo andlogo se prova que |b,| < 2 2 ) para n € N. Como cada termo da
série é majorado, em valor absoluto, por n— tem-se

|a0|+2M<1—|—1+++312+312+ >
que é uma série convergente, pelo que a série de Fourier é convergente.

O Critério de Weirstrass garante que, nas hipéteses assumidas, a série é
uniformemente convergente. Assim a derivagdo e integragdo termo a termo
estd legitimada pelo Teorema 5.5.6.

A demonstragao para o caso mais geral de fungdes seccionalmente f(z)
continuas pode se vista, por exemplo, em

A. Zygmund, Trygonometric series, 2nd Ed., Cambridge University Press,
1988. =
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5.7 Fungoes com um periodo genérico 2L

Até ao momento apenas se consideraram fungoes com periodo 27. Con-
tudo os resultados anteriores podem ser aplicados a fungoes periédicas com
periodo diferente.

Uma aplicagao cldssica estd relacionada com a vibragao de uma corda
de comprimento L.

Se a funcao f(x) tiver periodo 2L, entao admite uma série de Fourier
dada por

> nm nw
flx)=ao+ nz_:l (an cos (fa:> + bpsen <fx>) , (5.7.1)
com os coeficientes de Fourier de f(x) definidos pelas férmulas de Euler
. L
ag = 2L/f(x)das, (5.7.2)
-L
) L
nm
an = L/f(a:) CoS (fx) de, n=1,2.23,.., (5.7.3)
L
. L
nm
b, = L/f(x)sen (fx> de, n=1,2,3,.... (5.7.4)
-L

Estas relagoes (5.7.1) até (5.7.4) podem, de facto, ser facilmente demons-
tradas por uma mudanca de escala, isto é, por uma mudancga de varidvel do
tipo v = T, isto &, x = % E imediato que para x = £L corresponde
v = £m. Assim, f , considerada como uma funcao de v, que se designa por

g, ou seja,
f(z) = g(v), (5.7.5)
tem periodo 2.

De acordo com as férmulas dos coeficientes de Fourier entdao obtidas,
tem-se agora, com a nova varigvel,

g(v) =ap + Z (an, cos (nv) + bysen (nv)), (5.7.6)

n=1
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com os coeficientes

1
ag = 2 g('U)d'U,
1 ™
anp = /g(v) cos (nv) dv, (5.7.7)
s
1 ™
b, = /g(v)sen (nv)dv, n=1,2,3,...
™

—T

Aplicando em (5.7.7) uma integragdo por substitui¢ao com a varidvel
T = %, os limites de integragao v = £ ficam = = +L. Assim, por (5.7.5),
tem-se

T L L

1 1 1

a0 = 5 g(v)dv = %/f(x)}idx = 2L/f(a:)d:c
L L

Nas outras expressoes o processo é andlogo.

O intervalo de integracao em (5.7.7) pode ser substituido por qualquer
intervalo de comprimento 2L, por exemplo [0,2L)].

O Teorema 5.6.1 permanece véalido, com alteragoes O6bvias, para um

periodo 2L.

Exercicio 5.7.1 Determine a série de Fourier para a funcao periddica, de
periodo 4,

0, 2<zx<-1
flz)=<¢ k , —-l<z<l1
0 , l<ax<?2

Resolucgao:

] & figiele g0
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Por (5.7.2) e (5.7.3) tem-se

2 1
1 1 k
ag = 4/f(a:)d:1:—4/k:da:—2,
22

-1
anp = ;Zf(x) Cos <$) dr = ;jkcos (?) dr = %sen (%) .

Entao a, =0sen épare

2k

a, = —sen=15,9,..,
nw
2

ap, = ——sen=23,7,11,....
nw

Por (5.7.4), obtem-se b, = 0 para n = 1,2, .... Portanto

flz) = g + % <cos <%$) — %cos <3277$> + %cos (Tx) — )

Exercicio 5.7.2 Calcule a série de Fourier para a funcdo periddica, de
- 27
periodo <,

u(t) = 0 , —L<t<0
| Esen(wt) , 0<t<L.
Resolugao:

Esta fungéo pode ser entendida como uma semi-onda rectificada da si-
nuséide E sen (wt), que anula a parte negativa da onda:

wit) A

oA R AR i

-tlw 0 bia(0) t

Como u = 0 para —L < t < 0, entao

w | E
aoz%/E sen(wt)dt:;.
0
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Utilizando férmulas trigonométricas conhecidas

™

an = w/E sen (wt) cos (nwt) dt
™
0

= L;f/ [sen ((1 + n)wt) + sen ((1 — n)wt)] dt.
0

Se n =1, o ultimo integral é nulo e, para n = 2, 3, ..., obtem-se
wE [ cos((14+n)wt) cos((1—n)wt) w
an = — |- —
N B (RO P i (s per g
E [—cos((1+n)m)+1 —cos((l—n)m)+1
2 1+n 1—-n

Se n é fmpar esta iltima expressao é nula. Se n é par tem-se

E 2 n 2 2F 9 4.6
an = — = — n =
" oar\l+n 1-n m—1)(n+1)n’ T
De modo andlogo se pode calcular que b; = % e b, = 0, paran =
2,3,4,.... Assim
E FE E
e - = 2 4
u(t) W—i-zsen(wt) o <1X3005(wt)+3x5cos(wt)+ )

5.8 Expansao em séries de senos e co-senos

A fungao do Exercicio 5.7.1 é par e a série de Fourier correspondente
tem apenas termos com Co-senos.

Nao é apenas uma coincidéncia. De facto pode ser evitado trabalho
desnecessdrio, na determinacao dos coeficientes de Fourier, se a fungéo é par
ou fmpar.

Recorde-se as definigoes:

Definigao 5.8.1 Uma funcao g(x) é par se
g(—z) = g(z), Va € D,

Uma fungio h(x) é impar se

h(—z) = —h(x), Vz € Dy,
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Exemplos: A funcao cos (nz) é par e a fungao sen (nx) é impar.
y \ / Y
X

Algumas das propriedades mais importantes, utilizadas neste capitulo e
relacionadas com a paridade da fungao, apresentam-se na seguinte proposicao:

Proposicao 5.8.2 1. Se g(x) é uma func¢ao par entao

L L
g(z)dr =2 [ g(x)dz. (5.8.1)
Joor=2]

2. Se h(z) é uma fun¢do fmpar entao
L
/h(:l:)d:r = 0. (5.8.2)
—L

3. O produto de uma func¢do par por uma fun¢ao impar é uma fun¢ao impar.

Dem. As alineas 1. e 2. sdo imediatas (e até intuitivas pelos graficos
das fungoes)
Para 3., designe-se por ¢ := gh. Entao

Portanto se f(z) ¢ uma fun¢do par entdo f(z)sen (2£) ¢ uma fungao

fmpar, pelo que, por (5.7.4), b, = 0.

Andlogamente, se f(x) ¢ uma fungdo impar entao f(x)cos (”—F) é uma
funcado fmpar e, por (5.7.2), ag = 0 e., por (5.7.3), a,, = 0.

Passando para as séries de Fourier, tem-se:
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Teorema 5.8.3 (i) A série de Fourier de uma fun¢do par de periodo 2L,
é uma série de Fourier de co-senos:

> nm
fla)=ao+ Zlan cos (), (5.8.3)
com coeficientes
1y 2 [
ag = L/f(x)dx’ a, = L/f(x) cos <fx> dz, n=12,3,.. . (584)
0 0

(ii) A série de Fourier de uma fun¢ao impar de periodo 2L, é uma série
de Fourier de senos:

ad nmw
f(z) = nzlbn sen (Tx) , (5.8.5)
com coeficientes
9 L
nm
b, = L/f(x)sen (TJ,) de, n=1,2,3,... (586)
0

Obviamente que as expressoes anteriores ficam simplificadas nos casos
em que as fungoes tém periodo 2.
Outro tipo de simplifica¢bes podem ser obtidas com o préximo resultado:

Teorema 5.8.4 1. Os coeficientes de Fourier da funcao soma fi1 + fo sdo
as somas dos correspondentes coeficientes de Fourier de f1 e fo.
2. Os coeficientes de Fourier de cf sio o produto de c pelos coeficientes de

Fourier de f.

Exemplo 5.8.5 Se adicionarmos a constante k o fung¢do referida no Exer-
cicio 5.8.1,

-k, —1t<x<0 _
s ={ TSI k0 sk = )
obtem-se
N B 0 , —m<x<0 " s
F@={ g TS k0 P = @)
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Entdo a série de Fourier associada a f* serd
4k 1 1
ffx)=k+— <senx + 35en (3x) + zsen (5x) + ) .
77

Exemplo 5.8.6 (Onda em ziguezague) Para determinar a série de Fourier
da funcao

flz)=z+7m se —m<zx<m e f(z+2nm)=f(x),
pode considerar-se a fung¢do escrita como uma soma de fungoes

f=f+f, sendo =2 e fo=m.

Os coeficientes de Fourier de fy sao nulos, excepto o primeiro termo (cons-
tante), que é w. Logo, pelo Teorema 5.8.4, os coeficientes ay e by, para f
serdo os de f1, excepto para ag, que é T.

Como f1 é uma funcdao impar, a, =0, n=20,1,2,... €

2
b, = /f1 sen (nx) dx = /:c sen (nz) dz
T

2 [ 2 COS nm} 1/
= - ——— | + — [ cos(nx)
T n
0

2
= —_cos (nm).

Assim a série de Fourier é dada por

1 1
flz)=7m+2 <senx - 5sen (2z) + 3sen (3z) — > .

5.9 Prolongamentos periédicos

Nalgumas aplicagoes (vibragao de uma corda num certo periodo de
tempo, aquecimento de uma barra de metal de comprimento L,...) é necessério
obter a série de Fourier de uma fungao f, dada apenas num intervalo, por
exemplo, [0, L] e extender depois o seu comportamento para um intervalo
mais vasto.

O processo é simples.
Para a funcao dada, f, calculam-se os coeficientes de Fourier de acordo
com o Teorema 5.8.3.
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A partir daqui temos duas opgoes:

(i) Se utilizarmos (5.8.4), obtem-se uma série de Fourier de co-senos
(5.8.3), que representa a extensao periédica par f; (ou o prolongamento
periédico par) de f.

(ii) Se se utilizar a série de senos (5.8.5), obtem-se a extensao
periédica impar f; (ou o prolongamento periédico impar) de f.

Ambas as extensoes tém periodo 2L, mas, contudo, bastard fazer o seu
estudo em apenas metade do seu dominio, j4 que a outra parte é obtida por
"decalque".

Exercicio 5.9.1 Determinar duas expansdes periddicas da fung¢do

%m , O<z< %
fz) =
%(L—x) , E<az<L
Resolugao:
(i) Prolongamento par periédico: Por (5.8.4), tem-se
k ; k L k
112 2
a = 7 L/xdm—l-L/(L—a:) dx =5
0 L
2
L

o

2 L

2k nm 2k nm

L/x cos (Tx) dx + L/ (L — x) cos (fx> dx [5.9.1)
0 L

2
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No primeiro integral obtem-se, integrando por partes,
L L
2 L 2
nmw Lx nmw 2 L nmw
T COoS (—x) dr = |— sen (—:c) — — [ sen (—x) dx
L nmw L o nm L
0 0
L? nmw L? nmw
= o (?) + n2n?2 (COS <7) B 1) '
Procedendo de modo andlogo para o segundo integral, tem-se
L I L
/(L —x) cos (%m) dex = [m (L —x) sen (Tx)] .
L 2
2
L
L nm
+— | sen (—x) dx
nmw L
L
2
L L nm
- o= (1- 1))
0 — < 2) sen (3
£ (contom) o (7))
——— (cos(nm) —cos | — ) ).
n2mr2 2
Incluindo estes dois resultados na expressao (5.9.1),
4k nmw
=53 (2 cos <7> — cos (nm) — 1) ,
pelo que a, =0 se n # 2,6,10, 14, .... Portanto, a extensao par periédica de

fz) e

ko 16k (1 2 1 67
f(:r)—g—? peos| ~I—@cos 7Tt
(ii) Prolongamento fmpar periédico: Por (5.8.6), obtem-se

Sk nmw
b= sz s ()

e a expansao periédica fmpar é

f()_% 1 (f)_i 3 +i T N
) = 7{'2 128671 L:L' 32$€n L:E 5256” L:L‘ .
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5.10 Séries de Fourier complexas

Os célculos para determinar os coeficientes de Fourier, por vezes, tornam-
se mais simples recorrendo & exponencial complexa:

e = cos(nx)+ i sen(nz) (5.10.1)

e~ = cos(nz) — i sen(nzx). (5.10.2)

Adicionando estas duas igualdades e dividindo por 2, tem-se

1. .
cos(nz) = 3 (e 477 . (5.10.3)
Subtraindo-as e divindo por 27,
1 . .
sen(nx) = 5 (eMF — e . (5.10.4)
i
Assim
1 inT —inx 1 inT —inx
an cos (nz) + bpsen (nx) = 3n (e + &™) + ?bn (e"F — ™)
i
1 , 1 :
= 35 (an — iby) ™" + 3 (an + iby) e """,
Com as notagoes
ag = ¢
1
B (an —iby) = ¢,
1
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a série de Fourier complexa pode-se escrever

f(x)=co+ Z (cn€™ + dpe ") . (5.10.5)

n=1

Os coeficientes ¢, e d,, sao dados por

1 . 1 r .
= 5 (an —iby) = 27T/f(ac) (cos (nx) — isen (nx)) dz

17 ,
= 271_/f(av)e_”"””":dac,

1 17
d, = 3 (an +iby) = 2/f(ar:) (cos (nx) + isen (nx)) dz
T
= 5 x)e .
Estas duas férmulas podem ser combinadas definindo d,, := c¢_,. Deste

modo, a série de Fourier complexa pode representar-se por

“+o00

f(z) = Z cne™. (5.10.6)

n=—oo

Os coeficientes de Fourier complexos de f(x), ¢,, obtém-se por
1 ™
Cp = 2/f(ac)em"”dac, n € Z. (5.10.7)
i
—m

Para uma fungao com perfodo 2L, aplicando o mesmo tipo de argumento
que anteriormente, tem-se a série de Fourier complexa

n=—oo

400 A 1 L ‘
f(z) = Z e’ LY, ey = 2L/]‘(nc)e_ZLxciyc, n e Z.
-L

Exercicio 5.10.1 Determinar a série de Fourier complexa de f(x) = e* se
z€)-m e flz+2m) = f(x).
A partir dela obtenha a série de Fourier usual (real).
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Resolugao:
Como sen (nm) = 0 para n € Z, entdo

et = cos (nm) % isen (nw) = cos (nw) = (—1)".

Assim, em (5.10.7),

™
1 v —ina 1 1 P R—— 1 1 _
_ de = — r—inT - T T _ln.
‘n 27T/6e v 2771—2'71[6 }_” 2771—1'71(6 ¢ )( )

—T

Como . ‘
1 1+1n _1+in

1—in  (I1—in)(1+in) 1+n?

e" —e ™ =2 senh,

entao a série de Fourier complexa é

hr <2 L+in
oo  Senhm Z (—1)" —i-memx x €l-m, . (5.10.8)

o 1+ n2 ’

n=—oo

Como obter a série de Fourier real ? Repare-se que

(1+in)e™ = (1+in) (cos(nz) +1i sen(nz))

= (cos(nz) —n sen(nx)) + i (ncos(nz) + sen(nx))
e, para o termo simétrico correspondente, —n, tem-se

(1—in)e ™ = (1—1in)(cos(nz) —i sen(nz))

= (cos(nz) —n sen(nx)) — i (ncos(nz) + sen(nx)) .
Assim, a soma destas duas expressoes serd
2 [cos(nz) —n sen(nz)], n=1,2,3,...
Para n = 0 tem-se apenas um termo, pelo que a série real de Fourier é

¢ 2senhm [1  (cos(z) — sen(x)) & (cos(2x) — 2sen(2x))

T 2 1412 1422 B

para z € |—m, 7.
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5.11 Integrais de Fourier

As séries de Fourier sdo uma ferramenta poderosa para tratar problemas
que envolvam funcoes periddicas.
Como aplicar este método a situacées com fungoes nao periédicas 7
Esse é o objectivo desta seccao.
Comece-se por observar o seguinte exemplo:

Exemplo 5.11.1 Considere-se uma onda quadrada periddica fr(zx), com
periodo 2L > 2, dada pela funcdo

0, -L<z<-1
fox)y=< 1 , —-l<z<l1
0, 1l<zxz<lL.

Para qualquer valor de L (finito) obtem-se uma fungao periddica de periodo
2L.

o=
e e ™ S g Nl S & il 12
b, o
ke
Forla
£ [ =] i [ [
4 ) 4

i

L x

Contudo, quando L — 400 obtem-se a fung¢do nao periddica

1, -l<z<l1

f(z) = Tim fi(z) = { 0 , nos outros casos.

5.11.1
R (5.11.1)

Veja-se agora o que acontece com os coeficientes de Fourier de fr(z), a
medida que L aumenta.
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Como fL(a?) é uma fungao par entao b, = 0 para qualquer n. Para os outros
casos temos

1 1
_ 1 (E)d _2 ("i)d _ 2 ("i)
anp = I COS LZC LU—L COS L:E x—mrsen )
0

-1

Quando L — 400, todos os coeficientes se anulam e nao existe correspondén-
cia com a fungao (5.11.1).

O exemplo anterior evidencia ser necessario algum cuidado quando se
consideram valores de L suficientemente grandes.

Como passar entao da série de Fourier para o integral de Fourier e con-
trolar o que acontece quando L — +oo ?

Considere-se uma fun¢ao periédica qualquer fr,(x), de periodo 2L. Definindo
wy, = 7, a fungao pode ser representada pela série de Fourier

o0

fr(z) =ao + Z (ap cos (wnpx) + bysen (wyx)) .

n=1

Aplicando as férmulas para os coeficientes de Fourier, (5.7.2)-(5.7.4), e de-
signando por v a varidvel de integragao, tem-se

L
fue) = o [
+— cos (wpz) [ fr(v)cos (wyv)dv
anl { L

L
+sen (wnx) /fL(v)sen (wpv) dv
)

Definindo

(mn+L)7m nr 7

Aw::wn+1—wn:T—f:z,
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entao % = % e a série de Fourier pode escrever-se

fr(z 2L/fL (5.11.2)

lz (wpx Aw/fL v) cos (wnv) dv
™

L
L
+sen (wpx) Aw/fL(v)sen (wpv)dol| ,
-L

para qualquer valor de L fixo, suficientemente grande mas finito.
Considere-se que L — 400 e que a fungao limite, ndo periddica,

flz) = Tlim fp(x)

L—+o00

¢é absolutamente integravel em z, isto é o integral
400
/ ()] dz (5.11.3)
—o0

existe e ¢ finito. Entdo + — 0 e o valor do primeiro integral de (5.11.2)
tende para zero.

Por outro lado, Aw = 7 — 0 e parece "natural" que as séries em (5.11.2)
se transformem em integrais improéprios. Assim

400 +00 +0oo
f(x)zl/ cos (wx) /f(v)cos (wv) dv + sen (wzx) /f(v)sen(wv) dv| dw.
T
0 —00 —00
(5.11.4)
Introduzindo as notagoes
A(w /f cos (wv)dv e B(w /f sen (wv) dv, (5.11.5)

pode escrever-se

+oo
f(z) = / [A(w) cos (wzx) + B(w)sen (wx)] dw, (5.11.6)
0
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que é designada como a representacao de f(x) por um integral de Fourier.
As condigoes suficientes que permitem validar a expressao sugerida por
(5.11.6), sdo dadas pelo préximo teorema:

Teorema 5.11.2 Se f(x) é seccionalmente continua em qualquer intervalo
limitado [a,b], possui derivadas laterais finitas em todos os pontos de [a,b]
e o integral (5.11.3) existe e é finito, entao f(x) pode ser representada pelo
integral de Fourier (5.11.6).

Nos pontos em que f(x) é descontinua o valor do integral de Fourier é igual
a média dos dos limites laterais de f(x) nesses pontos.

A demonstracao pode ser encontrada, por exemplo, em

A. Zygmund, Trygonometric series, 2nd Ed., Cambridge University Press,
1988.

A principal utilizacao integral de Fourier reside na resolucao de equacoes
diferenciais. Contudo também se poderd utilizar no estudo de fungoes
definidas por integrais:

Exercicio 5.11.3 Determinar o integral de Fourier associado & funcao

1, |z/<1

f(x):{o el > 1

Resolugao: Por (5.11.5), tem-se

+oo 1 1
Aw) = 2 [ p)eos o) = [ cos o = [ <2

T W
-1
_ 2senw
B Tw
. 1
B(w) = /sen (wv)dv =0
™
“1
e, por (5.11.6),
2
f(z) = /COS(M) Y dw. (5.11.7)
T w
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No ponto de descontinuidade x = 1, o valor do integral serd % = %

Por outro lado, por (5.11.7), tem-se

% , 0<x<1
+00
/Cos(wx) senw = a—1
w
0
0 , x> 1.

No caso de fungoes pares ou impares, os integrais de Fourier tornam-se

mais simples, seguindo os argumentos apresentados para os casos das séries.
O objectivo das igualdade seguintes é apenas o de facilitar os cdlculos:
Se f(x) é uma funcao par, entdo B(w) = 0,

+00
Alw) = ; / F(v) cos (wv) dv (5.11.8)
0
e o integral de Fourier reduz-se a um integral de Fourier de co-senos
+o00
f(z) = /A(w) cos (wz) dw. (5.11.9)
0
De modo andlogo, se f(z) é uma funcdo impar, entdo A(w) = 0,
+oo
B(w) = i/f(v) sen (wv) dv (5.11.10)
0
e o integral de Fourier torna-se num integral de Fourier de senos
+00
f(z) = /B(w) sen (wz) dw. (5.11.11)
0

Os integrais de Fourier também podem ser utilizados para calcular inte-
grais:

Exercicio 5.11.4 Determinar:os integrais de Fourier de senos e de co-
senos da fungao f(z) = ek para x> 0 e k > 0, e calcular os integrais
de Laplace

+oo +oo

cos (wx) w sen (wzx)
/ Pra? dw e / R dw.
0 0
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Resolugao: Por (5.11.8),

N
Alw) = — / e cos (wv) dv.
T
0
Integrando por partes
/e_k” cos (wv) dv = —Le_k” (—Esen (wv) + cos (wv)) .
k2 4+ w? k
Se v = 0, o segundo membro é igual a —miwz. Se v tender para +o0o, o
segundo membro tende para zero. Portanto,
2k
A =——.
(w) 7 k2 + w?

Substituindo em (5.11.9) obtem-se o integal de Fourier de co-senos:

+oo
ke _ 2k [ cos (wz)

0
Assim
' cos (we)
cos (wz ke T
/deze wﬁ, .'L'>Oek>()
0
Pelo mesmo processo, por (5.11.10),
+o00o
g —kv
B(w) = e " sen (wv) dv
s
0
e, integrando por partes,
/ek”sen (wv) dv = _ W e Esen (wv) 4 cos (wv) | .
k2 +w? w
Para v = 0, o segundo membro é —WLUJQ e tende para zero quando v tender
para 4o00. Assim,
2
Bw) = = —

k2 + w?
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e, por (5.11.11) o integal de Fourier de senos é

+o00

ke 2 [ w sen(wz

flz)=e" :/de, x>0 e k>0.
0

A partir daqui obtem-se

+o0

w sen (wzx) T
/k2+w2 dw = e 5 >0 e k>0.
0
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5.12 Exercicios

1. Desenvolva em série de Fourier as seguintes fungoes e esboce os gréficos
das respectivas extensoes periddicas, de periodo 27:

a) flz) =22 0< 2 < 2r.

b) f(z) =

c) flx)=lz|, -7 <z <m.

d) f(z) = [sen |.

e) fle) =z, - 1<z <.

f) f(x) = A2+ Bz +C, -t <z <m A B,CcR.

,—7T<l‘<7'&'

2. Utilizando os resultados de 1 , mostre que:
a) 1+ 7+3 +16+25+ —?2'
b) 1-i+5- =

T6 + 75 - =13
3. Considere a fungao periédica, com periodo 10:

0, -5<z<0
ﬂ@_{3 . 0<z<b5.

a) Determine os coeficientes de Fourier correspondentes.
b) Escreva a série de Fourier associada a f.
c) Que valores deverd f assumir em x = —5, x = 0 e £ = 5 para
que a série de Fourier seja convergente para f(z) em —5 <z < 57
4. Prove que:

a) uma fungao par nao pode conter termos em senos na sua série
de Fourier.

b) uma fungdo fmpar nao pode conter termos em co-senos, nem o

termo constante na série de Fourier associada.

5. Estude a paridade das funcOes seguintes e escreva a respectiva série
de Fourier:

-2z , —-nm<z<0
s ={ 0 L
b) f(z) =senz, 0 <z <.

T , O<z<m
c)f(x){ﬂ'—:r , ™<x<2m.

6. Mostre que os seguintes conjuntos de fungdes sao ortogonais em [0, L]:
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c) sen (%) , sen (32—]4) , sen (52”—]:“) s

7. Indique os prolongamentos periédicos par e impar para a fungao

flz)=2z, 0<z<2.
Esboce os respectivos grificos.

8. Determine a série de Fourier complexa para as seguintes fungoes e,
apartir daf, obtenha a série de Fourier real:

-1, —7m<z<0
SECES ruiriiet

b) f(z) =z, -7 <z <.

9. Mostre que os integrais seguintes representam as fungoes indicadas:

0 , <0
a) fo-i-oo Cos(zw)l—rfu;en(zw) dw — % . =0
me * , x>0.
7, 0<z<1
b) f0+oo sen wcoqsu(a:w)—‘rw dw — % ’ =1
0 , x> 1.

10. Indique o integral de Fourier de co-senos das seguintes funcoes:

a)f(m):{ 1, 0<z<1

0 , x> 1.

b s ={ 5 TIe o)

11. Escreva o integral de Fourier de senos das funcoes:

a)f(a:):{[l) , 0<z<1

, x> 1.

senx , O<z<m
FCES
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