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81 Introducao

Com este primeiro volume desta colec¢ao pretende-se introduzir alguns conceitos
importantes que encontraremos quando estudarmos o método dos elementos
finitos, MEF, propriamente dito. Na literatura sobre este tema, podemos
encontrar diferentes relagoes entre o MEF, método de Galerkin, método de Ritz.
Ao longo de todo este texto vamos “admitir” que sdo métodos diferentes embora
estejam relacionados de uma forma bem definida. Neste primeiro volume vamos
estudar o método de Galerkin e o método de Ritz. Pretende-se assim introduzir o
MEF que é o objecto desta coleccao.

82 Formulacéo Classica

Neste capitulo vamos recordar os problemas de valores de fronteira que podem
ser traduzidos por uma equacao diferencial ordinaria (edo) de 2* ordem. Num
volume extra desta coleccdo faremos uma “adaptacdao” para problemas de 4°
ordem, igualmente necessarios para descrever fendémenos em engenharia e na
ciéncia em geral.

§2.0 Origem Fisica

As areas da ciéncia onde estes problemas aparecem sao as mais variadas, mas
destacamos aquelas que também usaremos para exemplificar, problemas de
elasticidade linear: vigas, placas; condu¢ao de calor: transiente e estacionaria;
etc.. As equacoes diferenciais aparecem sempre como resultado de um balanco e
o recurso a uma lei de “conservacao”, e.g. a equacao (de conducio) do calor surge
da aplicacdo da 1% lei da termodinamica, conservacao de energia.

§2.1 Equacoes

Os problemas que se pretendem estudar apresentam a seguinte formulagao
classica ou forte:

“Determinar a funcao u=u(x) que satisfaca a seguinte equacao diferencial de 2*
ordem:

2, (X)U"(x) +a,()u'(x) +2,(Yu(x) = f(x), xe(0,1)". (2.1)
e as seguintes condicoes de fronteira:

ooU'(0) +Bou(0) = v, x=0 (2.2)
ouu'(+pu() =v,, x=I (2.3)
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em que:

- u=u(x) é a fun¢ao incognita, ou variavel dependente;

- x € a variavel independente;

a,(x), a,(x) ea,(x)bem como f(x) sao fung¢des conhecidas;

- 04,B0: Yo € ,,B,,7, sdo constantes dadas, algumas poderao ser nulas.

A equacao (2.1) pode ou nao descrever um fendémeno fisico, neste texto
embora tentemos dar uma boa componente “fisica” das questoes, em geral, este
aspecto ndo nos limita de estudarmos problemas mais abstractos. A convencao
que usaremos neste texto conduz a uma forma equivalente a equacao (2.1):

— [k(x)u'(x)f +c(x)U'(x) +b(x)u(x) = f(x), xe(0,1)”. (2.4)

EP2.1: Verifique a seguinte correspondéncia entre as equacgoes (2.1) e
(2.4):3,(x) =—k(x), a,(x) =(c(x)—k'(x)) e a,(x)=b(x).

A edo (2.4) quando interpretada no sentido “classico’ exige “demasiada”
regularidade dos dados, excluindo deste modo muitas situagées com interesse
fisico, sendo mesmo todas, que podemos encontrar mormente em engenharia,
nomeadamente aquelas em que a expressio de f(x) é da forma?2:

m A
f(x)= L(i) +i§fi.8(x—xi)

parteregular funcaodelta
dasfontes de Dirac

§2.2 Condicoes de Fronteira

Defini¢cao 2.1: “Em cada ponto da fronteira do dominio temos uma condigdo de
fronteira de um dos dois tipos de c.f.”s que podemos encontrar:

1. Condicoes de Fronteira Essenciais ou c.f.’s de Dirichlet, vulgarmente
designadas por c.f.’s de “funcao imposta”, em que o valor da funcado incoégnita é
conhecido (imposto). Sao condigdes do tipo u(0)=u, com u, conhecido;

1. Condig¢oes de Fronteira Naturais, quando em vez de se conhecer o valor da
Iincognita se conhece o da derivada. Dentro destas podemos ter duas situacoes
(bem) distintas:

1 Vamos “aos poucos” tentando explicar este significado.
2 Esta colecgdo tem um volume sobre fungées especiais.
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- Condicao de fronteira de Neumann: vulgarmente designadas por c.f.
de “fluxo imposto”’, que correspondem a impor o valor da derivada da funcgao
incégnita e.g. u'(0) =c®;

- Condicao de fronteira de Robin: a derivada é conhecida mas em
funcao do valor da incégnita nesse mesmo ponto, e.g. u’(0) =-u(0).”

A partir destas definicoes, a cada conjunto de equacdo diferencial e
condicoes de fronteira daremos uma das seguintes designacoes.

- Problema de Dirichlet: o facto de a solugdo ser conhecida na fronteira leva a
que nestes pontos nio seja necessario determinar a solug¢io, com as implicacgoes
computacionais que daqui resultam;

- Problema de Neumann: quando em todos os pontos da fronteira as c.f.’s
levam a que o fluxo seja conhecido. Este tipo de problemas nunca pode ser
possivel e determinado, 1.e., ou é impossivel ou é indeterminado. Assim quando
tem solucdo esta ndo é unica. Para que a solugdo exista e necessario que os dados
verifiquem a equacdo de compatibilidade (2.6). A solucido pode desta forma ser
determinada a menos de uma referéncia que se fixe.

Dizemos que estamos com um problema de c.f.s mistas quando numa
porcao da fronteira temos c.f.’s naturais e noutra c.f.’s essenciais.

Definicao 2.2: Fluxo
“Atendendo a convencao (2.4) define-se fluxo de uma fungao u(x) num ponto a

por:

o(a) = —k(a)% (a)”. (2.5)

Definicao 2.3: Equacao de Compatibilidade
“Os dados de um problema tém sempre que verificar a seguinte equacio de
compatibilidade:

|
cs(x:I)—c(x:O)Ejf(x)dx” (2.6)

Esta equacao s6 tem que ser explicitamente verificada quando ambas as
c.f.’s sdo do tipo “fluxo imposto”- Problema de Newmann- pois neste caso os
fluxos 1impostos e as c.f.”s ndo sdo independentes. Fisicamente corresponde a ter
que verificar uma lei universal, e.g. num problema térmico: conservacio de
energia.
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§2.3 Condig¢oes de Salto num Ponto Interior do Dominio

Defini¢ao 2.4: Salto
“Para uma funcéo u(x), definida num aberto (a,b), define-se salto de u(x) num

ponto ¢ e Int(a,b), por:
Ju(e)]= lim u(b) — lim u(a)” 2.7)

Teorema 2.5:
“Nos pontos Y € Int(a,b)onde u for continua o salto é nulo, Uu(y)|]: 07”.

Resultado que advém da definicdo de limite de uma funcao real de variavel real.
Podemos adiantar que as descontinuidades no fluxo sao iguais, as singularidades
das fontes, 1.e.,

ch(xi)|]: f,i=1..n.
83 Enunciados de Problemas Modelo

§3.1 Equacao de um cabo

Vejamos um primeiro exemplo fisico descrito por uma edo de 2* ordem: equacgao
de equilibrio estatico de um cabo de comprimento L sujeito ao peso proprio e a
uma carga concentrada P, localizada em x=a< L é:

—%(AT%) = Apg +P3(x—a); u(0)=u(L)=0

em que:

U= deslocamento vertical do cabo
A= area transversal do cabo
p= massa especifica do cabo

g = aceleracao da gravidade
T = tensao no cabo, por hipétese, constante.

EP3.1: Faca corresponder cada um dos coeficientes de (2.4) com esta e.d.o..
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§3.2 Equacao de uma viga

Vejamos um segundo exemplo fisico, agora descrito por uma equacdo de 4°
ordem, o modelo estrutural viga de Euler-Bernoulli descrito pela edo:

d? d’w
W{EI(X)W(X)}+ f(x)=0, 0<x<L

em que W(X) representa a deformada, L representa o comprimento, KEI
representa a rigidez a flexao3 e f(X) representa o carregamento distribuido. Na

2
realidade, recordado que o momento flector é dado por M(x)zEI(X)Z—\;v(X),
X

podemos estudar este problema de 4® ordem como dois problemas de 2% ordem
2

separados. Resolve-se primeiro o problema para o momento flector: — dd I\2/I = f(x),
X

uma vez conhecida a distribuicdo do momento flector podemos resolver o

2
problema da deformada: El (x)((jjx\iv (x)=M(x).

84 Solucdes Exactas

Obter solucoes exactas para a equacao (2.4) ndo é o objectivo deste textot. Mas
como inicialmente quereremos comparar as solugoes (aproximadas) obtidas pelos
métodos numeéricos que vamos estudar, com as solugdes exactas correspondentes.

Caso 1 - Um caso (muito) particular c(x)=0 e b(x)=0.

Neste caso ficamos reduzidos a-— [k(x)u'(x)I = f(x) pelo que a solugao desta
equacao se reduz a resolucao da equacao diferencial de primeira ordem seguinte:

—[k()u'()]=[ f (x)dx+a
Caso 2 - A equacao tem os termos todos constantes.

Como se trata de uma equacao linear a solugio geral pode ser determinada da
seguinte forma: u(x)=u,(X)+u (x). Em que u,(x) é a solugdo da equacdo

homogénea correspondente, i.e., —[k(x)u,’](x)]’+C(x)u,g(x)+b(x)uh(x):0 e u,(x)

3 E representa o Médulo de Elasticidade Linear e I o segundo momento de area ou segundo momento estatico, muitas
vezes incorrectamente designado por momento de inércia.
4 Ver volume desta colecc¢do sobre resolucio exacta de edo’s de 2* ordem.
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uma solugdo particular dada5. Os métodos para obter solugbes particulares sao
varios e vamos estudar um que nos permitira resolver os problemas em que
estamos interessados.

Exemplo 4.1: Determine a solucao analitica do problema de Dirichlet:
—u"(x)+u(x)=x, 0<x<1, u(©)=u@=0.
Nota Inicial: Trata-se de uma edo com os coeficientes constantes.

Resolucao:
Sabemos que: u(x) =u, () +U,(X)

1. u,(x) =?, que representa a expressao geral da solugao da equagao homogénea

correspondente. A equacao diferencial deste problema corresponde a seguinte
equacado homogénea:
—Uup(x) +u,(x) =0,

a qual podemos associar a equacio caracteristica: —A>+2° =0, para a qual as
solugoes sao reais: A=x1, pelo que a forma geral da solucdo da equagao
homogénea é:

u,(x)=Ce*+Cye™
1. U,(X) =?. Qualquer uma que seja solugaob, e.g., U (X) =X

il u(x) =Ce*+C,e " +x

iv. C =?, C,=?, atendendo as condigdes de fronteira fornecidas com o

enunciado.
u(0)=C,+C,=0 C,=-1/2sinh1
=
u)=Ce +C,e*+1=0 C, =1/2sinh1
1 « 1 L 1 oy sinh x
Vv.UX)=————e" "+ ——e " +X=———(e" -7 )+ X=X——
2sinhl 2sinhl 2sinhl sinh1

Nota Final: a analise matematica fornece-nos resultados? para encontrar a
solucao particular, e.g. o Método dos Coeficientes Indeterminados ou o Método de

5 Ou obtida pelos métodos usuais.
6 como se pretende uma solugéo particular, esta ndo pode "conter" constantes.
7 Ver nota 2.
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Variacado das Constantes (ver o teorema 4.3). Para a generalidade dos casos que
vamos estudar vamos admitir ques:
"Se o termo nao homogéneo da edo é:
1. um polinémio (em particular uma constante),
11. uma combinacéao linear de "senos" e/ou "co-senos",
111. uma exponencial,
entao a solugao particular também o é ".
Exemplo 4.1/
Exemplo 4.2: Determine uma solucgdo geral das seguintes edo’s:
a. u"(xX)+4u’'(x)+4u(x)=0
b. u”"(x)+4u'(x) +4u(x) =1

Resolucao:
a. Trata-se de uma edo homogénea. A equacgao caracteristica correspondente é:

N+d+4=0=(+2f =0=r=-2
Pelo que temos uma raiz de multiplicidade 2 e a solucao pretendida é da forma:
u(x) =ce > +c,xe™, Vv, _r; ¢,.C, € IR

xelR»

b. Sabemos que a solugdo geral é da forma: u(x)=u,(x)+u,(x) em que u,(x),

representa a solucdo da equagdo homogénea correspondente, determinada na
alinea anterior. Nesta alinea f(x)=1, é um polinémio pelo que vamos para a

solucdo particular na forma: u,(X)=cC, pois ndo poderia ser uma fungdo do

primeiro grau. A introdugdo desta expressio na edo dada conduz a:

4c=1<:>c=1.
4

~ ~ , _ _ 1
Conclusio: a solugdo geral é: u(x) =ce " +c,xe > +Z,VX€,R; c.C, € IR.

Nota final: Uma simples inspecgao conduziria a mesma conclusao.
Exemplo 4.27

8 Ndo sdo teoremas, sdo apenas “ferramentas” para encontrar rapidamente uma solugéo particular ndo sendo de aplicacéo
geral.
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EP4.1: Considere o modelo estrutural viga de Euler-Bernoulli descrito pela edo
apresentada em (§3.2) para a situacdo que se esquematiza:

f(x)

l

Q —> Mo

N\

A(X)

ANNANE

Em que comprimento L , rigidez a flexdo EI e carregamento distribuido fo,
constantes.
1. estabeleca as c.f.”s adequadas a situacado descrita. Recorde que o momento

) d 2w
flector é dado por: M(X)z EI(X) Ve

V- o 10 ).

dx dx

11. resolva exactamente a edo com as c.f.”s de 1..

(X) e que o esforco transverso é dado por:

Teorema 4.3: Método de Variacao das Constantes
“Se u(x) e uy(x) forem solucdes independentes da equacdo diferencial

homogénea u/(x)+au;(x)+bu,(x)=0, correspondente a equacdo diferencial nao-
homogénea, u”(x)+au’(x)+bu(x)=h(x), entdo a edo tem uma solugio particular

dada por:
U, () = & (x)uy (%) + € (x)u, (x)

Em que:

x)=—|u,(x h(x) X; u, ( )
= - u ¢ EWJul

Professor Joaquim Guerreiro Marques 8
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85 Formulacéo Fraca

Como ja foi referido as formulagbées fortes ou classicas exigem demasiada
regularidade dos dados. Para contornar esta dificuldade, utilizam-se formulagées
fracas ou variacionais. Que neste texto sdo duas formas distintas de chegar ao
mesmo resultado®, note que algumas referéncias nao fazem esta distingao,
podendo tornar a abordagem inicial um pouco confusa. As formulacoes fracas sao
construidas por forma a que coincidam com as classicas sempre que estas
ultimas tenham sentido. Note bem: geralmente tanto as solugoes classicas como
as fracas, nao sdo em geral conhecidas exactamente. Mesmo para as solucoes
fracas o que se pretende obter sdo (“boas”) aproximacéoes. A formulacao fraca que
em seguida se descreve é intercalada com as defini¢oes directamente
relacionadas, mas que nao fazem parte da f.f. propriamente dita.

Formulacao Fraca (“passo-a-passo”):

i. constréi-se a funcéo residuo: r(x)=—(k(x)u’(x))'+c(x)u’(x)+b(x)u(x)— f(x), a
1°membro 2°membro

qual verifica r(x)=0, nos pontos (interiores) onde os dados sdo regulares.

Admite-se o dominio Q=]0,I[ dividido em n trogos nos quais os dados sao

n
regulares, 1.e., Q= UQi . A n trocos correspondem, naturalmente, n+1 nos.
i=1

Q O .. Q,
° ® ° —o
1 2 3 n n+l nds
° ° ° —o o
0 | X

ii. considerando uma funcdo v(x), que designaremos por funcido de teste,

suficientemente regular em , vamos ponderar o residuo definido
anteriormente.

Definicao 5.1: Residuo Médio
“Usando funcées v(x) para ponderar o residuo, define-se residuo médio pelo

racio:
J. r(x)v(x)dx

r(x)= W (5.1)

9 Para os casos em que ambas sejam aplicaveis.
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Para que o residuo seja nulo em média é necessario que o numerador de (5.1)
seja nulo, 1.e.,

_[r(x)v(x)dx =0, V

Q

0,1

v"suficiente regular” ? Q = ]

iii. integra-se por partesl® o termo de segunda ordem, que para um trocgo fica:

integracao

j rv(x)dx =

or partes
o por p:

= [ (kOQuOOVONT, + 7 (KOOU'GOV'(x) + OO (V) +DOUEIV(X)— f (¥)v(x))dx

pelo que obrigando a que o residuo total se anule “em média”, vem que:

j r(x)v(x)dx = Z j r(x)v(x)dx =0,

Q i=1l o,

que apoOs alguma algebra conduz a:

Zn: I(k(x)u’(x)v'(x) +c(X)u’(X)v(X) + b(x)u(x)v(x))dx — Zn: j f (X)v(x)dx + k(0)u'(0)v(0) +

i=1 O, i=1 o,

k(U AWV + [KOOU MO + o [k (% U OD[X, 2 M%) = 0.

Com a i.p.p. conseguimos: menos regularidade exigida aos dados, em
particular a u e igual regularidade pedida a u« e a v, pelo que podem pertencer ao
mesmo espaco de fungoes.

Admitindo as fontes f = f(x) separadas na “parte regular” das fontes,
f(x), e nas “singularidades” nas fontes, le.:

f=f(x)=f(X)+ 1?18(X— X))+t 1?”_16(X— X, ,) € as condicoes de fronteira na forma:

U'(O) _ Yo _EOU(O) (52)

u'(l) :%'”(') (5.3)

b b
10 recorde que: Ifgdx = [fg]k))(:a —J. fg'dx , é a formula de integracéo por partes (i.p.p.).
a

a

Professor Joaquim Guerreiro Marques 10
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Definicao 5.2: Espacos de Sobolev
“O espaco de Sobolev de ordem p, pe€IN, denotado por H p(Q) ¢ o conjunto:

HP(Q) = {W: D*we L*(Q),k =0,..., p}.”

Por palavras, H?(Q) é o conjunto formado por todas as fun¢des com derivadas de
quadrado integravel até a ordem p.

Definic¢ao 5.3:

“Seja oQ a fronteira de Q. Define-se o conjunto:
HO(Q) ={we H" : D*(6Q)=0,k =0,...,p—1}.”

Neste texto daremos especial atencio as edo’s de 2* ordem pelo que vamos
particularizar as definigoes anteriores para p =1.

Definicao 5.4: Espaco H'
“Espago das fungbes de quadrado integravel e com derivadas de quadrado
integravel,

HY(Q) = {w : i[(w’)z + W ]dX}

Defini¢ao 5.5: Espaco H;
“HY(Q) = w:we H Aw(0) = w(l) =0}.”

iv. Em termos conclusivos a formulacao fraca pretendida é:

“Determinar uma funcdo u =u(x) e HY(Q) tal que:

I(k(x)u’(x)v'(x) +c(X)u'(X)v(x) + b(x)u(x)v(x))dx = I f (X)v(x)dx +
Q Q (5.4)

| 0

+ V() +ot T V(X L) + k(I)(va(l) — k(O)[MJv(O) ,
o o

se verifique para todas as funcdes v=v(x)e H'(Q)”. Note que para funcdes

admissiveis é suficiente exigir que Ue V pertencam ao espaco H*(Q).
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E importante referir que o procedimento anterior é apenas valido para o
caso de condicoes de fronteira naturais, para outras c.f.’s, é necessario considerar
umas pequenas alteracgoes, apenas em termos de condi¢ées adicionais que podem
ser necessarias impor a U e V. As alteracgoes a realizar sdo apenas na expressao
final (5.4).

-Problema de Dirichlet: neste problema como conhecemos o valor da solugao
na fronteira, e nao os valores da derivada que aparecem na solucao “obrigamos”
a que a funcao de teste seja nula nestes pontos para que possamos determinar
uma solugao com a f.f. encontrada. Os valores da incognita sao impostos “a
parte”;

-Problema de Neumann: como ja foi referido para que a solucido exista e
necessario que os dados verifiquem a equacio de compatibilidade (2.6). Esta
equacao que foi introduzida como uma definicdo, pode ser obtida a partir da
formulacao fraca fazendo v(x) =1, ou qualquer outra constante. A solucao pode

desta forma ser determinada a menos de uma referéncia que se fixe;

- Condicoes de fronteira naturais: sem ser um problema de Neumann, entao
conhecemos o valor da derivada nesses pontos e introduzimo-lo na proépria
formulagao, nao sendo por isso necessario impor nada as fungoes de tentativa.

Uma das caracteristicas mais importantes que uma f.f. pode apresentar é
o facto de ser ou nao simétrica, o que motiva a seguinte definigao.

Definicao 5.6: Formulacao Fraca Simétrica
“Uma formulacao diz-se simétrica se nao existir o termo c(X)u’(xX)v(x), 1.e., se

c(x)=0".

Este aspecto tera vantagens computacionais inerentes quando se pretender
obter solu¢ées numéricas a partir destas formulacoes fracas. Bem como tera uma
grande importancia quando se pretender obter solugées usando métodos
variacionais.

EP5.1: Sem construir a formulagcdo explique porque a seguinte equacao
diferencial conduz a uma formulacao fraca simétrica:

—xu"(x)—u'(x)+xu(x)=f(x), 0<x<l, u@)=u()=0

Sugestdo: Coloque a edo na forma da equacio (2.4) e identifique o c(x) deste
problema.
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Exemplo 5.2: Mostre que uma formulagao fraca do problema de valores de
fronteira definido pela equacgao diferencial:

—xu"(x)-u'(x)+u(x)=sinx, 0<x<1, u(0)=u@)=0
¢é a seguinte:
1
"Determinar U e H; : I(Xu’v' +Uuv—vsin x)dx = 0, Vo
0
Resolucao:

A construcao da formulagao segue o procedimento habitual:

i. funcao residuo: r(x) =—xu"(x) —u'(x) +u(x) — sin x

2°membro

1°membro

ii. ponderar o residuo: Ir(x)v(x)dx =0,V Q=]

Q

v"suficiente regular” 2

1

iii. I(— Xu"—u"+u-sin X)\/(X)dx=0, integra-se por partes o termo de segunda
0

ordem,

1

o I(xu'v’ +U'V' —uV' +uv—vsinx)dx =0
0
1

=N I(xu’v' +uv—vsinx)dx =0,
0
Q.E.D.

Nota final: a formulacgao fraca obtida é simétrica, embora a equacao diferencial
apresenta-se um termo em u’. Porqué? Porque poderiamos ter colocado a edo na

forma — [Xu'(x)] +u(x) =sin x, que permite concluir imediatamente que C(X)= 0.
Exemplo 5.20

EP5.2: Estabeleca as f.f.”s correspondentes aos problemas modelo (§3.1 e §3.2),
indicando os espacos de funcbes tentativa e teste admissiveis. Tome especial

atencao ao (§3.2), no qual necessitara de efectuar duas integracées por partes
(definigées 5.2 e 5.3 com p=2).

Professor Joaquim Guerreiro Marques 13



Elementos Finitos Formulacao Fraca versus Formulacao Variacional

86 Método de Galerkin

Definicdo 6.1: Base de H'

“Um conjunto de funcoes {d)l,d)z,..., ¢n,...} forma uma base de H* se:
1 ¢, € HY, i=1..n,...;

1. os ¢, s permitirem satisfazer as c.f.’s essenciais;

111. os ¢, s forem linearmente independentes;

iv. toda a fungéo ve H' se pode exprimir por: v(x) =Y~ Bi¢,(X), B, € IR”.
Note que H' é um espaco (de funcdes) de dimensio infinita.

O método de Galerkin consiste em procurar uma solugdo aproximada para a
nossa incégnita u, num sub-espaco n-dimensional de H', este de dimenséo finita,

em vez de procurar a solucao exacta deste problema, mesmo que ela exista.

Denotando por H (ln)o sub-espaco em questdo. Podemos agora escrever as formas

aproximadas para a func¢ao incégnita e para a funcao tentativa:
Vo () =20 Bt () e u () =27 0t (¥) (6.1)

em vez das séries que representam a solugdo exacta. Note que u, (x) e
vV, (X) pertencem ao mesmo espago e foram escritas recorrendo a mesma base. A

formulacao fraca (5.2) é substituida pela seguinte formulacao:

“Determinar uma fungéo u, € H,, (Q) tal que:

[ (O GV, (%) + (U (X)¥, (%) + b, (v, () = [ F (v, (x)dx +

Q Q

Y _Blun(l)

, (6.2)
+ £V, () + ot fv, (X)) + k(')(—JVn (- k(o)(ij (0)
Oy

a,
1

se verifique para todas as fungdes v=v, (x) € H, (€2)”.

Como os ¢,’s s@o conhecidos, este problema fica reduzido a determinar os
coeficientes o, ‘s. Note-se que em todos os termos existe Vv, (x) ou Vv, (x) pelo que os
coeficientes B;’s nao influenciam, naturalmente, a solugdo. A estes coeficientes
a,; s é usual designar por graus de liberdade (g.1.) da aproximacao construida.

Introduzindo (6.1) em (6.2) obtemos um sistema de equagoes lineares na
forma:
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Ko, =F, (6.3)

com:
Ky = [ (008, 008 00+ 00, (06, (00+bO, (008, G+ (6.4)
F = [ F00bdx+.. (6.5)

0

Exemplo 6.1: Considere a aproximacao de Galerkin:

1 1
J.(u;“v’N UV, )dx=.[(va )ax, Y e
0 0

Seja N=3 e escolha-se ¢,(x)=sininx, i=1,2,3.

a. calcule K; e F,.

b. resolva o sistema construido.

c. construa uma solucdo aproximada deste problema com os coeficientes
encontrados.

d. os coeficientes determinados em b. sdo valores nodais? Justifique.

Resolucao: A partir da formulacdao fraca dada obtemos que para este
problemall:
k(x)=1, c(x)=0,b(x)=1e f(x)=f(x)=x.

-, )
n°+1 0 0
1 2 )
a. Matriz de rigidez, K; = J.(¢§¢'j +¢;0;)dx = 4n2+1 0
" 2
0 0 4 +1
L 2
1 1/TC
Vector de carga, F, = IX¢(X)dx _J_1/2n
’ ~1/3n

b. o, =2/(n° +7), a,=-14z°+7), ay=2/(127°+37)

c. u,(x)=

. 1
sin(nx) —
(7x) 2

. 2 .
sin(2mnx) + ———sin(3mnx
+7 e +n (27x) 127° +3n (3mx)

3
T

d. naturalmente nio.

11 por comparagao com 6.2.
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Notas finais:
1. a diferenca entre a aproximacao de Galerkin'?2 e o M.E.F. propriamente dito é
que no 1° caso as funcoes de base sdo admitidas (fornecidas), ao passo que no 2°
caso as funcées de base sao construidas;
1. neste exercicio assumiu-se ¢,(X)= Sin(inx), 1=1,2,3, estas fungbées nao sao
funcées de base no sentido do MEF;
11. a matriz K é diagonal por “coincidéncia”, i.e., em geral ndo é diagonal, neste
caso é devido a ortogonalidade das funcoes escolhidas;
iv. em a usou-se sin(2a)=2sinacosa; cos(2a)=cos’a—-sin’a=2cos’a-1=1-2sin’a
para calcular as primitivas:

plsin? x] P{l—c;s(Zx)} _ x—sin2(2x)/2 :g_ sin512x)

P| sin(nx) sin(2nx) |= P[2sin? (nx)cos(nx)|= 2sin®(nx)/3
2sin (nx icos(nx)

Exemplo 6.17

EP 6.1: Pretende-se resolver aproximadamente o problema modelo (§3) pelo
método de Galerkin, utilizando para fun¢ées de aproximacao/interpolacao:
¢, (x) =sinmx e ¢,(x)=sin2nx

a. justifique que estas fungoes sdo admissiveis para resolver este problema;
b. estabeleca o sistema que permite obter a solu¢do numérica aproximada.

12 ¢ analogamente, para os casos em que seja aplicavel, aproximacio de Ritz.
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87 Formulacdo Fraca Variacional

§7.1 Introducao. Exemplos fisicos de funcionais

Exemplo 7.1: Considere uma barra perfeitamente elastica de sec¢ao transversal
com 4rea A(x) e médulo de elasticidade! E, com deslocamento longitudinal u(x).

Tem apenas uma extensdo: g, = u'(x) e a correspondente tensao:
o, = Ee, = EU'(x), pelo que a energia de deformacéo é:

=_.[”csxxgxde j[E[ L j{mﬂdx— '!(EA(X () bx

O

Note que neste exemplo dA=dydz.
Exemplo 7.10

Exemplo 7.2: Considere o modelo estrutural a flexao: viga de Euler-Bernoullil4.
Este modelo simplificado!® é adequado a analise de vigas esbeltas, diz-nos que os
deslocamentos elasticos sao:

u=—-2w/(x); v=0; w = w(x)

L. ~ = , ou
A tinica extensdo naonula é: ¢,, = pvia —zw"(x)
X

e a correspondente tensido: o, = Ee,, = —Ezw"(x). A energia de deformacéo da viga

7

e:

e .m 0,6, 00 = j[E[W"(x)]z[ J'(J')z 2dADdx = %j' (E [w'(x)F1 (x))jx = %JI‘ (E 1w (x)f )jx

0

Em que I(x)=[[z°dAé o segundo momento de 4rea's, portanto uma

A(x)
propriedade geométrica, muitas vezes incorrectamente designado momento de
inércia (que em particular depende do tipo de material-distribuicdo de massa).
Exemplo 7.2

13 Médulo de Young, apés Thomas Young, 1773-1829.

14 Leonhard Euler (1707-1783) e Daniel Bernoulli (1700-1782).

15 Estudado em disciplinas de Mecanica dos Materiais.

16 Em bibliografia de Mecéanica é ainda designado por 2° momento estatico.
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§7.2 Minimizacao de funcionais de energia

Depois de termos estabelecido funcionais de energia para dois casos muito
conhecidos, da mecanica (dos materiais) vamos fazer um estudo destas entidades
matematicas.

Genericamente considere-se a seguinte expressio onde Ve H;:

J() :%j(k(\/')2 +hv? — 2 fvldx. (7.1)

A expressao (7.1) permite associar a cada fun¢ao v(x), um numero real, J(v).

Um operador que transforma funcoes de um espaco (linear) de funcées em
valores reais designa-se por funcional (real). Um funcional é uma “funcao de
funcoes”.

Pretende-se resolver o seguinte problema:

“Determinar a fun¢io UeH, que minimiza o valor do funcional J(v)dado pela
expressdo (7.1)”. Por outras palavras, pretende-se procurar uecH; tal que
JU)<J(v), v _

H3 *
Notando que qualquer fun¢do do espago admissivel, i.e. neste caso neHg,
se pode escrever na forma: n(x) = u(x) + ev(x)
com :
-u(x) > fungdo que minimiza oJ;
-V(x) = qualquer fungao pertencente ao espag¢o admissivel,;
-& >0 —perturbacao tdo pequena quanto se queira, nimero real.

Neste caso é equivalente escrever:
Jw) <JI(m), VneHl ou JU)<Ju+ev), V _

HE *

Recorrendo a expressao (7.1) pode-se escrever:
1

JM)=J(u+ev)= %I(k(u’ +ev)’ +b(u+ev)® —2f(u+ av))dx
0
desenvolvendo esta expressio obtém-se:

| |
Ju+ev)=J(u)+ ej (ku'v' +buv — fv)dx +%82J- (k(v')* +bv?)dx

_J(U) +8I(U) g + %82J () 2 (7.2)

Em que se obteve as variacgoes a partir de (7.1):

Professor Joaquim Guerreiro Marques 18



Elementos Finitos Formulacao Fraca versus Formulacao Variacional

dJ (u) E%J(u)} =If(ku’v’+buv— fv)dx (7.3)

e=0

523 (u) Ed—;J(u)} = Ij(k(v')2 +bv?)dx (7.4)

0

Para que u seja um minimizador do funcional J(u), é condigao necessaria que:
| |
8J(U)=0< I(ku’v’ +buv)dx = J. fvdx, ve Hg (7.5)

Todo este estudo fol para chegar exactamente a este ponto, pols esta expressao
fo1l obtida como a minimizacao de um funcional corresponde a formulacao fraca
do problema:

{‘(k“') thu=1 e (7.6)
u@@)=u()=0

A expressiao (7.5) designa-se por formulacido (fraca) variacional do problema
(7.6). A condicao (7.5) garante apenas que U é um ponto de estacionaridade de

J . E necessario verificar se 8°J(u) >0, o que facilmente se conclui observando
(7.4).

EP7.1: Obtenha o problema de valores de fronteira que caracteriza o minimo do
seguinte funcional de energia:

300 =3 [ v)? +bv* =28+ 2 BouO)F = B [DF V07, ~v(y,.

0
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88 Método de Ritz

Com a fun¢ao u obtida no ponto anterior, que minimiza o funcional J em todo o
espago Ve H;, podemos obter um minimizador aproximado néo em todo H;, mas

1
(N)

expressao do funcional obtém-se:

num sub-espago H,, de H;. Nestas condigdes substituindo: u,(x) = Zinzlociq)i (X) na

1 | 2 , 1 n
J(u,) zzg(k(uh) +bu? —2fy, )dx == E;aik“a] —Zﬁai (8.1)
em que:
Matriz de rigidez, K; = II(k(x)cl){ ()¢ (X) +0b(x)d; (X)d;(x))dx (8.2)
Vector de carga, F, = _I[ f ()¢, dx (8.3)

Como os ¢,’s s@o conhecidos, este problema fica reduzido a determinar os
coeficientes o;’s. A estes coeficientes o,’s é usual designar por graus de

liberdade (g.1.) da aproximacio construida.
A solugio (aproximada) pretendida obtém-se para a minimizagao de (8.1):

aJ(u,)
oa;

0,i=1..n (8.4)

i.e., todas as derivadas parciais da expressao (8.1) em ordem aos g.l.’s,a,, tém

que ser nulas.
O que conduz ao sistema de equacgoes lineares:

Ko =F,i=1..n (8.5)

Este processo de construir solucdes aproximadas de equacdes diferenciais
através da minimizacdo (num sub-espaco apropriado) do funcional associado a
equacao diferencial é conhecido como Método de Ritz. O Método de Ritz é de
aplicacdo mais restrita do que o Método de Galerkin, porque nio é possivel
assoclar a todas as equacoes diferenciais um funcional. Para aplicar o método de
Ritz elou obter uma formulacao variacional é necessario ter o funcional. Para os
casos em que este ndo seja fornecido podemos estabelecé-lo por: (1) comparacao
com as expressoes (2.4) e (8.1); (11) adaptacédo a partir da f.f. correspondente na
qual um dos membros da equacao é nulo, e substituimos u por v/2 no membro
néo nulo da f.f. obtendo-se o J = J(v).
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EPS8.1: Um veio de aco de diametro D=2cm, comprimento L=25cm,
condutibilidade térmica k=50 W/mK, é exposto ao ar ambiente (T, =25°), sendo

B=64W/m?’K o coeficiente de conveccdo. A extremidade esquerda do veio é

mantida a T=125°C e a outra é exposta ao ar. O problema é descrito pelas
equacoes:

—d—z?(x)+ce(x) =0 (1)
dx

O<x<L, 6(0)=T(0)-T, =100°C, k%ﬂze} =0, CE%ZZSGm‘Z
X x=I

Determine a distribuigao de temperaturas usando a aproximacao:

0, (X) =C, +C,X+C,x° 2)

usando o método de:
a. Galerkin
b. Ritz
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89 Exercicios Propostos

EP9.1. Considere o seguinte problema de valores de fronteira
—u"(X)+u(x)=0(x-1/2); O0<x<1l; u@=u@=0

a. calcule u.

b. esboce os graficos de u, u” e u”, recorrendo a um programa comerciall?,

c. a formulacéao classica ou forte deste problema faz sentido em x=1/27?

EP9.2. a. Construa uma formulacao fraca apropriada do problema:

—u’(x)=06(x-1/2); O0<x<1; u(0)=u@=0.
b. verifique que a solucao u e Hé(]O,lD .

EP9.3. Construa formulacgoes fracas para os seguintes problemas:

a. —(ku) +u+u=0; O<x<l; 1<x<2; 2<x<3; 3<x<4;

k@u|]=[k@u@)]=o0; [k@u@d)]=10;
1,0<x<1

k(x)=<2,1<x<2 ; u(0)=0; u(4)=3.
1,2<x<4

b. —u"+u=8(1-x); 0<x<2; Uu(0)=2; u(2)+u(2)=3.
c. —U+U'=0; 0<x<l; 1<x<2; u(0)=u(2=0; [u@[]=1.

EP9.4. Obtenha os problemas de valores de fronteira que caracterizam o minimo
dos seguintes funcionais de energia:

a. J(v) :%j[(v’)z +v2 —2fvlx; v(0) = v(1) = 0.

b.J(f)=%j.[(f")2—2(f’)2+fz—ng]dt; f(0)=f(0)=0; f(l)=f()=0.

e E.g. Maple ou Mathematica.
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EP9.5. Considere o seguinte problema:

—(@+x)uy=expx,0<x<1
{ u(0) =1 u@ =2

a. obtenha e respectiva formulacao fraca, indicando as classes de funcoes teste e
tentativa admissiveis.

b. pretende-se  obter uma  solugdo  aproximada da  forma:
u,(X) =1+ o, X +a, X +...+ o, X"

E esta forma admissivel? Justifique.

c. como se obtém os coeficientes a,?

d. quais as desvantagens deste tipo de aproximacao relativamente ao MEF ?

EP9.6. Considere o seguinte problema:
@A+t Vv+v=t*,0<t<1
{ v(0)=0 N@D=0
a. estabeleca uma formulacdo fraca, indicando as classes de funcoes teste e
tentativa admissiveis.

b. indique se possivel, o funcional de energia que permite resolver o problema
aproximadamente usando o método de Ritz.

—(@+xuy=sinx,0<x<1

u(0)=0 ,u@)=1
a. estabeleca uma formulacio fraca, indicando as classes de funcées teste e
tentativa admissiveis;

b. classifique este problema de: Dirichlet, Neumann ou Robin;
c. comente a afirmacao: "Este problema é indeterminado”.

EP9.7. E dado o seguinte problema: {

EP9.8. Considere a seguinte formulacao fraca:
“Determinar ue H* Au(-1) =1, tal que

+1

H(x2 +)uv+2uv — xv]dx =v(0) +v(D) —u(v(l), WveH'Av(-1)=0".

-1
a. estabeleca a formulacgao forte correspondente, indicando o(s) ponto(s) onde
esta néo tem significado;
b. determine um funcional de energia cuja minimizag¢do conduz a esta
formulacao fraca.

Professor Joaquim Guerreiro Marques 23



Elementos Finitos Formulacao Fraca versus Formulacao Variacional

Referéncias Bibliograficas

[1] Oden, J.T. et al. : Finite Elements, an Introduction, Vol. I, Prentice Hall,
1981.

[2] Reddy, J.N.: An Introduction to the Finite Element Method, McGraw-Hill,
2nd Edition, 1986.

[3] Lebedev, L.P., et al.: Funcional Analysis: Aplications in mechanics and
inverse Problems. Kluwer Academic Publishers, 1996.

Sugestdes/Solucbes dos Exercicios Propostos

EP 4.1:
i. Em x=0 temos deslocamento nulo (w(0)=0) e rotacdo nula (W'(0)=0). Na

outra extremidade da viga, x=L, temos um momento concentrado aplicado
(M(L)=M, a que por sua vez corresponde El (L)W”(L)= M, & W"(L)= M,/El') e
nao temos nenhuma forca aplicada, pelo que o esfor¢co transverso é nesta
extremidade nulo (V(L)=0 < d/dx[EI (Lw"(L)]=0 < w'(L)=0).

:ZMO_fOLZ X2+ fOL X3— fOL X4'

i wix) === 6EI ©  24El

1.
veH;

1 1
EP5.2: Determinaru e H; :IATu’v'dx :J.Apgvdx+Pv(a): 0,V
0 0

EP 7.1: Qualquer funcao do espaco admissivel pode ser representada:

n(x) = u(x) +&v(x)
com :
-u(x) > funcao que minimiza </
-V(X) = qualquer func¢io pertencente ao espago admissivel
-£>0 —perturbacao tao pequena quanto se queira.

1
)JIM)=J(u+ev) = %j(k(u' +ev)> +b(u+ev)’ —2f(u+ gv))dx
0
+ 5 Bol0()+ v O)F + 2B, [0 + )] - ) + (@), ~ ) + vy,
. 8 Lt o (4t +
i) —(u+av) = j (2K (U’ + ev')V + 2b(u + ev)v — 2 fv)dx
0

+Bo[(u(0) +ev(0) M(0) + B, [(u(l) +ev(1)) (1) —v(0)y, —v(l)y,
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111) a formulacao variacional é obtida fazendo:

Z—J (u+ sv)} =0 j(k(u’)v’ +b(u)v — fv)dx + B,u(0)v(0) — y,v(0) + B,u(lv(l) —y,v(1) =0
€ 0

e=0

usando agora a formula da integracdo por partes "ao contrario", obtém-se a
formulagao forte:

- equacao diferencial: —ku” +bu = f
- condigoes de fronteira: u'(0) = %[BOU(O) 7], U= —%[Blu(l) -1].
EP 8.1:

a. o primeiro passo do método de Galerkin é a construcao da formulacao fraca:

1.—0"+c6=0
1. r(x)=—0"+co

iii. j r(x)v(x)dx = j (-0" + cO)vdx=0

1
iv. J' (0'v' +cv)dx —[0'v]._, =0
0

v. i(e'v' +cOV)dx +Ee(|)v(|) _0, v(0)=0 @

Introduz-se aproximacoes:
3 3
eh(x):ZCj(bj(X)’ Vh(X):ZCj¢j(X)
=1 j=1

na formulacgao (#), tal como sugerido no enunciado do problema.

0,(X) =L, (X) = xe d(X) =X
01 (X) = 0,05(x) =1e ¢5(x) = 2x

Pelo que se obtém o sistema final antes da introducio das condicoes fronteira é:

_ ) ; i}
C|+E i+EI i+EI2
K 2k 3k S
Kic. =F & |+i+E|2 |2+i+E|3 c, =0
' 3k L 4k .
sim. i+i+gl4 ’
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Temos uma condic¢ao de fronteira essencial, a saber 0,(0) =c, =100°C, pelo que o

sistema a resolver é:

—C [i_{_E'j
I+?+E +T+E {Cz}: 1% Tk

4 3 5 3
12 A B A A Bales —c, AL By
4 k 3 5 k 3 k

b) a equacao diferencial dada (1), pode-se associar, através da formulacio fraca
(#), o seguinte funcional de energia:

i) J(v)=E%(I)+j[(v')2/2+cv2/2]dx

ii) O
0,2« tha s )

J(eh)=ET(|)+£[(eh) 1240, 12)x =

232 I
:E(CﬁCzX;CsX ) (|)+'[[(c2+203x)2/2+c(c1+czx+cax2)2/2]dx
0

111) o passo seguinte do método de Ritz consiste em:

0J(6,)

oc i

=0; j=12,3, o sistema encontrado é naturalmente o mesmo da alinea a).

Nota final: As unidades de ¢, sdo em °, as unidades de ¢, s@o em °m e as
unidades de ¢, sdo em °/m?2.

EP9.1. [[1],1.2.3].
a. Do exemplo 4.1 sabemos que u,(x)=Ce*+C,e ™, usando o teorema 4.3 com

u(x) =€* e U,(x) =™, obtém-se u, (x) =sinh(l/2—x)H(x—1/2). A solugéo geral é:
00X = sin_h(l/ 2)
sinh(1)

b. Graficos pedidos recorrendo ao programa comercial Mathematica

sinh(x)—sinh(x -1/ 2)H(x-1/2).
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c. Nao, pois a edo ndo tem sentido nesse ponto.
EP9.2.[[1],1.3.2]. Analogo ao EP9.1..

EP9.3. [[1], 1.3.2].

a.
2

UV +u'v+ uv)dx'[ (2u'V' +u'v +uv)dx +
1

Determinaru e H* Au(0)=0:

O ey

+ 7" veH!Av(0)=0

N Sy 0O

4
(UV' +U'v + uv)dx + I (UV' +U'v+uv)dx + 4v(3) - 3v(4) = OV
3

b. Determinaru e H* : (u(2)-3\(2)+2v(0)+ | (u'v' +uv)dx =v(1), V. _.”.

veH!

Oy N

1 2
c. Determinaru e Hg - [ (uv' +uv)dx+ [ (uv'+uv)dx+v(1)=0,v "
0 1

EP9.4.
a. u"+u=f; u(0)=u()=0
b. u™+2u"+u=f; u(0)=u(0)=u(l)=u'(l)=0

EP9.5. [IST-Exame 90/2/28]

1 1
a. Determinaru e H' Au(0)=1: I((1+ X'V )dx = jexvdx+ A1)V, i voro
0 0

b. A funcéo u,(x) é um polinémio pelo que pertence a H*, por outro lado u,(0)=1,

pelo que se verifica a c.f. essencial.
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c. E necessario conhecer o valor de u(x) em n pontos distintos. Com esta
informacao aplica-se a expressao uh(x) a cada um desses pontos e constréi-se um

sistema nao linear de n equagdes a n incognitas, o, a ao,,.

EP9.6. [IST-Exame 89/2/22]
a. Determinarve H' Av(0)=0: j((1+ WV -+ wv )dt =jv\ft2dt,VW€HlAW(0H
b. Sim porque a f.f. é simétrié)a. 0
EP9.7. [IST-Exame 89/2/22]
a. Determinaru e H' :j(1+ X u'v'dx = 2v(1) —jsin(x)\/dxvvéHl :
0 0

b. Neumann
c. Impossivel.

EP9.8. [IST-Exame 95/2/21]
a. A formulacao forte nao tem significado em x=0, para os outros pontos do
dominio temos:

[(x2 +2u] +2u=x+8(x), u(-1)=0 e W)= @-u@))/2.
b. 3(v)= [ (¢ +2)v')? + 207 — 2xv ix —v(0) + v1) + ML)F /2 e v(-1)=0.
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