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Resumo: A existência de observações empatadas pode influenciar
o desempenho dos procedimentos não paramétricos alternativos à
ANOVA com dois fatores. Para comparamos o desempenho destas
alternativas consideramos delineamentos equilibrados e desequilibra-
dos, e que os dados são provenientes de distribuições discretas. Os
nossos resultados mostram que o desempenho dos testes é afectado
pelo tipo de delineamento (equilibrado ou desequilibrado), pelos efei-
tos presentes no modelo e pelo tamanho dos efeitos, e pela dimensão
da amostra.

1 Introdução

Na análise de conjuntos de dados reais são várias as situações em que
não se pode recorrer à ANOVA paramétrica devido a sérias violações
dos seus pressupostos ou porque os dados são de tipo ordinal [2, 3].



Por isso, desde a segunda metade do século passado, foram propostos
vários procedimentos não paramétricos alternativos à ANOVA com
dois fatores.

Na literatura é posśıvel encontrar vários trabalhos que estudam o de-
sempenho destes métodos, onde são consideradas distribuições cont́ı-
nuas, com diferentes graus de assimetria e a presença de valores at́ı-
picos, e/ou com variâncias heterogéneas, tanto para delineamentos
equilibrados como desequilibrados (e.g. [4, 5, 6]). Afonso e Pereira
[2, 3] efetuaram estudos de simulação para analisar a probabilidade
de erro de tipo I e a potência de alguns desses procedimentos alter-
nativos considerando dados provenientes de distribuições discretas,
o que propicia a existência de empates nas ordens das observações.
Nestas análises foram considerados diferentes graus de dispersão e
assimetria das distribuições, e apenas delineamentos equilibrados.
De acordo com os vários estudos, nenhum dos procedimentos se des-
tacou dos restantes por ter tido o melhor desempenho em todos os
contextos.

Neste trabalho, estendemos a análise realizada nos trabalhos [2, 3]
aos delineamentos desequilibrados para os procedimentos: transfor-
mação em ordens (RT ), transformação normal inversa (INT ), trans-
formação em ordens alinhadas (ART ), transformação ART combi-
nada com INT (ART+INT ), estat́ıstica L de Puri & Sen (L de PS ),
teste de van der Waerden, estat́ıstica de tipo Wald (WTS ), esta-
t́ıstica de tipo ANOVA (ATS ) e teste de permutação de tipo Wald
(WTPS ).

2 Simulação

Para se comparar os diferentes procedimentos não paramétricos com
a ANOVA paramétrica apresentamos um estudo de simulação. Neste
estudo adota-se um modelo de efeitos fixos com interação:

Yijk = µ+ αi + βj + γij + εijk,



onde µ é a média global, αi o efeito do ńıvel i do fator A, i = 1,...,L,
βj o efeito do ńıvel j do fator B, j = 1,...,C, γij é o efeito da interação
do ńıvel i do fator A com o ńıvel j do fator B e εijk é o erro aleatório,
k = 1,...,nij .
Os efeitos principais dos fatores A, B e da interação A × B foram
modelados considerando:

αi =

 c, i = 1
−c, i = 2
0, caso contrário

; βj =

 c, i = 1
−c, i = 2
0, caso contrário

; e

γij =

 c, i = j e i,j = 1,2
−c, i 6= j e i,j = 1,2
0, caso contrário

,

com c = 0,25σ, 0,5σ e 1σ, onde σ representa o desvio-padrão da po-
pulação amostrada. Os efeitos considerados satisfizem as restrições∑L

i=1 αi =
∑C

j=1 βj =
∑L

i=1 γij =
∑C

j=1 γij = 0.
Foram considerados delineamentos 3×3, equilibrados e desequilibra-
dos, com amostras de dimensão global N =

∑
i

∑
j nij = 27, 45, 90,

sendo as dimensões por célula apresentadas na (Tabela 1).
Foram consideradas distribuições discretas com diferentes graus de
dispersão e assimetria: (i) Binomial assimétrica positiva: B(K; 0,2)
com K = 25, 50, 100; (ii) Binomial simétrica: B(K; 0,5) com K =
10, 20, 40; (iii) Binomial Negativa: BN(K; 0,4) com K = 2, 4, 8;
(iv) Poisson: P (λ) com λ = 5, 10, 20; e (v) Uniforme: {0,...,K} com
K = 10, 20, 40.
As taxas de erro de tipo I e II dos vários testes foram avaliadas
considerando seis modelos distintos:

1. inexistência de efeitos principais e inexistência de interação
(modelo nulo);

2. um efeito principal e inexistência de interação;

3. dois efeitos principais e inexistência de interação (modelo de
efeitos principais);



Tabela 1: Dimensão global da amostra (N) e dimensões conside-
radas para as amostras (nij), por tipo de delineamento e grau de
desequiĺıbrio

Equilibrado Desequilibrado
<deseq. >deseq.

N = 27
n11 = n12 = n13 3 2
n21 = n22 = n23 3 3
n31 = n32 = n33 3 4

N = 45
n11 = n12 = n13 5 5 2
n21 = n22 = n23 5 6 5
n31 = n32 = n33 5 4 8

N = 45
n11 = n12 = n13 10 4 2
n21 = n22 = n23 10 10 9
n31 = n32 = n33 10 16 19

4. sem efeitos principais e existência de interação (modelo de in-
teração);

5. um efeito principal e existência de interação;

6. dois efeitos principais e existência de interação (modelo com-
pleto).

Em cada cenário distribucional foram consideradas 1000 réplicas de
Monte Carlo e, para cada um dos procedimentos, registou-se a dis-
tribuição emṕırica dos valores p, a taxa de erro de tipo I emṕırica e
a taxa de erro de tipo II emṕırica, quando α = 1%, 5% e 10%.
Na análise do desempenho dos testes no controlo da probabilidade
do erro de tipo I, foi usado o critério liberal de Bradley [1]. Segundo
este critério, um teste de hipóteses é dito liberal se, tomadas k amos-
tras de tamanho igual da mesma população, a taxa de rejeição da
hipótese nula pelo teste, realizado em cada uma das k amostras, é
maior do que 1,5α. Um teste é conservador quando a taxa de rejeição
da hipótese nula pelo teste é menor do que 0,5α.



Os testes ART, ATS e WTS foram aplicados quer às observações
originais (y) quer às respetivas ordens (ry). Para distinguir entre
estas duas situações, na apresentação dos resultados utilizaram-se os
posfixos y e ry, respetivamente. Na aplicação do teste INT o score

normal foi definido como Φ−1
(

ri
N+1

)
, onde Φ−1 denota o quantil

da distribuição N(0,1), r as ordens das observações y e N o número
total de observações.
Para a aplicação dos procedimentos foram usados os pacotes ARTool,
rankFD e GFD do programa R Project [7], e funções dispońıveis em
http://www.uni-koeln.de/∼luepsen/R/.

3 Resultados

Na impossibilidade de apresentar os resultados para todos os ńıveis
de significância considerados, nesta seção apresentam-se apenas os
resultados quando α = 0.05. A eficácia dos testes foi avaliada com
base na taxa de erro de tipo I emṕırica e na potência emṕırica.

3.1 Delineamentos equilibrados vs. desequilibra-
dos

Nos resultados apresentados nas Tabelas 2 e 3 distingue-se o desem-
penho dos testes pelo tipo de desequiĺıbrio do delineamento.
A maioria dos testes que não verificam o critério de Bradley são clas-
sificados com liberais (valores a cinzento na Tabela 2). Com o au-
mento do desequiĺıbrio do delineamento aumenta o número de testes
que violam o critério de robustez, e há um aumento do afastamento
da taxa de erro de tipo I emṕırica destes testes relativamente ao ńıvel
de significância nominal. O teste WTS mostrou ser demasiado libe-
ral, principalmente quando se testa a interação. O comportamento
dos testes L e vdW não é consistente, pois são testes conservadores
quando se testa a presença de interação e são liberais quando se testa
a presença dos efeitos principais. De um modo geral, a taxa de erro
de tipo I emṕırica dos métodos robustos tende a estar mais próxima
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ṕ
ırica,

com
α

=
0
,05,

p
or

d
eseq

u
iĺıb
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iĺıb

rio
(<

d
eseq

.)
e

m
aior

d
eseq

u
iĺıb
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do ńıvel de significância considerado nos delineamentos equilibrados
do que nos desequilibrados.
Na Tabela 3 destacam-se a negritos os testes que revelaram ser os
mais potentes nos diferentes desequiĺıbrios considerados para os de-
lineamentos. A t́ıtulo informativo, apresenta-se a cinzento e itálico a
potência emṕırica dos testes cuja probabilidade do erro de primeira
espécie violou o critério de robustez adotado. A potência emṕırica
dos procedimentos robustos é menor nos delineamentos desequilibra-
dos, sendo esta mais reduzida nos delineamentos com maior desequi-
ĺıbrio (>deseq.).

3.2 Tamanho da amostra

As Figuras 1 e 2 ilustram a eficácia dos testes quando se consideram
diferentes tamanhos da amostra global, tendo em consideração o de-
sequiĺıbrio do delineamento. De notar que nestas figuras não existem

Figura 1: Taxa de erro de tipo I emṕırica por dimensão da amostra,
efeito testado e desequiĺıbrio do delineamento, com α = 0,05. As
linhas verticais a tracejado indicam os limites de robustez do critério
de Bradley.



reprentações quando N = 27 e o delineamento é mais desequilibrado
uma vez que neste estudo não foi gerado este caso.

Na Figura 1, os testes que se encontram entre as duas linhas verticais
a tracejado são considerados robustos, os que se estão à esquerda da
primeira linha vertical são classificados como conservativos e os que
se estão representados à direita da segunda linha vertical são liberais.

A maioria dos testes que não verificam o critério de Bradley são
liberais (Figura 1). À medida que aumenta o tamanho global da
amostra observa-se um aumento do número de testes que violam o
critério de robustez e um aumento da taxa de erro de tipo I emṕırica,
principalmente quando os delineamentos são mais desequilibrados.
Estes comportamentos também são observados para a maior parte
dos procedimentos à medida que aumenta o desequiĺıbrio do deline-
amento.

Com o aumento da dimensão da amostra observa-se um aumento da
potência emṕırica dos testes (Figura 2). Nos testes robustos observa-
se ainda que com o acentuar do desequilibrio dos delineamentos há

Figura 2: Potência emṕırica por dimensão da amostra, efeito testado
e desequiĺıbrio do delineamento, com α = 0,05.



uma redução na potência emṕırica.

3.3 Tamanho dos efeitos

Apenas se observa um aumento da taxa de erro de tipo I emṕırica nos
testes liberais (L, vdW, WTS ) com o aumento do tamanho do efeito
dos ńıveis dos fatores e da interação, que depende da ponderação
atribúıda ao desvio-padrão da população amostrada (Figura 3). Em
todos os outros procedimentos a taxa de erro de tipo I emṕırica
mantém- se inalterada seja qual for o tamanho do efeito dos ńıveis
dos fatores e da interação.

Quanto maior o tamanho dos efeitos maior é a capacidade dos testes
para para rejeitar H0 quando esta hipótese é falsa (Figura 4).

Figura 3: Taxa de erro de tipo I emṕırica por tamanho do efeito
c = 0,25σ, 0,5σ, 1σ, efeito testado e desequiĺıbrio do delineamento,
com α = 0,05. As linhas verticais a tracejado indicam os limites de
robustez do critério de Bradley.



Figura 4: Potência emṕırica por tamanho do efeito c = 0,25σ, 0,5σ,
1σ, efeito testado e desequiĺıbrio do delineamento, com α = 0,05.

3.4 Modelo

Uma vez que a taxa de erro de tipo I emṕırica corresponde à pro-
porção de réplicas que rejeitaram H0 quando H0 (o efeito é nulo) é
verdadeira, na Figura 5 só se representam as taxas associadas aos
efeitos nulos considerados em cada modelo. Do mesmo modo, como
a potência emṕırica corresponde à proporção de réplicas que rejeita-
ram H0 quando H0 falsa na Figura 6 só se representam as potências
associadas aos efeitos não nulos do respetivo modelo.

No teste à interação, quer a taxa de erro de tipo I quer a potência
emṕırica não é afectada pela presença ou não de efeitos principais
(Figura 5). No teste aos efeitos principais na presença de interação
observa-se um aumento na taxa de erro de tipo I emṕırica, que se
agrava com o desequilibrio do delineamento.

Com o aumento desequiĺıbrio do delineamento parece haver uma di-
minuição da capacidade dos procedimentos decidirem corretamente
(Figura 5 e Figura 6).



Figura 5: Taxa de erro de tipo I emṕırica por modelo, efeito testado
e desequiĺıbrio do delineamento, com α = 0,05. As linhas verticais a
tracejado indicam os limites de robustez do critério de Bradley.

Figura 6: Potência emṕırica por modelo, efeito testado e desequiĺı-
brio do delineamento, com α = 0,05



4 Conclusão

Os nossos resultados mostram que de um modo geral os testes ten-
dem a diminuir a capacidade de decidir corretamente quanto mais
desequilibrado for o delineamento. Além disso, o desempenho dos
testes é afectado pela dimensão da amostra, efeitos principais pre-
sentes no modelo e pelo tamanho dos efeitos.

O teste WTS mostrou ser demasiado liberal. O comportamento
dos testes L de PS e de van der Waerden não é consistente, pois
tanto são testes conservadores como liberais. Quando se testam
os efeitos principais, a taxa de erro de tipo I emṕırica dos testes
ART e ART+INT é maior nos delineamentos desequilibrados do
que nos equilibrados, e todos os procedimentos robustos apresentam
potências menores nos delineamentos desequilibrados.

No teste à interação, a taxa de erro de tipo I emṕırica dos procedi-
mentos é menor nos delineamentos desequilibrados, mas a taxa de
erro de tipo II é menor nos delineamentos equilibrados.

A ANOVA paramétrica tem um comportamento estável, exceto nos
delineamentos com maior desequiĺıbrio e o tamanho dos efeitos prin-
cipais e da interação é elevado. Este teste mostrou ser robusto e
muitas vezes mais potente do que os procedimentos alternativos con-
siderados neste trabalho.

De futuro pretende-se estender este estudo à situação em que as
variâncias são heterogéneas.
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