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Resumo

No presente relatorio da Pratica de Ensino Supervisionada sdo referidas op¢oes
de ensino, procedimentos e reacdes dos alunos ao processo de ensino. E dada uma
grande énfase ao ambiente de aprendizagem baseado na tecnologia e suportado por uma
comunidade de aprendizagem, que tem lugar na prépria sala de aula ou na sala de
informatica. A tecnologia é assumida como um recurso constante na maior parte das
aulas através do recurso a tarefas escolhidas intencionalmente tendo em vista a
possibilidade de introducdo da tecnologia na sua resolucdo. Esta implementacao
assumiu varias formas, tais como a exploracdo de calculadoras, a manipulacdo do
GeoGebra ou simplesmente através da apresentacdo de ficheiros acabados, o que
constitui uma forma de obter uma boa visualizagdo dos objetos matematicos. A
aplicacdo dos recursos tecnoldgicos foi progressivamente tornada mais intensiva,
atingindo o seu culminar no Projeto de Estagio, designacdo atribuida a duas aulas
concebidas explicitamente para a exploragdo da tematica: “Estabelecimento de um

Paralelismo entre a Geometria Tridimensional Dinamica e as Fung¢des”.

Palavras-chave: Tarefas de investigacdo, formalizacdo, intencionalidade, recursos
tecnoldgicos, justificacdo de procedimentos, melhoramento da linguagem matematica,

propriedades fundamentais, ensino exploratério
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Abstract

The Use of Technology in the Classroom as an Instrument of
Visualization and Algebrization of the Mathematical Objects

In this paper we refer to teaching options, procedures, and to students’ reactions
to the teaching processes. We give a lot of reinforcement in the learning environment
based on technology and supported by a community of learners, which take place in
their own classroom or in the Informatics Class. Technology is assumed as a constant
resource in most part of the classes through the intentional tasks’ choosing taking into
account the possibility of technology introduction in their resolution. This
implementation has assumed several forms, like calculators’ exploration, GeoGebra
manipulation or simply by presenting finished files, which is a way of getting a great
visualization of mathematical objects. The technological resources’ application turned
itself progressively more intensive, presenting its center point on Practice Project, name
who was gave to two classes conceived explicitly for the thematic exploration: “The
establishment of a parallelism between Dynamic Tridimensional Geometry and the

Functions”.

Key words: Investigation tasks, formalization, intentionality, technological resources,
procedures justification, mathematical language improvement, fundamental properties,

mathematical communication, explorative teaching
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INTRODUCAO






No texto que segue, € realizada uma reflexdo sobre os contetidos lecionados, as
opcbes metodologicas, 0s recursos utilizados como suporte das mesmas e 0s ambientes

de aprendizagem implementados.

A projecdo de imagens, nas primeiras aulas do 10° ano, consistiu um recurso
amplamente utilizado, quer fossem digitalizacbes do manual adotado, quer construcdes
realizadas, aquando da planificacdo das aulas, com recurso ao GeoGebra. Esta opcao
prendeu-se ao facto de o contedo a lecionar estar contido no tema Geometria
Euclideana, pelo que se revelaram importantes as explicitacbes acompanhadas de algo
palpavel, para o qual eu pudesse fisicamente direcionar a minha postura. Nesta fase
inicial de construcdo da identidade profissional, considerei muito Gtil munir-me destes
recursos para facilitar a minha atuagdo junto da turma, apoiando-me em recursos que
favorecessem a visualizagcdo dos objetos matematicos e, deste modo, potenciassem 0s
processos algébricos associados a resolugbes de tarefas. Posteriormente, foram
introduzidos outros recursos como o software TI-Inspire que permitia exposicoes
relativas a calculadora grafica com a mesma designacdo (comum a maioria dos alunos
da turma) de modo a assegurar a todos os alunos a visualizagdo mediante a projecéo
através do video projetor. As calculadoras graficas permitiram quer a visualizacdo
gréfica, quer a algebrizacdo de funcdes, pelo que introduziram uma evolugdo no ensino
do conteudo. Avancando em termos de aplicacdo da tecnologia na sala de aula, os
alunos foram por fim direcionados a fazerem uso do programa GeoGebra, completando
desta forma o ciclo de utilizacdo da tecnologia nas aulas de Matematica. Esta
apropriacdo do software foi designada por Projeto de Estdgio como a seguir se

especifica.

Fez parte do quadro conceptual de suporte a lecionacdo a ideia da conexao entre
a Geometria e a Algebra, que teve o seu culminar no projeto de estagio implementado
na turma do 10° ano. Dentro deste, a noc¢ao do estabelecimento de uma relacéo efetiva e
evidente entre estes dois campos da Matematica foi a base para a construgdo de tarefas,
cuja resolucdo esteve estreitamente vinculada ao programa GeoGebra 3D. Estas
pressupunham a conexao entre as representacdes geométrica, grafica e algébrica de um
determinado objeto matematico, no qual se introduziu uma dindmica por intermédio de
um seletor. A ideia, que atingiu o seu culminar neste projeto final, estava ligada ao facto

de assumir a importancia da compreensao de um objeto matematico em termos das suas
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propriedades essenciais do ponto de vista da Matematica, ou seja, prendia-se a analise
conceptual de determinados objetos considerados importantes no sentido da apreenséo

de conceitos fundamentais.

Também no 9° ano se procurou estabelecer uma relacdo entre a expressdo visual
e a expressao grafica / algébrica. As representaces dos objetos estiveram ligadas a
visualizacdo dos mesmos, mas também a compreensdo destes enquanto estruturas
representativas de um conjunto de propriedades matematicas. Também na turma 9°B foi
implementada uma aula na sala de informatica com a finalidade de abordar um conjunto
de conceitos relativos aos lugares geométricos. Pretendia-se que o0s alunos
desenvolvessem gosto pelo conteddo, bem como acentuar as propriedades
caracterizantes dos objetos construidos. Apesar de ndo substituir em absoluto as
construgbes no caderno, afigurou-se como um poderoso complemento, quer

motivacional, quer estrutural como suporte a aprendizagem desta matéria.

Os aspetos considerados importantes na estruturacdo das aulas sdo também tidos
em linha de conta, bem como as questdes mais pertinentes, relativas a metodologias que
podem ser melhoradas. Ao longo do texto, assiste-se a um esforgco no sentido de
compreender a razdo justificativa do recurso a determinadas estratégias de ensino e a
escolha de tarefas, sendo depois avaliada a sua pertinéncia, numa reflexdo relativa aos

seus pontos fortes e fracos no que diz respeito a aprendizagem dos alunos.

A experimentacdo, o risco, foram até certo ponto levados para as aulas, ndao
procurando seguir o caminho mais facil, mas aquele que pudesse levar os alunos a
interessar-se mais e a nutrir um maior gosto pela Matematica. Foi também muito tido
em linha de conta a possibilidade de autonomia dos alunos, com o necessario apoio por

mim proporcionado.

Creio que o recurso aos materiais, ainda que diminuto, cumpriu a fungéo de

transmitir certos conceitos que visualmente ofereciam algumas dificuldades.

As aulas descritas, apesar de ndo terem sido as uUnicas lecionadas, foram
selecionadas tendo em conta a sua representatividade no ambito do tema da Pratica de

Ensino Supervisionada.
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Espero, acima de tudo, ser suficientemente elucidativa no discurso, de modo a
constituir-se um documento demonstrativo do sucesso das metodologias e recursos

introduzidos nas turmas em questao.
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2.1. RELACIONANDO A GEOMETRIA E A ALGEBRA ATRAVES
DA GEOMETRIA DINAMICA INTERATIVA

2.1.1. A Natureza dos Objetos Matematicos e o Papel Crucial das
Representagdes
Como ja foi tantas vezes referido desde o tempo da Grécia antiga, a natureza dos

objetos matematicos € na sua esséncia abstrata. Os objetos matematicos sdo apenas
indiretamente acessiveis atraves das representaces, 0 que contribui para o caracter
paradoxal do conhecimento matematico. A Unica forma de conseguir 0 acesso aos
referidos objetos € utilizando sinais, palavras ou simbolos, expressdes ou desenhos. No
entanto, paralelamente, os objetos matematicos ndo devem ser confundidos com as

representacdes que fazemos deles. (Duval, 1999, p.4)

Os objetos matematicos sdo algo de concreto, apesar de abstrato, e sdo
estabelecidos através do recurso a defini¢cBes da sua significancia, ou seja, tornam-se
algo real, do ponto de vista mateméatico quando o conceito que lhe esta associado €
definido de forma univoca ou, pelo menos, utilizando defini¢bes equivalentes. O que
habitualmente os alunos tendem a fazer é imaginar um determinado objeto matematico
e, a partir desta idealizacdo, realizar a sua representacdo; ndo por recorréncia as suas
propriedades fundamentais, mas por invocacdo da imagem que tém desse mesmo
objeto. (Duval, 2006)

Vejamos dois exemplos.

1. Construir uma reta tangente a um circulo para os alunos € usualmente
realizado através do desenho de uma linha tocando o circulo, unicamente utilizando a
acuidade visual e ndo por recorréncia a uma propriedade geométrica da reta tangente: a

existéncia de perpendicularidade entre esta reta e um “Unico raio” do circulo.

2. Quando lhes € solicitado que representem um angulo, sera que tém presente
que o conceito de angulo se refere a uma regido do plano que é delimitada por duas

semirretas com uma origem em comum?

Nesta 6tica, ha que frisar que um processo é considerado operacional se o0 uso da
representacdo se realiza tendo em conta a relagdo com outra representacdo ou se 0 seu

uso é controlado por esta relagdo. (Usiskin, 2010)
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No entanto, as representacdes podem ser realizadas tendo como pano de fundo
um quadro mental onde estdo presentes os conceitos associados aos objetos, ou seja, a
representacdo surge por intermédio de uma ideia conceptual e ndo diretamente pela

imagem do objeto. (Duval, 2006)

2.1.2. Representacdo dos Objetos Matematicos em Ambientes de
Geometria Dinamica e Interativa
A questdo essencial dos ambientes de Geometria Dinamica reside na natureza

especifica dos seus diagramas (imagens geométricas dos objetos). Estes diagramas séo
variaveis e podem ser continuamente modificados, mantendo as suas propriedades

geométricas quando deformados (Roy, 2008).

No entanto, existem outros tipos de representacbes que também estdo
disponiveis em alguns ambientes de Geometria Dindmica, como os graficos de fungdes
ou de familias de funcbes paramétricas e as expressdes algébricas. No entanto, o0 novo
aspeto introduzido por este tipo de ambientes diz respeito ao facto de todas estas
representacdes se encontrarem interligadas. Enquanto uma das representacdes é
continuamente modificada, as outras representaces dependentes da primeira também
vao variando. Ndo sdo apenas os elementos geométricos que variam, mas também os
numeros representativos de medidas, coordenadas, resultados de célculo e ndmeros
presentes em expressdes simbolicas de fungbes ou em equacdes de curvas (Laborde,
2010).

A variacdo e as variaveis constituem a esséncia de muitos objetos matematicos.
Estas nocBes podem tornar-se tangiveis na Geometria Dindmica, que implementa a
variacdo de ambos: objetos e nimeros. Num certo sentido, os ambientes de Geometria
Dindmica constituem uma versdo material dos processos mentais fundamentais

desenvolvidos pelos alunos (Andersen, 2010).

Com as multiplas representacbes dos objetos matematicos ligadas e
“comportando-se matematicamente”, os ambientes de Geometria Dindmica constituem
um local onde é possivel conceber tarefas que contribuem para a conexdo entre
representacbes e, em particular, entre representacbes geometricas e expressoes

algébricas de fungdes. Tarefas nas quais os estudantes sdo levados a interpretar ou a
17



produzir os comportamentos esperados das representacdes encontram nos ambientes de

Geometria Dindmica o seu lugar por exceléncia.

Vamos ilustrar este tipo de tarefa com um exemplo no ambiente de Geometria

Dinadmica Tridimensional GeoGebra.

Sejam A, B e C trés pontos distintos ndo colineares, ou seja, definindo um plano.
A sua equacdo surge na folha algéebrica. Os alunos podem observar que movendo um
ponto destes (utilizado para definir o plano) a equacdo do plano varia (com a

salvaguarda da equivaléncia entre ambas as equacdes).

Em seguida, sdo apresentadas duas imagens relativas a duas posic6es do ponto B

e as respetivas equagdes do plano por este movimento geradas.

planoa-8y-7.88z=-38.21

Figura 1: Plano a definido através dos pontos A, B e C, cuja equacao é dada pela
igualdade que pode ser observada na figura
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planoa:-408y-403z=-413

Figura 2: Plano a definido por A, C e, digamos B’, pois o ponto B foi movido, estando
agora numa posicao distinta da inicial. A equacao apresentada € equivalente a
primeira.

Podemos observar que o plano continua 0 mesmo, igualmente posicionado no
espaco, pois o ponto B foi movido através de um deslocamento dentro do préprio plano.
Deste modo, a nova equacdo obtida, dependente da posicdo atual do ponto B, é

equivalente a primeira.

No momento seguinte, € dado um ponto P ndo pertencente ao plano. A tarefa
consiste em aproximar o ponto P do plano dado. A figura seguinte da-nos uma ideia da

situacdo inicial.

plano & -8y-9.91z2=-418

Figura 3: Tomemos um ponto P ndo pertencente ao plano com o objetivo de o
aproximar continuamente do plano
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A Algebra é o recurso infalivel de modo a controlar a posicdo do ponto P
relativamente ao plano. Se tentarmos mover o ponto P até inseri-lo no interior do plano,
podera ndo ser possivel ou entdo constituir uma questdo de destreza manual. Para evitar
a aleatoriedade, ha que manipular as coordenadas do ponto P, de modo a torna-lo um
ponto pertencente ao plano, ou tdo proximo quanto queiramos. No limite, querendo que
0 ponto P seja um ponto pertencente ao plano, entdo as suas coordenadas devem
satisfazer a respetiva equacdo, enquanto para aproximar continuamente o ponto, é
necessario que os valores assumidos pelos membros da equacdo do plano, quando
concretizadas as variaveis, se vao sucessivamente tornando mais proximos até, por fim,

ser atingida a igualdade.

E exatamente por este facto que a tarefa € interessante: porque permite que 0s
alunos compreendam o que significa, por um lado, o ponto pertencer ao plano, e, por
outro, como poderdo modificar as coordenadas do ponto de modo a aproximéa-lo do
plano. Ou seja, a resolucdo da tarefa implica que o raciocinio do tipo conceptual seja
aplicado. Para além disto, na 6tica da conexdo entre representacdes, a tarefa leva a que
cada alteracdo realizada nas coordenadas do ponto P, correspondente a uma
transformacdo algébrica, conduza a uma transformacdo geométrica, podendo este

paralelismo ser apreciado instantaneamente no ambiente GeoGebra.

Obviamente, esta tarefa apenas pode ser proposta num ambiente dindmico no

qual as representacdes geomeétricas e algébricas estejam ligadas.

Em analise da tarefa, ha que salientar que os alunos sdo designados, por um lado,
para descreverem todos oS movimentos que podem ser concebidos no espaco, ao
moverem 0 ponto, e, por outro, para imaginar perpetuamente no espago 0 movimento

que cada operacdo analitica reproduz.

Tarefas como esta, dadas num ambiente de Geometria Dindmica, podem

contribuir para a aprendizagem por duas razoes:
1. A propria tarefa e as suas exigéncias;

2. O feedback dado pelo ambiente as acBes dos alunos e, em particular, quando
0s objetos sdo arrastados e postos em movimento, os alunos podem observar os efeitos

da construcdo realizada: se a forma é preservada ao movimentar o objeto e descobrir 0
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seu comportamento real, averiguando se este se realiza de acordo com o esperado
(Zotto, 2010).

2.1.3. Construindo o Sentido da Nocéo de Grafico de uma
Funcao

O conceito de funcdo € caracterizado pelo nimero alargado de representacdes
possiveis introduzidas no ensino de Matematica, incluindo tabelas de valores, gréaficos,
expressdes simbolicas e tabelas de variacdo (nas quais as variagdes da fungdo, assim
como 0s seus minimos e maximos locais sao registados). (Goldin, 2008)

A titulo de exemplo, o Programa Nacional de Matemaética para o 10° ano
preconiza a importancia de aprender como transitar facilmente de um para outro tipo de
representacdo. As normas NCTM recomendam que “0s alunos no 8° ano de
escolaridade se movam entre representagcdes de funcGes: verbais, tabulares, graficas e
algébricas; e descrevam aspetos de uma funcéo, tais como o seu declive e os pontos de

interseccdo do seu grafico com o eixo das ordenadas nas diferentes representacdes”.

Cada representacdo contribui para as diferentes caracteristicas centrais do
conceito de funcdo e é relevante para diferentes utilizacbes e problemas (Laborde,
2010). Por exemplo, os problemas numéricos sdo melhor abordados com expressdes
simbdlicas, enquanto se torna mais acessivel ter uma visdo global do comportamento de

uma funcdo através de uma representacdo gréafica.

No entanto, parece que para os alunos subsiste a falta de uma relacdo explicita
entre funcdo e grafico associado. Surgem frequentemente dificuldades em interpretar a

informacdo grafica em termos da funcéo que lhe diz respeito.

Em geral, os alunos ndo consideram o grafico de uma funcdo como sendo a
representacdo de uma relacdo existente entre duas variaveis, nem se detém a analisar as

suas caracteristicas.

Em suma, os alunos sdo avessos a interiorizacdo da ideia de uma funcdo como
uma relacdo entre variaveis (uma dependente da outra). Tém uma ideia circunscrita de

funcdo, na qual se processa uma relacdo entre pares separados de nimeros, cada um dos
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quais podendo ser considerado como uma inser¢do que devolve outro ndmero como

resultado.

A Geometria Dindmica introduz uma assimetria nas varidveis e permite aos
alunos detetarem a diferenca entre variaveis independentes e variaveis dependentes na
definicdo de uma funcdo. A variavel independente pode ser arrastada diretamente,
enquanto a variavel dependente apenas pode ser movida indiretamente, por
arrastamento da varidvel independente. A distingdo tedrica entre duas variaveis é

materializada no ambiente de Geometria Dindmica. (Laborde, 2010)

Com base nestes pressupostos, foi delineada uma sequéncia de ensino com o
objetivo de introduzir a nogdo de funcdo e de grafico de uma funcdo. A ideia principal
era introduzir os alunos no tema das Func@es através do ambiente GeoGebra, tendo em
conta que este proporciona a mediacdo entre as ferramentas de arrastamento e as de
desenho (esbogo), de modo a familiarizar os alunos com as noc¢des de variaveis

independentes e dependentes e de funcao.

Os alunos interiorizaram muito bem a diferenca entre varidveis independentes e
dependentes, apenas por invocacdo do movimento direto ou indireto das variaveis
qguando ja ndo estavam a trabalhar no ambiente de Geometria Dindmica. Provaram ainda
ser capazes de utilizar de um modo operacional o grafico, de encontrar a imagem € 0
dominio de uma funcdo, bem como evidenciaram a capacidade de determinar a pré

imagem de conjuntos do dominio de uma funcdo numérica.

A acessibilidade dos ambientes digitais veio permitir que representagcbes com
conexdes multiplas sejam possiveis. No entanto, somente apresentar aos alunos este tipo
de ambientes pode ndo ser suficiente para promover a aprendizagem. Estes ambientes
tornaram possiveis novos tipos de tarefas, nos quais as questdes matematicas sao
essencialmente resolvidas através de representacdes graficas, podendo representar um
contributo para o desenvolvimento de uma utilizacdo operacional destas representagdes
e, consequentemente, auxiliar no sentido de uma conceptualizagdo mais rica. O desenho

curricular deve tirar partido destas contribuicGes. (Jones, 2007)
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2.1.4. Geometria Analitica: Convergéncia entre a Algebra e a
Geometria

A mais 6bvia ligagio entre a Algebra e a Geometria é, naturalmente, a historica:
a Geometria Analitica. Nesta abordagem, o primeiro dominio representa os pontos
geométricos por pares de coordenadas e 0s objetos geométricos por variadas equacoes
de coordenadas e relagBes e, seguidamente, explora maquinaria simbolica acessivel,
simultaneamente, para a analise da existéncia de configuracBes geométricas e para a

construcdo (ou especificacao) de novas.

A Geometria Analitica provocou a primeira grande revolucdo no
desenvolvimento matematico da Geometria, apds Euclides, e ja faz parte de algum do

tratamento escolar da Algebra elementar.

Antes de considerar a perspetiva de um software dindmico subordinado a
Geometria Analitica, surgiram alguns constrangimentos em considerd-lo como uma

fundac&o para uma integracio pedagdgica entre a Algebra e a Geometria.

Em primeiro lugar, uma quantidade expressiva de elementos interessantes de
Geometria - tridngulos, por exemplo — resistiu a representacdo através de equagdes
analiticas ou com recurso a curvas algébricas. Em segundo, e em interligacdo, uma
desunido notavel, muitas vezes existente, entre a expressividade geométrica e a
maquinaria analitica. Introduzimos os circulos no Jardim de Infancia, no entanto, as
equacdes quadréaticas que os representam analiticamente ndo séo estudadas até ao ensino
secundario. Em terceiro lugar, persiste a questdo da primazia - na Geometria Analitica,
0 que deve ser considerado primario: a Algebra ou a Geometria? Através do seu
veiculo, qual se sobrepde? Historicamente, a Analise foi implementada para resolver
problemas em Geometria, mas no curriculo contemporaneo a situacao inversa é bastante
mais frequente. Dito de outro modo, a presenca de uma ponte matematica entre as duas
areas contribui pouco, a priori, para a nossa compreensdo relativa a viabilidade ou
configuracdo de uma ponte pedagdgica possivel entre os referidos ramos da
Matematica. (Usiskin, 2010)

Estas limitacOes plausiveis e riscos tornam-se atuais e reais quando a ponte atual
- a Geometria Analitica - é operacionalizada como o principio fundador da integragdo

entre a Algebra e a Geometria no design do software dindmico. Muitos destes
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constrangimentos, por exemplo, minam a coeréncia do GeoGebra: software de
Matematica Dindmica para escolas que combina Geometria, Algebra e Célculo, ou mais
simplesmente, descrito pela equagio: Geogebra=Geometria+Algebra. O software utiliza
a Geometria Analitica como a perspetiva unificadora, de modo a combinar estes dois
dominios e a questdo central do interface de um utilizador é que um objeto matematico
aparece simultaneamente em ambas as representacdes: a forma simbdlica ou algébrica
surge no lado esquerdo e a forma grafica ou geométrica no lado direito, como é possivel

observar na figura seguinte:

| 7 prisma.pentagonal.regular.ggb
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Figura 4: A equacéo da circunferéncia que constitui a base da construcéo do prisma
pentagonal é visivel na “Folha Algébrica”; constatamos que, por exemplo, o prisma
pentagonal ndo surge definido de forma analitica, sendo apenas apresentado o seu
volume na mesma sec¢ao

A primeira vista, a ideia parece natural e atrativa: quando preferimos as
caracteristicas geométricas de uma forma, focamos a sua imagem visual a direita, mas
para uma perspetiva mais analitica, voltamo-nos para a sua equagdo ou coordenadas a
esquerda. Essencialmente importante é o facto de sermos recordados continuamente a
respeito da equivaléncia matematica, ou mesmo, identidade entre estas ideias ou
representacgdes.
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Quando selecionamos a representacdo de um objeto numa das janelas (folhas), a
sua representagé@o correspondente surge iluminada na outra janela; e quando o programa
solicita uma das representacOes, aceita a outra em sua substituicdo, porque afinal, o
software lembra-nos constantemente que, matematicamente, 0 objeto e a sua equacgéo
representam a mesma realidade. Esta é claramente a forma da ponte que a Geometria

Analitica representa. (Andersen, 2010)

2.1.5. Limitacbes Relativas a Unificacéo entre a Algebra e a
Geometria
Mas sem demora, o trafico da Matematica escolar comeca a mover-se atraves

desta ponte e, assim, a sua robustez como uma metafora total, como uma solucédo
totalizante para os problemas de ligacio pedagdgica entre a Algebra e a Geometria,

comeca a tornar-se fragil.

A figura seguinte contempla um “raio” adicionado a circunferéncia ilustrada e
mostra que, no seio deste paradigma de equivaléncia matematica, o segmento

geométrico r (que designamos por “raio”) é o numero real 1.58 (a esquerda).
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Figura 5: Paradigma de equivaléncia matematica entre o0 segmento r e a sua norma
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Como educadores podemos cair neste erro antes de compreender a sua logica
interna. Ou seja, as imprecisfes encontradas cumprem a funcdo de tornar o software
acessivel aos alunos, deixando um espago para a intervencao do professor, no sentido da
clarificacdo de conceitos que possam ser apresentados com alguma ambiguidade. No
caso da ilustracdo 5, o segmento que é designado por r, da mesma forma que a medida
do seu comprimento, leva-nos a concluir que esta forma de apresentacdo simplifica o
conceito de raio, tendo em conta que ofereceria certamente alguma controvérsia o
recurso a defini¢do exata: a medida do comprimento de qualquer segmento de reta cujos
extremos sdo um qualquer ponto da circunferéncia e o seu centro, isto €, 0 numero que
surge na janela algébrica. Tendo em conta a necessidade natural de uma certa
simplicidade com vista a facilitar a interagdo com o GeoGebra por parte dos alunos, o
papel do professor ganha importancia, precisando os conceitos em que estes handicaps

ocorram.

Tal significa que a referida decisdo pedagogica no design do software é
motivada pela discrepancia existente entre os conceitos fundamentais veiculados pelo
programa e os niveis de ensino nos quais sdo introduzidos. Desta forma, enquanto, por
um lado, podemos compreender a ldgica da decisdo, podemos igualmente lamentar as
suas consequéncias para os estudantes caso a influéncia do professor ndo se faca sentir.
Se o software implica que 1.58 é o segmento raio da circunferéncia dada, entdo como
poderdo os alunos dar sentido a (1.58,1.58), sendo que o seu significado passa pela
representacdo do par ordenado constituido por duas entradas do mesmo numero real,

ndo podendo ser tomado como (r, r). (Usiskin, 2010)

A figura seguinte mostra um exemplo mais fundamental das limitagdes
associadas a este tipo de unificacdo entre a Algebra e a Geometria. A circunferéncia
construida é imutavel — centrada na origem e com raio igual a +/2 (de tal forma que a
sua equacao permanece inalterada), no entanto, a unidade de medida do eixo vertical do
espaco de coordenadas foi alterada, o que se refletiu num alongamento da
circunferéncia, dando origem, aparentemente, a uma elipse geométrica. Ou seja, apesar
de ndo aparentar ser uma circunferéncia, na verdade, de acordo com a sua equagéo

podemos assertivamente afirmar que se trata deste tipo de conica.
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Figura 6: Circunferéncia deformada por alteracdo da escala dos eixos

2.1.6. Estudo relativo a Avaliacdo das Aprendizagens no Ensino
da Matematica com Recurso a Tecnologia
(Reed, 2010)

Amostra considerada N=521

A investigacdo efetuada mostrou os efeitos das atitudes dos estudantes na
aprendizagem matematica com recurso ao computador. A tecnologia foi utilizada para
auxiliar os alunos a desenvolver um conceito matematico de funcdo. Em geral, uma
atitude favoravel face a matematica foi um prenincio de pontuacgdes positivas nos testes
efetuados. No entanto, os alunos mais habeis, que estavam disponiveis relativamente a
utilizacdo de ferramentas computacionais, atingiram pontuagbes baixas. Os
comportamentos descritos relacionados com o seu posicionamento face a questdo em
estudo ndo estavam relacionados com as pontuagdes dos testes. A observacdo de um
pequeno nimero de alunos (n=8) revelou que atitudes favoraveis face a matematica e a
tecnologia inserida na aprendizagem matematica incrementaram as demonstracfes
externas de aprendizagens realizadas e ambas: uma atitude positiva face ao recurso a
tecnologia no desenvolvimento dos processos matematicos e uma aprendizagem

exteriorizada beneficiaram a aquisi¢do de boas performances na operacionalizagdo da
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tecnologia. Apesar de a exceléncia na utilizacdo da tecnologia e as pontuacdes obtidas
nos testes estarem intimamente relacionadas, os processos reflexivos parecem surgir

como mediadores desta relacéo.

Promover a aprendizagem com recurso & tecnologia deverd tomar em
consideracdo varios fatores, incluindo o desenvolvimento das atitudes dos alunos, o
aumento dos niveis de comportamentos de aprendizagem e a abertura de oportunidades
suficientes para a construgdo do conhecimento matemaético no quadro de um discurso

matematico significativo.

2.1.7. Comunidade de Aprendizagem
Este tipo de ambiente de aprendizagem refere-se, numa primeira abordagem, a

uma constituicdo de grupos a partir do conjunto de alunos da turma, sendo estes
constituidos por um certo niamero de elementos, em geral, 3 ou 4 alunos. Cada um
destes grupos constitui uma unidade de aprendizagem onde é desenvolvido um conjunto
de processos sociais e cognitivos que constituem a base do conhecimento produzido no
interior da célula. Por este facto se considera (Watkins, 2005, p.54) que as
aprendizagens realizadas sdo o resultado da interacdo social desenvolvida pelos
individuos no interior da célula — grupo. A heterogeneidade intra grupo é tomada como
uma mais-valia no desenvolvimento de processos de aprendizagem ricos na sua
esséncia, pois estes sdo desenvolvidos por alunos com niveis socio culturais e
cognitivos distintos, onde a chave para a conjugacdo dos diversos contributos até a
obten¢do de um produto final reside no processo de socializagdo. O professor atua junto
dos grupos como um facilitador das aprendizagens (Rogoff, 2000), colocando questdes
que propiciem o desenvolvimento de raciocinios produtivos e atuando também no

sentido de levar os alunos a compreenderem o erro.

Sob estes pressupostos, este € um ambiente de aprendizagem que favorece a
integracdo social e que configura um forte contributo no combate & exclusdo social. Em
paises como a Suécia ou a Australia este cenario € amplamente utilizado tendo em conta
a existéncia, no primeiro caso, de um elevado nimero de imigrantes e, no segundo, pelo
facto de se colocar, em particular, a questdo da integracdo do povo aborigene na

sociedade australiana. A tecnologia afigura-se como um elemento potenciador deste tipo
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de interacdo social, como um fator de referéncia no emergir da motivacdo e como de
grande importancia no quadro de uma sociedade do século XXI onde a tecnologia ocupa

um espaco central no quotidiano dos alunos.

Numa comunidade de aprendizagem existe a dimensdo do trabalho no seio do
grupo e, apds este, 0 momento da discussdo coletiva onde € possivel comparar as
resolucdes das tarefas realizadas, discutir os processos de resolugdo e as solucbes
obtidas em conjunto com 0s VArios grupos integrantes da comunidade de aprendizagem.
Neste momento, os alunos tém a oportunidade de comparar as estratégias desenvolvidas
pelos varios grupos e assim tornar o processo de aprendizagem ainda mais rico. Nesta
fase do processo, o professor intervém no sentido de moderar a discussdo final e
promover a presenca das estratégias diversas que foram utilizadas, bem como criar um
espaco para as estratégias contendo falacias de raciocinio, no sentido de evidenciar,
perante a turma, erros importantes de modo a que os alunos 0s evitem em momentos

futuros.
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CARACTERIZACAO DO CONTEXTO
EDUCATIVO






3.1. AESCOLA

3.1.1. Espaco Fisico

A entrada da escola, podemos observar do lado direito um espago verde com
varios eucaliptos que proporcionam um aroma caracteristico a quem acede ao espaco. O
edificio principal é constituido por trés pisos: o rés-do-chdo, o 1° e o 2° andares, todos
eles acessiveis aos alunos, havendo salas de aula em qualquer um destes pisos. O Gltimo
piso, no entanto, é fundamentalmente utilizado para aulas de Ciéncias e Informatica Os
corredores tém a forma quadrangular, acompanhando cada um dos pisos. As paredes
estéo revestidas num tom azul-escuro, contrastando com portas claras, conferindo assim
uma certa elegancia ao ambiente. Existem amplas janelas de um dos lados do corredor,
enguanto do lado oposto se encontram as salas de aula. A vista de qualquer uma destas
janelas reflete-se num pétio interior com algumas flores e plantas e uma pequena

esplanada.

No rés-do-chdo do edificio principal, onde outrora se encontrava o ginasio,
fica sediada a biblioteca. Ampla e luminosa, dispde de varios equipamentos
informéaticos e de uma ampla colecdo de obras literarias e cientificas. Um local
privilegiado para o estudo e para a realizacdo de trabalhos de grupo e pesquisas Varias.
Neste mesmo piso, os alunos tém disponivel o bar, local destinado ao consumo de
bebidas e refeicBes ligeiras. Um espaco de convivio, por exceléncia. O ginasio,
recentemente construido e bem equipado, fica num edificio contiguo ao edificio

principal. A sua envolvente é também constituida por espagos verdes.

Em frente a entrada da Escola Severim de Faria existem varias hortas. Atraves
de um percurso pedestre de 15 minutos é possivel chegar ao Continente, a 5 minutos
encontram-se as bombas da Galp e, a mesma distancia, a piscina da associacdo
AMINATA. Nas traseiras da escola fica situada uma zona residencial - a Vila
Lusitano”- um Centro Veterinario, a Associa¢do de Jovens Empresarios (ANJE) e um
snack-bar. A 10 minutos encontra-se o Ginasio do Lusitano, assim como o

prolongamento da area residencial. A 20 minutos fica situada a Pracga do Giraldo.
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3.1.2. Caracterizacao Sécio Cultural

O agrupamento de Escolas n°3 de Evora, com sede na Escola EB2,3 de Santa Clara, do
qual faz parte a Escola Secundéaria de Severim de Faria, foi criado no ano letivo de
2000-2001, com mais duas Escolas Bésicas do 1° Ciclo do Ensino Bésico (EBL),
segundo um critério de afinidade. Em 2004-2005, alargou o seu ambito a outros
estabelecimentos de educacéo e de ensino, alguns com caracteristicas rurais, adquirindo
a atual composicdo. No presente ano letivo, aléem das 47 criancas da Educacdo Pré-
Escolar, ha 1071 alunos, no Ensino Basico, distribuidos por 73 turmas: 497 no 1° Ciclo,
531 nos 2° e 3° Ciclos, 15 no Curso de Educacdo e Formacéo, Tipo 2, de Operador de
Informatica, 14 no Programa Integrado de Educacdo e Formacdo (PIEF), a que
acrescem outros 14, numa turma de Percursos Curriculares Alternativos. Cerca de
43,3% beneficiam da Ac¢do Social Escolar, a maioria do Escaldo A. Dos 55 alunos
estrangeiros, 34 séo brasileiros. Dispdem de computador pessoal 56% (68% com acesso

a internet).

A educacdo e o0 ensino sao assegurados por 124 docentes, dos quais 108 fazem parte dos
Quadros de Agrupamento de Zona Pedagdgica e 34 destes sdo professores titulares.
Aproximadamente 51% tém 20 ou mais anos de experiéncia profissional e 69% idade
superior a 40 anos. As funcBes técnicas e operacionais estdo a cargo de 51

trabalhadores.

No que respeita as habilitacOes literarias dos encarregados de educagdo, 51% tém o
Ensino Basico (29% o 1° Ciclo, 40% o0 2° e 31% o 3° Ciclo), 15% o Ensino Secundario e
13% o Ensino Superior (79% uma licenciatura). Quanto as suas atividades profissionais,
surgem como mais representativas as seguintes categorias: Pessoal dos Servicos Diretos
e Particulares, de Protecdo e Seguranca (10%); Empregados de Escritorio (6%);
Operarios e Artifices e Trabalhadores Similares das Indlstrias Extrativas e de
Construcdo Civil (6%); Trabalhadores ndo Qualificados dos Servigcos de Comeércio

(5%); e Docentes do Ensino Secundario, Superior e Profissfes Similares (4%).
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3.2. TURMA 9°B
A turma do 9° ano, com 28 alunos, apresentava um caracter heterogeneo,

manifestando-se esta caracteristica numa divisdo em dois grupos distintos em termos de
niveis de desempenho. Um grupo caracterizado por alunos mais aplicados e
participativos na aula, e um outro grupo, que também procurava acompanhar as aulas
mas que por vezes apresentava focos de distirbio que comprometiam varios elementos,
dificultando o trabalho em sala de aula. Na juncdo dos dois grupos, hd que salientar as
boas relagcdes existentes entre os elementos de ambos, havendo lugar a um clima de
harmonia na turma, ndo se identificando, no geral, situacdes de elementos postos de
parte, a excecdo de um. Apenas um aluno se encontrava numa situacdo critica em
termos sociais, mas tal tendéncia teve lugar apenas no inicio do ano letivo. Conseguiu,
em pouco tempo, integrar-se num grupo, um dos grupos mais ruidosos e desafiantes. No
entanto, o que ¢ facto € que persistia a preocupacao na manutencdo do respeito por parte
dos elementos mais criticos. Houve ainda alguma expressdo no sentido de os alunos
mais atentos chamarem a atengdo, com uma certa exaltacdo de animos, daqueles que
geravam mais turbuléncia, havendo nestes casos resolucbes pacificas e harmoniosas,

voltando a turma a prestar atencao a aula.

De salientar o bom ambiente na turma, onde se sentia que todos faziam parte.

32



3.3. TURMA 10°CT2
A turma do 10° ano, composta por 29 elementos, era constituida

maioritariamente por alunos de nivel elevado, com desempenhos elevados em termos
das tarefas propostas em sala de aula. Esta caracteristica provinha, em larga medida, do
trabalho realizado fora das aulas, que era nitidamente testemunhado através das suas
boas / excelentes performances. Os alunos evidenciavam a realizagdo de uma
quantidade expressiva de exercicios extra aula, o que se afigurava como um desafio para
um professor. Tendo um amplo conhecimento de cada tépico da matéria, eram alunos
que tinham a necessidade de realizar tarefas desafiantes e que apresentassem um fator
surpresa. Quando lhes eram propostas tarefas similares aquelas que ja tinham realizado,
a turma tendia a realiza-las com uma rapidez notavel e a passar a proxima tarefa que o
professor Ihes designasse ou que eles proprios selecionassem do manual. Poderia falar-

se em “sede de conhecimento”.

Esta forma de estar teve repercussdes ao nivel da participacdo que
desenvolveram no momento de discussdo das tarefas propostas, havendo uma certa

dificuldade em interromper a sequéncia de tarefas que se tinham proposto realizar.

Este comportamento representava adicionalmente um fator de perturbacdo,
aquando da existéncia de alunos com mais dificuldades, ainda que, nesta turma, estes
fossem em ndmero pouco expressivo, subsistindo uma dicotomia, com a qual o
professor tinha que lidar: por um lado, a importancia de despertar a motivacdo dos
alunos de exceléncia e, por outro, a necessidade de apoiar os alunos com mais
dificuldades ou que apresentassem um desempenho caracterizado por um ritmo mais

reduzido.

Ha que salientar, no entanto, a preocupacao que tinham em respeitar o professor
e em estar atentos, apesar dos seus trabalhos. Sentia-se a sua educacdo, que, em
particular, se revelava na forma como se dirigiam ao professor quando necessitavam de

realizar uma intervengé&o.
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OBSERVACAO DE AULAS






4.1. AULAS LECIONADAS A TURMA 9°B RELATIVAS AO TEMA
“PROPORCIONALIDADE DIRETA”

4.1.1. Aulas de 2, 3 e 9 de Novembro de 2015 — 45 + 90 + 90 minutos

4.1.1.1. Introducéo do Tema
As aulas do 9° ano tiveram inicio com a visualizacdo de um filme alusivo ao

numero de ouro, procedido pela introducdo de uma tarefa experimental. O filme foi
selecionado tendo em conta o tema a introduzir: a Proporcionalidade Direta, no intuito
de realizar a sua revisdo. O objetivo primordial prendia-se com a ligacdo entre este tema
matematico e a realidade, tendo em conta as inimeras aplicacdes, nomeadamente

através do numero de ouro.

O aspeto motivacional da aula foi conseguido através da exibicdo do filme.
Como complemento, ficou para casa a realizacdo de um trabalho de duas paginas, onde
poderiam ser inseridas imagens adequadas ao contetdo, desde que equilibradas com o
texto, em termos de peso representativo. Pretendia-se que os alunos escolhessem um
dos elementos da natureza onde estivesse presente o nimero de ouro e que ilustrassem a
sua compreensdo através de um texto com recurso as proprias palavras e algumas

imagens.

Os alunos dispuseram de duas semanas para o realizarem. Uma minoria da turma
n&o entregou o trabalho dentro do prazo estipulado, pelo que ndo foram consideradas as
suas producdes. Quanto a correcdo dos trabalhos, foram definidos parametros de acordo
com aquilo que considerava ser mais relevante, a saber: apresentacdo, coeréncia do
texto, nivel de explicitacdo, compreensdo do tema e profundidade da abordagem. As
cotacOes relativas aos varios elementos considerados, foram colocadas numa tabela em
Excel, de modo a apurar-se o resultado final RF, através do calculo da média aritmética
entre os valores encontrados para as diferentes variaveis. Os resultados foram bastante
interessantes, tendo em conta que os alunos que ndo se aplicavam tanto, numa analise
global da dindmica de turma, obtiveram um resultado superior aquele que, em media,
atingiam nos testes de avaliagdo. Tal dado leva-nos a refletir sobre a importancia da
heterogeneidade dos métodos de avaliacdo e a considerar que, assim sendo, 0 processo

podera tornar-se mais justo, tendo em conta a diversidade de perfis presentes na turma.
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4.1.1.2. A Tarefa
A tarefa exploratdria consistiu na construcdo de uma sequéncia de retangulos de

ouro, constituindo a base para o esboco da espiral dourada (anexo A). O objetivo central
desta proposta de trabalho era o reconhecimento da existéncia de uma constante de
proporcionalidade, resultante da razéo entre as medidas das grandezas comprimento ¢ e
largura | de cada um dos retangulos presentes na construcdo. Ou seja, procurava-se que

os alunos compreendessem que as referidas grandezas eram diretamente proporcionais.

Paralelamente a esta ideia houve a intencdo de interpretar o erro associado ao
processo, compreendé-lo e justifica-lo no intuito de dar sentido ao erro. Inserindo-o0 no
seu devido lugar, através do calculo do erro maximo cometido, os alunos puderam
constatar que este era pouco significativo e consequentemente ganhar consciéncia da

existéncia de uma relacdo entre as variaveis.

Subsistiu a preocupacdo pela auséncia da sobre protecdo face a ocorréncia de
desvios relativos a aproximacao, com trés casas decimais, do numero de ouro: 1,618. O
mesmo é afirmar que foi importante que os alunos sentissem que os resultados dos
processos experimentais ndo sdo perfeitos, como ocorre na teoria. Foi tomada, como
ponto de partida da analise, uma tabela com dados obtidos por um grupo de alunos, que

constituiram os valores de referéncia.

4.1.1.3. Recurso: GeoGebra
O GeoGebra foi utilizado como instrumento de elaboracdo de um grafico de

pontos isolados, representativos do quociente ¢ / | calculado para cada um dos
retdngulos de ouro, e também para o respetivo esboco da reta de regressdo que lhe
estava associada (anexo B). O programa forneceu-nos ainda a sua expressdo algébrica,
através da forma ax +by =0, sendo a=-8.8 e b=5.34. A partir desta, surgiu a

necessidade da sua transformagéo na expressao final:

L @
y==5 %

com vista a que pudessem visualizar a relagdo entre as variaveis na forma usual quando

se consideram grandezas diretamente proporcionais. A expressdo da igualdade nesta
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forma cumpria o objetivo de evidenciar a dependéncia de y relativamente a x. Deste
modo, foi transposta a relacdo de proporcionalidade direta para a funcdo de
proporcionalidade direta. Foi, a0 mesmo tempo, cumprida a finalidade de demonstrar

aos alunos que a constante —E— representava um valor proximo, a menos de uma

décima, da constante de proporcionalidade por eles estimada no final do processo de

construcao.

O suporte GeoGebra foi muito importante tendo em conta que possibilitou a
confirmacdo, gerada por um dado adicional, de que existia uma relacdo de
proporcionalidade direta entre as grandezas consideradas, visto que a reta de regressao

ajustada representava o grafico de uma determinada funcéo de proporcionalidade direta.

Com as varias constantes a que 0s sete grupos chegaram e com a constante
obtida a partir do GeoGebra, todas elas com valores muito préximos entre si, constituiu-
se um universo de “prova” experimental que os levou a validar a existéncia de
proporcionalidade direta. Naturalmente que esta validacdo se considerou valida tendo
em linha de conta o nivel de ensino. Ou seja, ndo podemos falar em demonstracéo
relativa ao facto de as grandezas serem diretamente proporcionais, mas sim em
constatacdo desta relacdo num contexto experiencial. Com o decurso dos niveis de
escolaridade, a necessidade de prova vai ganhando importancia, sendo um dos
elementos integrantes do processo de aprendizagem matematica, devendo ser adquirido
gradualmente. Neste momento, em consonancia com o tipo de exigéncia preconizado
quer pelo programa quer pelo manual, apenas se optou pela constatacdo através de uma

experiéncia significativa.

4.1.1.4. Trabalho dos Alunos
A constituicdo de uma comunidade de aprendizagem na sala de aula surtiu um

dos efeitos esperados: o envolvimento ativo na tarefa de todos os alunos, numa fase
inicial; com um contributo especial dos alunos mais desinteressados a partida. Foi
particularmente interessante ver como todos compreenderam o que lhes era pedido na
construcdo. Dentro de cada grupo, ocorreu a divisdo de tarefas, nem sempre bem
conseguida, oferecendo 0 meu apoio aos grupos que demonstraram menor capacidade

de organizacdo. Este suporte foi particularmente importante decorrido algum tempo,
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quando teve lugar a desmotivacéo, justificada pelo facto de os quocientes ¢ / | se terem
desviado do numero procurado: 1,618 — a aproximacdo com trés casas decimais do
namero de ouro, o que implicava a revisao da construcdo. Assistiu-se a desisténcia de
alguns elementos dentro de alguns dos grupos. Tendo em linha de conta que, em
particular, nestes casos, a intervencdo do professor é fundamental, assim fiz,
procedendo & reorganizacdo dos papéis dentro dos grupos em questdo. Persistia a
relutancia dos grupos em construir explicitamente a tabela associada aos dados que iam
obtendo, pelo que foi designado um elemento, em cada grupo, para efetuar o referido

registo.

4.1.1.5. Discussao da Tarefa
A discussdo da tarefa teve inicio na segunda aula lecionada, sendo esta de 45

minutos. No entanto, a decisdo do inicio da discussdo da tarefa revelou-se precipitada.
Isto porque a morosidade associada ao rigor necessario a construcdo, levou a que a
maioria dos alunos ndo se distanciasse facilmente do seu trabalho, permanecendo em
sucessivas tentativas de conclusdo do mesmo. Esta questdo foi determinante para que o
inicio do momento estipulado a partida se tenha revelado infrutifero. Houve uma séria
dificuldade, por parte dos grupos, em aceitar que deveria ter inicio 0 momento da
analise, partindo de um conjunto de dados obtidos por um grupo em particular. A
relutancia evidenciada justificava-se por haver pequenas discrepancias entre 0s varios

conjuntos de dados.

Reconhego a importancia da assertividade neste ponto critico. Sinto que a
dificuldade no estabelecimento do inicio da discusséo partiu, em ultima analise, do adiar
do momento da decisdo: a conclusdo do trabalho de grupo, passando pela dissolugédo
fisica da comunidade de aprendizagem implementada e a definicdo de que a analise
teria por base uma Unica tabela de um grupo que a tivesse concluido, sendo esta
considerada a tabela de referéncia.

Desta forma, 0 momento em questdo acabou por ser conseguido efetivamente na
terceira sessdo. Foi realizado atraves da analise das respostas dos alunos as questfes da
ficha de trabalho, previamente distribuida. A forma adotada foi a leitura das perguntas,

seguida do acolhimento das sugestdes dos alunos e a consequente ida ao quadro para
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registarem as suas propostas de resolucdo. Intencionalmente foi incentivada a
explicitagdo dos seus raciocinios perante a turma, cumprindo assim varias finalidades: a
consolidacdo do raciocinio produzido, a explicitacdo do raciocinio através de uma
linguagem comum a turma e ainda o favorecimento da desinibicdo, o desenvolvimento

da autoestima e 0 acréscimo da sua coragem.

4.1.1.6. Dificuldades Sentidas
Como ja foi referido, o0 GeoGebra forneceu uma expressdo algébrica do tipo

ax + by = 0, como forma de descrever a relacdo linear entre as grandezas c e . A

transformacéo desta expressédo em:
y=-tx @

conduziu a recordatoria sobre as equacdes literais e a sua resolucao relativamente a uma
das variaveis. A escrita na forma (1) nao foi facilmente conseguida. A turma evidenciou
uma lacuna ao nivel das equacdes do 1° grau, pelo que optei por recomendar aos alunos
que selecionassem cinco equagdes deste tipo para resolverem como trabalho de casa, de
modo a que compreendessem quais eram exatamente as suas dificuldades. O handicap

mais evidente foi na passagem by = —ax para y = —§ x € na respetiva justificacao,

sendo evidente que o aluno que estava no quadro ndo conseguia fazer a passagem e a

turma também ndo demonstrou a existéncia deste conhecimento em particular.

4.1.1.7. Conexoes
Considerei importante referir que, sendo as grandezas c e | diretamente

proporcionais, entdo os retangulos construidos seriam semelhantes, evidenciando assim

o0 paralelismo existente entre as grandezas-base de uma figura e o seu aspeto/forma.
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4.2. AULAS LECIONADAS A TURMA 10°CT2 RELATIVAS AO
TEMA “REFERENCIAIS NO ESPACO”

4.2.1. Aula de 2 de Novembro de 2015 — 90 minutos

4.2.1.1. Introducgédo do Tema
O tema da representacdo de pontos espaciais num referencial cartesiano foi

introduzido através de uma recordatoria relativa a representacao de pontos de um plano

no referencial cartesiano bidimensional.

Foi estabelecida a existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto
de pontos de um plano e o conjunto de pontos passiveis de serem representados no
referencial em questdo. A introducdo do tema teve ainda o enfoque na necessidade de
uma representacdo tridimensional, sendo apresentados dois problemas: a questdo da
navegacdo dos avides e a representacdo da posicdo de um aluno na sala de aula — os

seus pés e a sua cabeca associados a diferentes representacdes.

Continuando o prosseguimento da estratégia de abordagem progressiva do tema
em questdo, foi analisada a planificacdo de uma caixa e a respetiva montagem,
efetuando-se assim a passagem do plano ao espaco. Um ponto importante foi a
determinacdo das coordenadas dos pontos antes e depois, de modo a sensibilizar os
alunos para este processo. A realizacdo do exercicio prendia-se a ideia da determinacédo

das coordenadas de uma forma intuitiva.

4.2.1.2. Formalizacao
Apos este prelddio introdutorio, surgiu 0 momento de apresentar a defini¢do de

referencial cartesiano tridimensional, os respetivos eixos e planos coordenados. Foi
tomada a opcéao de definir formalmente os planos coordenados, sendo trés dos alunos da
turma a realizarem este exercicio no quadro. A decisdo de colocar os alunos a
escreverem formalmente prendeu-se & intengdo de desmistificar a linguagem algébrica e
a uma tentativa de a introduzir no quotidiano das aulas de Matematica, a par dos

exercicios praticos.

40



4.2.1.3. Trabalho Pratico
O exercicio fundamental da aula referiu-se a representacdo de nove pontos

espaciais no referencial cartesiano tridimensional, ficando estabelecida, atraves deste, a
forma de representar um ponto espacial. A quantidade relativamente elevada de pontos
a representar, teve que ver com a questdo da pratica e da compreensdo efetiva do
processo de representacdo. A regra do paralelogramo foi considerada como
determinante na resolucdo. A gestdo da aula passou pelo apoio dos alunos nas suas
dificuldades, paralelamente a resolucdo no quadro dos exercicios, por parte dos alunos,

escolhidos aleatoriamente.

Como trabalho de casa, ficaram exercicios associados a determinacdo das
coordenadas de pontos-vértice de construcbes dadas e ainda uma tarefa relativa a
representacdo de pontos-vértice, situados nas extremidades de uma piramide
quadrangular. A sua representacdo correta originava a visualizacdo de uma piramide

desta natureza, pelo que foi importante, com vista a consolidar este ponto.

Do exposto, se conclui que, na primeira aula, o objetivo central foi assegurar que
os alunos efetivamente compreendiam a associagdo entre a localizacdo de um ponto no

referencial cartesiano e as suas componentes.

4.2.2. Aula de 4 de Novembro de 2015 — 90 minutos

4.2.2.1. Abordagem Intuitiva
Na segunda aula, apds a correcdo do trabalho de casa, foi introduzido o conceito

de octante. A abordagem do contetdo foi realizada numa perspetiva de, em qualquer
momento, ser possivel a compreensdo do octante a que pertencia um determinado ponto.
Ou seja, a ideia tinha por referéncia os quadrantes: os primeiros quatro octantes foram
associados aos quadrantes, com 0 acréscimo da cota positiva. Foi feita referéncia ao
sentido positivo na ordenacdo dos octantes. Os restantes octantes foram também
associados aos quadrantes, introduzida a alteracdo da cota negativa. Foi projetada uma
imagem relativa a este topico, no intuito de assegurar a melhor compreensao dos alunos,

sendo reforcada a questao dos sinais.
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4.2.2.2. Visualizacao Tridimensional
A escolha do exercicio de aplicacdo deste conteudo teve como fundamento a

dificuldade inerente ao processo de visualizacdo. A opcdo tomada para tornar este
processo mais eficaz foi efetuar uma construcdo do objeto dado, um paralelepipedo
colocado num referencial ortonormado, no GeoGebra, rotacionando a figura por angulo
de aproximadamente 30 graus, no sentido positivo, em torno do eixo de rotacdo Oz
(anexo C). Este posicionamento oferecia uma nova oportunidade para se apropriarem do
objeto e de compreenderem como 0s eixos 0 intersetavam. A questdo da ortogonalidade
dos eixos foi explanada, com o recurso a materiais manipulaveis para auxiliar o
processo de visualizagdo. A questdo da visualizacdo era absolutamente fulcral em todo o
processo, tendo em linha de conta que era requerida a selecdo de todos os pontos da
figura pertencentes aos planos coordenados e ainda a compreensao do octante em que se

encontravam.

4.2.2.3. Conexoes
Para a ultima parte da aula, a tarefa escolhida dizia respeito a determinacdo das

coordenadas dos vértices de um cubo, partindo de trés origens distintas de um
referencial ortonormado, situadas em pontos do cubo. Esta tarefa solicitava ainda a
aplicacdo do Teorema de Pitagoras.

4.2.3. Aula de 9 de Novembro de 2015 — 90 minutos
O enfoque da terceira aula foi a introducdo dos planos paralelos aos planos

coordenados. Para o efeito, a abordagem do conteddo passou pela projecéo inicial de
trés imagens, cada uma delas alusiva a um exemplo de um plano paralelo a um dos
planos coordenados, inserido num referencial ortonormado. Depois, a semelhanca da
opcdo que ja tinha sido tomada para os planos coordenados, trés alunos foram
convidados a irem ao quadro procederem & algebrizacdo dos planos visiveis. Desta
forma, puderam exercitar novamente a utilizacdo da linguagem matematica formal. Néo

evidenciaram dificuldades de maior.
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4.2.3.1. Recurso: GeoGebra
Como instrumento de aplicacdo do contetdo em referéncia, foi proposto um

exercicio que tinha por base uma pirdmide quadrangular. A estratégia de resolugédo
subjacente era a de seccionar a mesma por planos paralelos aos planos coordenados,
culminando na compreensdo do processo de calculo da area das seccBes produzidas,
bem como a determinacdo da relacdo existente entre os lados de cada uma destas
secgOes. O exercicio aludia ao caso particular da semelhanca de quadrados, com
extrapolacdo para a semelhanca de pirdmides quadrangulares. A estratégia de
abordagem deste exercicio passou pela constru¢do, no GeoGebra, de uma piramide
analoga e também de trés planos seccionantes, paralelos ao plano x0y (anexo D). Deste
modo, foi assegurada a visualizacdo de maneira mais eficaz, sendo possivel direcionar a
abordagem para uma imagem, em substituicdo do recurso isolado a imaginacdo. O
GeoGebra permite que 0 ensino se possa basear em algo concreto, visivel, por oposicao
a metodologias assentes num discurso mais vago, recorrendo a terminologia
“imaginemos, pensemos,...”. As equagdes dos planos seccionantes: z=3, z=6 ¢ z=9
foram Gteis no sentido de estabelecer referéncias estruturantes na reflexdo sobre as
questdes propostas. Finalmente, a “regra de trés simples” ou, de forma equivalente, a lei
fundamental da proporcionalidade direta, constituiu um método suficiente para
relacionar a altura de duas pirdmides visiveis na imagem produzida pelo GeoGebra,
assim como o lado das respetivas bases e, deste modo, encontrar um dos lados em falta.

4.2.3.2. Recordatoria
Na parte final da aula, foram abordadas as simetrias de pontos relativamente aos

eixos coordenados. A opcao tomada passou por relembrar em sala de aula o significado
de pontos simétricos relativamente a uma determinada reta, designada por eixo de
simetria. A recordatéria delineou ainda os elementos relativos a respetiva imagem
gréfica, bem como a representacdo algébrica no plano. A sua expressdo efetiva foi
realizada através da ida ao quadro de dois alunos, que apresentaram aos seus colegas,
através de um esboco, a ideia de pontos simétricos relativamente a cada um dos eixos
coordenados. Foi reforcada a importancia da ortogonalidade da projecéo, relativamente
ao eixo considerado e também a necessidade de manutencdo das mesmas distancias do

ponto-objeto e do ponto-imagem ao eixo de simetria. Foi ainda enfatizada a
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representacdo algébrica e a nogcdo de que a coordenada do eixo ndo muda. Apos esta
reflexdo para o plano, a transposicdo para o espago foi automatica. Uma das
preocupacOes centrais que me assistiram foi munir os alunos das ferramentas
necessarias para, em caso de esquecimento, poderem retomar as noc¢des basicas e, por si
préprios, atingir a ideia global de simetria. Tal intuito tinha subjacente a nocdo da
compreensdo efetiva do conceito, permitindo que pudessem tatear de forma auténoma.
Em suma, o processo idealizado estava associado ao desenvolvimento da autonomia dos
alunos, fornecendo-lhes bases sélidas que pudessem funcionar como pilares de apoio,
essencialmente estruturantes do conhecimento matematico. Foi muito importante
marcar a esséncia de um ensino construtivista, onde, em particular neste caso, para obter
o significado de simetria de pontos em dimensdo 3, considerei importante retroceder
primeiro a dimensdo 1 e depois a segunda dimensdo. A ideia de suporte passa por
promover na base a assimilacdo relativa ao conceito de simetria para que, usando um

caminho ldgico, este se possa transpor para dimensdes superiores.

4.2.3.3. Generalizacao
Na passagem ao espaco, foram projetadas imagens construidas no Geogebra,

relativas a pares de pontos simeétricos, colocados num referencial cartesiano
tridimensional, associados a cada um dos eixos coordenados (anexo E). O
posicionamento da construcdo foi cuidadosamente pensado, de modo a permitir uma
melhor visualizacdo e a consequente interiorizacdo do significado de pontos simétricos
relativamente a um determinado eixo. As imagens apresentadas, foram ainda associadas
as respetivas representacdes algébricas dos pontos simétricos e, novamente, 0s alunos

concluiram que a coordenada do eixo se mantinha inalterada.

4.2.3.4. Dificuldades Sentidas
Esta é uma turma com uma certa heterogeneidade, o que dificulta a acdo do

professor, pois verifica-se um fendmeno bastante interessante que consiste na
solicitacdo para que sejam definidos n exercicios de desenvolvimento. Como a propria
designacéo indica, sdo exercicios a frente daquele que o professor estd a trabalhar no

momento, em sala de aula. Portanto, para além de o professor estar preocupado em
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assegurar a compreensdo do exercicio atual e com o apoio nos lugares deste mesmo
exercicio, ainda se coloca a questdo de uma série de duvidas relativas a outros
exercicios, as quais o professor deve oferecer uma resposta. A opc¢ao que tomei, apos
compreender que se tornava complicado nao dar atencdo absoluta a tarefa atual, assim
como a resolucdo no quadro da mesma, por um aluno, foi explicar que iriamos
desenvolver os exercicios seguintes num momento posterior, ainda que dentro da
mesma aula, pelo que seria melhor concentrarmo-nos no presente. No entanto, sinto que
tem que ser assegurada uma gestdo mais eficaz, estando esta ainda em processo de

construcao.

4.3. AULAS LECIONADAS A TURMA 9°B RELATIVAS AO TEMA
“LUGARES GEOMETRICOS”

4.3.1. Aula de 19 de Fevereiro de 2015 — Aula de 90 minutos
realizada na sala de informatica TIC2
Esta aula foi idealizada de modo realizar a transmissdo dos conteudos

“mediatriz, bissetriz, circunferéncia circunscrita a um tridngulo — circuncentro e

circunferéncia inscrita num triangulo — incentro”.

4.3.1.1. Implementacéo do Modelo de Aula: Comunidade de
Aprendizagem
A distribuicdo dos computadores correspondeu a dois ou trés alunos por cada um

deles. Foi distribuida uma ficha de trabalho por cada aluno, constituida por quatro
paginas (anexo F). A ficha de trabalho, para além de conter um conjunto de questdes, a
realizar com recurso ao programa de Geometria Dindmica GeoGebra, também foi
pensada de modo a constituir um suporte tedrico, de consulta rapida, sempre que 0s
alunos considerassem importante a recordatéria dos conceitos abordados. Nas questdes
propostas, ¢ dada a indicacdo dos icones a que os alunos deveriam recorrer, ao
utilizarem o referido programa, com o intuito de tornar a manipulagdo do software tao

auténoma quanto possivel.
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A aula foi constituida em ambiente de comunidade de aprendizagem, tendo sido
implementada na sala de informéatica TIC2. Os objetivos centrais da aula prendiam-se
com o desenvolvimento da compreenséo e da capacidade de construcdo associadas aos
lugares geométricos: circuncentro, bissetriz e incentro, recorrendo ao GeoGebra 2D, a

par da implementacdo do know how associado ao programa.

4.3.1.2. Introducéo da Aula
De modo a possibilitar a constru¢cdo do primeiro dos lugares geométricos

referidos, foi fundamental a reviséo relativa ao conceito de mediatriz em associa¢ao
com a respetiva formalizacdo matematica. Com efeito, ficou estabelecida a seguinte
definicéo:

Mediatriz de um segmento de reta [AB] é o conjunto de pontos do plano equidistantes
de A e de B, ou seja, o conjunto de pontos P tais que:

PA =PE.

Foi ainda feita a representacdo do referido conjunto de pontos no quadro,

reforcando a ideia da igualdade anterior:

Figura 7: Mediatriz do segmento de reta [AB]. O ponto P pertence a esta reta
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Foi também feita referéncia a propriedade caracterizante da mediatriz, que refere
gue esta € a Unica reta que passa no ponto médio do segmento de reta [AB], com a
caracteristica de ser perpendicular relativamente a [AB].

4.3.1.3. Desenvolvimento da Aula
A definicdo apresentada e a propriedade enunciada serviram de base ao

momento seguinte da aula: a determinacdo do circuncentro de um triangulo arbitréario.

4.3.1.3.1. Determinacao do Circuncentro e Esboco da
Circunferéncia Circunscrita ao Triangulo
Para o efeito, os alunos comegaram por criar no programa um triangulo a sua

escolha, de vértices A, B e C. Em seguida, com recurso ao icone “ponto médio”,
marcaram 0s respetivos pontos médios de cada um dos lados do triangulo. Por estes
pontos fizeram passar retas perpendiculares, com a garantia da sua unicidade
(propriedade da mediatriz), para cada um dos pontos médios, sendo possivel afirmar que
cada uma destas retas era, de facto, a mediatriz do lado que lhe correspondia. O icone
“reta perpendicular” (a uma reta dada, passando por um determinado ponto) foi a opgao

considerada adequada para o efeito pretendido.

A questdo fulcral dizia respeito ao ponto de interseccdo entre as trés retas,
digamos D, pois seria este ponto que deveria ser definido como o “circuncentro do
tridngulo”. Porém, previamente ao estabelecimento da defini¢do, estava implicita na
conducdo da aula a necessidade de associar o ponto de interseccdo encontrado a
circunferéncia circunscrita ao triangulo, ou seja, ao lugar geométrico dos pontos
equidistantes do centro D, ao qual pertenciam os vértices do tridngulo. Para obter esta
circunferéncia, bastou clicar em “circunferéncia (centro, ponto)”, com centro em D,
passante num dos vértices do triangulo a escolha. Os alunos puderam constatar que a
circunferéncia assim definida continha, de facto, todos os vértices do tridngulo e, deste
modo, poderia ser designada por circunferéncia circunscrita ao triangulo, contendo o
mesmo. O espaco “completa” da ficha de trabalho permitiu a sintese das conclusdes
obtidas, constituindo uma oportunidade para os alunos escreverem o resultado das suas

préprias conclusdes.
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Apols a construcdo da circunferéncia circunscrita a triangulo arbitrario, o
caminho passava por esbogar a circunferéncia inscrita ao triangulo definido, estando
implicita no processo a construcdo da bissetriz. Neste sentido, foi importante realizar
um momento de sintese, aquando da qual os alunos deveriam estar voltados para o
quadro, prontos a participar ativamente na aula, colocando ou respondendo as minhas
questBes, pondo em pratica a escuta ativa. Para além do trabalho em vista, com recurso
ao computador, era fundamental que os alunos compreendessem 0S processos
subjacentes as construcdes e que os assimilassem. Nesta Otica, optei por ilustrar a

construcdo da bissetriz no quadro.

4.3.1.3.2. Construcao da Bissetriz Utilizando Material de
Desenho

No que se refere a este ponto, utilizei compasso de quadro para mostrar aos
alunos como poderiam construir a bissetriz nos seus cadernos. Assim, comecei por

esbocar no quadro duas semirretas com um ponto de origem comum: o ponto B.

Em seguida, coloquei o compasso em B e, escolhendo um raio arbitrario, esbocei

o arco A€, O passo seguinte passou por colocar o compasso em A, considerando o
mesmo raio e esbocar um arco de circunferéncia; procedendo de modo analogo,
considerando o centro C, de forma que o0s arcos se intersetassem, obtendo a

representacdo seguinte:
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Figura 8: Para o eshoco desta figura ilustrativa, o raio escolhido foi igual a 3 unidades.
O ponto D é um dos pontos de intersec¢do entre as circunferéncias de raio igual a 3 -
centrada em A e centrada em C, respetivamente

Finalmente, unindo D com B, os alunos puderam visualizar a bissetriz do angulo
< ABC

Propriedade 1

Relativamente & bissetriz de um angulo =AEBC, em primeiro lugar, foi feita

referéncia a seguinte propriedade:

A bissetriz é o lugar geométrico dos pontos que se caracterizam por estar
localizados a igual distancia dos lados do angulo a que se refere.

Esta propriedade surge ilustrada na ficha de trabalho e foi também ilustrada no
quadro, imediatamente ap0s a exposicao relativa a forma de construcao da bissetriz com

material de desenho. Com efeito, temos o registo de um caderno com estas indicacdes:
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Figura 9: Construcdo da bissetriz; referéncia a Propriedade 1- a distancia de qualquer
ponto da bissetriz a ambos os lados do angulo € igual

4.3.1.3.3. A Bissetriz no GeoGebra

De acordo com a indicacdo da ficha, o esboco da bissetriz deveria ser obtido por
inser¢do da palavra “bissetriz” na linha de entrada do Geogebra, tendo ainda que ser
dada a indicacao, utilizando trés letras, do angulo a que se referia este lugar geométrico.
Portanto, foi necessario, em primeiro lugar, criar um angulo, digamos

< ABC enfatizando a particularidade de o GeoGebra identificar os angulos no sentido
positivo:

Figura 10: Esboco no GeoGebra da bissetriz do angulo
=< ABC
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Propriedade 2

Ap0s o surgimento da bissetriz do angulo definido, considerei importante que 0s
alunos pudessem experienciar uma das propriedades da bissetriz, recorrendo as
potencialidades do GeoGebra. Dei-lhes a indicagéo relativa ao seguinte procedimento:
deveriam colocar um ponto movel, digamos P, sobre a bissetriz e, em seguida, medir as
distancias entre o ponto P e os pontos A e C, respetivamente, como podemos observar

na figura:

Figura 11: Analise da distancia de um ponto P pertencente a bissetriz a cada um dos
pontos A e C, pertencentes aos lados do angulo
< ABC

Movendo o ponto P, os alunos deveriam retirar uma concluséo relativa a relagdo

existente entre estas distancias.

Surgiu uma questdo interessante, por obtencédo, por alguns alunos, de distancias
distintas. Foi necessario clarificar a razdo justificativa de tal facto. Esta prendia-se com
o facto de os pontos A e C aparentarem pertencer ao mesmo arco de circunferéncia, o
que, na verdade, ndo ocorria. Foi necessario redefinir um arco de circunferéncia com
vértice no ponto B e com origem em A, como veremos em seguida. Esta questdo
destaca uma das inumeras vantagens da utilizacdo do GeoGebra, tendo em conta que
nos alerta para a existéncia de um ou varios erros, sendo, em particular, a partir destes

que se produz o conhecimento matematico.
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Assim, para além da necessidade de definir o  angulo

= ABC de acordo com a seguinte imagem:

Figura 12: Definicdo do angulo = A5C através dos pontos A, Be C

Para que fosse possivel enunciar a referida propriedade, seria necessario criar
um arco de circunferéncia centrado em B, com origem no ponto A (de modo que 0 arco

definido surgisse no sentido positivo), obtendo-se a representacao seguinte:

Figura 13: Esbocgo do arco de circunferéncia centrado em B e com origem em A

Por fim, através do icone “interseccdo de dois objetos”, intersectando a
semirreta 5C com 0 arco produzido, obtinha-se a definicdo do ponto D. Obtendo-se,

deste modo, a seguinte imagem final:
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Figura 14: Interseccdo do arco de circunferéncia centrado em B e com origem em A
com a semirreta 5C

O processo acabaria por fim com a ocultagdo ou afastamento do ponto C.

Desta forma, voltando a propriedade da bissetriz que estava em causa, os alunos
puderam medir as referidas distancias, desta feita, relativamente aos pontos A e D,

como podemos observar na figura:

Figura 15: Distancia de um ponto P pertencente a bissetriz a cada um dos extremos de
um arco de circunferéncia centrado em B intersetando ambos os lados do angulo nos
pontos A e D, respetivamente

Finalmente, através do deslocamento do ponto P ao longo da semirreta, 0s

alunos puderam constatar a invariancia relativa a igualdade entre as distancias

PAg ﬁ, 0 que os levou ao enunciado da propriedade:
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A distancia entre qualquer ponto da bissetriz a ambos o0s extremos de um qualquer
arco circular centrado no veértice do angulo e de amplitude igual & do respetivo

angulo é invariante.

4.3.1.3.4. Determinacéo do Incentro e Esboco da Circunferéncia
Inscrita no Triangulo
Relativamente a circunferéncia inscrita no triangulo, a ficha tornou

suficientemente claros os procedimentos, passando estes pela construcao das bissetrizes
de, pelo menos, dois dos angulos internos do triangulo. Os alunos utilizaram a linha de
entrada do GeoGebra e, para cada bissetriz necessaria, surgiu-lhes a opgdo “bissetriz
(<ponto>,<ponto>,<ponto>)”, onde colocaram os pontos de definicio do angulo
respetivo. Em seguida, por “interseccdo de dois objetos”, mais concretamente, duas das
bissetrizes, obtiveram um ponto, digamos |, que designariam por incentro, constituindo

o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.

Figura 16: Determinacéo do incentro do triangulo [ABC], através da interseccao de
duas bissetrizes dos seus angulos internos

I: Incentro
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Nesse momento, colocava-se a questdo da obtencdo da referida circunferéncia,

ou seja, qual deveria ser o raio a considerar?

Esta formulagdo serviu de mote a introducéo da propriedade fundamental do
incentro: o ponto que se encontra igualmente distanciado dos lados do triangulo. Tal
facto resultava do facto de constituir o ponto de interseccdo das bissetrizes dos angulos
internos do triangulo e, como tal, a distancia deste ponto a cada um dos lados do
tridangulo mantinha-se invariante, como vimos pela propriedade fundamental da

bissetriz.

Deste pressuposto ressaltava a questdo fundamental, ou seja, a determinacdo de
uma destas distancias, tendo por garantia que as restantes eram iguais. A informagéo foi

acompanhada por um esbo¢o no quadro.

Em suma, os alunos estavam agora presos a questdo da determinacdo da
distancia do incentro a um dos lados do triangulo, digamos [AB]. A opc¢éo a considerar
foi tomar uma reta perpendicular, digamos r, a reta que continha o segmento de reta

[AB], passante pelo incentro.

Utilizando a interseccdo entre os objetos “reta AB” e a “reta r”, 0s alunos
obtiveram um ponto, designadamente P, que se caracterizava por ser o pé da
perpendicular r ao segmento [AB] e constituiria um dos pontos da circunferéncia
inscrita no triangulo, de tal modo que PI constituia o raio procurado da referida

circunferéncia.

Considerando a opg¢ao “circunferéncia (centro, ponto)”, com centro I e ponto P,

os alunos conseguiram obter a circunferéncia pretendida.
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Figura 17: Esboco da reta perpendicular ao segmento de reta [BC] passante por I.
Determinagao do pé da referida perpendicular — o ponto P. Eshogo da circunferéncia

inscrita no triangulo, centrada em |, com raio £I

Ficou pendente a questdo da possibilidade do esbogo recorrendo apenas a
material de desenho, tendo sido protelada para a aula seguinte. A clarificacdo passou

pelo recurso a material de desenho especifico para quadro, designadamente, o esquadro.

O aluno Vasco voluntariou-se para ilustrar a turma como seria facil o
procedimento. Com efeito, colocou o esquadro de modo a que o angulo reto estivesse
localizado sobre o angulo BPI, tornando o ponto P congruente ao vértice do angulo reto.
O Vasco assumiu o comando das operacdes e evidenciou como seria facil obter o objeto
final, ap6s a determinacdo do ponto de interseccao das bissetrizes.

4.3.1.4. Trabalho dos Alunos
Marcou-me particularmente o grupo constituido pelos alunos Francisco e

Ricardo. O Francisco, com um perfil de bom aluno, sempre por dentro dos conteudos,
com poucas davidas e, frequentemente, com uma postura de quem compreende
facilmente tudo aquilo que lhe é transmitido. Por outro lado, numa vertente
diametralmente oposta, o Ricardo, aluno com tendéncia para a desmotivacao,
frequentemente alheado das aulas de Matematica e com a nogéo enraizada de que nao

compreende os contelidos matematicos.
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Apesar destes registos aparentemente antagonicos, o que é facto € que, na
pratica, também o Francisco apresentava tendéncia para desmotivar. Para ambos, a
introducdo da tecnologia afigurou-se como uma luz que despertou o seu interesse. Senti-
0s como “peixe na agua” e senti, essencialmente, que estavam felizes. Utilizaram a

expressdo: “assim € que ¢ fixe!”.

Pelo modo como a ficha de suporte a aula se apresentava, com a indicacdo dos
procedimentos a realizar suficientemente clara, o par desempenhou um excelente
trabalho, tendo o Ricardo exclamado: “eu estou a perceber tudo!”. Creio que as suas
palavras e 0 seu entusiasmo, estes alunos fizeram-me reforcar a consciéncia no sentido
da importancia de ir ao encontro das formas de aprendizagem dos alunos. Fez-me
refletir sobre o qudo fundamental é a realizagdo de uma busca no sentido da
compreensdo daquilo que, para os alunos, € significativo. Isto porque, por vezes, 0
professor pode estar a insistir num percurso que se revela inécuo e que para o qual nao
estdo naturalmente predispostos para acolher. Neste caso particular que agora descrevo,
a tecnologia foi a chave, mas é extremamente Gtil o reconhecimento de que, para além
do ensino usual, baseado no modelo expositivo, caracterizado pela explicagdo do
professor seguida da resolucdo de exercicios pelos alunos, o professor deve perspetivar
um leque suficientemente abrangente de opcdes de ensino, de modo a abarcar a panoplia

de perfis existente nas turmas que leciona.

4.3.1.5. Estratégias na Sala de Aula
Tendo em conta que a aula estava inserida numa sala de computadores, optei por

rentabilizar o computador, sobrepondo-o ao quadro no seguinte sentido. Disse aos
alunos para enviarem os ficheiros produzidos para o seu email e para 0 meu,
constituindo elementos de estudo, para os proprios, e de avaliacdo da sua postura em
sala de aula, inseridos na cotacdo de 25% referente ao trabalho desenvolvido na sala de
aula. Desta forma, assumia uma grande importancia a sua completude, o que implicava,
para além do rigor do desenho, a necessidade de escrever uma conclusdo associada a
construcdo de cada lugar geométrico. Utilizei o computador central e o videoprojector,
com o apoio dos alunos e incentivando a comunicacdo matematica, para escrever as

referidas conclusoes.
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Em suma, pretendia que a ficha de trabalho e os ficheiros pudessem ser revistos
pelos alunos posteriormente e, como tal, deveriam estar irrepreensiveis, tornando, desta

forma, o seu estudo inequivoco.

Em consonancia com esta ideia, a ficha continha quadros de definicbes dos
lugares geométricos, paralelamente a quadros a completar pelos proprios alunos, com
propriedades associadas aos varios lugares geometricos. Através desta abordagem,
procurava que os alunos evidenciassem a compreensdo do conteudo, também através da
comunicacéo escrita. Isto, para que aprendessem, ndo somente a realizar as construgdes,
mas também a utilizar os termos matematicos adequados, quer de forma oral, quer

escrita, potenciando, desta forma, as aprendizagens.

O preenchimento destes quadros foi feito pelos alunos nas fichas individuais,

recorrendo a sintese oral.

4.3.2. Aula de 23 de Fevereiro — 45 minutos

4.3.2.1. Introducéo da Aula
Nesta aula, consistindo numa aula de continuidade do contetddo, considerei

importante reforcar duas importantes propriedades dos lugares geométricos estudados.
A primeira das quais dizia respeito ao circuncentro. Tendo em conta que o circuncentro
é o ponto de interseccdo das mediatrizes dos lados de um triangulo dado e como, por
definicdo, os pontos da mediatriz sdo equidistantes dos extremos do lado a que se
referem, concluiu-se que o circuncentro era o Unico ponto do plano que se caracterizava
por ser equidistante dos vértices do tridngulo, estabelecendo-se desta forma a primeira
propriedade a que foi feita referéncia nesta aula. Foi esbocada no quadro uma ilustracéo

de suporte ao conteudo referido, como a seguir se exemplifica:

58



Figura 18: Propriedade do circuncentro — a distancia deste ponto a qualquer vértice do
tridngulo é invariante, pelo facto de esta disténcia constituir o raio da circunferéncia
circunscrita ao triangulo

D: circuncentro

Aos alunos foi requerido que esbogassem nos seus cadernos os lugares
geométricos que na aula anterior tinham sido abordados através do ambiente de
Geometria Dindmica GeoGebra. Considerei importante que se mantivessem a par das
construcdes tradicionais, com recurso ao material de desenho, nomeadamente, pelo
facto de ser esta a forma a que devem recorrer ao realizarem as suas fichas de avaliacédo

e 0 exame nacional.

Observando o0s cadernos dos alunos pudemos encontrar as seguintes

representacdes do circuncentro e da respetiva circunferéncia circunscrita:
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Figura 19: Pode ler-se “O ponto M é o circuncentro do triangulo ABC. Obtém-se
intersetando as mediatrizes dos lados do triangulo”

Figura 20: Construcao das mediatrizes de dois lados do triangulo, determinacéo do
circuncentro e esbogo da circunferéncia circunscrita ao triangulo

Propriedade do Incentro

A propriedade seguinte referia-se ao incentro. Sendo o incentro o ponto de

encontro das bissetrizes dos angulos internos do triangulo, entdo, pela primeira
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propriedade da bissetriz, 0os pontos da bissetriz sdo equidistantes dos lados do angulo a
que se referem, portanto, o incentro é o Unico ponto do plano que se caracteriza por ser
equidistante dos lados do triangulo. O esboco apresentado no quadro estava relacionado

com a representacdo seguinte:

Figura 21: Representagao do incentro do tridngulo e da circunferéncia circunscrita.
Referéncia a propriedade do incentro, que refere que este se encontra igualmente
distanciado dos lados do triangulo

4.3.2.1.1. Producdes dos Alunos
A semelhanga do circuncentro, considerei também importante que os alunos

realizassem 0 esboco do incentro nos seus cadernos. As figuras seguintes ilustram as

construcdes que tiveram lugar:
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Figura 22: Esboco das bissetrizes dos angulos internos do triangulo

Figura 23: Determinacéo do incentro e esboco da circunferéncia inscrita no triangulo.
Determinagéo da distancia do incentro aos lados do triangulo
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Surgiu ainda o registo de duas observacdes relativas a circunferéncia inscrita:

Figura 24: Aluséo ao facto de os lados do triangulo serem tangentes a circunferéncia
inscrita

Figura 25: Referéncia a propriedade do incentro - “O incentro de um triangulo é o
Unico ponto do triangulo que fica a igual distancia dos seus lados. Esta distancia é o
raio da circunferéncia inscrita no triangulo .

4.3.2.2. Tarefas de Consolidacao

Proposta 27

A proposta apresentava um triangulo [ABC], do qual deveriam ser escolhidos
dois lados e determinadas as mediatrizes que lhes estavam associadas. Destas,
procurava-se 0 seu ponto de interseccdo M e a justificacdo que suportava o facto de este
ponto ser equidistante dos vértices do triangulo, ou seja, a tarefa ia ao encontro da
propriedade fundamental do circuncentro, convidando a um momento de destaque do

referido contetdo.

Seguidamente, a proposta seguia um caminho natural, no sentido do esboco da
circunferéncia circunscrita ao triangulo, centrada no ponto M, com énfase nas

designac0es, quer da propria circunferéncia, quer na do seu centro.
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Com efeito, as respostas registadas foram as seguintes:

Resolucdo 1:

Figura 26: “27.1.1) O ponto M é o circuncentro do triangulo ABC. Obtém-se
intersetando as mediatrizes dos lados do triangulo; 27.1.2) O ponto M é equidistante
dos vértices do triangulo porque é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.
A distancia de M a cada um dos vértices € o raio desta circunferéncia.”
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Resolucéo 2:

Figura 27: Nesta construcao é possivel observar a circunferéncia circunscrita ao
triangulo, apos a determinacéo do circuncentro

O percurso trilhado prosseguiu na direcdo da determinacdo do incentro do
triangulo, procedida pelo esboco da circunferéncia inscrita no tridngulo. Também para
este lugar geométrico, a proposta aludia ao facto de os lados do tridangulo serem
perpendiculares a trés raios da circunferéncia inscrita, ou seja, acompanhava-a, de forma
implicita, um raciocinio associado ao facto de o incentro estar a igual distancia dos
lados do tridngulo, subsistindo, portanto, um convite a reflex&o relativa a propriedade
fundamental do incentro, como acabamos por relembrar e registar no quadro com vista a

consolidacdo deste conhecimento, conforme se observa na figura seguinte:
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Figura 28: 27.2) “As retas AB, AC e BC sdo tangentes a circunferéncia de centro |
(incentro). Propriedade: O incentro de um triangulo € o unico ponto do triangulo que
ficou a igual distancia dos seus lados. Esta distancia é o raio da circunferéncia inscrita
no triangulo.”

Proposta 29

A primeira questdo prendeu-se com a construcdo rigorosa do triangulo [ABC],
tendo em linha de conta que os alunos deveriam efetuar a resolucdo da tarefa nos seus
cadernos. Assim, foi necessario assegurar-me de que os alunos tinham a nocao de que
deveriam considerar como “base” o lado maior, ou seja [AC], pois a medida do
comprimento deste segmento de reta era igual a 10 cm e, em seguida, centrar o
compasso no ponto A e tomar como raio a medida de 5 cm, de modo que a medida do
comprimento do segmento [AB] fosse igual a 5 cm. De forma similar, ao centrarem o
compasso em C, deveriam considerar raio igual a 6 cm, para que a medida do
comprimento do segmento [BC] respeitasse a indicacdo de 6 cm. Num dos pontos de
interseccdo das duas circunferéncias deveria ficar localizado o ponto B, encontrando-se,
deste modo, o terceiro vértice do triangulo. Constatei que a larga maioria da turma

detinha este conhecimento, ndo tendo sido necessario alongar-me na explicacéo.

A proposta surgia colocada em termos de distancias reais, pelo que considerei

ainda importante certificar-me de que os alunos compreendiam a legenda:

Em que cada unidade de comprimento correspondiaa 1 cm.
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Pretendia-se determinar geometricamente o conjunto dos pontos que ficavam a
menos de 30 m do ponto A e a menos de 30 m do ponto B, notando-se a preocupacao

numa conjugacao entre lugares geométricos, rebuscando o conceito de circulo.

Estratégia de abordagem da tarefa

Os alunos realizaram a tarefa nos seus lugares, tendo circulado com vista a dar
apoio na resolucdo das suas dificuldades. Apds a conclusdo das duas alineas, houve
duas apresentacfes no GeoGebra, realizadas por dois alunos que se voluntariaram: o

Vasco e 0 Melvin.

Considerei importante realcar a coragem de ambos, tendo em conta que tinham
tido apenas um primeiro contacto com o GeoGebra e estavam dispostos a realizar os

procedimentos necessarios perante a turma.

As suas intervencdes acabaram por representar uma forma de a turma rever
alguns procedimentos no GeoGebra, de entre as funcionalidades que j& tinham
experienciado na aula realizada na sala de computadores TIC2. Representou também a

possibilidade de tirar algumas duvidas e de esclarecer 0s varios processos de resolucéo.

4.3.2.2.1. Producdes dos Alunos nos Seus Cadernos
As figuras seguintes representam o produto final das trés alineas que

compunham a tarefa:
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Figura 29: “27.1.1) O ponto M é o circuncentro do triangulo [ABC]. Obtém-se
intersetando as mediatrizes dos lados do tridngulo.”

Figura 30: “O ponto M é equidistante dos vértices do triangulo porque é o centro da
circunferéncia circunscrita ao triangulo. A distancia de M a cada um dos vértices € o
raio desta circunferéncia.”

Figura 31: 27.1.3) “Circunferéncia circunscrita ao triangulo e o centro designa-se
circuncentro. ”
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Construcao rigorosa do triangulo, interseccdo de lugares geométricos

Figura 32: Procurava-se o lugar geométrico dos pontos situados a uma distancia
inferior a 3 cm do ponto A e do ponto B, correspondendo a interseccao dos dois
circulos com raio igual a 3 cm

Figura 33: Procurava-se o lugar geométrico dos pontos situados simultaneamente sobre
a mediatriz do lado [AC] e no interior do circulo centrado em B, com raio igual a 3 cm
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4.3.2.3. Discussao das Tarefas

e Primeira parte

O Vasco realizou a primeira parte da tarefa no computador da sala de aula,
enquanto os seus colegas puderam observar 0 seu raciocinio, a par da vantagem na
visualizacdo do modus operandi no Geogebra, retirando, deste modo, beneficios

relacionados com a aprendizagem em duas vertentes.

Em seguida, é possivel observarmos 0 modo como o0 Vasco procedeu:

Passo 1

Figura 34: Construcao rigorosa do triangulo [ABC,] de acordo com as medidas
definidas para os seus lados.
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Passo 2

Figura 35: A interseccdo dos dois circulos corresponde a zona do plano cujos pontos
distam menos de 3 cm (30 metros na realidade) do ponto A e menos de 3 cm do ponto
B.

Foi importante que o Vasco clarificasse algumas questdes relativas as varias
técnicas por si utilizadas, por forma a colmatar algumas lacunas que tivessem ficado

apos a primeira utilizacdo do programa, na aula precedente.

e Segunda parte

O aluno Melvin voluntariou-se para resolver no Geogebra a segunda parte da
proposta 29. Para a resolucdo desta alinea, havia que evidenciar a compreensao relativa
ao lugar geométrico dos pontos que se caracterizam por estar situados a igual distancia
dos extremos de um dado segmento, em referéncia, neste caso particular, ao segmento
[AC]. O aluno mostrou que associava o referido conjunto de pontos a mediatriz de
[AC], tendo procedido ao seu esboco, partindo da determinacdo prévia do ponto médio
M deste segmento e fazendo passar por este ponto a reta perpendicular a [AC], ou seja,

a mediatriz do segmento em questéo.

Simultaneamente, 0s pontos procurados ndo deveriam estar a uma distancia
superior a 20 m do ponto B, o que se traduzia em 2 cm, de acordo com a escala

considerada.
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O raciocinio do Melvin passou pelo esbo¢co de dois conjuntos, dos quais
determinou posteriormente a sua interseccdo. Estes conjuntos diziam respeito a
mediatriz do segmento de reta [AC], como ja vimos, e ao circulo aberto, centrado no
ponto B, com raio igual a 2 cm. A interseccdo obtida, 0 segmento de reta [DE]
correspondia ao segmento de reta aberto, contido na referida mediatriz e também no

circulo em questdo, como se observa na figura:

Figura 36: Segmento de reta [DE]: Intersec¢ao da mediatriz do segmento de reta [AC]
com o circulo aberto centrado em B, de raio 2 cm

Questdes essenciais

e Primeira parte

1. Relativamente a construcdo rigorosa do triangulo, uma minoria dos alunos
questionaram-me sobre como tal poderia ser feito. Optei por Ihes explicar a razdo de
recorrer a utilizacdo de duas circunferéncias, cada uma das quais centrada num dos
extremos do segmento de reta considerado como base do triangulo, tendo por raios,
respetivamente, os valores definidos para as medidas dos restantes dois lados do
triangulo. Expliquei-lhes que como o ponto B deveria satisfazer simultaneamente duas
condicBes (estar & distancia de 5 cm de A e de 6 cm de C), entdo B deveria estar
simultaneamente em duas circunferéncias de raios iguais a 5¢cm e 6 cm, respetivamente,

recordando assim a definicdo de circunferéncia.
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2. A resolucdo das tarefas em questdo tinha implicita a necessidade do
conhecimento dos conceitos de circunferéncia e circulo, dando énfase a questdo do
reconhecimento da linguagem corrente quando utilizada para descrever uma realidade
matematica. Desta forma, as tarefas foram Gteis também no sentido de recordar aos
alunos o significado destes objetos matematicos, a par de irem ao encontro de davidas
relativas a estes conceitos, que acabaram por se refletir nas respostas de alguns dos

alunos quando foram colocadas questfes a turma.

3. No que diz respeito ao eshoco da mediatriz do segmento de reta [AC], esta
construcdo teve por base a propriedade fundamental da mediatriz, cujo enunciado
refere que esta reta é a Unica reta perpendicular ao segmento dado que passa pelo seu
ponto medio. Por tal facto, ndo foi necessario, no GeoGebra, efetuar a construcdo da

mediatriz da maneira usual mas utilizando um processo relacionado com este resultado.

4. Na segunda parte da tarefa, uma das questdes essenciais que foi levantada teve
que ver com a abertura dos extremos do segmento resultante da interseccdo. Como €
possivel observar na construcdo no caderno (Figura n°33), verificamos que ndo houve o
cuidado de ilustrar o facto de o circulo ser um conjunto aberto, assim como também
permanece indefinida a caracterizagcdo quanto ao fecho dos extremos do segmento. Esta
foi uma questdo interessante, que tive o cuidado de ndo deixar passar sem que 0 seu
registo ficasse bem claro. Foi também bastante importante que os alunos
compreendessem quais 0s processos de suporte no GeoGebra, nomeadamente, a questdo
do tracejado da fronteira do circulo, bastando apenas alterar o tipo de linha utilizado na

construcdo do lugar geométrico.

Em suma, estas questdes evidenciam o poder da tarefa escolhida, no seguinte
sentido: a tarefa em questdo afigurou-se como um elemento de revisdo de um conjunto
de topicos fundamentais relacionados com os lugares geométricos, tais como o conceito
de circunferéncia e circulo, de mediatriz de um segmento de reta e a propriedade

fundamental que lhe esta associada.
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4.4. AULAS LECIONADAS A TURMA 10°CT2 RELATIVAS AO
TEMA “FUNCOES QUADRATICAS”

4.4.1. Aula de 4 de Fevereiro de 2015 — 90 minutos

4.4.1.1. Introducéo da Fungéo Quadratica

4.4.1.1.1. Definicdo Analitica de Funcédo Quadratica e de
Parabola

A introducdo da funcdo quadratica foi feita através do exemplo

y=x% 0 seu esboco foi realizado no quadro, real¢cando o facto de a curva produzida

ser designada por parabola.

Em seguida, foram introduzidas as defini¢des formais de funcdo quadratica e de

parabola:

1.Uma funcao real de variavel real, definida por uma expressao do tipo:

y=ax“+bx+ccomax0g designada por funcdo guadratica.

2.0 gréfico de uma funcdo quadratica designa-se por parabola.
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No momento seguinte da aula, foram esbogadas no quadro um conjunto de parabolas,

conforme as que vemos representadas na imagem:

-1
@
T
I
L)
ra
o
[=]
a
b
s
=]

Figura 37: Conjunto de parabolas definidas pelos respetivos vértices e eixos de
simetria, das quais ainda ndo se conhecem as expressdes algébricas (apenas se conhece
a parabola de referéncia)

Para cada uma destas parabolas, foi feita referéncia ao seu vértice (x4,v;) (para alguns
x1,¥; pertencentes a R) e ao seu eixo de simetria x = x4, subsistindo a preocupacao em
salientar que todo o ponto do eixo de simetria tem abcissa igual a abcissa do Vvértice,

sendo esta a sua caracterizacao especifica.

Foram enfatizadas questdes relativas a abertura maior ou menor de cada parabola, assim
como o facto de as concavidades serem voltadas para cima ou para baixo e ainda a

questdo de os vértices associados as varias parabolas pertencerem, ou néo, ao eixo OX.
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Para todas estas variantes, considerei fundamental referir que todas elas representavam

gréaficos de fungdes quadraticas, como iriamos constatar com o progresso do contetdo.

4.4.1.1.2. Definicdo Geométrica de Parabola
Para além da definicdo de pardbola exposta, este conceito foi ainda abordado

numa Gtica geometrica:

Parébola é o conjunto dos pontos do plano que séo equidistantes de um ponto F

(foco) e de uma reta d (diretriz) que ndo contém esse ponto.

Foi apresentado no quadro o esbocgo seguinte:

Figura 38: Representacdo de pontos arbitrarios de uma parabola tomada como
exemplo, tendo estes a particularidade de ser equidistantes da reta diretriz d e do foco
F, 0 que se traduz na congruéncia dos pares de segmentos (cada par partindo de um
dos pontos da parabola) presentes na figura.
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A figura precedente resulta de uma construcdo rigorosa, como pode ser observado na
figura seguinte:

Figura 39: Reta s: eixo de simetria da parabola; Os pontos assinalados na parabola: P,
G e H séo equidistantes do foco F e da reta diretriz d, pois sdo centros de
circunferéncias com a particularidade de conterem o ponto F e serem tangentes a reta
d nos pontos D, | e J. A distancia entre cada ponto da parabola e o foco F e entre cada
um destes e a reta d é igual ao raio da respetiva circunferéncia centrada no ponto em
questao.

Foi realcado o facto de esta ser também uma estratégia de obtencdo de uma
parébola, ficando assim o registo de duas formas de definir uma parabola. Foi ainda
feita referéncia ao facto de que o caminho a percorrer teria por base a defini¢éo analitica

de parabola.

A aula prosseguiu na direcdo de um exemplo préatico, que constava do manual.
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4.4.1.1.3. Introducéo da Tarefa
A tarefa estava relacionada com um jogo de pingue-pongue, com a

particularidade da bola descrever arcos de pardbola. A questdo em estudo foi
formalizada e referenciada de acordo com o seguinte referencial ortogonal e

monomeétrico:

hix)

Figura 40: Grafico que representa a trajetoria tipica de uma bola de pingue-pongue

A altura da bola 2(*) em relacdo a mesa, é dada em funcéo de x, que representa
a distancia da projecdo da bola ao ponto inicial (onde a bola bateu pela primeira vez na
mesa imediatamente ap0s a primeira tacada do jogador). O ponto P refere-se a posicao

em que a bola se encontra, ou seja, representa o par ordenado (x,h(x)).

A expressao algébrica de h(x) ¢ dada por: h(x) = —0,03x2 + 3x, em centimetros.

4.4.1.1.4. Realizacio da Tarefa
Um dos pressupostos da tarefa era a determinacéo da distancia entre A e B.
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Sendo o ponto A é da forma A(0,0) e B do tipo B(x4,0), para algum x; € &,
entdo os alunos puderam concluir que, para encontrar a referida distancia, bastava
descobrir a abcissa do ponto x4. Colocando a expressao da funcdo na calculadora gréafica
através da funcionalidade “y=...” e ajustando os valores da janela, definindo os valores
de x no intervalo [0,100] e v no intervalo [0,80], os alunos tiveram a oportunidade de
observar nos visores das suas calculadoras o esbhoco do grafico da fun¢do. No entanto,
para melhor compreender e visualizar o grafico da funcdo em estudo, houve a
necessidade de proceder a um alargamento dos valores da janela de visualizacéo, que

acabaram por estar mais proximos do quadro seguinte:

Figura 41: Janela de visualizacdo com valores escolhidos de modo a permitir a
visualizacdo de uma parte representativa do grafico da fungdo em estudo

Deste modo, o grafico obtido foi o seguinte:
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Figura 42: Parte do grafico da funcéo em estudo onde podem ser observados o vértice
da parébola e a existéncia de dois zeros, sendo um dos quais igual a x=0

Foi importante assinalar o significado do grafico, no sentido de os alunos
tomarem consciéncia de que os pontos com ordenada negativa ndo deveriam ser
considerados no contexto em que o problema se insere, tendo em conta que estas

ordenadas representam alturas da bola de pingue-pongue.

Por observagdo do gréfico, os alunos confirmaram que um dos zeros da fungéo
era x = 0. Para encontrar o outro zero, bastou constatar que a distancia do primeiro zero
a abcissa do vértice era igual a 50 unidades de medida, logo, a distancia entre o zero
seguinte e x=50 também deveria ser igual a 50 (por simetria da pardbola), donde

resultou unicamente a possibilidade x=100 para 0 segundo zero da fungéo.

Finalmente, a proposta passava por determinar a distancia da origem a projecédo
da bola, relativa a uma altura de 60 cm. O processo utilizado pelos alunos teve por base

a introducéo na calculadora da reta y = 60, donde resultou o seu esboco, intersetando o

grafico precedente em dois pontos, de abcissas, digamos, x5 € x3.

Constataram que a distancia que procuravam era afinal, ndo uma, mas duas,
precisamente os valores x, e x3. A questdo que se colocava estava relacionada com a
forma de os encontrar. Para o efeito, utilizaram a opgdo “second calc — intersect”, 0 que
Ihes permitiu atingir o objetivo, subsistindo a necessidade de aplicacdo dupla. A
imagem seguinte ilustra este tdpico:
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Figura 43: Interseccéo entre o grafico da funcédo em estudo e a reta y=60

4.4.1.1.5. Reflex@o Sobre a Pertinéncia da Tarefa
Esta tarefa foi uma primeira abordagem ao estudo pormenorizado de uma funcéo

quadratica. Como vimos, a primeira questdo que surge prende-se com a visualizacdo do
grafico da funcéo na calculadora. Nesta primeira analise, 0 método adotado pelos alunos
foi o sistema tentativa / erro, em que os valores da janela de visualizacdo, quer das
abcissas, quer das ordenadas, foram sendo sucessivamente aumentados, de modo a

tornar possivel a visualizacéo.

A partir deste momento, a determinacdo dos zeros da funcdo surgiu
automaticamente. Esta foi uma tarefa importante, no sentido da transmisséo do processo
de determinacdo do vértice, conhecidos os zeros, sendo posteriormente utilizado em
varias tarefas de aplicacdo. Mais a frente, seriam abordados outros processos, também

conducentes ao conhecimento do vértice da parabola.

Um outro ponto fundamental no estudo desta funcdo quadratica, que se revelou
particularmente importante na analise das aplicacGes, teve que ver com a determinagéo
de objetos do dominio da funcgdo, conhecidas as suas imagens, utilizando, para o efeito,
a calculadora gréfica.

Em suma, a tarefa permitiu adiantar um conjunto de procedimentos-chave que

viriam a ser consolidados, no decurso do processo de aprendizagem.
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4.4.1.2. Caso Particular: Familia de Funcdes do Tipo

y = ax?,a € R\{0}

No momento seguinte da aula, teve inicio o estudo de um dos casos particulares

de fungbes quadraticas. Foi introduzida a familia v = ax?,a € R\{0).

A primeira questdo que se colocava era relativa ao grafico de funcdes deste tipo.
Pretendia-se analisar o tipo de alteracdes no grafico da funcédo de referéncia: v = x*, por

acréscimo do parametro a. Era esta a questdo a que procurdvamos responder.

4.4.1.2.1. Tarefa de Investigacao
A estratégia de abordagem passou por propor aos alunos a insercdo na

calculadora gréafica de algumas funcdes deste tipo, sugeridas por uma tarefa do livro:

a)y = 2x2,

b) v = —0,5x2,
) ¥ =v3x2,
d)y = —x?,
e)y=0,2x2

Os resultados obtidos deveriam permitir obter uma conclusdo. Caso as funcdes
anteriores ndo fossem em namero ou qualidade suficientes, os alunos deveriam testar
ainda outras funcdes que considerassem pertinentes. A abordagem é colocada numa
Otica de investigacdo, tendo os alunos que estar preparados para encontrar 0S recursos

adequados, de modo a conseguirem obter uma conclusdo fiavel.
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O estudo foi bastante produtivo, com expressivas evidéncias de compreensdo
relativa ao tipo de influéncia do pardmetro a no comportamento do grafico da fungéo de

referéncia.

4.4.1.2.2. Discussdo da Tarefa
Foi destacado um aluno para ir até ao quadro escrever as conclusdes relativas a

investigacdo levada a cabo, tendo sido efetuado o seguinte registo:

A medida que o médulo de a assume valores mais elevados, o grafico da funcéo

quadrética y = ax*? vai contraindo.

Se |a|>1, entdo o gréafico da funcdo v = x? sofre uma contracdo e, se |al<1, 0

resultado obtido é uma dilatacédo do referido gréafico.

Foram também esbogados no quadro, pelo mesmo aluno, os gréficos obtidos.

Em seguida, é apresentada uma representacdo dos resultados obtidos:
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=2l
Figura 44: Conjunto de parabolas que foram introduzidas na calculadora gréfica,
possibilitando aos alunos a anélise da influéncia do parametro a

4.4.1.2.3. Tarefa de Consolidacéo
Foi, em seguida, proposta aos alunos uma tarefa de consolidagdo. Nesta, era

dada uma funcdo real de variavel real f, definida por: flx) = 3x%, gq qual se conhecia o

seu gréafico, dado pela imagem apresentada em seguida:
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Figura 45: O gréfico da funcéo f e a representacdo de uma zona sombreada
correspondente a transformacdes do grafico da funcéo f cujo resultado se traduz no seu
alargamento

Paralelamente, era dada uma funcéo g, definida por: g(x) = 2px*,p €R.

O objetivo passava por determinar os valores do parametro p, de modo que o
grafico da funcdo g ficasse situado na regido sombreada identificada na imagem
anterior. Como a funcdo f foi definida através da particularizacdo do parametro a,
tomado igual a trés unidades, entdo, a questdo essencial prendia-se com a escolha dos
valores possiveis a assumir pelo parametro a, na definicdo da funcdo g (estando este
implicito através da expressdo 2p, para algum p real), no sentido de o considerar
superior ou inferior a trés, de modo a resultar num alargamento do grafico de f, ficando

assim situado na regido sombreada.

Para responder & questdo, afigurava-se essencial a total assimilagdo da concluséo

fundamental, de maneira a tornar-se possivel a sua aplicacao.

Os alunos, alguns deles através de consulta do resultado anterior, concluiram que
o valor do parametro a=2p deveria ser estritamente inferior a trés unidades de medida, o
que originaria um alargamento do grafico de f, como se pretendia, o que significava que

p deveria assumir valores estritamente inferiores a dois tergos.
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4.4.1.2.4. Reflexdo Sobre a Tarefa
Apesar de ser uma tarefa simples, revelou-se importante, pois funcionou como

um instrumento de avaliagdo da compreenséo da conclusdo fundamental. Incentivou os
alunos a recordarem a influéncia do pardmetro a no comportamento da funcgéo
quadrética de base FGx) = x% permitiu uma aplicacdo imediata do resultado, facilitando
assim a sua compreensdo e aquisicdo efetiva. Pelo facto da tarefa ser apresentada
noutros moldes fez com que os alunos revissem a conclusdo e que, mais uma vez,

refletissem sobre ela, de modo a estarem inteiramente convencidos da sua validade.

Uma tarefa com estas caracteristicas parece-me fundamental, pois origina uma
revisdo, uma confirmacdo, ou seja, permite que os alunos antecipem o seu estudo e o
facam in loco, no decurso da aula, facilitando as aprendizagens e tornando-as mais

solidas.

Subsiste a preocupacdo em selecionar este tipo de tarefas: que exijam uma
reflexdo e que ndo sejam de aplicacdo direta, porque vao acrescentar algo mais, indo ao

fundo da questéo.

4.4.2. Aula de 5 de Fevereiro de 2015 — 90 minutos

4.4.2.1. Caso Particular: Familia de Funcdes do Tipo:

y = a(x — h)?,a,h € R\{0}

4.4.2.1.1. Introducéo
Ao ser apresentada a familia que iria ser estudada em seguida, foi colocada a

questdo a turma: a funcdo definida pela expressdo algébrica: f(x) = a(x — h)* pode ser

considerada uma funcao quadratica?

Tendo em conta a definicdo analitica de funcdo quadratica, a resposta a questéo
colocada somente seria positiva se fosse possivel escrever f(x) na forma:

f(x) = Ax?+ Bx + C, para alguns coeficientes A,B,C € R\[0}.
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Portanto, era fundamental realizar a demonstracdo de tal ser efetivamente

verdade, o que implicava a determinacdo dos coeficientes A, B e C.

Questionei a turma relativamente a existéncia de um voluntario para desenvolver

0 quadrado, ou seja, para aplicar um dos casos notéveis da multiplicagéo.
O aluno que se prontificou para resolver a tarefa procedeu do modo seguinte:
fix) =alx—h)’ e
= flx) =alx?—2hx + h?)
& f(x) = ax? — 2ahx + ah?

Com a expressao algébrica que definia a funcéo f escrita desta forma, facilmente
o0 aluno deduziu os coeficientes que procurava, estando os mesmos diretamente

relacionados com os parametros dados inicialmente: a e h.
Concluiu escrevendo:
A=aB=—-2aheC =ah?

De facto, todos os coeficientes sdo ndo nulos, justificada esta caracteristica pela

sua dependéncia relativamente aos parametros referidos.

Portanto, foi possivel demonstrar que as funcGes pertencentes a familia que iria

ser estudada eram efetivamente func¢bes quadraticas.

4.4.2.1.2. Tarefa Exploratéria

Para dar inicio ao estudo da familia ¥ = alx =% e h €R\{0} 1o sentido da
compreensdo relativa a influéncia do novo parametro h, (sendo que a acdo de a ja tinha
sido estabelecida), foi proposta aos alunos a insercéo nas suas calculadoras gréaficas das

seguintes fungoes:
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Figura 46: Expressdes algébricas de funcdes da familia ¥ = a(x — )% & h € R\{0}
incluindo a legendagem relativa ao tipo de traco utilizado no esboc¢o do gréafico

Ou seja, a referida compreensao estava, mais uma vez, associada a um processo
de investigacdo levado a cabo pelos proprios alunos. Os graficos obtidos foram os

seguintes:

Figura 47: Deslocamentos do grafico da fun¢do y = ax*?, com a particularidade de
ocorrerem sobre o eixo Ox

Através da analise do sucedido, os alunos facilmente produziram as suas

conclusoes.
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Um aluno foi ao quadro registar os resultados que obteve:

h unidades.

coordenadas (h,0).

e Se h>0, o grafico da funcdo de referéncia v = ax? desloca-se para a direita

e O seu Vértice de coordenadas (0,0) transformou-se no ponto de

e Ocorreu um deslocamento do gréafico de referéncia, segundo o vetor (h,0).

Relativamente ao Ultimo dos pontos referidos no quadro acima, foi ainda realizada uma

exploracdo mais pormenorizada.

Tomamos como elemento de partida um ponto do tipo (x, ax?), pertencente ao gréfico

de referéncia, ao qual foi adicionado o vetor (h,0), obtendo-se o ponto seguinte:

(x,ax?) + (h,0) = (x + h,ax?).

O ponto resultante da operacdo de adicdo anterior pertence ao grafico obtido pela

transformacéo da funcéo de referéncia.

Foi ainda realizado um esbo¢o no quadro, de modo a ilustrar a transformacéo:

(@)

D (eth,ax)

|
|
|
|
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
!

-1

i et piadat Tt
w
=
m

Figura 48: Translacéo do gréfico de referéncia segundo o vetor de coordenadas (h,0),
considerando h=3, a titulo de exemplo
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Um outro aluno colocou no quadro as conclusfes analogas, relativas a h<0, tendo o

cuidado de realizar as alteragdes significativas:

e Se h<0, o gréafico da funcdo de referéncia ¥ = ax* desloca-se para a

esquerda | k| unidades.

e O seu Vvértice de coordenadas (0,0) transformou-se no ponto de

coordenadas (h,0).

e Ocorreu um deslocamento do gréfico de referéncia, segundo o vetor (h,0).

4.4.2.1.3. Processo Matematico de Referéncia

Determinacao da expressdo algébrica da funcao a partir do seu gréafico

Uma vez compreendidas as influéncias dos parametros a e h no comportamento
do grafico da funcdo de base ¥ = x#, colocava-se uma outra questdo importante: como
obter a expressdo algébrica de uma funcio da familia ¥ = alx —h)? a k€ R\{0}
conhecido o seu grafico? Mais especificamente, tendo informacéo sobre o vértice, o tipo
de concavidade e pelo menos um ponto do gréafico, como poderiam encontrar a

expressao algébrica?

Para responder a esta questéo, recorremos a uma tarefa do manual, que ilustrava

o gréfico da fungdo, como se encontra representado na figura seguinte:
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Figura 49: Grafico de uma funcdo, da qual ndo se conhece a expressao algébrica

Por observacdo do gréafico, retiramos dois elementos fundamentais: o facto de a
concavidade ser voltada para cima, 0 que permitiu afirmar que a>0 e a constatacdo de
que o vértice da parabola era o ponto (-1,0), pelo que, de acordo com as conclusdes
obtidas a partir da tarefa exploratéria, significava que h deveria ser igual a -1. Deste

modo, a equacdo do grafico seria do tipo:

v =alx+1)%

ou seja, estdvamos a referir-nos a um deslocamento de uma unidade para a esquerda, a

partir da origem.

Finalmente, o facto de o ponto (0,1) pertencer ao grafico da funcdo, significava

que satisfazia a equacdo anterior. Desta forma, foi possivel afirmar que:
1=a(0+1)%
para o par (x,y)=(0,1).

Da igualdade acima, resulta que a=1. Portanto, a expressao algebrica que define

a funcéo é univoca e igual a:

vy={x+1)%
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Este constituiu um exercicio-tipo que foi por diversas vezes utilizado nas

aplicacGes da funcdo quadratica.

Um aluno foi ao quadro registar a sua resolugéo.

4.4.2.1.4. Reflexdo Relativa as Opcdes Metodologicas
Surpreendeu-me a clareza com que os alunos assimilaram este procedimento

matematico e a facilidade com que o transportaram para as aplicac@es. Este fendbmeno
fez-me refletir sobre a importancia da compreensdo profunda de cada raciocinio
matematico que se produza nas aulas, assim como a relevancia da avaliacdo da mesma
por parte dos alunos. Esta postura ocorre por oposi¢do a abordagem do ensino através
da repeticdo e da realizacdo exaustiva de exercicios. Esta forma, que durante décadas
caracterizou o ensino que se praticava em Portugal, ndo oferece um contributo favoravel
para a motivacdo dos alunos, como nos é transmitido pela investigacao realizada nesta
area. Como tal, procurei enveredar por um modelo mais atual, modelo este, baseado na
proposta aos alunos de tarefas motivantes e significativas para os proprios. Por este
facto, optei por, neste momento, nao repetir este exercicio através de uma série de
outros ligeiramente distintos. Guardei a consolidacdo para um contexto de cariz real,
que pudesse constituir uma base para que os alunos, a partir de um problema em
concreto, tomassem a decisdo de o utilizar. A ideia passava por induzi-los a
mobilizarem, em particular, este conteldo, em referéncia a resolucédo de problemas no
ensino da Matematica, que, como tem sido amplamente estudado, constitui um
instrumento de captacdo de alunos, mostrando-lhes, de forma implicita, que 0s
conhecimentos que adquiriram tém uma aplicacdo, o que lhes proporciona um

sentimento de realizacao.

4.4.2.2. Caso Particular: Familia de Funcdes do Tipo:

v=ax?+k comak # 0

92



O estudo desta familia de funcdes foi inteiramente analogo ao processo
anteriormente descrito, ou seja, os alunos realizaram uma exploragcdo na calculadora,
recorrendo a quatro fungdes particulares e, em seguida, as conclusdes a que chegaram
foram registadas no quadro. Isto, para garantir a confirmacdo e a uniformizacdo dos
resultados da turma.

As funcdes inseridas na calculadora foram as seguintes:
a)f:rv=2x2+1,
b) g:y=—x*-3,
C) h:v=2x2+5,
d) i:y = —3x2 —g.

Os graficos obtidos surgem na imagem seguinte:

Figura 50: Graficos associados as fungdes f, g, h e i

Também para este caso, os alunos facilmente obtiveram as conclusdes
expectaveis. O registo foi efetuado no quadro, como se ilustra em seguida:
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e Se k>0, o gréfico da funcdo de referéncia y = ax? desloca-se para cima,
segundo o vetor (0,k), k unidades. Se k<0, o deslocamento realiza-se
segundo 0 mesmo vetor, logo, ocorre para baixo, relativamente a sua

posicao inicial.

e O seu Vértice de coordenadas (0,0) transformou-se no ponto de coordenadas

(0,k), o que significa que o novo gréfico se situa sobre o eixo Oy.

4.4.3. Aula de 9 de Fevereiro de 2015 — 90 minutos

4.4.3.1. Caso Particular: Familia de Funcdes do Tipo:

y =a(x—h)*+ k,coma, h, kelR\{0}

4.4.3.1.1. Estratégia de Abordagem
A abordagem desta familia, apesar de, em contetdo, ter sido similar as

anteriores, a verdade é que houve uma tentativa de alterar a sua forma, introduzindo
uma dindmica diferente; com vista a quebrar o registo anterior, que se baseava, como
vimos, na exploracdo de varios casos utilizando a calculadora grafica, seguida do registo

das conclusdes obtidas.

Para o efeito, foi distribuida aos alunos a ficha de trabalho (anexo G). O objetivo
central da ficha era que os alunos associassem 0s parametros presentes na defini¢do de
uma funcdo quadratica com as respetivas coordenadas do vértice da parabola associada.
Existia ainda um objetivo secundéario, mas que assumia grande importancia na
aprendizagem do conteudo: o esboco dos graficos das funcGes dadas, com o rigor
possivel, nomeadamente, atendendo ao vértice, ao sentido da concavidade e a

caracteristica de simetria de uma parabola.
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4.4.3.1.2. Finalidade da Mini Ficha
Esta proposta de trabalho foi pensada ndo somente no sentido de incluir um

conjunto de exercicios relevantes, mas essencialmente como um quadro de suporte,
onde pudesse ser revisitado, a posteriori, o paralelismo existente entre a expressao

paramétrica de uma funcdo quadratica e as coordenadas do vertice do grafico

correspondente.

Pretendia-se criar um instrumento que favorecesse a memorizacdo da referida
inter dependéncia, para uso posterior. A tarefa (mini ficha) poderia vir a servir como
elemento-chave no despertar da recordagdo associada a este conteudo em particular,

promovendo, deste modo, uma mnemdonica de referéncia.

4.4.3.1.3. Realizacdo da Mini Ficha

4.4.3.1.3.1. Primeira Parte
Para a realizacdo da primeira parte da tarefa, estando esta relacionada com o

esboco dos graficos das funcdes dadas, era fundamental que os alunos utilizassem os
resultados das analises relativas as trés familias de fungBes quadraticas previamente

estudadas.

Iniciaram a conce¢do do esboco tecendo consideragdes relativas ao sentido da
concavidade da parabola, por apreciacdao do parametro a. Em seguida, tomando como
referéncia a parabola de equacdo v = x2, os alunos refletiram sobre o seu deslocamento
ao longo do eixo Ox, por influéncia do parametro h, ou seja, concluiram que ocorreria
um deslocamento para a direita, se h fosse positivo, e, para a esquerda, se h fosse
negativo, sendo este igual a |k| unidades. Finalmente, foi fundamental a recordatdria do
facto seguinte: o pardmetro k originaria uma subida ou descida de |k| unidades do
gréfico da funcéo de base.

Num exercicio de dissecacdo da estratégia envolvida na realizagdo da tarefa,
quer isto dizer que o processo de raciocinio utilizado pelos alunos passou por trés
momentos distintos, que eles conseguiram estruturar, pois correspondiam a resultados

anteriormente obtidos. Esta evidéncia mostra-nos que seria dispensavel sobrecarrega-los
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com informacgdo adicional, que apenas aparentemente, poderia significar um novo
conhecimento. Na verdade, a familia de pardbolas em questdo, ndo é mais do que a
juncdo dos trés tipos previamente analisados, pelo que, no meu entender, fez todo o

sentido proporcionar aos alunos um trabalho autonomo.

O toque final do esbogo correspondia ao conhecimento exato relativo a
dimensdo da abertura da parabola, donde resulta que seria necessaria a determinacgéo de,
pelo menos, um ponto do grafico, distinto do vértice V (com coordenadas reais (4, v;)),
digamos P({v; + o, ), com >0 e B < v,., no caso de a concavidade ser voltada para
baixo e B = v, no caso contrario. A propriedade de simetria definia necessariamente um

outro ponto do gréafico: P'(1, —a, B).

4.4.3.1.3.1.1. Trabalho produzido pelos alunos
Desta forma, foi possivel obter cada um dos esbocos requeridos pela tarefa. Em

seguida, sdo ilustrados os esbocos referentes as funcdes dadas na ficha em questéo:
a) f(x)=—3(x—2)*

b) g(x) =(x +5)* -2

c) h(x) = —4x* -1

d)i(x) =3(x—3)*—4

Figura 51: Esboco dos gréficos das fungdes propostas na mini ficha, tendo por base o
vértice V(wy, 1;) de cada pardbola e a nogédo de simetria relativamente ao eixo de
simetria x = v ; da esquerda para a direita (por ordem crescente da abcissa do
vértice): graficos das funces g, h, fe i
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4.4.3.1.3.2. Segunda parte
A segunda parte da ficha estava relacionada com o preenchimento do quadro que

associava a expressdo algébrica de cada uma das fung¢bes dadas com as coordenadas do
veértice da parabola respetiva. Em seguida, podemos observar o referido quadro:

Figura 52: Quadro-resumo onde é possivel comparar os parametros presentes na
expressao algébrica com as coordenadas do vértice da parabola

O resultado fundamental que se pretendia obter passava por uma compreensao
da relagdo existente entre os parametros presentes na expressdo algébrica e aqueles que
faziam parte das coordenadas do vértice da parabola respetiva. Tomando, a titulo de
exemplo, a expressao algébrica da funcdo f, € possivel observar que h=2 e k=0 e,
simultaneamente, notamos que as coordenadas do Vvértice sdo precisamente (2,0), ou
seja, iguais a (h,k). Tendo em conta que tal se verifica para todas as funcdes em anélise,
os alunos puderam concluir que as coordenadas do vértice sdao sempre iguais a (h,k),

sendo h e k os pardmetros relativos a respetiva expressao algébrica.

Deste modo, foi registada no quadro, a conclusdo seguinte:

Se uma funcdo quadratica é definida por uma expressao algébrica do tipo:
v =a(x —h)*+ k,coma € R\{0}; h,k € R, entdo as coordenadas do vértice do seu

grafico sdo dadas por (h,k).




4.4.3.1.4. Avaliacao da tarefa (mini ficha)
Apos a realizacdo da tarefa, os alunos deveriam conseguir obter as coordenadas

do vértice de uma pardbola a partir da expressdo paramétrica da funcdo associada,
através de observacdo simples. Assistiu-se, como vimos, a uma 6tica colocada no ensino
exploratério, por oposicdo ao ensino expositivo. Os alunos chegaram ao resultado
previsto, ndo tendo havido explicitamente uma transmissao por parte do professor, mas,
de uma outra forma, investigando sobre aquilo que estava a acontecer matematicamente.
Tenho a convicgdo de que se o facto constatado tivesse sido simplesmente transmitido
pelo professor e os alunos o tivessem que memorizar, provavelmente, a durabilidade no
tempo seria escassa. Tendo uma tarefa como suporte, existem uma série de elementos
associados a esta que amparam a memoria retida relativamente a este contetudo. Sao
asseguradas sinapses em numero bastante superior, o que, certamente, se reflete num

conhecimento matematico mais consolidado.

Desta forma, o ensino expositivo foi substituido pelo ensino exploratério sendo,
mais uma vez, colocado este em primeiro plano. Recorrendo a esta metodologia,
assistiu-se a uma captacdo de alunos eficaz, tendo em conta que foi inserido o fator
surpresa. O processo de descoberta foi, mais uma vez, colocado nas suas maos, nao lhe
chegando o resultado de antemao, constituindo um produto da sua investigagdo. A Otica
do ensino surge colocada no experiencialismo, centrada na construcdo da teoria, de
modo que, quando necessario, os aspetos fundamentais emerjam com naturalidade,

muitas vezes, sem a necessidade de consultar o manual e/ou outros registos produzidos.

4.4.4. Aula de 11 de Fevereiro de 2015 — 90 minutos

4.4.4.1. Tarefa de Aplicagdo: Proposta 19 (manual)

4.4.4.1.1. Introducéo
A proposta 19 referia-se a uma aplicacdo da fungdo quadrética. Considerei que

fazia sentido a introducdo de uma aplicacdo, apds ter sido implementado o quadro
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teorico referente ao tipo de deslocamento da parabola, em funcao da expressao algébrica
da fungdo. Tomei em linha de conta a importancia de os alunos ganharem um novo
folego motivacional e de encontrarem justificagbes que lhes incentivassem a
prosseguimento do processo de aprendizagem. Esta tomada de consciéncia teve
implicacdes ao nivel da abordagem do conteudo seguinte, ainda integrado no ambito das
funcBes quadraticas, que, desta forma, acabou por partir da realizacdo desta proposta.
Com efeito, a tarefa em questdo, para além de oferecer um contexto real, funcionou
como uma rampa de lancamento para o conteddo seguinte. Novamente, se assistiu a
uma tomada de opcao ao nivel do ensino, sendo este idealizado e realizado numa ética

experiencialista, onde os significados se constroem a partir de aplicagGes e experiéncias.

4.4.4.1.2. Realizacio da Tarefa
A tarefa em questdo propunha-nos o seguinte problema:

O crescimento de uma certa espécie animal € dado, em funcéo do tempo, por:

—0,5t2+t+02s5e0=t<1
c@® _{ 07set>=1

onde as variavel t e C(t) séo mensuraveis, respetivamente, em anos e em metros.

4.4.4.1.2.1. Questdes de Interpretacdo
A primeira questdo estava relacionada com o comprimento do animal a

nascenca.
Para apresentar uma resposta adequada bastou calcular C(0):
C0)=—-05x0+0+02=02m=20cm.

Donde, foi possivel concluir que, a nascenca, o animal media 20 cm.

99



Relativamente ao comprimento previsto aos trés meses de idade, houve a
necessidade de realizar um raciocinio no sentido de compreender qual a
correspondéncia destes em relacdo ao ano. Assim, os alunos concluiram que estes

correspondiam a um quarto de um ano de idade. Desta forma, havia que determinar o

valor de C(t) para t = :11 :

C(t) = 042m = 42 cm,
concluindo-se que, aos trés meses de idade, o animal media 42 cm.

No que respeita a questdo relativa a idade em que o animal atingia a idade
adulta, considerei importante destacar a indicacdo que referia que o animal, ao tornar-se

adulto, parava de crescer. Isto significava que deveriamos procurar os valores

constantes da funcdo, constatando-se que esta era constante no intervalo [1, +ool.
Naturalmente que o simbolo de infinito era meramente indicativo, pois o instante da

morte era variavel, de animal para animal.

O que se tornava importante era ter a percecdo de que a funcdo se tornava
constante a partir do instante t=1, ou seja, a conclusdo a retirar era que, quando o animal

atingia um ano de idade, se tornava adulto.

Esta questdo foi imediatamente procedida pela indagacdo relativa ao
comprimento dos animais adultos da espécie em questdo. Para a sua resolucdo, bastava

referir o valor constante da fungéo C:
C(1) 2 0,7m =70 cm.

Finalmente, foi dada a resposta formal, expressando que o comprimento dos
animais adultos desta espécie era igual a 70 cm.

4.4.4.1.2.2. Esboco do Gréfico
Para esbocar o grafico da fungéo foi essencial a utilizacdo da calculadora gréfica.

Isto porque, para valores de t entre 0 e 1, a fungdo estava definida na forma candnica e,

assim, ndo existia uma forma direta de determinar o vértice da parabola que Ihe estava
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associada. Portanto, numa primeira fase, tomamos a calculadora como um instrumento

fundamental.

4.4.4.1.2.3. Instrumentalizacéo da Calculadora
Sendo C uma funcdo definida por ramos, tornou-se importante relembrar aos

alunos como deveriam proceder. Utilizando a projecdo do software TI- Inspire, realizei
as operacOes de suporte a introducao da expressao que definia a funcdo na calculadora.

Com efeito, comegdmos por colocar na entrada “y=... " a frase l6gica seguinte:
¥y, =—-05x2+x+02/

onde o traco de fragdo pretendia significar a restricdo “se”. Apds o traco de fragdo, foi

necessario realizar a introducéo:
(x=0andx < 1),

Recorrendo as funcionalidades “second test” e “second test — logic” para

selecionar, respetivamente, as desigualdades anteriores e a conjungao “and”.
Na segunda entrada de equacéo, bastou escrever:
2 =07/(x = 1),
Para, assim, completar a definicdo da funcéo.

A imagem seguinte ilustra o visor da calculadora apoés a referida introducéo:
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Figura 53: Insercédo na calculadora da fungio C, com a particularidade de estar
definida por ramos

A questdo do zoom foi também relevante, porque acabamos por concluir, ap6s
algumas experiéncias, que tomando x e y no intervalo [0,2] era assegurada uma boa

visualizacdo, conforme aquela que podemos observar na figura seguinte:

Figura 54: Grafico da funcéo C onde se visualiza claramente a distin¢cdo entre as duas
curvas (relativas a cada um dos seus ramos), sendo esta marcada pelo ponto x=1

4.4.4.1.2.4. Interpretacido Formal
Como vimos h& pouco, a questdo da calculadora era importante numa primeira

fase, tendo em conta que este momento correspondia a um segundo contacto com a
funcdo definida na forma candnica, tendo o primeiro estado relacionado com a tarefa

introdutoria da funcdo quadratica. No entanto, onde se pretendia chegar era possibilitar
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que os alunos, ao se depararem com uma expressdo candnica, a conseguissem

transformar numa estrutura do tipo:
v=a(x —h)*+ k,coma, h, k € B\{0]);
que, doravante, designaremos por forma paramétrica.

A forma paramétrica, como ja estudamos, no Gltimo caso particular de funcdes
quadréticas, permite-nos identificar, no imediato, as coordenadas do veértice da parabola,
assim como nos possibilita 0 conhecimento relativo a posicdo exata da pardbola num
determinado referencial cartesiano e, ainda, nos fornece indicacdes respeitantes a
dimensdo da abertura e ao sentido da concavidade da parabola. Como tal, € uma forma
de grande importancia, sendo de igual interesse a nocdo relativa ao processo de
transformacéo.

4.4.4.1.2.5. Processo de Transformacao
Com vista a introduzir o referido processo, optei por executa-lo nesta tarefa,

visto ser a primeira vez que era apresentado aos alunos, explicando-lhes os pontos

fundamentais, o que originou a producédo seguinte no quadro:

C{t) =—-05t2+t+02 =

= C(t) = 05(r2+ : )+02
- ¥ _GJS ¥

=C(t)=—-0,5(t2—2t+1)+0,5+ 0,2

=C(t)=-05(t—1)*+0,7

Com a ajuda dos alunos, automaticamente obtivemos as coordenadas do vértice da
pardbola associada a funcéo C: (1;0,7), sendo esta informacédo a principal vantagem da

forma paramétrica.
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De destacar, no raciocinio realizado, a construcao da expressao:
t?—2t+1=
= (t - 1}21

0 que conduziu a introducdo da constante 1. No entanto, pelo facto de a expressdo
t2 — 2t + 1 estar a multiplicar pelo fator -0,5, entdo, na pratica, a constante introduzida

ndo foi na realidade 1 e sim:
1x (—05) =—0,5,
pelo que, houve a necessidade de a neutralizar, adicionando 0 numero simétrico: 0,5.

Como constatamos, todo o processo circunda a questdo do caso notavel, que se
pretendia introduzir. Desta forma, para este tipo de raciocinio € muito importante que 0s

alunos estejam familiarizados com os casos notaveis.

4.4.4.1.3. Trabalho dos Alunos
A forma de trabalho dos alunos passou por um exercicio autbnomo, seguido da

resolucdo, por alunos distintos, de cada uma das alineas referidas.

N&o surgiram davidas sobre a interpretacdo matematica das questdes colocadas,

havendo, também neste ponto, a evidéncia do nivel elevado da turma.

A turma néo evidenciou sinais de incompreensao do processo. Houve a preocupacao de
o compreenderem bem, havendo incentivos no sentido da repeti¢do da explicacdo. Para
além do que pudesse ser-lhes dito, creio que sentiram que este era um procedimento que
continha um contetdo que poderia ser aplicado noutros contextos, dai o cuidado na
atencdo que a este dedicaram. Solicitaram que lhes fosse apresentado um outro
exemplo, o que me conduziu a propor-lhes como trabalho de casa a transformacgéo na

forma paramétrica da seguinte expressdo canonica:
Flx) =4x*+9x + 3.

Este trabalho de casa foi, na aula seguinte, corrigido por um aluno no quadro,

apresentando-se os seus calculos em seguida:
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., 9 81 81
{:rf(x}=4(x‘+—x+—)+3—4><—

1" 6a 64

9 81

—Ax )24 3——

e flx) =4(x 8) e

= (}—4( +g)2+315 81

flx)=4\x+3 16 16
9 48-81
{:rf(x}=4(x+§) + T

o flx) = 4-(x+§)2— 33

Donde, foi possivel extrair imediatamente que o vértice da pardbola era o ponto de

coordenadas (—g, -33).

4.4.4.1.4. Reflexéo sobre a Tarefa
E importante olharmos para esta tarefa como um exercicio significativo do ponto

de vista das aplicacoes.

Compreendermos que, por um lado, serviu de mote para o reconhecimento de
uma aplicacdo da funcdo quadratica, por outro, para a instrumentalizacdo da
calculadora, quando a forma em que a funcéo se encontrava definida ndo possibilitava
outro tipo de intervencdo. No entanto, ha ainda que encarar uma outra dimenséo: o facto
de constituir um elemento motivacional para que os alunos se apercebessem da

necessidade de transformar a expressdo algebrica inicial.

E importante o reconhecimento de que, ao partirmos de um contexto real,
criamos uma necessidade efetiva e, deste modo, ndo temos simplesmente que resolver
uma série de exercicios académicos, processo que € substituido por uma sucessdo de

tarefas relativas a um problema que existe na realidade.

Do ponto de vista do aprendiz, apesar de o contetdo a apreender ser 0 mesmo,
ele tem, desde o inicio, a resposta a questdo: ’Para que serve esta matéria?”. Sendo certo
que esta davida pode minar o desejo de aprendizagem, torna-se fundamental exclui-la

do processo de aprendizagem.
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Concluimos assim, que devemos olhar para a tarefa em varias dimensdes e
constatar que, a partir desta, se introduziu um processo importante, ainda que similar,
por exemplo, ao processo de transformacao da equacdo de uma superficie esférica dada
na forma candnica, que os alunos ja tinham estudado, e puderam, neste momento da

aprendizagem, reforcar.

4.4.4.2. Tarefa de Aplicacéo: Proposta 18 (manual)

4.4.4.2.1. Introducéo da Tarefa
A tarefa tinha como suporte a imagem seguinte:

aim

a0m

200 m

Figura 55: O segmento de reta [CD] representa parte de uma estrada, cujo suporte
(ponte) é representado pelo arco de parabola. O solo € interpretado pela reta s. Os
segmentos de reta [AE] e [BF] representam dois pilares

O enunciado referia que o arco era parte de uma pardbola, sendo esta
representativa da estrutura de suporte de uma ponte. O segmento de reta [CD]

representava parte de uma estrada.

106



Uma das questfes propostas estava relacionada com a escolha de um referencial
adequado a representacdo da situacdo apresentada, tendo havido, por parte dos alunos,

duas propostas.

Uma das quais, tinha como origem a extremidade esquerda do arco de parabola,

conforme pode ser observado na figura seguinte:

a0 m

5 200 m X

Figura 56: Referencial escolhido de modo a que a origem fosse a extremidade esquerda
do arco de parabola apresentado na figura

A outra proposta admitia tomar para origem do referencial o ponto (M,0), onde

M representava o ponto médio do segmento [A,B], conforme a imagem que se segue:
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Figura 57: Esboco realizado no quadro por um aluno, considerando o referencial em
que o eixo das ordenadas é o eixo de simetria da parabola em anélise

Tal opcdo implicava a divisdo do segmento cuja medida do comprimento era

igual a 200 m em duas partes iguais, precisamente como nos mostra a figura precedente.

Para a resolucdo da tarefa no quadro, consideramos a segunda opcdo, por

similaridade da sua congénere.

4.4.4.2.2. Realizacdo da Tarefa

4.4.4.2.2.1. Primeira Questao
A escolha do referencial surge numa Otica introdutéria e determinante para a

resolucéo das questbes propostas.

Ap0s a referida escolha, a questdo seguinte prendia-se com a determinagdo da

equacéo da parabola.

De acordo com o que ja tinhamos visto anteriormente, para obtermos a equagédo
da pardbola, era essencial o conhecimento dos pardmetros a,h, k € R\{0], parte

integrante da equacao genérica:
v=alx—h)*+k

A questdo natural, que foi colocada em primeiro lugar, estava ligada a

determinacdo das coordenadas do Vértice da parabola. Pelas condigdes da figura, a
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resposta surgiu imediatamente: a abcissa do vértice era igual a O e a ordenada era igual a
80 m, pelo facto de a altura da ponte ter precisamente esta medida. Consequentemente,

obteve-se diretamente h=100 e k=80.

O ponto seguinte a considerar estava relacionado com o sentido da concavidade;
concluindo-se que o parametro a deveria ser negativo, porque a concavidade era voltada
para baixo. O valor exato deste pardmetro, de acordo com um raciocinio-tipo exposto
anteriormente, foi obtido utilizando o conhecimento de um outro ponto da parabola,
distinto do Vvértice, que, no caso, correspondeu ao ponto de coordenadas (100,0). Os
calculos efetuados e colocados no quadro podem ser observados na imagem seguinte,

extraida do caderno de um aluno:

Figura 58: Determinacdo da equacao da parédbola representativa da ponte:

_ L igo
Y="1"

Foi ainda realizado um exercicio de recordatdria relativo ao facto de ser ou ndo
expectavel obter um valor bastante reduzido, em valor absoluto, para o parametro a.
Para responder a esta questao, os alunos introduziram a expressao obtida na calculadora
gréafica, com o cuidado devido na escolha da janela de visualizagdo, concluindo que, em

virtude da abertura consideravel da parabola, era previsivel que tal acontecesse.

Este momento foi planeado, por um lado, com a intencdo de avaliar se os alunos
tinham a capacidade de associar o tipo de valores obtidos para o parametro a com a
dimensdo da abertura da parabola, testando, desta forma, o nivel de apreensdo deste

conteddo especifico. Por outro lado, havia também, da minha parte, o propdsito de
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incentivar nos alunos o desenvolvimento do espirito critico; util para, eles proprios,

validarem os seus raciocinios.

4.4.4.2.2.2. Segunda Questao
A segunda questdo referia-se a determinagdo da distancia entre os pilares [AE] e

[BF].

Foi importante notar que os pilares tinham precisamente a mesma altura: y=50.
Apds esta observacdo, os alunos consideraram apropriado encontrar os pontos de
interseccdo da reta y=50 com a parabola em questdo. A finalidade estava relacionada
com a descoberta das abcissas dos referidos pontos, pois a diferenca entre o valor

maximo e o valor minimo a estas associados era exatamente a distancia entre os pilares.

Novamente, se afigurou a necessidade da utilizagdo da tecnologia como meio de
simplificacdo do processo intermédio na procura da solucdo (Gnica) para o problema

apresentado.

Recorrendo a calculadora gréfica, a semelhanca do método aplicado na tarefa

introdutdria da funcdo quadratica, os alunos optaram por introduzir as equacoes:

1
x=+ 80

Y= "12s

v =150
recorrendo, paralelamente, a uma janela de visualizag&o do tipo:

x € [-100,100]

y € [0,80],

obtendo, desta forma, a representacao grafica seguinte:
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Figura 59: Esboco na calculadora dos graficos associados as expressoes algébricas
quadratica e linear

Os alunos demonstraram recordar o procedimento a adotar, passando este pelo

recurso ao comando second calc — intersect.

Tendo em conta o referencial escolhido, bastou procurar o ponto de intersec¢édo
cuja abcissa era positiva, digamos x,. A distancia entre os pilares seria igual ao dobro de

.'I.'p.

A economia registada na aplicacdo do processo anterior conduziu a concluséo

seguinte: a escolha efetuada relativamente ao referencial tinha sido a mais adequada.

A imagem obtida relativa ao ponto de interseccdo foi a seguinte:

Figura 60: Localizacdo de um dos pontos de interseccao dos gréaficos das fungdes em
analise
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Arredondando as unidades, os alunos puderam registar o ponto de intersecgdo

com as coordenadas (61,50).

Finalmente, apresentaram a conclusdo: a distancia entre os pilares era igual a

122 metros, ou seja, o dobro de 61 metros.

4.4.4.2.3. Reflexdo sobre a tarefa
Como segunda tarefa de aplicagdo, cumpriu a fungdo de mostrar a importancia

da teoria relativa a funcdo quadratica. Transportou os alunos para um problema de
Engenharia e, sob este pano de fundo, através de uma questdo relevante do ponto de
vista da aplicacdo, como sendo a distancia entre os pilares, mobilizou os alunos a
experienciarem a importancia da expressdo paramétrica de uma funcdo quadratica e
também a essencialidade da tecnologia como elemento de apoio na resolucdo de
problemas de Matematica. Efetivamente, comecou por criar um quadro teérico de
suporte, que veio culminar na referida questdo, o que desenvolveu nos alunos um
sentimento de realizacdo, no sentido da compreensdo da necessidade da teoria na

resolucdo de um problema em concreto.

4.4.5. Aula de 2 de Marco de 2015 — 90 minutos

4.4.5.1. Introducéo da tarefa
Comecamos por introduzir o conceito de modelacgao.

Foi esbocada no quadro uma nuvem de pontos, correspondente a um fendmeno
hipotético e, em seguida, colocadas as questbes: “Sera possivel ajustar ao conjunto de
dados uma curva? Poderia esta curva ser uma parabola?”. Foi esbogada uma parabola
sobre a nuvem dada, o que levantou mais questdes: “A parabola ajustada parece ser um
bom ajuste? E o melhor ajuste possivel? Constitui um modelo representativo do

fendmeno em estudo?”.
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Para além deste conjunto de questfes, houve a preocupacéo de evidenciar que, a
partir do momento em que obtivéssemos um modelo matematico adequado, a partir
deste, seria possivel realizar previsfes, quer sobre os factos ocorridos no passado, quer

sobre o futuro, relativamente a questdo em estudo.

Acredito que este ponto era, de facto, relevante e continha uma intencdo muito
clara: motivar os alunos na investigacdo do modelo 6timo, quando lhes fosse
apresentada uma situacdo a analisar. Ou seja, a minha visdo estava direcionada para a
tarefa que lhes ia propor em seguida. Era precisamente deste tipo o problema com que
se iam debater na préatica: a descoberta do melhor modelo possivel, ou, por outras

palavras, a modelacdo de um fendmeno concreto.

4.4.5.2. Realizacdo da Tarefa
Tendo por base a ficha sobre Aplicaces das Func¢Bes Quadraticas (anexo 1), 0s

alunos continuaram nesta aula a resolver as questdes propostas.

Foi de forma facil que os alunos associaram os valores da variavel “x: tempo”: 0,

1, 2,... com a sua correspondéncia real, em anos concretos: 1995, 1996, 1997...

Os dados obtidos por contagem do nimero de lobos (y: variavel dependente)
foram introduzidos pelos alunos nas suas calculadoras gréaficas. A estratégia de ensino
utilizada passou pelo recurso ao instrumento tecnoldgico software Tl — Smartview, que
possibilitou a projecdo da calculadora inspire. Desta forma, foi possivel exemplificar
como poderiam fazer a introducdo dos dados. O caminho passou pelo comando stat —
edit — insercdo dos dados na tabela — ajuste dos valores da janela —statplot- para definir
o tipo de grafico pretendido e, finalmente - graph, para visualizar a nuvem de pontos. O
objetivo era visualizar a nuvem de pontos no visor da calculadora. Neste processo, foi
fundamental que os alunos compreendessem entre que valores as variaveis independente
e dependente variavam. Bastou, para o efeito, analisar os valores que surgiam nas
entradas dos dados e colocar x pertencente ao intervalo [0,15] e y no intervalo
[350,1050]. Foi dada uma margem aos valores que faziam efetivamente parte dos dados,

tendo em conta a necessidade de visualizacdo na calculadora.
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A ideia da visualizacdo estava intimamente ligada a criacdo de uma imagem do
comportamento do fendmeno em estudo: a evolucdo de uma populacdo de lobos, ao
longo do tempo, no habitat considerado. Desta imagem, deveria retirar-se a nogéo do
comportamento “quadratico” do fenomeno em questdo e também fazer emergir as
coordenadas do vértice da parabola implicita na relacdo em estudo. Os alunos optaram
por considerar para o vértice o ponto dos dados com maior ordenada, tendo em conta
que 0 objetivo era o de estimar, em primeiro lugar as coordenadas do Vértice.
Seguidamente, escolheram um ponto, também de entre os dados, mas que tivesse a
particularidade visual de estar inserido numa curva parabolica imaginaria passante no
vértice estimado. Com o vértice da parabola estimada igual a (8,1000) e um ponto
arbitrario do seu gréafico, os alunos puderam partir para a determinacéo da equagdo do
grafico: ¥ =alx —m)*+ka hk =0 Ag expressdes obtidas estiveram préximas de:
¥y =—32(x—8)*+1000 nara a maioria dos grupos. As vérias expressdes similares a
esta, cada uma delas encontrada por cada grupo de alunos, foram introduzidas na
calculadora, de modo a ficarem sobrepostas a nuvem de pontos. Idealmente, tal deveria

acontecer.

Neste ponto, surgiram questfes relacionadas com as transformacdes de funcgdes
quadraticas, o que veio de encontro a um dos meus objetivos: a aplicacdo deste tema

num exemplo concreto, de cariz real. Uma das questdes prendia-se com a forma de

deslocar o gréafico da fungio f(x) = —32(x —8)*+1000 49 |ongo do eixo Ox, no
intuito de passar pelo maior nimero de pontos possivel. Verificou-se, na maioria dos
casos (surgidos nos grupos), que o valor 8 era ligeiramente elevado, pois o gréafico
obtido encontrava-se subtilmente deslocado para a direita, relativamente a nuvem de
pontos. Desta forma, os alunos prontamente sugeriram que deveriamos reduzir em 0.5 o
valor 8, ou seja, considerar 7.5. Surgiu ainda a questdo da abertura da parabola se
encontrar desfasada da nuvem de pontos, havendo a necessidade de realizar uma
contracdo do grafico. Novamente, os alunos devolveram-me um feedback extremamente
positivo, pois, sem registo de equivocos, assertivamente, sugeriram que o valor do
parametro a deveria aumentar em valor absoluto. Nos grupos minoritarios, nos quais o
valor de a se encontrava distante do valor necessario, os alunos procederam de modo

exploratério e, progressivamente, foram obtendo graficos mais préximos da nuvem de
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pontos, até chegarem a conclusdo que um valor de a proximo de -32 seria 0 mais

adequado.

A partir do momento em que todos os grupos tinham obtido conclusdes
similares, foi importante esclarecer, até porque foram surgindo questdes, o0 seguinte: a
nuvem inicial de pontos era agora algo que ndo seria doravante tido em linha de conta,
sendo apenas relevante considerar a funcdo obtida, com a qual seriam determinadas
ocorréncias passadas e realizadas previsdes futuras. Dentro dos fenémenos ocorridos,
estavam o valor m&ximo atingido pela populagdo e 0 ano em que este nimero tinha sido
atingido. Para a sua determinacéo, e partindo do pressuposto que a expressao da fungéo
estava inserida em “y=...” na calculadora, era necessario selecionar a opgao second calc
— 4: maximum e, em seguida, definir o limite esquerdo e o limite direito, de modo que a
calculadora determinasse o valor méximo atingido pela funcdo, ou seja, devolvesse o
valor 1000, correspondente a x=7.5. Para determinar 0 ano correspondente a este valor
de x, bastou ir ao grafico dado na ficha de trabalho e encontrar qual o ano
correspondente a 7, que era o ano de 2002. Isto porque o enunciado referia que o ano 0
(zero) correspondia a 1995.

A préxima questdo dizia respeito a previsdo do ano de extin¢do da populagéo.
Os grupos, em geral, apresentaram uma boa associacdo de ideias entre a extingdo e a
determinacdo do zero mais elevado da funcdo. Optaram, desta forma, por fazé-lo,
através da calculadora, com o comando second calc — 2: zero ou 5: intersect, sendo
neste caso necessaria a introdugdo auxiliar da equacdo y=0, chegando a conclusdo de
que 0 zero que procuravam era x = 13.09. Tiveram que atribuir um significado ao valor
encontrado, pensando que ao longo do “ano de ordem 13” se estaria a fazer referéncia

ao ano de 2008, concluindo que a extincdo da populacéo teria ocorrido neste ano.

Pretendia-se ainda responder a uma questdo relativa ao periodo de tempo durante
o qual o nimero de individuos tinha sido inferior a 800. O método de resolugédo passou
pela introducdo na calculadora da reta y=800, mantendo ativadas a fungéo estimada e
esta reta, com o0 objetivo de visualizar o modo de interseccéo e, em seguida, determinar
0s pontos onde a interseccao ocorria. Os alunos puderam observar que tal ocorria para
x¥=5e x=10. A ideia central era agora a de compreender, em termos de anos, o que

estes valores representavam, o que fez emergir os anos de 2000 e 2005. Portanto, a

115



resposta desejada e concretizada era que a populacéo tinha tido uma dimenséo inferior a
800 entre os anos de 1998 (ano da introducéo dos primeiros individuos da populagdo no
habitat em quest&o) e 2000 e entre 2005 e 2008 (ano da extin¢do da populagéo).

Na resposta a esta questdo, era importante compreender o significado do
dominio da funcdo e que este correspondia ao intervalo [3.29,13.09], correspondendo o
valor 3.29 ao momento da introducdo dos primeiros individuos e 13.09 teria
correspondéncia ao momento de extin¢cdo da populagdo. Foi importante fazer uma
chamada de atencdo para o facto de ndo ser possivel colocar o intervalo [1998,2008],
pois a funcdo, tal como foi construida, ndo admitia os valores contidos neste intervalo.
Este representou um momento relevante na aula, porque foi estabelecido um
paralelismo tdo importante quanto frequente entre o dominio de uma funcdo e o seu
significado, tendo em atencdo o contexto em que o problema se insere. Este tipo de
associacOes, contribui para a efetiva compreensdo da matematica quando, em face de
um resultado, os alunos conseguem interpreta-lo, evidenciando que houve da sua parte
compreensdo dos procedimentos e das conclusdes a que chegaram, constituindo os

primeiros meios de obtengdo de um determinado fim bem definido.

Por fim, a tarefa requeria a determinacéo do valor do acréscimo da populacdo
entre os anos de 1998 e 2001. Para o efeito, era necessario encontrar a diferenca entre os
valores da funcdo assumidos em x=3 e x=6, respeitantes a 1998 e 2001, respetivamente.
Foram consideradas duas formas de abordagem possiveis. Poderiam substituir x por 3 e
depois por 6 na expressdo da fungdo estimada e calcular as ordenadas associadas, ou
entdo, recorrendo a calculadora, teriam a possibilidade de utilizar o comando second
table, que apresenta os valores assumidos pela funcdo, desde que seja definido um
inicio para os valores da variavel independente e uma distancia constante entre cada um
destes valores (em second table set). Deste modo, eram dados, no imediato, f(3) e f(6),
bastando fazer f(6)-f(3) para encontrar o acréscimo verificado no nimero de lobos,
obtendo-se o valor 576. Em certos grupos, pelo facto de existirem pequenas
discrepancias nas funcbes estimadas, como j&a foi referido, surgiram nUmeros
aproximados de 576, no entanto, apresentando casas decimais. Levantou-se novamente
a questdo da interpretacdo. Os alunos referiram a necessidade de recorrer a um
arredondamento, tendo em conta que o numero em questdo se referia a um ndmero

inteiro.
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Surgiu ainda uma possibilidade de interpretacdo do préprio enunciado, o que se
revelou pertinente. Um aluno encarou a questdo como sendo “entre o inicio do ano de
1998 ¢ o fim do ano 2001” o que o levou a considerar X=7, ao invés de x=6. A op¢ao
tomada foi esclarecer que a questdo, na forma como estava colocada, dava origem a

duas possiveis interpretagdes, sendo necessario acolher ambas.

4.4.5.3. Apresentacao / Discussao da tarefa
Foi estabelecido o ponto da situagdo, em que todos os grupos tinham chegado a

expressoes similares para a funcdo f. Foi escolhido um grupo para a apresentacéo oral e
um dos seus elementos dirigiu-se ao computador da sala de aula para introduzir os
dados empiricos do problema no software Tl — Smartview, permitindo a toda a turma a
visualizacdo da nuvem de pontos, que deveria apresentar-se exatamente igual para todos
0s grupos. Um outro elemento do grupo inseriu no software Tl — Smartview a expresséo
da funcéo estimada e procedeu ao ajuste da janela de visualizagéo, obtendo-se um efeito
visual de uma parabola com a concavidade voltada para baixo, ajustada a nuvem de
pontos, como era nosso objetivo. Os elementos do grupo foram passando a vez ao
proximo e todos eles responderam a pelo menos uma questdo da tarefa. Na questdo dos

zeros, foi importante incentivar a escrita formal:

flx) =0x=x, Vx=x,

obtendo-se os valores encontrados através da calculadora. Considerei importante realcar
que o que estdvamos a procurar eram na realidade as solu¢des de uma equacéo, pelo que
seria importante esclarecer quem nos I€ sobre aquilo em que consistem 0S NOSSOS
raciocinios. Por seu lado, também como meio de incutir o habito do rigor, em cada
procedimento matematico. Persistia na turma a ideia generalizada de que, indo a
calculadora, bastaria depois colocar na folha ou no quadro, os valores obtidos, o que fiz
questdo de desmistificar. Como ja foi referido, na realidade o que procurdvamos era o
maior zero da funcao, pelo que foi necessario que o aluno no quadro escrevesse a razao
pela qual ndo considerava o zero inferior. Tal devia-se ao facto incontornavel de este

zero ndo pertencer ao dominio da funcdo, evitando outras possiveis consideragdes.
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4.4.5.4. Reflexao sobre a utilizagao da tecnologia nesta aula
Gostaria de apresentar a minha perspetiva sobre a utilizacdo da tecnologia nesta

aula. A sua importancia é completamente evidente, bastando para tal, imaginarmos se
existiria esta tarefa sem ela. O facto de todos os alunos possuirem uma calculadora
permitiu-lhes explorar varias possibilidades de fun¢des quadraticas e escolher aquela
que melhor se ajustava aos dados. Tiveram de desenvolver raciocinios relativos as
transformacbes de fungdes e assistir, na primeira fila, as consequéncias das suas
diretrizes, podendo, inclusivamente desmistificar concec¢@es erroneas, quando o gréfico
da funcdo verificasse uma alteracdo contraria ao que esperavam. Puderam, desta forma,
consolidar os seus conhecimentos sobre este topico da matéria, de uma forma aplicada
e, acredito, desafiante e estimulante. Assumiram o papel de investigadores e, sem
consultar a teoria ou exercicios previamente abordados, tiveram a capacidade de
resolver o problema que lhes era proposto. A tecnologia devolveu-lhes a validacdo das
suas concecdes e permitiu-lhes ainda responder a um conjunto de questfes. Na pratica,
foi o equivalente a cada aluno possuir o seu computador pessoal, 0 que evitou a
deslocacdo da turma para a sala de informatica.

4.4.5.5. Reac0es dos alunos
A utilizagdo da tecnologia de modo individual gerou um poder motivacional,

porque tal permitia que cada aluno, ainda que inserido num grupo, pudesse pensar sobre
0 problema com autonomia, acrescida a vantagem do apoio do grupo, sempre que tal
fosse necessario. Considerei importante motivar os alunos no sentido da entreajuda intra
grupos, relembrando que se um elemento estava com dificuldades e outro ndo, entéo
uma das funcbes do grupo era ajudar o aluno a sair da situacdo de bloqueio, apesar de
ndo dispensar a minha ajuda. O essencial era compreenderem que o grupo é idealmente
uma unidade de funcionamento tdo auténoma quanto possivel, esgotando-se esta
caracteristica quando os elementos do grupo, em conjunto, ndo possam obter uma

conclusdo satisfatéria.
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4.4.6. Aula de 4 de Marco de 2015 - 12 parte da aula de 90 minutos

4.4.6.1. Aplicacdo n°2 das Funcbes Quadraticas (anexo H)

4.4.6.1.1. Introducéo da Tarefa
O problema apresentado referia-se a uma funcdo que descrevia a evolucdo da

altura de um objeto ao longo do tempo, tendo este a particularidade de ter sido

arremessado de uma plataforma com 58.8 m de altura,.

A opcdo tomada passou por apresentar um grafico que exibisse a parédbola
“inteiramente” desenhada, ou seja, ndo havendo a preocupacéo de colocar a tracejado 0s
pontos que nao pertencessem efetivamente ao dominio da fungéo, precisamente para dar

a liberdade aos alunos de refletirem sobre o significado que deveriam atribuir ao esboco.

Tal opcdo afigurou-se algo controversa, pois, alguns dos alunos, pretendiam
determinar o dominio da funcdo baseando-se, em primeiro lugar, no facto de esta se
representar por uma expressdo algébrica do tipo polinomial do segundo grau e, em
segundo lugar, no facto de o grafico se apresentar “na sua totalidade”. Esta questdo foi
debatida. Expliguei-lhes que, em problemas de contexto real, ndo podemos analisar
isoladamente a expressdo dada pois, para certos valores da variavel independente, a
representacdo da funcdo podera ndo ter significado. No caso concreto, a variavel
independente representava o tempo, que apenas poderia tomar valores ndo negativos e a
variavel dependente representava a altura do objeto, que, para além de assumir valores
do mesmo tipo, tinha ainda a particularidade de atingir um valor maximo absoluto (Max

s), pelo que, o intervalo de valores do contradominio deveria ser [0,Max s].

4.4.6.1.2. Realizacédo da Tarefa
Dada a forma parabolica do grafico da funcéo s, verificava-se a existéncia de

dois zeros, digamos t- e t+, ainda que apenas um deles pertencesse ao dominio da
funcdo s (t+>0), o que também conduzia os valores da varidvel t a uma limitacdo a

direita, precisamente dada por t+.
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Esta clarificacdo era tanto mais importante, pelo facto de ser necessaria uma
tomada de decis&o relativa aos valores a colocar na janela de visualizagéo, acabando por
ser decidido que t deveria pertencer ao intervalo [0,7] e y=s(t) ao intervalo [0,80],

facultando uma margem de visualizacéo.

A transformagdo da expressdo da funcdo dada numa expressédo do tipo:
y=alx —h)?*+kahk #0 noderia passar pela determinagio do vértice da parabola
(h,K) em consonancia com a utilizacdo de um ponto a escolha do grafico da funcéo,
como tinhamos visto anteriormente. No entanto, 0 que se procurava era chegar a
expressdo geral partindo diretamente e de forma analitica da expressdo inicial. O
objetivo estava relacionado com a aplicagdo de um dos casos notaveis, com o
pressuposto da consolidacdo deste método, gerada a partir de uma exploracdo

matematica.

Mais concretamente, pretendiamos transformar a expressdo s(t) numa forma

algébrica equivalente, como podemos observar em seguida:

s(t)=—-49t2+196t+588 =

=—49 (tg - %; t+ A) + 58.8 + 4.94, para algum A > ﬂ.
Portanto, designando a expressao entre paréntesis por E(t), resulta que
B@ = (-5
Consequentemente, obtivémos uma expressao equivalente para s(t), dada por:

A -
s(t) = —49(t— 5}* +58.8+4.94

VerificAmos que o unico valor possivel para A seria A=4, o que conduzia a uma

concretizacdo do termo independente:

58.8+494 =764
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Desta forma, teve lugar um processo de consolidacdo do método de
transformacdo de uma expressdo quadratica candnica numa expressdo geral, com

recurso aos casos notaveis.

4.4.6.1.3. Opc¢des metodologicas
A ideia subjacente a esta tomada de opcéo esta ligada a uma concec¢édo que parte

do pressuposto seguinte: a Matematica deve fazer sentido, ser aplicavel e basear-se em
necessidades concretas. Creio que é importante que os alunos desenvolvam processos
matematicos a partir da experiéncia matematica. Por oposi¢do a resolucdo metddica de
exercicios, a Otica surge colocada nas razdes que justificam o recurso a processos
I6gicos bem determinados, estando, assim, o desempenho dos alunos impregnado de
conteddo motivacional desde o inicio. O porqué de optar por um processo e nao outro
constitui algo que deve ser compreendido e sentido como efetivo (possuir um carater

significativo).
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PROJETO DE ESTAGIO
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Introducéo

No ambito do projeto de estagio foram implementadas duas aulas na sala de
informatica. Pretendia-se que os alunos tivessem um primeiro contacto com o programa
GeoGebra, constituindo esta experiéncia 0 mote para o aprofundamento de algumas das
aprendizagens veiculadas ao longo do ano letivo. A opcdo tomada passou por ter por

base destas aulas uma ficha de trabalho como suporte (anexo J), que orientasse 0s

alunos no proprio programa, servindo como uma ferramenta que lhes conferia
autonomia na sua operacionalizacdo. As tarefas propostas foram criadas
especificamente para o Projeto e a sua formulacdo de base assentou em problemas de

Geometria Tridimensional.

5.1. CONTEUDO DAS AULAS
O Projeto de Estdgio traduziu-se em duas aulas, ambas lecionadas na sala de

Informatica TIC2 a turma 10°CT2. Os alunos foram distribuidos pelos computadores em
grupos de 2 ou 3 alunos, tendo como suporte uma ficha de trabalho (anexo 1),
distribuida a cada aluno individualmente. A referida ficha de trabalho continha trés
tarefas decompostas em vérias alineas e deveria ser realizada com recurso ao software
GeoGebra.

A tematica do Projeto estava relacionada com o estabelecimento de um
paralelismo entre a Geometria e as Func¢des. Desta forma, foram concebidas tarefas de

modo a cumprir este requisito.

Cada uma das tarefas partia de uma figura tridimensional, composta por uma
combinacdo de sélidos geométricos, na qual foram identificadas duas variaveis,
correspondentes a duas grandezas matematicas, estando uma delas na dependéncia da

outra.
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5.1.1. Primeira Tarefa
Em seguida, é apresentada a primeira das tarefas realizadas, cuja imagem de

referéncia se encontra em seguida:

Figura 61: Cubo contendo 4 semiesferas

Nesta, as variaveis definidas foram V: volume do corpo constituido pelo interior
do cubo ndo preenchido por partes das esferas e r: raio de cada uma das esferas.
Naturalmente, V encontrava-se na dependéncia de r, aumentando os seus valores
quando os valores de r diminuiam, ou seja, a funcdo V(r) representava uma funcao

decrescente.

As questdes propostas estavam direcionadas no sentido de os alunos obterem a
expressao algébrica e o respetivo grafico da funcéo V(r), havendo um preludio relativo a
propria construcdo da figura, com a particularidade de esta conter a dindmica provocada
pelo seletor r, previamente criado. Finalmente, o quadro interrogativo procurava obter
previsdes para V, a partir de r, ou vice-versa, nomeadamente através de questBes

associadas a determinacdo do raio correspondente ao volume maximo.

Uma das particularidades desta tarefa, dizia respeito ao facto de toda a
construcdo partir do seletor, ou seja, apenas ap0ds a criacdo do seletor foi possivel criar
cada uma das esferas, tendo originado nestas uma dindmica associada a sua dependéncia
de r. Na criacdo do seletor, a ficha de trabalho dava a indicagdo do valor maximo que
este poderia atingir, igual a 24/2. Apds a construcdo total da figura, os alunos puderam

percecionar que este era 0 valor maximo que r poderia tomar, de modo que ndo
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houvesse interseccdo entre o interior das esferas, tocando-se duas a duas num Unico
ponto comum as suas fronteiras. Desta forma, foi assegurada a coeréncia do exercicio,
ja que o volume do corpo em questdo poderia assim ser obtido simplesmente pela
diferenca entre o volume do cubo e o volume de duas das esferas, ndo subsistindo a

problematica da interseccéo.

Relativamente ao grafico da funcdo V(r), este deveria ser gerado através da
opcdo “Lugar Geométrico”, 0 que implicava a criacdo do ponto do lugar geométrico
pretendido: (r,V(r)), tendo em conta que € esta a forma de um ponto do gréfico de V.

Na imagem seguinte, extraida de um dos ficheiros produzidos pelos alunos, o
ponto M é mdvel e, ao ser animado o seletor, desloca-se ao longo do grafico da funcéo,
mas apenas no intervalo [0, 24/2]. O que observamos é que, ao colocar a expressio

algébrica do volume, o programa devolveu-lhe o grafico no dominio E.

3004

100

Figura 62: Grafico obtido associado a fun¢éo em estudo
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Em seguida, podemos observar a expressdo inserida, onde o numero 512
4
~ _WE Y
representa o valor do volume do cubo com aresta de 8 cm e a expressao 3 se refere a

formula de calculo do volume de uma esfera.

Funqﬁh

. V(r) :512—21% T

No gréfico representado, observamos ainda um segmento de reta, definido no
mesmo intervalo, que esta associado a taxa de variacao média da funcdo V no intervalo
em questdo e que acaba por nos dar uma indicacdo relativa a intensidade de
decrescimento da funcdo. Este segmento de reta surge de forma automatica, a0 mesmo

tempo que aparece o grafico da funcéo.

5.1.2. Segunda Tarefa
A tarefa n°2 surgiu apresentada sob a forma de um modelo de embalagem obtido

por seccionamento de um cubo de aresta I, com base pertencente ao plano z=0, por um
plano de corte ortogonal a este plano: o plano BMK, conforme podemos observar na

imagem:

Figura 63: O plano de corte BMK seccionou o cubo em dois prismas. Os valores que
surgem na imagem sdo meramente exemplificativos
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Desta forma, a embalagem surgia composta por dois sélidos geométricos,
designadamente, um prisma triangular e um prisma cuja base era um trapézio retangulo

escaleno.

Pensando numa abordagem em contexto real, poderiamos conjeturar uma certa
tarefa associada ao processo de producdo de uma empresa de embalagens, planeando

colocar varios modelos de garrafas, com uma altura fixa, mas com volumes distintos, no

interior do prisma triangular, implicando assim a variabilidade da norma do vetor €M,

atingindo no limite superior a dimenséo da aresta do cubo.

Este tipo de estudo permite que a producdo hipotética deste tipo de embalagem
pudesse ocorrer de forma absolutamente inequivoca, sem erros que viessem a encarecer

0 processo produtivo.

Nestes moldes, poderia pensar-se em como construir a caixa, em funcdo de cada

um destes modelos de garrafas, justificando assim a importancia da criacdo do vetor
CM com a particularidade da implementagdo da mobilidade dos valores da sua norma

entre 0 e |, criando-se, para o efeito, o seletor X. A relacéo entre o vetor €M e o seletor
o

. ) ) ; L. DO+ Xs—

X foi operacionalizada através da adicéo L,
_ o] _

ponto O do vetor M. Isto porque o vetor I era unitario e colinear com o vetor €M,

correspondente a aplicacdo no

—
logo, ao ser multiplicado por X, transformou-se precisamente no vetor €M,

O objetivo era focar que o volume do prisma triangular era dependente da norma
do vetor €™ ou seja, evidenciar a sua dependéncia de X, o que significava que o

caminho passava por definir uma fungdo V(X).

Desta funcdo, interessava obter a sua expressao algébrica e o seu gréfico e, em
seguida, responder a questdes, como por exemplo a determinacdo da aresta X, caso o

volume fosse, digamos, igual a 5 centimetros cubicos.
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5.1.2.1. Trabalho realizado pelos alunos

taF.J,

Figura 64: Construcdo realizada por um grupo de alunos, onde o fator de mobilidade é

oferecido pelo vetor ﬁ que neste caso desempenha o papel do vetor €M referido na
ficha de trabalho

Em seguida, vamos observar o gréafico da funcéo obtida:

arestaFG
4]

arestahF,

Figura 65: Projecao do plano z=0, de onde se destaca a reta obtida como sendo o
grafico da funcéo V(X)
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Poderia colocar-se a seguinte questdo: mas porque é o grafico da funcéo
representado por uma reta, tendo em conta que os seus valores se referem a

medidas de volume?

Tal caracteristica resultou do facto de apenas a medida da base do tridngulo-base
do prisma ser igual a X, enquanto a medida da altura se manteve constante, igual a
aresta do cubo, assim como também ocorreu com a medida da altura do prisma
triangular. Desta forma, a previsdo apontava para uma expressao linear. Mais

concretamente, o volume V é dado por:
V(X) =12X,
onde | representa a medida da aresta do cubo construido.

Vamos observar a expressdo obtida pelos alunos, por ajustamento de uma reta
através do recurso a funcionalidade do Geogebra especifica para o efeito:

- Reta
@ £:X=(0,0,0)+A(2,4,0)

Era importante que os alunos identificassem a expressao gerada pelo software,
como a forma paramétrica da expressdo algébrica de uma reta. Em particular, neste
ponto, é fundamental salientar a relevancia do Geogebra no que respeita a inclusédo de
contetdos anteriormente abordados, proporcionando oportunidades para 0s alunos
recordarem, atribuirem sentido e desenvolverem novas conexfes, combinando 0s
diversos tdépicos que lhes foram sendo transmitidos ao longo do tempo letivo
despendido nas aulas de Matematica.

Os alunos deveriam ter a nogdo da correspondéncia desta expressdao com a sua
forma reduzida, aquela que frequentemente utilizam. O processo em questdo deveria ser

0 seguinte:

(x,») =224 =

Sx=2AAy =44
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Sy =2x

Culminando no reconhecimento da forma reduzida da reta obtida.

5.1.3. Terceira tarefa
A tarefa n°3 propunha a construcdo de um cone de revolucdo em torno de um

eixo vertical, ou seja, perpendicular ao eixo Oz, conforme podemos observar na figura

seguinte:

Figura 66: Cone de revolugdo gerado pelo tridngulo [AB D]

A sucessdo das alineas tinha por base uma logica que principiava por fixar um
segmento, cujos extremos eram o0 ponto A — centro da circunferéncia — base do cone - e

um ponto B, selecionado a partida como um ponto fixo da circunferéncia.

A partir do segmento [AB], foi entdo definido um ponto B’, também pertencente

a circunferéncia, com a particularidade de ser um ponto moével.

A relagdo de B’ com [AB] foi concretizada através da definicdo de um seletor
angulo, com a designacéo de a, construido no sentido positivo, o angulo <BAB’, como

podemos compreender melhor na figura seguinte:
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Figura 67: Vista real da circunferéncia, onde o segmento de reta [AB] é apresentado
como a base do angulo <BAB’. O valor associado ao angulo pretende representar um
ponto do intervalo [0,27].

Apenas a caracteristica de mobilidade de B’ permitiu a introdugdo deste seletor,
tendo em conta que, para a sua criacdo, é necessario que seja introduzida uma variavel,

sendo, neste caso, este o papel desempenhado por B’.

O processo seguinte passava por definir o eixo de rotacdo. Conforme sugerido na
ficha disponibilizada, tal deveria ser feito algebricamente, ou seja, a partir do ponto A,
de coordenadas (a,b,0), para determinados numeros a e b reais, considerado como um
elemento do plano z=0, os alunos deveriam criar o ponto D(a,b,2), que se posicionaria
no plano z=2, com a particularidade de, quer A, quer D, pertencerem ambos a uma reta
perpendicular a circunferéncia inicial, passante no seu centro, cumprindo, desta forma, a

funcgéo de eixo de rotagéo.

No seio desta logica, havia que, em seguida, definir o objeto a mover em torno
do eixo AD, sendo apresentado, para o efeito, o tridngulo [AB’D], também movel, pelo
facto de depender do seletor o . Isto porque a movimentacdo de o implicava o
movimento do tridngulo [AB’D], ou seja, a assuncdo de diferentes posi¢des no espaco, a
medida que a variava. Desta forma, a rotacdo, na dependéncia de o, gerava o cone de
revolugdo, sendo necessario, para que este fosse efetivamente visivel, a ativacdo do
traco do triangulo [AB’D]. Com a animacao do seletor foi finalmente possivel observar

0 objeto pretendido.
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Estavamos, neste momento, em condi¢es de definirmos uma funcéo, cuja
variavel fosse a. A funcdo proposta passou pela identificagdo da varidvel dependente: a
area da superficie lateral do cone de revolucdo ou, dito de outra forma, “a area da
superficie gerada por rotagdo do tridngulo [AB’D] em torno do eixo AD”. Entretanto,

no processo, foi ainda solicitada a passagem do angulo o a radianos.

A determinacdo da area lateral do cone, em funcdo de o, pressupunha que 0s
alunos recordassem a sua férmula, podendo, para o efeito, recorrerem ao manual, ao
caderno, ou mesmo a internet, caso ndo a tivessem presente. Poderiam ainda partir da
area lateral de um cilindro com base e altura congruentes as do cone, por esta ser mais
intuitiva. Posteriormente, poderiam extrair um ter¢o desta, resultando assim a area

pretendida.
Os alunos progrediram na tarefa passando pela geratriz, concluindo que:

Apone = geratriz ¥ Py,

onde “coms € P, ___ representam, respetivamente, a area lateral do cone e o perimetro da

sua base.

Quanto a geratriz, a sua medida assumiu um valor fixo, igual a 2.24 cm (obtido
diretamente através do Geogebra), enquanto o perimetro da base era dado por 2z, pelo

facto de o raio ser unitério. Ou seja:
Apone =224 % 2 &

& Apone = 448T

No entanto, o que nés tinhamos em funcdo de o ndo era a &rea lateral do cone
completa, mas a area lateral gerada pela rotacdo de a radianos do segmento [AB]
tomando o centro A, o que implicava o recurso a regra de trés simples, como podemos

observar no quadro de proporcionalidade seguinte:
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Angulo de rotacdo do segmento [AB’]

com centro A

Perimetro da base / Comprimento do
arco de circunferéncia descrito pelo

angulo o: BB’
2n 2n
[0 X

Donde resultou x = . O que significava que, sendo o comprimento do arco de

circunferéncia dado por a, entdo a area lateral gerada pela rotacdo de o radianos do

segmento [AB’] tomando o centro A seria igual ao produto da geratriz por a.

Desta forma, foi finalmente possivel obter a expressdo da area lateral do cone,

em funcéo de a, que se revelou linear.

Seguindo as indicagbes constantes na ficha de trabalho, o programa devolveu

aos alunos o gréfico da funcdo A(a), que, como seria expectavel, deu origem a um

segmento de reta, definido no intervalo [0,2x].

5.1.3.1. Trabalho realizado pelos alunos

204

204

u=1.66rad

@

Figura 68: Grdfico obtido relativo a funcao definida no intervalo [0, 2n]. Vista em
perspetiva da base do cone — por alteragédo da escala dos eixos a sua configuragéo
original surge alterada.
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5.2. ABORDAGEM DAS AULAS
A forma como a primeira aula foi implementada passou pela constituicdo de

uma Comunidade de Aprendizagem, tendo sido efetuada a distribuicdo dos alunos pelos
computadores da sala de Informatica TIC2. Foram agrupados em grupos de 2 ou 3
alunos e foi feita a distribuicdo de uma ficha de trabalho por cada aluno. Esta opc¢éo
partiu do pressuposto de que os alunos, desta forma, teriam a oportunidade, em casa, de
rever as tarefas e os procedimentos de suporte, por forma a clarificar os exercicios

realizados em aula.

Previamente ao inicio da realizacdo das tarefas pelos alunos, optei por fazer uma
breve introducéo relativa aos objetivos centrais da aula, referindo o contetido essencial
da ficha de trabalho, conforme descrito em “Conteudo das Aulas”. Referi ainda que as
alineas referentes a cada uma das tarefas continham a descri¢do do icone do GeoGebra

interveniente no processo de realizacao.

Ap0s este preludio, os alunos iniciaram o seu trabalho. Tal foi possivel de forma
imediata pelo facto de os computadores terem sido operacionalizados (minutos antes do

inicio da aula) e tendo sido aberto, em todos eles, o programa GeoGebra.

Optei por circular de forma ordenada pela sala, disposta em U, sempre que me
foi possivel. Notei que, durante grande parte da aula, tal estratégia foi efetivamente
possivel, tendo em conta que as duvidas emergentes dos grupos acabavam por ndo ser
urgentes, no sentido de que o tempo de espera até a minha chegada ao grupo era
investido pelos seus elementos na procura e validacdo de estratégias que pudessem ser
uteis na suplantacdo da questdo problematica. De acordo com este método de atuacao
em sala de aula, naturalmente, ocorria o esclarecimento de ddvidas. Muitas vezes, foram
ouvidas expressoes similares a seguinte: “Tinha aqui um problema, mas ja o resolvi”,
concordantes com a minha intencdo. Nao queria dar logo a resposta, mas provocar
subtilmente um processo de investigacdo, partindo da nocdo adquirida de que tal €
fundamental na descoberta do GeoGebra — a partir do erro, obter a(s) forma(s) que

possibilita(m) a adequada utilizacdo do programa.

Tive a clara percecdo de que, a medida que as tarefas progrediam, a calma inicial
dava lugar a uma certa agitacdo e a uma urgéncia maior pela rapida resolucdo das

questdes blogueadoras da continuidade do exercicio.
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Esta agitacdo levou a que, interiormente, tivesse que passar por um processo de
autogestédo, fazendo uma separacéo rigorosa entre dois focos simultaneos de chamada de
atencdo: por um lado, a concentracao necessaria a prestacdo do apoio as solicitacbes dos
alunos e, por outro, a abstracdo dos pedidos de apoio, tendo o cuidado de referir que

atenderia o proximo aluno quando finalizasse o atendimento atual.

Na aula seguinte, os alunos continuaram o seu trabalho, tendo em conta que
estavam munidos com a ficha de trabalho de suporte. Foi notério como a destreza, no
geral, beneficiou de um claro desenvolvimento. Os alunos, no quadro de uma segunda
aula, estavam bastante mais a vontade quer no ambiente GeoGebra, quer no cenario de
aprendizagem em que estavam inseridos. Esta atitude traduziu-se numa progressao mais
ativa nas tarefas e também num acréscimo de vitalidade na atividade que estavam a

desenvolver.
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REFLEXAO FINAL






Em jeito de conclusdo, fundamentalmente pretendo refletir sobre as estratégias
de ensino utilizadas nas aulas lecionadas que se revelaram significativas para o

progresso da aula.

Uma das préticas integrantes do ensino que tive a oportunidade de praticar esta
relacionada com a constituicio de uma comunidade de aprendizagem, com o
consequente desenvolvimento de um trabalho essencialmente autobnomo por parte dos
alunos. Neste formato de aula, as preocupacfes passaram pela selecdo de uma tarefa
suficientemente interessante, de carater exploratorio e pelo reconhecimento da forma de
pensar dos alunos, de modo a ser possivel dirigir o apoio mais adequado para as
questdes que foram colocando. No meu entender, creio que este tipo de ambiente de
aprendizagem pode resultar bastante bem desde que os alunos cumpram as regras
béasicas de educacdo e cortesia e ainda se for criado o habito da sua implementagao.
Existe a tendéncia para uma melhoria progressiva do processo de constituicdo da
referida comunidade e para que os alunos se adaptem ao processo, tornando-se um
modelo habitual, que faz parte das suas aulas de Matemaética. Progressivamente, as
regras que devem ser estabelecidas intra grupos, como a partilha de conhecimentos e a
troca de impressdes relativas ao trabalho de cada elemento do grupo, conduzindo a uma
progressdo em simultdneo, comecam a definir-se e a cimentar-se. Tal pressuposto

implica que potenciais conflitos tendem a atenuar-se.

Um outro aspeto da pratica de sala de aula que pude promover esteve
relacionado com a concecdo da aula com o auxilio dos alunos, subsistindo a
preocupacdo de nunca desenvolver um determinado raciocinio que possam ser eles
mesmos a delinear. Ainda que persistam elementos matematicos que os alunos possam
crer que ndo dominam, assiste-se frequentemente, no final, a conclusdo de que afinal é
algo que se encontra ao seu alcance. Dentro desta filosofia, permaneceu o cuidado pelo
desenvolvimento de tracos de personalidade relativos a autonomia, autoconfianca e
autoeficacia. O objetivo central prendeu-se com o trilhar de um caminho em que o0s
alunos aprendessem a utilizar os instrumentos matematicos apropriados, de maneira

segura e consistente, conscientes das suas capacidades.
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Do exposto, retira-se com facilidade que considero importante que os alunos véo
ao quadro, sempre que séo solicitados. Tal atitude acaba por devolver-lhes a convicgéo
de que tém a capacidade de responder positivamente a um desafio, o que se traduz, a
médio prazo, na interiorizacdo da sua capacidade de virem a ser bem-sucedidos. Produz-

se 0 sentimento de confianga nas suas capacidades, no seu trabalho e na sua eficiéncia.

Opto por perspetivar-me como uma facilitadora das aprendizagens, ao invés de
alguém que transmite os conteudos. Dispondo os alicerces, procuro encontrar a forma

de os alunos construirem por cima destes, com confianca.

Tendo em mente o efeito de Pigmalido, procurei pensar que cada aluno tinha a
capacidade de conseguir muito daquilo que Ihe era pedido, em muitos casos, tudo ou
quase tudo, portanto, se ainda ndo tinha atingido o sucesso, certamente que haveria um
conjunto de razdes que o justificassem. Coube, em particular a mim, averiguar as causas
do constrangimento. Acredito em larga medida num discurso motivacional, no reforgo

positivo, pelo que fiz os possiveis para fazer o seu uso em sala de aula.

A prética de ensino supervisionada fez-me encarar o ensino de uma forma
bastante mais madura e refletida. Constatei a importancia de planificar uma aula, como
uma atividade que orienta o professor, em particular, no sentido de o consciencializar a
respeito dos tempos de que dispde para cada momento de aula e também, ao planificar,
o professor tem a percecdo do nivel de interesse que a aula podera suscitar nos seus
alunos. Ocorreu, por vezes, ao planificar de acordo com o modelo expositivo, sentir que
esta ndo seria a estrutura de aula adequada, no sentido de levar os alunos a interessar-se
pelo contetdo a transmitir. Tive nos momentos de aula integrando o ensino expositivo a
percecdo de que ndo me poderia alongar muito no tempo, sob pena de comecar a
“perder” alunos, no sentido do seu distanciamento da aula. Idealmente, de acordo com a
experiéncia que vivenciei, a estes deveria suceder-se uma tarefa exploratéria,
substituindo o procedimento padrdo em que os alunos resolvem exercicios de aplicacao.
A minha experiéncia foi direcionada na vertente do ensino exploratorio, com particular
incidéncia na utilizacdo da tecnologia na sala de aula, o que me permite testemunhar a
importancia dos recursos tecnoldgicos como instrumento de aprendizagem por
exceléncia. A sua introducdo nos topicos Geometria e Fungdes assume um papel

preponderante e, hoje em dia, tendo em conta o contexto social em que os alunos se
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inserem, diria mesmo que apresenta um carater indispensavel. Enfatizo também a
componente ludica promovida pela disponibilidade de meios tecnoldgicos, quer fosse
por intermédio de um computador fixo, quer este fosse assumido pelas calculadoras dos
alunos. Depois coloca-se a questdo, que para é central no ambito deste relatorio, que diz
respeito a possibilidade da conex&o entre a visualizacdo dos objetos matematicos e a sua
algebrizagdo permitida quer pelos ambientes de Geometria Dinadmica, quer pelas
calculadoras graficas quer também por intermédio de ficheiros relativos a conteidos
especificos tendo em mente este objetivo. A tecnologia foi instrumentalizada para que
fosse possivel encetar um fio condutor entre duas ou mais representacdes de um certo

objeto matematico, com vista a potenciar a aprendizagem matemaética.

Como ja tinhamos constatado nos Pressupostos Tedricos, o ensino da Matematica
beneficia com o recurso a tecnologia, por um lado, se os alunos estiverem motivados
para as aulas de Matematica, e, por outro, se tiverem também uma postura favoravel a
este tipo de ambiente de aprendizagem, em particular, como uma base de

instrumentalizacdo de contelidos matematicos.

Em suma, gostaria de referir que a pratica de ensino supervisionada constituiu
um periodo de intensa aprendizagem, potenciada pelos alunos e pelas criticas /
sugestdes dos professores. Considerei a PES um processo de construgdo da
profissionalidade extremamente enriquecedor, com multiplas vertentes, designadamente
as componentes cientifica, didatica, social e profissional, que se complementaram, facto

que me deixa muito grata.

Aproveito para deixar o0 meu agradecimento aos professores que me orientaram
na PES e também aos professores da Componente Curricular do respetivo Mestrado,
que me muniram com as ferramentas adequadas por forma a ter a capacidade para

desenvolver este trabalho.
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ANEXOS









Anexo A — Construcéo da Espiral Dourada






Anexo B — Ajuste da Reta de Regresséo a um Conjunto
de Pares Ordenados
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Anexo C — Visualizacdo de um Paralelipipedo atraveés
de Duas Perspetivas



Exercicio 62, pagina 113




Anexo D — Seccionamento de uma Piramide
Quadrangular






Anexo E — Visualizacéo de Pontos Simétricos no
Espaco






Anexo F — Ficha de Trabalho relativa a Lugares
Geométricos



Escola Secunddria de Severim de Faria
Matemadtica
9° Ano

2014 / 2015
Ficha teérico-pratica

Tema: Lugares Geométricos

Subtema: Circunferéncia

Nome do aluno:

Turma:

Material Necessario: Régua, Esquadro e Compasso ou Programa de Geometria Dinamica: Geogebra

Definicao — Mediatriz de um segmento de reta [AB] é o conjunto de pontos P do plano
equidistantes de A e de B, ou seja,

I - Circunferéncia circunscrita a um triangulo

Circunferéncia circunscrita a um tridngulo: é a circunferéncia que passa por todos os vértices do
triangulo.

Como se constroi?

Passo 1 - Traca as mediatrizes dos trés lados do triangulo [ABC]:




No Geogebra:

1. Constrdi um triangulo - 5° icone;
2. Para cada lado do triangulo, marca o seu ponto médio - 2° icone;

3. Pelo ponto médio, tragca uma reta perpendicular a cada um dos lados do tridngulo —
4° icone;

4. Determina o ponto de interseccdo entre as 3 retas tragcadas — 2° icone “interseccdo de
dois objetos”

Passo 2 - Traga a circunferéncia de raio AO com centro em O

No Geogebra:

Considera o centro O e A um ponto da circunferéncia - 6° icone “Circunferéncia (Centro, Ponto)”

Completa:

O ponto de interseccdo das mediatrizes dos lados do triangulo é o ............ da circunferéncia circunscrita ao
triangulo e designa-se por ..........cccceeeueenes .

II - Bissetriz de um angulo




A bissetriz de um angulo é uma semirreta que o divide em dois angulos congruentes.

Construcao da Bissetriz

e Traca duas semirretas com uma origem comum: o ponto A e, em seguida, desenha o
setor circular ACD

No Geogebra:

Tracar semirretas duas semirretas com uma origem comum — 3° icone

Construcao da bissetriz:
No caderno:

e Coloca o compasso no ponto D e estende-o até ao ponto A. Traga um setor circular de
centro D e raio DA situado no interior do angulo CAD;

¢ Coloca o compasso no ponto C e repete o procedimento anterior;

e Designa o ponto de interseccao dos dois setores circulares por E;

e Une os pontos A e E, de modo a obteres a semirreta AE, que é a bissetriz do angulo
CAD.



No Geogebra:

e Tracar semirretas duas semirretas com uma origem comum — 3° icone

e Desenhar setores circulares — 6° icone “Selecione o centro e dois pontos” (o Geogebra
traca os setores circulares no sentido positivo)

e Intersetar os setores circulares — 2° icone “Interseccdo de dois objetos”

e Tracar a reta — 3° icone — que contém os pontos A e E

De outra forma:
Escrever na linha de entrada "bissetriz”. O Geogebra apresenta a opgao

“Bissetriz [<Ponto>,<Ponto>,<Ponto>]". De acordo com a imagem apresentada, deveria
escrever-se: "Bissetriz[D,A,C]".

Medicao das distancias do ponto E pertencente a bissetriz

a ambos os lados do angulo CAD

A distancia de qualquer ponto da bissetriz a ambos os lados do angulo DAC mantém-

Completa:

A bissetriz de um angulo é uma semirreta que divide um angulo em dois angulos ..................

Se a distancia de um ponto P pertencente a bissetriz de um angulo a um dos seus lados é
igual a 3 unidades, entdo a distancia de P ao outro lado do angulo é igual a ...... unidades.




III - Circunferéncia inscrita num triangulo

Como construir?

e Passo 1: Traca as bissetrizes de todos os angulos internos do triangulo [ABC] (deveras
desenhar novamente um triangulo).

Sugestdo: Na linha de entrada do Geogebra escreve "bissetriz” (ver o processo utilizado
em II).

No Geogebra: Determina o ponto de interseccdo das bissetrizes — 2° icone —
“interseccao de dois objetos” e designa-o por L.

O ponto de interseccdo das bissetrizes dos angulos internos de um triangulo designa-se por
incentro.

e Passo 2: Determina o ponto de interseccdo entre uma das bissetrizes tracadas (escolhe
uma) e o lado do tridngulo que a mesma intersecta e designa-o por D.

No Geogebra: 2° icone “Interseccdo de dois objetos”



e Passo 3: Esboga a circunferéncia inscrita no triangulo, tangente aos seus lados.

No Geogebra: 6° icone — Circunferéncia (Centro,Ponto), considerando o centroIe o Ponto D.

Completa:
Incentro de um tridangulo: é o ponto de interseccdo das ......c.c.coceuu.e. dos seus angulos.
Circunferéncia inscrita num tridngulo: é a circunferéncia com centro no ................. gue é tangente aos

lados do triangulo.

IV - Tarefa Exploratoria

1. Constrdi um triangulo equilatero. (5° icone)
1.1. Determina o circuncentro e o incentro do triangulo.

1.2. Repete a construcdo para outros triangulos equiladteros ou movimenta os triangulos
construidos, recorrendo as potencialidades do Geogebra.

1.3. Atendendo aos resultados obtidos, estabelece uma conjuntura para os triangulos
equilateros relativamente a relagdo existente entre o circuncentro e o incentro.




Anexo G — Mini ficha relativa a Expressao Algébrica
de uma Funcao Quadratica



Escola Secundéria de Severim de Faria 2014/2015

Matematica 10° Ano

Familia de pardbolas do tipo:
y=a{zx—h)¥+k  comah ke R\J0}

1. Considere as seguintes expressdes algebricas de fungbes quadraticas:
a) f(x) = —3(x—2)*

b) g(x) = (x +5)* -2

c) h(x) = —4x* -1

d)i(x) =3(x—3)°—4

1.1. Esboce no seu caderno os gréaficos correspondentes as funcfes dadas.

1.2. Preencha o quadro seguinte:

Designacéo da Expresséo Coordenadas
funcéo algebrica do vértice
f
g
h
i

1.3. Relacione a expressado algébrica que define a funcéo
jlx) =a(x—h)*+k,a=0hk €R comas coordenadas do vértice do seu grafico.



Anexo H — Ficha de Trabalho relativa a Aplicacbes da
Funcéo Quadratica
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Aplicagdes da Fungdo Quadratica

Grupo I

1. Num certo habitat foram introduzidos lobos, com o objetivo de prevenir a extingao
da espécie. Considere os seguintes registos relativos a evolucao da populacao (n° de
individuos), ao longo do tempo (anos), correspondendo o valor zero ao ano de 1995:

0 5 A, =(3.29,402)
@ D=(4.54,752)
@ E=(5.54,880)
‘ @ F=(6.56,912)
i .F-° °J . @ G=(6.96, 964)
' ' . @ 1=(8,1000)
S . (@ J=(8.44,904)
. @ L=(9.86,772)
,v ’ @ 0=(11.85,398)
s 2 <o ‘@ P=(11.58,452)
“ te ’ @ Q={11.18,608)
‘@ R=(9.7,872)
@ S=(5.4,780)
, @ V={4.18,529)
0 1 2 3 4 5 8 7 8 é 10 " 12 13 14 15 . J I = :3-85'| 402}

1.1. Em que ano foram introduzidos os lobos no habitat em questdo? Quantos
individuos compunham a populagao inicial?

1.2. Ajuste um modelo de funcao quadratica que constitua uma boa representacdo do
referido fendmeno, recorrendo a calculadora grafica.

1.3. Escreva a fungdo quadratica ajustada na forma:
fi(x)=alx—h)*+k,ahk=0.

2.Tendo por base o modelo ajustado, responda as questdes seguintes:

2.1. Qual o valor maximo atingido pela populacdo e em que ano ocorreu?

2.2. Em que periodo de tempo o numero de individuos foi menor que 8007



2.3. Preveja em que ano devera ocorrer a extingao desta populagdo?

2.4. Estime o valor do acréscimo da populacdo entre os anos de 1998 e 2001.

Grupo II

2. Um objeto é langado para cima a uma velocidade de 19.6 metros por segundo (m/s),
a partir de uma plataforma com uma altura igual a 58.8 metros.

A equacdo que traduz a altura do objeto ao fim de t segundos apds ter sido atirado é
dada por:

s(t)=—49t2+196¢t + 588

com s em metros.

A figura seguinte traduz a experiéncia realizada:

¥

58.8m

1

Admitindo que o objeto € lancado a partir do ponto A, responda as questdes seguintes:

2.1. Transforme a expressao que define a funcdo s numa expressao do tipo:
s(t)=a(t —h)*+ k a, hk = 0. Indique o vértice do grafico da funcdo s.

2.2. Ao fim de quantos segundos o objeto atinge o solo?
2.3. Indique o dominio e o contradominio da func¢ao s.

2.4. Qual é a altura maxima atingida pelo objeto? Ao fim de quantos segundos, apds ter
sido lancado, atinge a altura maxima?

2.5. Durante quanto tempo o objeto permanece a uma altura superior a 65 metros?

e Utilize duas casas decimais nos arredondamentos.
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Ficha de Trabalho

Tema: Paralelismo entre a Geometria Tridimensional e as Fungdes

Inicio: Clique em “Opg¢des” — “rotulagem” — “apenas pontos novos”.

AREFA N°1

1. Crie um cubo com aresta igual a 8 cm. (vista 3D - 92 jcone “prisma”)

2. Crie um seletor r (raio), que deverd variar entre 0 e 2‘-'&, com um incremento de 0.01. (vista 2D — 119
icone “seletor”)

3. Selecione uma face do cubo e determine o seu centro c. (22 icone “ponto médio”)

4. Crie uma esfera com centro em c e raio r. (102 icone “esfera (centro, raio)”)

5. Selecione a face do cubo oposta a anterior. Realize para esta face os passos 3 e 4.

6. Proceda como em 3, 4 e 5 para outras duas faces opostas do cubo (tome a figura como referéncia).

7. Na linha de entrada do Geogebra, escreva a expresséo do volume V, em fungéo de r, correspondente
ao interior do cubo que néo se encontra preenchido pelas esferas.

8. Na linha de entrada do Geogebra, escreva o ponto (r,V). Altere a escala dos eixos, de modo a
asseqgurar a visualizacdo deste ponto. (Botdo direito do rato “eixo Ox: eixo Oy”)



9. Selecione a opgdo “Lugar Geométrico” e clique primeiro no ponto (r,V) e depois em r. Deverd obter o
grdfico da fungdo V(r). (42 icone)

10. Qual o volume V quando as esferas atingem o raio mdximo?

11. Determine o raio das esferas quando o volume é igual a 500 centimetros cubicos.

AREFA N¢2

OK=152
- K

1. Crie um quadrado com lado arbitrdrio, digamos I, no plano z=0. (vista 2D — 52 icone “poligono
regular”)

2. Determine o comprimento do lado |, através de medigdo direta. (82 icone)

3. Escreva na linha de entrada o vértice do quadrado A(a,b,0), com a e b de acordo com o quadrado que
criouem 1.

4. Crie um ponto da base superior do cubo: dado o vértice do quadrado A(a,b,0), escrever na linha de
entrada o ponto E(a,b,l).

5. Crie o cubo com aresta igual a |, utilizando o 92 icone (vista 3D - “prisma” ou “cubo”).

6. Crie um seletor X no intervalo [0,l], com incremento igual a 0.01. (vista 2D — 119 icone)

—_—
7. Crie o vetor g . (32 icone “vetor (origem, extremidade)”)

—
o]
8. Crie o vetor unitdrio 1 na linha de entrada, utilizando a designagéo atribuida pelo Geogebra ao
—
vetor J .

9. Crie um vetor com comprimento igual a X, a partir do vetor criado em 8.

10. Aplique o vetor criado na alinea 9 no ponto O, escrevendo a operagdo adequada na linha de entrada.
Que objeto matemdtico resulta da operagdo?

11. Crie 0 segmento de reta [KH]. (32 icone)

12. Crie a reta paralela ao segmento de reta [KH], passante no ponto B. (42 icone “reta paralela”)



13. Obtenha o ponto M por interseccdo de dois objetos matemdticos? Quais sdo estes objetos? (22 icone
“intersecgdo de dois objetos”)

14. Crie o triGngulo [MBC], que serd a base do prisma triangular visivel na figura. (52 icone)
15. Crie o prisma triangular. (92 icone)

16. Calcule o volume do prisma triangular — 112 icone.

17. Anime o seletor X e observe como evolui o volume do prisma triangular.

18. Insira na linha de entrada o ponto do lugar geométrico “grdfico da fungdo volume”: Q(X,volume do
prisma triangular). Altere a cor deste ponto, de forma a dar-lhe énfase.

19. Ative o traco do ponto Q e anime o seletor X (Botéo direito do rato).
20. Determine a expressdo algébrica da fungdo V(X).

21. Qual deverd ser o valor de X, de modo que o volume do prisma triangular seja igual a 5 centimetros
cubicos?

AREFA N@3

1. Crie uma circunferéncia com centro A arbitrdrio e raio unitdrio. (Vista 2D — 6%cone “Circunferéncia
(centro,raio)”

2. Coloque um ponto B sobre a circunferéncia. Fixe o ponto B e crie o segmento de reta [AB]. (2%cone
“Ponto no objeto”)

3. Crie o seletor dngulo a, compreendido entre 02 e 3602. (11%cone)
4. Crie um dngulo BAB’ com a amplitude a, no sentido positivo. (8%cone)

5. Sendo A(a,b,0), escreva na linha de entrada o ponto D(a,b,2) e crie o segmento de reta [AD]
(perpendicular a [AB].

6. Crie o triGngulo [AB’D] e ative o seu trago. Anime o dngulo a e observe a dindmica do objeto. (Botdo
direito do rato)



7. Converta o dngulo a para radianos. (Botdo direito do rato “Propriedades dos objetos” — Configuragdes
- avangado)

8. Determine a drea da superficie gerada por rotagdo do triéngulo [AB’D], em torno do eixo AD, a
radianos no sentido positivo, em fungdo de a, A(a), e escreva na linha de entrada a expresséo obtida.

9. Escreva na linha de entrada o ponto do lugar geométrico “grdfico da fungdo drea da superficie gerada
por rotagdo do tridngulo [AB’D], em torno do eixo AD, a radianos no sentido positivo”, ou seja, o ponto
de coordenadas (a, A(a)). Altere a cor do ponto, de forma a dar-lhe énfase.

10. Clique no 42 icone — “Lugar geométrico” e, em seguida, clique no ponto do lugar geométrico (a, A(a))
e depois no seletor a. Deverd surgir o esbogo do grdfico da fungdo drea da superficie referida na alinea 9.

11. Determine a expressdo algébrica associada ao grdfico obtido. Apresente a expressdo obtida na
forma reduzida.



