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Resumo

Na primeira parte deste trabalho estudamos a convergéncia para a distribuicao de equilibrio
em grafos nao auténomos periddicos. Introduzimos a nocao de equilibrio em grafos nao
auténomos e apresentamos uma estimativa superior para a distancia ao equilibrio, a custa
do segundo valor préprio em médulo das matrizes produto, supondo todas as matrizes
ergédicas e pelo menos uma delas reversivel. A estimativa obtida depende explicitamente
da dimensao das matrizes consideradas. Estabelecemos a relagao entre grafos auténomos e
cadeias de Markov nao homogéneas. Ilustramos, com um exemplo, a aplicagao a sistemas
dinamicos nao auténomos. Estendemos o estudo a matrizes nao reversiveis demonstrando
um resultado andlogo ao caso reversivel, no contexto auténomo e nao auténomo, que uti-
liza a factorizacao da matriz através da forma normal de Jordan. Finalmente discutimos
a pertinéncia dos resultados originais obtidos comparando-os com resultados conhecidos.
Esta parte corresponde aos capitulos 2 e 3.

A segunda parte, capitulo 4, é dedicada ao estudo detalhado de uma familia de sis-
temas nao auténomos de periodo 2, gerados pela iteracao sequencial de duas funcoes do
tipo tenda cortada. Apresentamos os conceitos de dindmica simbdlica, renormalizacao e
produto estrela no contexto nao auténomo, com o objectivo de calcular a taxa de con-
vergéncia de sucessoes de pontos no espaco de parametros, construidas através de produtos
estrela/renormalizagbes consecutivas, generalizando assim as sequéncias de Feigenbaum.
Concluimos que as taxas de convergéncia sao independentes do ponto inicial, mostrando
assim que o contexto nao auténomo exibe propriedades universais do tipo encontrado por

Feigenbaum em familias de sistemas auténomos.

Palavras-Chave

Sistemas dindmicos nao auténomos, grafos nao auténomos, cadeias de Markov nao ho-

mogéneas, distribuicao de equilibrio, dinaAmica simbdlica, renormalizagao, produto estrela.






Abstract

Equilibrium and Convergence Rates in Nonautonomous Dis-

crete Dynamical Systems

In the first part of this thesis we study the convergence for the equilibrium distribution
in periodic non autonomous graphs. We introduce the notion of equilibrium in non au-
tonomous graphs and give an upper bound for the distance to the equilibrium, using the
second largest eigenvalue in modulus of the product matrices, assuming all of them ergodic
and, at least, one reversible. The estimate obtained depends explicitly on the dimension
of the considered matrices. We set the relation between non autonomous graphs and non
homogeneous Markov chains. We illustrate the applications to the non autonomous dyna-
mical systems with an example. We extend the study to non reversible matrices proving
an analogous result, in both autonomous and non autonomous settings, using the matrix
factorization with the Jordan normal form. Finally we discuss the relevance of the re-
sults obtained comparing them with the previously known results. This is the subject of
chapters 2 and 3.

The second part, chapter 4, is dedicated to studying a family of non autonomous
systems with period 2, generated by the sequential iteration of two stunted sawtooth
maps. We present the concepts of symbolic dynamics, renormalization and star product
in the non autonomous setting, in order to compute the convergence rates of sequences
of points in the parameter space. These sequences are obtained through consecutive star
products/renormalizations, generalizing in this way the Feigenbaum sequences. We show
that the convergence rates are independent of the initial point, thus, concluding that the
non autonomous setting has universal properties of the type founded by Feigenbaum in

families of autonomous systems.

Keywords

Nonautonomous dynamical systems, nonautonomous graphs, non homogeneous Markov

chains, equilibrium distribution, symbolic dynamics, renormalization, star product.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Sistemas dinamicos discretos nao autonomos no inter-

valo

O presente trabalho insere-se no ambito dos sistemas dinamicos discretos, auténomos e
nao auténomos, de uma dimensao, originados pela composicao sucessiva de sequéncias de

fungoes num intervalo.

Consideremos a equagao as diferencas

In+1 = F(wn)a

onde F' : I — R. Definimos um sistema dinamico discreto auténomo através da equagao
anterior, obtendo uma sucessao de valores por iteragao de F. Do mesmo modo, definimos
um sistema dinamico discreto nao auténomo através de uma equagao as diferengas em que

a funcao I’ depende explicitamente de n, ou seja,
Tnt1 = F(n,x,). (1.1)

Na palavras de Elaydi e Sacker, em [ES05b], existem duas escolas de equagoes as diferengas,
uma delas vé as equagoes as diferencas como a versao discreta das equagoes diferenciais;
a outra escola vé as equagoes as diferencas como sistemas dindmicos discretos e os seus
autores estudam predominantemente questoes de estabilidade, bifurcacido e caos. Ainda
que a classificagdo sugerida seja artificial e surjam cada vez mais pontes entre as duas
abordagens, neste trabalho sentimo-nos muito mais préximos da segunda escola e as nossas
referéncias estao a ela associadas.

O sistema nao auténomo originado pela equagao as diferengas nao auténoma (|1.1)
deve ser formulado de modo a generalizar as propriedades de semi-grupo satisfeitas no

caso auténomo. Existem para isso duas opgoes, (ver [KR11]). A generalizagdo mais 6bvia



2 1. Introdugao

considera um semi-grupo a dois parametros, a outra hipétese é uma formulagao usando o
produto cruzado, com a vantagem de se interpretar o sistema como auténomo, num outro
dominio. No Capitulo [4 usaremos este formalismo.

As equagoes as diferencas aparecem em muitos contextos, nomeadamente nas ciéncias
naturais. Na Biologia, ha muito tempo que a modelacdo do comportamento dinamico de
populacoes, usando dados experimentais para estimar os parametros da equagao, é usada.
R. B. May, em 1976, apresenta os sistemas dinamicos discretos, do ponto de vista das
aplicagoes a biologia e epidemologia, (dando também exemplos na economia e nas ciéncias
sociais), usando uma linguagem simples mas rigorosa, num artigo, [May76|, que veio a ser
amplamente divulgado, tornando-se um estimulo a investigacao nesta area.

Em particular os sistemas dinamicos nao auténomos tém sido alvo de grande inte-
resse nos ultimos anos, e aqui incluimos sistemas discretos, provenientes de equagoes as
diferencas nao auténomas; sistemas continuos, provenientes de equagoes diferenciais nao
auténomas; e também sistemas que nao sao gerados por equagoes como 0s provenientes
de cadeias de Markov nao homogéneas.

Alguns conceitos bem definidos no caso auténomo precisam de ser modificados adequa-
damente para que tenham interesse no caso nao auténomo. E o caso da nocao de equilibrio
que abordamos nos Capitulos [2 e [3] Do ponto de vista da convergéncia, a definicao apre-
sentada na Secgao do equilibrio num sistema auténomo como vector préprio esquerdo
associado ao valor proprio 1 da matriz de adjacéncia estocastica, deixa de fazer sentido
no caso nao auténomo genérico. Num sistema p-periédico, (gerado por uma sequéncia
p-periddica de fungoes), é expectavel que, sob certas condigbes, se obtenha convergéncia
para um p-uplo ordenado de vectores. O caso particular, analisado em [SCZ07], em que
todas as matrizes de adjacéncia partilham a mesma distribuicao de equilibrio, apesar de
ter aplicagoes, parece-nos restritivo tendo em mente as aplicagoes aos sistemas dinamicos

gerados por sequéncias de funcgoes.

1.1.1 Cadeias de Markov nao homogéneas enquanto sistemas dinamicos
nao auténomos

O enquadramento deste trabalho foi desde o inicio o dos sistemas dinamicos discretos
nao auténomos. Durante o percurso que levou a escrita desta tese, e numa fase ja
avancada, com dois artigos escritos ( |[SSF14a] e [SSF14b]), demo-nos conta de que os
objectos que estavamos a estudar tinham lugar no contexto das cadeias de Markov nao ho-
mogéneas. Tanto quanto é do nosso conhecimento, as literaturas sobre sistemas dinamicos
nao auténomos e cadeias nao homogéneas pouco se cruzam. As diferentes motivacoes e
aplicagoes parecem justificar o distanciamento. Enquanto a teoria das cadeias de Markov
nao homogéneas estd mais focada na aplicacao a métodos estatisticos, por exemplo para

a obtencao de aproximagoes numéricas de fungoes, como o método de Monte Carlo, os
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sistemas dinamicos nao auténomos, discretos ou continuos, estao historicamente ligados
as equagoes as diferencas ou as equagoes diferenciais que evidentemente inspiram muitas
das aplicagoes dos sistemas. Este trabalho, em particular nos Capitulos [2] e 3] pretende
dar um contributo na aproximacao dos dois assuntos. Num artigo recente, [BM14], os
autores constroem um sistema dinamico discreto cuja evolugao é dada por uma cadeia de

Markov nao homogénea, no que sera a ligacdo mais imediata entre os dois conceitos.

1.1.2 Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é essencialmente definida através das suas probabilidades de
transicdo Py, ) (7, A), onde x € S, (S = R ou N, ou Z), A C S boreliano e t > t9 > 0
(ver [Bré99| e [Eva]). Py, (v, A) é interpretada como a probabilidade de transitar de x
para um elemento do conjunto A, no instante tg, em tempo t — tg, e satisfaz as seguintes

propriedades:
1. £ — P(x, A) é mensuravel para cada A;
2. P(z,-) é uma medida de Borel para cada z;
3. (Igualdades de Chapman — Kolmogorov)

® Puyt)(T,) = 6z(+), Vto, onde 6,(A) =1sex € Ae dp(A) =0sex ¢ A,
d P(to,t)(x7 A) = fR P(to,s)(y7 A)P(s,t)(xv dy)’ t>s2>1ty>0.

Doravante consideramos cadeias de Markov em tempo discreto, t € N, com espaco de
estados finito, de dimensdao N, e fixamos 3 = 0. Assim toda a informacao pode ser
encapsulada numa sucessao de matrizes de transicao, P,(i,{j}) = P,(i,7), com (i,j) €
N x N, onde P,(i, j) é a probabilidade de transitar do estado i para o estado j no passo n,
donde P, (i, A) = ;4 Pu(i,j). Se P, = P para todo o n € N a cadeia diz-se homogénea,
caso contrario diz-se nao homogénea . Serao as cadeias deste ltimo tipo o nosso principal
objecto de interesse. Neste contexto a propriedade (3) toma a forma matricial Py = Id,
(o que corresponde & ideia intuitiva da probabilidade de ir de um estado para outro em
Z€ro passos) e

N
Poym(i,5) =Y Pali, k) Pu(k,§), n,meN
k=1

ou, matricialmente

Poim = PPy, n,meN.

Das propriedades acima resultam as conhecidas propriedades das matrizes de transicao

das cadeias de Markov:

LY Pa(iyj)=1, i=1,...,N, V¥neN
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2. Po(i,j) >0, i,j=1,...,N, VneN

Voltando ao contexto das cadeias de Markov genéricas, com transicoes P;(x, A), (em que
fixamos tg = 0 por facilidade de notagao), define-se para cada t € R o operador P; no

espaco das fungoes mensuraveis limitadas, do seguinte modo

B(f(x) = /R £ () P y)dy

Resulta das equagoes de Chapman — Kolmogorov que os operadores (P;)ier formam um

grupo:
Py=1d, Piyys=BPs.

Por outro lado, os operadores adjuntos P definidos por

Py (u)(4) = / Py(La(y))u(dy)

R

formam um grupo no espaco das medidas de probabilidade em R, uma vez que
Pg:Id P;if—S:Pt*PS*'

Na linguagem das cadeias de Markov discretas num espaco de estados finito (CMDF), o
operador adjunto P* é representado pela matriz transposta PT e uma medida p corres-

T com todas as componentes positivas e soma 1. Uma medida

ponde a um vector coluna w
w diz-se invariante para a cadeia de Markov Pj(x, A) se Pf(u) = p para todo o t, que
no caso particular de CMDF se traduz na existéncia de um vector de distribuicao 7 tal
que PtT7rT = 71" para todo o t, ou de outra forma, 7P, = 7 para todo o t. No caso das
CMDF homogéneas a existéncia de uma medida invariante é equivalente a existéncia de
um vector préprio esquerdo normalizado de P, (em £!), associado ao valor préprio. Vere-
mos que a irredutibilidade da cadeia homogénea implica unicidade da medida invariante

e a ergodicidade implica convergéncia por iteracao de P, para a medida invariante.

Definidas as matrizes de transicao como estocdsticas por linhas, a iteracao de P, da-se
através de produtos matriciais a direita. A soma das entradas de cada linha vale 1 o
que torna os produtos a esquerda ou a direita significativamente diferentes. Esta versao
¢ a mais natural, tendo em conta a construcao efectuada, mas na vasta literatura sobre
produtos de matrizes encontramos resultados de produtos nos dois sentidos. Natural-
mente, tomando matrizes estocdsticas por colunas, os produtos correspondentes seriam a

esquerda, mais coerentes com a ideia de iteragdo de fungoes.

Do conjunto das CMDF irredutiveis comecamos por estudar no Capitulo [2| as que sa-

tisfazem a propriedade de reversibilidade (ver definigao[2.1.7)). Estas matrizes representam
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operadores autoadjuntos em relagao ao produto escalar

N
(Ua U)Tl' = Z U VT
i=1

0 que as torna especialmente tratdveis, pelo que, na literatura, muitos resultados se restrin-
gem a este caso. No Capitulo [3] apresentamos estimativas para a distancia ao equilibrio,
usando o segundo maior valor préprio em moédulo, sem a hipétese da reversibilidade, em
ambos os casos, auténomo e nao auténomo.

Encontramos na literatura poucos resultados quantitativos sobre a convergéncia para
o equilibrio em cadeias de Markov discretas ndo homogéneas. Mossel, Peres e Sinclair
em [MPS08] fornecem uma estimativa para o tempo de convergéncia de certas cadeias
nao homogéneas, a qual nao utiliza valores préprios. Em [SCZ11], Saloff-Coste e Zuniga
discutem a ergodicidade fraca (merging) e estabilidade (generalizagdo da existéncia de
uma distribuigao de equilibrio) em cadeias ndao homogéneas em que a sucessao de matrizes
é construida a partir de um conjunto finito de matrizes satisfazendo algumas proprieda-
des. Os mesmo autores apresentam em [SCZ11] uma estimativa usando valores préprios,
que é uma generalizacao da estimativa apresentada em |[Bré99| para cadeias homogéneas.
Em [SCZ07], num contexto mais genérico mas sob a forte hipdtese de existéncia de uma
distribuigao de equilibrio 7 comum a todas as matrizes (P,)nen, (onde P, corresponde
ao passo n da cadeia), é fornecida uma estimativa para a distancia entre a cadeia e o
equilibrio. Num artigo seguinte, [SCZ09|, os autores relaxam a condigao de existéncia
de uma distribuicao de equilibrio comum para todas as matrizes e apresentam resultados
para a velocidade de convergéncia em CMDF nao homogéneas c-estdveis. Neste trabalho
nao supomos nenhuma hipétese desse tipo. Consideramos uma cadeia onde a sucessao das
matrizes de transigao (ergédicas no sentido homogéneo) é periédica e no Capitulo 2| apre-
sentamos, sob certas condigoes, estimativas para a aproximacao ao equilibrio em funcgao
do tempo em grafos nao auténomos periédicos, (definigao mais a frente), que corresponde
precisamente a cadeias de Markov nao homogéneas cuja sucessao de matrizes de transicao
é periddica.

De seguida fazemos uma breve revisao da literatura no que diz respeito ao Capitulo [4]

que envolve ferramentas distintas das apresentadas até agora.

1.1.3 Dinamica simbdlica

Quando em 1988 surgiu o célebre artigo de Milnor e Thurston [MT88b|, (na verdade,
divulgado desde 1977 através de pre-prints), a histéria da dinamica simbdlica ja contava
largas décadas. O primeiro registo ligado a ideia de dindmica simbdlica atribui-se ao
trabalho de Hadamard ( [Had98|) sobre o fluxo geodésico em superficies de curvatura

negativa, no fim do século XIX. Morse e Hedlund ( [MH21]) foram responsaveis pelos
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primeiros resultados sistemdticos em dinamica simbdlica com o objectivo de os aplicar ao
estudo de sistemas continuos. LigacOes a outras areas, como a teoria da informagao de
Shannon, espoletaram considerdveis avancos no desenvolvimento da dindmica simbdlica. A
ideia base é dividir o espago de estados num ntmero finito de regioes e atribuir a letra de um
alfabeto a cada uma delas. Assim, em vez de se seguir a trajectoria de um ponto através da
iteragao de uma fungao, segue-se a ordem determinada pelas letras criando uma sequéncia
simbdlica. Uma iteracao de f corresponde a um shift na sequéncia. Sendo evidente a
perda de informacao nesta abordagem, é surpreendente que uma parte substancial dessa
informacao resista, como a periodicidade das érbitas ou o comportamento cadtico. No
contexto das aplicagoes do intervalo, a dinamica simbdlica apareceu inicialmente associada
a particoes de Markov, no entanto, a partir dos anos 70, um artigo de Metropolis, Stein e
Stein ( [MSS73]) e sobretudo a teoria do amassamento de Milnor e Thurston ( [MT88b]),
trouxeram-lhe novo folego, aplicando-a de um modo mais genérico. Considerando parti¢oes
definidas pelos pontos criticos, cria-se a possibilidade de estudar familias de func¢ées com
o mesmo ponto critico de modo unificado (ver |[CHO03]), o que fornece a descrigao de toda
uma familia de funcgoes a custa do mesmo alfabeto permitindo a comparacao entre elas.
Em [MT88b], os autores introduziram o conceito de invariante de amassamento de funcoes
continuas do intervalo, mais tarde o invariante foi generalizado para funcoes descontinuas,
nomeadamente fungdes de Lorenz (ver [GHI6| e [SR02]). A teoria do amassamento, longe
de se ter esgotado, continua a permitir avancos no estudo dos sistemas dinamicos. Este
trabalho, em particular o Capitulo [4] pretende contribuir na sua aplicagdo aos sistemas
discretos nao auténomos, no seguimento do recente artigo [F'SS13| que, tanto quanto é do
nosso conhecimento, introduziu a dinamica simbdlica no caso nao auténomo. Um dos
conceitos centrais no ultimo capitulo é a renormalizagao aplicada ao caso nao auténomo
e a sua ligacao a dinamica simbdlica através do produto-*. De seguida apresentamos um

pequeno apanhado sobre a sua recente historia.

1.1.4 Sobre o operador de renormalizagao

Em 1978, Feigenbaum [Fei78] e, independentemente, Coullet e Tresser |[CT 78|, observaram
um fenémeno comum na transi¢do da dindmica ordenada para a dindmica cadtica através
da duplicacao de periodo, em familias de fun¢des unimodais a um parametro: para valores
do parametro A\, correspondentes a sucessivas bifurcacoes de duplicacao do periodo tem-se
An — Ap—

lim 22— 2L — 46692 ..

n >\n+1 - A

A geometria do diagrama de bifurcagdo teria assim propriedades universais nas familias
de fungoes a um parametro, que seriam amplamente exploradas. Para explicar a uni-

versalidade do fenémeno introduziu-se um operador no espago das func¢bes unimodais,
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o operador da duplicagdo do periodo, e conjecturou-se que este operador teria um tnico
ponto fixo hiperbdlico e que as constantes encontradas seriam valores préprios da derivada
do operador no ponto fixo. Esta conjectura foi provada por Lanford, em [Lan82|, usando
métodos numéricos e um computador mas cedo se identificaram as mesmas propriedades
universais, encontradas na estrutura de bifurcacao da duplicacao do periodo noutros con-
textos, o que levou a uma reformulagdo da conjectura para um operador mais geral — o
operador de renormalizagao. Em 1999, Lyubich ( [Lyu99]), na sequéncia de determinantes
contribuicoes de varios autores, nomeadamente Sullivan e McMullen, provou a conjectura
para uma vasta classe de funcoes reais, com tipo combinatoério limitado, sem recurso a um
computador.

Dada uma funcao f definida num intervalo I, nao é expectavel que a funcao fP restrin-
gida a um certo intervalo J C I seja do mesmo tipo que a fungao inicial, no entanto este
fenémeno verifica-se para certas classes de fungoes. Nesse caso o processo pode ser iterado
obtendo-se uma sucessao de fungoes do mesmo tipo definidas em regioes cada vez meno-
res. O operador de renormalizacao é definido apds um reescalonamento que transforma
cada termo da sucessdao numa funcao de I em I, de modo a que a dinamica do operador
ocorra num mesmo intervalo, o que permite estudar propriedades interessantes como a
existéncia de pontos fixos [Avil0]. A unidade de tempo apés renormalizagao corresponde
a um numero finito de unidades de tempo na dinamica original. A renormalizacdo para
funcoes do intervalo pode ser formalizada do seguinte modo: Uma funcao f: I — I é re-
normalizdvel no intervalo [a,b] C I se existe n tal que f" : [a, b] — [a, b] é topologicamente
conjugada de outra funcéo g. A generalizacao do conceito de renormalizacdo num sistema

nao auténomo periédico foi introduzida em [FSS13].

1.2 Descricao do trabalho efectuado por capitulo

A sequéncia dos capitulos corresponde, essencialmente, & ordem cronolégica do estudo
realizado.

Quando demos inicio ao trabalho que veio a ser publicado no artigo [SSF14a], que é a
base do Capitulo [2, tentamos perceber, através de exemplos e usando ferramentas compu-
tacionais, o que se passava com os produtos ciclicos de matrizes de transicao estocasticas
de grafos nao auténomos introduzidos em [AS12]|, do ponto de vista da convergéncia.
Proposemo-nos estabelecer critérios para a existéncia de um estado de equilibrio e para a
convergéncia dos produtos de matrizes, com a motivagao original de aplicar os resultados
a sistemas discretos ndo auténomos periédicos. A questdo seguinte surgiu imediatamente:
nas hipéteses de convergéncia para o equilibrio, que estimativas podemos obter para a
taxa de convergeéncia, e de que parametros dependem. Do caso auténomo, admitindo que
a matriz é ergddica e reversivel (as defini¢oes serao apresentadas oportunamente), sabemos

que a convergéncia depende do espectro da matriz de adjacéncia, em particular do segundo
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maior valor préprio em mdédulo. No caso nao auténomo periédico mostramos (Teorema
que depende igualmente do segundo maior valor préprio em moédulo de matrizes
que sao produtos ciclicos B; das matrizes individuais associadas a cada etiqueta do grafo
nao auténomo, desde que pelo menos uma das matrizes seja reversivel. Recordados os con-
ceitos de cadeias de Markov homogéneas e nao homogéneas, na Secgao[I.1.2] estabelecemos
na Seccao [2.3.2] a relagao entre os resultados obtidos e os resultados de convergéncia em
cadeias de Markov nao homogéneas conhecidos. Na Seccao [2.4] reconstituimos o caminho
até aos sistemas dinamicos, através do operador de Perron-Frobenius.

A condic¢ao mais forte com que nos confrontdmos e da qual ndo conseguimos prescindir
em [SSF14a] é a reversibilidade de pelo menos uma das matrizes B;. Uma cuidadosa revisao
na literatura nao revelou existéncia de resultados sobre taxas de convergéncia para matrizes
nao reversiveis no contexto autonomo a custa dos seus valores préprios, tendo sido esse o
ponto de partida para o artigo [SSF14b], cujos resultados sao apresentados no Capitulo
Bl Os exemplos com que haviamos trabalhado revelaram que, em certos casos, apesar de
as matrizes nao serem reversiveis, as estimativas para a convergéncia, usando o segundo
valor proprio em moddulo, eram vélidas. Noutros casos isto nao acontecia e claramente
a velocidade de convergéncia estava relacionada com a presenca de Blocos de Jordan de
dimensao maior do que 1 na factorizacao que utiliza a forma normal de Jordan da matriz.
Esta ideia levou-nos a demonstragdo do Teorema [3.3.3| e a sua generalizagdo ao caso nao
auténomo, Teorema [3.4.1] Dos resultados originais obtidos destacamos o facto de néo
dependerem de nenhuma estrutura, tipo espaco de Hilbert. Na Seccao demonstramos,
com base em [SCZ09], uma estimativa para a aproximagao ao equilibrio para cadeias nao
auténomas, sem considerar hipéteses de reversibilidade, que utiliza valores singulares de
cada uma das matrizes individuais da cadeia. Note-se que a definicdo de valor singular
pressupoe a existéncia de um operador adjunto, pelo que assenta numa estrutura de espaco
de Hilbert. Terminamos o capitulo com a ilustragao das estimativas obtidas através de
alguns exemplos.

No Capitulo [4] estudamos um sistema dinamico gerado pela iteragao de duas fungoes
do tipo tenda cortada. Tanto quanto é do nosso conhecimento, a descricao deste sistema,
apresentada nos artigos [SSF15] e [SSR15], é original. Nestes dois artigos complementa-
res, é fornecida uma descricao detalhada sobre um sistema dinamico particular usando
ferramentas desenvolvidas em [Rad04] e [FSS13|, na linha do que foi feito em [Sil07] para
funcoes de Lorenz cortadas. O objectivo é obter resultados que mostram a existéncia
de estruturas de semelhanga e universalidade no diagrama de bifurcacao do sistema nao
auténomo. Para isso calculamos a taxa de convergéncia de uma sucessao de pontos no dia-
grama de bifurcagdo correspondentes a sequéncias simbdlicas construidas com o produto-*
e portanto relacionadas com a renormalizacao, introduzida em [FSS13] para sistemas nao
autéonomos periédicos. Provamos que a taxa de convergéncia, a semelhanca do que se

passa no caso auténomo, nao depende do ponto inicial. Nas secgoes iniciais do capitulo
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munimo-nos de toda a artilharia para obter as taxas de convergéncia referidas, desde
a dinamica simbdlica, ao conceito de esqueleto no contexto nao auténomo, produto-x e

renormalizacao.

1.3 Trabalho futuro

Um dos aspectos que pretendemos desenvolver no futuro tem a ver com as aplicagoes dos
Capitulos [2] e [B] a sistemas dindmicos nao auténomos gerados pela iteracao de fungoes,
generalizando o que foi apresentado no exemplo da Seccao [2.4.2] em que a particdo de
Markov é comum as trés fungoes. Interessa-nos modelar o comportamento de um sistema
em que as particoes de Markov sao distintas, digamos, satisfazendo apenas uma proprie-
dade de Markov do tipo da definida em [KMS99|, onde, dado um sistema nao auténomo
(fi, Ii)ie{l,__}, a propriedade de Markov é satisfeita se existe uma sucessao de conjuntos

finitos C; C I;, i = 1, ... nas seguintes condicoes:
e Os extremos de I; pertencem a C;,i =1,...
e Para qualquer componente J de I;\C; a fungao f; é monétona em J;
o fi(C;) C Cit1, parai > 1.

Em |AS15] é proposta uma ligacdo entre sistemas nao auténomos periédicos gerados por
funcoes de Lorenz com itinerdrios criticos finitos e grafos nao auténomos, em que as ares-
tas sdo definidas através da admissibilidade das sequéncias simbdlicas. Assim podemos
construir particoes de Markov, baseadas nas sequéncias simbdlicas, que nao sao neces-
sariamente comuns as fungbes do sistema peridédico. Parece-nos que uma generalizagao
do nosso trabalho a este contexto seria pertinente. Nesse caso podemos construir matri-
zes (Bi)ig{owjp_l} ergddicas com diferentes dimensoes e a teoria das cadeias de Markov
nao homogéneas nao fornece respostas tao claras. Ainda assim é expectdvel que no caso
periddico se consiga manter a definicao de vector equilibrio II com vectores de diferentes
dimensoes e obter resultados andlogos quanto a convergéncia.

Como trabalho de fundo, gostariamos de explorar a teoria das cadeias de Markov nao
homogéneas e aplica-la aos sistemas nao auténomos.

Em relagao ao Capitulo [] parece-nos expectdvel a obtencao de resultados andlogos
noutros sistemas nao autéonomos, em familas de tendas cortadas com dois declives dife-
rentes. Esta alteracao levanta desde logo questoes na definicao de ®, por isso nao é uma
generalizacao trivial. Sistemas definidos com familias de fungbes quadraticas, seguindo

mais uma vez o trabalho de [Rad04], é também uma direc¢ao possivel.
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Capitulo 2

Grafos nao autonomos

2.1 Resultados preliminares sobre grafos auténomos

A teoria de grafos surgiu inicialmente com o objectivo de modelar relagoes binarias entre
objectos de um sistema. Mais tarde, de modo a incluir diferentes relacoes entre os objectos,
muniu-se cada aresta com um valor, peso, que quantifica a relacao entre os dois vértices e
que pode ser interpretado como probabilidade, custo, comprimento, etc, construindo assim
um grafo pesado. Para dar resposta a problemas de diferentes areas, das ciéncias sociais
a biologia, cedo se reconheceu a necessidade de introduzir modelos onde as relagoes entre
os objectos poderiam sofrer alteragdes ao longo do tempo ( ver [SilO§] e as referéncias ai
apresentadas). Segundo |[NLO§|, um grafo é dindmico quando algumas entidades (vértices,
arestas, pesos) variam no tempo. Neste capitulo focamo-nos em grafos que apresentam
evolucao dos pesos ao longo do tempo, definindo uma versao pesada de grafo nao auténomo
introduzido por [AS12]. A um grafo pesado estd associada uma matriz de adjacéncia a
partir da qual construimos uma matriz estocastica que define uma cadeia de Markov
discreta. Uma cadeia de Markov representada por uma matriz ergédica (a definir mais a
frente) converge para uma distribuicao de equilibrio e em certas condigdes é possivel obter
estimativas para a distancia ao equilibrio em funcao do ntimero de iteradas, ou passos da
cadeia, & custa de valores préprios ( [Beh00]).
Nas préximas secgoes estabelecemos um enquadramento analogo para grafos nao auténomos

periddicos representados por p matrizes, que nos remete imediatamente para algumas

questoes:
1. Como definir uma versao da distribui¢ao de equilibrio num sistema nao auténomo?
2. Definido o vector de equilibrio II, em que condigoes:

e Existe convergéncia para o equilibrio?

e E possivel obter resultados analogos para a taxa de convergéncia usando valores

espectrais de cada uma das matrizes?

11
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O nosso objectivo é discutir e responder a estas questoes, definindo equilibrio em grafos
nao auténomos periédicos como um vector de equilibrios e obter uma estimativa para o
erro sob certas condigoes sobre as matrizes de adjacéncia. Enquanto no caso auténomo
obtemos estimativas usando valores proprios da matriz estocastica construida a partir da
matriz de adjacéncia A, no caso nao auténomo periédico esse papel é desempenhado pelo

produto das p matrizes estocdsticas B; = P; - Pliip 1) modp» ¢ = 1, .., D

Definig¢ao 2.1.1. Um grafo dirigido pesado D é um par ordenado D = (V, E) onde V €
um conjunto nao vazio de N vértices e E CV XV € o conjunto das arestas orientadas.
Cada dois vértices v; e v; podem estar ligados por arestas orientadas (vi,v;) € E, ds quais

associamos pesos e;; € RT. Se (v;,v;) ¢ E tomamos e;; = 0.

O peso ¢;; pode ser interpretado como a probabilidade ou o custo de passar do estado 7
para o estado j. A um grafo D associamos uma matriz A, dita matriz de adjacéncia ou de
transi¢do, com entradas nao negativas, tais que A(7,j) = e;; se (v;,v;) € E e A(i,j) =0
se (vi,vj) ¢ E (ver [Sil0§]).

Definimos a matriz P tal que

_AG)
vavzlA(iﬂk)

P é uma matriz estocastica uma vez que satisfaz as propriedades:

P(i, j)

1. P(i,j) >0, parai,j=1,...,N
2. Zj'vﬂp(i,j):lpara cadai=1,...,N.

Os seguintes resultados sobre matrizes estocasticas podem ser encontrados por exemplo
em [Beh00).
Dada uma matriz estocéstica P, 1 é um valor préprio, ao qual esta associado o vector

préprio direito (1,...,1) € RY e um vector préprio esquerdo v, i.e.,
JveRN 0P =w.

Qualquer valor préprio \; de uma matriz estocdastica satisfaz |\;| < 1.

Definicao 2.1.2. Uma matriz P nao negativa diz-se irredutivel se existe k € N tal que as

entradas da matriz P+ P2 + ... 4+ PF sdo estritamente positivas.

Definigao 2.1.3. Uma matriz P diz-se aperiddica se, para cada (i,j), ou P*(i,j) =
0, Vk € N, ou existe N tal que para k > N se tem Pk(i,j) > 0.

Definigao 2.1.4. Se existir k € N tal que todas as entradas da matriz P* sdo estritamente

positivas entdo a matriz P diz-se ergddica.
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Das defini¢oes anteriores resulta que uma matriz ergddica é irredutivel e aperiddica.
Dizemos que uma cadeia de Markov é irredutivel, aperiédica ou ergddica se a matriz que
a representa ¢ irredutivel, aperiédica ou ergddica, respectivamente.

Uma matriz de adjacéncia irredutivel corresponde a um grafo conexo, se além disso
a matriz é aperiédica (logo ergddica) entao o grafo ndo pode ser bipartido [AF14]. O
resultado seguinte é central na teoria das cadeias de Markov. Apresentamos uma versao

para matrizes estocdsticas cuja prova pode ser encontrada por exemplo em [Sen06|:

Teorema 2.1.5 (Perron-Frobenius). Uma matriz estocdstica ergodica P satisfaz as se-

guintes condicoes:
1. A =1 € o dnico valor préprio de médulo 1, ou seja 1 = A1 > [Aa| > ... > |AnN|;
2. A multiplicidade algébrica de A =1 é 1.

Nota. Se a multiplicidade algébrica de um valor préprio A é 1, — ou seja, A é uma raiz
simples do polinémio caracteristico det(A — Ald), — entdo a multiplicidade geométrica
é também 1, — ou seja, o subespaco proprio gerado pelos vectores proprios associados a

A =1 tem dimensao 1.

Assim, o subespaco proprio esquerdo associado a A = 1 tem um tnico vector m nor-

malizado em ¢', com todas as componentes positivas, isto é:
1. 1P =,

N
2. Zi:l T = 1.
Veremos que este vector desempenha um papel fundamental no comportamento da cadeia.
Nota. Recordemos que a norma de um vector v = (v, ...,vy) em ¢! é dada por |v|| =

N
Zizl |vg .

Definicao 2.1.6. Dada uma matriz ergédica P, chamamos distribuicdo de equilibrio ou
distribuicdo estaciondria ao tnico vector préprio esquerdo de P normalizado em (' e

representamo-lo por .

Nota. Por conveniéncia de notagao representamos os vectores linha por v e os vectores

coluna por v7.

Definicao 2.1.7. Dizemos que uma matriz P e um vector w satisfazem as equagdes de
detailed balancdl se

Se P e m satisfazem (2.1) a matriz P diz-se reversivel.

N&o encontrdmos nenhuma traducdo que nos pareca captar a ideia do termo inglés.
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E facil verificar que, se um vector v satisfaz esta igualdade entdao v é o vector de
equilibrio, ou seja, v = m, dail a escolha de notagao para o vector na definicao anterior.
A partir de uma matriz estocastica reversivel P podemos construir um grafo pesado

nao dirigido com pesos w; = m;p(s,5), (ver [AF14]).

Teorema 2.1.8. Dada wma matriz estocdstica ergddica P, as poténcias P* convergem
componente a componente para uma matriz estocastica W cujas linhas sao iguais & dis-

tribuicao de equilibrio w. Isto €,

k
P(lal) P(laN) ™ ... TN

lim P* = lim : : —

k—o0 k—o0 ’
P(N,1) ... P(N,N) T ... TN

[
=

A prova pode ser encontrada por exemplo em [Beh00]. Num espago de estados finito
a convergéncia componente a componente é equivalente a convergéncia em norma.

Garantida a convergéncia das poténcias P"(i, j), é natural, e relevante do ponto de vista
das aplicagoes (algoritmos computacionais, etc), procurar estimativas para a velocidade
da convergéncia, nomeadamente obter majoracoes para a distincia entre P" e W em
fungdo de n. A distancia entre P" e W é equivalente a distancia entre o estado da
cadeia vP™ ao fim de n passos com determinada distribuicao de probabilidade inicial v,
a 7, pretendendo-se majorar nesse caso o erro na aproximacao ao estado de equilibrio a
partir de uma distribuicdo inicial. A rapidez com que a cadeia se aproxima do estado
de equilibrio pode ser quantificada através do nimero de iteradas necessario para atingir
determinada distancia ao equilibrio, conhecido na literatura como tempo de mizing ﬂ O
nosso objectivo neste capitulo é a obtencao de uma estimativa para o erro maximal, no
caso nao auténomo, a custa dos valores préprios de P. Em particular apresentaremos um

resultado que generaliza o Teorema[2.1.11] para o qual precisamos das seguintes defini¢Ges:

Definigao 2.1.9. Dada uma matriz estocdstica e ergodica P representamos por A* o maior

dos mddulos dos valores proprios de P diferentes de 1, ou seja
A =max{|\| : A é um valor prdprio de P N\ # 1}.
Sabemos que A* < 1 pelo Teorema [2.1.5

Definicao 2.1.10. Definimos o erro mazimal relativo das componentes de P* em relagdo

as componentes de w, por

%,J

|P*(i, 5) —le> ’

T

5(k) = max(

2ou tempo de decaimento das correlacdes.
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onde P*(i,5) ¢ a entrada (i,7) de P*.
O teorema seguinte fornece uma estimativa para 6(k) usando A\*:

Teorema 2.1.11. Se P € uma matriz estocdstica ergédica e reversivel entdo

*\k
1. 6(k) < ngi)‘ni)m, para qualquer k;
2. 5(k) > (\)¥, para k par.

Se todos os wvalores prdprios sGo maiores ou iguais a zero entdo a desigualdade €

vdlida para todos os k.

Uma matriz reversivel é semelhante a uma matriz simétrica, logo todos os valores

préprios sao reais. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada por exemplo em
[Beh00).

2.2 Equilibrio em grafos nao auténomos periodicos

De seguida introduzimos uma generalizagao dos resultados anteriores para o caso nao
auténomo periédico, provados em [SSF14a]. Comegamos por apresentar algumas de-

finigoes:

Definigao 2.2.1. Um grafo dirigido nao auténomo é um par G = (V, (E;)2,) onde V =
{1,....N} e E; CV xV, para todo o i inteiro. Os elementos de V dizem-se vértices e
os elementos (vj,v;) de E; chamam-se i-arestas. A cada par (vj,v;) € E; associamos um
peso ei(j, 1) > 0 se (vj,v) € E; e definimos e;(j,1) =0 se (vj,v) ¢ E;.

Os grafos nao auténomos sao interpretados de forma simples como grafos cujos pesos

(probabilidades, ou outros) mudam ao longo do tempo.

Definicao 2.2.2. Dizemos que um grafo G € p-periédico, com p natural, se E;y, =

FE;, para qualquer i € N.

Para cada i € Ny, seja A; a matriz de adjacéncia associada a D; = (V, E;), ou seja, a
matriz com entradas A;(j,1) € Ry tais que A4;(4,1) = e;(4,1).
A sucessao de matrizes (A4;);°, é periddica de periodo p se G é p-periédico. Fazemos

corresponder a cada matriz A; uma matriz estocastica P; do seguinte modo,

POD =S G

Nota 2.2.2.1. A sucessio de matrizes (P;);2, associada ao grafo G pode ser interpretada

como uma cadeia de Markov nao homogénea.
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Um caminho num grafo ndo auténomo é uma sucessao infinita de vértices (v;);en tais
que A;(vi,vi41) > 0 para todo o i € Ny.

Dado um grafo nao auténomo G, p-periédico, com p € N, matrizes de adjacéncia

(Ao, ..., Ap_1) e correspondentes matrizes estocésticas (P, ..., P,—1), construimos o con-
junto de p-matrizes, (By, ..., Bp—1) do seguinte modo
B = PB---Py1FPy---Pi_1. (2.2)

Lema 2.2.3. B; € uma matriz estocdstica para qualquer i € {0,...p— 1}.

Demonstracao. O produto de quaisquer duas matrizes estocasticas A, B é uma matriz

estocastica, pois

> (AB)w =YY AijBjp=)_ (Aij ZBjk> => Ay=1
j j k j

k k

O]

Teorema 2.2.4. Dado um grafo ndo autdnomo p-periodico G com matrizes (Bj)jzo,m,p_l
definidas em , se existe i € {0,...,p — 1} tal que B; € ergddica, entao para cada
j€40,...,p—1} as poténcias B;-“, k € N, convergem componente a componente para uma
matriz estocdstica W; onde todas as linhas sdo iguais.

Se representarmos cada linha de W; por m(j) = [m1(j) ... 7N (j)] entdo w(j) € o unico

vector tal que w(j)B; = w(j) e Y, mp(j) = 1.

Demonstracdo. Se B; é ergbdica, as poténcias Bf convergem componente a componente
para W; como vimos no Teorema [2.1.8] Consideremos agora j # i. Por simplicidade e
sem perda de generalidade tomemos j = ¢ + 1, para j # ¢ + 1 podemos usar os mesmos

argumentos. Temos

lim Bl = tim (P Pt B)* = lim (P BB TP = Py P im B P =
= Py P WP

Uma vez que P41 --- P;—1 é estocdstica, a soma das entradas de cada linha é 1, por outro

lado todas as linhas de W sao iguais, entao
Pipr--- PaWs =W,

donde
Piy1--- AW, P = WP,

Fazendo W;; = W; P;, como nenhuma entrada da matriz depende de j a matriz tem todas
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as linhas iguais:
Z+1 .]7 ZW ]7 (nvk) = Zﬂ-n(l)‘PZ n, k

representando cada linha por (i + 1) = [m1(i + 1) ... wn(i + 1)] temos
=> m()P(nk), k=0,...,N (2.3)

e este vector é normalizado, no sentido de ¢
S om(i+1) =) <Z 7n(8) Pi(n, k)) => (mi) > PBi(n, k)) = mali) =1
k k n n k n
O facto de que 7(i + 1)B;11 = w(i + 1) e a sua unicidade s@o consequéncia imediata do

caso auténomo. O

Corolério 2.2.5. Nas condi¢oes do Teorema[2.2.]), qualquer que seja o vector v tal que
vi>0e Zi]ilvi =1, tem-se para todo 0 i € {0,...,p}, ke {l,...,N},

lim max ‘(va)l - m(i)‘ =0.

k—o00

Demonstracao. O coroldrio anterior é consequéncia directa do caso auténomo, basta ver

que, para qualquer i e j:

[(0Bf); — (i) =

N
Z’UZB (l,g) —m;(i Zvl(Bli _TFJ())‘
=1

ivl‘(Bk(l])_ﬂ-j )‘ ZvlmaX‘( l])—ﬂj())‘

=1

= max |(BE(L5) = 7(0)) |

IN

O

Terminamos esta série de resultados apresentando o seguinte teorema sobre o espectro

de produtos ciclicos de matrizes o qual serd usado na obtengao das majoracoes:

Proposicao 2.2.6. Se existe i € {0,...,p — 1} tal que X\ é um valor préprio de B; entdo
X € wvalor proprio de Bj para qualquer j € {0,...,n —1}. Em particular, se existe i tal
que B; € ergddica entao N = 1 € um valor proprio com multiplicidade geométrica 1 para

todas as matrizes B;.

Demonstragdo. Se A é um valor préprio de B; entao existe v tal que vB; = Av, multipli-
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cando ambos os membros por P; temos

vB; P, = MNP
S vPPi - PP = Mb
< ovPBiy1 = Ab

<:>uBi+1 = Au

Entao v = vP; é um vector préprio esquerdo de B;;; correspondente ao valor préprio A.
Pelo Teorema [2.2.4] sabemos que o espago préprio esquerdo associado a A = 1 é gerado
por 7(i), entdo A tem multiplicidade geométrica 1. Repetindo o argumento p vezes temos

o resultado para todos os j € {0,...n — 1}. O
Os resultados anteriores permitem estabelecer a seguinte definigao:

Definigao 2.2.7. Dado um grafo G nao auténomo p-periddico, a distribuicdo de equilibrio

II € dada pelo vector
II= (7['(0),.._771'(2?— 1))7

onde, para cada i, w(i) € a distribuicdo de equilibrio associada a B;.

Proposicao 2.2.8. A distribuicdo de equilibrio II pode escrever-se na forma
II = (7(0),7(0)FPy, ..., 7(0)Py--- Pyp_1)

Demonstragao. A igualdade (i + 1) = 7(i) P; resulta directamente da igualdade (2.3)) na
prova do Teorema O

A partir desta defini¢do, considerando os pesos como probabilidades, cada componente
7;(7) pode ser interpretada como a probabilidade de o sistema estar na posi¢ao i depois
de um grande nimero n de iteradas tal que n mod p = j.

Como o segundo valor préprio em moédulo, A*, é o mesmo para todas as matrizes B;,

é natural esperar que os resultados na convergéncia das poténcias (Bl)k sejam uniformes.

Definigao 2.2.9. O erro mazimal na aproximacdo das componentes da distribuicao de

equilibrio 11 por (Bf, ..., Bk

p—l) € dado por

B, §) —m;(l
Li,j (1)
O teorema seguinte é a versao do Teorema [2.1.11] para sistemas nao autéonomos, for-
necendo uma estimativa superior baseada em A* para o tempo de convergéncia quando

as matrizes B;, com i € {0,...,p — 1} sao ergédicas e pelo menos uma delas é reversivel
(ver |SSF14al).
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Teorema 2.2.10. Consideremos um grafo G, nao auténomo p-periodico com matrizes es-
tocdsticas, de dimensio NxN, Py, ..., P,_1 e respectivas matrizes associadas By, ..., B,_1
tais que By € ergédica para todos osl € {0,...p — 1}. Se, para certo j € {0,...p — 1},

uma das matrizes B; € reversivel entao temos

(AL - 1)

o(k - - 2.4

(k) min; 7;(j) (24)

Demonstragao. Consideremos as p matrizes B; ergédicas para i € {0,...,p — 1}, cons-
truidas a partir do grafo G e supomos que existe j € {0,...,p— 1} tal que B; é reversivel.

Tomamos j = 0, por exemplo. Se By é reversivel satisfaz as equagoes de detailed balance

com 7(0), e existe uma matriz simétrica A tal que
A=DByD™! (2.5)

onde D é a matriz diagonal:

Podemos escolher uma matriz ortogonal S tal que
C=S8AS"! (2.6)

é diagonal. As linhase;...exn de S, assim como as colunas, sao ortogonais (em relagao ao

produto escalar usual).

Uma vez que A é simétrica todos os valores préprios sao reais. Assumimos, sem perda

de generalidade,

1 0 ... 0

0 X ... O
C =

0 0 ... Ay

onde 1 > |A2| > ... > |An|. Cadae;, i € {1,..., N}, é um vector préprio esquerdo de A
associado a A;, em particular

e1d = ey,

logo
€1DBO = elD,

o que significa que e; D é um vector préprio esquerdo de By associado a 1. Assim existe ¢
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tal que 7(0) = ce1 D, donde 7(0)D~! = ce.

Como ambos os vectores 7(0) D! e e; sdo normalizados (em relacio ao produto escalar

usual) temos 7(0) = £e; D. Assumindo 7(0) = 1D, vem

e1 = (\/71'1(0), e \/7’[']\[(0))

Mais, da igualdade (2.6)) podemos obter

N
AF = Z MeeTe,
i=1
que assegura uma util representacao de Bé“ :
Bf = (D'AD)" = D' AFD = Z)\k Lele;D

Por outro lado
k+1 k _ k
By = P...P,(Py...Py,1)"Py=P1...P,_1Bj Py

entao
N

B =N"\rprp—lele, DRy
1 1
=1
com P =P...P, 1.
Uma vez que conhecemos e1 e D podemos calcular a primeira parcela da soma anterior:

)\IfPI*D 61DP0—P1D 61€1DP0—P1W0P0—P1W1

onde cada linha de W; coincide com 7 (i), i = 0,1,...,p — 1, logo WPy = Wj.

Estamos finalmente em condigoes de escrever explicitamente a entrada (¢, j) da matriz
Bf“:

Bk—H(Z ])
N N N N
\/Wm(o) .
= Py (i,m)Wq(m, /\ Y~ ——=P( S(l,m)S(l,n)Py(m,
mzll 1 J+lz:; mzlnzl o ,n)S(1,m)S(l,n)Po(m, j)
N N N 1
= w1+ D> MY SUm)Tm(0)Po(m, §)> . (O)Pl*(i,n)S(l,n).
=2 m=1 n=1 n



2.2. Equilibrio em grafos ndo auténomos periédicos 21

Usando o facto de Pj ser estocastica, |S(l,n)| <1 and 7(1) = w(0)Fp, temos

B ) — w0
i(1)

)

VAV . 1
N (1) ; <)‘l ;S(Lm)mpo(md) : ;mﬂ (z,n)S(l,n))'
()\*)k N( N 7Tm(0) . N 1 . )‘
< max S(l, m —=PFy(m,j) - —=P](t,n)S(,n
< o[ (st 30 T2 ) - 32— P m)S()
()\*)k N N N
= 7;(1) min; 7;(0) Z ( ‘mn%XS(Lm)‘ ' Z Tm(0)Po(m, j) )mrzlxXS(l,n)‘ ZPf(z,n))
7 7 T0g I—2 — —
A* k N A* k N 2
< Héuéangghﬁxﬂumﬁh%gsaﬂm}=néuéanggpﬁmﬂamw
AN -1)
min; 7;(0)

Usando os mesmos argumentos provamos a desigualdade para qualquer B;, com ¢ €
{0,...,p—1}. O

A estimativa obtida no teorema anterior depende explicitamente da dimensao N da

matriz. No caso auténomo a dependéncia nao é explicita mas naturalmente existe. Por

exemplo, se m é a distribuicao de probabilidade uniforme temos 7 = (%, cee %)

Nota. A ergodicidade de cada uma das matrizes B; é essencial na obtencao da estimativa
para o erro relativo, garantindo que todas as componentes da distribuicao de equilibrio IT
sao nao nulas, esta nao poderia ser substituida pela ergodicidade das matrizes P;, como

se pode concluir do exemplo de sistema de periodo 2 com matrizes de transicao:

Py =

= O

Py e P; sao ambas ergddicas sem que os produtos By e Bj o sejam. Este exemplo é
paradigmatico dos problemas em definir condigoes suficientes de convergéncia em grafos

nao auténomos.

Corolério 2.2.11. Consideremos um vector v = (vy,...,vn), com todas as componentes
positivas, normalizado em (', e o conjunto de p matrizes By, com | € {0,...,p — 1}, nas
condigoes do Teorema|2.2.10, Se existe n € {0,...p — 1} tal que B, é reversivel, tem-se

IMJ@W%MW\< 3PN — 1)

4l m(1) - min; 7;(n) (2.7)
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Demonstracao. Para qualquer [, j temos

)(Usz)j - 7Tj(l)’  JuBE(L ) 4 02BE(2,5) + .. o BE(N, §) — (1)

20 w0
= e B Bk ) - B0 +
bt on(BE(N, §) — BF(L, ) — wj(Z))

| Bf(1,4) —m;(1)]

m;(l)
N2 (BA2.9) = BE(L ) + - + on(BE (N, 4) = BY(L, )|
(1)
Pelo teorema anterior, para [, j fixos, temos
i | P0G = BEm | (1BEG D) —m @] | [BEen.5) — i)
im Wj(l) 1,5, Uy (l) ﬂ—j(l)
AV -1)
min; (m;(n))

e uma vez que 0 < wvo 4+ ...+ vy < 1 concluimos

@B () -m®] 300y )
3,5, Wj(l) - minj Wj(n) '

2.3 Convergéncia em cadeias de Markov nao homogéneas

Em grande parte das referéncias bibliograficas na area das Cadeias de Markov, apesar de
referéncias a existéncia de cadeias nao homogéneas, rapidamente o estudo é restringido
a cadeias homogéneas. Muitas das questoes respondidas para Cadeias de Markov ho-
mogéneas permanecem em aberto no caso nao homogéneo, mesmo em exemplos simples.

Cadeias de Markov nao homogéneas serao bons candidatos por exemplo para modelos
da emigracao entre paises ao longo do tempo. A heterogeneidade temporal pode resultar
também de factores sazonais que darao origem a cadeias periddicas. Estamos interessados
na questao da convergéncia para o equilibrio, sobretudo em quantificar a velocidade dessa
convergéncia. Uma revisao da literatura diz-nos que nos anos 50, o demoégrafo J. Hajnal em
dois artigos (1956 e 1958), deu uma forte contribui¢ao no estudo de propriedades ergédicas
em cadeias de Markov nao homogéneas, em especial no desenvolvimento de ferramentas
para a andlise da ergodicidade fraca ( [Senl4]). Para além disso, uma das primeiras

referéncias sobre o comportamento assimptético de cadeias de Markov nao homogéneas
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deve-se a E. Borel em [Bor72|. No artigo [SCZ11| encontramos uma colecgao dos resultados
conhecidos, e respectivas referéncias, para cadeias nao homogéneas, do ponto de vista
da ergodicidade e do comportamento assimptético, — propriedades essenciais para os
objectivos deste trabalho.

Para cadeias de Markov homogéneas (P, = P,Vt) sabemos que P é ergddica se e s6
se a cadeia converge componente a componente para uma matriz W com linhas idénticas,
perdendo a memoria, isto é, ao fim de um numero grande de iteradas nao conseguimos
restituir o percurso da cadeia e conhecer o estado inicial. Assim, a perda de memoria é uma
propriedade inerente a ergodicidade. Porém, no caso nao homogéneo podemos estabelecer

duas propriedades distintas.

Nota. No contexto das CMDF homogéneas a convergéncia em norma (em ¢!, ¢?, do
maximo, ...) ou a convergéncia componente a componente sdo equivalentes. No caso
das CMDF nao homogéneas surgem algumas diferencas (a norma em ¢! e a norma do sup
relativo nao sdo equivalentes, sendo a segunda mais forte, ver [SCZ09| para discussao e
exemplos sobre esse assunto),

Dado um vector de distribuicdo de probabilidade u, a sua norma em ¢' é dada por

N
lull = feail-
i=1

Temos as seguintes definigdes (ver [IM76] ou [Bré99]):

Definigao 2.3.1. Uma cadeia de Markov nao homogénea (Py,)nen diz-se fracamente ergédica

se, para qualquer m:

lim sup|vPy - Py —wPy,-- Pl = 0 (2.8)
k—s o0 VW
onde v,w sao quaisquer vectores que representam densidades de probabilidade, ou seja,

todas as componentes sdo nao negativas com soma 1.

Intuitivamente, uma cadeia fracamente ergddica apresenta perda de memoria mas
nao se tem necessariamente vFP,, - - - P, proximo de vPy, --- Pyy1, € portanto nao héa con-

vergéncia para um estado de equilibrio, esse serd o caso de uma cadeia fortemente ergddica:

Definigao 2.3.2. Uma cadeia de Markov nao homogénea (Py,)nen diz-se fortemente ergddica

se existe um vector v com Yy ,v; =1 ewv; > 0,Vi € {1.... N}, tal que, para todo o m

klim sup |lwPy, -+ Py —v|]| = 0 (2.9)

—00 w

onde w representa uma densidade de probabilidade, ou seja, tem componentes nao negati-

vas com soma 1.
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Numa cadeia homogénea estes dois tipos de ergodicidade coincidem ( [IM76]), isto
é, nao existem cadeias de Markov homogéneas que exibam perda de memoria sem con-
vergéncia para um estado de equilibrio. Numa cadeia homogénea em dimensao finita os
dois tipos de ergodicidade, fraca e forte, coincidem com a ergodicidade definida em [2.1.4

As definigoes apresentadas acima sao, em geral, dificeis de testar directamente. Exis-
tem entao varios critérios para provar a ergodicidade fraca e também alguns para a ergodi-
cidade forte (ver por exemplo [IM76], [Bré99], [NS9§|). Alguns desses critérios envolvem o
chamado coeficiente ergddico, introduzido por Dobrushin [Dob56|, que fornece uma medida
da distancia entre uma dada matriz e uma matriz constante. No nosso caso, conseguimos
aplicar as defini¢oes directamente para provar a ergodicidade fraca, portanto usaremos o

coeficiente ergddico enquanto estimador da taxa de convergéncia.

Definicao 2.3.3. Dada wma matriz estocdstica P de dimensdao N X N, o coeficiente
ergodico 6(P) € definido por

N
1 . .
5(P) = isupz ‘P(Zak) - P(]a k)‘
b =1
Na Seccao voltaremos ao coeficiente ergddico. Apresentamos agora a noc¢ao de
tempo de mizring, uma medida do tempo que a cadeia demora a atingir uma certa distancia
ao equilibrio.
2.3.1 Tempo de mixing

A distancia de variagao total entre dois vectores de distribuicao de probabilidade p e v

num espaco de probabilidade €2 é dada por
— v = m A) —v(A)].
lp—vllr Agg’ﬂ( ) —v(A)]

Num espaco de dimensao finita N, dados dois vectores de distribuigao de probabilidade u

e v, a distancia de variacao total traduz-se por (ver por exemplo [LPWO09]):

N
1
u —viTv — < Vi — Uq|.
lu=ollzv = 5 3 oi - uil
i=1

Dada uma cadeia de Markov P, de dimensao finita N, ergddica, uma distribuicao de
probabilidade inicial v e a distribui¢ao de equilibrio 7, definimos a distancia, d(t), entre o

estado da cadeia ao fim de ¢ passos e o equilibrio 7 por

N
1
d(t) = [|vP' = 7llrv = 5 > (P — 7l
=1
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Dada uma CMDF homogénea, com matriz de transicao P, o tempo de convergéncia

ou tempo de mizing, tmix(¢), ¢ um parametro definido por:
tmix(€) = max mtin{t 2d(t) < e},
v

onde v percorre todos os vectores de distribui¢ao de probabilidade inicial (ver [LPWO09)).
O tempo de mizing aparece como medida do nimero de iteradas necessario para atingir

uma certa distancia ao equilibrio 7. Definimos também

1
tmix = tmix Z .

A segunda definicdo é pouco natural mas a escolha de e = 1

4
em [FRO7b| a escolha é %), tem uma justificagdo parcial: de modo que a desigualdade

(provada em [LPWO09)])

sendo aleatéria, (por exemplo

d (ltmix(e)) < (2¢)!

nao seja trivial, a escolha de ¢ terd de ser € < % Em particular para ¢ = i obtemos
d (Itmix) <271
e resulta a relagao entre tpix € tmix(€)
tmix(e) < logy (€71) tmix.

Assim, o conhecimento de t,,;; fornece imediatamente uma medida da velocidade de con-
vergeéncia para o equilibrio. Naturalmente o tempo de mizing e a distancia ao equilibrio
em funcao do numero de iteradas estao estreitamente relacionados, no caso dos grafos
auténomos/CMDF homogéneas. Sendo nosso objectivo definir uma versao de tempo de
mixing para grafos ndao auténomos iremos primeiro definir a distancia a usar. Na litera-
tura encontramos ferramentas que desempenham, essencialmente, o papel que queremos
dar ao tempo de mizing, nomeadamente em [SCZ07| define-se tempo de merging, no qual

nos vamos inspirar.

Definicao 2.3.4. Dada uma sucessao de matrizes de transi¢do estocdsticas de dimensao

N x N chamamos tempo de merging para € > 0
tmer(e) = inf{max||uPy--- P, —vP-- By|lrv < &} (2.10)
n u,v

onde a norma, da variagdo total, € dada por |u — v||ry = %sz\il |v; — ;.

O tempo de merging para € fornece o menor nimero de passos da cadeia que garante

uma disténcia inferior a € entre os estados alcangados pela cadeia com vectores iniciais u
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e v, quaisquer que sejam u € v.

2.3.2 Interpretacao da convergéncia em cadeias de Markov nao homogéneas

Dado um grafo nao auténomo G = (V, (E;)2,), p-periédico, consideremos a sucessao de
matrizes estocdsticas associadas (FP;)$°,. Esta sucessao de matrizes define uma cadeia de
Markov discreta, em espaco finito, ndo homogénea. Os resultados obtidos podem assim
ser aplicados a teoria das cadeias de Markov nao homogéneas.

De seguida justificamos que o resultado obtido no Teorema [2.2.4] garante que a cadeia
nao homogénea, definida através de uma sucessao de matrizes de adjacéncia ergddicas asso-
ciadas a um grafo nao auténomo p-periédico, é fracamente ergédica mas nao é fortemente

ergddica, segundo as definicoes apresentadas na Secgao

Teorema 2.3.5. Consideremos um grafo nao auténomo G = (V,(E;)$2,), p-periodico tal
que cada uma das matrizes P;, da sucessao de matrizes estocdsticas (P;)52, € ergddica. A

cadeia de Markov ndo homogénea definida por (P;)$°, € fracamente ergddica.

Demonstragao. Consideremos dois vectores v, w, ambos com componentes nao negativas,
de norma 1. Fixado m, temos

1457
Pp - By :Pm"'Pm+(kfm)modppm+(kfm)rnodp+1"'Pk :Pmrnodp'“Pkmode(k_;'_?[)modp

onde |

]“_ij é o quociente da divisao inteira de k —m por p. Ou seja, temos o membro es-

querdo escrito a custa de produtos das matrizes B;. Donde, fazendo v1 = v P, mod p* * * Pk mod p

€ w1 :wpmmodp"'Pkmodpv temos

lim sup ||[vPy, - Py — wPhy, - - Pyl

k—s00 pw

o . | |
- kh_I)Iloo Svl’l&? UlB(k—i—l) modp wlB(k+1) mod p
Mas, qualquer que seja vy, w,
| A= ] | A= ]
UlB(kfl) modp wlB(kfl) mod p
| ||

<

V1B mod p — m((k 4+ 1) mod p)H + leB(kH) modp m((k 4+ 1) mod p)H

entao, tomando a norma do méximo e usando o Corolario o limite anterior existe e

é0. O

A condigao de ergodicidade forte é muito restritiva e em geral nao é verificada para

cadeias de Markov nao homogéneas periédicas ainda que cada matriz de adjacéncia seja
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ergddica, uma vez que nao se tem necessariamente 7(j) = 7w (i) para ¢ # j.

2.3.3 Uma estimativa sem valores préprios

No inicio desta secgao introduzimos (segundo [IM76]) o coeficiente ergédico de uma matriz,
o qual serd usado na obtencao de uma estimativa superior para a distancia ao equilibrio, em
funcao do nimero de iteradas. Vamos usar a distancia entre dois vectores de distribuicao

de probabilidade dada pela distancia de variacao total:

N

1
lu = vllrv =35 > lui =il

i=1
Temos o seguinte resultado para cadeias de Markov homogéneas:

Teorema 2.3.6. Dada uma matriz P estocdstica e dois vectores de distribuicao de pro-

babilidade u e v, entdo, para qualquer k € N
[uP* —vP*||py < [ju—v|rvS(P)F. (2.11)

A prova utiliza a propriedade §(PQ) < §(P)d(Q) e pode ser encontrada em [Bré99).
A propriedade que torna o resultado relevante é que o coeficiente ergédico para qualquer
matriz estocéstica satisfaz 0 < 6(P) < 1.

Pretendemos encontrar uma versao deste resultado no contexto das cadeias de Mar-
kov nao homogéneas correspondentes a grafos nao auténomos peridédicos, no espirito do

trabalho apresentado na Seccgao Nesse sentido apresentamos o seguinte teoremas:

Teorema 2.3.7. Dado um grafo nao auténomo G, p-periddico, com matrizes estocdsticas
Py, ..., Py_1 ergddicas e correspondentes matrizes produto By,...,Bp_1 definidas pela
igualdade (2.2)), com wvector equilibrio 11 = (w(0),...,7n(p — 1)), temos, para qualquer

vector de distribuicao inicial u
luBi* = w(@)|| < llu—m(@)[|6(B:)" (2.12)

O teorema anterior oferece uma estimativa da distancia ao equilibrio para qualquer
matriz B;. Tomando o maximo em ¢ ficamos a conhecer uma majoracao da distancia a
que a cadeia se encontra do seu vector equilibrio I, em funcao dos coeficientes ergddicos

de cada uma das matrizes B;.

Demonstragao. Na desigualdade (2.11) tomamos v = m(7). Uma vez que m(i) é vector
T

proprio esquerdo de B; temos 7 (i) = m(i)B; e logo (i) = m(i)B}'. Donde

luBf =7 ()| < [luBi = (D)[6(B:)".
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O

Corolario 2.3.8. Dado um grafo nao auténomo G, p-periédico, e um vector u ambos nas

condicoes do Teorema temos, para qualquer j,n € N e i = n mod p
luPj-- Piyno1 = 7@ < o= =(@]6(B) 7,

onde v =uPj nodp--- Pi-1.
Demonstracao. Basta escrever Pj--- Pji,_1 a custa do produto B; adequado, ou seja

Ln;j

uPj-Pjyn-1 = uPjmodp Prm1Pi--Pi--- P Piq--=uPjmodp - Pim1B; *

O]

Para finalizar esta sec¢ao propomos uma definicao de tempo de mizing para um grafo

nao auténomo periddico e discutimos a sua aplicagao:

Definigao 2.3.9. Dado um grafo G nao auténomo, p-periddico, com p matrizes ergédicas
estocdsticas (P;)icqo,..p—1) € matrizes (Bi)ieqo,..p—1}, 0 tempo de mizing para € ¢é dado

por
tmiz(e) = max inf{n : max ||[uB]' — 7 (1)|| < e},
n u

onde u percorre todos os vectores de distribuicdo de probabilidade e a norma € a da variagao
total.

Independentemente da distribuigao inicial, a partir de t,,;,(¢) iteradas/passos sabemos
que a distribui¢do no grafo se encontra a uma distancia de todos os 7(%), inferior a e.
Claramente o tempo de mixing é finito quando a CMDF nao homogénea formada pelas

matrizes de transicao é fracamente ergédica.

2.4 Aplicacao aos sistemas dinamicos

2.4.1 O Operador de Perron-Frobenius

Consideremos uma funcgao 7 : [a,b] C R — R. No estudo dos sistemas dindmicos através
da teoria da medida, em vez de seguirmos o comportamento da érbita de um ponto z €

[a, b] pela fungao 7 ao longo do tempo,
2
z,7(x), 7°(x),. ..

consideramos uma certa densidade de probabilidade inicial f e estudamos a evolucao das

densidades de probabilidade pela iteracao de 7. Assim, a cada funcdo 7 associamos um
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operador, P,, — operador de Perron-Frobenius, — definido no espaco das densidades de

probabilidade e estudamos as suas iteradas,

f.Prf P ..

(ver [BG97] e [LM94]). Uma medida, p, invariante para 7, (isto é, tal que u(r71(4)) =
u(A),YA C [a,b]), corresponde assim a um ponto fixo do operador P.. Estas relacoes
permitem usar as ferramentas da analise funcional e teoria da medida para estudar o com-
portamento do sistema ao fim de um nimero grande de iteradas. De particular interesse
é o caso em que a funcao 7 satisfaz a propriedade de Markov e é linear por trogos numa
partigao P do intervalo [a, b]. Nesse caso o operador de Perron-Frobenius P, tem dimensao
finita e pode ser representado por uma matriz quadrada P de dimensao N igual ao niimero
de intervalos da particao, que actua no espaco S das densidades de probabilidade constan-
tes por trogos na particao P. Obviamente as fungdes em S podem ser representadas por
vectores de dimensao N e a aplicacao sucessiva do operador P corresponde a multiplicagao
sucessiva da matriz P por si propria pelo que recuperamos as ferramentas desenvolvidas
neste capitulo. A restricao P do operador de Perron-Frobenius ao espaco das densidades de
probabilidade constantes por trocos, permite explorar propriedades do operador: todos os
valores préprios da matriz pertencem ao espectro do operador e o maior deles em médulo
é também o maior valor préprio em médulo do operador ( [DFS00]), o que justifica a sua
relagdo com a taxa de convergéncia para o equilibrio. Em [FR07a] o espectro do operdor
de Perron-Frobenius é estudado em familias de funcées unimodais e bimodais obtendo-se,

para essas familias, uma relagdo com a taxa de mizing.

2.4.2 Exemplo

Um caso particular que motivou este trabalho é o dos subshifts de tipo finito obtidos a
partir de sistemas dinamicos gerados pela iteragdo de uma funcdo z,; = F(z,) onde
F : I C R — I satisfaz a propriedade de Markov (ver [LM95]), ou seja, se existe uma
particao finita I1,..., Iy de um intervalo I tal que a imagem F'(I;) de cada intervalo I; é
uma uniao de intervalos U;I;. Consideremos um grafo tal que cada vértice v; corresponde
a um intervalo I; e o peso e;; de cada aresta (i,5) é definido por e;; = u(F~1(I;) N ),
onde p é a medida de Lebesgue em R. O peso e;; ¢ a medida do conjunto de pontos que
estao em I; e cujas imagens por F' estao em I;.

De acordo com [KS96], dado um espago métrico compacto X e uma sucessao de fungoes
(Fy)2q com F; : X — X i € N, temos um sistema dindmico nao auténomo (X, (F;)2;)
definido por F" = Fj1,—10... Fiy10F;. O sistema nao auténomo ¢é periédico com periodo
p se I = Fiip, Vi.

Consideremos o sistema nao auténomo de periodo 3 dado por (I, (F;);,), onde F; =

F;13,Vi e Fy, F1, F5 sao as fungdes apresentadas na Figura [2.1] Estas fungoes, do in-
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tervalo I = [0,10] satisfazem a propriedade de Markov e partilham a mesma partigdo
I, =[0,3],I> = [3,5], Is = [5, 10].

Figura 2.1: Graficos de Fy, F1, F» a azul e os intervalos da particao de Markov Iy, I, I3.

O grafo nao auténomo de periodo 3 estd representado na Figura

Os pesos, e;(i) = ,u(Ffl(Il) Nn1;),i=0,1,2, j,l =1,2,3, sao dados pelas seguintes

matrizes
15 6 15 6
0 30 0o & ¢ 0 2 ¢
Ap=le()]=12 0 0| Ai=le2]=|2 2 1| A=[e;B))=]|2 0 0
31 3 0 5 0 3.2 0
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Figura 2.2: Grafo nao auténomo de periodo 3 associado ao sistema.

e as matrizes estocasticas correspondentes:

5 2 5 2
0O 1 0 0 2 = 0 2 =
_ _ 3 1 1 _
=1 00 Pi=13% 5 3 PBP=|1 00
3 1 1 3 2
0 5 2 0 10 5 5 U
Na notacao das seccoes anteriores temos
1 29 3 4 31 3 127 9
2 70 35 35 35 175 175 35
_| 3 4 _ | 11 181 3 _ 3 1 1
Bo=| 35 3 0|, Bi=|35 30 % | P2=| % 5 2
303 41 3 0 1 0 9 7129
350 350 175 50 175 70

Da definicao apresentada para a reversibilidade de uma matriz, concluimos facilmente que
B; é reversivel se DB;D~1'é uma matriz simétrica, onde D representa a matriz diagonal
com entradas D(j,j) = y/7;(i). De facto temos

DB;D7 ! =

o w‘&wh—t

R
o o

entdo B; é reversivel. w(1) = [%,%,33%] e N = 129+77 639041 ~ 0.3814, pelo que

e(k) = % ~ 188.377(0.3814)%. A Figura mostra os graficos de §(k) e (k).

Podemos confirmar que (k) fornece uma estimativa superior de §(k).

A distribuicao de equilibrio é
IT ~ ((0.6384, 0.3060, 0.0557), (0.3227,0.6495, 0.0278), (0.194852, 0.388207,0.416941)) .

Tomemos por exemplo um sistema dado pela iteracao sucessiva das trés fungoes comecando
. 7 k k
com fo, isto é, fo, f10 fo, f20 f10 fo,..., representado por Py = PoPiP... P 44, €

que se encontra inicialmente com probabilidade 1 no intervalo I;. Ao fim de 41 iteradas,
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08
0.6 -
04]

02+

Figura 2.3: A linha a cheio representa (k) e o gréfico ponteado representa (k).

esperamos que se distribua nos intervalos da particao com densidade de aproximadamente
[ 0.194852 0.388278 0.416941 } e com erro maximal conhecido. Com efeito,

13

—
~J[(w
ot
==

(SN )
(SN

(1oo|mrPBY=| % L L] — | 0194851 0388208 0.416941

o Sles
a“% = %‘@

(o))
o
—_
-
ot

Mais, pelo Corolario [2.2.11], temos

P41 — (2 *\12 ) 12
i [voPgt — m;(2)] _ 6" 6(0.3814)

~ =~ 0.002045.
j 7I'j(2) - minj 7'[']‘(1) 0.0278

que constitui uma majoracao do erro relativo da densidade de probabilidade ao fim de 41

iteracoes em relagao ao equilibrio.

Nota. Os resultados desta seccao foram obtidos usando o programa Mathematica 8.



Capitulo 3

Matrizes de adjacéncia nao

reversiveis

3.1 Motivacao

Neste capitulo vamos estender os resultados apresentados no Capitulo [2| para grafos
auténomos e nao auténomos periddicos retirando a hipdétese de reversibilidade. Se no
caso auténomo a reversibilidade é uma condigao restritiva, no caso nao auténomo torna-
se ainda mais pertinente encontrar estimativas para a velocidade de convergéncia para o
equilibrio que nao exijam reversibilidade das matrizes envolvidas. E nesse campo que este
capitulo pretende dar um contributo.

Existem na literatura estimativas para a distancia ao equilibrio em fungéo do ntimero
de iteracoes de cadeias de Markov néo reversiveis, (ver [Fil91] e [SCZ09]) que no entanto
usam o segundo valor préprio de uma matriz reversivel relacionada com a matriz P, que
pode nao garantir boas estimativas, como veremos mais a frente.

Por outro lado, as estimativas para a taxa de aproximacgao ao equilibrio em grafos
auténomos e nao auténomos que usam o segundo maior valor préprio em moédulo da matriz
de adjacéncia estocéstica, limitam-se a matrizes ergdédicas reversiveis, isto é, matrizes P,

com distribuicao de equilibrio 7, que satisfazem

Neste capitulo apresentamos estimativas para o erro na aproximacao ao equilibrio,
no espirito dos resultados apresentados no Capitulo [2 para grafos auténomos em que a
matriz de adjacéncia é ergédica. Além disso, estendemos os resultados de [SSF14a], onde
introduzimos a nocao de distribuicao de equilibrio em grafos nao auténomos periddicos
e demos uma estimativa para a velocidade de aproximagao ao equilibrio, retirando agora

a hipétese de reversibilidade. Concretamente, dado um grafo nao auténomo p-periédico

33
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G = (V,(E;)2,) com matrizes de adjacéncia (F;)5°, consideramos o produto ciclico B; =
i Piyp-1) modps cOm @ =1,...,pep € N. Vimos que, se uma das matrizes B; ¢
reversivel, entao existe uma estimativa para o erro maximal na aproximacao ao equilibrio
usando o segundo maior valor préprio em moédulo, A*. Apresentaremos uma versao desse
resultado exigindo apenas a ergodicidade de cada uma das matrizes B;, com: =0, ...,p—1.

Em ambos os contextos, auténomo e nao auténomo, a restricao da reversibilidade
levanta alguns problemas: nas aplicacoes em que estamos interessados aparecem matrizes
de adjacéncia nao necessariamente reversiveis, por exemplo as matrizes que resultam da
restricdo do operador de Perron-Frobenius a um espaco de dimensao finita (ver Secgao
e |[BG97]); Por outro lado, no caso ndo auténomo, como escolher matrizes estocésticas
P;,i=0,...,p—1 tais que um dos produtos ciclicos B;, i =0,...,p — 1 seja reversivel?

Os resultados deste capitulo aplicam-se tanto a grafos auténomos como nao auténomos
e configuram estimativas superiores para a velocidade de convergéncia para o equilibrio,
grosso modo, dependendo do segundo maior valor préoprio em moédulo e da dimensao dos
blocos de Jordan a ele associados.

Na segunda seccao apresentamos algumas estimativas conhecidas, na terceira seccao
demonstramos os resultados de [SSF14a] para o caso auténomo, distinguindo matrizes
diagonalizaveis e nao diagonalizaveis. Na seccao seguinte discutimos o caso nao auténomo

e na ultima seccao apresentamos alguns exemplos.

Nota. Existem diferentes hipdteses de associar uma cadeia de Markov a um grafo. Por
exemplo, na teoria ergddica, se a matriz de adjacéncia A é irredutivel existe uma forma
candnica de associar probabilidades as arestas, construindo a chamada matriz de Parry

associada & medida de méxima entropia (ver [Wal82] e [LM95]). A semelhanca do capitulo
. o ‘ i1 Alik)’
mas sublinhamos que os resultados apresentados sao validos para quaisquer matrizes es-

anterior, definimos a matriz P atribuindo a cada entrada (i, j) o valor p(i, j) =

tocasticas, logo, para a todas as cadeias de Markov associadas a um grafo.

3.2 Estimativas conhecidas

3.2.1 Caso auténomo

No caso nao reversivel, é possivel obter estimativas para a distancia ao equilibrio usando

os valores préprios de uma matriz reversivel construida a partir de P ( [Fil91], [Bré99)).

Com efeito, consideremos uma matriz P ergddica, nao reversivel. Definimos a matriz P
por
~ m;iP(j,1)
. . . j )
P(Za]) -

T

onde 7 é o vector equilibrio. Matricialmente temos

P=D'PTD
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em que D é a matriz diagonal

A matriz M = PP diz-se matriz de reversibilizacdo multiplicativa de P.
Lema 3.2.1. A matriz M tem vector de equilibrio m e € reversivel.

Demonstragao. m é distribuicao de equilibrio de PP uma vez que
*PP = 7D'P'TD=[1 .. 1|P"TD=[1 .. 1|D=x

dado que 7 é a distribuicdo de equilibrio de P e PT é estocéstica por colunas.

Quanto & reversibilidade, vejamos que
M =PP=PD'PTD,

logo

o P(i, k .
M(i,j) = (m ). k),
3
donde

WZM(Zvj) = WZZP(;_;]{:)W]P(]?]C):T‘-JZP(]?k)
k k

P(i, k
P, k) )m =m;M(j,1)
Tk

Definimos ainda a seguinte distancia a distribuicao de equilibrio 7:

N 2

v; —
da(v, ) = [lv = 7o = D (i~ m)”
i—1 i

Temos a seguinte estimativa, devida a Fill [Fil91]:

Teorema 3.2.2. Dada uma matriz P ergodica, com distribuicao de equilibrio w, seja
A(M) o segundo maior valor préprio em mddulo da matriz M. Entao, dado um vector de

distribuicao de probabilidade v,
4oP* =77y < ADM)F||v = 7ll2x (3.1)

A demonstracao baseia-se num resultado obtido por M. Mihail em 1989 que usa argu-

mentos da linguagem combinatoria e probabilistica que nao nos parece pertinente incluir
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neste trabalho. Em |[SCZ11|, uma desigualdade equivalente a [3.1{ também é referida como

ponto de partida para uma generalizagao ao caso nao homogéneo.

Nota. O Teorema apresenta uma estimativa a custa dos valores singulares de P,
o que, por um lado constitui uma estimativa alternativa a proposta em [SSF14b|, mas
que pode tornar-se desinteressante uma vez que, ao contrario de P, o segundo maior valor
préprio de M pode ser 1, (essencialmente porque M pode nao ser irredutivel), o que confere
maior relevancia aos resultados obtidos na Seccao Outra diferenca importante é que
as nossas estimativas nao supoem a existéncia da estrutura de espaco de Hilbert.

Apresentamos em seguida alguns comentérios pertinentes:

e O segundo maior valor préprio em médulo da matriz M é precisamente o segundo

maior valor proprio, por se tratar de uma matriz simétrica semidefinida positiva.

e Pode considerar-se a chamada matriz de reversibilizacdo aditiva, A = , € obter-

P+P
2
se a partir do teorema anterior, sob hip6teses mais fortes, uma estimativa em fungao
do segundo maior valor préprio de A. Em [Fil91] é discutida a utilizacao do segundo

valor préprio da matriz A.

De uma outra perspectiva, interpretemos a matriz P como um operador no espago
de Hilbert RY, com o produto interno definido por (u,v)r = Z@]\L L wivm;. Assim, M é
uma matriz autoadjunta e as raizes quadradas dos seus valores préprios sao os valores
singulares de P. (Se P é autoadjunta, M = P2, e os valores singulares de M coincidem
com os valores préprios de P.)

Repare-se que os valores singulares de uma matriz P, ao contrario dos valores proprios,
dependem do espaco de Hilbert considerado, que neste caso estd associado ao vector de
equilibrio w. Considerando operadores em espacos de Hilbert associados aos equilibrios
das diferentes matrizes da cadeia ndo homogénea, em [SCZ09] obtém-se uma estimativa do
tipo apresentado no Teorema [3.2.2] usando os valores singulares das matrizes P; da cadeia
de Markov. Com esta interpretagdo podemos usar as ferramentas robustas dos espacos de

Hilbert, como veremos de seguida.

3.2.2 Caso nao auténomo

Nesta secgao fazemos a demonstragao do resultado de [SCZ09| no caso das CMDF nao
homogéneas, associadas a grafos nao auténomos. Comecamos por enunciar um resultado
da Teoria dos operadores que, grosso modo, generaliza a decomposicao de uma matriz no
espaco dos seus vectores préprios quando estes formam uma base do espaco e pode ser

encontrado em [Rin71].

Teorema 3.2.3 (Decomposicao em valores singulares). Consideremos dois espagos de

Hilbert reais, Hy e Ho de dimensdo N. Seja P : Hy — Hs um operador compacto.
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Entao existem bases ortonormadas, ¢; de Hi e 1; de Hs, e valores reais ndo negativos o;
tais que Po; = o;; e P*; = 0;0;.

Os valores og; sao os valores singulares de P e coincidem com as raizes quadradas dos
valores préprios de PP* e P*P H No nosso contexto o operador P é representado por uma
matriz N X N e a matriz P* é a matriz adjunta de P. Consideramos a seguinte ordenagao
dos valores singulares:

l=012>209>...20N.

O préoximo lema é a base da demonstracao do teorema seguinte.

Lema 3.2.4. Dada uma matriz P, de dimensao N x N, estocdstica, consideremos o
operador P : (2(m(0)) — £2(7(1)) onde *(n(k)) é o espago de Hilbert RY, munido do
produto interno definido entre dois vectores v,w € RN por (v,w), = Zfil viw;mi(k),

sendo w(k), k = 0,1 vectores de distribui¢do de probabilidade. Temos

N
dy (P(L, ), (1) = ) of (W)} (3.2)
1=2

onde (T/’z‘)ie{l...,N} € a base ortonormada correspondente aos valores singulares (O’Z‘)ie{lm’N}
de P.

Demonstracao. Consideremos uma matriz P estocdstica. Interessa-nos escrever a distancia

dy & custa do produto interno (-, ), de modo a usar as propriedades do espaco de Hilbert,

assim
N . 2 N . 2
(P(l,5) —mi(1)) <P(Z,J) )
dy (P(1,), 7(1))? = = —-1) (1) = (3.3
P = 3 > (56 = (33)
= -1, -1 3.4
(G 5 o 34
onde adoptamos a notagao Ijr((ll")) = <I;fl(’11)), ey J:Til,(ll\f))) e (1,...,1) = 1. Usando o facto

de 7(1) ser uma distribuigdo de probabilidade e P ser estocéstica (soma das entradas de

cada linha igual a 1) obtemos

dy (P(1,5),7(1))> = (i((liﬁ)’i((lij)> (1)—1 (3.5)

!Seguindo a terminologia introduzida por [Fil91], a matriz PP* é a reversibilizacio multiplicativa de
P, (ver secgao anterior).
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Vejamos que, pelo Teorema [3.2.3] para qualquer vector v, temos

N N N
Pv = > (Po,di)eyti = Y (0, P ¢i)aythi = > _(v,0i01) (1)1 (3.6)
=1 =1 =1
N
= > iV, 0i)n() Vi (3.7)
i=1

definindo o vector 6(j) tal que todas as suas coordenadas valem zero excepto a coordenada

. . P(l, sl ~ sl
Jj, que vale 1, 6(j) = (0,...0, 1 ,0,...,0), temos W((l)) = P%. Entao, fazendo v = %

na igualdade (3.7)) obtemos

N

PL) _ (0w Y,
(1) 2 z(”(l)’%)wu)wz 35

=1

P(Lj) _ ~~_ (d() N NS
7Tj(1) - ;0’1 (7_(_(1)7901)”(1) (¢z)] - ;Glﬂ'l(l) (%)m(l)(%)] - ;UZ(QQ)Z(%)].(B.Q)

Aplicando (3.9) na igualdade (3.5)), temos

Nt - (P PN N (S o ) S (o) (6 (1))
wee)0r = (T ) 1;(; 0 ) j<1>> 1
que se pode decompor numa soma de parcelas do tipo:

N

> 0i(W)i(0)i1m (Ym)i(om) 75 (1).

j=1

Ora, se (¢;)i=1...n é uma base ortonormada de ¢2(7), as tnicas parcelas ndo nulas sio
IR}

tais que ¢ = m, obtendo-se nesse caso

N N
> (@)1 @a)iom(Cm)i(om) i (1) = o7 ()7 > (i) (i) mi(1) = o7 ()7
j=1 J=1

Por outro lado, o1 =1, e ¢y = (1,...,1), logo 01(1#1)12 =1, donde se conclui,

N
dz (P(L,),m(1))* = Y of(i)] (3.10)
1=2
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Onde (¢)ief1,..ny ¢ uma base ortonormada de £2(7(0)). O

Nota. Uma vez que os valores singulares e as bases fornecidas pelo Teorema[3.2.3|dependem
fortemente da escolha do produto interno, B; e B; (defini¢ao no Capitulo [2) terdo, em
geral, valores singulares diferentes se ¢ # j e portanto nao é expectavel que se obtenha uma
estimativa uniforme para todos os 7, na linha do que obtivemos usando valores préprios,

que coincidem para todas as matrizes (B;);cqo,... p—1} (Teorema |3.4.1]).

Temos entao o seguinte teorema ( [SCZ09)):

Teorema 3.2.5. Consideremos um grafo nao auténomo G p-periddico, com matrizes de
transi¢ao estocdsticas (P;)ien. Dado um vector de distribui¢ao de probabilidade w, defini-
mos u(i) = uPy -+ P;, (u(0) = u). Entdo

N N
S (P P () um)?w(0) < S [[oiBruli - 1))
=1 ]

Além disso, para cada linha | da matriz produto Py --- Py,

dy ((Pr--- P (0, ), u(n))? < (uiO) - 1) [[oa(Pou(i—1))*  (3.11)
=1

Demonstragdo. Neste caso, cada matriz P; estd definida num espaco de Hilbert £2(u(i—1)),
e portanto, para uma identificacao clara dos valores singulares teremos de incluir mais
informacdo na notagao, escrevemos o;(P,,u(n — 1)) para representar um valor singular
da matriz P, : £?(u(n — 1)) — 2(u(n)) e o;(Py ... P,,u(0)) para representar um valor
singular de P, - - - Py, : £2(u(0)) — ¢%(u(n)). Apliquemos agora a igualdade (3.10)), fazendo
P=P...P,, 7(1) = u(n) e w(0) = u(0):

N

da (PPl ),u(n))® = D ai(Pr-- Poyu(0))*(vi)] (3.12)

=2

Consideremos (¢;);=1,.. N a base dada pelo Teorema para £2(u(0)) e Py--- P,.

A desigualdade seguinte relaciona os valores singulares de uma matriz que resulta do
produto de matrizes, com o produto dos valores singulares dos factores, e obtém-se a partir
de [HJ91]:

k k
VE=2,....N, > oi(Pr---Pp,u(0)® <> [ oa(Pyu(i — 1)) (3.13)

i=2 i=2 j=1

Usando a igualdade (3.12)) e seguidamente a desigualdade (3.13)) com k = N temos
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N N
D da((Pre-- Pa)(l,),u(n)? w(0) = ZZ(IZ - P, u(0))? (4i) w (0)

=1 =1 =

N
= Zai(Pl---Pn,u 2E:wzlul
=1

1=2

=

=

= > oi(Pi- Po,u(0))?

2

2

Mz

H P],u]—l))

I
N.)

Para a segunda desigualdade do teorema, escrevemos, para cada [ € {1,...,N}, o
5(1)

vector wi(0y COMO uma combinacao linear dos vectores da base:

oW SN (A0 NS,
'LL[(O) - Z (ul((])’wl> (0) Vi = Z(%)l%

=1 i=1
entdo, uma vez que a base (¢;) é ortonormada, temos

o) o) —NA,NAA _N,2
(Uz(0)7 ul<o>>ﬂ<o> - (ZW’Z)””“ Z%W)ﬂ(o) = > (@)

=1 =1 =1

e por outro lado

2 1
_ 3.14
ewoy  u(0) 40

5(1)
u;(0)

( (1) (1) ) _
w(0) w(0) 7(0)
Usamos a relagdo o2(P1--- P,,u(0)) > 0;(P1--- Py,u(0)) para qualquer 1 < i < N, a
desigualdade (3.13]) com k = 2 e a igualdade (3.14]) temos

da (P Pa)(l,),u(n))® = éaz - Po,u(0)) (v4)] <a2<P1---Pmu<0>>2§_V;<w>?
= oa(Pr-- Pyu(0))? <;<wi>% - <w1)l>
: f:[ 030 = 97 (555 1)
Obtendo-se a segunda desigualdade, (3.11]), do teorema. O

Nota. A utilizagao da distancia do permite tirar conclusoes também para a distancia de
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variagao total, uma vez que
1Py Po)(l ) = (Pro-- Ba)(myo)llv < max{da((Pr-- - Bu)(L - u(n))}

O teorema anterior é o resultado mais geral que conhecemos no contexto nao auténomo
e é essa a razao fundamental para o incluirmos, aliado ao facto de o lema que serve a
demonstragao fornecer o esqueleto da prova de um resultado analogo para o caso auténomo.
No entanto, o teorema revela-se de dificil aplicacdo, uma vez que se torna necessario
calcular uma sucessao de valores singulares associados a uma sucessao de vectores u(n),
dificil de controlar. Além disso, ndo podemos garantir oo < 1 sem juntar outras hipdteses.

Para uma discussao neste sentido remetemos para o artigo [SCZ09|.

3.3 Estimativas na aproximacao ao equilibrio em grafos auténomos

3.3.1 Forma normal de Jordan de uma matriz

Alguns dos teoremas obtidos nesta seccao usam a decomposicao de Jordan de uma matriz,
0 que justifica uma breve revisdo desse resultado e das ferramentas da algebra linear
envolvidas, (para detalhes e prova ver por exemplo [Str88]). Uma matriz quadrada A
¢é diagonalizavel se é semelhante a uma matriz diagonal D, ou seja, se A admite uma
factorizacdo do tipo A = M~!DM. Uma matriz A genérica admite uma factorizacio do
mesmo tipo, em que a matriz D é substituida por uma matriz J diagonal por blocos,
chamada forma canénica de Jordan de A. Cada bloco é uma matriz B triangular superior,
cuja diagonal acima da principal esta preenchida com o valor 1. A matriz J apresenta uma
estrutura simples e prérima de uma matriz diagonal e nesse sentido generaliza o papel

desempenhado pela matriz D no caso diagonalizavel.

Definicao 3.3.1. Dada uma matriz quadrada A , dizemos que v € um vector prdprio

generalizado associado ao valor préoprio A se existe n € N tal que
(A= Xd)"v=0.

Se n = 1 recuperamos a definicao usual de vector préprio. O teorema seguinte formaliza

0s comentarios anteriores.

Teorema 3.3.2. Dada wma matriz A com R vectores proprios, existem matrizes J e M

tais que as colunas de M sdo vectores proprios generalizados de A e A= MJM™' onde
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€ uma matriz diagonal por blocos, cada bloco J; de J tem um valor proprio \;, um vector

proprio correspondente, e as entradas acima da diagonal principal valem 1, ou seja

N 1 0 0]
0 0
J; =
1
|0 0 X |

3.3.2 Estimativas obtidas

Apresentamos de seguida os resultados originais, obtidos em [SSF14b], para grafos auténomos
a cujas matrizes de adjacéncia ergddicas nao se exige nenhuma hipdétese de reversibi-
lidade. Recordamos algumas defini¢oes apresentadas no Capitulo 2, A\* = max{|A| :
A € um valor préprio de P N X # 1}, m é o Vect(ir préprio esquerdo, normalizado em
|P (i,j)—ﬂjl)'

¢!, associado ao valor préprio 1 e §(k) = max; ( ™

Teorema 3.3.3. Dada uma matriz P estocdstica e ergodica, existe uma constante M tal

que, o erro mazximal no passo k, 0(k), verifica a desigualdade

i(k) < M<m*k— 1>(A*)km*+l

- min;

, (3.15)

para k a partir de certa ordem, onde m* € a maior das dimensoes dos blocos de Jordan

associados aos valores proprios A\; tais que |\j| = A*.
Corolario 3.3.4. Em particular, se P € ergddica e diagonalizdvel entdo existe M tal que

M(}\*)k

min; 7;

3(k) < (3.16)

para todos os k > 0.

Demonstragdo. A desigualdade (3.16) obtém-se tomando m* = 1 e observando que a desi-
gualdade (3.23)) é verificada para k > kg = 2(m* — 1). Na primeira parte da demonstragao

do teorema fornecemos uma prova independente para a desigualdade (3.16)). ]

Nota 3.3.4.1. Se P ¢ uma matriz reversivel entdo obtemos

As matrizes reversiveis sao semelhantes a matrizes simétricas, que sao um caso particular
de matrizes diagonalizdveis. Assim, se P € reversivel, entio P = SAS™Y, com A simétrica,
logo P = SQDQ 1S~ onde D € diagonal e Q pode ser escolhida de modo a ser ortogonal.
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos M < 1, (ver [Beh00]).



3.3. Estimativas na aproximacao ao equilibrio em grafos auténomos 43

Demonstragdao. (Teorema Seja P uma matriz de dimensao N x N, estocastica e
ergédica. Ordenamos os valores préprios de P de modo que 1 > |Ag| > ... > |Ag|. A
cada Ay, corresponde um vector préprio, entao existem tantas repeticoes do valor préprio
Az quanto o valor da sua multiplicidade geométrica. R é o nimero de diferentes blocos
de Jordan ou vectores proprios independentes. Para uma leitura mais clara distinguimos

trés casos, comecando pelas matrizes diagonalizaveis.

Suponhamos de momento que P ¢é diagonalizavel, entao existem N valores proprios,
(R =N), 1> |X| > ... > |\n|, e N vectores préprios correspondentes, vi,...,vn.
Repare-se que a diagonalizacao tem lugar em C, logo os valores e vectores préprios podem
ser complexos. Temos
P=SDS™!

onde D é uma matriz diagonal cujas entradas sao os valores préoprios de P, as colunas u;
de S sdo os vectores proprios direitos de P e as linhas v; de S~! sdo os vectores préprios
esquerdos de P associados a ;.

Uma vez que m é um vector préprio esquerdo associado a 1 podemos escolher a primeira
linha de S~! tal que v; = 7. Resulta que a primeira coluna de S é u; = (1,...,1), i. e.,
o vector préprio u; associado a 1 satisfazendo u; - v1 = 1, de modo a garantir S~1S = Id.

Para k arbitrario temos,

Pt = (SDS ) =sDkg 1 =

1 we(l) ... upn(l) (10 ... 0 ] m T2 ... TN
_ 1 w(2) ... un(2) 0 (M)F . : va(l)  v2(2) ... wa(N)

: : : : 0 : ; ' :

1 wa(N) ... uny(N) 0 ... 0 (An)E | on(1) on(2) ... wn(V)

o0 que nos permite escrever as entradas de P¥ da seguinte forma:

N
PR j) =m+ > Mur(iop(j), forl<i,j<N.
L=2
Donde
N
PG, G) =) = 3 Aunee ()
L=2

IN

N
A fur (@) oz ()] -
L=2
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N
Uma vez que M = maxz lur ()] |vr ()] ndo dependem de k, obtemos:
17]
L=2

< - , 1<4,3<N
j min; 7
Finalmente,
(1P -ml) i
1,7 T - minl y )

Para matrizes diagonalizdaveis provamos o resultado, suponhamos agora que P nao é di-

agonalizavel e representemos por m* a dimensao do maior bloco de Jordan associado a
. | — *

Aj A = AR

Repare-se que, é possivel que existam mais do que um valor préprio A, com |[A.| = \*,
de momento consideramos um caso particular: A matriz P tal que Ay é o tnico valor
préoprio com modulo A* e para todos os valores proprios excepto Ao as multiplicidades
geométrica e algébrica coincidem. Isto significa que os blocos de Jordan associados a
todos os valores proprios excepto As tém dimensao um, logo R = N —m*+ 1. Além disso,
é possivel que existam blocos de Jordan associados a Ay com dimensao n < m*, assumimos
por agora que a dimensao de cada um desses eventuais outros blocos é um. A ideia de
considerar este caso particular intermédio é evidenciar a questao principal da existéncia
de um bloco de Jordan que controla a convergéncia dos outros blocos, simplificando toda

a restante estrutura da matriz.

Nas condigoes definidas acima, a decomposicao de Jordan de P é dada por
P=SDS™!

onde as colunas de S sdo vectores préprios, ou vectores proprios generalizados, direitos de

P, e as linhas de S~! sdo vectores préprios, ou vectores proéprios generalizados, e a matriz

1 0 ... ... 0o |
0 Jo
D = A3
0
0 .o s 0 ANt |

¢é a forma normal de Jordan de P contendo um bloco de Jordan .J,, associado a Ao com



3.3. Estimativas na aproximacao ao equilibrio em grafos auténomos 45

dimensao m*, tal que

[ 1 ... 0 ]
0 X . 0
o=
SRR |
0 ... 0 A

Usando a decomposicio de Jordan de P temos para P*:

Pt = (spsh)r=

1 w(l) ... upn(1) 1 0 0 T T ... TN
_ 1 UQ(Q) uN(2) 0 (JQ)I‘? ’1)2(1) 02(2) ’U2(N)
: : : : ) 0 : : ' :
L ow(N) oo un(N) [0 ... 0 Qyemes) | Lov(@) on(2) ... on(N)
onde
| (A2)" <]1€> (Ag)k—1 o . m*k_ . (Ag)F—m+1 ]
0 (A2)F (lf) (M)t . m*k_ ) (Ag)k=m"+2
(J2)" = : 0 (A2)* ' :
(o
. 0 0 . 0 (A2)* |

Entao podemos escrever a entrada (i, ) de Pk através da seguinte expressao:

m*—1 m*—r
k
k. - k—r . .
P = e 3 ()0 > @@
N—-m*+1 (3.17)
Z A 01 (1) Wi —1(5)
=3
que nos permite obter para k > 2(m* — 1):
k m*—1m*—r
P -ml < (0 )0 T S )l +
=0 = (3.18)

N

+OE Y fu@w()]

l=m*+2



46 3. Matrizes de adjacéncia nao reversiveis

Escrevendo
m*—1m*—r
M = nggx Z Z |tt41(8) V441 ()]
r=0 [=1
€
N
@ = max > @)
l=m*+2
temos
& ( k )(}\*)km*+1M 4 (/\*)kQ
PR, ) — 7 .
max (M> < 1 : . (3.19)
2,7 Uy min; 7

Vejamos agora o caso geral, ou seja, uma matriz tal que todos os valores préprios podem
ter blocos de Jordan de dimensao mjy > 1. Recordemos que os valores préprios estao

numerados de modo que 1 > |Ag| > ... > |Ag|. A forma normal de Jordan para P é dada

por ~ _
1 0 ... ... O
0 Jy
D= ": J3
0
0 .0 Jr |
com _ _
AL 1 0
0 X 0
Jr = L
1
| 0 0 A |

definindo S;, = ZZL:_ll my e tendo em conta a construgao da igualdade (3.17]), obtemos

facilmente

R mp—1 k mrp—r
P = Y 3 (D)oY s s, (1 (:20)
L=2 7=0 =1
Tomando m = maxyeqo,... py mr, temos para k > 2(m —1)

R mp—1lmp—r
. k —m . .
PHi) — | < }j(mL_l)w SYSY g, (Do, ()] (3:21)

L=2 r=0 [=1
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Entao

k(o - & k w\k—m +1mL_1mL_T , -
P -m] < 3 (5 O S S s, (s, )] (322

myr — 1
= \'ML =0 =1

De modo a obter uma estimativa superior de §(k) que envolva apenas \*, observamos o

seguinte:
Se m* > mp, para qualquer L € {0,..., R}, isto é, m* = m, entdo temos, para
kE>2(m—1),
k k .
A k—mp+1 < )\* k—m*+1 3.23
(g1 e < (5 e (323)

Se m* < m, existe kg tal que, para todo o L € {0,..., R}, para k > ko

(mLk—l)M”k_mLH = < ’ >(A*)k_m*“- (3.24)

m* —1
Assim, obtemos

R mp—1mp—r

Pk(i,j)—wj’ < <m*k_ 1)()\*)'“_’"*“2 o> lwrsy (Dvierss, ()]

L=2 r=0 I[=1

para todo o k > ko, onde kg satisfaz kg = 2(m* — 1) se m* = m, ou, se m* < m, ko é
tomado de modo a satisfazer (3.24]).

Finalmente, escrevendo

R mp—1mp—r

M:H%?XZ Z Z |ul+SL(i)Ul+T+SL(j)|

L=2 r=0 I[=1

obtemos
s M( k )()\*)k_m*“
max ‘P (Zvj)_ﬂj‘ < m*—l' ;
ij j ming m
para k a partir de certa ordem. ]

O teorema anterior mostra essencialmente que, no caso geral, o erro relativo na apro-
ximagao a distribuicao de equilibrio em funcao do nimero de iteradas é limitado por uma
poténcia de A* mas nido (A\*)¥ como no caso diagonalizdvel. A convergéncia é atrasada
pela presenca de blocos de Jordan de dimensao m* > 1 associados a A; tais que [A;| = \*.
Assim, a dimensao méxima dos subespacos préprios associados aos valores préoprios com

moédulo A* assume um papel fundamental na determinacao da velocidade de convergéncia
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para o equilibrio. Este teorema fornece uma estimativa 1til e de facil aplicagao quando
se trata de matrizes com blocos de Jordan de dimensao razoavel, no entanto, se a desi-
gualdade (3.24)) da demonstragao é necessaria, entao o resultado torna-se mais dificil de

aplicar.

Nota 3.3.4.2. Da demonstracido do Teorema nomeadamente da condi¢ao (3.22]),
tiramos facilmente a sequinte conclusdo: Nas condicoes do Teorema [3.5.5, existe uma
constante M tal que

(5 oyt

m—1

s(k) < (3.25)

min; 7

para k > 2(m — 1), onde m é a maior das dimensoes dos blocos de Jordan presentes na
forma normal de P. A desigualdade (3.25) é mais fraca do que a desigualdade (3.15) mas
é verificada para k > ko = 2(m — 1) enquanto no Teorema m a ordem ko mdo estd
definida.

3.4 Estimativas na aproximacgao ao equilibrio em grafos nao

autéonomos periodicos

Nesta seccao regressamos ao contexto dos grafos nao autéonomos definidos na Secgao
do Capitulo 2| e introduzidos em [AS12]. No seguimento do que apresentdmos para o caso
auténomo, fornecemos agora uma estimativa para a aproximacao ao equilibrio em funcao
do numero de iteradas para grafos nao auténomos periédicos, sem nenhuma hipdtese
de reversibilidade sobre as matrizes de adjacéncia, generalizando assim as estimativas
obtidas no capitulo anterior. Mantemos a hipétese de ergodicidade para todas as matrizes
(Bi)i=0,...p—1. Os teoremas seguintes, demonstrados em [SSF14b|, utilizam defini¢es e
resultados apresentados no capitulo anterior, a partir de [AS12] e [SSF14a], nomeadamente
a definicao de grafo néo auténomo G = (V, (E;)$2,) e distribuigao de equilibrio II.
Recordamos que, pela Proposicao A* é comum a todas as matrizes produto Bj,

j €{0,...,p— 1} e o erro relativo maximal na aproximagao das componentes de II por

(Bf, cel B;f_l) é dado por (Defini¢ao :

Estamos entao em condigOes de apresentar uma versao do Teorema [2.2.4] para grafos
nao auténomos a custa do segundo maior valor préprio em médulo \*, supondo cada uma

das matrizes B; ergddica.
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Teorema 3.4.1. Consideremos um grafo nao auténomo G, p-periddico, com matrizes

estocdsticas Py, ..., P,—1, e matrizes associadas By, ..., By 1 tais que cada By € ergddica.
Entao existe My tal que
«f k—1
()\*)k—m < >MO
m* — 1
o(k) < -
ming 7(0)

para k a partir de certa ordem, onde m* € a maior das dimensoes dos blocos de Jordan

associados aos \; tais que |\j| = \*.

Nota 3.4.1.1. 1. Uma vez que a multiplicidade geométrica dos valores proprios coincide
em todas as matrizes produto B;, entao também coincide a dimensdo dos blocos de

Jordan correspondentes.

2. O Teorema[3.4.1] generaliza o Teorema[2.2.1( onde pelo menos uma das matrizes B; é

reversivel.

3. Tal como no caso auténomo, obtemos uma estimativa mais simples se alguma das
matrizes B; € diagonalizdvel, (e consequentemente todas), obtendo nesse caso a desi-

gualdade:
()\* )k— 1 MO

ok) < miny 7¢(0)

,  para qualquer k.

Demonstragao. (Teorema |3.4.1) Sabemos da sec¢ao anterior que para cada B existe uma
estimativa superior de §(k) que depende de A*. Vamos provar que essa mesma estimativa
funciona para todos os B;. Aplicando a igualdade (3.20) a By(i,j) temos

P mp—1 k mrp—r
B = mo)+ Y Y (1) owt > s (s, )

Por outro lado
B+l _ Ep k
Bj = P...Pp(Py...Py,1)"Py=P1...P,_1ByP.

Definindo Pj = P, ... P,_1 e usando m(0)Py = 7(1), estamos em condicoes de escrever a

entrada (4, ) da matriz Bf 1

(iv S)Bg(s) t)PO(tvj)

N

B4 = >
N N R mp—1 k mrp—r

= 3 Pis) (m<o>+§j (How— > vHsL(s)uHHsL(t)) Po(t,)

=1

N N R 77:1,71 k mrp,—r
= )+ Y P (Z (How= > vl+sL<s>ul+r+sL<t>> Rult. )

=1

3
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E finalmente, usando a mesma notacao da prova do Teorema obtemos

* k
Bt om0 a
(1) = (1) ;PO(ta]);PI (i,8) x

P mp—1mp—r

XH;%XZ Z Z V115, (8)Uigrysy (F)]

L=2 r=0 I[=1

(A*)M*H( ¢ >M0

m* — 1

IN

Zﬂ't(o)PO(taj)

(1) ming o () —

(A*)M*H( ¢ >M0

m* — 1

min; 7;(0)

para k a partir de certa ordem. Usando os mesmos argumentos provamos a desigualdade

para todos os By, com [ € {0,...,p—1}. O

3.5 Exemplos

Nesta seccao apresentamos exemplos do comportamento de matrizes ergédicas, ou seja
cadeias de Markov ergddicas (homogéneas e nao homogéneas), quanto a convergéncia

para o equilibrio, ilustrando as estimativas obtidas anteriormente.

Exemplo 3.5.1. Seja

0 3 0 3
P20
0 3 7 2
s 05 3

a matriz de adjacéncia estocdstica associada a certo grafo G. P € diagonalizdvel, com

A= 7“5;/5 e M = 774“13?)3\/5. Temos

k
29745+ 3335 (1+ 5 A
< = ~ 1. .
5(k) < = e ( o ) 1.61(0.2697)",

para qualquer k > 0.
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Exemplo 3.5.2. Consideremos agora uma matriz nao diagonalizdvel

Entao \* =

associado a

com o Teoremal3.5.

matriz Pk:

1
6
1
6

S(k) < 613<§)<1>k2214167.k(kn

775

2004

21
668
141
668
201
668

941
8016

681
2672
6367

40080

1757
8016

3739 59
8016 2004
3397 581
8016 2004
3341 2137
8016 10020
307 295
8016 668

tem multiplicidade algébrica 3 e geométrica 1, pelo que o bloco de Jordan

tem dimensao m =

3. Temos também M = 675/334, entao, de acordo

6k72

existe uma estimativa para o erro relativo mazrimal das entradas da

, para todo o k > 4.

Neste caso a convergéncia para a distribuicdo de equilibrio é mais lenta quando comparada

com a convergéncia de uma matriz diagonalizavel. Com efeito, para k > 4, temos §(k) >

M()\*)k
min; m;
exemplo.

, logo, a estimativa esperada para matrizes diagonalizdveis nao seria verificada neste

Exemplo 3.5.3. Consideremos agora um grafo ndo autonomo de periodo 2, cujas matrizes

de adjacéncia estocdsticas ,de dimensao 3 X 3, sao as matrizes Py e P, definidas por:

FEntao

191
720

By= PP = | 13

sao ambas diagonalizdveis com \* = %, My = %, pelo que 0(k) <

k.

720
3
16

11 79
360 120
113 67
360 120 | °
1 7
24 8

101 319

1440 480

293 307

1440 480 | °

3 23

32 32

1
2

=10
1
6

By = PPy =

B‘»—A = O

PSSR TR

71
360
19
180
1

8

50
3

13
360
8
45
1

16

O

para qualquer
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Capitulo 4

Taxas de convergéncia universais
numa familia de sistemas nao

autonomos

4.1 Familia de funcoes tenda cortada

Seja I = [-1,1] e f : I — I uma fungao continua com m pontos criticos, —1 < ¢; <

. < ¢y < 1, mondétona nos m + 1 intervalos I; entre os pontos de viragem. Nestas
condicoes f diz-se uma funcao m-modal. Os exemplos mais simples de fungoes m-modais
sdo as chamadas funcoes dentes de serra. As funcoes da familia dentes de serra cortada
constituem bons modelos na teoria de amassamento uma vez que sao suficientemente ricos
para conter todas as sequéncias de amassamento, ou seja, todas as sequéncias simbdlicas
admissiveis sao realizadas como itinerario critico para alguma funcao desta familia. Neste
capitulo consideramos uma familia de funcoes dentes de serra cortada, unimodal — a
familia das tendas cortadas — e estudaremos o sistema dinamico discreto nao auténomo de
periodo 2 que se obtém pela composicao sucessiva alternada de dois elementos, fo, f1, dessa
familia. Trata-se da familia de fungdes a um parametro v € [—1,1], f¥: [-1,1] — [-1,1],
definida por

1— 2z, T > 1%”
file) = q v, vt <ax < AP (4.1)
1+ 2z, x < ”T_l

com v € [—1,1]. O gréfico de f 2 estd representado na Figura u O parametro v desta

53
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08+

Figura 4.1: Grafico de f%.

familia de fungoes corresponde a altura onde a funcao tenda, definida de seguida, é cortada:

B T (x)=1-2z, >0
Te) = {T*(x)zl—i—%‘, x <0 (42)

A funcao f, obtém-se a partir de 1" tomando esta constante com valor v no intervalo

[— ”51, %] Ao intervalo [—%51, %] chamamos patamar, assim v coincide com a altura

do patamar.

4.2 Produto cruzado

Neste capitulo optamos por usar a definicao de sistema dindmico nao auténomo usando a
ideia de produto cruzado, introduzida por Elaydi e Sacker em [ES05a] e [ES05b| para lidar
com sistemas nao auténomos peridédicos. Apesar de a estrutura do sistema dinamico ser
bastante intuitiva — a iteragao sequencial de uma sucessao f,, de funcoes, — esta escolha
surge naturalmente para superar dificuldades de notacao e definir com rigor os conceitos
envolvidos, nomeadamente a renormalizacao. Comegamos por fazer a analogia com os
sistemas dinamicos auténomos.

Dado um intervalo I € R, chamamos sistema dindmico discreto auténomo a uma

funcao F': I x ZO+ — I, continua, que satisfaz
1. F(x,0) = xo,Vx € [;
2. F(F(xo,n),m) = F(xg,n+m),Vzg € I,n,m € Z.

ou seja, F' satisfaz as propriedades de semigrupo, (ou grupo, se f é invertivel).
Claramente a igualdade F'(z,n) = f"(z), com = € I, onde f é continua, satisfaz as
condigoes acima e define um sistema dinamico discreto auténomo. Consideremos uma

sucessao de fungoes f, : I — I,n € Zar e o sistema nao auténomo gerado por F' :
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I X Z§ x Z§ — I x Z§ tal que F((z,i),0) = (x,i) e paran > 0,

F((,i)n) = (fim10...0 fila),n+i). (4.3)

O sistema assim definido satisfaz

F(F((x,z),n),m) = F((fi-!—n—l ©...0 fi(x)un"i_ Z)7m)
= (fmtnti-10...0 foyi (fixn—10...0 fi(z)) ,m +n +1)

= (fm_,_n_,_i_lo...fn+iofi+n_1o...ofi(x),m—l-n—l—i)

= F((x,i),m+n)

para n,m € Zar. O formalismo do produto cruzado surge assim para assegurar a gene-
ralizacao das propriedades dos sistemas auténomos. Por outro lado, essas propriedades
permitem interpretar o sistema nao auténomo como um sistema auténomo num espago de
dimensao 2. Grosso modo a primeira coordenada de F indica o resultado da iteracao e a
segunda coordenada de F' guarda a posicao onde a iteragao comeca.

Usaremos a notagao simplificada F'((x,i),n) = F™(z,i). Se a sucessdao de fungoes
fn € periédica de periodo k, isto é, frir(z) = fu(x),Vx € I,k € N, entdo basta tomar
i€{0,...,k—1} e aigualdade escreve-se

Fn(fbal) = (f(i+n—1)modko"'Of’i(m)7(n+i)mOdk)‘ (44)

Nas préximas secgoes estudaremos o sistema nao autéonomo F', definido através do produto
cruzado, gerado pela iteracao alternada de duas fungoes fv e f%, ambas da familia das
tendas cortadas, onde (v, w) € [—1,1]2, fazendo fo = f e f1 = f¥.

No que se segue os valores ¢ + n deverao ser entendidos mod k. Chamamos 6rbita de

(z,4) através de F' a sucessao dos pares

(%,i), (fz(x)vz + 1) ’ (fz-i—l(fz(x)),’b + 2) yeun

Chamamos 6rbita de x através de F'(-,7) & sucessao das iteradas

z, fi(x), fir1 (fi(2)), fiva (fix1 (fi(2))),. ..

4.3 Dinamica simbdlica

Definigao 4.3.1. O itinerdrio ip(x) de um ponto x sob iterag¢ao da fungao tenda T € uma

sucessao de simbolos em {L,0, R},

lT(x) = X1X2 . Xn
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com n=min{n > 1:T"(z) = 0}, tal que X; = ad (T"(z)), onde

L se <0
ad(x) = 0 se z=0 . (4.5)
R se >0

O itinerario sera uma sequéncia simbdlica finita terminada em 0 se x for uma pré-

imagem de 0, caso contréario serd uma sequéncia infinita nos simbolos L e R.

Nota 4.3.1.1. As sequéncias finitas — correspondentes a pré-imagens de 0 — podem ser
codificadas como sequéncias infinitas apenas com os simbolos L e R, mais, cada sequéncia
finita X = X1 ... X,_10 tem dois representantes no espago simbdlico das sequéncias infi-
nitas em L e R, a saber, X = X1... X, 1LRL® e X = X1 ... X,,_1RRL*. Nao se trata
de sequéncias distintas mas apenas de trés possiveis representacoes da mesma Sequéncia
que identificaremos sempre por X = X1...X,_10. E esta identificagao, (do mesmo tipo
que se faz com 0.(9) e 1), que permite definir uma conjugacao entre a funcao tenda em

[—1,1] e a fungao deslocamento em 3 (ver [Dev89]).

Consideremos o conjunto ¥ contendo todas as sequéncias simbdlicas nos simbolos
{L,0, R} definidas anteriormente, isto é, contendo as sequéncias X = X; ... X, tais que
X; #0parai<mnen=-+oo ou X, =0.

O nimero de simbolos de uma sequéncia X diz-se comprimento da sequéncia e é
representado por |X|. Assim |X;...X,| =n, com n € N ou n = 0.

Definimos em 3 a aplicacao deslocamento:

o:2\{0} — X
O'(XlXQXg .. ) - X2X3 .

Consideremos o sinal associado a cada simbolo X;, parai € {1,...,|X|— 1}, da sequéncia
X:
1 se X;=1L
€(XZ) = 0 se XZ' =0
-1 se X;=R

O sinal de cada simbolo X; estd relacionado com a monotonia do troco da funcao no
intervalo correspondente a X; e, assim, o produto dos sinais ;(X) = H;':1 e(X;) indica a
monotonia da funcao 7" numa vizinhanca de x.

Dado X € ¥, definimos a funcao

x|
(I)(X) - _Z EZ;‘:()a
=1
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onde & (X) = [T}, e(X;).
Definimos L < 0 < R e —R < 0 < —L seguindo a ordem induzida naturalmente pelo
intervalo I, de modo a munir o conjunto das sequéncias > com uma relacao de ordem:
Dadas duas sequéncias X e Y em 3, dizemos que X < Y seexiste 0 < r < min{| X/, |Y|}
tal que X; =Y, sei <rAe_1(X)X, <e—1(Y)Y,.

Dotamos ¥ da topologia induzida pela métrica:

d(X,Y) = i |5(X1)2_25(Y1)|
i=1

Esta métrica vai de encontro a ideia de que duas sequéncias com um grande bloco inicial
de simbolos coincidentes estao proximas.

Temos os seguintes resultados:

Proposicao 4.3.2. Dadas duas sequéncias X eY em X:
1. Se X <Y entao ®(X) < ®(Y);
2. ®(X) C [-1,1].

Demonstragao. 1. Se X <Y existe n < max{|X]|,|Y|}talque X;... X;1 =Y1... Y1
e X, # Y, entdo,sei <n—1, ;(X) = ¢;(Y). Suponhamos que €, (Y)—¢e,(X) = —2.
Temos €4, (Y) — €p+n(X) < 2 qualquer que seja k > 0, entao

Y] | X

&i(Y) &i(X)
IR PO eR o
= i=n
Y| | X
- En X) gi(Y) gi(X)
- (a5t 0 3 o
i=n+1 i=n+1
—5n X) 1 o= 2
( +om D
i=1
-~ zsn X) 1 2 1
< + Qn_1> = <2n to1) =0
Justificacao da desigualdade estrita:
Verifica-se v X
Y X [eS)
Ei(Y) El(X) 1 2
> 5T X Ty Smly
1=n-+1 i=n+1 i=1

e a igualdade s6 é realizada se 0" t1(X) = 0"+ (Y) = RL*. Juntando as hipéteses
en(Y) —en(X) = =2, X5... X1 = Y1...Y,_1, estarfamos na presenca de duas



58 4. Taxas de convergéncia universais numa familia de sistemas nao auténomos

sequéncias que sao representantes da mesma sequéncia finita, mais precisamente

X1...X,-10, o que contraria a hipdtese inicial.

Suponhamos agora que €,(Y) —e,(X) = —1, uma das sequéncias é necessariamente

finita e assim temos

Também neste caso a igualdade sé seria atingida se ¢""1(X) = RL* (supondo X

infinita e Y finita) o que faria de X um representante da sequéncia finita Y.

2. Tomemos X a menor e Y a maior sequéncia em Y, respectivamente X = L™ e
Y = RL™®, temos ®(X) =—-> 2 & =-1e®(Y)=—(—3+> 7,5 ) =1 Uma
vez que no ponto anterior se provou a monotonia de ®, o resultado segue.

O]

Proposicao 4.3.3. A funcdao ® ¢ uma conjugacdo entre a aplicacdo deslocamento o em
Y\{0} e a funcao tenda T em [—1,1], assim, ®(c(X)) = T(®(X)) e o sequinte diagrama

€ comutativo:

s\ — v

ool

I —— 1

Demonstragao. Continuidade de @ em X:: Seja X uma sequéncia em ., dado § > 0 tome-
mos n tal que 27" < § e consideremos uma sequéncia Y tal que d(X,Y) = > 27 le(Xa)—e(¥i)l

i=1 o7 <
27" Assim

1D(X) — B(Y)| = >ie £(X5) _ Z@oo;f(yz)

2t 2

< 35 20X — <)
i=1

< 27" <é
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Seja X = X1X3..., suponhamos que X; = L, entao ®(X) < 0.

|X]—1

E(XQ) €.+1(X)
=1 i=1
|X|—1 ¥
= =2 Z €i+1<X) — _2| ‘ gl(X)
- S ogitl T o
=1 =2
Por outro lado,
|X] IX]| x|
i gl(X) _ ErL(X) - €Z(X> 1
=1 i=1 i1
|X]
&i(X)
- _QZ 2i :
i=2
Se X1 = R a prova ¢é analoga. -

Notagao. Dada a sequéncia X € X, identificamos Xy ) com o bloco simbdlico Xi ... X).

De forma andloga ao que foi feito para a funcdo tenda, vamos definir o itinerario
ip(x,1). Neste caso usaremos o mesmo conjunto de simbolos {L, R,0} para a primeira
componente do itinerario, enquanto a segunda componente guarda a informacao sobre a

primeira funcdo a aplicar:

ip(x,1) = (ad (fi(x)),ad (fix10 fi(x)),...,ad (fizno...0 fi(x)),i + 1)

usando ad definido em (4.5) e n = min{n > 1: f,4;0...0 fi(z) = 0}.
O itinerario de (z, i) por F' é um par cuja primeira componente é uma sequéncia finita
de simbolos L e R e ultimo simbolo 0 se e s6 se (x,7) é uma pré-imagem de (0, k), para

algum k, caso contrario é uma sequéncia infinita de simbolos L e R.

Nota. O itinerario assim definido traduz simbolicamente a érbita de (f;(x),i+1) e ndo de
(z,1).

Definigao 4.3.4. Chamamos projec¢ao a funcao m que faz corresponder a um par (y, z)
a sua primeira componente y. Aplicaremos m em ambos os casos (z,1) ou (X,1), ou seja,
m(z,i) =z en(X,i) = X.

No nosso contexto as sequéncias finitas sao identificadas com sequéncias infinitas de
forma distinta consoante o comprimento da sequéncia seja par ou fmpar, como veremos

mais a frente.

Definicao 4.3.5. Dadas duas sequéncias X,Y em ¥ e i € N dizemos que (X,1) < (Y, 1)
se X <Y.
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Ou seja, a relagao de ordem na fibra é induzida pela projeccao.

As definicoes anteriores permitem estabelecer as seguintes relagoes:

Proposicao 4.3.6. Consideremos o sistema dindmico nao auténomo F e os pontos x,y €
I,

1. se fi(z) < fi(y) entao ip(z,i) <ip(y,i).
2. seip(x,i) <ip(y,i) entao fi(x) < fi(y).

Demonstragao. 1. Consideremos z,y tais que fi(z) < fi(y) e ip(z,i) # ir(y,i), existe
n>1tal que X; = Y;, parai <ne X, # Y,. Assim temos 7 (F" !(z,7)) e 7 (F" (y,1))
num mesmo intervalo da particdo de I, pelo que m(F"™(-,4)) é mondtona no intervalo
[fi(x), fi(y)], e m (F™(x,7)) e m (F™(y, 1)) pertencem a intervalos distintos da particao. Se
en—1(X) = 1 entao w(F"(-,i)) é crescente, donde 7 (F"(x,i)) < 0 < w(F"™(y,i)) logo
irp(x,1) <ip(y,i). Se en—1(X) = —1 ent@o w(F"™(-,4)) é decrescente, donde 7 (F"(x,7)) >
0 > 7 (F™"(y,17)), logo ip(x,i) < ip(y,i). Invertendo o argumento prova-se a segunda
desigualdade. O

4.3.1 Sistema nao auténomo de periodo 2

Doravante consideramos um sistema F', definido como anteriormente, de periodo 2, tal
— v w
que (f07f1> - (f 7f )
Evidentemente uma sequéncia arbitraria nao é necessariamente admissivel como (pri-
meira componente do) itinerario de um ponto (z, ). Pretendendo saber quais as sequéncias

simbodlicas realizadas por F', comecamos por apresentar algumas definigGes:

Definigdo 4.3.7. Dada uma sequéncia X € ¥, dizemos que X € mazimal se o?F(X) <
o(X), Vk € N.
Analogamente dizemos que X € minimal se o**(X) > o(X), Vk € N.

Se | X| < oo entdo as desigualdades anteriores sao estritas.
Dizemos informalmente que (z,47) é uma pré-imagem (de ordem) par de 0 se (z,i) é
tal que m (F?(z,i)) = 0, ou seja se |7 (ip(z,i))| é par, e (z,i) é uma pré-imagem {mpar

de 0 se 7 (F%*l(m,i)) =0, ou seja se |w(ip(x,i))| é impar, para k > 1 inteiro .

Definigao 4.3.8. Designamos K, = (K, K') = (7(ir(0,0)),m(ir(0,1))) como par de
amassamento associado ao sistema F', sendo F' o sistema gerado pelo par de aplicagoes

(fo, f1) = (f*, f¥) com p = (v,w). (K° K" diz-se invariante de amassamento.

Definigao 4.3.9. Dizemos que (X°, X1) € X x ¥ € admissivel se existe um par p = (v, w)
tal que K, = (X%, X1).

Representamos por E}L o conjunto dos pares de amassamento admissiveis.
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Teorema 4.3.10. Um par (X°, X1) € ¥ x ¥ € admissivel se e s6 se
oM(XY) < xOFmmod2 i =0,1, neN. (4.6)

Nota. As condigoes de admissibilidade implicam em particular que cada uma das sequéncias

X% e X! seja maximal.

Demonstra¢do. Suponhamos que (XY, X1) verifica a condicao (4.6)), isto é, para k > 1

inteiro,

O_Qk(XO) < XO,
O_Zk—l(XO) < Xl
O_Qk(Xl) < Xl,
O_Zk:fl(Xl) < XO’
consideremos v = ®(X?), w = ®(X!) e o sistema F(-,i) definido usualmente, com

(fo, f1) = (fY, f*). Usando as proposigoes e temos para qualquer k

(X <X = (X)) <X = T*@(X") <X o

s T*@w) <.

Do mesmo modo temos T?*~1(v) < w e assim a érbita de = 0 através de F(-,0)
nao entra em nenhum patamar a nao ser eventualmente num dos extremos. Usando os
mesmos argumentos provamos que a érbita de z = 0 através de F'(-,1) ndo entra em
nenhum patamar a nao ser eventualmente nos extremos, pelo que o itinerario de (0,1),

com i = 0,1, através de F(-,4) é realizado por X*. A reciproca é imediata. O

Nota. A prova do teorema anterior fornece um método explicito para obter pardmetros

que realizam cada par de sequéncias admissiveis.

O Teorema [4.3.10| permite identificar as sequéncias K° que tornam o par (K% K1)

admissivel, fixada uma sequéncia K! e vice-versa, como estabelece o seguinte corolario:

e

Corolério 4.3.11. Dada uma sequéncia X em %, maximal, o par (X,Y) € um par de
amassamento admissivel se e s6 se Y ¢é mazimal, 0** 1Y) < X e ¢ 1(X) <Y, para
k € N. (Analogamente o par (Y, X) ¢ admissivel se e s6 se Y é mazimal, c?*~1(Y) < X
e o?*1(X) <Y, para k € N.)

Exemplo 4.3.1. Apresentamos as sequéncias mazximais de comprimento par menor ou

igual a 6:

e L0, RO;
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e LRLO, RRLO, RLRO, RLLO;

o LRLLLO, RRLLLO, RRLRLO, RRRRLO, RLRRRO, RLRRLO, RLLRLO, RLLRRO,
RLLLRO, RLLLLO.

Os pares (RO, RLR0) e (RLRRLO, RLLO) sao admissiveis enquanto o par (RO, LRLO)
nao € admissivel.

Repare-se que no contexto auténomo da dinamica simbdlica gerada pela iteragdo de
uma tenda cortada, a sequéncia X = RLRRLO nao seria admissivel como invariante
de amassamento uma vez que 03(X) = RLO > X, no nosso caso esta desigualdade é

wrrelevante para as condi¢oes de admissibilidade.

Definicao 4.3.12. Dado p = (v,w) consideremos o sistema dindmico ndo auténomo F,
de periodo 2, com (fo, f1) = (f¥, f*), com invariante de amassamento K, = (K° K1).
Dizemos que o par (X,1) é p-admissivel se existe v € [—1,1] tal que X = 7 (ip(z,i)). O

conjunto das sequéncias p-admissiveis € representado por Z;‘.

O resultado seguinte mostra que, tal como no caso auténomo, o invariante de amas-
samento K, = (K K') = (7 (ir(0,0)),7 (ir(0,1))) determina o conjunto de todas as

sequéncias p-admissiveis:

Teorema 4.3.13. Um par (X,i) € ¥ x {0,1} € p-admissivel, com K, = (K°, K'), se e

80 se verifica a sequinte condi¢ao
oM(m(X,i) < KOtimod2 ., N (4.7)

Demonstragcao. Suponhamos que a condicao é verificada para p = (v,w) € [~1,1]% e
consideremos o par de amassamento K, = (K% K'). O parp’ = (¢v/,w') = (®(K?), ®(K"))
realiza o par de sequéncias de amassamento correspondente a p mas a érbita de 0 através
de F(-,i), com i = 0,1, ndo entra nos patamares a nao ser eventualmente nos extremos.
Assim podemos supor (v, w) = (v/,w').

Tomemos uma sequéncia X que verifica a desigualdade , vamos mostrar que existe
x, tal que fo(x) = v ewv = ®(X), que realiza (X, 0) através de F' com (fo, f1) = (Y, f*),
(para m(X, 1) é andlogo). Pela Proposi¢ao[d.3.3) X = ip(z). Podemos escolher z num dos
extremos do patamar, para fixar ideias escolhemos o extremo esquerdo. Se a Orbita de x
nao entra em nenhum patamar temos imediatamente X = ir(x) = 7(ip(x,0)). Suponha-
mos agora que existe k par, tal que, m (Fk (z, O)) entra num patamar, e suponhamos que
nio é no extremo, entdo o¥(X) = ity (T*(x)) > n(itr(F¥(0),0)) = K°, o que contraria a
hipétese, pelo que © (F k(x, 0)) s6 podera igualar um extremo do patamar. Se k é impar
teremos a mesma conclusio por o(X) = itp(T*(x)) > n(itp(F¥(0),0)) = K'. Em ambos

os casos temos X = ip(z) = 7 (ip(x,0)). A reciproca é imediata. O
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Exemplo 4.3.2. Consideremos o par de amassamento (K°, K1) = (RLLO, R0). Temos
®(KY) = 0.875 ¢ ®(K') = 0.5. No grdfico sequinte (Fz'gum estd representado o par
de fungoes (f¥, f*) com (v,w) = (0.875,0.5). Podemos verificar que as projec¢ées dos
itinerdrios de 0 por F(-,0) e por F(-,1) coincidem com as sequéncias (RLLO, RO).

Se mantivermos v = 0.875 fizo e subirmos o patamar w, o itinerdrio de 0 por F(.,0)
mantém-se. Entdo, no espaco de pardmetros [—1,1]> vamos encontrar um segmento de
recta (v = 0.875,0.5 < w < 1) correspondente a sequéncia RLLO, veremos na proxima

seccdo que o segmento referido € efectivamente parte do osso correspondente a sequéncia
RLLO.

0.875,

-10 .5 0.3 10

-05F

Figura 4.2: Gréficos de fy = f' e f1 = %, para (v,w) = (0.875,0.5).

E usual em dinamica simbdlica identificar uma sequéncia finita X[; ;)0 com as sequéncias
infinitas periédicas X[y ,,)(LK)> ou X[j ,)(RK)>, onde K é o invariante de amassamento.
No entanto, no contexto nao auténomo, dado o par (X, ) temos de observar qual a pari-
dade de |X|, de |K°| e de |K!'|. Com efeito, a interpretacdo do par (X,i) = (X[ 0, 1),
num sistema com invariante de amassamento (K°, K'), depende da paridade da posicao
do simbolo 0, ou seja, se | X| é par, trata-se do itinerdrio de uma pré-imagem de (0,0),
se |X| é fmpar, é o itinerdrio de uma pré-imagem de (0,1). Para (X[; ,0,0) temos os

seguintes cendrios:

e Se |X| é par e |[K"| é par, a sequéncia X1,n)0 pode ser identificada com uma das
sequéncias X[y, (LK) ou X[y ,,) (RK?)>

e Se |X| é par, |K°| é impar e |K!| é par, a sequéncia X71,n0 pode ser identificada
com uma das sequéncias X[Ln]KO(LKl)OO ou X[Ln}KO(RKl)O"

e Se |X| é par, |[K°| é impar e |K!| é impar, a sequéncia X[1,,10 pode ser identificada
com uma das sequéncias Xy ) (LK°LK")>® ou X}y ,j(RKORK")*>

e Se |X| é impar e |K!| é par, a sequéncia X(1,,)0 pode ser identificada com uma das
sequéncias X[y, (LK) ou X[y, (RK1)>
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e Se | X| é impar, |[K°| é fmpar e | K| é impar, a sequéncia X11,n)0 pode ser identificada
com uma das sequéncias Xy, (LK'LK?)>® ou X} ,j(RK'RK?)*>

e Se | X| é impar, |K°| é par e |[K'| é impar, a sequéncia X[1,7)0 pode ser identificada
com uma das sequéncias Xy ) LK (LK) ou X}y ,JRK'(RK?)*

De forma andloga podemos estabelecer cendrios correspondentes para o par (X[ 0, 1).

4.4 Esqueleto no espaco de parametros

A ideia de representar curvas no espaco de parametros relacionadas com invariantes de
amassamento e estudar a sua estrutura foi introduzida por MacKay e Tresser em [MT88a]
para fungbes bimodais. Vérios autores como A. Radulescu, ( [Rad04]), e L. Silva e Sousa
Ramos, ( [SRO1]), descreveram estruturas deste tipo para outras familias de fungoes a dois
parametros. Nesta seccao vamos descrever brevemente o esqueleto associado a familia de
sistemas nao auténomos F' de periodo 2, que resultam da iteracao alternada das tendas
cortadas (f?, f*), familia a dois pardmetros p = (v,w) € [~1,1]?. Dada uma sequéncia
maximal X com |X| < 0o, quais os pares (v, w) no espago de parametros [—1, 1]? para os
quais o invariante de amassamento K, tem uma das coordenadas X7 A descricao de osso
em [Rad04] é dada apenas para ossos de comprimento par e baseia-se em permutagoes
dos termos das drbitas criticas. Havendo diferencas em relacao aos ossos definidos pelos
itinerdrios criticos, — por exemplo um osso correspondente a determinada permutacgao

corresponde a dois itinerdarios criticos, — a estrutura é essencialmente a mesma.

Definigao 4.4.1. Dada uma sequéncia X maximal de comprimento finito, chamamos
0sso esquerdo associado a X ao conjunto de pontos p = (v,w) em [—1,1]? tais que X
coincide com a primeira coordenada do invariante de amassamento K, e chamamos osso
direito associado a X ao conjunto de pontos (v,w) em [—1,1]? tais que K, tem como
sequnda coordenada X. Escrevemos B°(X) e BY(X) para osso esquerdo e osso direito
respectivamente, isto é, BY(X) = {p = (v,w) : Kg =X} eBYX)={p=(v,w): K; =

X}. Ao congunto de todos os ossos chamamos esqueleto.

Da definicao de osso esquerdo e da descricao apresentada no fim da seccao anterior
resulta que um osso de comprimento par corresponde a um conjunto de pontos onde
o itinerario simbdlico de (0,0) é constante, pelo que podemos tirar conclusoes sobre a
existéncia de bifurcacoes nas vizinhangas dos ossos, embora esse nao seja o objectivo deste
trabalho. Se o comprimento do osso é impar, o itinerdrio de (0,0) sofre alteragoes ao
longo do osso, designadamente quando é intersectado por ossos direitos. Assim, do ponto
de vista da dinamica, os ossos de comprimento impar fornecem informacao que tem de
ser complementada com informagao sobre os ossos direitos que os cruzam. Na Figura [£.4]

estao representados os ossos de comprimento par menor ou igual a 6.
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Definicao 4.4.2. Chamamos drbita critica a uma drbita que contenha o ponto (0,0) ou

o ponto (0,1). Uma drbita diz-se bicritica se contém (0,0) e (0,1).

No resultado seguinte propomos uma descri¢ao construtiva do esqueleto simbdlico, da
qual resultam as Figuras 4.3 e

Teorema 4.4.3. Dada uma sequéncia X mazimal, com |X| = 2n, existem wi,v; € [—1,1]
e um intervalo I,, tais que BY(X) = {®(X)} x [wy,1] U I, x {w}.

{@(X)} x [ws,1] {(X)} x [wi,1]
I, x {w1} I, x {w1}
(a) (X) < (b) ®(X) > wn

Figura 4.3: Representacao dos dois formatos de ossos esquerdos.

Demonstra¢io. Fazendo w; = ®(maxy (0% 1(X))) para k € N e 2k — 1 < |X]|, resulta
que o sistema F' correspondente ao par (®(X),w;) tem itinerdrio critico de (0,0) dado
por X, evidentemente deslizando o patamar de f; no intervalo [wy, 1] o itinerario de (0, 0)
nao ¢ alterado, o que justifica o segmento vertical do osso. Por outro lado, tomemos v
tal que v; = ®(X;...X,_10) onde n é tal que 0™(X) = maxy(c?1X) e k < |X|T+1 A
sequéncia X ...X,—_10 atinge o ponto 0 numa iteragao impar pelo que, sob iteragao do
par (f*, f*1), 0 realiza uma 6rbita bicritica, claramente ®(X; ... X,,_10) nao pertence ao
osso BY(X). Se X < X7...X, 10 entdo

q’(X) < Q’(Xl .. .Xn_lo) = 1.

Nesse caso, ao longo do segmento {w;} x I, =]®(X),v1[ a 6rbita de (0,0) percorre, na
n-ésima iteracao impar, o patamar de f; entre um dos seus extremos e o ponto x = 0,
prosseguindo em seguida com o itinerdrio de f1(0), X, 41... X 1x|-10, 0 que justifica a parte
horizontal do osso. Se X > X;...X,,_10 entdo [, =Jvi, ®(X)[ e o resultado segue. O
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Figura 4.4: Esqueleto esquerdo de ordem par menor ou igual a 6.

Assim, cada osso esquerdo de comprimento par é a uniao de dois segmentos, um vertical
com um extremo na recta w = 1 e outro horizontal. Ao longo do segmento vertical a
érbita de (0,0) nado atinge patamares a nao ser eventualmente nos extremos. Ao longo
do segmento horizontal a érbita de (0,0) percorre o patamar de f; entre um dos seus
extremos e o ponto x = 0; nesse ponto o itinerdrio deixa de realizar a mesma sequéncia
pelo que cada osso tem um extremo aberto que é fronteira com outro osso, Figura [4.4]

Cada um destes pontos corresponde a uma Orbita bicritica e portanto a um osso impar.
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Figura 4.5: Esqueletos esquerdo e direito de ordem par menor ou igual a 6.

Os ossos B'(X) de comprimento par tém uma construcio analoga no espaco de parametros,

como se pode ver na Figura [4.5

As intersecgoes entre ossos esquerdos e direitos correspondem aos pares de sequéncias
finitas admissiveis. Cada osso esquerdo intersecta outro osso, necessariamente direito,
no maximo num ponto, além disso, todas as intersecgoes entre ossos acontecem no seg-
mento vertical do osso esquerdo e no segmento horizontal do osso direito, (ver [Rad04]).
Como consequéncia, o itinerario ip(0,1), para i = 0,1, correspondente aos pontos (v, w)
coincidentes com interseccao de ossos pares, so intersecta os patamares nos seus extremos.

Os o0ssos nao coincidem com linhas de bifurcagao mas estao profundamente relaciona-
dos, (ver [SSR15]). No exemplo seguinte apresentamos diagramas de bifurcagao unidimen-
sionais ao longo de algumas rectas no espaco de parametros do tipo w = a, para F(-,0) e

F(-,1). Para w = % descrevemos a criacao de alguns ciclos periddicos até a ordem 4.

Exemplo 4.4.1. Consideremos o diagrama de bifurca¢ao unidimensional ao longo da
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recta w = % para F(-,0), representado na Figura . Para valores do parametro v tais
que —1 < v < —%, existe um ciclo atractivo de periodo 2, {v, f%(v)}, que corresponde a
um ponto fixo de f% o f¥. Para —% <wv < % a orbita de O entra no patamar de f% e
o ciclo atractivo de periodo 2 € {v, é} Naturalmente, para v = % o ciclo de periodo 2
colapsa num unico ponto fixo. Para % < v < 0.6 mantém-se o ciclo atractivo de periodo
2, {U,f%(v)}. Em v = 0.6, o ciclo de periodo 2 torna-se repulsivo, surgindo um ciclo
atractivo de periodo 4 para v > 0.6, {v,f%(v)j”(f%(v)),f%(f”(f%(v)))}. A criagdo do
periodo 4 pode ser interpretada a partir dos grdficos de F*(-,0) para valores de v proxzimos
de 0.6, representados na Figura[{.7].

LOFT

osh

oo

—os|

“10}

Figura 4.6: Diagramas de bifurcagao ao longo da recta w =

Wl

(a) v=0.58 (c) v=10.62

Figura 4.7: Comportamento de F2(-,0), a azul, e F*(-,0), a roxo, para diferentes valores
de v proximos de v = 0.6.

F(-,1) tem uma dindmica mais simples (Figura[4.6(b)). Para valores do pardmetro v
proximos de —1 existe igualmente um ciclo de periodo 2 atractivo, {v, f%(v)} Este ciclo

mantém-se até v = %, a partir desse valor o sistema tem um unico ponto fixo atractivo
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uma vez que fU(3) = f%(%) =1

Podemos concluir que o comportamento dinamico do sistema depende em grande me-
dida do comportamento dindamico dos patamares. A descricdo apresentada neste exemplo
baseia-se no trabalho desenvolvido em [SSR15].

Na Figura[4.8 apresentamos diagramas de bifurcagio unidimensionais segundo algumas

rectas horizontais do espaco de parametros.

L L L =
-05 00 05 10

(f) F(,1)w=1

Figura 4.8: Diagramas de bifurcagao segundo algumas rectas do tipo w = a.
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4.5 Renormalizacao e produto-x

Em 1978, Derrida, Gervois e Pomeau [DGP78| introduziram o produto-x aplicado aos
invariantes de amassamento de familias unimodais. Esta ferramenta algébrica permite
gerar sequéncias admissiveis novas a partir de sequéncias conhecidas, estd directamente
relacionada com a renormalizacao das aplicagoes e, consequentemente, com a existéncia
de auto-semelhangas no diagrama de bifurcagao. Em [FSS13| introduziu-se o conceito de
renormalizagao e definiu-se produto-* no contexto dos sistemas nao auténomos periddicos,
em particular no caso das fungoes mondtonas por trogos. Provou-se que, a semelhanca
do que é conhecido para sistemas auténomos, (ver [SR02|), hd uma correspondéncia entre
a criacao de zonas de renormalizacao no espago de parametros e a decomposicao das
sequéncias simbdlicas em factores-*. Seguindo de perto [FSS13| estabelecemos as seguintes

definigoes:

Definigao 4.5.1. Consideremos o sistema dindmico nao auténomo de periodo 2, F', ge-
rado pela iteracao de (fo, f1) = (f¥, f*). Dizemos que F € i-renormalizdvel, i € {0, 1}, se
existe n par e a > 0, tais que, a fungao R} (F) : [—a,a] — [—a,a] definida por

R (F)(x) = m (F" (2, 1))

é conjugada de uma fungao da familia das funcoes tenda cortada. A fungdo R} (F) diz-se
uma i-renormalizacdo de F. Dizemos que F € renormalizdvel se € i-renormalizdvel para

ambos i = 0, 1.

Exemplo 4.5.1. Consideremos o par (v, w) = (%, %) e o sistema dindmico ndo autdnomo
F, de periodo 2, gerado pela iteracao de (fo, f1) = (fY, f*). Neste caso s6 hd i-renormaliza¢ao
para i = 0 como mostra a Figum onde estdo representados 0s grdficos de w (Fz(-, 0)) =
fPoflern (F2(', 1)) = fYo f¥ para o par (v,w) = (%, %)

Exemplo 4.5.2. Na Fz'gum estao representados os grdficos de m (F4(-,0)) = f%o
frofvofiem(F4 1)) = f'o fo fUo f¥ para o par (v,w) = (£, 152). Observa-se
que o intervalo de renormalizacdo Iy = [—a,a] € invariante por F*(-,0) e I; = [~b,b] é
invariante por F4(-,1), isto é, w (F4(IO,1)) Clyem (F4(Il,0)) c . Uma vez que F
€ i-renormalizdvel para i = 0 e i = 1, e ambas as renormalizacoes sao de ordem n = 4,
existem outros intervalos onde F4(-,0) e F4(-,1) sdo invariantes, neste caso existem quatro
intervalos, com interiores separados, em cada uma das fibras. Note-se que no exemplo

anterior isto nao acontecia.

Para a construcao do produto-x e resultados seguintes precisamos de definir a nocao
de admissibilidade no contexto auténomo. Em [FSS13] a nogao de admissibilidade é desde

logo definida num contexto mais abrangente, que aqui seria desadequado. Assim optamos
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(a) m (F?(-,0)) = f¥ o f* (b) 7 (F2(-, 1)) = f*o f*
Figura 4.9: Intervalo de renormalizagao para (v, w) = (g, %)
por apresentar inicialmente as defini¢oes no contexto nao auténomo e nesta seccao estabe-

lecemos as definigbes no contexto auténomo, para a iteracao de uma fungao tenda cortada

e de uma funcao tenda cortada invertida definida por

-1+ 2z, z> L
folz) = -, vgl <z< i (4.8)
-1 — 2z, T < ”51

com v € [—1,1].

Definigao 4.5.2. Dizemos que uma sequéncia X € 3 € admissivel-(+,—) se € o itinerdrio
critico, if(0), pela iteracdo de uma fun¢do tenda cortada definida por . Dizemos que
X € admissivel-(—, +) se € o itinerdrio critico, iy(0), pela iteragdo de wma tenda cortada
invertida, ou seja, uma fungdo do tipo |4.8. Representamos por X, _o) 0 conjunto das

sequéncias admissiveis-(a, —a), com o € {—,+}.

As funcoes tipo tenda cortada e tenda cortada invertida também sdo chamadas funcoes

de tipo (+,—) e (—, +) respectivamente.

Definicao 4.5.3. Dada uma sequéncia Y em X, _q), com a € {—,+}, dizemos que X
¢ Y -admissivel se para uma func¢ao f de tipo (o, —a) com invariante de amassamento
Y, existe algum ponto x € [—1,1] tal que ity(x) = X e representamos o conjunto das

sequéncias Y -admissiveis por Xq, _q)(Y).

Nota. Identificamos naturalmente os sinais {—, +} com os valores {—1, 1} sempre que seja
conveniente, nomeadamente quando « resulta de produtos de sinais associados a simbolos,

£(X;), nas sequéncias simbdlicas.
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i i [
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(a) ™ (F4(-,0)) (b) = (F4(-, 1))

23 113)

Figura 4.10: Intervalos de renormalizacéo para (v, w) = (155, 15

Recordamos a defini¢ao de produto-*, no contexto da iteracao de funcoes do tipo tenda
cortada, entre uma sequéncia finita X = X;...X,,_10 e uma sequéncia ¥ = Y7...Y}...
em X:

XxY = X[l,n—l}le[l,n—l]YQ e X[l,n—l}YkX[l,n—l} PN
Seguindo [FSS13] temos a seguinte generalizagao do produto-* no contexto nao auténomo:

Definigao 4.5.4. O produto-x; entre um par de sequéncias finitas (X9, X1), com | X7| mod

2=0, e uma sequéncia Y =Y1...Y,... € 0 par
(X0 XN %Y = (X% Y, X1 %, V)

onde X' +; Y =X'set#j, e X' %, Y =X"xY sei=j.
Naturalmente coloca-se a questao de saber quais as sequéncias admissiveis resultantes

do produto-*. O resultado seguinte responde cabalmente a esta questao:

Teorema 4.5.5. Dados um par (X%, X1) € 5 e uma sequéncia Y € 3, temos (X°, X1)x;
Y € %3, comj tal que |X/|mod2 = 0, se e s6 se Y = Y1...Y,0 € E?;’_a) onde
o= 5\XJ’|—1(X])-

Os argumentos da prova sao totalmente andlogos aos apresentados em [FSS13|.

Definigao 4.5.6. O produto-+ entre um par de sequéncias finitas (X%, X1), com | X7| mod

2 =0, para j € {0,1}, e um par de sequéncias (Y°,Y') € ¥ € o par

(X0 X+ (YO v = (XY« Y0 Xx Y.



4.5. Renormalizacao e produto-* 73

Corolério 4.5.7 (Teorema m ). Dados os pares de sequéncias (X°, X') € X, com
| X7 /mod2 = 0 e (YO, YY) € ¥, o produto (X°, X1) * (YO, Y1) = (X0 % Y0 X1 x Y1)
é admissivel se e sé se (X, X1) € 2 e (YO, Y!) € 2 (a(0),—a(0)) X (a(1),—a(1)) onde
a(i) = gxi-1(X?).

Demonstragdo. Resulta imediatamente de (X%, X1) * (YO, Y1) = (X0, X1) % Y?) 5 Y
U

O resultado seguinte relaciona a existéncia de intervalos de renormalizagao num sistema
dinamico nio auténomo F, de perfodo 2, com invariante de amassamento (X%, X!), com a
redutibilidade de cada uma das sequéncias em factores-*. Os argumentos da demonstragao
sobre o resultado andlogo no contexto nao auténomo, para fungoes estritamente mondtonas

por trogos, (ver [FSS13]), podem ser reproduzidos no nosso contexto.

Teorema 4.5.8. Consideremos o sistema dindmico nao auténomo F', de periodo 2, ge-
rado pela iteracio de (fo, f1) = (fY, fY), com invariante de amassamento (K°, K1').
F € i-renormalizdvel no intervalo [—a,a] com renormalizacio R} (F) se e sd se exis-
tem (X°,X') € 3 com |X'| =n, par, e Y € Y(y_q) onde a0 = e1xi|—1(X7) tal que
(K% KY) = (X% X1Y) %, Y. Mais, Y ¢ o invariante de amassamento de R?(F).

O resultado anterior permite obter uma decomposicao do espago de fases em relagao

a combinatoria da dinamica.

Corolario 4.5.9. Consideremos um sistema dindmico ndo auténomo F, de periodo 2,
renormalizdvel em [—a, a] com invariante de amassamento K[F] = (K% K1) = (X, X1)x;
Y. Entao 7 (F'X”([—a, a],j)) C [—a,a] pelo que

| X7 |—1
R = U F'([~a,a], (i + j) mod 2)
i=0

é uma uniao de intervalos nas fibras, invariantes por F. Mais, se x € [—a,a| entdo
existe Z € Ea_a))(Y), com a = e(Y) tal que ip(z,j) = (X°, X!) x; Z. Se (x,i) €

[~1,1] x {0,1\R e F* (x,i) ¢ R para nenhum k entdo ip(x,i) € 2T(X X1).

Exemplo 4.5.3. Consideremos o sistema ndo auténomo F com invariante de amassa-
mento K = (RLRO, R0), a que correspondem o par de funcgées (fo, f1) = (f¥, f*) com
(v,w) = (2,1). Temos RLRO = R0xL0, logo (RLR0, R0) = (R0, R0)*(L0. Pelo Teorema
F € 0-renormalizdvel com renormaliza¢io R3[F] cujo invariante de amassamento
¢ LO. Na Figura temos o grdfico de w(F2(-,0)) onde se identifica o intervalo de
renormalizagdo [—%,3]. Na Fz'gum temos também o grdfico de R3[F] no intervalo

[f%, %] Da andlise grdfica verifica-se que o itinerdrio critico por R3[F] é LO.
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Figura 4.11: Renormalizagao

Exemplo 4.5.4. Consideremos novamente o sistema do exemplo [{.5.3. O invariante
de amassamento correspondente é (XY, X1') = (RRLRRRL0O, RLLLRLL0). De acordo
com o Teorema ambas as sequéncias sao decomponiveis em factores-x, com efeito
(X% X1') = (RRLO, RLLLRLLO) %9 LO e (X% X') = (RRLRRRLO, RRLO) *; R0O. Pela
leitura do grdfico a renormalizacio na fibra Iy, RE(F), admite itinerdrio critico LO e
a renormaliza¢io na fibra 1, R}(F), admite itinerdrio critico RO, além disso, em cada
uma das fibras, os intervalos invariantes representados tém uma relagao compativel com

a sequéncia simbdlica do factor esquerdo do produto-*.

Exemplo 4.5.5. De regresso ao exemplo[4.5.1], a luz do Teoremal[4.5.8, observamos que o
par de sequéncias de amassamento correspondentes a (3,3), (X% X') = (RLRO0, RL0), se
factoriza no produto-+: (RLRO, RL0) = (R0, RLO) %o LO. O teorema garante a existéncia
do intervalo de renormaliza¢ao [—a,a] na fibra i = 0, mas ndo de um sequndo intervalo
invariante como mostra este exemplo. (A existéncia de um intervalo de remormaliza¢ao

numa fibra implica que existam intervalos invariantes na outra fibra.)

4.6 Taxas de convergéncia

Nesta seccao apresentamos o resultado central do capitulo, sobre a convergéncia de su-
cessoes construidas a partir do produto-* de sequéncias simbélicas, que estao directamente
relacionadas com a estrutura de bifurcacao do sistema nao auténomo estudado nas secgoes
anteriores. Provamos a convergeéncia e calculamos explicitamente o limite de sucessoes de
parametros correspondentes a pontos de bifurcacao, mostrando que nao depende do ponto
inicial onde se inicia a iteracdo. Em [Sil07], L. Silva calculou o limite para sucessoes do

mesmo tipo num sistema auténomo de familias de funcoes de Lorenz a dois parametros,
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nesta seccao seguimos de perto a abordagem desse artigo. Os resultados apresentados sao

originais e podem ser encontrados em [SSF14a].

Como referimos no Capitulo [1], Feigenbaum conjecturou e deu fortes evidéncias experi-
mentais de que, para uma vasta classe de familias unimodais, a sucessao \,, de parametros
correspondentes a bifurcagoes de duplicacdo de periodo tem uma taxa de convergéncia
universal. Para a fungao logistica, f(z) = Az(1 — x), o limite
An — A

n—1
= 4.669. ..
)\n+1 - )\n

lim
corresponde a uma taxa de convergéncia de tipo linear, dita geométrica , uma vez que
satisfaz

An — Ap— 0 sep>1
lim A " A1l P (4.9)
(Ant1 — An)P +oo sep<l
para [ = 1.

Em [BS82a], Beyer e Stein estudaram a convergéncia numa familia de tendas cortadas

a um parametro, A, definidas no intervalo [0, 2] por

sexr <e

Age(w) =

see<zr<2-—e¢

N = olR

sex>2—e

z
e

com e € [0,0.99[. Usando estimativas obtidas por computador, provaram que, se A,(e) é

o menor valor para o qual o itinerario critico, it(1), é um ciclo de periodo 2" entao
>\n+2(€)—>\n+1(8)>

log( A )

Ang1(€)=An(e)
log ()\nJ(rel)f)\n_l(e)>

lim

Em [BS82b|, os mesmos autores provaram que a sucessao \,(e) satisfaz a condigao (4.9)

para [ = 2, ou seja, apresenta taxa de convergéncia de tipo quadratico.

Por outro lado, sabemos que uma bifurcacao de duplicacao de periodo corresponde a
criacao de um intervalo de renormalizacao, ou seja, a existéncia de um intervalo J C I,
contendo o ponto critico, onde F? é unimodal. Nesse sentido, e estabelecida a relacio entre
renormalizagao e produto-* no contexto nao auténomo, vamos construir uma sucessao de
pontos (n, vp)neN NO espago de pardmetros correspondente a uma sucessao de pares de
poténcias (de produto-x) de sequéncias simbdlicas, dando origem a uma sucessao de pares

de funcoes tendas cortadas, renormalizaveis em cada uma das fibras.

Podemos considerar valores de x cujas érbitas nao intersectam os patamares, a nao

ser eventualmente nos extremos, uma vez que os pares de parametros a considerar cor-
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respondem a intersecgoes de ossos pares, que acontecem nos segmentos verticais dos ossos

esquerdos e segmentos horizontais dos ossos direitos.
Consideremos u € [—1,1], j € {0,1}, e o itinerdrio (X,j) de (x,j), com T(z) = u,
onde X = Xj...X,-10 de comprimento | X| = n. Temos

TX(u) = TXIXI-1 0 ..o TX (u)

onde TR =T+ ¢ TL = T~ definidas em
Recordemos que o sinal ¢;(X) é dado por ¢;(X) = H;':l e(Xj), onde £(X;) é o sinal
associado ao simbolo X, tendo em conta a monotonia das funcoes da familia das tendas

cortadas nos intervalos da particao, ou seja

X)) 1, X;i=1L
e(X;) =
! -1, X;=R

Escrevendo g;(X) = H‘])ﬁfl £(X;), temos
[ X]-1
T¥w) = 1+ > 2P (X) + 28 e Ly (X)u, (4.10)
=2

Se TX(u) = 0, temos

REDY St RCTY
2X1=1e )y 1(X)

(4.11)

u =

Definicao 4.6.1. Dada uma sequéncia X = X1Xs...X,, comn € N oun = 400, a
sequéncia —X € definida por —X = (—X)1(—=X)a...(=X)n, onde

~L=R
~R=1L
—0=0

Dado um par de sequéncias finitas (X%, X!) € Z; , uma sequéncia Y € X, _,), onde
a = E|Xj‘_1(Xj) e j € {0,1} construimos uma sucessdao de pares (X°(n), X'(n)); do

seguinte modo:

(X00), X1 (0); = (X°,XY), (112)
0 n 1 n R (Xo(n)’Xl(n))] *j Y seY € E(ozn,—ozn)
D A= = {<X°<n>,X1<n>>j*j (1) se¥ e pay

onde (an, —an) é tal que oy = €)x)(n)—1 (X7(n)).
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Da defini¢do de produto-x; resulta que para i # j temos X(n) = X', para todos os
n € N.

Lema 4.6.2. A sucessio X7(n) definida acima € estritamente crescente.

Demonstra¢io. Dada uma sucessdo X7(n), suponhamos que E1X7 (n)|—1 (Xj (n)) =+, (ou

seja, o nimero de sfmbolos R em X7(n) é par), entdo, se Y7 = R temos X’(n + 1) =

XJ(n) Y, caso contrdrio temos X7(n + 1) = X7(n) * (=Y), em qualquer dos casos
Xi(n+1) = XI(n);. S XT(n) | xiy 1R > Xi(n); .. .Xj(n)|Xj(n)‘_1O = X(n). Se o
ntmero de simbolos R é impar o argumento é analogo. O

Lema 4.6.3. Sejam (X°, X!) € 37, Y € Y(a,—a), onde a = €|Xj‘_1(Xj) eje{0,1},

entdo a sucessio X7(n) definida acima satisfaz

| X7 (n+1)]

iy Pk

Demonstragao. Basta ver que
X7 (n 4 1)] = | X7 ()1, x5 () -] Y1 X7 () (1 3 ) -1 Y2 - - - Yy -1 X7 ()] = |Y[| X (n)].

O]

Exemplo 4.6.1. Consideremos o par de amassamento (R0, X') e a sequéncia Y = LO.
Definindo a sucessao de sequéncias simbdlicas com sucessivos produtos-+ através da igual-
dade (4.12), consideremos as primeiras coordenadas dos primeiros quatro termos da su-
cessdo (X°(n), X(n))o e os respectivos parametros apresentados na Tabela :

X%(n) z, = (X (n))
RO 0.5

RO x LO = RLRO 0.625

RLRO % RO = RLRRRLRO 0.648438
RLRRRLRO * LO = RLRRRLRLRLRRRLRO | 0.649811

Tabela 4.1:

A sucessdo de sequéncias simbdlicas (X°(n), X'(n))o corresponde a wma sucessio de
pontos (xn,,w) localizados na recta horizontal do espaco de parametros, w = ®(X1).

Consideremos w = 1. Na Figura |4.8(e) estd representado o diagrama de bifurca¢ao
de F(-,0) ao longo da recta w = 1. No entanto, para melhor identificarmos os pontos de
duplicagio de periodo correspondentes as sequéncias simbdlicas da Tabela[].q apresentamos

algumas ampliagoes do diagrama na Figura[{.19
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Z(n) zn, = ®(Z(n)) | Periodo
(RL)™ 0.6 4
(RLRR)™ 0.6470588 8
(RLRRRLRL)*> | 0.64980544708 16

Tabela 4.2: Alguns pontos de duplicacao de periodo e respectivas sequéncias simbdlicas.

Em v = 0.6 ¢ criado um ciclo atractivo de periodo 4, em v = 0.6470588 € criado um
ciclo atractivo de periodo 8, em 0.64980544708 ¢ criado um ciclo atractivo de periodo 16,

como se pode ver ampliando a respectiva faiza do espago de parametros, Figura[{.13

I8561 06682

Figura 4.12: Detalhe do diagrama de bifurcagao de F'(-,0), w = 1.

Na primeira imagem vemos uma zona com um ciclo de periodo 2 atractivo entre 0.5 e
0.6. Na sequnda representag¢ao, intervalo [0.6,0.66], vemos claramente a formagao de um
ciclo de periodo 4. Na terceira representacao, intervalo [0.645,0.65], vemos a criagio de
um ciclo de periodo 8 e na ultima imagem, intervalo [0.649804, 064982], vemos a formag¢ao
de um ciclo de periodo 16, embora so esteja representada a parte inferior do diagrama.
Os pontos x, e 0s pontos v, estdo relacionados mas ndao coincidem. FEntre cada dois
pontos consecutivos Ty, € Tpy1 da sucessao de parametros correspondentes a dois valores da
sucessdo de simbdlica, X°(n) e X®(n+1), existe um valor, v, de bifurca¢do. No teorema
sequinte veremos que 6 sucessio Ty, converge com uma determinada taxa de convergéncia,
poderemos assim concluir que os pontos de bifurcagdo convergem com a mesma taxa de

convergéncia. Na Fz'gum conseguimos detectar esta relacdo para os primeiros valores.

A criacao da duplicacdo do periodo pode ser entendida através dos grdficos das com-

posicoes de F(-,0). Uma vez que w = 1 estd fizo, escrevemos F, para designar F(-,0)
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\

04 * 07 * 04

Figura 4.13: Representacao, no intervalo de parametros [0.5,0.649], dos primeiros termos
da sequéncia X°(n).

correspondente aos parametros (v,w) = (v,1). Quando a intersec¢io da fung¢io F2 com
a diagonal acontece mo patamar existe um ciclo de periodo 2 atractivo. Em particular,
se a interseccao acontece no centro do patamar central, ou seja, em xr = 0, o parametro
v corresponde a sequéncia simbdlica de comprimento 2, R0O. Fazendo variar a altura do
patamar, existe um valor a partir do qual a diagonal deiva de intersectar a funcio F2 no
patamar, e a intersec¢do passa a dar-se num ponto onde |(F2?) (z)| > 1 tornando o ciclo
de periodo 2 repulsivo. Isso acontece no valor v em que a altura do patamar de Fi deiza
de coincidir com a altura do patamar de F? e a diagonal mantém a interseccao com F*
no seu patamar, criando assim um ciclo atractivo de periodo 4, ver Figura[f.15.

O mesmo fenémeno pode ser interpretado nos grdficos de F* e FS, desta vez para a

criacdo de um ciclo atractivo de periodo 8.

Para finalizar, apresentamos o resultado obtido em [SSF15| sobre as taxas de con-

vergéncia:

Teorema 4.6.4. Dados (X%, X') € X7, Y € 5, _o) € j € {0,1} definimos como ante-
riormente a sucessio X (n). A sucessio ul, de pontos no espaco de parametros tais que

TX' (M) (ud) = 0 ¢ convergente e tem-se

Nota. 1. Segundo [BEQ90], a sucessao u,, satisfaz a condigao (4.9)) para [ = |Y|, donde
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o5k

ool

o5

T
~10h | . . = . . . | . .
-10 -05 00 05 10 060 0.62 064 0.66 068 0.70

Figura 4.14: Diagramas de bifurcagao de F'(-,0), com w = 0.5, para v no intervalo [—1, 1],
a esquerda e no intervalo [0.6,0.7] & direita.

a taxa de convergéncia é de ordem |Y].

2. O sistema nao auténomo F(n), correspondente a um par de pardmetros (up,v),
¢ O-renormalizdvel, com renormalizacao R; |Y‘(F ). De facto, F(n) é n vezes 0-

renormalizdvel, com renormalizacoes Ry i |( F),i=1...n

Demonstragao. Pelos lemas anteriores podemos concluir que a sucessao (u#, )en ¢ monétona

e limitada logo convergente, calculemos o seu limite.

A sucessio (u)nen de pontos no espaco de parametros [—1, 1] tais que T’ () (u)) = 0,

¢é dada por
i S ol i (X () 41
! XM x5y -1 (X ()
logo )
. D Z(XI(n+ 1) +1
" 274 DI=tey vy (X (0 + 1)
Temos

Xj(n + 1) = XJ(’I’L) xY = Xj(n)[l,\Xj(n)|—1]YlXj(n)[1,|Xj(n)|—1}Y2 .. Xj(n)
ou

X (n+1) =X/ (n) = (=Y) = X7 ()1 x5 (n)—11 (= Y1) X7 (n) 1,1 x5 (my 1 (= Y2) - - - X7 (n),
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10

051

-10 05 10
05|
_1ol
(a) v=10.5
101
0sl-
05 \ / 10
-051
_1ol
(b) v=0.6
05 \ 10

(c) v=0.61

Figura 4.15: Duplicacdo de periodo vista através dos gréficos F2

., representado a azul, e
F2 representado a roxo.

em qualquer dos casos podemos escrever

X7 ()| -1
‘ 1 ; . .
W, = ——— : X ADI=i 5, (X7 (n + 1))+
+1 2|XJ(n+1)\—15|Xj(n+1)|_1(XJ (n+1)) ;

+2|Xj(”+1)‘_|Xj(")|§|Xj(n)|(Xj(n + 1)+
X9 (n+1)| =X (n)|

+ > ol X (DX M 1=ig o (X (n+ 1)) + 1
i—2
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Figura 4.16: Duplicacio de perfodo vista através dos graficos Fi, representado a azul, e
F3, representado a roxo, no intervalo [—1, 1] & esquerda e num intervalo em torno do ponto
fixo de FS & direita.

X7 (n)|—- (n)|—i= j = j = j
S 2N 012, (X (1)) sy (X7 (1 4 1)) + B oy (X (1 + 1)
2137 e) x5y 1 (X (10 + 1)) B 3 () (X (1 + 1))
ST A DR s (1 (4 D)) 41
21X (Dl x5 g1y 1 (X (0 + 1))

ST 9 X )|~ (X () + 1
21X M= g ()1 (X (n)) B
SO O] X)X Wiz (4 1)) 4 1
21X (nDl=Te ;g1 (X9 (n + 1))
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temos entao

Z|X] (n+1)|—1X7 (n )|2\X](n+1)| | X7 (n)|4+1- lg\XJ(n)| 1+Z(X](?’L+1))+1

i _ . (4.14
Uy 11 U — 2 (DI e v 1y -1 (X (n 4 1)) .
Consideremos

X7 (n+1) = X7 (n) 1,13 (m) -} Y1. X7 (0) 1 x5 (my 1) Y2 - - -

(0 caso X7 (n+1) = X7 (n) * (=Y) = X7 ()1, x5(n)-1) (= Y1) X7 (0)1, x5 (n) 1) (—V2) - .

totalmente analogo).

Definimos a sequéncia Z7/(n) = (X7(n) x o(Y) = X/(n)Y2X’(n)..., e a sequéncia
Wi(n) = Y129 (n). Temos |[WJ(n)| = | XJ(n+1)|—| X7 (n)|+1. Seja z, tal que TV’ (M (z,) =
0, segundo a igualdade (4.11)), z,, é dado por

ZIXJ n+1)[—| X7 (n )| 9| X7 (n41)|—| X (n)|+1—iz {(Win)) +1

- (4.15)
2|Xﬂ(n+1)\f|XJ( )‘E\Xj(n+1)| ‘Xj(n)|(W]( ))

Z|XJ (n4+1)|—|X7 (n)| 2\X3(n+1)| | X7 (n)|+1— ZE\XJ( - 1+i(Xj(n + 1)) +1
— . 4.16
ST Iz 0 O e ey (0 1) )

onde usdmos a relacdo entre os sinais de W7(n) e X7(n + 1), isto é, tendo W/ (n); =
X7(n+ 1), x(n)|-1+4> Para todo 1 <i < [XJ(n+1)] — |X?(n)| + 1, vem

ei(W7 (1)) = €)x3(n)|-1 (X7 (n)€ x5 (n) 144 (X7 (n + 1))

para 1 <i < [X7(n+1)] —|X’(n)| + 1.

Finalmente,
;o ia ) (4.17)
Uy g = Up 2\Xj(n)|5|Xj(n)‘_1(Xj(n))- .
Pelo Lema [4.6.2 e pela Proposiciio 4.3.6, (un)nen ¢ crescente , donde ——=eges >
|X7 (n)|—1 n))
0,Vn. Temos
W J’g\xf<n+1>\5 a1y 1 (X7 (n+1))
log <u*_u> o8 T T e gy (K7
. n+2 " Unt1 — lim ntl X9 (n)| -1
nl—>rgo W —d I et 2 2|X (e (X3 (n))
Un =y 1 — I
og (m uf) 08 X DI (X7 (n—1))
nt1” Un |XJ (n—1)|—1
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j XY S Zhi1
i (1X7(n + 1) = |X/(n)|)log 2 + log <6|x.7(n>1(XJ(”))> log (EXj(n+1)1(Xj(n+1))>
= 11m A
n—oo . . Zgz—l Z%
(’X](n)‘ - ’X](n - 1)’) 10g2 + log <€Xj(n1)1 Xj(n—l))) o 1Og (sX](n)|1(XJ(n))>
X7 (n+1)| —|X7(n)])log2 + log 2 — log 2
I n+1
= lim , ;
"7 (| X (n)| — | X (n —1)])log 2 + log |2)_,| — log |23,
n—1

Temos T(z)) = ®(c(Y12%(n))) = ®(Z%(n)). Assim, uma vez que X’ (n) ¢ finito, existe k
tal que X7(n) < RLF, logo X7(n)* K < RL*. Donde,

T(z)) < ®(RL*) < ®(RI*®) = 1,Vn, (4.18)

e assim |2},| > (TF)"1(®(RL*)) > 0, logo |2}| - 0. Entdo,

u .
lo _nt4l M . . X7 (n+1
R A X)) - X _ | R
lim —— = lim , . = lim ——=—— =Y.
n—00 wh—u? n—00 ‘XJ (n)| — ‘XJ (n — 1)‘ n—00 | _ | X7 (n—1)|
log | 57— XT(n)]
n+1 n

Consideremos agora a sucessao de pares de sequéncias definida por

(X°(0), x(0)) = (X° X1,

Xin+1) = { AR se Y7 € B(aj)n,-a(i)n)

XI(n) * (=Y7)  se Y7 € B(_a(j)n.ali)n)

onde a(j)n = €|xi(n)-1 (X7(n)). Pelo Lema W, a sucessdo X7(n) é crescente para
i € {0,1}. Consideramos a sucessiao dos pontos do plano [—1,1]?, (Un, VUn)pen, tals que
TX°™ (u,) =0 e TX (™ (v,,) = 0. Usando a distancia usual em R2,

d((u,v), (w,2)) = /(= w)* + (v — 2%

definimos a sucessao

Ao = d (o1, V1) (s 00)) =\ (e = 1) + (Uss — v2)’,

com (U, vy,), onde T7X°() (up) =0e 7X'(™) (vg) = 0.

Temos uma generalizagao do teorema anterior:

Teorema 4.6.5. Dados (XO,Xl) € Z;, (YO,Yl) € X(a(0),—a(0)) X V(a(1),—-a(1)) €J €

{0,1}, consideremos a sucessio de pares (X°(n), X'(n)). A sucessdo d,, definida anteri-
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ormente € convergente e tem-se

log » ;
limloggdnfg = zen{léri}\Y] (4.19)

Demonstragao. Usando a igualdade (4.17) temos

29 2 1 2
log ( |X°n(">‘) +<2IX1n<n>|)
lim e (Ziﬁ) — 1lim (2\X0n<?+1>\) (zlel(ﬁm)
log< Z;I) log <2‘X0(" 1)‘) (zlxl(n 1)|)
(2'X°(">‘) (2IX1<n>|>

25 2 zp ? 1 Zni1 2 i1 ?
log ( (gten) + () ) —los ( (gwitin) + (ation)

lim =

Zp_1 2 Zn1 2 29 2 5 2
log <<2|X0(n1)|) + (Q\Xl(nfl)\) — log (Q\Xo(n)\> + (2|X1(n)|>

1

2 1)2 2 (zn41)”
(|X0(n + 1) = ‘Xo(n)D log4 + log ((22) + 22(\X1((712)\2\X0(n)\)> log (( n+1) + 22(\X1(n+1)T—1\XO(n+1)\))

lim

(#n-1)°

2 1 2 1)2 ’
(|X0(n)‘ - ’Xo(n - 1)|)10g4 + IOg ((2271) + 22(|X1(n—1)|—1\X0(n—1)\)> - log ((zg) + m)

Suponhamos que |Y°| < |Y'!], entdo, a partir de certa ordem, temos |X°(n)| < |X*(n)|,
uma vez que

X (n)] = X (n)|[Y*[",i € {0,1},

1X* ()] X°(n)

logo, lim 2 | = +00. Além disso, com os cdlculos da demonstracio do resultado

anterior, temos

. (X X))
! = e Xom oy

d"

10g< n+1>
(%)

log

O

O resultado anterior permite concluir que a taxa de convergéncia é independente do
ponto inicial, depende apenas do menor comprimento entre |Y°| e |[Y!|. Assim, a ordem

de convergéncia é [ = min{|Y"|,|Y'}[}.
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admissibilidade, 60, 71

cadeia de Markov, 3
nao homogénea, 3
fortemente ergddica, 23
fracamente ergddica, 23
homogénea, 3
coeficiente ergddico, 24
conjugacao, 58
convergeéncia
de ordem [, 75

geométrica, 75

diagrama de bifurcacao, 67

duplicagao de periodo, 75

equilibrio, 13, 18
esqueleto, 64

fungao
deslocamento, 56
logistica, 75
tenda, 53
tenda cortada, 53

unimodal, 53

grafo, 11
dindmico, 11

nao auténomo, 11

invariante de amassamento, 6, 60, 63

itinerério, 55, 59

Jordan

bloco de, 41

forma normal de, 41

matriz
de adjacéncia, 15
aperiédica, 12
ergodica, 12
irredutivel, 12
reversivel, 13

medida
de méaxima entropia, 34

invariante, 4

orbita, 55
bicritica, 65
critica, 65

0sso, 64

Perron-Frobenius
operador de, 29
teorema de, 13

produto cruzado, 54

produto-*, 72

projeccao, 59
renormalizagao, 70

sequéncia
comprimento da, 56
maximal, 61

sinal associado a um simbolo, 56
tempo de mixing, 14, 28
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valor
préprio generalizado, 41

singular, 37
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