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Resumo:

Existéncia de minimizantes para integrais ndo-convexos do
cédlculo das variagbes com lagrangiano mensurdvel

Analisam-se vérios artigos de investigacio matemética que demonstram
a existéncia de minimizantes, numa classe de fungdes reais z(t), de varigvel
real, absolutamente continuas definidas num intervalo compacto, para inte-
grais do cdiculo das variagGes com lagrangiano néo-convexo relativamente
& varidvel velocidade z'(t). O nosso objectivo é alcangar uma fertilizagiio
cruzada entre dois métodos bem diferentes; e assim conseguir, no futuro
préximo, avangar mais além e obter novos resultados de existéncia de mini-
mizantes de integrais ndo-convexos.



Abstract:

Existence of minimizers for nonconvex integrals of the calculus of
variations with measurable lagrangian

We analyse several math research papers which prove existence of mi-
nimizers, in a class of real z(t) functions, of one real variable, absolutely
continuous on a compact interval, for integrals of the calculus of variations
with lagrangian nonconvex relative to the velocity variable 2'(t). Our aim
is to reach a cross-fertilization between two quite distinct methods; and to
succeed in obtaining, in the near future, new existence results for minimizers
of nonconvex integrals.
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CAPITULO 1

Introducgao

Esta dissertagio de Mestrado tem como objectivo o estudo de proble-
mas de existéncia de minimizentes para funcionais integrais do célculo das
variagbes com lagrangiano mensurdvel (nomeadamente ndo semicont{nuo
inferior). Ao longo da dissertacio, além de resultados recentes, expoem-
se também aspectos mais cldssicos da teoria. Em termos de organizagio,
divide-se nas seguintes partes:

(1) Introdugio;

(2) O célculo das variagbes no caso convexo;

(3) Resultados recentes no caso nio-convexo;

(4) Apéndice: Definigoes e resultados preliminares.

No remanescente deste capitulo, faremos uma breve introdugio aos pro-
blemas considerados neste texto.

No segundo capitulo estudam-se resultados cldssicos do Cdlculo das Va-
riagdes, expressao que foi utilizada pela primeira vez por Leonard Euler em
1760 (ver [GHO4, pag. 18], [GF00, pag. 6], [SWO01}) apds ter recebido
uma carta, de Louis Lagrange, onde se expunha um novo método ( base-
ado no que actualmente chamamos variagoes) para o estudo de problemas
isoperimétricos.

O nascimento do Céleulo das Variages é atribuido a Johann Bernoulli
quando anos antes, em 1696, desafiou a comunidade matemdtica com o©
Problema da Braquistécrona (ver [BGH98, pag. 44], [GHO04, pag. 367,
[GF00, pag. 3], [SWO01]):

Se num plano vertical forem dados dois ponios A e B, pretende-
se especificar a drbita AMB da massa pontual mével M ao longe do qual,
partindo de A, e sob o influéncia do sew prdprio peso, chega o B no mais
curto tempo possivel...

O problema fundamental do Céleulo das Variacdes, consiste em minimi-
zar o funcional integral

/]
(1) T(2()) = f L{t, 3(8), ' (£))dt, definido em Xz,

onde X p representa a classe das fungdes z : [a,b] » IR™ que satisfazem
as condigbes de fromteira z(a) = A e 2(b) = B. A fungio
L : [a,b] x R® x R®™ — [0,400] chama-se lagrangiano. Usamos os sim-
bolos {1, 5,£) para os argumentos de L (tempo, estado, velocidade).
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8 1. INTRODUGAQ

Costumam levantar-se trés questoes fundamentais relativamente a este
problema: FEriste minimizante? O minimizante € regular? Que condicdes
necessdrias tem o minémizante de satisfazer? Como é dbvio, em geral a res-
posta a estas questdes é negativa, caso nao se imponham hipdteses adicionais
sobre o lagrangiano.

Em relagao a primeira pergunta, as hipéteses usuais impostas ac lagran-
giano, sob as quais é possivel provar um resultado de existéncia de solucio,
no conjunto X4 p, sio: asemicontinuidade inferior do lagrangiano, a convexi-
dade em relagéo & velocidade £ e a condigio de crescimento superlinear, i.e.,
a exigéncia da existéncia de uma fungdo 6(-) tal que o Co converge para +co
quando ¢ tende para +oc, e L(t, 3,€) = 6(£). Este método é conhecido por
Método Directo do Cdlculo das Variagdes e foi desenvolvido, principalmente,
pelo matemitico italiano L. Tonelli (em 1915, ver [Ces83, pag. 533]). De
um modo geral, uma vez que existe sempre uma sucessdo minimizante para o
funcional integral Z(-}, i.e., uma sucesséo de fungdes (z,,()) tais que Z(z,(-))
converge para o {nfimo de Z(-), e como a condicéo de crescimento superlinear
implica a precompacidade fraca de (z,(-)), podemos sempre seleccionar uma
subsucessdo minimizante fracamente convergente para uma fungéo y(-) ab-
solutamente contfnua, definida em [a,b]. Como as hipdteses de convexidade
e semicontinuidade inferior do lagrangiano (ver [Ces83], [Dac89], [ET99],
[Tof77]) asseguram a semicontinuidade inferior sequéncial fraca do funcio-
nal integral Z(-), conclui-se que uma tal funcéo y(-) minimiza o funcional
integral considerado.

No caso em que o lagrangiano é ndo-convexo, uma possivel estratégia
para provar a existéncia de minimizantes consiste em obter como acima um
minimizante z(-) para o funcional integral convexificado

b
(2) IC(z(-)) =/ L**(t,z(t),2'(t))dt, definido em X4p,
a

(onde  L*™(-} representa a fungio bipolar de L(:), ie,
epi L™ (s,-) = ¢o epi L(s,-)), de tal modo que z(-) satisfaz propriedades de
regularidade adequadas; e entdo utilizam-se tais propriedades
para construir um novo minimizante relaxado y(-) que, além disso, também
minimiza o integral nao-convexo Z(-).

Supondo que existe um minimizante y(-), outro problema consiste em
determinar condiges necessdrias que y(-) terd que satisfazer, por ser mini-
mizante. Em andlise real, um principio usual consiste em, dado um minimi-
zante pertencente ao interior do dominio de uma funggdo, obter wma condigio
necesséria para este ponto explorando o que acontece na sua vizinhanga, por
exemplo, o gradiente da fungéo terd de ser zero. Pode entAo perguntar-se,
serd possivel adaptar este principio ao Cédlculo das Variacdes? A resposta
a esta pergunta é afirmativa, e conduz-nos & Equagio de Euler-Lagrange
e suas variantes. Isto é feito considerando uma variacio admissfvel, i.e.,
uma fungdo ¢(-) € C§°([a,d];IR™), e considerando o funcional integral Z(-)
aplicado a z(-} + £¢(-), onde ¢ é um nimero real, e sendo o novo funcional
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integral I(z(-) + €¢(-)) encarado como uma fungdo real da varidvel real €.
Para esta funcgdo, o ponto € = 0 deve ser de estacionaridade. Sempre que
seja possivel passar ao limite sob o sinal do integral, obtemos a equagio de
Euler-Lagrange

b
f [(Le(t, y(®), ¥/ (£)), ¢'(2)) + (Ls(t, 5 (2), ' (1)), (2))]dE = O,

ou, representando por % a derivada no sentido fraco,

9 Lelt,y(8),4/(8) = Lu(t, 90, 4 (2):

Tonelli provou a validade da Equagdo de Euler-Lagrange quando o la-
grangiano L(-) é de classe C3, ou C? no caso n = 1, e Lge(-) € estrita-
mente positiva. Muitos esforgos foram feitos com o intuito de enfraquecer as
condigdes de regularidade impostas ao o lagrangiano (ver [BM85], [Ces83],
[Cl1a90], [CV85], [IR75], [MOS02]).

Em [BMS85] , J. M. Ball e V.J. Mizell apresentam um exemplo de
Lagrangiano tal que Ly(-,y(+),4'(:)) é ndo integravel (aqui y() é o mi-
nimizante). Portanto terd que se impor alguma condigfio sobre o termo
Ls(y(-),¥'(-)) de modo a assegurar a validade da equagéo de Euler-Lagrange.

Em [Ces83], [Cla90], [MOS02], [VZ97], partindo-se do pressuposto
de existéncia de uma funcio integravel S(t), tal que para toda a funcéo
z(-) na vizinhanga do minimizante, |L,(¢, z(), ' (¢))| ¢ limitado por S(¢) e
demonstra-se a validade da equagéo de Euler-Lagrange, supondo L(t, -, 2'(t))
localmente Lipschitziana.

Mais tarde, F. H. Clarke, em [Cla75] e [Cla90] demonstrou a incluséo
diferencial de Euler-Lagrange para o caso em que o lagrangiano satisfaz:
L{t,,£) é localmente limitado e localmente lipschitziano; e L(t, s, -) é con-
vexo.

Contudo, a condi¢go local de Lipschitz em relagio & segunda varidvel
exclui uma grande classe de lagrangianos para os quais o problema de mini-
mizacdo do funcional integral I(-) tem solugio. Nomeadamente aqueles em
que: L(t,-,+) é uma funciio semicontinua inferior, com crescimento superli-
near; e L(t, s, -) € convexa.

Em [AAB89)], L. Ambrosio, O. Ascenzi ¢ G. Buttazzo, consideram o
problema de minimizag8o de funcionais dos tipos

b
(3) Fla()) = f Lit, o/ (8))dt,
° b
(4) £le()) = [ Balt), ')t

definidos na classe de funcdes X4p. Assim, com o objectivo de estudar o
problema de minimizagfio do funcional £(-), onde L : R"® x IR™ — {0, 4-c0]
e tal que L(s,-) ¢ convexa, semicontinua inferior e L(,§) é mensuravel, os



10 1. INTRODUGAO

autores observam que se (-} é solugio do problema considerado, entdo a
aplicagio identidade o (t) = ¢ é minimo local para o funcional F(-), pelo que
8 primeira parte deste artigo se dedica ao estudo de funcionais deste tipo.
Portanto, provam que toda a solugdo y(-) é regular e satisfaz a inclusio dife-
rencial de Euler-Lagrange, para funcionais do tipo F(-), e DuBois-Reymond,
para funcionais do tipo Z{(.).

No terceiro capitulo, estudam-se os artigos de C. Marcelli [Mar02] e de
A. Ornelas [Orn], [Orn05], onde se demonstra a existéncia e regularidade
da solugo para o problema de minimizagéo de funcionais integrais F(z(-))
e L(x(-}) respectivamente.

P. Kaiser (ver [Ces83, p. 440]), para funcionais integrais F(xz(-}), de-
finidos para fungdes z(-) € WP([a,b]; R™) tais que z(a) = 0 e z(b) = d,
com lagrangiano L(t,£) = @(t)(1+ (¢ )2)% ( caso em que o funcional integral
representa um comprimento de arco ponderado), provou que a existéncia de
minimo depende do declive d. Posteriormente condi¢ies necessérias e sufi-
cientes para a existéncia de mfnimo para o funcional integral F(-), em que
o lagrangiano verifica: L(-,£) mensurdvel, L(t,-) € CL1(IR) e convexo, sdo
estudadas no artigo [Mar97]. A extensio dos resultados afi apresentados,
a0 caso em que o lagrangiano é nio-convexo e ndo-superlinear e pouco suave
estudam-se no artigo [Mar02].

Em [Orn05], observa-se que na demonstracéo de existéncia de minimi-
zante, um ingrediente essencial para a semicontinuidade inferior sequencial
fraca do funcional integral £(z(-)), costuma. ser a semicont{nuidade inferior
do lagrangiano L(-) (ver [Iof77], [ET99], [Dac89]); contudo, em [DBD83]
¢ [Amb87] demonstra-se que para uma grande classe de lagrangianos unidi-
mensionais, aqueles em que L(s, -) é uma fungio convexa e semicont{nua infe-
rior ( como acontece quando L(-) é £® B-mensurdvel, L(-,0) é semicontinua
inferior com valores finitos e o subdiferencial 8L(-,0) contém uma funcao
m(-) € L} .(IR)), é possivel obter a semicontinuidade inferior sequéncial
fraca para o funcional integral £(-). Isto permite considerar problemas de
minimizagio de funcionais integrais em que a dependéncia do lagrangiano
em relacio & varidvel de estado s pode ser extremamente irregular, por
exemplo, ndo-semicontinua inferior nos pontos onde s # 0.

De facto, nos artigos [Orn], [Orn05], prova-se a existéncia de mini-
mizantes para o funcional integral £(-), no caso escalar unidimensional em
que sobre o lagrangiano se impéem hipGteses que contém as anteriores. Por
exemplo, é admissivel a fungio L(-,£) ser ndo-semicontinua inferior ( ex-
cepto nos pontos (s,0}) e admite-se possibilidade de ser L(s,0) = +oo ou
8L(s,0) = B para alguns valores de s.

Por outro lado, existem resultados que demonstram que a convexidade
nao ¢ uma condigio necessdria para a existéncia de minimizantes. Em
[Orn05], destaca-se a importéncia que a condigio de zero-convexidade do
lagrangiano (i.e., L**(s,0) = L(s,0)) tem na demonstracdo da existéncia de
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minimizantes para os funcionais integrais £(-), onde o lagrangiano é néao-
linear, ndo-convexo, mas zZero-Convexo e com crescimento superlinear.

Em [Orn05|, prova-se ainda, que embora o lagrangiano tenha um com-
portamento muito irregular numa vizinhanga de pontos (s, 0), o minimizante
é regular( prova-se que o minimizante é bimonétono) e satisfaz a inclusdo
diferencial de DuBois-Reymond.

Por fim, em apéndice dé-se énfase a pré-requisitos necessdrios para o
estudo dos problemas considerados. Assim, recordam-se enunciados e resul-

tados de Anédlise Funcional, Andlise Convexa, Anilise Multivariada e Teoria
da Medida.






CAP{TULO 2

O célculo das variagoes no caso convexo

1. Breve resenha histdrica

O estudo de problemas do cdlculo das variagGes é bastante antigo. Pro-
vavelmente, a primeirs pessoa a considerar seriamente wm problema de mi-
nimizagio do ponto de vista cientifico foi Hero de Alexandria, que viveu
entre 150 a.c. e 300 d.c.. Ele estudou a reflexéio dos raios solares e afirmou,
sem prova, que quando a luz emitida por um objecto é reflectida por um
espelho segue 0 menor caminho possivel desde o objecto até ao olho.

Por sua vez, Pappus ( 290 d.c. - 350 d.c.), rei da Alexandria prome-
teu uma recompenss excepcional aos serventes civis e ao pessoal militar,
oferecendo-lhes toda a terra que eles conseguissem cercar com um arado
num determinado perfodo de tempo. Deste modo, o problema de encon-
trar & curva plana com um determinado comprimento de drea médxima, ou
problema isoperimetrico, nasceu. Pappus ndo foi o primeiro a considerar
problemas isoperimetricos. Contudo, no seu livico Mathematical Colection
ele recolheu e sistematizou resultados de muitos mateméticos anteriores,
extraindo-os de trabalhos de Euclides (325 ac.- 265 d.c.), Arquimedes (287
ac. -212 d.c.), Zenorodus (200 ac.- 140 ac.), e Hypsicles (190ac. - 120 ac.).

Um problems mais geral de minimizacgéo dptica foi estudado em meados
do sec.XVII pelo matemdtico Pierre de Fermat (1601-1665). Ele acreditava
que ”a natureza actua sempre através de meios e maneiras que sdo sempre
as mais féceis e rdpidas” mas nem sempre pelos caminhos mais curtos.

O primeiro problema normalmente associado ao desenvolvimento da te-
oria matemédtica do cédlculo das variagfes é o problema da braquistécrona.
Este é também, indubitavelmente o mais famoso problema desta teoria. Em
Junho de 1696, Johann Bernoulli (1667-1748) publicou um desafio & comu-
nidade matemstica com o seguinte enunciado:

Se num plano vertical forem dados dois ponios A e B, pretende-
se especificar o 6rbita AM B da massa pontual mével M ao longo da qual,
partindo de A, e sob a influéncia do seu préprio peso, chega a B no mais
curto tempo possivel...

Depois de enunciar o problema, Johann Bernoulli assegurou aos seus lei-
tores que a solugio do problema era muito 1itil na mecénica, e que néo era
uma recta. O prazo para entrege de respostas imposto por Johann Bernoulli
foi até a Pascoa de 1697, altura em qiie ele prometeu publicar a sua prépria
solugdo. Aquando do infcio do desafio, Johann Bernoulli também enviou o

13



14 2. O CALCULO DAS VARIAGOES NO CASO CONVEXO

problema privadamente ao matemaético Leibniz (1646-1716), numa carta da-
tada de 9 de Junho de 1696. A 16 de Junho de 1696 ele recebeu uma solugéo
completa como resposta. Newton (1643-1727) também resolveu o problema
da braquistécrona. No final os inicos a conseguir resolver correctamente este
problems. foram Jacob Bernoulli, Leibniz, Newton, Tschirnhaus e I'Hopital.

O matemaético, Leonard Euler (1707-1783) tinha ligagbes préprias com
a familia Bernoulli. Dada esta relacdo préxima, nio é de estranhar que Eu-
ler se tenha interessado pelo cilculo das variagdes. Em 1728, Euler tinha j4
escrito acerca de encontrar equagdes para curvas geodésicas e em 1744 publi-
cou o seu livro de referencia Método para descobrir linhas curvas que gozam
da propriedade de mdzimo ou de minimo. Alguns mateméticos preferem as
datas 1728 ou 1744 para o nascimento da teoria do cdlculo das variagdes
em vez de 1697 (data em que fol publicada a solugio para o problema da
braquistécrona).

Euler desenvolveu um método para resolver problemas especificos e
sisternatizou-o num instrumento poderoso. Com este novo método ele foi
capaz de estudar uma classe bastante generalizada de problemas. O seu tra-
balho cientifico considerava uma grande variedade de problemas geodésicos,
virios problemas de braquistécrona modificados e mais gerais, problemas
envolvendo restrigdes isoperimetricas e até questdes de invariéncia. Apesar
de alguns matematicos antes de Euler terem dado atengo a tais problemas,
ele examinou se as suas condi¢es fundamentais se manteriam intactas com
uma mudanga geral de coordenadas (estas questdes s6 foram desenvolvi-
das no sec. XX). Na sua publicagio de 1744, Fuler mostrou a primeira
condigdo necessdria para mfnimo, a denominada condigio necessiria de
Euler-Lagrange.

Um outro tépico de interesse integrado no trabalho de Euler, é o da
superficie minima. Euler descobriu a primeira superficie ndo trivial deste
tipo: a catenoide.

Apesar de ser verdade que pouco tempo depois a técnica de Euler foi su-
perada pela de Lagrange, naquela época tudo isto era matemética completa-
mente inovadora. Os seus métodos eram notdveis pela clareza e perspicécia.
Em 1755, Jean Louis Lagrange (1736-1813) enviou a Fuler uma, carta que
continha detalhes de uma ideia nova e bela. Nesta carta, Lagrange mostrou
a Euler como ele podia eliminar os métodos geométricos enfadonhos do seu
processo. Essencialmente, ele tinha desenvolvido uma ideia de comparagio
de fungdes que levaria quase directamente & equagdo de Euler - Lagrange.
Depois de considerar o método de Lagrange, Euler converteu-se instanta-
neamente, abandonou os seus antigos métodos geométricos e baptizou toda
esta teoria pelo nome que agora utilizamos, o Cdlcule das Variacdes, em
honra do método variacional de T.agrange.

Euler e Lagrange corresponderam-se frequentemente nos anos seguintes,
com Lagrange a trabalhar arduamente para estender a sua teoria. Até ao
final de 1760, ele foi capaz de publicar um grande nimero de resultados
no Miscellanea Taurinensia, um jornal cientifico em Turim, com o titulo
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de Ensaio acerce do novo método para determinar mdzrimos e minimos de
férmulas de integrais indefinidos.

Em 1786, Adrien Marie Legendre (1752-1833) apresentou uma
dissertagdo & Academic de Paris intitulada Sobre o método de distinguir
mdxzimos de minimos no cdleulo das variagdes. Legendre considerou o pro-
blema de determinar se uma extremal é um arco minimizante ou maximi-
zante. Analisou a segunda variagdo do funcional, motivado pelo teorema
de Taylor. Legendre foi capaz de obter a condiciio necessdria de segunda
ordem Lgg > 0 aplicado a minimizante, o que é surpreendentemente se-
melhante ao que conhecemos do célculo elementar com o teste da segunda
derivada. Legendre tentou mostrar a condigéo fortalecida Lgg > 0, que néo
é verdade.

S6 passados cinquenta anos da descoberta inicial de Legendre, relativa
& condigdo necesséria de segunda variagio, é que outro mateméatico tentou
desenvolver esta teoria no sentido das condigSes necessérias e suficientes.
Em 1836, Gustav Jacobi (1804-1851) demonstrou rigorosamente o que agora
chamamos de condigio suficiente de Jacobi.

Em 1870, Karl Weierstrass reviu toda a teoria do cdlculo das variagGes.
Weierstrass foi o primeiro a realgar a importéncia do dominio da funcional
que estamos a tentar minimizar. Ele também examincu o conjunto das
fungbes admissiveis. Um dos seus feitos mais notaveis foi um novo teorema
de suficiéncia para minimo. Dois novos conceitos, o campo de extremais e
fungio excesso de Weiertrass foram desenvolvidos, assim como um novo tipo
de minimo, o chamado minimo forte.

Com base no trabalho desenvolvido por Weierstrass, outros matemaéticos,
tais como Bolzano, Bliss, Carathéodory, Hilbert, deram ao cidlculo uma es-
trutura mateméatica rigorosa.

Em 1900 no Congresso internacional de Matemdtica de Paris, Hilbert
formulou vinte e trés problemas que considerava fundamenteis para o desen-
volvimento da matemética no sec.XX. Trés deles (19, 20 e 23) eram sobre
célculo das variagOes.

Com efeito, foi Hilbert ( em 1900) o primeiro & resolver um problema
variacional ( o problema da minimizagéo do funcional integral unidimensi-
onal de Dirichelet) abordando directamente o funcional integral ( em vez
do lagrangiano, como era pratica até entdo), e dai o nome Método Directo.
Contudo s6 em 1915, Tonelli provou 2 existéncia de solugio para o problema
geral do célculo das variagGes. Estes métodos de abordagem do problema,
conhecidos por métodos directos, promoveram um grande desenvolvimento
da andlise em geral, atingindo maior notoriedade na andlise funcional, teoria
da medida, equagdes diferenciais.

2. O problema fundamental do cilculo das variagbes

O problema fundamental do cdlculo das variagdes consiste na deter-
minagio de um extremante - um minimizante ou um maximizante - para
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um funcional integral que depende da escolha de uma fungéo pertencente a
uma. determinada classe de fungdes, em particular, fungdes cujos valores nos
extremos de um determinado intervalo real limitado sio fixos.

Portanto, consideramos [a, ], com a < b um dado intervalo na recta real
IR. Facamos X4p representar a classe de todas as fungdes absolutamente
continuas, z : [a,b] — IR®, n > 1, que satisfazem as condigGes de fronteira

(5) z(a)=A, z(b)=DB

onde a,b € IR", estdo fixos. Seja ainda L{-) uma funcio real definida em
[a,8] x IR™ x IR™. Assim, pretende-se minimizar o funcional integral

b
() I(z) = f L(t,2(), &' (8)dt, () € Xap

onde z'(t) representa a derivada %, isto é, z/(t) = (%ﬂ, oy %}U—))
DEFINIGAG 2.1. [GF00]

(1) A funcdo L(-) chamamos Lagrangiano do problema fundamental do
cdlculo das variagées;

(2) As funcies z(-) que satisfazem as condicdes de fronteira (5) dizem-
se trojectdrias admissiveis;

(3) Quando o Lagrangiano L(-) ndo depende ezplicitamente da varidvel
independente ¢, diz-se que o problema € auténomo.

3. Condigdes necessdrias de optimalidade

DEFINIGAO 3.1. [GFO00] Uma trajectéria admissivel y(-) é um minimi-
zante global de Z(-} se para as trajectérias admissiveis z(-)

(7) Z(y()) < Z(z())-

Dizemos que uma funcdio y(-) € X4p é um minimizante local de ()

quando a condicéo

Z(y()) < I(=(-))
se verifica para todas as funcoes z(+) € Xap suficientemente préximas de
y().

Contudo a nogéo de "suficientemente proximas”precisa de ser definida.
Para tal é necessdrio definir uma métrica que permita introduzir o conceito
de vizinhanga. Sio usuais no célculo das variacdes duas métricas: a forte e
a fraca.

Consideremos as seguintes métricas:

po(y(),2()) = sup {[ly(-) — z( )i}
te(a,b]

py(),z() = tz‘[ipbl{lly(-) kA0l B3 IORSOT)3
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DEFINIGAO 3.2. [GF00] O conjunto
Ne(y(')) = {z : [a, 8] — IR™ : z(") € AC[a, ] |po(y("), z(")) < €}

designa-se por vizinhanga forte de z(-).
Por sua vez, o conjunto

Ney()) ={z : [e, 8] — R" : z(-) € AC|a, 8] |p1(y(-), =(-)) < €}
designa-se por vizinhanga fraca de z(-).

DEFINIGAO 3.3. [GF00] Uma trajectdria admissivel y(-) diz-se um mini-
mizante local forte pare o funcional integral I(z), se eristir uma vizinhanga
forte N de y(-) tal que

I(y()) < I(=(+)
para toda a trajectéria admisstvel z(-) € No(y(-)).

Analogamente, dizemos que uma trajectéria admissivel z(-) é um mini-
mizante local fraco para o integral variaconal I(z) se existir uma vizinhanga
fraca N de z(-) tal que

Z(z(-) £ Z(za ()

para toda a trajectoria admissivel z1(-) € N;. Todo o minimo global é
também um minimo local. E, de modo semelhante, um mfnimo local forte
é também um minimo local fraco. Em ambos 03 casos o oposto nem sem-
pre é verdadeiro. Quando o problema em questdo admite solugio, se uma
condig&o necessiria para minimo local forte ndao déd nenhum candidato, entéo
podemos concluir que néo existe nenhum minimo local forte e que a solugio
é um minimo local fraco. Na verdade, a teoria da existéncia no cdlculo
das variagbes verifica a existéncia numa classe maior de fungdes admissfveis
para as quais as condig¢Bes necessdrias de optimalidade cldssicas nio sio ne-
cessariamente validas. Muitos problemas de aspecto simples nio admitem
solugdo na classe de fungdes admissfveis onde eles sdo formulados, e onde as
condigoes necessdrias cldssicas sfio vilidas. Nesta situacéo, ndo faz sentido
aplicar qualquer uma das condigOes necessarias: podemos ser levados a con-
clusdes erradas, apenas porque a condi¢do de existéncia que assumimos &
priori néo é satisfeita. Isto é conhecido como o paradoxo de Perron [You00].
Podemos concluir, contudo, que o problema nio tem qualquer solugio na
classe z(-) € Xap se quer as condigdes necessdrias para mfnimo forte, quer
as condigbes necessdrias para minimo fraco ndo derem nenhum candidato.

3.1. Condicio necessdria cldssica para minimo local forte.

DEFINIGAO 3.4. (Fungdo Excesso de Weierstrass 7))
A fungio excesso de Weierstrass E : [a,b] x IR™ x IR™ x IR® — IR, associada
ao lagrangiano L(-) do funcional integral Z(-), é definida por

E(t! .’L‘(t), E’(t)! 'U’(t)) =

(8) = L(t,=(t),v'(t)) — L{t, z(t), 2’ (t)) — (&' (t) — v'(t), Le(t, 2(t), &' (1)))-
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TEOREMA 3.1. [GF00] Suponhamos que z(-) é um minimizante local
forte para o funcional integral T(x), e que L{:) é uma funcdo de classe C?
em [a,b] x IR"® x IR". Entdo

(9) E(t,z(t),z'(t),v'(t)) =0, WVu(-) € R*, Vi€ [a,b].
3.2. Condicao necesséria cldssica para minimo local fraco.

TEOREMA 3.2. [GF00]
Suponhamos que z(-) é um minimizante local fraco pare o funcional integral
I(z), e que L{-) € uma fungéo de classe C? em [a,b] x IR™ x IR™. Entdo
d
(10) ELE(t= z(t), ' (1)) = Lz (t, z(t), 7' (£)).
A equacdo (10) designa-se por equag¢io de Euler-Lagrange e as suas
solugdes sdo chamadas extremais.

TEOREMA 3.3. [BGH98|
Suponhamos que z(-) € um minimizante local fraco para o funcional integral
I(z), e que L(-) € uma funcio de classe C? em [a,b] x IR™ x IR™. Entdo

(11) %[L(t7 z(t), &' (t)) — 2’ (t) Le (b, 2(2), ' (8)] = Lalt, z(t), 2'(£)).

A equagdo (11) designa-se por condigdo de DuBois-Reymond.

TEOREMA 3.4. [Ces83]
Suporthemos que z(-) € um minimizente local fraco para o integrol variaconal
I(z), e que L(-) é uma funcio de classe C? em [a,b] x IR™ x IR™, Entdo

(12) Lo (t, x(t), 2 (£))¢¢* >0, ¥ e R™

OBSERVAGAO 3.1. [Ces83)

(1) Se o lagrangiano L(t,£) ndo depende da varidvel de estado s, a
equagio de Fuler-Lagrange reduz-se a

(13) Le(t,2' (1) = C,
onde C € uma constante arbitrdria.

(2} Se o lagrangiano L{s,£) ndo depende do tempo ¢, o equagdo de
DuBois-Reymond reduz-se o

(14) L(=(2),'(8)) — (&'(2), Le(w(t), 2 (9))) = C,

onde C é uma constante arbitrdria.

4. O método directo

0O método directo do cdlculo das variagbes deve o seu nome ao facto de
se procurar determinar os minimizantes directamente a partir do funcional
integral. FEste método é uma das principais ferramentas na obtengio de
solugbes de equagbes com derivadas parciais néo-lineares.

Para compreendermos mais claramente a esséncia desta técnica, vejamos
o que sucede no caso de dimenséo finita.
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Consideramos 7 : R® — IR. Pretendemos encontrar g € IR tal que
I(zo) < I(z) para todo 0 & € IR*. Para garantirmos a existéncia de
fnfimo finito precisamos de impor que Z(-) seja limitado inferiormente (isto
é, I(z)) 2 ¢ > —oo Vz € R™).

Sejam —o0 < m = inf{Z(z) : 2 € R"} e (z,) uma sucessio minimi-
zante, isto é, Z{z,) — m.

Se tal sucessdo minimizante tiver todos os seus termos contidos num
conjunto fechado e limitado, o que devido ao facto de o espago ter dimensao
finita, significa que (z,) estd contida num conjunto compacto, podemos
extrair uma subsucessdo convergente para um ponto do conjunto, isto &,
existe (@n,) com z,, — zg. Entdo Z(z,,) — m, porque I(zy,,) é uma
subsucessiao de Z(z,), logo converge para o mesmo limite de Z(z,). Por
outro lado, como Z(:) é continua Z(z,,) — Z(xp), logo por unicidade do
limite Z(xp) = m e portanto zg é o minimizante desejado.

De facto, nio é necessirio que a fungdo seja continue, isto é, nao é
necessario que limy 100 Z(zn) = Z(zr) sempre que z, — , mMas apenas
limp 00 Z(xy) 2 Z(z), ou seja, que Z(-) seja semicontinuo inferior, pois s6
estamos interessados no minimo.

A ideia do método directo é, reproduzir esta andlise no caso de dimenséo
finita, encontrar sucessées minimizantes pertencentes a um conjunto fecha-
dos e limitado e assegurar a semicontinuidade inferior. Contudo, em di-
mensdo infinita, este problema é muito mais delicado. Com efeito, a pri-
meira hipétese ndo é, em geral, suficiente para permitir a extracgéo de uma
subsucessio convergente. Isto ¢ possivel apenas, com uma topologia mais
fraca que a usual. A segunda imposi¢io é entdo que Z(-) seja semicontinuo
inferiormente em relacéic & topologia fraca, para garantir que o {nfimo seja
de facto um minimizante. Este dltimo requisito é cumprido por uma vasta
classe de funcionais Z(-), nomeadamente aqueles cuja fungdo integranda é
convexa relativamente & varidvel velocidade.

O problema de obter boas propriedades de compacidade e o problema de
obter a semicontinuidade inferior do funcional, sio antagénicos, na medida
em que guanto mais se enfraquece a topologia menos possibilidades temos
de Z{(-) ser semicontinuo inferiormente.

Um espago de fungdes X razodvel deve ser completo. Devemos revestir
X com a topologia fraca para obtermos a compacidade das solugdes mini-
mizantes. No caso em que X ¢ reflexivo, uma das caracteristicas das topolo-
gias fracas é que as sucessdes uniformemente limitadas sio pré-compactas.
Assim, para obter a compacidade na topologia fraca, é suficiente obter a
limitagio das sucessGes minimizantes, e isto pode ser obtido impondo um
comportamento apropriado da fungio lagrangiano no infinito (por exemplo,
o crescimento superlinear).
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4.1. Teorema geral de existéncia. Considera-se o problema da mi-
nimizagdo de funcionais integrais do tipo

I(a()) = f ’ Lt o(8), (8t
na classe de fungdes ‘
Xap :={z(-) € AC([a,b, R") : z(a) = A4, z(b) = B}
com A e B fixos.
TEOREMA 4.1. [AFP00, pag. 267] Seja L : [a,b]x R™ x [R® — [0, +00]
uma fungdo normal com L(t, s, ) conveza em IR™ para todo 0 s € IR™ e todo

ot¢€[a,b.
Entdo, o funcional integral

b
T(a() = [ L2, 2'(0)de

é sequencialmente semicontinuo inferior no espago L*([a, b], B™)x L([a, b], IR™)
dotado da topologia forte em L ([a, b], IR™) e da topalogia fraca em L' ([a, b], R™).

Um resultado, muito conhecido, de existéncia de solugdo do Cdleulo dag
Variagoes é:

DEFINIGAO 4.1. Diz-se que L(t, s, £) tem crescimento superlinear se exis-
tir wna funcéo 0(€) tal que:

(l) L(ta 37&) 2 6(5) Vi, s, &;
(2) BE‘E — oo quando |€| — oo.

DEFINIGAO 4.2. Diz-se que L(t,s,£) tem crescimento polinomial m se
ezistirem constantes positivas cg, 1, ¢z € uma constante m > 1 tais que:

C()I(flm < L(t: 5, g) < cl[&lm + ca, Vta 8, E

TEOREMA 4.2. (Teorema da Ezisténcia de Tonelli [ET99, pag.
250
Sejgz)L :[a, B8] x R™ x IR™ -» (—o00, +00] uma fungio normal tal que:
(1) L(t,s,-) é conveza em IR" para qualguert c la,b] e qualquer s €
R™,;
(2)
L(t, 5,8) 2 0(|¢]) + a(t)
onde 6 : [0, +o0o[— (0, +)] € uma funcdo crescente, semicontinua
inferior e convexa, que satisfaz a condicdo de crescimento superli-
near e a(-) € L*([a, b], R™).
Entdo, existe solugdo para o problema da minimizacdo de funcionais inte-
grais do tipo

b
I(a()) = / L(t, o(t), (1)) dt
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na classe de funcdes
Xap = {z(-) € AC(la,b], R") : z(a) = A, z(b) = B}
com A e B fizos.

4.2. Teoria de relaxacgfo. Nesta secgio considera-se o problema da
minimizagéo de integrais variacionais do tipo

b
I(a(2)) = / L{t, o(8), & (8))dt
na classe de fungtes
Xap = {z()) € AC([a,b], R") : z(a) = A, z(b) = B}

com A e B fixos, em que o lagrangiano L(-) é néo convexo.

Como se viu na secgio anterior, no caso unidimensional, a condigéo de
convexidade do lagrangiano é no s6 suficiente, mas também necessaria para
garantir a semicontinuidade inferior do integral variacional 7 ().

Isto sugere, uma limitagio dos métodos directos face a problemas varia-
cionais onde se procura provar a existéncia de solugéio sem a convexidade do
lagrangiano. Com efeito, existem problemas variacionais, nos quais ndo se
supGem hipéteses de semicontinuidade inferior ou convexidade, com solugdo
éptima. Isto acontece, em particular, quando o lagrangiano é linear em
relacdo & varidvel de estado.

Um resultado deste tipo foi estabelecido por Neustadt, ao aperceber-
se das potencialidades do Teorema de Liapunov. Mais tarde, teoremas de
existéncia para lagrangianos néo-convexos foram estendidos a lagrangianos
mais gerais.

O seguinte resultado é uma extensio do (Teorema 4.1) no caso em que
o lagrangiano L(¢, z(t),-) é néo-convexo.

TEOREMA 4.3. [ET99, pag. 247] Seja L : [a, b x R™ x IR" — (—00, +00)]
uma fungdo normal, com
L(t,s,€) = 0(I¢])s

onde 0 : (0, +o0) — (0,+00) € uma fungdo crescente, semicontinua inferior,
conveza e superlinear.
Entdo, o funcional integral

b
T (2()) = / LM (4, 2(t), 2'8)dt
a
¢ sequencialmente semicontinuo inferior no espago L*([a, b], R™)x L' ([a, ], IR")
dotado da topologia forte em L1([a,b], R™) e da topologia fraca em L*([a, b], IR™).

TEOREMA 4.4. (Teorema de Relazagdo [ET99, pag. 251]) Sejo L
la,b] x R™ x IR™ — (—oc0,+00] uma fungdo mormal, com

L(t, s,€) = 8(|8]) + a(?),
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onde 8 : (0, +o0) — (0, +o0] € uma fungdo crescente, semicontinua inferior e
convexa, que satisfaz a condicdo de crescimento superlinear e a(-) € L(a,b).
Enido, existe minimizante para o integral relazado

b
TC(z()) = / L (4, (), o (£)dt,

a

definido no classe
X5 = {z € AC((a,8], R") : 2(a) = A, x(b) = B}
com A e B fizos.

OBSERVAGAO 4.1. [ET99, pag. 287] No caso em que se verificam as
hipdteses:

(1} 6 : [0,+00) — [0,+00) é uma funcdo convexa, crescente e semi-
continua inferior que satisfoz e condicdo de crescimento superli-
near;

(2) g(:) uma fungdo normal definida em [a,b] x IR", tal que g(t, &) >
6([€1)

(3) Dados 1 < B < o0, e L(-) wma fungdo normal definida em [a, b] x
IR™ x IR™, para 0s quais:

(a) se 1 < 8 < oo, existem a1 e ag € L'([a,b]), b >0 ec> 1 tais
que g(t,€) + aa(t) < L(t, ,£) < cg(t,€) + blz|? + ar(t);

(b) se 3 = oo, existe az € L'([a,b]) e, para todo para todo o
k>0, existem ¢ > 1 e a; € L([a, b)) tais que g(t, &) + az(t) <
L{t,z,&) < cg(t, &) + ai(t) pora |z| < k;

(c) para gquase todo t € [a,b], a restricdo de L(t,-,-) a
IR™ x domg(t, ) € continua.

o integral relezado IC(-) tem solugdo e min ZC(x(-)) = inf Z(z(-)).

5. Regularidade dos minimizantes

TeEOREMA 5.1. [BGH98, pag. 134] Seja L : [a,b] X R® x IR™ — IR wma
fungéo de classe C?, com crescimento polinomial de graup > 1, n > 1, e
que satisfuz as seguintes condicdes:

(1) Ezistem constantes cg, c1 > 0 tais que para todo o (t,s,€) € [a,b] X

IR" x IR",
(15) col€l? < L(t,s,8) < er{1+ |€F);
(2) Eziste uma fungdo M(R) > 0 tal que
(16) |Ls(t, 5,€) — Le(t, 5,8)] < M(R)(L + &),

para todo (t,s,€) € [a,b] x R™ x IR™ com * + |s|2 < R?;
(3) para todo (t,s,£) € [a,b] x IR™ x IR™ € pare todo o ¢ € IR"\ {0},

(17) Lesen(t, 5,€)¢%¢F > 0.
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Seja XTy a classe das fungdes z(-) € W'P(a,b; IR") que satisfazem as
condigbes de fronteira z(a) = A e z(b) = B. Suponha-se y(-) € Xlg um
minimizante (local) para o funcional integral

b
(18) I(z()) = ] Lit,a(),a (), o() € XLy

Entdo, y(-) € C*([a, b]; IR") e satisfaz a equagdo de Fuler-Lagrange.

TEOREMA 5.2. [BGH98, pag. 144] Seja L(-) uma fungdo suave com
crescimento superlinear, e que satisfaz Lee > 0.
Seja y(-) € Xap um minimizante local forte para o funcional integral

b
(19) I(a()) = j L{t, 2(6),  (t))dt,

e suponha-se que: ou Ls(-,y(-),v' (")) € Ll(a,b); ou que L¢(-,y(-), ¥/ () €
L(a,b).
Entdo, y(-) € suave e satisfaz tanto a equacdo de Buler-Lagrange

(20) & gty 9/ (2)) + Lt 9(2),/(9) =

bem como a equagdo de DuBois-Reymond

(21) %[L(f-, y(t),y' (1)) — ¥ () Le(t, y (1), ¥’ (1))] = Le(t y(8), ' (1))

5.1. Condigdes necessidrias sob a forma de inclusdes diferenci-
ais. Como consequéncia de desenvolvimentos recentes em andlise néo su-
ave, foi possfvel estender as condi¢des necessdrias cldssicas de existéncia de
solugao sob a forma de inclustes diferenciais.

Nesta secgio considera-se o problema de minimizagéo de funcionais in-
tegrais do tipo

b
Fla() = j L(t, 2/ (£))dt,

£ = [ T,
definidos em Xg. Define-se ainda.,a para p € [1, +o00], & classe de fungdes
X = {e(t) € W([a, 5], R™) : y(a) = A, y(b) = B},
e para € > 0 as vizinhancas forte e fraca (respectivamente)de y(-):

NE@W()) = {=(t) € y(t) + Wy ([a, 8], R™) : [y(t) — a(t)| < &, V¢ € [a, 0]},

N2() = {=(8) € y@O+Wo ([0, 8, R™) : Jy(t)~2(B)lly2e <&, VEE a8}
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DEFINIGAO 5.1. Uma fungdo y(-) € X% g denomina-se WHP-minimizante
local forte (resp. Wl¥-minimizante local fraco), com q > p, se existir uma
constante € > 0 tal que

b b
f L(t, ¥ ()t < f L{t, 7' (1))dt,

qualquer que sejo z(-) € NE(y(:)) (resp. z(t) € N'3(y(-))).

TEOREMA 5.3. [AABB8Y] Seja L : [a,b] x R" — [0, +00] uma funcdo
L& B-mensurdvel, com L(t, ) semicontinua inferior e conveza g.s. em [a,b].
Seja y(t) € Xap um Wh® minimizante local fraco pare o funcional integral

/ ’ Lt 2 ()t

com y'(+) € int(dom L(2,-)) ¢.s. em [a,b].
Entdo, existe ¢ € IR™ que verifica a inclusdo ¢ € SL(t,2'(t)) ¢.5. em
[, B].

TEOREMA 5.4. [AABS89]| Seja L : IR" x IR™ — [0, +-00] umae funcdo de
Borel, tal que para todo o s € IR™, L(s,-) € convesa e semicontinua inferior
em IR". Seja y(-) € Xap wm Whl-minimizante local fraco para o funcional
integral

be(m(t),m'(t))dt, z(+) € Xap.
Supbe-se ainda que ‘
(22) y'(t) € int(dom L(y(t),")) q.s. em [a,b].
Entdo, existem ¢ € IR ¢ uma fungdo mensudvel p(t) tais que
p(t) € OL(y(t), ¥' (1)),

e = (p(t),y'(t)) — L(y(), ¥’ (t)),
g.s. em [a,b].
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Resultados recentes no caso naoc-convexo

1. O problema nao dependente da varidvel de estado

Comega-se por considerar o problems de minimiza¢io de funcionais
integrais do tipo

b
(23) Fla()) = f Lt 2 @)dt, () € Xoa,

onde Xpg é a classe das fungbes z : [a,b] — IR™ absolutamente continuas que
satisfazem as condigbes de fronteira z(a) = 0 e z(b) = d (no caso em que
a=0eb=1 o declive de z(-) coincide com d).

TEOREMA 1.1. [Mar02] Seja L : [a,b] x IR" — (—o0,+00] uma fungdo
L ® B-mensurdvel, tal que dom(L(%t,-)) € convezo g.s. em [a,b].
Suponha-se que existe ume fungdo absolutamente continua y(-) tal que

o funcional integral F(y(-)) = 2 L(t,y/(£))dt < 400 e
(24) y'(t) € int(domL(t,")) g¢.5. em [a,b].

Entdo, guaisquer que sejam p, g € [1,+00] e para todo o € > 0,

b b
(%) z(-)eilrlg(y(-nfa L(t’ml(t))dt=w(-)eif~l;§(y(~>)/a @)
Em particular,
. b ' . Y wagy

(26) m(';ggfgd/; L{t,z'(t))dt = z(-l)relf'l’é’d/,z L™ (¢, 7' (t))dt.

DEMONSTRAGAO. Como L*™(%,-) < L(¢,-), basta mostrar que qualquer
que seja £ > 0, e quaisquer que sejam p, ¢ € [1, +oo]

b b
inf th,m't dt < inf fL** t,z'(t))dt,
z(VENE () Ja (&, (£)) =()eN () Ja ( ®)

Com vista ao absurdo, supde-se que para algum e > 0 e p, g € [1, +o0],
existe w(t) € NZ(y(-)), tal que

b b
L*™(t,w'(t))dt < inf th,'t dt.
fa bt <\ o J, FEZE)

25
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Considera-se portanto, dois nimeros reais o e 3, para os quais
b b
L™t uw't)dt<a<B< inf f Lit, ' (£))dt.
/a s(ENEWN o

Escolhe-se & €0, 3], de tal modo que B(w(t),d) C B(y(t),€) para todo
ot€la,ble

(1—46) fb L**(t,w'(¢))dt - J/b L™,y (t))ds < a.

define-se i(¢) := (1—8)w(t)+dy(t) de tal modo que para todo o t € [a, ]
B(w(t),d) C B(y(t),e), e pela convexidade da fungio L**(-)

b b b
f L*(¢, @ (8))dt < (1— 6) / L (4w (£))dt + 6 f L™,/ (£))dt < .

Além disso, como w'(t) € dom (L**(¢,-)) q.s. em [a,b], em virtude da
convexidade do conjunto dom L(t, ), e como 3/ (¢) € int(dom L(t, -)) verifica-
se a incluséio w(t) € int(domL(t,-)) q.s. em [a,b]. Logo,

(27) L*(t, @' (t)) = co L(t, @' (t)) g.s. em [a,B].

Considera-se g : [a;8] — IR, com g(-) € L(a,b), g(t) > L*™(t, &'(t)) e
fLy(t)at < a.

Combinando (27) juntamente com (128) resulta que a multifuncio

T:tefeb 3 C 0,1 x (RM)HY,

n+1 n+1 n+l1
I'(t) = {(A,E) PN =LY NG =), > N LE) < gt), Lit, &) < +00} :
i=1 i=1 j=1
é nio vazia e mensurdvel. Aplica-se o (Teorema 3.37) e deduz-se a existéncia
de fungées mensurdveis A; : [a,b] — [0,1], & : [a,b) = R, j = 1,...,n + 1,
tais que Z;‘:ll Ajj=a'(t) e
n+1
(28) Z)‘jL(t’ &)< g(t) as em |[ab].
i=1

Considera-se p > 0 um niimero real, tal que para todo o conjunto
E C [a,b] com |E| < 2p se verificam as desigualdades:

(29) [+ iawna < 4,
(30) [ 1ney @i < (- a)

(31) / g(t)dt < a.
(e, B\E
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Escolhe-se r €]0,1] tal que para G = {t : B(@(t),nr) C domL(t, )}
Gl >b—a—§.

Considera-se C C G um conjunto compacto, com (b—a)—p < |C| < b—a,
e M > 0 uma constante, tal que para q.t.p ¢ € C para todo A € IR com
M € {i;(2), @i (8) + r, Wi (t) — rhi=1,.,n,

n+1 n+1
32) WO+ @@+ D 16w+ 01L& +HILE N < M
j=1 j=1

Definem-se ¢ = min{5:2 50 2 1Cls 21, Q C [a,b] \ C um conjunto, ¢ N >0
uma constante, tais que

n+1

33) 3 (L&) + &GONHT @Y OIS N gs em a5\ QUC),
j=1

(34} f | ' (t)|dt < ro.

Considera-se €' ¢ C um conjunto com |C'| = 6. Definese © =
[@,8]\ (RUC") e ©1, .., ©,uma parti¢ho finita de © em subconjuntos
mensuréveis e dois a dois disjuntos, tais que |©k| < p, sup O < inf Br+1,
k=1,..s,

1

(35) f FOI+ DGO <S,  F=ls

i=1

Para todo o k € {1,..,5} aplicase o (Teorema 3.33) &s funcdes
hj:©p —» R™, j=1,.. n+1 definidas por h;(t) = (£;(t), L(t, .gj(t))),
deduz-se que para todo o k = 1, ..., s existem conjuntos disjuntos E{‘, En+1 C

Oy, tais que para ¢(t) = b, Z;ﬂ X gk (s)&;(t)

n+1l
(36) fe S(t)dt = f S A0t dt = f FW)dt, k=18

Ok j=1
e por (28) e (29)
n+1
(37) L(t, $(t))dt = ML, & ()dE < [ g(t)dt <
/. f, 2 omtegena < [Lof

Para todo o i € {1,..,n} define-se %(t) := [ol@(t) — yi(t)]dt. Pela
desigualdade (34) pode escolher-se um conjunto C} C C' tal que |C| = bﬂm
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Define-se ainda, para todo o i € {1,...,n},
( i () em te€f
J ¢i(t) em te€O,

Y(t) ==
Wi(t) +rsgn(y(t)) em teC,,

| Wit} em teC'\Cl

e faz-se Z(t}) = f;zb('r)d'r. Por (32) resulta que |[L(t,%(t))] < M
g.s. em C’. Além disso, de (36) obtem-se

fa ’ Ti(t)dt =

= [ sitoie+ [ ot + [ a0+ nolsen (e =
1] © c*

= fa ’ w;(t)dt.

Entéo, por (32) e (33), y(t) — () € Wy (a, b).
Por (29), (35) e (36), para todo o t € [a, b]

|Z(t) — w(t)| <

< /s; ly'(7) — @(r)ldr + _/(;k |¢(7) — w(r)|dT + no <

y & 4
<« _224°
_3+3+3,

onde k € {1,...,s} é tal que sup®;_; < 5 < supOy, e By = {a}. Logo,
Z(t) € NZ(y()). Das desigualdades (30) e (37) deduz-se

f bL(t, F())dt =

=/QL(t, y’(t))dt-k/eL(t, ¢(t))dt+/c" L{t,y(t))dt <

<%(ﬁ—a)+cz+M0’Sﬂ<

b
inf /Lt,m't dt
o()eNF () Ja (L=(8)

o que contradiz a hipétese formulada. O

O seguinte Teorema generaliza o (Teorema 5.3). Consideram-se lagran-
glanos néo-convexos, aos quais 86 exigida a £ ® B-mensurabilidade. Re-
correndo ao (Teorema 1.1), prova-se que a inclusdo de Euler-Lagrange é
condi¢do necessiria e suficiente para a existéncia de mfnimo.
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TEOREMA 1.2. [Mar02] Sejom, L : [a,b] x R® — (—00,+00] uma
fungdo
L£.® B-mensurdvel tal que dom (L(t,-)) é um conjunto convezo g.s. em [a, b],
e y(t) € Xap de tal modo que: o funcional integral f: L(t,y/'(t))dt eziste e
€ finito; e
(38) Y (t) € int(dom L(t,)), q.s em [a,bl
Entdo, as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(1) y(&) é um WlP-minimizante local forte para o funcional integral
) ‘

f"b L(t,y'(t))dt;

(2) [ L™ty (8))dt = ming yep, fo L* (8, 2'(t))dt;

(3) Eziste c € IR™ tal que ¢ € OL(4,y'(t)) g.9. em [a,b], ie., y(')

satisfaz a inclusdo diferencial de Euler-Lagrange.

DEMONSTRAGAO. Parte I: (1) = (2).

E uma consequéncia imediata do (Teorema 1.1), pois L**(-) é convexa.

Parte I1: (2) = (3).

Considera-se que

L{t,2'(t)} := max{ L™(t,2'(t)), L™ (t,5/ () — 1} = [L™(t, ¥’ (%)) — 1].

Ora, f,(t, \) é uma fun¢do ndo negativa, convexa e¢ semicontinua inferior.
Portanto, como L(t, z'(t)) > L**(t,2'(t)) — L**(¢,¥'(¢)) + 1, resulta que

b b
/ﬂ L{t,y'(t))dt = I(f)rggud j L(t,z'(t))dt.

Pelo (Teorema. 5.3) existe ¢ € IR™ tal que c € 8L(t,y'(t)) a.s. em [a,b],
ie,

max{L™(,2'(£), L™ (3 (8) — 1} 2 L™ (6 Y/ ) + (e, @'(8) —/ (),
qualquer que seja z'(-) € R" e q.s. em [a, b].

Logo, existe um nimero real p > 0 tal que

L*(t,2'(8)) 2 L™ (t,9' (1) + {e, '(t) —4/(2)

q.5. em [a, b] e para todo o 2'(t) € B(y/(t), p). Pela convexidade de L**(-),
c € OL**(t,z'(t)) g.5. em [a,b].
Portanto,

L, 2'(8)) = L*"(t,2'(t)) = L*(t, 4’ () + (¢, 2'(t) — ¢/ (2)) =

= L{t,y' (1)) + (e, Z'(t) = 4/ (&)).
Parte III: (3) = (1).
Para toda a fungdo z(-) € A}, pela desigualdade subgradiente

be(t, z'(t))dt >
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b b b
> / Lt/ (8))dt + / (e, 2'(t) — of (8))dt = f L(t, 5/ (1)) dt.
O

Dado um conjunto §, representamos por é5(-) a sua funcfo indica-
triz. Se y(-) é um W1*.minimizante local fraco para o funcional integral

f: L(t,2'(t))dt na vizinhanga N"2°(y(.)), define-se

Le(t,2'(t)) := L(t,2'(£)) + OBty (1))@ ().
Entdo, y(-) é um minimizante global para o funcional integral /. ; L.(t, @ (¢))dt.
Portanto:

COROLARIO 1.1. Suponhamos que se verificam as hipdteses do { Teorema
1.2), entdo a fungéo y(-) € Xap € um W _minimizante local fraco para
o funcional integral f: L{t,z'(t))dt na vizinhaga fraca N'2(y(-)) se e 6 se
existe uma constante ¢ € R™ tal que

e € OL:(t, i/ (s)) =

{€" + L{t,w' () 2 L{t, g/ () + (€, wt) — ¥/ (1)) Vw(t) € B(y'(t),£)}.
g.s. em [a,b]
TEOREMA 1.3. Sejo L : [a,b] x IR — (—oc,+00] uma fungio L ® B-

mensurdvel. Denota-se por Cy = {€ € IR : L(t,&) = L**(t, &)} e suponha-se
que existe uma fungdo m(-) € LP(a,b) tal que

(39) 8(C) C B(0,m(t)) q.s. em [a,b],

Entdo o funcional integral [ ab L(t,o'(t))dt admite minimo na classe AL, se
e s6 se existe y(-) € AL, tal que

b b
/ L*(t,4'(t))dt = min / L*(t, ' (£))dt

z(t)EXT,
ey'(t) €co(Cy) g¢.5. em [a,b].

DEMONSTRAGAO. Parte I: (Condigao Necessdria).

A demonstragéo é imediata, por aplicagio do (Teorema 1.2).

Parte II: (Condigao suficiente).

Como 1/(t) € co (Cy) existem fungdes mensurdveis Aj ¢ e, b — [0,1],
e, bl > R, com () € Cy, j=1,...,n+ 1 tais que

n+1

D NiE () =y (8),
J=l

e L™(t,-) é uma fungdo afim no conjunto co{£;(s),j =1,..,n+ 1} g.s. em
la, B].
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Aplica-se o (Teorema de Liapunov 3.33) as fungdes g;(t) = (£;, L**(t,&;(t))),
j=1,..,n+1, e deduz-se a existéncia de conjuntos disjuntos e mensurdveis

B, ..., Eng, tais que para ¢(t) = S0 xg, (0€;(8), [Lo(t)dt = [/ (t)dt e

n+1

b
/ Lt ote)de =3 L RACOCE

pntl b
f D" A (E)L™(t, €5(8))dt = f L*(t, 4/ (t))dt.
e j=1 a

Pela inclusdo (39) e como ¢(t) € L?(a, b) tem-se o resultado pretendido.
O

1.1. Integrais com lagrangiano L**(t,-) afim no infinito. Nesta
secgho supde-se que: L :[0,1] x R — IR é uma fungéo normal; e para todo
t € [a,b), Ct={£ €R : L**(t,£) = L(t,£€)} (se C¢ néo depender to tempo
t, o conjunto denota-se por C).

Como consequéncia do (Teorema 1.2), se o funcional integral JF(-) tem
como minimizante a fungdo y(-), entdo L**(t,-) € IR e o conjunto C; # 0
q.s. em [0, 1]. Por este motivo, doravante considera-se C; # 0 q.s. em [0, 1].

Considera-se também que o invélucro convexo L**(t, ) é afim em IR\ C;.
Mais precisamente, considera-se que o conjunto C; é limitado g.s. em [0, 1]
e que L**(¢,) é afim no complementar de C;.

No caso em que o lagrangiano é auténomo, i.e., L(t, £) = h(€) o minimo
existe se e sd se

minC < d < maxC.

Quanto o lagrangiano ndo é autdnomo, para que exista minimo é ne-
cessdrio que

1
(40) ./(; [minCeldt € d < L 1[ma.x Ct)dt,

caso os integrais estejam bem definidos. Contudo esta condicéo néo é sufi-
ciente para garantir a existéncia de minimo. No que se segue estabelece-se
uma limitagdo sobre o declive d mais forte que (40), de tal modo que seja
condicio necessdria e suficiente para a existéncia de mfnimo.

Considera-se a seguinte notagio:

o L2*(t,-) e L3*(t, ) as derivadas laterais esquerda e direita de L**(z, -);
o aft) = Ly*(t,-)(t, minCy) e B(t) = Ly (, -)(¢, max Cy);
® ge, g4 : [@,0] Xx R — IR fungdes tais que

max §L* (¢, (*) para. (" < B(t)

gd(tu C.*) =
max C; para (* > B(t)
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min dL*(¢, ¢*) para (" > a(t)
ge(t’ C*) =
min C; para (* < aft)
onde 0L*(t,-) denota o subgradiente de L*(¢, -).

OBSERVAGAO 1.1. Quando a(t) < ¢* < B(t), as funcgdes g.(-} e gal-)
sdo (respectivamente) as derivadas esquerda e direita de L*(t,-). As fungdes
sdo truncadas de modo a assumir valores no intervelo [min Ci, max Cy].

Apesar desta modificgdo, ge(-) e g4(-) satisfazem as mesmas propriedades
que as derivadas de L*(t,-). Em particular, g.(-} e g4(-) sde mondtonas, nio
decrescentes, € gq4(-) € continua & direita, enquanto que ge(-) € continua d
esquerda.

Observe-se também gue min Cy € 8 L(¢, a(t)) e max Cy € 8 L(¢, B(2)).

Definem-se  ainda A = sup essyc(p,1Le” (t, minCy) e
A = inf ess;e(p 1) Ly" (1, max Cy).

TEOREMA 1.4. Suponha-se que Cy € limitado q.5. em IR, e que max Cy,
min C; € LP(a,b). Entdo, o funcional integral

b
Fla()) = f L, o (1) dt

admite minimo seesd se A< A e

(41) fb ge(t, X)dt < d < fb g4(t, A)dt.

DEMONSTRAGAO. Pate I: (Condigio necessdria).
Como consequéncia do {Teorema 1.2), se o funcional integral F{-) admite

minimo, existem uma fungéo y(-) e uma constante ¢ tais que fol y(t)dt =d
e
(42) c € 8Lty (t)) q.s. em [a,b].

Além disso, y'(t) € C; q.5. em [0, 1]. Portanto,
a(t) = LP(t, min Cp) < LY (/' (1)) < e < LF' (4, ¢/ (1)) < L3 (t, max Cy) = (1)
q.s. em [0,1]. Logo, A < c < A.

Como ¢ € 9 L**(¢,4'(2))

9e(t: A) < ge(ty0) < ¢/ (2) < galt, ) < ga(t: A),

donde resulta {(41).

Pate II: (Condigéo suficiente).

Como g4(-) e ge(-) sdo fungdes continuas & direita e esquerda (respecti-
vamente), as fungdes Gy(¢*) := fol gd(8, E%)dt e G,(£*) := fol ge(s,£*)dt sdo
continuas & direita e & esquerda (respectivamente) em [A, A]. Portanto, para

c:=sup{&" : Ge(£") < d},
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1 1
Ge(t,c) = j ge(t,c)dt < d < f ga(t,c)dt = Ga(t, c).
0 0
Entéo, existe uma constante 7 € [0,1] tal que, a funcio

ge(t, €) para t € [0,7]

P(t) =
.gd(ta C) para t€ [T, 1]

satisfaz a igualdade fol P(t)dt = d.

Define-se y(t) = f; ¥(7)dr. Entdo, de como se definiu 9(-), resulta que
Y (t) € 8 L*(t,€), i.e,, c € OL*™(L,3/(t)) g.8. em {0,1].

Portanto, como consequéncia do (Teorema 1.3), y(t) é um minimizante
para o funcional integral

b

Fa() = [ L)
|

1.2. Integrais com lagrangiano L**(t,-) estrictamente convexo.
Nesta secgio considera-se que o lagrangiano L : [0,1] xR — IR tem invélucro
estrictamente convexo no infinito, i.e., considera-se que o conjunto Ny =
R\ C; é limitado g.s. em IR, e que L{¢,-} é estrictamente convexa em
IR\ coNy.

Denota-se por:

e Lg(t,-) e Ly(t,) as derivadas laterais esquerda e direita de L(t,-);
e L:(t,-) e L}(t,-) as derivadas laterais esquerda e direita de L*(t, -}
Considera-se ainda que:

Le(t, —00) = Lg(t, —o0) = {;'Erjloo L(t,€) = EEI_HOO La(t,€),

Le(t, +00) = Ld(t! +°O) = lim Le(f:f) = lm Ld(t: 5)
£—+o0 £—r o0

A = sup ess;cpg 11 Le(t, —0) e A= inf ess;e(o,1Lalt, +00).

TP = {¢* € [MNAINIR = Ly(t,¢7) € LF{(0, 1)}
T? = {¢" € M AINR : LE(t,¢7) € IP(0, 1)}

TEOREMA 1.5. Suponha-se que Ni € um conjunto limitado ¢.5. em [0,1]
com

(43) min Ny, max N; € LP(0,1);
e L(t,-) estrictamente conveza em IR\ co N.

Entdo, o funcional integral F(z(-)) = [, : L(t,z'(t))dt admite minimo se
e 56 se uma das seguintes condigdes se verifica:

(1) TENTP # 0 einfpeerr [ L3, CMdE < d < supgeere fy Li(t,¢*)dt;
(2) T # 0 ed = ming.cpp [y L3t C*)at;
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(8) T7 # 0 e d = maxgueye fy Lyt ¢*)dt.

DEMONSTRAGAO. Pate I: (Condicfo suficiente).

Por [Mar97, Teorema 3’] deduz-se a existéncia de um minimizante z(+)
para o funcional integral relaxado F**(z(.)).

O problema remume-se portanto a provar a existéncia de uma funcio
y() € 2() + Wy (0,1) tal que F(y()) = F**(2(-)).

Como o conjunto N; é limitado, [ET99, Lema 8.3.3]

L**(ta E) = min {)‘lL(tr &1) + A2L(t5 52) :
TAL, Az € [0 1] AL+ =1, A1€1+A2§2 —f}
Portanto, por [ET99, Proposigio 8.3.1] existem fungds mensurdveis Ay, Ag :
0,1] — [O 1); &1, & : [0,1) — IR tais que
L™(t,2'(t)) = ML{t, &1) + Ao L4, &2),

com 2'(¢) = A1 + Agéz. Além disso, por (43) &1, & € LP(0,1).

Aplica-se o (Teorema de Liapunov 3.33) s fungdes

gj(t) = (gj! L(t, E]' (£))),
para j = 1,2, e deduz-se a existéncia de dois conjuntos dlSJuntos e men-
suraveis ky e Ej tais que para ¥(t) = xg, (£)£1(2) +xE, (£)€2(2) fo
L2 (t)dt e

1
jﬂ L(t, $(8))dt = [E L&+ [E Lt ol =

1
:f [AlL(t,fl)dt-i—AzL(t,fg)]dt=

f L (4, 2/ (8))dt = F™(2(2)).
Portanto, para y(t fo T)dr, y(t) € 2(t) + Wy P(0,1) e

Fly()) = F*(=(-)).
Pate II: (Condigdo necess4ria).
Como L*(t,-) = (L*(t,-))** o teorema fica demonstrado por aplicagio
do (Teorema 5.3) e por [Mar97 Teorema 3']. a
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2. O problema auténomo

No que segue estudam-se os artigos [Orn], [Orn05].onde se demonstra,
para o caso escalar unidimensional, a existéncia de minimizantes para o
funcional integral do tipo

b
(44) [ 1t s e, o) € Xz

definido na classe Xap que representa a classe das fungfes absolutamente
contfnuas z : [a,b] C IR, — IR que verificam as condiges de fronteira z(a) =
Aex(b)=B.

Em [Orn05)] observa-se que um ingrediente essencial é a semicontinui-
dade inferior sequencial fraca do do funcional integral [ : L(z(t),2'(t))dt é a
semicontinuidade inferior do lagrangiano L(-), (ver [Iof77]); em [Amb87] e
[?] demonstra-se que para uma grande classe de lagrangianos unidimensio-
nais, aqueles em que L(z(£), -) é uma fungho convexa e semicontinua inferior
( como acontece quando L(-) é £ ® B-mensurdvel, L(-,0) é semicontinua
inferior com valores finitos e cujo subdiferencial &L(:,0) contém uma. fungéo

m(-) € L},.(IR)), é possivel obter a semicontinuidade inferior sequéncial fraca

para o funcional integral [ f L(z(£), 2/ (t))dt. Isto permite considerar proble-
mas de minimizacio de funcionais integrais, do tipo [ ; L(z(t), 7/ (t))dt, em
que a dependéncia do lagrangiano em relagio & segunda varidvel z(t) pode
ser extremamente irregular, por exemplo, ndo-semicontinua inferior em qual-
quer ponto onde a’(t) # 0. Assim, nos artigos [Orn], [Orn05),que provam
a existéncia de minimizantes para o funcional integral [, : L(z(t), z'(¢))dt, no
caso em que sobre o lagrangiano sio consideradas hipéteses de contém as
anteriores, no caso escalar unidimensional. Com efeito, em [Orn05] prova-
se que se pode considerar que que a fungdo L(:,’(t)) é néio semicontinua
inferior ( excepto nos pontos (z(t),0)), admitindo a possibilidade de ser
L(:,0) = +oo e L(,0) = B em qualquer ponto.

Por outro lado, existem resultados que demonstram que a convexidade
nio é uma condigdo necessiria para a existéncia de minimizantes. Em
[Orn05], destaca-se a importancia que a condicdo de zero-convexidade do
lagrangiano (i.e., L**(z(t),0) = L(z(t), 0) com z(-) unidimensional) tem na
demonstragio da existéncia de minimizantes para os funcionais integrais do
tipo [, : L{z(t), ' (t))dt, nos quais o lagrangiano é néo-linear, néo-convexo,
mas zero-convexo € com crescimento superlinar no infinito, i.e., verifica a
condicgo:

inf L(R,£) _
€]

Em [Orn05], prova-se ainda, que embora se considere que o lagrangiano
tem um comportamento muito irregular numa vizinhanca de pontos (z(2),0),
prova-se que o minimizante é bimonétono.

(45) +oo  |¢] = +oo.
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2.1. Mensurabilidade do lagrangiano.

LEMA 2.1. Sejam z : [a,b] — IR wma funcdo ebsclutamente continua
e L, Lo: Rx IR — [—0,+)] fungdes L & B-mensurdveis, para as quais
eziste uma constante M > 0 tal que

(46) L(s,€), Lo(s,6) > -M(1+[¢]) VEcRegs em R

Se olém disso, L(-,0) for semicontinua inferior, Lo(-,0) = 0 e xg(-)
representar a fun¢do caracteristica de um conjunto mensurdvel S C z([a, b))
. Entdo, os funcionais integrais

b
(47) [ Lix(t), ' (#))dt
b

(48) j Lo((t), 2 (£)) Xa-1() (£},

a

ezistern, e as fungdes L(x(t), 2'(t)) e Lo(x(t), ' (£))x,-1(5) (t) sGo mensurduveis.

DEMONSTRAGAOC. A demonstrag¢io do Teorema divide-se em vérias par-
tes:
Parte I: Definem-se os conjuntos

Sp:={seR: L(s,0) < +oo},
Ey:={t€le,b]: 3Iz'(t) =0},
E':={t€a,b]: 3Jz'(t) € (—o0,0)U (0, +0c0)},
de tal modo que , Sy, é um boreliano, e Ey e E' sio mensurdveis. Com
efeito, da semicontinuidade inferior de L(-, ) resulta que para todo o k € IR,
5% :={se R : L(s0) < k} é um conjunto fechado. Como User 5% =
Urem{s €R : L(5,0)<k}={se€R : L(s,0)<o0}=8;éF,.
A mensurabilidade dos conjuntos £y e E’ resulta de:

E'={te[a,b] : 32'(t) € (~oo,0)}U{t € [a,b] : 32'(t) € (0, +00)} = B UE",

e de Ey = [a,b] \ E' UN (em que A é um conjunto de medida nula), logo
os conjuntos sio mensurdveis.

Portanto, em Fy a fungdo L(z(-},z'(:)) = L(z(-),0) é mensurivel, pois
L(-,0) é semicontinua inferior.

Define-se a funcio

L(s,£) para s€Sp ou £#0
Li(s, &) =

0 para s¢8Sr, e £=0,

De tal forma que L1(z(-), '(:))xz () = L{z(-),2'(:))xz (-} as. em [a,b],
porque para Vt € E' 2'(t) # 0, 2'(t) # 0.

Como L1(s,0) C IR Vs € IR, definem-se @(s) := L;(s,0) e Lgy(s, &) =
Ly(s,€) — () pelo que Lo(-) é L ® B-mensurdvel e Ly(+,0) = 0.
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Portanto: para provar a mensurabilidade da fungéo
L(z(-),2' (")) = L(2(:), &' (-))xe () + L(2(), 0)xm () =

Lo(z(-), 7' (Nxe () + p(@(Nxe () + L(z(), 0xEe(} a8 em  [a,b]

basta provar a mensurabilidade de Lo(z(-), z'(-))x&(-) que é um caso parti-
cular do que segue (no caso em que S = IR).

Parte II:

Poe-se u(+) = ((-),2'(-))xe (), Ls(s,€) := Lo(s, §)xs(s), ¥(-) := Ls(ul-)),
donde resulta que ¥(-) = Lg(z(-),2'(-)) q.s. em [a, ] (ambos sdo iguais a 0
q.s. em [a,b] \ E, e coincidem no conjunto mensurével E').

No que segue demonstra-se que %(-) é uma fungéio mensurdvel.

Lg(-) é uma fungéo £ ® B-mensuravel: L§1(+oo) = Lgl(+o0)N(Sx R),
e, como para cada r > 0, Lz ((r, +00)) = Ly ((r,+00)) N (S x IR) enquanto
que para r < 0 Lg'((r,+00)) = Lot ((r,+o0)) U [(R \ 8) x R] que séo
conjuntos £ ® B-mensuraveis .

Em particular, qualquer conjunto do tipo C' = Lgl((r, +00)) pode (por
definicéo de o-dlgebra L ® B) ser gerado ( através de reunides, intersecgdes e
complementactes contéveis ) a partir de conjuntos do tipo M x B (com
M mensurivel e B um boreliano). E necessério provar a mensurabili-
dade da fungdo ¥(-), i.e., dos conjuntos ¥~1((r, +o0)), ¥~ *(+00); ou o
que é o mesmo, provar a mensurabilidade dos conjuntos v~ 1(C), para cada.
C = Lgz'((r,+00)) (para todo o r € IR) e para C = L5 (+00). Para tal,
é suficiente provar a mensurabilidade de cada conjunto u~ (M x B), por-
que cada um dos outros u~(C) pode obter-se como resultado de aplicar
as operagdes (U, N,\) aos conjuntos u~ (M x B) (necessirias para gerar C
a partir dos conjuntos M x B), logo a mensurabilidade de u~'(C) é con-
sequéncia da mensurabilidade de w~!(M x B).

Por outro lade, cada conjunto M x B pode ser decomposto em conjuntos
do tipo (FUN) x B = (F x B)U (N x B), com F € F, e N um conjunto
de medida nula, de tal modo que

v (M x B)=u"}(F x B)Uu™ (N x B).

Como cada conjunto 4~1(F x B) é mensuravel, resta provar s mensurabili-
dade dos conjuntos u~ (N x B).

Com este intufto, define-se E, := [a,b] \ E'. Entdo u(-) = (0,0) em
E., pelo que, se (0,0) e N x B, B, Cu YN x B) e u™ ' (N x B)NE; =
Ep; ou entdo (0,0) ¢ N x B, caso em que E; C [o,0] \u™ (N x B) e
w” (N x B)n By = 0.

Por definicéio de E', resulta que z(-) tem derivada #'(-) # 0 q.5. em
T:={te E: z(t) € N}; por outro lado |z(T)| = 0, pois z(T) C N e
|M] = 0. Logo, 0 # z'(t) = 0 q.s. em T, por aplicagio do (Teorema 3.25),
devemos ter |T'| = 0. Assim, o conjunto Z := v~ (M x B)NE' C T também
tem medida nula, e portanto, é mensurdvel.
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Tendo em consideragido o que foi escrito nestes dois dltimos paragrafos,
u~ (N x B) é igual a E,UZ ou entdo a Z, que 530 ambos um conjunto men-
suravel. (Isto acontece porque u~ (A x C) é mensurdvel qualquer que seja
conjunto C (mensurdvel ou ndo) e pode-se usar u(-) em vez de (z(-),z'(:)).)

Parte III:

Pondo Mj := —min L(z([a, b]),0), em Ep tem-se que

L(z(),z'(:)) = L(z(-),0) = ~Ma(1 + [£'(})]) q.s. em [a,B].
Tomando M := max{M, Mz}, prova-se que caso
L{z(),2'() 2 ~Mi(1+ ['()))  as. em g, ],

o funcional integral [ : L(x(t), 2'(t))dt existe (com valor finito ou +oc). Por
hipétese o conjunto

S1:={s€8 : IR L(s,&) < —M(1+ ) para algum £ € R}

tem medida nula, logo pelo (Teorema 3.25) @'(t) = 0 q.8. em T} := {t €
E' : z(t) € 51}, e |T1] = 0. Portanto, verifica-se a desigualdade q.s. nos
conjuntos Ege I := {t € B':  z(t) € IR\ S1}; embora o seu complementar
T1 tenha medida nula.

De modo similar, se 9(-) = Lg(z(-),z'(:}) 2 —=M1(1 + |2’(-)|) a.s., entdo
o funcional integral f: Lo(z(t), 2/ (t)) xc-1(5)(t)dt existe (com valor finito ou
+00). Mas, verifica-se de novo a desigualdade pretendida em z71(S \ IR™)
(poisal ¥() =022 —Mi(1+[2'(:)]) ) gs. em Eg,eem T7 := {t € E' :
z(t) € §\ S0}, onde

So:={s€8 : IR Ly(s,&) < —M({1+ £},

caso o seu complementar Ty := {t € E':  2(t) € Sy} também tenha medida
nula.
(]

OBSERVAGQAO 2.1. Uma forma de garantir ¢ L ® B-mensurabilidade de
uma fungdo L : IR x IR — [—o0,+oc], € exigir que L(-,£) seja mensurdvel
para todo £ € IR e L(s,-) seja ou continua (por ezemplo, conveza com va-
lores finitos), ou entdo conveza e semicontinua inferior com dominio nunce
singular Vs (ver [RW98] ).

Sdo propriedade equivalentes & £ ® B-mensurabilidade mais a semicon-
tinuidade inferior de L(s,-) :

1) o multifun¢do s — epiL(s,-) tem valores fechados e é mensurdvel
(ver [RW98]);

i) eriste uma funcdo L:RxIR - [—00, +0o] Borel mensurdvel,
com L(s,-) semicontinua inferior, para a qual L(s,-) = L(s, ) Vs €
IR\ X, onde X representa um Boreliano de medide nula;

iit) Pare todo o n € N existem conjuntos fechados Ky, C IR com |IR\
K| < 1, de tal modo que L(-) resiringida a Ky x IR € semiconiinua
inferior.
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Para L(-), L e L(-) como no ponto ii), e com L(-,0) semi-
contfnua inferior, verifica-se que ([Amb87, Observagio 4.5]):

define-se uma nova funggo Ly : R X IR — [—o0, +00],

I(s,t) para £#0 e sc€R\X
Ll(S: £) =
L(s,0) para £=0 e s€I;

Entdo L1(-,0) = L(-,0) é semicontinua inferior, Ly1(-) € Borel
mensurdvel, L1(s,") = Li(s,) € semicontinua inferior (e conveza;
ou continua, se L(s,-) o for) Vs € R\ 'S, Li(s,-) = L(s,0) € con-
vera e continua Vs € B, i.e., Li(-) é Borel mensurdvel e L1(s, )
¢ semicontinua inferior e conveza; ou contfnua, se L(s,-) o for)
Vs € IR. Isto implica que se x : [a,b] — IR é uma fungdo absoluta-
mente continug entdo

Li(z(t),7' (1)) = L(z(t),z'(2)) q.5.;
com efeito, esta igualdade verifica-se para todos os pontos t para
0s quais ou z(t) € R\ L ou 2'(t) =0, i.e., gs. em [a,b]. Como
#'(t) = 0 em g.t.p. t tal que z(t) € I, por $.25, porque z'(t) existe
g.s.. Como L1(-) é Borel mensurdvel, a igualdade Li(z(t),2'(t)) =
L(x(t), #'()) g.5., prove ndo 86 o mensurabilidede da fungdo t —
L(z(t), z'(£)) ( de uma forma independente do (Lema 2.1(1)), ecomo
também acentua o irrelevdncia (com o objectivo de lidar com funci-
onais integrais do tipo [ : L(z(t), z'(t))dt), de considerar Ly(-) em
vez de L(.), pois o valor do integral é o mesmo.

Isto mostra que sempre que L{-) se considera L x B-mensurdvel,
com L(-,0) e L(s,-) semicontfnuas inferiores Vs, ndo € limitativo
considerd-las Borel mensurdveis; enquanto que no que diz respeito
o propriedades de regularidade de L(s,-), basta considerd-las com
ezcepgdo de um conjunto de medida nula X (caso as fungdes sa-
tisfagam essa propriedade).

2.2. Mudanga de varidveis.

LEMA 2.2. Sejam z(-) € Xap; m : z([a, b)) — IR uma fungdo mensurdvel
¢ § C z([a,b]) um conjunto mensurdvel. Entio os funcionais integrais

(49)

(50)

x(b)
/( ) m(s)xs(s)ds

]
[ @) e e

existem e séo iguais, desde que se verifigue uma das hipdteses:

(1) ou m(:) € L*=(S);
(2) oum(-) € LY(8) e M(z(-)) tem variagdo limitada, em que M (s) :=

[ m(o)xs(o)do;
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(3) ou o funcional integral (50) existe;

(4) ouz() é uma fun¢do mondtona e o integral (49) existe ( por ezem-
plo, m™ (), ou m*(:) € L1(S); e se isto acontecer para § = z(E),
com E C [a, b] mensurdvel, podemos escrever (49)=(50) como

(51) fz iy s = /E m(z())a' B)dt ).

DEMONSTRAGAO. A demonstragio do Teorema divide-se em vérias par-
tes.

Parte I:

Considere-se que m(-) € L*®(S). Qualquer que seja a fungio absolu-
tamente continua z(-), a mensurabilidade do lagrangiano L(z(t),z!(t)) &
garantida pelo (Lema 2.1). Define-se Ly(s, &) := m()¢ (que é funcio de
Carathéodory) e aplica-se o (Coroldrio 3.3) com f(-) = m(-)xs(-). Logo,
S m(s)xs(s)ds = [ m(@(t))a’ (£)xg-(£)dt & finito.

Parte II:

Supde-se agora que n(-) € L1(5), e M(x(-)) é uma fungio de variaciio li-
mitada, tal que M(s) = f: m(a)xs(o)da. Por aplicagio do (Teorema 3.32);

_ b b
m(z(-)z'(-) € L@ (8)), & [5) m(s)xs(s)ds = [ m(z())a’ (£)xs 1 (£)dt,
isto caso M (z(-)) seja absolutamente continua, o que pelo (Teorema, 3.24)
resulta de M(z(-)) ter variagdo limitada (pois verifica a condigio (N) de

Lusin).

Parte III:

Suponhamos que o funcional integral fab m(z(t))z'(t)x,-1(t)dt existe.
Para provar a mensurabilidade dos conjuntos E_. := {t € *(8) : 3/(t) €

(-00,0)}, By := {t € z71(8) : F'(t) € (0,400)}, § = FUN (com
F do tipo Fy ¢ N um conjunto de medida nula). Considera-se o conjunto
mensuravel T_ := {t € [a,b] : Jz'(¢) € (—o0,0)}, entdo,

E_=T_nz Y {FUM=T_Nz  (Fluz }{N)] =
=[Nz (AU [T-Nnz ' (N)] = EL UE2,

onde E* é um conjunto mensurdvel. Como E2, é um conjunto de medida
nula (logo mensurdvel): z'(-) # 0 para todo o ¢ € E2, mas z/(t) = 0 em
q.s. em E? (porque z(z (V) C M e #(-) é uma funcio absolutamente
continua). De modo andlogo se prova que o conjunto E, é mensurivel.
Considera-se o conjunto mensurével Ty := {t € [a,b] : Ja’(t) € (0, +o0)}.
Logo,
E, =Ty Nz (FUN)=T: Nz (F)uz~ (W) =
= [Ty Nz (F) U [T Nz (V)] = B} U ES,

onde E} é um conjunto mensurével. Atendendo a que E2, & um conjunto de
medida nula (logo mensurédvel) () # 0 para todo o t € E2, mas /() = 0
em g.s. em EZ (pois z(z (M) € M e 2(-) é uma fungdo absolutamente
continua).
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Define-se, paran =1,2,...,

i) para s com m(s)=n
mu(s) = ¢ m(s) para s com m(s) € [-n,n]
—n para s com m(s) £ —n

b

A= f ma(2 ())& (8)xE, (£,
b

B, = j; i (5(8)) 12 (8) x5 (£)d,
b

C = f ma(2(8)"' (8)xm, ()b,

b
Dy = j ma(z()*|2 (1) xe- (),

Cada um destes funcionais integrais é finito e > 0, e da primeira parte
da demonstragao resulta que

b B
Ep = An — Dy = / mn(x(t))+a7l(t)x:_1(5) (t)dt =L mn(s)+xs(s)ds

b B
Fo:=Cp— By := f M (2(8)) "2 () Xz (5) (F)dlt =/; mn(8)” x5(s)ds

b
Gn = A+ By = f [mn (z(£))2 ()] Xa_, (5) (E)dE

b
Hy = G+ D= [ Imafa()s’ ()] o (01

Como 0 < mp(s)t < mur(®)t < m(s)*, ma(s)™) — m(s)*

quando n — +oo (o mesmo acontece para mg(s)”), do (Teorema da
convegéncia mondtona 3.6) resulta que

b

Ao :=limAy, = / m(m(t))+m’(t)XE+(t)dta
b

By i=lmB, = f m(z(£))”|=' (t)| x s (£)dt,

Co = 1imC,, = f bm(w(t))_:z:'(t)x,zg+ (t)dt,
b

Day = limDy = [ mla®)'1eOlxs- (B,

B
Ey :=lmE, = f m(s)Txs(s)ds,
A
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B
oo 1= limF;, = f m(s)” xs(s)ds
Goo = UmGy = lim(Ap+Bp) = Aco+Bo = f [m(z(t))e’ ()] Xz 1(s)(8)d,

b
Hy, i=lim Hy, = Um(Cp+Dp) = Coo+Doo = f [m(z(£))a’ ()] xa_y () (£)dt

porque (Ay,), (By), (Cr), (Dy,) séo sucessdes crescentes e positivas. O mesmo
acontece com (Gpn) = (An + Bn) e (Hy) = (Cn + Dy). Como por hipétese o

funcional integral f ()2’ (t)xz-1 (t)}dt existe, um dos integrais Goo, Hoo
é finito. Se G for finito, entdo também A.,, B sdo finitos; e como F;
lim(C,, — Bp) e By, € ﬁnito, tem-se que Foo = Cxx — Boo- Analogamente,
como Aq 8 finito, By = Ao — Dy €

B b
= /A m(s)Txs(8)ds = Ao — Dog = j m(z(t))"'z'(t)xw_l(g) (t)dt

B b
Fop = fA m(s)*xs(s)ds = Coo — Boo = fa m(@(t))" 2 ()Xo (s) (1)t

Se A £ B (respectivamente B £ A), entdo 0 € Dy € Ay & Dy s80
finitos (respectivamente 0 < Cy < By, € Co sdo finitos ). Portanto, Ey ou
Fy é finito e:

B
fA m(s)xs(5)ds = Eoo — Foo = (Ao — Doo) — (Coo — Boo) =

= (Aoo + Boo) = (Coo + Doo) = Goo — Hoo =

= [ e O
isto &, verifica-se a igualdade [ ((a)) m(s)xs(s)ds = fa m(x ()’ () x-1(t)dt.

T
(Caso Hoo seja finito um dos Eq, Foo € sempre finito, qualquer que seja o
caso, ¢ podemos escrever Eq, — Fioo; € trés dos Ass, Beos Cony Doo 530 sempre
finitos, logo Eo = Ax — Dy, Foo = Coo — B € Exg — Fy = Cox — Heeo
como na argumentagio anterior).

Parte IV:
Supoe—se agora que z(-) é uma funcio monétona e que o funcional in-

tegral f a) m(s)xg(s)ds existe. Entdo, um dos conjuntos F_, E; é de
medida nula. Portanto, ou Ay, = 0 = Cy ol By = 0 = Dy, , ie, ou

G'OO=BOO=— o € Hoo = Doy = —Eo ou entéio, Go = Ay = E ©
Como f (a) (3)xs(s)ds existe, um dos integrais F.,, Fs € finito e por-

tanto, ou G, 0 Hy, é finto. Assim, ou Eo — Fie = (— Do) — (—Bx) =
G — Hy ou entéio Eyy — Fog = Ay — Coo = G — Hy, de tal modo, que
em ambos 0s casos a conclusdo € a mesma: (49)= Ey — Foo = Goo — Hoo =

f; mlz(t))a (£)x,-1(t)dt existe.
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Pde-se § := z(E), para E C [a,b] um conjunto mensurdvel , entdo 5 é
mensurdvel (pois z(:) verifica a propriedade (N) de Lusin) e a:(a:’l(S) \E)
é um conjunto de medida nula ( porque é contdvel: os seus valores sao
aqueles que z(-) toma em intervalos de crescimento dois a dois disjun-
tos, de interior néo vazio - portanto, com valores racionais - porque z(:)
é monétona). Logo, o integral f m(z(t))z' (t)xz-1 (t)dt toma o mesmo va-
lor, ainda que se ponha de parte - do seu dominio de integragéo -1 (S) um
subconJunto, z~1(8) \ E, onde a integranda, m(z(-)}z/(-) = 0 q.s. em [a, };
donde [5 m(z(t))z'(t) dt = [0 m(z(£)e(t)xa-1(5)(t) dt _

COROLARIO 2.1. Sob as mesmas hipéteses do teorema anterior, sejam
z(-) € Xap em(z())2'(} < ¢(-) € La,b) ¢.s. em [a,b]. Entdo, eziste o
funcional integral [ b m(z(t))z'(t)dt e verifica-se a igualdade:

(52) fm (t)z'(t)dt = /m(b) m(s)ds.

DEMONSTRACAO. Considera-se o caso em que A = B. Como z(-) €
Xap e mz())2'(-) < ¢(-) € L'(a,b) g8. em [a,b], claramente o integral
I b m(:r(t))m’ (t)dt existe (com valores finitos ou com valor —co); com § = IR,
A, —-D, =E, =0=Cy — B, =F,, pois A= B. Como z() € Xsp ¢

m(z(-))z'(-) £ ¢() € L'(a,b) qs. em [a,}b], G = Ao + Boo € finito, A
e By sfo finitos, A =lim A4, =lim D, = Dy, Be = 1lim B, =limC, =
Coos 101y Ao = [Pmz(®))*e (Oxe, (dt = [7m(z(t)*]2' () IxE (t)dt =
Do, Boo = [2m(a(t)) 1/ (). ()t = [2m(a(8) " ()xz, ()it = Coo o
portanto, os funcionais integrais integrais sdo finitos.

De modo similar, os funcionais integrais Go = f: fm(z()z'(t)]Tdt =
Ao + Boo = Coo + Dog = [L[m(z(t))a’(t)]"dt e [° m(z(t))z! (t)dt = Goo —
H,, =0 também sgo finitos.

2.3. Minimizantes bimondétonos.

TEOREMA 2.1. Sejam L : IR x IR — (—o00,4+00] uma fungdo L & B-
mensurdvel tal que L(-,0) é semicontinua inferior; y(-) € Xap uma funcdo
mondtona para a qual ¢ funcional integral

b
(53) / Ly(), 4/ (8))de

existe e tem valor finito; a : [A,B] — IR é uma funcdo mensurdvel (por
exemplo a(s) = 0), com a(s) > 0 Vs € [4,B] (a(s) < 0Vs € [B, A]), com
as) = 0 nos pontos s tais que OL(s,0) = @ e que satisfaz a desigualdade:

(54) L(s,6) > (1 - %) L(s,0)+ -c%L(s, a(s)
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portanto, qualquer que seja & €]0,a(s)[ e em quase todos os pontos s €
[A, B] { qualquer que seja € €a(s), 0] em quase todos os pontos s € [B, A,
respectivamente). Entdo, existe uma fungdo absolutamente continua z() €
Xap para a qual

b b
(55) ] L(=(t), (6t < / L{y(e), ' (£))el.
e

e 2(-) constante em algum subintervale [o,¥] C [a,b];

o 2/(t) > 0 ( respctivamente 2/(t) < 0) g.5. em |a,a’] U[¥, b;

* 0< a(z(t)) < 2'(t) ( respectivamente 2'(t) < a(z(t)) < 0) ¢.5. em
la, '] UV, B].

DEMONSTRAGAO. A demontracio divide-se em vérias partes:

Parte I:

Supde-se que y(-) é crescente no intervalo [A, B], e que als) > 0
Vs € [4, B]. Como (-) := L(-,0) é semicontinua inferior. Pelo (Lema 2.1),
L(z(-),2'(:)) é mensurdvel, qualquer que seja a fungdo z(-) absolutamente
continua; e como o conjunto

(56) Sm:={s€[A4,B]: (s)=ming([4, B])}

é nio vazio, e portanto, podemos fixar qualquer sy, € Sy,

Supde-se daqui em diante que p(sn,} < +00, porque, se assim nio fosse,
a conclusdo do teorema seria trivial: se L(-,0) = ¢() = 400, resulta
0 =a(y(-)) < ¥'(} as. em [a,b], entdo 2(-) := y() satisfaz trivialmente
as conclusdes do (2.4).

A fungio inversa y~! : [A, B] — [a,b] estd bem definida (como a tinica
fungéo crescente e semicontinua inferior para a qual t > y~1o y(t) é semi-
continua inferior e ¢+ y~1 o y(t) é a funcdo identidade.)

Como y~1(") & crescente, de variagio limitada, a derivada no sentido
cldssico existe em [0,+o0) q.s. em [A,B], e s — gy~ I(s) € L'(A,B)
(Teorema 3.22).

Definem-se

Ty = {tela,b] : @) € (0,+00)},
Sy:={se[AB] : 3 '(t) € (0, 4+00)},
Ty = [a,b)\ Ty, S~ :=][A,B]\S;.
Com efeito, verifica-se que y(T) = Sy, y(In) = Sy, yU(S,) = Ty,
vy~ (Sy) = Tw. Nenhum ponto de Sy pode ser imagem (por meio de y(-))
de algum ponto de Ti, porque: a simetria relativamente & linha recta s — +
transforma o gréfico I de y(-) no gréfico IV que é o de y*(-), e transforma
linhas rectas tangentes a I' de declive m em linhas rectas tangentes a [V de
declive L € (0, +00), e vice-versa.

Como y() é absolutamente continua e crescente, /() = 0 em Ty e
|Sv| = 0; e portanto, |Sy| =B — A, 3" 1(s) € (0, +00) q.s. em [4, B].
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Considera-se que ¢ := |Tv| obtem-se [T| = b — a — €. Definem-se:
tr, o= miny™ sm), £ = maxy sy,
1
0 ._ )

8y {s €8S1: as)> y"l(s)}’

T =y 1SN :={teTs: 0<y(t) <aly(t)},
1
=1
v(s) =y’ (8)xs\s9 (8 + a(s) X5 (3)-

O conjunto T9 é mensurdvel, como consequéncia do (Lema 2.1) no caso
em que

;fs—) para aqueles 8, £ onde a(s)>0 e £20
LO(SaE) =

+oo para aqueles s, £ onde a(s)=0 ou £<0,

logo, T = {t € T+ : L(y(t),y/'(t)) € (0,1)}. Como 0 < v(s) < ¢"~!(s) as,
v(-) € L(A, B), pelo que

S B
a_ :=f v(s)ds, &4 :=f v(s)ds;

A
e como y(+) é mondtona, o (Lema 2.2) garante que

6 = fam v(s)ds = f:m {itJ'_I(S)X.S'\SS’r (s) + LXS‘; (3)} ds =

A a(s)

_ [ y'(t)
57) = [" a0+ Lo} s

B B
0 = _/s v(s)ds = /; {y'_l(s)XS\sg (s) + %S)ng (3)} ds =
b !
(58) = [ {xraze 0+ Loxrov)}
Paraa :=a+d0_ eb :=b— 4, como
B = (b—a)— (5 +64) =

b
= [ {xme®) + x®)+ xrma @} dt - 6+ 61)

resulta que (porque xr, =0 em (t,%}))

T e
(59) b = L {XTN (&) + {1 a(y(t))] Xt? (t)} dt.
As fungdes 7_(s) :=a+ [jv(o)do, s€[A sm], e
T(8) =Y + fa v(o)do, s € [8m, B,

8m
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30 absolutamente continuas e tém derivada v(s) € (0, +-0c) g.s.; € como

8m
T_(8m) := a.+f v(s)ds =a+é- =ad,
A

B
T+(B) = b’+f U(S)dszb—(5++6+ =b,
3m

resulta que 7 : [A, sm] — [a,0"] e T4t [8m, B] — [V/,b].
Portanto, podem-se definir as fungdes inversas de 7_(-) e 74(-):

- :a, a'] — [4, sm),

2y [bla b] - [Sm’B]:
que séo absclutamente continuas e tém derivada positiva q.s. ( a inversa
de uma funcéo absolutamente continua e crescente 7_(-) é absolutamente

continua se e 86 se 7_(s) > 0 q.s., tal como aqui acontece).
Com efeito, verifica-se que:

et o1 1
Tl v(=-(1)

Y Py >0 se z_(t) e 8. \SY,
1 1

O R P 1)) R R

e portanto, 2/ (t) > 0 V¢
mente continua e |7_ (S5 )]

(2-(£)) >0 se =z_(t)€ S,

7-(2-(t)) € 7-(S+); e como 7_(') é absoluta-

a'—a—|m_(Sy)| = a’—a (porque |[T_(Sn}] = 0,

pois 7_(+) é absolutamente continua e |Sy| = 0), z_(¢) > 0 g.s. em [a, a']).
Define-se

z..(t)
(60) z(t) =

t € [a,d]

8m

t e [a,b]

FAR te [b’,b],

donde se obtém uma funcfo z : [a, b] — [A, B] que é absolutamente continua
com derivada 2/(t) > 0 q.s. em [a,a'] U [/, b]. Como

1,
0<7(s)=nv(s) = my' Hs)
em Sﬂ’r, resulta

(61) 1

ey L o
0< 70 <a(z(t)=z()= TG0 m 7_(5%)
e porque 0 < 7.(s) = v(s) = y'~1(s), e como

0<a(s) < L _ !

1
w(s)  T-(s)  ys)
em Si \ S obtém-se

(62)

0<2Z(t)= m e 0<o(z(t) <Z({t) em 7_(S; \S?,_)
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O mesmo acontece com 74(-), de tal modo que (|7—(S+)| = d' —a e
|7 (S4)| = b = b): 2'(t) > 0 e 2'(t) > a(2(t)) = 0 gs. em [a,a] U [b, V],
assim z(-) satisfaz as propridades pretendidas.

Parte II:

Supde-se agora que a desigualdade [ : L{z(t),2'())dt < [ : L{y(¢),y'(t))dt
se verifica. A restante demonstragio serd dedicada a esta asser¢io. Como a
funcéo

(63t 00) = sy (O = xrz(t) + r a0

¢ mensurdvel com 0(t) € [0,1] q.s., & sua primitiva
t

(64) () :=a —I—j 8(c)do, t€[a,t})
a

¢ lipschitziana e crescente, tal como a sua primitiva

(65) v(t) = b+ ft_t 8(c)do, te (t},0]

que também é lipschitziana e crescente. Contudo, %(-) é descontinua nos
pontos ¢ = ¢}, de () = @’ < ¥ a ¥ = lim, ,+ ¥(t), excepto em casos
triviais.

‘Como v(-) € L'(A4,B) e y(-) é uma funcio absolutamente contfnua
e crescente, pelo (Lema 2.2) ao substituir s = y(¢) no funcional integral
7_(s) = a + [, v(o)do, para t € [a, 8], resulta

(£) +
(y(®) = a+ [A ™ b(s)ds = ot jA oW (@) =+ [ 0(o)do = (1),
entdo, em particular,
Y(t) = 7—(y(t)) = 7_(sm) =o' para tet,,th].

Substituindo agora s = y(t) no integral 74 (s) = ¥ + [ v(o)do, s¢€
[$m, B] de se aplicar (65) resulta,

T (y(t)) =t + p 0(0)o =) pama te (£, Bl,
v(b) = 74 (y(0)) = - (y()) = b.

Assim, constréi-se uma fungfo v : [e,b] — [a,b] que é crescente, se-
micontinua inferior, descontfnua em ¢t = t;, lipschitziana em [a,t}] e em
(£, © com y(la,tz]) = la,a], v((t4,8) = @8, ¥(&) € 0,1 qs,
7(t) = 7-(y(t)) para t € [g,t7], 7(t) = T+(y(t)) para t € (tf,B)],
Y(t)=d em [t th],Y()=1 em T+\TY ().

Aplicamos agora z(-) (que é a fungéo inversa de 7_(-) e de 7(-)) a ambos
os membros das igualdades anteriores, e obtem-se

(66) y(&) = 2(7(2)) Vte€[a,b].
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Portanto, aplicando (64), (65) e (63) a igualdade (59) pode escreve-se como

(67) ¥—d = f U= (et

Além disso, multiplicando ambos os membros de (67) por ¢(sr,), resulta:

1’4 b
(68) [ etsmyir = [ olomts = 761t

Define-se agora
(69) m : [a,b] — (—oc0, +o0], m(7) = L(z(7), (7))
Da desigualdade (54) obtém-se, para t € (a, t,,)NT?, e porque v/(¢) = ﬁ‘%%}’
e p(s) = L(s,0) (ver (56)):

L{y(®),y' (t))xro (t) =

(70)  Z[1-7'®] e@®) xpo (&) + ¥ (1) Ly(), a(y(t))) xro(2)
e como, por (66), 2'(v(t)) = L4 = a(y(t)) obtem-se,
m(y(t)) 7' (t) xzo (8) = L(2(v(£)), £ (¥(£))) 7' (£} X0 (¢) =
L(y(8), ely(t)) ¥'() xze(t) <
< Ly(t), ' (8) xpo (t) — [L— Y ()] ey(t)) xro(t) —
= 7'(t) Ly(®), e(y(®))) xpe () <

(71) < Ly(t), 5 (£))xro (£) + Mixro (8),

com —M; := min{0, o(sm)} < @(y(-)). Logo, m(y(-))7'(-)xre (-} é limi-
tada superiormente, em (a, t,), por [L{y(-),¥'(-)) + Ml]ng(-) € L'(a,b), e
portanto, o integral de m(fy(-))'y’(-)xT_?_ (-) em (a,t;,) existe e é finito.

Para t € (a,t;) N T \ T2, por (64) e (63), obtém-se ¥/ () = 1 gs.:
resulta, de (66), que 2/(y{t)) = ¢/(t) e
(72)  m(v(O)Y Oxpage () = LEE), ¥ (Oxpan () € La, i),

Para t € (a,t,) N Ty, e porque ¥'(t} =0 g.s.,
(73) m(¥()Y (Ixry () = 0 € L(a, t7,).

Logo existe f ™ m(vy(t))¥ (t)dt que é finito. Do modo similar, o integral

ft+ '(t)dt existe e é finito.
Portanto, por (52)

’

(74) fa " () (8)dE = /: m(r)dr,
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b b
(75) /;+ m(y(t)) 7/ (t)dt = /b, m(7)dr.
Como L(sm,0) = (sm) < 4o e oy Nxry() =
= L(y("), ¥ ())x1y(-) € L(a,b) usando (69), (60), (75), (68), (71), (72),
(73) e (*) obtem-se:
'] bf

b a b
/a L(z(r),z’(r))dr:]a m('r)d,1'+j;' cp(sm)dT-I—L m(r)dr =
im b b
= [ meren/ @+ [ mise)ry @i+ [ olomt ~ @it =
ton b
= [ mre) Cxag e+ [ mOy@) e 1o
o s
+ [ meron Oxns O+ [ mlr) O, vrg ()dt+
- s
+ [ moen Oxny e+ [ mer) Oy
b
+ [ plomlt ¥ 0lat <

tm

b
< [ L.V @0+ || L0, v 0@k

@
tm

b
+ [ B,y Ohxrag 0 + [ L0V Ok O+

tm b
- [Ty OO O - [ 1 -/ Olewexs 6+
b
+ [ plom)lt = (91t <
b ¢ b
= [ ntwe, v e~ [ L0, O -
b b
- f ()L~ 7 Oz, (Bt = [ plom)lL — 7 (0t =
b b
= [ L@,y - [ () — plem)]lL — 7 ()]dt <
b
< f Liy(t), ' (6))dt.

o que demonstra a assercio pretendida. O

OBSERVAGAO 2.2. Note-se que néo € necessdrio impor qualquer restrigio
quando (-) = 0, ou para os pontos s em que a(s) = 0.
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OBSERVAGAO 2.3. O (Teorema 2.1) pode ter interesse na aplicagdo a
situacdes em que € posstvel provar a erzisténcia de minimizantes "seccio-
nalmente "mondtonos, i.e., em casos em que existem conjuntos abertos Ay
e A_,contidos em (a,b), nos quais y'(t) = 0 ¢.s. em Ay, ¥ (t) £ 0 ¢s.
em A, e y'(t) = 0 g.s. em [a,b]\ Ay \ A (ou de forma equivalente
ly(la,B]\ Ay \ A-)| =0 (3.25)).

Apds aplicar o (Teorema 2.1) (a cada um dos intervalos abertos com
interiores disjuntos dois a dois - que podem ser em nimero contdvel - e cuja
unido € Ay e A_, consegue-se wma particdo em trés subintervalos onde, res-
pectivamente, o novo minimizante z(-} tem 2'(t) < 0, 2/(t) =0 e 2'(t) > 0)
terminamos com dois novos conjuntos abertos em Ay e A_, e um conjunto
fechado [a,b] \ A\ A_ tais que em 2'(t) > 0 ¢.s. em Ay, 2/(t) <0 ¢.5. em
A_,eZ(t)=0 gqs. em[a,b]\ AL \ A_.

2.4. Existéncia de minimizantes bimondétonos.

DEFINIQAO 2.1. Uma fungéo y(-) € Xap diz-se bimondtona se verifica:
(1) y(-) = &' € IR em algum subintervalo [a’,¥] C [a,b], com o' < V';
(2) y(-) é mondtona em algum dos restantes subintervalos [a,a'], [0/, B]

e verifica a condi¢do

(76) Y (1) & {0} Uint[(BL(y(t),)) ™" (OL™ (y(£), 0))]
{onde 8 denota o subdiferencial no sentido da andlise conveza).

DEFINIGAO 2.2. Diz-se que a fungdo lagrangiano L(s, &) € zero-conveza
se

(77) L**(s,0) = L(s,0).

TEOREMA 2.2. (Existéncia de minimizantes) Seja L : IR x IR —
[0, +00], uma fungdo com crescimento superlinear no infinito, i.e.,
inf LURLE) €] = +oo,
4
e tal que:
(1) ou L(:) é semicontinua inferior;
(2) ou L(-) é L® B-mensurdvel, L**(-) € semicontinua inferior para os
pontos (8,0), e L(s,-) € semicontinua inferior Vs € IR.
Entédo, se a fungdo L(-) for zero-convezia, i.e., fatisfaz (77), existem
minimizantes para o funcional integral L(z(-)) = f: L(z(t),z'(¢))dt, quais-
quer que sejam A e B.

TEOREMA 2.3. (Regularidade dos minimizantes e condigdo ne-
cessdria de DuBois-Reymond) Sobre as mesmas hipoteses do
(Teorema 2.2), existe um minimizante y(-) bimondtono para o funcional
inetgral

b
/L(x(t),z’(t))dt, z() € XaB.
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Além disso, no ceso em que o minimizante y(-), do funcional integral
L(z()) = f: L(z(t), o' (t))dt, satisfaz a inclusio diferéncial de
DuBois-Reymond, i.e.,

L{y(), ' (£)) € g + 4/ (1)L (y(8), ¥ (),

que garante que o valor minimo do funcional integral e os valores de L**(y(t), -

sGo finitos, qualquer que seja t € [a,b], ou
(78) y'(t) € int(L™(y'(2), )~ (IR)

A demonstragio detes dois resultados é consequéncia dos resultados que
seguem.
24.1. Caso convezo.

TEOREMA 24. Seja L, : IR x R — (—o0,+o0] uma fungdo
L ® B-mensurdvel, limitada inferiormente, tal que L.(-,0) € semicontinua
inferior e Lc(s,-) € conveza, semicontinua inferior para todo o s € IR e
verifica a condigdo de crescimento superlinear

inf L(IR, §)
€]

Suponhamos que se verifica pelo menos uma das seguintes hipoteses:

(1) A= B e L,(A,0) < +oo;

(2) Ewiste z(-) € Xap tal que f: Le(B+ (t—a) ’g:f, 2=B\+dt < too;

(3) Le(s,8) = Le(s,0) + mof para todo os pontos (s,€), para
mo(-) € L*(4, B);

(4) Emxiste € > 0 : L¢(s,€) = oo para todo os pontos (s,€) com £ < 0
e dist(s,[A, B]) < ¢;

(6) Existe € > 0 : Lo(s,&) = +oo V(s,€) com £ > 0 e
dist(s, [A, B]) < ¢;

(6) Le() € semicontfnua inferior no ponto (s,0) qualquer que sejo
8 € Sap, onde Sap se define como

— +00 [€] = +oo.

Sap = {3 €IR: liminf L.(sy,&) < minL([A4, B],O)};
(skuek)_’(ssu) '

(7) Ezistem fungées g, M : IR — (0, +o0) tais que g x M € L'(A, B)
e L¢(s,€) < L(s) V€ para o qual [£] < mlgj Vs € [A, BJ;

(8) L.(+) € aproximdvel em [A, B)] por declives integrdveis na origem,
i.e., Vn € IN existe uma sucessdo de fungdes @ : IR — (—o0,n]
semicontinuas inferiores, tal que

(79) (pn(8)) /" Le(s,0) Vs €[4, B]

eziste uma sucessdo de fungées my(-) € L(A, B), tal que se verifica
a desigualdade

(80) Lc(s,8) > pn(s) + mpé VE Vs €[4, Bl

—
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Entdo, existem minimizantes para o funcional integral convezo

b
(81) Lo(z()) = f Lo(a(t),@(®)dt, () € Xap.

Além disso, eziste um minimizante y.(-) bimondtono que satisfez a in-
cluséo diferencial de DuBois-Reymond, i.e.,

L(ye(t), 4o(t) € q + va(t)OLe(ye(t), ye (1))

DEMONSTRAGAO. A demonstragio divide-se em varias partes.

Parte I:

Seja L : R x R — (—o0,+00] uma fungdo £ @ B-mensurdvel,
wo, mp : IR — IR, fungdes, tais que @p(-) < 0 ¢ semicontinua inferior,
e

(82) L(s,€) 2 po(s) +mo(s)€ Vs,

(Tais fungbes existem sempre que o lagrangiano L(-) é limitado inferior-
mente.)

Entéo a funcdo bipolar L** : R X IR — (—o00, +00] estd bem definida e
satisfaz:

(83) L*(5,€) = wo(s) + mo(s)§  Vs,¢,
em particular,
(84) wo(s) < L*(s,0) Vs.

Supde-se que L**(,0) é semicontinua inferior. Para cada n € IN, define-
se a sucessdo de fungdes ¢, : IR — (—o0,400],

wn(s) = %tpo(s) + (1 - %) min {n, L™(s,0)}.

Entdo ¢, (-) é semicontinua inferior, e para demontrar (84), considera-se que
a desigusldade (83) é vélida para
scSy:={selR : L™(s,&) > L™(s,0) Ve R}

e pode supor-se { caso seja conveniente) que mg(s) = 0 e define-se
mn(8) = mo(s) = 0; para os pontos

se 8y :={secR\ Sy : L*™(s,¢) > L*(5,0) V¢ <0}
define-se my(s) = inf {M € > O}; e para os pontos
seS_={seR\S : L™(s,8) = L™(s,0) V€ >0}

considera-se my(s) = ma.x{ﬁ(‘s—"%ﬂ‘aﬂfl €< 0}. Note-se que
§_USyuU S, =1R" e que se verifica a desigualdade

(85) L™(s,£) = wo(s) + ma(s)l Vn,s,§
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Com efeito, para s € Sp isto é Gbvio pela desigualdade (84); para s € S+

(6 = ¢nls) e s g
E !

e portanto a desigualdade (85) verifica-se Y > 0 e Vn; enquanto que para
£ < 0 porque 8L**(s,-) é crescente, para 5§ € 5

pa(s) — L™ (s,£)
—£

e portanto, verifica-se (85) V§ > 0 e Vn, enquanto que (85) também se
extende a todos os £ > 0, pois 8L™(s, ) é crescente.

Isto fornece o modo standard de definir as fungdes ¢n(-), mna(-) que satis-
fazem a desigualdade (85), para a aproximagio em por declives integraveis
(descrita na hipdtese (8) do teorema). Em alguns casos ma(:) ¢ L*(4, B);
pelo que se tenta modificar n(-) de modo a obter um novo declive mp(-) €
L'(A, B).

Parte II:

Define-se

b
Xk = {m(-) € Xap: f L (w(2), o/ (£)) < -!-oo},

que se supde nio vazio. Caso contrério o valor do minimo para o funcional
integral

(86) f b L¥(z(8), 2'(8))dt,

definido para fungdes z(-) € Xap para os quais o funcional integral (86)
existe, é = +oo; e portanto, a fungdo afim, que pertence a Xag, pode
considerar-se um minimizante com propriedades de regularidade muito boas.

Em particular, no caso de L(-) ser limitada inferiormente (ou se (46) se
verificar) supde-se que existe o integral

mp(8) <

mn(s) >

Ve <0,

B
(87) fA mn(s)ds € [—00, +00) ¥n € {0,1,2,3,..}.

Com efeito, fixa-se z(-) pertencente & classe X3, e considera-se s, © ponto

de minimo da funcio ¢n(-) restringida a z([a,b]) e define-se

$n() := L™ (2(£), ' (£))" — pn(sn). Entéo, ¢u() € L'(a,b) e por (85),
ma(2(t))2'(£) < L (2(t), @' (2)) — en(z(t)) < ¢a(t).

Portanto, pele (Corolério 2.1), os funcionais integrais de mn(z(-))z'(t) em
[a,b] € de my, () em [A, B] existem e tém o mesmo valor:

b B b
(88) f o (2(8))e (£)dt = jA ma(s)ds < f $ult)dt < +00,

logo, o funcional integal (87) existe. Em particular, se para n € N o in-
tegral ff my(s)ds nio existe ou é = oo, verifica-se (87). Em particular,
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se o integral ff my,(8)dt néo existe ou é = +o00, para algum n € N, entdo

também o funcional integral [ ab L**(z(t), ' (t))dt ndo existe ou é igual a +o0,
V:c() € Xup.
Além disso, verifica-se que:

(89) X #0 = mg()eL'(A,B) Vne{0,1,2,..}.

Com efeito, qualquer que seja z{-) € xg 4, obtém-se, de modo similar
(88), mas com A e B trocados, i.e.,

LB mn(s)ds = —/BA mn{s)ds > —o0

e portanto, (89) é consequéncia de (87).
Suponha-se que m,(-) € L*(A4, B) qualquer que seja n, caso Xag # 0;
em particular, sempre que

b A—-B A-B\"
(90) faLC(B-l-(t—a)a_b, a_b) dt < +o0.

Com efeito, se (90) for verdade, entdo a funcio afim pertencente ao
conjunto Xap também pertence a A fB, e por isso este conjunto é ndo vazio
e aplica-se (89). Assim provou-se que (1) = (2) = (8).

Parte III:

Considera-se apora o caso em que

(91) InelN: ]B my(s}ds = —co
A

Um exemplo, para o caso (91} que acontece quando L**(s,€) := [1 + §]+
para vaores de s # 0, e L**(0,-) = 1 com A # 0 = B (i.e., considera-se o
caso em que z(-) se inicia afastado de zero e termina em zero). Com efeito,
considerando yg(s) = 0, mg(s} = 0, da primeira parte da demosnstra¢io

1
obtem-se, pn(s) =1 1, my(s} = U—sﬂl e a existéncia ff my(s)ds = —oo.
Neste exemplo L**(-) ndo é semicontinua inferior em (s,0), e a situacio
(91) é inevitdvel: ao modificar my,(-), para n > 1, de modo a que my(-) €
1

LY(A, B), entdo redifine-se my(s) = Zbl=. g que se deveria ter ¢p(s) <

8

—]sI% para s # 0 , com o objectivo de verificar (85) com ¢ = —s; e para
ter a semicontinuidade inferior da funcéo ¢,(-) é necessério que ¢, (0) < 0,
e portanto, que (¢,(0)) nao converge para L**(0,0) = 1. Logo, caso (85)
se verifique, a inica possibilidade de provar a existéncia de minimizantes
(usando os Teoremas (2.4) e (2.5)) parece ser a utilizagdo da estratégia
presente no inicio da (Observagéo 2.4).

No caso geral, sempre que (91) se verifica, entao f; my(3)ds = +oo
e portanto, tal como se explicou, , se L(-) for limitado inferiormente, o
funcional integral (86) tem valor +oo V() € Xpa.

Parte IV:
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Nesta parte da demonstragéo, L.(-) supde-se limitado inferiormente, com
crescimento superlinear, e semicontinuo inferior nos pontos (s,0), Vs € Sap-
O objectivo é demonstrar que Lq(-) 2 hipétese (8) do Teorema.

Com o intuito de simplificar a notagfio supbe-se que L:(-) 2 0, pois
obtém-se do anterior por translacgdo, caso seja limitado inferiormente.
Assim, considera-se que a fungéo lagrangiano L(-) é limitada inferiormente,
com crescimento superlinear e semicontipua inferior em (5,0) Vs € R (e
nio 86 Vs € Sap), contudo, essa diferenca néo & relevante para o objectivo:
obter um minimizante bimondtono y.(-) para o integral i) ; Le(z(t), 2/ (t))dt,
e tal que y.(-) s6 é constante nos pontos de S4p, portanto os valores que
L(s,0) toma nos pontos s ¢ Sap 880 irrelevantes.

Seja.  f(-) o invélucro semicontinuo inferior de L(-), 1ie,

epif() = epiL() com f () uma fungdo semicontinua inferior,
f(S, 5) = lim inf(sk)-—)aL(skaﬁk) < L(S,&) Vs,§; em particular
k —_—
f(5,0) = liminf(s) s L(sg, &) = L(s,0), pois L(-) é semicontinua inferior
{€k)—0

em {s,0), Vs € SaB-
Fixa-se € > 0 e define-se, para cada n € IN, um novo lagrangiano

fo: R xR — [0, +o0],

f(s,€) para €| > 2

min{n, f(5,6)}  pera |€] < 2¢.

A funcio fr(-) é semicontinua inferior (pois é a reunido de dois epigrificos
fechados) e a sucessdo (fn(s,£)) é crescente e converge para f(s,E) Vs, . A
funcio bipolar g, (s, ) := f3* (s, -) define-se por

gn(8,) = {(&,7) 1 7 2 gn(s,€)} = Toepi fuls, )

e portanto, gn(s, ) é convexa, semicontinua inferior pela (Proposicéo 3.23),
também gn(:,-) é semicontinua inferior. Como gn(s,-} é convexa e 0 <
gn(8,) < nem B(0, 2}, entdo pelo (Teorema 2.9) existe uma funcéo mn(-) €
M tal que mn(s) € gn(s,0) e Ima(s)| < me Vs; em particular gn(s,*) =
gn(5,0) + mu(s)€ Vs,€ e ma() € L(IR). Como fn(s,§) é crescente,
(gn(s,£)) também o é, e portanto, o seu involucro convexo converge para
alguma fungdo g(s,€) < f(s,€) £ +oo Vs, &

No que segue demonstra-se que: g(s,§) = f (s,&).

Comega-se por provar a incluséo (pois a contréria ¢ Gbvia):

fn(S, E) =

+00 -+oo
(92)  epig(s,) = ﬂ epign(s,:) = ﬂ coepi fn(s,-) C epif(s,") Vs

n=1 n=1

Para tal, considera-se o subespago topolégico de IR, E={0}U{i:neN}L
Para cada s € IR, define-se a fungio ¢ : E X R — [0, 400},
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f(s,6) para e=0
1108(6, 5) =
fi(s,8) para e>0.

Para provar que 1s(-) é uma fungdo semicontinua inferior,
fixase & € IR e consider-se que (&) converge para £.
Caso lim infn,k—>+oo fn('sa ék:) = 400, lim infn,k—>+oo fn(sagk) = +co > .f(saf):
ie.

s (0:‘5) < lim in-fn,.'c—>+o&'.i 'ﬁbs(%w fk) = +x.

Considera-se agora o caso em que M := liminf, k.00 fn (8, &%) < +o0:

Se |£] > 2¢, entdo supde-se que [£x| > 2&  VEk, e fo(s, &) = f(5,&) Vn, k,
logo,

i inf _
S inf fn(s,&k)
(93) = liminf f(s,&) = lminf f(s, &) > f(s,€)
n,k—+oo k-4
pois f(s,-} é semicontinua inferior, i.e.,

. 1
(94) "rbs(o! £) < nl’lkr:rilffo Ys (;a&k)

no caso em que |[£| > 2e.
No caso [£] < 2e supde-se que |£x| < 2e Vk e como M < +co, passa-se a
subsucessoes (de (n) e de (k)) e obtem-se

lim fo(s, &) =M< M+1,
o0

nk—+

em particular
fa(s &) <M+1 YnelN VkelN.

logo, quando n > M + 1 tem-se f,(s,&) < M +1 < n e assim,

fn(37 Ek) = min{nv f('sﬂ ‘Ek)} = f(svgk)’

e (94) do mesmo modo que (93).

Quando €| = 2¢ entdo, passando a subsucessdes, pode-se supor que ou
[€] > 26 Vkou |¢] <2¢ Vk e procede-se como anteriormente.

Portanto, provou-se (94) para todos os casos possiveis, i.e.,

(95) 1#s(0,€) < l(irn)ing Ps (en,gk)
(€x)—¢

logo, ¢s(-) é semicontinua inferior. Como a condigio de crescimento super-
linear (45), aplicamos a (3.9) e conclui-se que

+o0 1
(96) () Eoepivs(=, ) € Tepi (0, ),
n=1
e portanto, (g,(-)) cresce e converge pontualmente para f(-).

Pondo, em particular, ¢,(s) 1= gn(s,0), entdo ¢, : R — [0, n| é semi-
continua inferior (pois gn () também o &), é crescente e convergente para
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L(s,0) ( pois gn(s,0) é crescente e convergente para g(s,0) = f (5,8) =
L(s,0)). Assim, como se verifica a desigualdade g5 (s,€) = ga(s, 0) +mn(s)€
e como L(s,&) = F(8,6) = fu(s,€) = gn(s,§) obtem-se L(s,&) > wn(s) +
mn(8)€.

Como my(s) € Ljs, e se provou, em particular, que sempre que L(-} é
gemicontinua inferior em (s,0) Vs entéo tem-se (8)-

Parte V:

Supde-se que se verifica a hipotese (8), e considera-se a sucessio mini-
mizante zx(-) C Xap para o integral i) : L(z(t), o' (t))dt na classe de funcdes
XAB, € 8eja [Ax, Bi] 1= zx([a, b]). Admita-se que o < ar < by < e < di < b,
r(ar) = A < A = zi(a) = @x(be) < B = zs(c) = 2y, (b) < By = zk(dn)-
Define-se

dat) o= 1 (2 ()25 () < Lizi(2), 2e(2)) — pnl@(t) < L(wx(t), zi(t)
tal que para algum t1 < ¢3 em [a, b],

12 i2
di(t)dit Sf Lz (t), zi(t))dt <

t1 1
b
< / Lizx(t), Zj(£))dt < T +1 < +o0.

Entdo, por (2.1),

B by
i (8)ds = f (Bt < T +1 < +oo,
Ak Qg
B B a d,
f ' mn(s}ds = j my(s)ds —f qbk(t)dt—j * or(t)dt =
Ag A 7 b

B b
> [ mate)ds - [ Bl ahnar =

B
> f mn(s)ds — (I +1) > —o0,
A

porque my(-) € L*(A, B). Convenciona-se que:

+00
[Ans Bn] = U [Ak: Bk]s Tr=I+1+
k=1

7 (8) i= Imn(8)] Joex X(anB(8), ¥(8) 1= [mn(s)] X[An,Bn] ()

1

/A i my{s)ds

logo,
L<T <400, () /706), f (s)ds < T.

Aplicando o (Teorema da Convergéncia Monétona 3.6)

/ " fma(s)ids| = [ 1(s)da =

An
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= i = K <

kBI_'I_loo v, (8)ds k&{&)/%(&)ds <T < too,
caso my(+) € LY(A, B); i.e.,
(97) mn(-) € LY(A, B) = m,(-) € L'(A,, By,

com [An, Ba] D ULSS zk(la, b)), onde (zx(-)) é uma sucessio minimizante
para o integral f:L(z(t), z'(t))dt definido na classe Xap.

Observe-se que o raciocinio realizado sé depender da desigualdade
L(s,£) > pu(58)+mn(5)¢; e por isso a implicagio (97) permanece valida, néo
s6 para L(-) mas também para outro lagrangiano que verifique a
desigualdade L,(s,€) > wn(8) + my(s)¢ juntamente com @ () > 0 e
fab Lo(ze(t), 2, (t))dt < T+ 1, { que é seguramente verdade para o caso
em que (zx(-)) é uma sucessdo minimizante para o integral de Ly,(-}, com
Ln(") < L(-), definido em X43).

Parte VI:

Sopoe-se que A = B e L(s, -) é convexa e semicontinua inferior. Define-se

©n(s) := min {n, L(s,0) (1 — %)} .

Verifica-se ficilmente que ¢n(-}) € semicontinua inferior e que a sucessdo
(pn(-)) é crescente e convergente para L(-,0). Para aqueles s tais que
L(s,0) > 0 porque @n(s) < L(s,0), o ponto (0,¢,(s)) ndo pertence ao con-
junto C := epiL(s,) que é convexo e fechado, logo, aplicando o
(Teorema de Hahn-Banach 2.2}, existe uma linha recta que separa estri-
tamente este ponto do conjunto C, i.e., existe uma sucessdo de fungoes
pn(s) € R tal que L(s,€) > wn(s) + pn(s)€ V€ € IR; e em particular, como
L(-) é £ ® B-mensurdvel, existe uma selec¢io mensurédvel m,(-) € M que
verifica L(s,£) > pn(s) + mn(s)€ Vs, £. Por outro lado, para os pontos s
tais que L(s,0) = 0, podemos por my,(s) = 0.

Como my(-) € L'(A, B) (trivialmente: A=B), mais uma vez se verifica
8.. Conclui-se pois, sobre as hipoteses do Teorema, que a condigao 8. com-
pleta por (97), sdo verdadeiras sempre que A=B ou que L(-) é semicontinua
inferior em (s, 0), Vs.

Parte VII:

Supde-se agora que se verificam (8) e (97). Define-se para cada n € IN,
um novo lagrangiano f, : R x R — {0, +e0],

L(s,€) para &0
fn(sa‘g) =
en(s) para & =0.
Claramente f,(s,-) é uma funcio semicontinua inferior, mas possivel-
mente nao convexa. A funcio bipolar L,(s,:) = fi*(s,-), de fals,), é

convexa e semicontinua; e pela (Proposigéo 3.23), L, (-} é £L ® B-mensurdvel.
Como consequéncia de (80), resulta que fn(s,&) > fn(s,0) + mn(s)€ logo
Ln(sag) = f;*(s:ﬁ) > fn(S,O) + my(s)€ e fn(S,g) > Ln(S,g) 2 ‘Pn(sao) +
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mﬂ(s)f VB, f; em particu.la.r, { =0, fn('r 0) = Lﬂ(vo) = (P'!T-(') <né
semicontinua inferior, enquanto que por (45) e [Ces83] aplicado & fungdo
@(&) := inf L(IR, +&), se obtém:
infrem fn (]R, f)
14

Por outro lado, Ly (s, -) é convexa, semicontinua inferior e cresce quando
n cresce. Tal como na primeira parte da demonstragao, o limite de (L, (s, £))
é L(s,€) Vs, & Com efeito, definindo #(-) como na (Parte IV} da demons-
tragio, mas com L{-) em vez f(-), se existir uma subsucesséo infinita (£x,)
de (&) — £, para a qual &, = 0 Vi e por (79),

¢n(0,§) = L(S:O) = n-lilfoo ‘PT&(S) =

(98) — 400 I€] — --o0.

= lim f,(5,0)= hmlnf s Gl,g,“) .

n,i—+00
No caso em que & # 0 Vk mas £ = 0, tem-se que s (%, 51,,) = fa(s,&) =
L(s,&k) € %s(0,8) = fa(s,0) = pn(s) < L(s, £), entdo

1s(0,€) < L(s,§) < liminf L(s,&) =
n,k—+o00
.. T 1
linind fo(s,60) = lmint ¥, (2.64).
Supbe-se agora que £, # 0 Vk e #0. Assim,

71)3(035) = L(S: 6) < nhl?i»l-ll-lofo L(S, 611:) =

hmmf Fuls, &) = hmmf ws( + k).

nk—
Ent#o, provou-se (95) e (96),
+o00 +oo
(99) ﬂ epi Ly(s,-) = n coepi fn(s,-) C epiL(s,-) Va.
n=1 =1

pelo que a sucessdo (L, (-)) converge pontualmente para L(-).
Parte VIII:
Fixa-se n € IN e considera-se o problema de auxiliar:

(00) / Lo(@(®), 2 (®)dt, o) € Xag.

Como Lyp(-) é £ ® B-mensurdvel, L,(-,0) = ¢n(-) é semicontinua inferior e
Ly(s,-) é convexa e semicontinua inferior, e como consequéncia do (Lema
2.1), mensurdvel. Por (98) e (Proposigéo 3.23), L,(s,-) satisfaz uniforme-
mente em n € IN a condigéo de crescimento superlinear no infinito. Portanto,
por [Ces83|, existe um conjunto comum fracamente sequencialmente com-
pacto

X%p C Xap, o qual contém uma sucessdo minimizante (z%(-)) para o integral
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(100) em X4, e um intervalo compacto [Ag, By] que contém os seus valores
[A%, BE] = zk([a,b]) Yk € N, Vk € IN. Como Ly (5,£) > @n(s) +mn(-)¢ com
ma() € L1(A, B) por (97) e as observagbes que o seguem (97), resulta que
My () € LY(Ap, Bn) com [AE, BE] C [A,, By C [Ao, Bo]. [An, Bn] contém
todos os valores da sucessfio minimizante e mp(-) € L!(A,, By), por isso o
integral (100) é fracamente sequencialmente semicontfnuo inferior em x5,
para esta sucessdo minimizante. (Com efeito, podemos redefinir L, (s,£¢) de
modo a tomar o valor oo para s € [An, By] ¢ £ # 0, de tal modo que
OLy(5,0) = {0} Vs & [An,Bs], () = Ly(-,0) € [0,n] é semicontinua
inferior ¢ 8L,(-,0) € L'(R).)

Em particular, existe um minimizante y,(-) para o integral (100) em
Xap, com yn(la,b]) C [Ag,Bg] e ya(-} € A5 ¥n € IN. Claramente
J2 L (yn(8), 4 (£))dt < 1 < oo Vm, pois Ln() < L().

Parte IX:

Considera-se outra vez que @n(-) = Lp(-,0) é semicont{nua inferior e
define-ge

a7, = min {t € [a,8] : @alyn(t)) = min @ (yal(a, b))} < n,
Su=tnlan), b= max yrl(sy) € [a, B].
Esta parte dedica-se &4 andlise do comportamento de 1,(-) no intervalo

[t1,t2] C [a,b] com y,(t1) = yn(t2) e t; < to. Define-se

Yn(t) para t¢ [ay,by]
zn(t) =

sh, para t € [al,b)]

e consideram-se possibilidades:

¢ no caso [t,%] C [a,a)] define-se:

’

Yn(t) para t € [a, 1]
‘yn(t—]-tg-tl) para t€ [tl,a,; — to + t4]
zp(t) := <
s para t € [a;, —t3 + t1,0])
{ yn(t) para &€ [b,,0;
® no caso [t1, ] C [b),, b] define-se
( Yn(t) para i€ [a,t]
s, para t € [a},b], + 1ty — #]
zn (1) 1= S
Yn(t — t2 + 1) para t € [b, + ¢y — t1, t9]

L Un(t) para ¢ € [tg,b].
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Também se define

tn = min{t € [t1,13] : Pa(yn(t) = minga(ya(its, L)}, 80 :=y(a),
obtem-se , no caso [t1,%2] C [a,an],

to ta
+00 > t Lo (yn (), yn (£))dt > ft {on(¥n(t)) + mn(yn(t))yn () }dt =

ta
2 . {‘Pn(sn)+mn(yn(t))ya'1(t)}dt'

Como, por defini¢do, ¢n(8,) < +00, pondo
$n() = Ln (@), 40 (") — @nlsn) 2 —pn(sy) > —0,

resulta que f: on(t)dt < I < 400 e, por (80), M (yn ()Y () £ ¢p(-). Por-
tanto, como consequéncia de (2.1)

to t2
oo > | Ly (yn(t), yn())dt 2 ) {Pn(8n) + Mn(Yn ()Y (t) }dt =

ta ta al,
=f ‘Pn(sn)dt 2/ ‘Pn(‘g;z)dt =/ ‘Pn(s’n)dt =

t1 t f—t1+ta

,
f Ln(zn, 7.)dt.
a.

n—tit+ta
Para outras posigdes de [t, t2], relativamente a [a},, b,], podemos obter
desigualdades similares, procedendo de modo anélogo. Portanto, em todos
esses cAsos

b b
(101) j L (), o (0))d > f Ln(a(®), Z4(8))dt.

Contudo, isto pode escreve-se como uma igualdade, pois a desigualdade
estricta contradiz o facto de y,(-) ser um minimizante para o integral (100).
Em particular. ¢,(s,) > ¢x(s},) néo pode acontecer.

Em conclusdo, verifica-se que ©,(sn) = ¥n(s),) - entdo, em particular,
[t1,t2] C [a,a}] ndo se verifica - e z,(-) tal como yn(-) também é um mini-
mizante do integral (100). Portanto, sem perda de generalidade, podemos
supor que ¥n () monétona em [a, @], constante = s}, em [a}, b,] e monétona
em [b,, b].

Parte X:

Seja n -+ +o0o. Tal como oitava parte da demonstragao, X9 e [Ag, Bl
530 compactos, logo existem:

e uma funcéo absolutamente continua y : [a,b] — [Ag, Bo] tal que
y(a) = A, y(b) = B, e portanto y(-) € X9 g;
e pontos @’ < b’ em [a,b] e s’ € [Ag, Bo}, tais que:
— a sucessdo yn(-) = y(-) w-Wh! (como em [Amb87]);
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— a sucessdo (s),) converge para ¢,
— as sucessbes (ay,}, (b},) converge para o/, ¥/, respectivamente:
~ y(-) é monétona no intervalo [a, o], constante = ¢’ em [o/, 4] e
monétona em [V, b].
Afirma-se que a fungdo limite y(-) é um minimizante do integral
f L(z(t),z'(t))dt. Com efeito, para cada k € IN fixo:

b
(102) f Ln((t), ' (£))dt > f La(ua(t), vo(®)dt Ve() € Xap

b b
(103)  liminf f L (yn (8),45(£))dt = lim inf f Li(yn(t), ¥ (1)) dt

n—+o00
b b
(00)  tminf [ Luual0) a2 [ Luly(e) v )
b b
(105) f L(a(t),2/(9)de > liminf [ Lo(w(t), 2'(t))de
e fazendo k — +o0,
b b
o) mint [ ). [ 1000

porque yo(-) minimiza o integral (100); a sucessio (L, (5,£)) 6 crescente, o

1ntegral (100) ¢ sequencmlmente fracamente semicontinuo inferior; L(-) >
Ln(y(-), ' (-))) > L(y(-),¥'(+)) .. e pelo (Lema de Fatou 3. 5) ( que

se pode aplicar pois L, (-) > 0). Com efeito, (104) verifica-se, pois & estima-

tiva (97) s6 depende das desigualdades Li(8,8) 2 pr(s)+my(s)E, fab my(s)ds >

—00, J¥ Lic(yn (), v (0))dt < [2 Lo (yn(6), ()t < T+ 1.
Portanto, fazendo n — +co em (102) obtem-se, para alguma funcio

z(-) € Xag,

b b
lim inf / Ly (z(t), ' (8))dt > lim inf / L (yn(t), yn (1))dt >

-
n+ooa

] b
0or) 2 timint [ Launte) a0 > [ Lo, ),
por (103) e (105).

Fazendo k — +o00 em (105) e obtem-se, por (107) e (106), para alguma
funcéo z(-) € Xap,

b b
/L(a:(t),z’(t))dtzliminff Ln(z(t),2'(t))dt >

> hm ]Lk(y )dt>/ L{y(t), ¥ (t))d
Parte XI:
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Isto mostra que y(-) minimiza o funcional integral f: L(z(t),z'(t))dt,
como se tinha afirmado em (100); e portanto, como anteriormente, y(-) é
monétona em [a,a’], constante = ¢ em [o/, ] e novamente mondtona em
¥, b].

Definem-se as fungdes d—,d : R — [—o0, +00], tais que:

d_ := inf [(L(s, -))—I(IR.)] < dy = sup [(L(s, ))“1(]R)] ;

mindL(s,0) nocasode d_(s) <0<d;(s) e OL(s,0)#0

m_(s) :=
para outro s,
L(s, ) Ym-(s))] nocasode d_(s) <0<d;(s) e OL(s0)#
a(s) =
0 para outro s,

max &L(s,0) nocasode d_(s)<0<di(s) e OL(s,0)#£0
m4(s) ==

0 para outro s,

0 para outro s,

@(s) := L{s,0).
Verifica-se que:
(108)  afs) S0 B(s), int[(BL(s,-))™ (OL(s,0))] = (a(s), B(s))
L(s,8) = p(s) + m-(s)§ V& € [a(s),0],
L(s,§) = p(s) + my(s)€ V€ € [0, 8(s)]-

Por outro lado, a desigualdade (54) verifica-se (alids, verifica-se a igual-
dade, pois L(s, -) é convexo), com a(s) ou B(s) (que se definiram) no inter-
valo [A, §'] - respectivamente [, B] - em vez de [4, B]. Consequentemente,
podemos aplicar (separadamente) o (Teorema 2.4) ema cada um dos inter-
valos [a,a'], [t/,b] (onde o minimizante y(-), obtido em na parte sete da
demosnatracéio, é estritamente mondtono), e como () restringido a este in-
tervalo é minimiza o funcional integral [ : L(z(t), z'(t))dt, definido na classe
X' o das fungdes 2(-) € Xap, tais que z(a') = s’ = z(V').

Assim, resultam duas novas fungdes z1(-) e 22(+), definidas em [a,2'] e
em [b’,b] respectivamente. Entéo constéi-se z : [a, b] — IR tal que

z1(t)  em {a,d]
2(t) = ¢ y(t)=s em [d,V]

z(t) em [V,b],

{ max [(L(s, )Y (m4(s))] mnocasode d_(s}<0<di(s) e OL(s,0)# 0

)
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¢ uma. funcdo absolutamente continua, pois z1(a’) = 8 = z2(¥), e satifaz
(76), por causa de (108) e (Teorema 2.4).

O conjunto imagem de z(-) (i.e., [4,s'] U [¢/, B]) coincide com o de y(-).
Aplica-se novamente o (Teorema 2.4), pelo que podem existir intervalos
[a",8"], [@', ¥'], [@”,b"] onde z(-) é constante, com valores s, s”, 5"/, ¢ com
aﬁa"gb"éa'ﬁb’éa"ﬁbﬂgb.

Contudo, a escolha destes valores s”,s', " (pode obedecer ao critério
comentado no inicio da demonstragdo do (Teorema 2.4), entdo terd que ser
um ponto de minimo de L(-,0). Isto significa que s” (respectivamente s”)
pode, no caso a” < b” ( respectivamente a” < b"'), ser escolhido no intervalo
[4, §'] (respectivamente em [s’, B]), para o qual L(s",0) < L(s,0)Vs € [A, §'],
(respectivamente L(s",0) < L(s,0)Vs € [¢/, B]); e que L(s',0) < L(s,0)Vs €
(4,5 u (s, B].

Em particular, verifica-se que L(s”,0) = L{s’,0) = L(5"™,0), (o que ga-
rante que a” < V' e a” < V"), também se pode fazer com que z(-} seja
constante sé no ponto & (i.e., s” = s’ = s) durante um intervalo de com-
primento & —a’ +b" —a"” + 0" - a".

Redefinem-se o’ e ¥/, e obtem-se: z(t) = s’ no intervalo [a/,¥'] e que z(-)
é crescente (ou decresce) em [a,a'] e em [V, b], tal que verifica

2'(t) ¢ {0} U (@(2(2)), B(2(1)) qs. em [o,b]\ (a/,¥)
i.e, obtém-se (76) , como consequéncia de (108).

Deste modo, obtem-se um novo minimizante para o funcional integral
f:L(m(t), z'(t))dt, definido na classe das funcdes z(-) € X4p, que satisfaz as
propriedades do (Teorema 2.2).

Prova-se assim que as conclusdes do (Teorema 2.4) permanecem vélidas,
sempre que A = B ou L(-) é semicontinua inferior nos pontos do tipo
(s,0) Vs, ie., de um modo mais geral no caso em que L(-) é aproximavel
por declives integrdveis, como em (79) e (80).

O

2.4.2. Caso ndo-convexo.

TEOREMA 2.5. (Caso ndo-convexo) Seja L : IR x IR — (—o0, +0c0] uma
fungdo L ® B-mensudvel, limitade inferiormente, tal que L(s,-) €
semicontinua inferior Vs € IR e verifica a condigdo de crescimento superli-
near

inf L{IR, §)
€]
Define-se a fungdo L.(-) que: ou € igual a L*(:) quando L**(-,0) €
semicontinua inferior e Le(-) = L* (-} verifica as hipdteses extra formuladas
no (Teorema 2.4); ou entdo LP*(.), em que
(109)

— 400 [€] — +o0.

L(s, &) pare £#0Vs
L(s,8) =
liminf(s,“gk)_,(s,g) L**(Sk,gk) pare £E=0Vsc IR
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Seja yo(+) um minimizante bimondtono (cujo existéncia € estabelecida pelo
(Teorema 2.4)) do funcional integral convezo

b
(110) Lo(z() = f L(@(®), ' ())dt, () € Xz

Entdo, se ezistir s, € yo([a,b]) tal que
L(8¢, 0) = Le(8¢, 0) = min Le(y.[a, b], 0)
existe um minimizante y(-) pora integral ndo-convexo L(x(:)).

DEMONSTRAGAO. A demonstragio divide-se em vérias partes:
Parte I:
Seja  #o(-) um minimizante do funcional integral convexificado
f f L*(z(t), z’(t))dt definido na classe X4 e tal que
(1) ¥e(-) = s’ € IR em algum subintervalo [o',b'] C [a,b], com o/ < ¥/;
(2) y.(-) é monétono em algum dos restantes subintervalos [a, a'], [/, ]
e verifica a condigdo y.(t) & {0}Uint[(8L{y(t), )"+ (BL** (y(t), 0))],

O objectivo é modificd-la de modo a obter uma outra fungéo y(-) € Xan
que seja um minimizante para o integral nao-convexo

b
f L), 2@)dt, () € Eap.

Suponhamos que o valor minimo para o integral convexificado

[ 1w, e

definido na classe X4 p, € finito.
Considera-se 0 dominio de defini¢dio de y.(-) restringida a um dos seus
intervalos de monotonia estricta, de tal modo que

dh(®) ¢ {0} U int {(OL(y(2), )™ (OL™ (v(1),0))] -

Sem perda de generalidade e para simplificar a notagéo, supde-se que
o intervalo considerado é [e,b], e as condigdes de fronteira s&o
ve(a) = A < y,(b) = B. Definem-se também os conjuntos

E:={t € [ab] : L™ (yolt), o(t)) < Llye(t) vt}

S =y (B} = {3 €|[A,B: L™ (s, ﬁ) < L (5, ﬁ)},

onde w : [A,B] — (0,+o0) representa a derivada da fungio inversa
y:1:[A, B] = [a,b] da fungdo y. : [a,b] — [4, B], de tal modo que

(111) s=y(t) & t= 9;1(3): w(ye(t)) = (?!c(t))ml

Observe-se que w(-) € L'(A,B) e y;1(-) sio funcies absolutamente
contfnuas, y.(-) é absolutamente continua, crescente, e satisfaz (76).
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Denota-se por xg(-) a funcdo caracteristica do conjunto S. Por [ET99,
Proposicéo IX.3.1] existem fungbes mensurdveis A : [4,B] — [0,1], o, 8 :
[4, B] - IR tais que

a(s) < B(s),
(112)  L™(s,a(s)) = L(s, a(s)) < +o0, L*(s,6(s)) = L(s, B(s)) < +o0,

= [1 = A(s)]a(s) + A(s)B(s),

** L 8 8, 0(s 8
L (s,w(s)) [~ As)|L(s, a(s)) + As)L{s, A(s)).

Em particular, como yL(t) ¢ {0} U int [(8L(y(¢), ) HOL*" (y(¢t),0))],
0 < a(s) < m}ﬁ < B(s),0< Als) <1, Vs € S;esupdese 0 < afs) =
als—) = B(s) , )\(S) = %a Vs e [AvB]\S'
Para s € S, define-se
_ L(s,8(s)) — L(s, a(s))
)= T T ate)
e resulta

» g(s) := L(s,a(s)) — a(s)m(s),

L{s, a(s)) = g(s) + m(s)a(s),
L(s, 5( )) = q(s) + m(s)B(s),

1
8, (s ) g{s) + m(s)w(s)

s) > 0Vs e S. Como y; () é absolutamente
Lema 2.2) resulta

Em particular, ¢(s) + m
continua e crescente, do

’ 1
/ L™ (ye(t), ye(t))dt = -/A L™ (s, w(s) Yw(s)ds < +o0,

(
(

e portanto,

b B
(113) ] L™ (e (t), vL(0) x(t) dt = fA [m(s) + q(s)w(s)]xs(s)ds < +o0

Parte II:

O objectivo é aplicar o (Teorema de Liapounov 3.33); contudo
ndo € possivel, pois as funcdes ﬁ, m(-), ;‘ﬁ, de um modo geral,
nao pertencem a L'(S). Para transpor esta dificuldade definem-se em S
as seguintes fun¢oes:

)= g 20 P =)+ 50 20,

w(s) — 18
¢(s) = q(s)r(s), p(s) = % €(0,1), se8.
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Observe-se que

0< fs [-ﬁ(l—s) +r(s)u(s )] ds = Lw(s)ds < +o0,

0< j ﬁ(l.g) ds < w(s)ds < 400,

o<[

p(s) + ¢(s)u(s) = m(s) + (S)w(S) 20 Vses,

0< /SL** (s, ﬁ) w(s)ds = L[p(s) + P(8)p(8)]ds < +oo.

Define-se a fungio ¢;(s) := a—%;; +|é(s)| +p(s) +7(s), e paran = 1,2, ...,
define-se o conjunto S, = {s € §: n-1< ¢1(s8) £ n}. Obviamente
$1(s) € L1(S,). Como 0 < ¢1(s) < +00 Vs € § tem-se que S = |J29 S,..

Pelo (Teorema de Liapounov 3.33), para cada n € IN existe um
subconjunto mensuravel S, C S, tal que

B B
fA r(s)p(s)xs, (s)ds = j; r(s)xgx (5)ds,

s)ds < +o0

\

B B
[ doutms. (a)ds = [ olapes; (s)ds
Definem-se ST = S, \ Sy e §* := UI= S, §~ = U 5 tais que

n=1

S5~ U8t = S. Define-se ainda uma nova fung'ao T A, B] @, +00],
7(8) = o+ [3lw(0)x(a,8)\s(0) + zizyXs- (@) + glyXs+(a)]do. Entdo,

b—a=wa(s)ds=

A

. s
[, wemmamsis+ [ sroxss (st
) ’ s (st [ ° [w(s) - -ﬁ(l—)] xs(s)ds
_ jA * w()xiaans(s)ds + fA : ﬁxﬁ (s)ds -+ g fA ? ﬁxs; (s)ds+
Jéfl [ ) = 505 . (o1 =

B B 1 o0 B 1
=/A w(S)X[A,B]\S(S)dS+j ﬁ—XS+(S)d3+n§1L mx&; (s)ds+

+Zf [a(s) 0] ]"S“ds

n=1
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B B 1

=/; w(S)X[A,B]\s(S)dS‘I‘L @Xﬁ(s)ds"'
+ Z f mxsg(s)ds

B
=fA {?-U(S)X[A aps(s) + B0 )XS+(S)+ g)xS—(S)}ds= 7(B) - a.

portanto T(B) = b, 7(A) = a, e 7(-}) é uma fun¢éo absolutamente continua.
Em particular,

7'(8) = w(s)xams(s) + ﬁm— () + ﬁm (5) >0

q.s. em [A, B], e 7(-)é estritamente crescente em [A, B] e tem valores
em [a,b]. Considere-se y : [a,b] — [A, B] a fungio inversa de 7(-) que é
estritamente crescente e absolutamente continua, com y(b) = B, y(a) = A e
com derivada y'(¢) = (7'(y(¢)))~! € (0, +o0) q.5. em [a, b].

Como p{-) = g%_n >0, (p+ () = L(%_L) > 0, definem-se

B(s) = [p(s) + $(8)]xs- (5} + pls)xs+(s), Un(s) := B(s) Tis; xsa(s),
t=7(s) = s = y(t), de (113) resulta,

f: L™ (y(t), 4/ (£))dt = fAB L (s, wls)) w(s)ds =

- /A " ( wzs)) w(e)xpams(e)ds + [ U ( ﬁ) w(s)xs(s)ds =

B B
= [T (s ) wmamsteds + [ le) + 106N xs(e)ds =

w(s)

B 1
=/A L= (8, @) w(s)x(a,8)\s(s)ds+
= B
+E{ ]A o). (e)ds + | n(s)qs(s)xS,,(s)ds} -

n=1

= ]AB R (3, ﬁ) w(8)x[a,m)\s(8)ds+
i::{/ 5)X 5. (5) ds+/ B(s)xs- (s)ds}

= /B L (s, %S)) w(s)xja,5\s(s)ds -+ Z/ P(s)xs,(s)ds =

1
(s

))w(s) 4.B\s(s)ds + , lim / Y (s)ds =

wls

s,
B 1 B
= [ (s 5r) vOnmmstols+ [ tim va(oits =

wls
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B 1
=L L** (s, W) w(s)x{A,B]\S(s)ds+
B B
+ [ 1006) + dlolixs- (s + [ plohxs+(s)ds =

= /B L* (s, w:(Ls)) w(s)x|a, B]\S(s)ds+
/ L(s, a(s)) )XS (s)ds + f L(s, 8(s)) 5755 (s) o (s)ds =

=f L( P )) T (s)X[AB]\S(s)ds—I- (S, 7 )T (s)xs(s)ds

- fA L(s, m) (s)ds = /a L{y(t), ' (&),

novamente pelo Lema (2.2) e pelo (Teorema da Convergéncia Mondtona
3.6). Logo, z(-) minimiza o integral ndo-convexo [ : L(z(t),z'(t))dt

Parte III:

Define-se y(+) := y.(-) em [d’,¥], e aplicando o método utilizado em na
primeira. parte da demonstracio para obter y(-) em cada
um dos intervalos, [a,a'] e [V/,b], onde o minimizante y.(-) do integral
convexificado [, : L**(z(t), 2'(£))dt, dado pelo (2.4), é estritamente mondtono,
obtemos um minimizante y(-) para o integral néo-convexo [ : Lz(t), 2'(t))dt,
que satisfaz as propriedades expressas no (Teorema 2.2).

Parte IV:

Supde-se agora que y.(-) satisfaz a inclusio diferencial de
DuBois-Reymond, i.e., existe uma constante g tal que

L™ (yo(t), 42(8) € a + ye(£)OL™ (ye(t), ve(t))-
Para mostrarmos que é vilida a inclusdo
L{y(®),y'(£) € g+ ¢ ()OL™(y(t), ¥’ (1))
para y(-), supde-se sem perda de generalidade, que y,(-) cresce estritamente
em [a,b], tal que verifica a propriedade (76), com valores em [A, B]. Para
w(s) = yi1(s) tem-se t = y;1(s) € [a,b] se e 86 se 8 = y.(t) € [4,B],
ye(t) = F%Ej portanto

L (o (£), 95 (£)) — s (OL* (ye(t), w(#)) = L™ (ﬁ) w(s)a"“( :))

q.s. em [a,b] e q.5. em [A, B|. Por isso, para 7(s) := y~1(s) tem-se s = y(t) €
[A,B] se e s6 se t = 7(s) € [a,b], ¥'(t) = W’I?)" logo tendo em consideragéo a
forma como se deduziu 7/(-),

= L™ (yc(2), (1)) — ya()OL** (yo(t), a(®)),
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qs. em [a,b] e q.s. em [A, B]. ( Observe-se que este raciocinio depende
unicamente do facto de yc(-) satisfazer a inclusdo de DuBois-Reymond, in-
dependentemente de y,(t) € int (L**(y(t),-)) "} (IR) g.s. se verificar ou nio,
quer para y.(t) como para y(-)).

]

OBSERVAGAO 2.4. Outrae possibilidade para demonstrar a existéncie de

manimizantes € considerar wm minimizante bimondtono para o funcional
integral ndo convero

b
(114) f ), o' (), 2() € Xas,

dado pelo (Teorema 2.5). (Em particular, L°°(-) = L%(.) satisfaz (110), com
L{") no lugar de L(-), e portanto o (Teorema 2.5) fornece um minimizante
y().)

Entao, caso y'(t) #0 ¢.s., y(-) também minimiza o funcional integral

/bL(t,w(t),w'(t))dt,
devido a (109).

O  seguinte resultado clarifica o que acontece no caso
em que o lagrangiano tem ou ndo declives integriveis. No que segue
M={m : R—->TR : m() & mensurdvel},

TEOREMA 2.6. Seja L : IR x IR — (—o00,+00] uma fungdo £ @ B-
mensurdvel tal qgue L(-,0) € semicontinua inferior. Suponhamos que existem
m(-), () € M, tais que @(-) ¢ semicontinua inferior, e
L(s,8) 2 p(s) + m(s)¢ Vs, €.

(1) Se ezistem m(-), @(-) € M, tais que p(-) é semicontinua inferior,
e L(s,£) 2 p(s) + m(s)€ Vs, €, e

B
(115) / m(s)Tds = +oc,
A
entdo o funcional integral L(-) = +o0c para 0s pontos da clase Xag,
onde eriste;
(2) Se existem m(-), () € M, tais que () ¢ semicontinua inferior,
L(s,€) > p(s) +m(s)e Vs,&, A= B em(-) ¢ LA, C) para todo o
C # A entdo a fungdo constante y4(-) = A é um minimizante para
0 funcional intregral L(-) (dnico se L(A,0) < +o0). { Com efeito,
ya() € a dnica fungio no conjunto X44 pare a qual o Juncional
integral L(-) tem valor finito.)
(3) Se existern m(-), o(-) € M, tais que p(-) € semicontinua inferior,
L(s,6) = o(s) + m(s)€ Vs,&, m(-) € LY(A4,B) e

(116) M >0 L(s,§) 2 —-M(1+]E)  Vs,¢&.

entdo, pode-se supor que m(-) = 0.
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(4) Finalmente, se ezistem m(-), ¢(-) € M, tais que ¢()
¢é semicontinua inferior, L(s,£) > p(8) + m(s)€ Vs,§, e

B
] m(s)~ds = +o0,
A
entdo o funcional integral L(-) é = +oo na classe Xpa.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que se verificam as hipéteses e que
existem: uma funcio ¢(-) semicontinua inferior, m{:) € M, tais que
L(s,£) 2 p(s) + m(s)f Vs, &

Comeca-se por provar que se existem m(-), ¢() € M, tais que
o(-) é semicontinua inferior, e L(5,£) 2= ¢(s) + m(s)§, entdo
m(-) € L'(z(fe,t]) \ (4,B)) para z(-) € Xap para o qual o valor do
funcional integral £(-) é finito. Considera-se b’ € (a,b) tal que z(b¥') = A; e
supde-se que A < B e que existe a’ € (a, b} tal que z(a’) = A’ < A < B.
Considera-se que s,, ¢ minimizante de ¢(-) em z([a, b]).

Como por hipétese, existem funcdes m(-), ¢(-) € M, tais que @(-) é
semicontinua inferior,

L(s,€) 2 ¢(s) + m(s)¢,

m(8)§ < L(s, &) — ¢(s) < L(8,£) — ¢(3m),
define-se §() = L(z(),7/()) — @(sm), logo m(z(:)'(") < 6() € L} (a,b);
por isso, pelo (Corolario 2.1) , os funcionais integrais de m(z(-))2/(t) e de
m(-) existem e sdo iguais, i.e.,

[ * m(s)ds = f ! m(z(t))z’ (t)dt < f ! ¢(t)dt < +o0,

A
donde,

—00 < ‘/:J m(s)ds = jj

Isto significa que m(-), m(-) € L'(4, A’) , como se queria.
De modo similar, para provar (1), se existir z(-) € Aap tal que
f: Lt (z(t),z'(£))dt < +oo, entdo obtém-se uma contradigéio, pois pelo

’

m(z(t))z ({)dt < fa " $(t)dt < +oo.

(Corolario 2.1) os funcionais integrais ff m(s)dse [ (f m(z(t))z’'(t)dt existem
e sdo iguais, logo < oo, e em particular ff m*(s)ds < +00, 0 que contradiz
115).
( i demonstragdo a parte (2) é agora imediata.
Resta provar (3). Considera-se a funcio z(:) € Ayp tal que o
funcional integral [ ; L(z(t),2'(t))dt existe, e é < -oo. Como
Lo(z(t), 2'(t)) = Lo(z(t),0) = L(=(t), #'()) 2 min L(z([a, 8]}, 0),

b b
+oo> [ Lia(t), o (8))dt = f {Lo(e(), &' (1)) +m(z(t))a’(t) }dt >
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b
> min L(zla, b], 0)(b — a) +/ m(z(t))z’ (t)dt;

este tltimo 1nteg‘ral exmte e é < 00, e novamente pelo (Corolario 2.1)

igual ao integral f 4 m(s)ds = ¢ € R. Portanto, ¢ é uma constante real,
independentemente da escolha. da funcéo z(-) € XapB, e

b b
[ et s Ot = [ (Lae0),2 @) + mz@)a i) =

b
c+f Lo(z(t),z'(t))dt, Vz(-) € Xap

para o qual existe fab L(z(t),z'(t))dt < +oc.
Por outro lado, se z(-) € Xag, Lo(z(-),2'(-)) € L (a,b), logo

[m 2 (8)dt = ]u 2(8),2/(£)) — Lo(x(t), o/ (£))}dt 2

> —M(b-a) M/ [z’ (t)]dt — /Lg ),z (£))dt > —o0,

pelo que existe o funcional integral f m(z(t), z (t))dt e de novo pelo

(Corolario 2.1) é igual ao funcional integral f sm(s)ds = ¢ € R
Assim, m(z(-))z'(:) € L'(a,b) e

L(z(-),2'(-)) = Lo(a(), 2" ()) + m(z(-))a'(-) € L' (a,).
|

OBSERVAGAO 2.5. Observe-se gue hipdtese (6) de semicontinuidade in-
ferior da func¢do L(-) em (s,0) Vs € Sap pode ser substituida por uma
mais fraca:

(1) ou L(s',0) = f(s',0) = f*(s,0) onde f**(-) representa o invdlucro
semicontinuo inferior de L(-), i.c., epif(-) = epi L(})”;

(2) ou entdo m(') ¢ L1(s/,C) VC # &' e L(s,£) > () + m(s)€ Vs, £
e alguns (-}, m(:) € M com ¢(-) semicontinua inferior.

DEMONSTRAGAO. Considera-se de novo o invélucro semicontinuo infe-
rior de f(-) de L(-). Seja g(s,-) = f**(s,-) a funcio bipolar de f(s,-), entdo
como f(-) é semicontinua inferior, g(-) também o é.

Define-se:

L(s, &) para £#0, sclR
h(s,§) ==

g(s,0} para £=0, seclR.

Considera-se L(s,+) = h**(s,-). Pela convexidade e semicontinuidade
inferior de g(s, -) resulta que

g(sa ) < E(S,O) < h(s7 ) < L(s, ) Vs,
g(s,0) < L(s, 0) <€ h(s,0) = g(s,0)
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< liminf g(s, &) < liminf L(s, &),

(s)—s {si)—s

(€x)—¢€ (€x)—0
¢ obtem-se _

L(ss O) = h(ﬂ, 0) = 9(3:0) < I(i;n)i_lifL(SkaEk)
En0
i.e, L(-) é semicontinua inferior nos pontos (s,0), Vs.
Como L(s,-) é convexa e semicontfnua inferiot, existe um minimizante

bimondtono y(-) para o integral

b ‘
[ Tao o, o) <4,
a

Como L(s, ) é convexa, semicontinua inferior e h(s, §) = L(s, ), excepto

em £ = 0 onde h(s,0) < L(s,0);
E(sa ) =h"(s,")

L(s,-) é afim ao longo de cada um dos intervalos (a(s),0), (0, 8(s)), para
os valores de £ # 0 onde L(s,€) < L(s,£); e portanto, L(y(t),y/(t)) =
L(y(t),y'(t)) q:s. em [a,a]U [/, ].

Por outro lado,

L(s',0) = f(s,0) = **(s',0) = g(s',0) = L(¢,0), em [a,a]]
e como y{-) = s’ obtem-se
L(y(-),y' () = I(s',0) = L(s',0) = L{y(-), 4/ (")).
Assim, para toda a fungéo x(+):

b
f L{y(t), ¥/ (8))dt =
a’ b b
- [ Lo+ [ Loy e+ [ Lo,y =
b b
- [ L),y O s [ Tla(o), )i <

a b a

< f L{z(t), 2’ (t))dt,

pelo que y(-) é minimizante para o funcional integral considrado.
Assim, y(-) minimza o integral funcional f:L(z(t),z'(t))dt, z(-) € XaB,
caso se verifiquem:
ou A= B;
ou L(-) é semicontinua inferior nos pontos (s,0), Vs;
ou que L(-) é convexa e semicontinua inferior em (s',0);
ou que (51) juntamente com (52)sdo verdade;
ou que (2) do (Teorema 2.6) continua verdade com s’ no lugar de
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|

TEOREMA 2.7. Seja L : IR x IR — (—oo,+00] uma fungdo
L ® B-mensurdvel tal que L(s,-) € ndo-conveza, mas zero-conveza, L(-,0) e
L(s,-) semicontinuas inferiores para todo o s € IR. Suponha-se que, existem
A, B ¢ IR tais que o funcional integral convezificado L.(-) definido na classe
das fungdes Xap, tem um minimizante y(-) para o qual existem conjuntos
abertos disjuntos O_, Oy C [a,b], tais que, com ezepcdo de wm conjunito de
medida nula, ¢'(t) <0 em O_, ¥ (#) >0 em O e

{t € [a,8] : L™ (y(),y'(8) < L{y(t),¥'(t))} C O- U O,.
Entdo, existem minimizantes para o integral ndo-convezro L{z(-)), na classe
de funcdes Xag.

DEMONSTRAGAO. Tal como na (Parte VII} da demonstracio do
(Teorema 2.4) demonstra-se a existéncia de um minimizante, que pelas
(Partes I e II} da demonstragao (Teorema 2.5), se prova que é monétono
em cada um dos intervalos do conjunto aberto @_ U @,.

O

TEOREMA 2.8. Seja L : IR x IR — (—o0, +00] uma fungGo tal que L(-) é
semicontinua inferior nos pontos (s, €) se: ou & =0, ou (L)**(s,¢) = L(s,£)
es ¢ N (onde N representa um conjunto de medida nula) e L(-) representa
o invdlucro semicontinuo inferior de L(-).

Se L(.) satisfaz as hipdteses do Teorema (2.2) (respectivamente Teo-

rema (2.3)) entdo as conclusées do Teorema (2.2) (respectivamente Teorema
(2.3)) sdo vdlidas para L(-).

DEMONSTRAGAO. O funcional integral

b—
(117) [ Teoc o a0,

tem minimizante um minimizante y(-), que pelos (Teoremas 2.2 e 2.3) é
bimondétono. _ _

Como, L(Ssg) = ]iminfﬁ’;:iL(Sk,fk), € (L)**(S,g) = L(S,f), entao
L(s, &) = L(s,€) se £ = 0; ou entdo(L)**(s,&) = L(s, &) para os pontos
s¢N.

Como em [d,¥], y(-) = &, ¥/() = 0 pela igualdade (L)**(s, &) = L{s, &),
e pela zero-convexidade,

(118) (D)™ wt),y'®) = L{y(t), ' (1) = L{y(1),4'(t)) em [a’,¥].

Contudo, no conjunto T := {t € [a,b] \ [d/,V/] : y(t) € N} tem-se que
¥(t) #0qs. ey (t) =0 qs. ( porque N é um conjunto de medida nula) e
portanto, T" tem medida nula, 1.é., y(t) ¢ N q.s. em [a, b]\[¢/,}']. Por dltimo,

pelo modo como se construiu ' (+) por (112), como (L)**(s, €) = L(s, &), para
os pontos s € N, e (118) resulta

(119) (I3 (y(®),¥'(8)) = Liy(®), ¥’ (1)) = L{y(¥),4/'(t)) g.s.em [d',¥].
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Portanto, a fungio y(-) satisfaz a igualdade
b b
[ Twenvend = [ Lo,y

a a
Mas como y(-) minimiza o funcional integral (117) e L(:) < L(-) também
minimiza o funcional integral f: L({y(t),y'(t))dt. (A mensurabilidade de
L(y(-),¥'(-)) é consequéncia da mensurabilidade de L{y(-),y'{-)).) 0
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1. Espacos topoldgicos e lineares

1.1. Espagos topolégicos.

DEFINIGAO 1.1. [Yos71, pag. 3] Um espago topoldgico (X, T) é um con-
junto munido de uma colecgdo T C P(X) de subconjuntos de X, chamada
topologia de X, tal que

()0, XeT;
(2) se {Oqlaca C T entdo |Jycy O €T para qualquer conjunto A;
(3) se {Os}5, C T entdo ﬂfﬂ O;eT.

i.e., T contém X e ), e é fechado em relacdo a unides e em relagio a
intersecgdes finitas.

Os conjuntos O € 7 so chamados conjuntos abertos, e os seus com-
plementares sfo chamados conjuntos fechados. Se 2 € X entfo um con-
junto aberto contendo z diz-se uma vizinhanca de . O fecho A de um
conjunto A C X é o menor conjunto fechado que contém A, ie.,
A:={C : AcCCeCC éfechado}. z diz-se um ponto de acumulagio de
A C X se qualquer vizinhanca de z contém infinitos pontos de A.

Uma bose para a topologia T é uma subcolecgio 8 € T tal que para
cada O € T ex € O existe B € (3 tal que x € B C O. Uma topologia §
diz-se mais fina que T se T C S e menos finaque7 se S C7T. SeY C X
entdo Y pode ser visto como um espago topolégico de uma forma natural
tomando a topologia induzida Ty := {ONY : O cT}.

Uma sucessao (& )}new C X diz-se convergente para z € X se para todo
o conjunto aberto O contendo z existe N € IN tal que (z,)nsny C O.

(X, T) diz-se um espago de Housdorff se para quaisquer pontos 21, %3 €
X existem 01,09 € T taisque X; C 0; e 01 N0y =0. (X, 7T) diz-se espacgo
normal se é de Hausdorll e para quaisquer fechados X, X3 ¢ X existem
01,02 €7 talsque X; CO; e O1 N0y =0.

{Ox}a € A diz-se uma cobertura aberta de X se X =[], 4 Oq € uma co-
bertura aberta finitase A é finito. (X, 7) diz-se compacto se toda a cobertura
aberta tem uma subcobertura finita, localmente compacto se qualquer ponto
tem uma vizinhanga com fecho compacto e sequencialmente compacto se
qualquer sucessdo tem uma subsucessdo convergente. X diz-se o-compacto
se é uma unido contdvel de conjuntos compactos.

Se (Xq,74), @ € A sio espagos topoldgicos e A é um qualquer con-
junto entdo a topologia produto em J[,. 4 X ¢é a topologia gerada pela base
{I1,0a : Oq € 74,04 # Xq apenas para um nimero finito de a’s}.

Seja (X, T) um espago topolégico. Um conjunto D C X diz-se denso em
X se D = X. X diz-se separdvel se tem um subconjunto contivel e denso.
TR" com os conjuntos abertos e fechados usuais é um exemplo familiar de
espago topoldgico. As bolas abertas (bolas abertas com raio racional, bolas
abertas com raio e centro racionais) formam uma base. Os pontos de um
espago de Hausdorff sdo conjuntos fechados.



1. ESPACOS TOPOLOGICOS E LINEARES 9

ProrosigAao 1.1. [Rud87, pag. 36] Um subconjunto fechado de um
conjunto compacto é um conjunto compacto.

ProOPOSIGAO 1.2. [Rud87, pag. 36] Um subconjunto compacto de um
espaco de Hausdorff é um conjunto fechado.

PROPOSIGAO 1.3. [YosT1, pag. 7] Um espago de Hausdorff compacto €
normal.

Uma consequéncia 1itil da normalidade é o seguinte resultado de ex-
tensdo:

PRrROPOSIGAO 1.4. [Rud87, pag. 389] Se X € um espaco topldégico nor-
mal, Y C X € fechado e f : Y — IR é continua entdo existe uma extenséo
continua de f a X.

Diz-se que uma colecgdo de conjuntos tem a propriedade de intersecgdo
finita se toda a subcolecgio finita tem intersecgio nio-vazia.

PROPOSIGAC 1.5. Uma colecgio de conjuntos compactos com a propri-
edade de intersecgdo finita tem intersec¢do néo-vazia.

DEFINIGAO 1.2. [KF99] A compactificagdo por um ponto por um espago
de
Hausdorff ndo compacto (X,T) ¢ X = (X U {=},S), onde
S=TU{(XU{oc})\K : K C X € compacto}.

TEOREMA 1.1. (Teorema de Tychonoff [YosTl, pag. 6]) O produto
de espagos compactos é compacto.

DEFINIGAO 1.3. [Yos71] Sejam (X,T) e (¥,8) espagos topoldgicos.
Uma trensformoegdo f : X — Y diz-se continua se O € 8 implica que
FH(0) € T, aberta se O € T implica que f(O) € 8, e um homeomorfismo
se & continua, bijectiva e tem inversa continua. Se existe um homeomorfismo
X =Y entdo X eY dizem-se homeomorfos. Denotamos por C°(X,Y) o
espago das transformagdes continuas de X paraY e escrevemos C°(X) para
C%(X, R). Uma transformagdo f de um espaco toplégico para IR diz-se se-
micontinua inferior se f~1{ec,00) = {z € X : f(2) < ¢} € T para todo o
ce IR.

Uma propriedade de dois espagos topolégicos que é a mesma para quais-
quer dois espagos homeomorfos diz-se um invariante topoldgico.

TEOREMA 1.2. [Yos71, pag. 4] A imagem de um compacto por uma
transformagdo continue € compuacta.

Uma aplicago 1itil das nogdes de continuidade, compacidade e Hausdorff
é o seguinte resultado, por vezes designado por invaridncia de dominio:

PRrRoOPOSIGAO 1.6. [Yos71, pag. 76] Uma bijecgdo continua de um espago
compacto para um espago de Hausdorff € um homeomorfismo.
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DEFINIGAO 1.4. Um espago topoldgico (X,T) diz-se conezo se X ndo
pode ser coberto por quaisquer dois conjuntos abertos disjuntos. (X, T) diz-
3e conezo por arcos se quaisquer dois pontos x1, To € X existe ume curve
continuag ¢ : [0,1] — X com c(i) = x;. Uma componente conexa é um
subconjunto conezo mazimal de X. (X,T) diz-se totalmente desconezo se
todo o ponto é uma componente coneza.

O conjunto de Cantor e Q@ C IR sio totalmente desconexos. As compo-
nentes conexas sio conjuntos fechados. Logo, as componentes conexas sio
abertas se existe apenas um mimero finito e, mais geralmente, se qualquer
ponto tem uma vizinhanga conexa (i.e., o espago é localmente conexo). Este
nao é o caso com Q.

TEOREMA 1.3. [Ma91l, pag. 99] Uma imagem continua de um espago
CONELO € COMeTy.

TEOREMA 1.4. [Ma91, pag. 98] O produto de dois espagos topoldgicos
CONEL0S € CONETO.

1.2. Espacos métricos. Para véarias nogdes bastante naturais néo é
adequada uma estrutura toplégica e necessitamos antes de uma estrutura
uniforme, i.e., uma topologia na qual podemos comparar vizinhancas de
diferentes pontos. Esta questdo pode considerar-se sbstractamente e é efec-
tivada para espagos vectoriais topoldgicos, mas € mais conveniente introduzir
estes conceitos para espagos métricos.

DEeriNigAO 1.5. [YosT1, pag. 3] Se X € um conjunto entdod : X x X —
IR diz-se uma distdncia se

(1) d(z,y) = d(y,z);
(2) dlz,y) =0 z=y,
(3) d(z,y) +d(y, z) = d(x, 2) (desigualdade tridngular).

Se d é uma distancia entéo (X, d) diz-se um espago métrico. O conjunto
B(z,7):={y € X : d(z,y) < r} chama-se bola aberta de raio r em torno
de .

O C X diz-se aberto se para todo o x € O existe r > 0 tal que B(z,r) C
0.

Dado A C X oconjunto A :={z € X : ¥vr >0 B(z,7) N4 # 0}
diz-se o fecho de A. A diz-se fechado se A = A. Sejam (X,dx) e (Y,dy)
espacos métricos. Uma transformagio f : X — Y diz-se wuniformemente
continya se para todo o € > 0 existe § > 0 tal que para quaisquer z, y € X
com dx(z,y) < 4 temos dy (f(z), f(y)) < e. Uma bijeccdo uniformemente
continua com inversa uniformemente continua diz-se wn homeomorfismo
uniforme. Uma famfilia F de transformagfes X — Y diz-se equicontfnua se
para cada z € X e £ > 0 existe § > 0 tal que dy(z,y) < § implica que
dy (f(z), fly)) < € para quaisquer y € Y e f(:) € . Uma transformagio
f: X — Y diz-se K-Lipschitz se existem K, € > 0 tal que d(z,y)x < ¢
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implica que dy(f(z), f(y)) < Kdx(z,y), e bi-Lipschitz se é Lipschitz e tem
inversa Lipschitz.

Uma sucessfio (Z,)nen chama-se sucessio de Cauchy se para todo o
g > 0 existe N € IN tal que d{x;,2;) < € sempre que i, 2 N. X diz-se
completo se toda a sucessio de Cauchy é convergente.

A colecgio de conjuntos abertos induz uma topologia tendo as bolas
abertas como base. Conjuntos fechados tém complementares abertos. As
definicdes séo consistentes com as definicoes dadas para espagos topolégicos.
Para espagos métricos, as nogdes de compacidade e compacidade sequencial
s80 equivalentes.

A completude é uma propriedade muito importante pois permite-nos to-
mar limites, os quais surgem frequentemente nas nossas construgoes. Note-
se que nao ¢ possfvel definir uma nogéo de sucesséo de Cauchy num espago
topldgico arbitrério pois ndo temos a possibilidade de comparar vizinhangas
em diferentes pontos. Uma observagdo 1til é que os compactos sio com-
pletos, pela compacidade sequencial. Um espago métrico pode tornar-se
completo do seguinte modo:

DEFINIGAO 1.6. [KF99, pag. 40] Se X € um espago métrico e exriste uma
isometrie de X pare um subconjunto denso de um espago métrico completo
X entdo X diz-se o completado de X.

A menos de isometrias ¢ completado de X é tGnico: se hé dois comple-
tados X; e Xy entdo por construgio existe uma isometria bejectiva entre
subconjuntos densos e portanto esta isometria pode ser estendida (pela con-
tinuidade uniforme) a todo o espago. Por cutro lado, existem sempre comple-
tados, pela construgio usada para obter nimero reais a partir dos niimeros
racionais. Esta completagio é obtida a partir do espago de sucessdes de
Cauchy em X identificando duas sucessbes se a disténcia entre elementos
correspondentes converge para zero. A distincia entre duas (classes de equi-
valéncia de) sucessdes é definida como o limite das distincias entre elementos
correspondentes. A isometria transforma pontos em sucesdes constantes.

TEOREMA 1.5. (Teorema de Categoria de Beire [YosTl, pag. 11])
Num espago métrico completo, uma intersecgdo contdvel de conjuntos aber-
tos densos € densa. O mesmo € verdade para um espago de Hausdorff local-
mente compacto.

Um espago topolégico diz-se metrizdvel se existe uma distdncia no espago
que induz a topologia. Todo o espago métrico é normal e portanto de Haus-
dorff. Um espago métrico tem uma base contdvel se e s6 se é separdvel.
Reciprocamente usando a (Proposi¢io 1.3), temos o seguinte.

PROPOSIGAO 1.7. Um espago normal com base contdvel para a toplo-
gia, e logo qualguer espaco de Hausdorff compacto com base contdvel, €
métrizdvel.
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Se X é um espaco topldgico, compacto e metrizdvel entdo o espago
C(X,X) das transformagoes continuas de X em si préprio possul a topo-
logia G¥ ou uniforme. Esta topologia é induzida fixando uma disténcia p
em X e definindo a disténcia d(-) entre f(.), ¢(-) € C(X,X) por

d(f,g) = maxzex p(f(2), g(z)).

TEOREMA 1.6, (Teorema de Ascoli-Arzeld [YosT1, pag. 85]) Sejam
X, Y espacos métricos, com X separdvel, e F uma famndia equicontinua de
transformagdes. Se (fo{-Vnemw C F & tal que (fn(-))nemv tem fecho compacto
para todo o x € X enido existe uma subsucessio que converge uniformemente
em
conjuntos compactos pare uma fungdo f(-).

Assim, em particular, uma familia equicontinua, limitada e fechada de
transformagdes num espago compacto € compacta na toplogia uniforme (in-
duzida pela norma do supremo).

1.3. Espacos lineares. Muitos espagos interessantes que encontramos
tanto directamente ou como espagos dos objectos (fungdes ou transformagoes)
gue estamos a estudar tém uma estrutura linear.

DEFINIGAQ 1.7. Um espago vectorial topoldgico é um espaco linear mu-
nido de uma topelogia de Hausdorff que € invariante por translacgées e
multiplicagdes por escalares (i.e., translacgdes e multiplicagdes por escalares
ndo nulos sdo homeomorfismos). Um isomorfismo de um espago vectorial
topoldgico é um homeomorfisme linear.

Muitas vezes a topologia de um espago linear ¢ induzida por uma estru-
tura métrica conveniente.

DEeFINIGAO 1.8. [KF99, pag. 71] Uma norma num espago linear V €

uma fungdo || - || : V — IR tal que para cada v, w €V e cada o € IR temos
(1) o] =0= v =0;
(2) [[ewll = jal]v];

3) llv+wl < [l + [l

Um vector v diz-se unitdrio se ||v]] = 1. Um espac¢o linear normado é um
espago linear V com uma norma || - ||. Um espago de Banach é um espago
linear normado que é completo relativamente & distdncia d(v, w) := |jv — w||
induzida pela norma. Duas normas || - | e || - ||" dizem-se equivalentes se
existe C > 0 tal que & |/ < ||| < | -, i-e., a transformagdo identidade
¢ um homeomorfismo uniforme em relagio a || - [ e || - |-

Um produto interno num espaco linear V' é uma forma bilinear simétrica
e definida positiva, i.e., uma transformagio V' x V — IR, (u,v) — (u,v) tal
que

(1) {v,v) = 0, com igualdade apenas para v = 0;

(v, u);
yw) = a{u, w) + blv, w).
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Um produto interno induz uma norma |[v]| = +/{v,v). Um espago pré-
hilbertiano é um espago linear V' com produto interno. Um espaco de Hilbert
é um espaco pré-hilbertiano completo. Dois vectores dizem-se ortogonais e
denotamos por u L v se {u, v} = 0. Dado um subespago L de IR", o conjunto
de vectores = tais que x L L, denomina-se complemento ortogonel de L e
denota-se por L1. L1 & um outro subespago de IR" e dim L 4+ dim L+ = n.
Um sistema ortogonal num espago pré-hilbertiano é um conjunto de vectores
ortogonais dois a dois, e um sistema ortonormal é um sistema ortogonal
de vectores unitérics. Um sistema ortonormal diz-se completo se gera um
conjunto denso.

Num espago linear normado de dimensdo finita todas as normas sdo
equivalentes. Assim todos os espagos lineares normados de dimenséo finita
sdo isomorfos ao espago Euclideano através de um isomorfismo bi-Lipschitz.

E por vezes itil notar que se ||v|| = /(v,v} entdo num espago vectorial
real podemos recuperar o produto interno de || - | através da identidade

1 .
(120) (w,0) = 7 (Ju+ ol = lu~ol?)
a que chamamos identidade de polarizagao.

1.4. Topologias fracas. Muitas vezes obtemos uma informagdo im-
portante considerando transformagtes lineares que "véo”para o corpo es-
calar, tais como projecgdes para uma dada coordenada ou, em espagos de
fungbes integraveis, o integral.

Uma transformagdo linear ou um operador linear de um espago linear
V para um espago linear ¥ é uma transformagdo A : X — Y tal que
Alav + Bw) = aA(v) + BA(w) para cada v,w € V e cada o, f € IR. Uma
tranformacéo linear A : V — Y entre espagos lineares normados diz-se
limitada se temos [|A|| := sup|,<1 [|A(v}|| < oo e neste caso chama-se norma
de A. (Os operadores limitados sdo claramente continuos.}) Dizemos que A
é uma isometria ou um operador isoméirico se |A(v)|| = ||v|| para todo o
v € V. Diz-se unitdrio se é uma simetria invertivel.

DEFINIGAC 1.9. [Bre99, pag. 35| Um funcional linear num espago li-
near V €& uma transformagdo linear de V' pora IR.

O espacgo dos funcionais lineares limitados num espaco linear normado
V chama-se dual de V e denotamo-lo por V*.

Quando f € V* e v € V escrevemos geralmente (f,v) em vez de f(v);
diz-se que {-,-) é o produto escalar na dualidade V*, V.

A topologia fraca o(V,V*).

DErFINIGAO 1.10. [Bre99, pag. 35] A topologia fraca o(V,V*) num
espago linear V € a topologia mais fraca para a gqual todos os funcionais
lineares limitados sdo continuos.

Dada uma, sucessdo (v,) em V, denotamos por v, — v a convergéncia
fraca o(V,V*) de (vn) para v.
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ProPOSIGAO 1.8. [Bre99, pag. 35] Seja (vn,) uma sucesséo em V.
Entdo:

(1) vn = v para o(V,V*) se e s6 se (f,v,) — {f,v) Vf e V*;

(2) Seu, — v fortemente, entdo v, — v para a topologia fraca o (V, V*);

(3) Se vp — v para o(V,V*), entdo |lw.|| € limitada e
o]l < liminfn oo [[onll;

(4) Se vp, — v para o(V,V*) e se f, — [ fortemente em V*,
entdo (fn,vn) — (f,0).

Para ver que as nogBes relacionadas com o dual de um espago linear
normado néo s80 vazias necessitamos o seguinte teorema acerca da existéncia
de funcionais lineares:

TEOREMA 1.7. (Teorema de Hahn-Banach [Bre99, pag. 1]) Sejam
V um espago linear normado, W C V um subespago linear e f - W — IR
um funcional linear limitado. Entio existe uma estengdo F:V — IR de f
a um funcinal linear em V tal que |[F|| = || f].

Deste resultado segue imediatamente que o dual de um espaco linear
normado é nao-vazio e que a topologia fraca é uma toplogia de Hausdorff.

A topologia fracax o(V*,V). Sev € V entio ¢, : V¥ > IR, f —
f(v) é um funcional linear em V* (com [yl = [|v]]) e a transformacio
®:V — V*™ v g, é um homomorfismo isométrico (pelo teorema de
Hahn-Banach). Se @ for um isomorfismo entdo V diz-se reflezivo.

Seja (fr) uma sucessdo em V*. Escrevemos f, —* f para representar a
convergéncia na topologia fracax o(V*, V).

ProPosIgAO 1.9. [Bre99, pag. 40] Seja (fn) umna sucessdo em V*.
Entdo:

(1) Se fn =" f para o(V*,V) se e 86 se (f,vn) — (f,v) Vo c V;

(2) Se fn — f fortemente , entdo f, —=* f para o(V*,V);

(8) Se fn —* f para o(VV), entio [|fa]l € lmitada e
I £] < liminf || fo|;

(4) Se fo —=* f para o(V*,V) e se v, — v fortemente em X',
entdo (fn,vn) — (fiv).

A importéncia fundamental da topologia fracax o(V*,V) estd relacio-
nada com o seguinte resultado acerca da compacidade:

TEOREMA 1.8. (Teorema de Alaoglu [Bre99, pag. 42]) A bola unitdria

no dual de um espago linear normado é compacta para a topolofia fracax
o(V* V).

Este resultado segue do Teorema de Tychonoff (1.1) pois qualquer topo-
logia de convergéncia pontual é induzida pela toplogia produto de IeexY =
{f: X — Y}. Nomeadamente, seja X a bola unitédria no espago linear nor-
mado e ¥ = [-1,1]. A bola unitiria no dual corresponde naturalmente
& colecgio das transformagbes "lineares”X — ¥ (e a linearidade é uma



2. ANALISE CONVEXA 85

condigio fechada). O Teorema de Alaoglu implica que os conjuntos com
norma limitada que sido fechados na topologia fracax sio compactos.
O dual de um espago de dimenséo finita é isomorfo ao préprio espago.

1.5. Espagos reflexivos, Seja X um espago de Banach. Como acima,
quando a transformacio @ : X — X™*, v — ¢, é um isomorfismo, X diz-se
reflexivo.

TEOREMA 1.9. (Kakutani [Bre99, pag. 44]) X é reflezivo se e s6 se
o sua bola unitdria é compacta para o topologie (X, X™).

PROPOSIGAC 1.10. [Bre99, pag. 45] Sejam, X um espago de Banach
reflézivo e M C X um subespago vectorial fechado. Entdo M (munido da
topologia induzida pela de X ) € reflézivo.

COROLARIO 1.1. [Bre99, pag. 45] X ¢ reflézivo se e s6 se X também
o é.

1.6. Espacos separdveis. Como foi referido, um espago métrico X é
separivel se existir um subconjunto D C X numerével e denso.

ProPOSIGAO 1.11. [Bre99, pag. 47] Sejao X um espago méirico se-
pardvel e M um subconjunto de X. Entdo, M € separdvel.

TEOREMA 1.10. [Bre99, pag. 47] Seja X um espago de Banach com
X* separdvel. Entdo, X ¢ separdvel.

COROLARIO 1.2. [Bre99, pag. 48] Seja X um espago de Banach. Entdo,
X ¢ reflézivo e separdvel se e 6 se também X* € reflézivo e separdvel.

COROLARIO 1.3. [Bre99, pag. 50] Sejarn X um espago de Banach se-
pardvel e (f,) uma sucessdo Imitede em X*. Enido, existe uma subsucessio
{fn.) que convergente na topologia o(X*, X).

TEOREMA 1.11. [Bre99, pag. 50] Seja X um espago de Banach reflézivo
e (zn) uma sucessdo Imitada em X. Entdo, eziste uma subsucessdo (wn,)
que convergente na topologia o(X, X*).

TEOREMA 1.12. (Eberlein-Smulian [Bre99, pag. 50]) Sejo X um
espago de Banach, para o gual toda o sucessdo limitade (z,) possui uma
subsucessdo (zn,) convergente na topologia fraca o(X,X™). Entdo, X €
reflézivo.

2. Andlise convexa

2.1. Conjuntos convexos.

DEFINIGAO 2.1. [ET99, pag. 1] Um subconjunio C' de um espago vec-
torial real V diz-se convezo se tv + (1 — t)w € C sempre que v,w € C e
te[0,1].
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Por inducgéo, o subconjunte & C V é convexo se e 86 se para todo o
subconjunto finito de elementos v1,...,v, de C, e para toda a familia de
niimeros reais positivos A1, ..., Ap tal que £ ;A; =1, entdo E2_; Au; € C.

Se A C V entéo o invélucro convexo co{A) é o menor conjunto convexo
que contém A, i.e, co(A)={C : ACC, C é convexo}. co(A) também
se escreve como o conjunto de todas as combinagtes convexas de elementos
de A, ie,co A:={EF Au; : neN, 2 =1, u; € A, 1 <i<n}
Num espacgo vectorial toplégico o invélucro convexo fechado de A é o fecho
to (A) de co (A).

Um ponto ertremo de um conjunto convexo C é um ponto v tal que
quando v = ta + (1 — t)b para a,b € C, t € [0,1] temos necessiriamente
te0,louag =>5b=uw, ie v nioé uma combinagio prépria convexa de
outros pontos. O conjunto dos pontos extremos de C' denota-se por ex (C).

TUm espaco vectorial topolégico diz-se localmente convezo se todo o con-
junto aberto contém um conjunto aberto convexo.

Um subconjunto A de um espago vectorial topoldgico diz-se balangado
se aA C Aparatodooa € R, |a| < 1.

DEFINIGAO 2.2. [ET99, pag. 1] Se z e y sdo pontos pertencentes a IR",
o conjunto dos pontos da forma itz + (1 — t)y tais que t € IR denomina-se
linha recte que passa por T e y.

Um subconjuntec M € IR™ chama-se conjunto gfimsetz+ (1 —t)y e M
VYz,y € M et € IR. Por exemplo, os subespacos lineares de IR™ sdo conjuntos
aflus que contém a origem.

Para M C IR™ e a € IR?, a translacgio de M por o define-se como
M+ta={r+a : =€ M}. A translacgio L de um conjunto afim é um
outro conjunto afim e M diz-se paralelo ac conjunto afim L se existir a tal
que M = L 4 a. Portanto a relagio de paralelismo estabelece uma relagéo
de equivaléncia na familia dos subconjuntos afins de IR™.

Cada subconjunto afim nao vazio é paralelo a um tinico subespago L, tal
quel=M-M={z-y :zceM ycM}

A dimensdo de um conjunto afim, ndo vazio, M define-se como a di-
mensdao do subespaco que lhe & paralelo. A um conjunto afim,
(n — 1)-dimensional em IR™ chamamos hiperplano. Hiperplanos e outros
conjuntos afins, podem ser representados por fungbes lineares. Em par-
ticular, os subespagos (n — 1)-dimensionais de IR™, sio os complementos
ortogonais dos subespagos unidimensionais, que séo os subespagos L que
tém como base um unico vector, diferente de zero, digamos b. Assim, os
subespagos (n — 1)-dimensionais séo conjuntos da forma {z : z .L b}, com
b # 0. Os hiperplanos séo translacgdes destes, i.e., conjuntos da forma

{z :zlbl+a={z+a: (z,b)=0}=

={y: w—ab)=0t={y : (y,0) =5}
onde 3 = {a, b). Portanto;
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TEOREMA 2.1. [Roc70] Dado 3 € IR e um vector b € IR" ndo nulo, o
conjunto H = {y : {y,b) = B} € um hiperplano em IR".

No caso em que V é um espago vectorial topolégico consideramos que
um hiperplano H é decrito pelo conjunto {v : (f,v) = a}, onde (;,") éo0
produto escalar na dualidade V*, V. Diz-se que um hiperplano H separa
(estrictamente) dois conjuntos A e B se cada um dos semi-espagos fechados
(abertos) limitados por H contém um dos conjuntos, i.e., se (fv)=aéa
equagio de H, entdio, para a separagio temos (f, a) < a,Va€ A, (fb) 2 a
Vb ¢ B e para a separagio estricta (f,a) < @, Ya € 4, {f,b) > a, Vb€ B.

TEOREMA 2.2. (Teorema de Hahn-Banach [ET99, pag. 5|} Sejam
V um espago vectorial topolégico; A um conjunio aberto, convero e ndo-
vazio; e M um subespago afim ndo-vazio, tal que ANM = ¢. Entdo, eziste
um hiperplano ‘H afim e fechado tal que M CH e ANH=0.

COROLARIO 2.1. [ET99, pag. 5] Sejam V um espago wvectorial to-
poldgico; A um congunto aberto, convero e ndo-vazio; B um conjunto con-
vezo e ndo-vazio tal que ANB = 0. Entdo, eziste um hiperplano H fechado
que separa A e B.

COROLARIO 2.2. [ET99, pag. 5] Sejam V um espago vectorial local-
mente convezo; C e F dois conjuntos convexos ndo-vazios e digjuntos em
que C compacto e F fechado. Entdo, eziste um hiperplano H fechado, gque
separa estrictamente C e F.

Como aplicaggo do (Corolério 2.1}, se considerarmos A C ¥V um subcon-
junto e H um hiperplano afim, fechado que contém pelo menos um ponto
a € A, entdo o conjunto A estd completamente contido num dos semi-espagos
fechados definidos por H. Neste caso dizemos que H é um hiperplano su-
porte e que a é um ponto de suporte de A.

COROLARIO 2.3. [ET'99, pag. 5| Sejam V' um espago vectorial topoldgico
e A wm conjunto convero com interior ndo-vazio. Entdo, todo o ponto de
fr A € um ponto suporte de A.

O seguinte resultado é consequéncia do (Coroldrio 2.2):

COROLARIO 2.4. [ET99, pag. 5] Num espago vectorial localmente con-
vewo todo o conjunto fechado e convezo € a intersecgdo de semi-espagos
fechados que o contém.

Do (Corolério 2.4) deduz-se que todo o conjunto fechado e convexo é fe-
chado para a topologia fraca o(V,V*). Num espago de Hausdorff
localmente convexo os conjuntos fechados e convexos para & topologia fraca
o(V,V*) cofncidem com os conjuntos fechados e convexos da topologia da
norma.

No contexto de espagos normados usamos a seguinte caracterizagéo:
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LEMA 2.1. (Lema de Mazur [ET99, pag. 6]) Seja V um espago
normado e (v,) uma sucessdo tal que vy, — T para o(V,V*). Enido, existe
uma sucessGo de combinagdes convezas (un) tal que un = S Acvi onde
EkN:n/\k =1led =20,n<k <N, gue converge em norma para U, ie.,
|lun — 7|| — 0 quando n — oo.

2.2. Fungdes convexas.

DEFINIGAO 2.3. [ET99, pag. 7] Sejam V um espago vectorial, A C V
um subespago convezo e a fungdo f : A — IR. f diz-se conveza se quaisquer
que sejam u,v € A

(121) FOu+ (1= X)) < Af(u)+ (1 - Nfw) YAre[o,1].

sempre que 0 segundo membro esteja definido (A desigualdade (121) € vdlida,
a ndo ser que f(u) = f(v) = +oo). f diz-se estrictamente convera se for
convera e

(122) FOW+ (1= M) < Af(u) + (1= Nf(v) YAelo,1].

Por indugio prova-se que, se f é convexa, para todo o conjunto finito
de elementos uy, ..., u, € V e para toda a famflia de ndmeros reais positivos
AL, ..., An tais que X7 (A =1,

(123) (X Aaus) < Ty A f (us),
sempre que o segundo membro da inequagio estiver definido.

Se f: V — IR é convexa, entdo {u : f(u)<a}le{ue E : flu)<a}
sio subconjuntos convexos de V, para todo o @ € IR. A reciproca ¢ falsa.

Para toda a fungéo f : V — IR denotamos por dom f := {u € V
flu) < oo} o dominio efectivo de f, que é convexo, se f for uma funcéo
convexa.

A f:A— IR com A C V associamos a fungio

oy ) flu) se ucA
(124) flu) = { +oo se u¢ A
que é convexaseesése ACV éconvexoe f: A — IR é convexa. Se A é
um subconjunto de V, definimos a fungdo indicatriz de A

0 se ueAd
(125) Bau}:= { +oc se u¢ A
Claramente, A é um conjunto convexo se e s6 se 4} é uma fungéo convexa.
Uma fungio convexa f : V — IR diz-se prdpric se nio tomar o valor —oo
e nao for identicamente |oo. .
O epigréfico de uma funcéo f: ¥V — IR é o conjunto

(126) epi f:i={(w,0) e VxR : f(u)<a}

A fungiio f : V — IR é convexa se e 56 se 0 seu epigrafico é um conjunto
convexo.

A seguinte proposigBo demonstra que o espago das fungdes convexas é
um espago vectorial.
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PROPOSIGAO 2.1. [ET99, pag. 9]

(1) Se f:V — TR é conveza e A > 0, entdo Af & conveza;

(2) Se f e g forem fungées convezns definidas em V e com valores em
IR, entdo f + g € uma fungdo conveza.

(3) Se (fi)icr € uma familia de fungdes convezas definides em V', com
valores em IR, entdo f := supye; fi € uma fungdo conveze.

2.3. Fungdes semicontinuas inferiores. Seja V um espago vectorial
localmente convexo.

DEFINIGAO 2.4. [ET98, pag. 10| Uma funcdo f:V — 1R diz-se semi-
continue inferior (abreviadamente s.c.i.) em V, se forem equivalentes:
(1) Vae R, {ueV : f(u) <a} € fechado;
(2) V@ € V, f(@) < liminfy—g f(u).

DEFINIGAO 2.5. [ET99, pag. 10] Seja f : V — JR. Ao maior dos
minorantes semicontinuos inferiores de f chamamos invdlucro semicontinuo
inferior de f e denotamo-lo por f.

COROLARIO 2.5. [ET99, pag. 10] Sejam f : V — IR e f o involucro
semiconttnuo inferior de f. Entdo,

(1) epi f = epi f;
(2) Yu € V, flu) =liminfyy f(v).

Caso as fungdes consideradas serem também convexas a semicontinuidade
inferior de f permanece inalterada quando se enfraquece 2 topologia de V.

COROLARIO 2.6. [ET99, pag. 11] Tode a fungio f : V — 1R conveza
e semicontinua inferior é semicontinua inferior quando V estd munido da
topologia fraca o(V,V*)

Com efeito, como o epigrafico de f é convexo e fechado também é fechado
para a topologia fraca o(V,V*).
A seguinte proposigéo é de especial interece.

PRoPOSIGAO 2.2. [ET99, pag. 11] Seja f : V — IR uma fungdo con-
veza, semicontinua inferior que toma o0 valor —oo. Entdo, ndo toma valores
finitos.

2.4. Continuidade das fung6es convexas,

LEMA 2.2. [ET99, pag. 11] Se na vizinhanga de um ponio v € V uma
fungdo conveza f € majorada por uma constante @ € IR, entdo f ¢ continua
em v.

COROLARIO 2.7. [ET99, pag. 12| Toda a fungdo conveza e prépria, de-
finida num espago de dimenséo finita, é continua no interior do seu dominio
efectivo.
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COROLARIO 2.8. [ET99, pag. 12] Seja f uma funcdo conveza e prépria
definida num espaco normado. Entdo, existe um conjunto aberto, ndo vazio
no qual f € limitada superiormente se e s6 se int (dom f) # 0. Além disso,
f € ai localmente lipschitziana .

CoRroOLARIO 2.9. [ET99, pag. 13] Toda a fungdo conveza e semicontinua
inferior num espago de Bonach é continue no interior do seu dominio efec-
tivo.

2.5. Dualidade. Nesta secgio aplicamos o (Teorema 2.2) para intro-
duzir a nogéo de fungdes polares:

DEFINIGAO 2.6. [Dac89] Sejam V um espago vectorial, V* o seu dual e
f:v-R

(1) A fungdo f* : V* — R definida por f*(v*) = sup,ey { (v*, v)— f(v)}
diz-se fungdo polar f.

(2) A fungio f** : V — IR definida por f**(v) = supyecy{{v*,v) —
F*{(v*)} diz-se fungio bipolar f.

(3) A fungdo cof : V — IR definida por cof ={g < f : g convera}
chama-se invdlucro convezo de f.

TEOREMA 2.3. [Dac89, pag. 35] Seja f: V — IR. Entdo
(1) f* € convera e semcontinua inferior;
(2) Se f é conveza e semcontinua inferior, entdo f* ndo identicarnente
igqual g +00;
(3) f* < co f < f e se f € uma fungdo convera e semicontinuo
inferior, entdo f** = co f = f. Em particulor, se f : V — IR,
entdo f** = co f.
(@) f = f.
TEOREMA 24. (Teorema de Carathéodory [Dac89, pag. 42]) Seja
M C IR®. Denotamos por coM o involucro convero de M, entdo
(127)

n+l ntl
co M = inf {:L‘E.Rn : m=ZAz~m,;, €M, ;20 com ZAi=l}.
i=1 i=1
COROLARIO 2.10. [Dac89, pag. 42] Seja f : IR™ — IR, entéo

(128)
n+l n+l n+1 }

co f=inf {Z)\if(a:i) : Z’\"wf =z A=>0 com Z’\i =1
i=1 i=1 i=1

2.6. Subdiferenciabilidade. Seja V' um espago vectorial localmente
convexoe f : V — IR uma fungéo convexa. Um vector z* diz-se subgradiente
de f no ponto z se verifica a desigualdade:

(129) fz) 2 f(z) + (&, 2 — =) Vz

Esta condigao, a que damos o nome de desigualdade subgradiente, significa
que o gréfico da funcgéo afim h(z) = f(z) + (z*,2 — z)} é um hiperplano
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suporte (nio-vertical) ao conjunto epi f no ponto (z, f(z)). O conjunto dos
subgradientes de f em z diz-se subdiferencial de f em z e denota-se por
df(z). 8f : = — Bf(z) denomina-se subdiferencial de f. O conjunto 8f(z)
¢ fechado e convexo, pode ser vazio ou conter um s6 vector. Se df(x) é
nio-vazio, f diz-se subdiferenciivel em .

TEOREMA 2.5. [Roc70, pag. 218] Seja f:V — TR uma funcdo propria
e conveza. Entdo, sdo equivalentes:
(1) z* € f(x);
(2) (z*,z — z) — f(2) tem valor mdzimo para z = I;
(3) fz)+ f(z*) < (=", 2);
4) f(z)+ f*(z") = (", )
Se f € semiconttnua inferior, entdo sdo equivalentes:
(1) z € 0f*(z*);
(2) (z*,z —z) — f*(2") tem valor mdzimo pare z* = z*;
(3) «* € 8f(z)

COROLARIO 2.11. [ET99, pag. 21] O conjunto f(x) (possivelmete va-
zio) é convezo e fechado em V* pare a topologia fraca* o(V*, V).

PROPOSIGAO 2.3. [ET99, pag. 21] Seja f: V — TR finita e continua no
ponto z € V. Entdo 8f(v) # 0 Vv € int (dom f) e em particular, 8f(z) # 0.

Prova-se que se f é uma fung¢io convexa, semicontfnua inferior e prépria,
definida num espago métrico completo, é subdiferencidvel g.s. no conjunto
int(domf).

TrorEMA 2.6. [RW98, pag. 483] Seja f : R* — IR uma fungdo
prépria, semicontinua inferior e convexra. Entdo sdo equivalentes:
(1) f ¢ diferencidvel no conjunto int (dem f) # 0, mas
df(x) = 0 Yz € dom f \ int (dom f),
(2) a fungdo f* € estrictamente conveza em todo o conjunto convezo

C cof*.

DEFINICAO 2.7. [Yeh06, pag. 310] Sejo I C IR um intervalo aberto e
f: I — IR uma fungdo conveza. f diz-se derivdvel & direita de xp € I, se
exitir o limite

(130) fltao) = tim LB @) o
zl%o T — T
Diz-se derivdvel & esquerda de zo € I, se exitir o limite
(131) fi(zo){xo) = Lim fle) — f(zo) cR
zTzp T — g

Se f é diferencidvel A direita e & esquerda, quaisquer que sejam 21,22 € I,
com x; < T9, verifica-se:

(132) ) < 18 =1 ¢ g

rz — I
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TEOREMA 2.7. [Yeh06, pag. 310] Seja f : I — IR, com I € um intervalo
aberto. Entdo:

(1) f € continue em I;

(@) 1< £l em I;

(3) fi e fj séo fungées crescentes em I;

(4) f € derivdvel, i.e., existe derivada f' e é finita, em gqualquer ponto,
excepto num conjunto contdvel de pontos em I. Se f' emiste e
z1, T3 € I, 71 < T9, entdo f'(x1) < f'(xa).

TEOREMA 2.8. [YehO086, pag. 313] Seja I um intervalo aberto e f: I —
IR uma func¢do conveza. Entdo:
(1) qualquer que seja o intervalo fechado [, B] C I e M := max{|f}(a)|, | f2(B)I},
J € uma fungdo M -Lipschitziana em [, 8], i.e.,

[f(z2) = flz1)] € Miza — x| Vi, 22 € [o,6];
(2) Para todo o xg € I e para todo o m € [fi(xo), fi(x0)], verifica-se
flz) =z m(z — 20) + f(xo), para z € I;

(3) Eziste uma colecgio contdvel {gn : n € IN} de fungdes afins,
gn(T) =0nT + B, em quez € I, v, By, € IR e n € IN, tais que

f(z) = sup gn(x)
nelN

TEOREMA 2.9. [RW98, pag. 359] Seja ) um subconjunto aberto e con-
vexo de IR™. Considere-se que o funcgdo f: Q — IR é convera. Entéo, para
todo o = € ), o subdiferencial 8 f(z) € (localmente) limitado.

3. Medida e espagos funcionais
3.1. Conjuntos mensuraveis.

DEFINIGAO 3.1. [Rud87, pag. 8| Seja X um conjunto. Uma colecgdo
A de subconjuntos de X diz-se uma o-dlgebra em X se

(1) X € A,

(2) para cada conjunto A € A, o conjunto A® pertence a A,

(3) para cada sucessdo infinita {A;} de conjuntos que pertencem a A,
o conjunto U?L A; pertence a A,

(4) para cada sucessdo infinita {A;} de conjuntos que pertencem a A,
o congunto (oo, A; pertence a A.

i=1

DEFINIGAO 3.2. [Rud87, pag. 8] Seja X um conjunto e A uma o-
dlgebra em X. Entdo (X, A) diz-se um espago mensurduvel.

DEFINIGAO 3.3. [Rud87, pag. 8] Se A C X jor wm elemento de A
dizemos que A € A-mensurdvel.

PROPOSIGAC 3.1. [Rud87, pag. 8] Seja X um conjunto, e F uma
familio de subconjuntos de X. Entdo existe a mais pequena o-dlgebra em X
que contém F, que recebe o nome de o-dlgebra gerada por F.
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DEFINIGAO 3.4. [Rud87, pag. 12] A o-dlgebra de Borel em IR™ ge-
rada pela colecgdo de abertos (usuais) de IR", e é denotada por B(IR™). Os
subconjuntos de Borel, ou borelianos, de IR™ sio os elementos de B(IR™).

DEeFINIGAO 3.5. [RudB7, pag. 12) Seja G o famdia de todos os abertos
de IR e seja F a famdlia de todos 03 fechados de IR". SejaGs o colecgdo de
todas as intersecdes de sucessdes de conjuntos em G, e seja F, a colecgio
de todas as unides de conjuntos em F. Os elementos de Gg sdo chamados
conjuntos G5 e os elementos de F, sio chamados conjuntos F,.

PRrOPOSICAO 3.2. [Rud87, pag. 12| Cada subconjunto fechado de IR" €
um F, e cada subconjunto aberto de IR™ é um Go.

DEFINIGAO 3.6. [Rud87, pag. 16] Sejam X um conjunto, € A uma o-
dlgebra em X. Uma fungdo p cujo dominio € a o-dlgebra A, e cujos valores
estéo no conjunto [0, +00], diz-se contavelmente aditiva se satisfaz

400 +00
(133) b (U Ai) =Y p(4)

i=1 i=1

para cada sucessio {A;} de conguntos disjuntos dois o dois de A.

DErFINIGAO 3.7. [Rud87] Uma medida em A é uma fungdo p: A —
[0, +00] que satisfaz u(B) =0 ¢ é contavelmente aditiva.

DEFINIGAO 3.8. Seja X um conjunto, A uma o-dlgebra em X e p uma
medida em A. Entdo (X, A, p) diz-se um espago de medida.

PROPOSIGAO 3.3. [Rud87] Seja (X, A, p) um espago de medida, e sejam
A, B € A com A C B; entdo p(4) £ u(B). 8e além disso, u(A) < 400
entiio u(A \ B) = p(4) — u(B).

DEFINICAO 3.9. Seja (X, A, ) um espago de medida. Se {A;} C A€
wma sucessiio arbitrdria de conjuntos, ent@o p diz-se contavelmente subadi-
livae 8e

+oo +00
(134) 7 (U Az') <3 ().

i=1 i=1
PROPOSIGAO 3.4. [Rud87] Seja (X, A, p) um espago de medida.
(1) Se{A;} C A € uma sucessiio crescente (por inclusdo), entdo p (UL Ai) =
lims 400 £ (Ai).v
(2) Se {A;} C A & uma sucessdo decrescente (por inclusdo), e se
1t (A;) < oo se verifica para todo o, entdo p (N As) = limipoo (A;)-

PRrOPOSIGAO 3.5. [Yeh086, pag. 32] Seja X um conjunto, e P(X) a
colecgio de todos os subconjuntos de X. Uma medida exterior em X € uma
fungdo p* : P(X) — [0,+00] tal que

(1) pr(@ =0
(2) Se AC B C X entdo p*(A) < p*(B)



94 A. DEFINIGOES E RESULTADOS PRELIMINARES

(3) Se {A;} C A € uma sucessdo arbitrdria de conjuntos de X, entdo

+00 +oo
(135) w* (U Ai) < Z,u.* (A;).
i=1 i=1

Podemos dizer que uwme medida exterior em X € umae fungdo mondtona e
contavelmente subaditiva de P(X) em [0, +o0] tal que o valor de § € zero.

OBSERVAQAOQ 3.1. Uma medida pode ndo ser uma medida exterior, basta
para 1880 que o seu dominio néo sejo P(X). E wma medida exterior poderd
ndo ser uma medida, pois pode ndo ser contdvelmente aditiva.

.

Um intervalo de IR™ é um subconjunto de IR” do tipo [y x Is x ... x I
onde Iy, Is, ..., I, sAo subintervalos de IR e

Lixhx..xI,= {(.’171,2:2, ...,.’L‘n)l.’L“g € L;,i=1,2, ,n}
O volume de um intervalo I1 x I3 x ... x I, é dado pelo produto do compri-
mento dos intervalos I, Io, ..., I, ¢ denota-se por vol(I7 x I3 x ... x I,). Para
cada subsonjunto A de IR" seja C4 o conjunto de todas as sucessoes {R;} de

intervalos abertos limitados tais que A C U;':f R;. Entéo a medida exterior
de Lebesgue, denota-se por L*(A) (ou |A|) e define-se por

+o0
L*(A) = inf {Zvol(Ri) : R.;GCA}.
=1

DEFINIGAO 3.10. [Yeh06, pag. 28] Sejo X um conjunto, sejo u* uma
medida ezterior
em X. Um subconjunto B de X diz-se u*-mensurdvel se a igualdade

pr(A) = p* (AN B) + p* (AN B°)
se verifica poera quolquer subconjunio A C X.

DEFINIGAO 3.11. Um subconjunto de I diz-se Lebesgue mensurduvel se
é mensurdvel relativamente 4 medida exterior de Lebesqgue.

TEOREMA 3.1. [Yeh06, pag. 44] Seja X um conjunto, seja p* uma
medida exterior em X, e seja My~ a colecgdo de todos os subconjuntos p*-
mensurdveis. Entdo:

(1) My~ € uma o-dlgebra;
(2) a restricdo de p* a M« € uma medida em M. .

Proprosigao 3.6. [Rud87] Qualquer boreliano de IR™ € Lebesgue men-
surdvel.

DEFINIGAQ 3.12. A restricdo do medide exterior de Lebesgue em IR?,
d colecgdo M« dos subconjuntos de IR" Lebesgue mensurdveis, € chamada
medida de Lebesgue e serd denotada por L.

OBSERVAGAO 3.2. A restrigio do medida exterior de Lebesgue o con-
junto dos borelianos B(IR™) ¢é também chamada medida de Lebesgue.
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ProrosigAo 3.7. [Rud87, pag. 41] Seja A um subconjunto de IR"
Lebesque mensurdvel. Entéo:
(1) £(A) =inf {L(U) : U ¢€ abertoe ACU};
(2) £(A) =sup {L(K) : K € compacto e K C A};
ProOPOSIGAO 3.8. [Rud87, pag. 51] A medida de Lebesgue é invariante

por translacgbes no sentido que, s€ T € R ¢ A C IR" entdo L(A) =
L{z+ A).

DEFINIGAO 3.13. Seja (X, A, u) um espago de medida. A medida p diz-
se completa se

Ac A, u(A)=0 e Bc A= Be A

DEFINIGAO 3.14. A medida de Lebegue em IR™ dos conjuntos Lebesgue-
mensurdveis € o completamento da mediada de Lebesgue em (IR™, B(IR")).

LeMA 3.1. [Rud87, pag. 48] Seja A um subconjunto Lebesgue men-
surdvel de IR™. Entdo existem subconjuntos borelianos E e F' de IR" tais
que ECACF e L(F\E)=0.

3.2. Fungbes mensurdveis. Nesta secgdo introduz-se o conceito de
fungio mensurédvel e estudam-se as suas propriedades.

ProPOSICAO 3.9. [Rud87, pag. 10] Sejo (X,.A) um espago mensurdvel,
e sejo A € A. Para uma fungdo f: A [—00,+00] as seguintes condigées
sdo equivalentes: ‘
(1) para cada real t o conjunto {xreA: f(zx) <t} pertence a A;
(2) para cada real t o conjunto (€ A: f(x) <t} pertence a A;
(3) para cada real t o conjunto [z e A: f(z)21t} pertence a A;
(4) para cada real t o conjunto {z € A : f(z) >t} pertence a A.

DeFiNIgAO 3.15. Sejam (X, A) um espago mensurdvel, e A € A. A
fungdo f: A — [—oo,+o0] € A-mensurdvel se satisfaz uma e portanto todas
as condigbes da (Proposigdo 3.9).

DEFINIGAO 3.16. Se X = IR", uma fungdo que € mensurdvel em relagdo
a B(IR™) € chamada Borel mensurdvel e uma fungio que é mensurdvel com
respeito a My» diz-se Lebesgue mensurdvel.

OBSERVAGAC 3.3. Toda o fungdo Borel mensurdvel € Lebesgue men-
surdvel.

PROPOSIGAO 3.10. [Rud87, pag. 10] Seja (X, A) um espago men-
surdvel, e sejo A € A. Pare uma fungio f : A — IR as seguintes condicdes
sdo equivalentes:

(1) f é A-mensurdvel;

(2) para cadae subconjunto aberto U de IR o conjunto f~*(U) pertence
aA;

(3) para cada subconjunto fechado F de IR o conjunto f1(F) pertence
a A;
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(4) para cada subconjunto boreliano B de IR o conjunto f~'(B) per-
tence a A.

Sejam f e g fungdes que tomam valores na recta acabada IR = [—00, +00]
e tém o mesmo dominio A. O méximo e o minimo de f e g sfo fungoes de
A para [—o0, +00] definidas por

(f Vv 9)(z) = max{ f(z), g(x)},
(f A g)(z) = min{ f(z), g(z)}.

ProrosigAo 3.11. [Rud87, pag. 15] Seja (X, A) um espago men-
surdvel, seja A € A, e sejam [ e g fun¢des mensurdveis definidas em A
comn valores em [—oo, +o0]. Entdo fV g e f Ag sdo mensurdveis.

Proprosigio 3.12. [Rud87, pag. 31] Seja (X,.A) um espago men-
surdvel, seja A € A, e seja (fn) uma sucessio de funcbes mensurdveis
definidas de A para [—o0,+oo]. Entdo

(1) as fungdes sup,, fn e inf, fr sdo mensurdveis;

(2) as fungdes limsup, fr e liminf, f, sdo mensurdveis;

(3) a fungdo limy, f, ( cujo domfnio é {x € A : lmsup,fr, =
liminf, fn}) é mensurdvel.

ProprosigAo 3.13. [Rud87, pag. 11] Sejo (X,.A) um espago men-
surdvel, sejo A wm subcongunto de X pertencente a A, sejam f e g funcoes
definidas de A em IR, e seja o um nimero real. Entdo of, f+g9,f — g, fg
e 5 {onde o dominio de 5 é{zx e A:g(x)#0} ) sdo mensurdveis.

DEFINIGAO 3.17. Seja (X, A, p) um espaco de medida. Diz-se que uma
propriedade no conjunto dos pontos de X se verifica quase sempre, se 0
conjunto dos pontos em X pora 0s quais o propriedade ndo se verifica tiver
medida nula.

Por outras palavras, uma propriedade verifica-se quase sempre se existe
um conjunto A pertencente a A, satisfazendo u(N) = 0, e contém todos os
pontos onde a propriedade ¢é satisfeita.

Abreviadamente escrevemos, q.s. quando queremos afirmar que uma
propriedade se verifica quase sempre.

ProrosigAo 3.14. [Rud87, pag. 27] Seja (X, A, 1) um espago de me-
dida, e sejam f e g fungdes definidas em X e com valores reais que sGo iguais
g.5.. Se u € completa e se f € A-mensurdvel, enido g € A-mensurdvel.

COROLARIO 3.1. [Rud8T, pag. 28] Seja (X, A, ) um espaco de medida,
e seja (fn) uma sucesséo de fungdes definidas em X de valores reais, e seja
[ definida em X e com valores reais tal que (f,) converge para f q.5.. Se p
¢ completa € cada f, € A-mensurdvel, entdo [ é A-mensurdvel.

DEFINIGAO 3.18. [Rud87, pag. 19] Uma func¢do s : IR" — IR chama-se
fungdo simples se o seu contradominio, s(IR™), for wm conjunto finito.
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Proposigio 3.15. [Rud87, pag. 38] Seja (X,.A) um espaco mensurdvel
e seja B um conjunto de X. Entdo a fungio caracteristica de B, XB, éA-
mensurdvel se e 36 se B € A.

OBSERVAGAO 3.4. Se s(z) € {a1,..,em} V& € IR" entdo claramente
§ = D.7Lja;x4; onde Aj = {z € R" : s(z) = aj}. Além disso, s é
mensurduvel se e s6 se Ay, ..., Am 880 mensurdveis.

TreOREMA 3.2. [Rud87, pag. 19] Seja f:Ac R" — IR. Podemos
garantir o ecisténcia de uma sucessdo (sn) de fungdes simples convergindo
pontualmente para f em A,

(1) Se f € limitada, (8n) pode ser escolhida de modo que a convergéncia
sejo uniforme;

(2) Se f é mensurdvel, cada sn pode ser mensurdvel;

(3) Se f tem valores ndo negativos, a sucessio (sn) pode ser escolhida
de modo a ser crescente em cada ponto.

3.3. Teoremas de Lusin e Egoroff. O seguinte Teorema garante que
uma fungio mensurdvel pode ser ” aproximada”em medida, por uma fungéo
continua.

TEOREMA 3.3. [ET99, pag. 231] (Teorema de Lusin)
Seja f : R™ — IR™ wma fungdo mensurdvel. Suponhamos A C IR™ é um
conjunto mensurdvel com medida finita. Entdo, para todo o & > 0, existe
um conjunto compacte K C A tal que L{A\K) <&, e flk € continuo.
TEOREMA 3.4. [YehO6, pag. 105] (Teorema de Egoroff)
Sejam fi : R" —» R™, k=1,2,.. uma sucessio de fungdes mensurdveis e
A c IR® um conjunto mensurdvel com medida finita e fr, — g ¢.5. em A.
Entdo, qualquer que sejo € > 0 ewiste um conjunto mensurdvel B C A tal
que L(A\B) <¢e, e fe— g uniformemente em B.

3.4. O integral de Lebesgue. Estamos em condigdes de definir o in-
tegral de Lebesgue de uma fungéo mensurésvel definida num conjunto men-
surdvel A ¢ R™. Nesta seccio quando falamos de conjuntos mensurdveis
queremos dizer Lebesgue mensuréveis.

Para uma funciio simples s = 3.7.; ajX4; onde A; C A, sendo Aj
mensurivel, definimos

/ s(z)de = 3 a;u(4;).
A poect

Se f é mensurdvel e ndo negativa, definimos

Lf(z)dm=sup[43(x)d$,

onde o supremo é tomado sobre o conjunto das fungbes mensurdveis que se
anulam fora de A e satisfazem 0 < s(z) < f(z) em A.

OBSERVAGAO 3.5. O integral de uma fung¢éio ndo negativa pode ser --00.
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Se f é mensurdvel e tem valores reais, escrevemos f = f* — f7, onde
fT = max{f,0} e f~ = min{—f,0} séo ambas mensurdveis (Proposigio
3.12) e ndo negativas.

DEFINIGAC 3.19. [Rud87, pag. 25| Definimos

(136) ]; F@)dz = ]A £ (z)dz + fA £ (@)da

sempre que uwn dos integrois do segundo membro € finito. Se ambos os
integrais sdo finitos dizemos que [ € Lebesgue integrdvel em A.

PROPOSIGAO 3.16. Suponhamos que todas as fungdes e conjuntos sitados
sdo mensurduveis.

(1) Se f & limitada em A e p(A) < oo, entdo f € Lebesgue integrdvel
em A.
(2) Sea < f(z) < b para todo 0 x € A e se p(A) < oo, entdo

as(A) < [A F@)dz < bu(A).

(3) Se f < g para todo 0 z € A, e se ambos 0s integrais existem entdo

fA flz)dz < fA g(w)da.

(4) Se f,g sdo Lebesgue integrdveis em A, entdo f + g ¢é Lebesgue
integrdvel em A e

[A (f + g)(o)da = fA f(@)da + [A g()dz.

(5) Se f € Lebesgue integrdvel em A e ¢ € A, entdo cf ¢é Lebesgue
integrdvel em A e

[ enayis = [ sy

(6) Se f é Lebesgue integrdvel em A, entdo |f| € Lebesgue integrduel

em A e
[ i@ < [ 11@)da.
A A

(1) Se f € Lebesgue integrdvel em A e B C A, entdo f € Lebesgue
integrdvel em B. Se além disso f(z) > 0 para todo o x € A, entio

Lf(z)dzﬁ/‘d.f(z)dw.

(8) Se u(A) =0 entéo [, f(z)dz = 0.
(9) Se f é Lebesgue integrdvel em A e se [p f(x)dr = 0 para todo o
B C A, entdo f(z) =0 g.s. em A.
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OBSERVAGAO 3.6. Se f ¢ Lebesgue integrdvel em IR" ou mensurdvel e
ndo-negativa em IR™, entdo a fungdo de conjuntos L definida por

£(A) = j; F(z)dz

é contdvelmente aditiva e por 1850 ¢ uma medida, na o-dlgebra dos subcon-
juntos mensurdveis de R

OBSERVAGAO 3.7. Nole-se que, como consequéncia, podemos ignorar
conjuntos de medida nula ne integragGo. Assim, se § e g sdo mensurdveis
em A e se f(z) = g(z) ¢.8. em A entdo [y f(z)dz = [49(z)dz.

TEOREMA 3.5. (Teorema de Fatou [Rud87, pag. 23]) Seja (fa)nen
wma sucessio de fungées mensurdveis, ndo negativas e f(z) = liminfs fn (x),
entdo f & mensurdvel e Jx fdz < limp [y fndz

TEoREMA 3.6. (Teorema da Convergéncia Mondtona [Rud87,
pag. 21]) Seja fi: X — [0, +o0] k=1,2,..., uma sucessio de fungdes men-
surdveis, tais que, 1 < . < fe < fre1 S-S t00 € f(x) = supy, falz)-

Entéo, f é mensurdvel e [y fdz = limy Iy fnde.

TeOREMA 3.7. (Teorema da Convergéncie Dominada [Rud87,
pag. 26]) Seja fr: X — TR uma sucessio de fungbes mensurdveis, conve-

gindo g.s. em X para f: X - TR. Suponhamos que existe g € LI(X) tal
que | fu(z)] € 9(z) ¢.5. em X, entdo felly{X)e

lim L Fodez = j;c fdz.

3.5. Os espagos de Lebesgue 1P, Nesta seccio {2 designa um aberto
de R"™ e munimos IR® da medida de Lebesgue.

DEFINIGAO 3.20. [Bre99, pag. 55| Chamamos suporte de ume fungéo
f:Q — IR ao fecho do conjunto de pontos onde f néo se anula, isto é,
supp f = {z € Q : f(=) # 0}

DEFINIGAO 3.21. Denotamos por C.(Q) o espago das fungées continuas
com suporte compacto.

DEFINIGAO 3.22. [Bre99, pag. 55] Denotamos por LY(Q) o espago
espago das fungdes integrdveis em §1 com valores em IR. Definimos em

LHQ) a norma ||flzs = Jo I (2)ldz-

OBSERVAGAO 3.8. Duas fungdes de L sdo identicas se coincidirem ¢.3.,
isto ¢, se o conjunto {z € @ : f(2) # g(z)} tiver medida nula. De facto,
L' ¢, na realidade um espago de classes de eguivaléncia, para a relacdo de
equivaléncia ¢.8.

DEFINIGAOC 3.23. Sejap € [1,400[ e defina-se
P ={f:Q—=R : J mensurdvel ¢ |fIP € L* ()}

Em LP(Q) define-se a norma ||fllze = (o H@)Pdz)*.
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DEFINIGAC 3.24. Definimos L®°(Q) = {f : Q — IR| f € mensurdvel
e eziste uma constante C tal que |f(z)| < C g.5. em Q}. Consideramos em
L*(Q) a norma definida por
Ifllzee =inf{C : |f(z)| K C g¢.5 em Q}.
Seja 1 < p < oo; designa-se por p* o expoente conjugado de p, isto é,
% + pi,, = 1. Se p = +co consideramos p* = 1. Se considerarmos f definida
em ) com valores em IR™ entdo escrevemos f € LP(Q, R™).

TEOREMA 3.8. (Destgualdade de Hélder [Bre99, pag. 56]) Sejam
felP(Q) ege LP(Q) com 1< p< +oo. Entdo f.ge L) e

[16a)@lds <15l < gl

TEOREMA 3.9. [Bre99, pag. 57] LP(Q) € um espago de Banach para
todo 1 £ p < +00.

TEOREMA 3.10. [Bre99, pag. 58] Seja (fn) wma sucessdo em LP(Q2)
e f € LP(Q), tais que ||fo — fllr — 0. Entdo, eziste h € LP(Q) e uma
subsucessdo (fn,) tal que

(1) (far(z)) = F(z) g.5. em
(2) |fapl S h{z) VEk e g.s. sobre ().

Reflexividade e separabilidade.

TEOREMA 3.11. [Bre99, pag. 59] O espaco LP ¢ refléxivo para 1 < p <
00.

TEOREMA 3.12. (Teorema de representacdo de Riez [Bre99, pag.
61]) Seja 1 < p < o e seja @ € (LP)*. Entdo, existe e € rinico u € LP tal
que (o, ) = [uf Vf e LP(§). Além disso,||ull L+ = |l¢( (Lry~-

Este teorema diz-nos que qualquer funcional linear continuo em LP, com
1 < p < 400 representa-se como uma fungio de IP". Assim é podemos
identificar o dual de LP? com L? .

TEOREMA 3.13. [Bre99, pag. 61] O espago C.(2) € denso em LP(Q2)
para 1 < p < co.

DEFINICAO 3.25. Seja 1 < p < o0. Diz-se que uma fungdo f 0 — IR
pertence a LY (Q) se fxx € LP(Q), para qualquer compacto K C ).

LEMA 3.2. [Bre99, pag. 61] Seja f € LT () tal que

loc
(137) /u(m)f(z)dz =0 VYue C().
Entdo f =0 ¢.s5. em S

TEOREMA 3.14. [Bre99, pag. 66] O espaco LP € separdvel para 1 < p <
00.
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TrOREMA 3.15. Seja ¢ € (LV)*(Q) tal gue (p, f) = Juf Vfe L(9).
Além disso, ||ul|p> = ll@llLry-

OBSERVAGAC 3.9. [Bre99, pag. 63| Este teorema afirma que qualquer
funcional linear continuo em Il se pode representar com uma fungdo L™,
Assim podemos identificar o dual de L' com L™.

PROPOSIGAC 3.17. [Bre99, pag. 64] O espago L1 néo € refléxivo.

Referimos que (L')* = L% entdo podemos concluir que L°° ndo é
refléxivo, pois, caso contriric L1 seria refléxivo. O dual de L™ contém
estrictamente L!. Portanto, existem formas lineares ¢ continuas sobre L™
que néo sao do tipo

(‘P:f)=fuf Vfe L*(Q) com uwe LY.

PROPOSICAO 3.18. [Bre99, pag. 66] O espago L™ ndo € separdvel.
3.6. Compacidade.

DEFINIGAO 3.26. (1) Sel < p < 0o, uma sucessdo (fa) C LP(Q, ")
converge fortemente para f € LP(Q, ’™) ((fn) — [f) se (por de-
finigdo)

| fa = flize — O

(2) Se 1 £ p < o0, uma sucessdo (fn) < LP(8,R") converge
fracamente para f € LP(Q, IR") ((fn) — f) se e s6 se

[ fal@)g(@)de - f [ ()g(z)daVg € I (Q, ™).
Q 9]

(3) Uma sucessdo (fn) C L*(, JR™) converge fracamenter paro
F e Lo, R*) ((fu) —=* f) se ¢ 36 se

f Ful@)g(@)dz — f f(2)9(w)davg € L}, R™).
Q 0

Apresentam-se a seguir os critérios de compacidade fraca. O caso p = 1
é especial.

TEOREMA 3.16. [BGHO8, pag. 77] Seja 1 < p £ o0. A sucessdo (fn)
¢ fracamente relativamente compacta em LP(Q) (fracamentex relativamente
compacta se p = 00) se e 36 se eviste uma constante k>0 tal que ||fllze <k
uniformemente para todo o n.

Seja p = 1. Sdo equivalentes:

(1) A sucessdo (fn) € fracamente compacta em LY();

(2) eziste uma constente k > 0 tal que ifllz: < k para todo o n;

(8) (Condigdo de equi-integrabilidade) pora todo € > 0,
existe § = 8(¢) > 0, tal que para qualquer. subconjunto mensurdvel
E com |E| < 4,

[ nleide < e
E

uniformemente em n;
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(4) existe uma fungdo 8 : (0,00) — IR convera, semicontinua inferior e
crescente tal que: limg oo 9_(;_,1 = 400, €supyec fq 0(|v])dr < +oc.
3.7. Os espagos de Sobolev WP,

DEFINIGAO 3.27. [Bre99, pag. 149] O espago de Sobolev WHP(Q),
define-se

WhP(Q) := {f € LP() : da1, ..., gn € LF(Q) tais que

/falp =—/g.£(p Yo e CP(QVi=1,..,n}
0 Bzi [¢)

OBSERVAGAO 3.10. Denotamos por H'(Q) = W12(Q).

Dizemos que g; é a derivada parcial de f no sentido das distribuigdes
pelo Lema (3.2) cada g; é dnico. Definimos em W1?((1) a norma

| &
Flwss = lulls + 3 22
i=1

Le

Ou por vezes a norma equivalente

n P \P
(ufuip+2 o ) e1<p<om
i1 1 9FillLe
PROPOSIGAO 3.19. [Bre99, pag. 150] O espago W1P(Q) € um espago de
Banach para
1 < p < oo, WHP(Q) é reflezive paral < p < oo e separdvel para 1 < p < oc.
O espago H'(Q) € um espago de Hilbert separdvel.

OBSERVAGAO 3.11. Se Q1 € limitado ¢ suficientemente regular, W1H*(£1)
€ o espago de todas as fungées lipschilzianas em Q.

TEOREMA 3.17. (Rellich- Kondrachov [Bre99, pag. 169]) Suponha-
se Q de classe C'. Tem-se
(1) se p < n, entdo WH(Q)) C IP(Q) Vg € [1,p*[ onde ]% = % — L
(2) sep=n, entdo WH(Q) c LP(Q) Vg € [1, +o0];
(3) se p > n entdo WH(Q) C C(Q).

DEFINIGAO 3.28. [Bre99, pag. 171] Seja 1 < p < oo, Wy P(Q) designa
0 fecho de CL(Q) em WL1P(Q)

Podemos dizer, " grosso modo” que as fungdes WU1 P(Q) sio as fungdes que
ge anulam na fronteira (). Esta afirmacgio nfo é muito precisa porque ja
vimos que as funges f € WHP(Q), apenas estdo definidas a menos de um
conjunto de medida nula, pelo que se 92 tiver medida nula é indiferente o
valor que f toma em 9.

LEMA 3.3. [Bre99, pag. 171] Se f € WIP(Q), 1 <p < oo, com suppf
compacto contido em , entdo f € Wol’p (o).
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TEOREMA 3.18. [Bre99, pag. 171] Suponha-se } de classe Cl. Sejo
f e whp()n CQ) com1 < p < . Entéo as condigdes seguintes sio
equivalentes:
(1) f =0 na 6;
(2) f € WP ()

TEOREMA 3.19. (Desigualdade de Poincaré [Bre99, pag. 174])
Suponhamos que 2 € um aberto limitado. Entdo existe uma constanie C
(dependente de Q e p) tal que

(138) Ifllze < CIVFlze VfeWgP(@) (1<p <o)

TEOREMA 3.20. [BGH98, pag. 79] Seja ( fn) uma sucessio em whl(a,b),

a,b € IR. Suponha-se que:

(1) sup, [l fallwas = K < 007

(2) as fungdes que a cada B — [g|D foldz, EC (a,b) sdo equiabsolu-

tamente continuos.
Entéo, existe uma subsucess@o (fry) que converge no sentido fraco em wli(a,b)
pare algume fungdo f € Whi(a,b). Reciprocamente, se (fn) que converge
no sentido fraco em W (a,b) para alguma funcdo f € Wll(a,b), entdo (1)
e (2) continuam verdadeiras. Por fim, as condigées (1) e (2) verificam-se se
e 56 se (fn) € equilimitada em L(a,b) e existe uma fungdo 6 0,00) — IR
com ,
lim blz) _ +oc0, € supf (|1 (z))dz < +oo.
n Ja

T—0
3.8. Pungdes de variagio limitada.

DEFINIGAO 3.29. [Yeh06, pag. 261] Seja [a,b] C IR com a < b.
(1) Uma  partigio  de [e,b] € um  conjunto finito
7= {a=zp < 32 < ... < Zp = b} de pontos em [a, b].
(2) Seja I,y o colecgdo de todas as particdes de [a,b]. Chamamos va-
riagio de f em [a,b]  relativamente &  particdo
7= {a=mo < T3 < ... < Tn = Db} & fungdo

(139) VE(f,m) = | f@k) — flzi-1)] € [0, +00)-
k=1
(3) Chamamos variagio total de f em [a,b] & fungdo
(140) Vc?(f) = Sﬂpwen,,_,,v?(f: T) € [Oa +°°]'

(4) Diz-se que f € uma fungdo de veriacio limitade ( abreviadamente
f € BV([a,b])) se V7(f) < 0.

(5) Sejam 7,7 € llop tais que m C «'. Neste caso diz-se que © & um
refinamento de .

OBSERVAGAO 3.12. Sew e’ € Ilgp, entdo TU a' € g4, Neste caso,
rUn é um refinamento tanto de ™ como de 7.
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PROPOSIGAO 3.20. [Yeh086, pag. 262]
(1) Sew, 7" € Myy em C o, entdo V2(f,m) < VE(fn');
(2) Se f € BV([a,b]), entdo para todo o = € [a,b] tem-se que f(z) €
[f(a) = V2(£), F(a) + V2(H);
(3) Se f € BV ([a,b)), entdo —f € BV([a,d]) e V2 (=F) = V2(f);
(4) Se f :[a,b] — IR é uma fungdo mondtona, entio f ¢ BV ([a,b]),
e neste caso V2(f) = |f(b) — f(a)].
LEMA 34. [Yeh06, pag. 263]
(1) Sejam fi1, f2 € BV{([e,b]) e 1, c2 € IR. Entdo, c1f1 + cafo €
BV (Ja,b]) e Vi(erfr + cafa) < [ca|VE(f1) + leal V2 (f2);
(2) Se f € BV(la,b)), entio qualguer que seja o intervalo fechado
[ao, bo] C [a,B], tem-se que f € BV ([ao, bo)) e Vabg(f) < VA(£);
(3) Seja c € (a,b). Se f € BV{([a,c]) e f € BV([¢,b]), entido f €
BV ([a,b]) e V2(f) = VE(£) + VE(F).
TEOREMA 3.21. (Decomposicdo de Jordan de fungbes de va-
riagdo limitada [YehO6, pag. 265])
Seja f : |a,b] — IR. Entdo f € BV ([a,b]) se e s6 se existern duas fungdes
g1,92 : [a,b] — IR crescentes tais que f = g1 — g2 em [a,b].
DEFINIGAO 3.30. Seja f € BV ([e,b]). A expressdo f = g1 — g2 onde
91,92 : [a,b] — IR sdo duas fungées crescentes denomina-se decomposigdo
de Jordan da funcdo f.

OBSERVAGAO 3.13. A decomposicdo de Jordan de f ndo é dnica.

TEOREMA 3.22. [BGH9S8, pag. 97] Seja f : [a,b] — IR uma funcdo de
variagdo limiteda. Entdo,

(1) f € diferencidvel g.s. em [a,b];
(2) f' € L'(a,b).

DEerFINIGAC 3.31. [Yeh086, pag. 266] Seja f € BV([a,b]). A fungdo
de variagdo total vy de f : [a,b] — IR define-se como vy(z) = VI(f) para
z € [a, b].

TEOREMA 3.23. [Yeh06, pag. 266] Seja f € BV ([a,d]), onde a < b.
Entéo, a fungdo de variagdo total vy de f € continua em xq € [a, b], se e 56
se f € continuc em xg.

3.9. Fungdes absolutamente continuas.

DEFINIGAO 3.32. [Yeh06, pag. 270] Uma fungdo f : [a,b] — IR diz-se
absolutamente continua em [a,b] (abreviadamente AC[a,b]), se para todo o
£ >0, existe § > 0 tal que > j_; (by—ax) < & implica Y i |f(by)— flax)| <
e, para tode a colecgdo de intervalos fechados {[ax, bg] : &k = 1,..,n} de
interiores dois a dois disjuntos , contidos em [a, b].

TrEOREMA 3.24. [Yeh06, pag. 274] Seja f : [a,b] — IR uma funcdo
absolutamente continua. Entdo
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(1) f € uniformemente conténua em |a,b];
(2) f é uma fungédo de variagéo limitada em [a,b].

A reciproca. deste teorema é false.

TEOREMA 3.25. [FMO98] Seja f : [a,b] — IR uma fungdo absoluta-
mente continua. Se E C [a,b] € um conjunto mensurduvel tal que |f(E)| =0,
entdo f'(t) =0 g.5. em E.

A reciproca deste teorema & verdadeira.

DEFINIGAO 3.33. Seja [ : [a,b] — R. Diz-se que f satisfaz a condigdo
(N) de Lusin em [a, b, se para todo o subconjunto E c [a,b] de medida nula,
também f(E) € de medida nule.

LEMA 3.5. [Yeh06, pag. 273] Se [ : la, 8] — IR é uma fungdo absoluta-
mente continua, entdo, para todo o € >0, existe & > 0, tal que 3 e n(bn —
an) < 8, implica que P oen!f(ba) — F (an)] < € € Lonem{sUP b f —
infia, by] f} < ¢, para tode a coleccdo contdvel {[an,bs] : 7 € IN} de su-
bintervalos fechados de [a,b] com interiores dois a dois disjuntos.

TEOREMA 3.26. [YehO6, pag. 274] Seja f : [a,b] — IR. Entdo f €
absolutamente contfnua em [a,b] se € 36 se salisfaz as seguintes condigoes:
(1) f é continua em [a,b];
(2) f € uma funcdo de variagdo limitada em a,b];
(3) f satisfaz a condigdo (N) em [a,b].
DEFINIGAO 3.34. [YehO06, pag. 276] Seja f : [a,b] — 1R uma fungdo
Lebesque integrdvel em [a, b]. Definimos uma fungdo F em [a,b] por F(t) =
c+ [ ; F(r)dr para t € [a,b] onde ¢ € um nimero real arbitrdrio.

LEMA 3.6. [YehO06, pag. 2717) Seja f : [a,0] — TR ume fungdo Lebesgue
integrdvel em [a,b]. Se F(-) € uma fungdos constante em [a, b), entio f =0
g.s. em [a,b].

LEMA 3.7. [Yeh08, pag. 281] Seja f : [a,b] — IR uma fungdo absoluta-
mente continua. Se f' =0 g.s. em [a,D] entdo f ¢é constante em [a, bj.

TEOREMA 3.27. [YehO06, pag. 281] Seja f : [a,b] — IR uma Jungdo
absolutamente continua. Entdo |, : fl(r)dr = f() - f(a) para t € la, b].

TEOREMA 3.28. [Yeh06, pag. 288]

(1) Se f:[a,b] = IR € uma fungdo diferencidvel para todo ot € [a, b, e
! & limitada em [a,b], entdo [ : [a,b] — IR é uma fung¢do absoluta-
mente contfnua, Portanto,
JE f(rydr = F(b) - f(a).

(2) Se f : [a,b] —» IR € lipschitziana em [a,b] ( isto €, eziste uma
comstante M > 0 tal que |f(t) — F(E")] < Mt — t"| quaisquer que
sejam t', t" € [0,b]), entdo f € absolutamente continua em [a,b] e

[P fi(r)dr = f(b) - fla).
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TEOREMA 3.29. [YehO086, pag. 317) Seja f - I — IR uma fungdo conveza,
I C IR um intervalo aberto. Entdo ou f € mondiona em I ou existe zo € I
tal que f é decrescente em IN] — 0o, x| e erescente em I N [z, +oof.

PROPOSIGAO 3.21. [Yeh06, pag. 318] Se f : I — IR € wma fungdo
conveze, I C IR um intervale aberto, entdo f € uma fungdo absolutamente
continua em todo o intervalo fechado o, 8] C I.

TEOREMA 3.30. [Yeh06, pag. 318] Seje f uma fungdo convera em
[a,b]. Se f ¢ continua & direita de a e & esquerda de b, entdo f € uma
funcdo absolutamente continua em [a, b].

TEOREMA 3.31. [Yeh08, pag. 319] Seja f : I — IR, I C IR um intervalo
gberto. Suponhamos que
(1) f ¢ ebsolutamente continua em todo o intervalo fechado contido em
I;
(2) f' ¢ uma fungdo crescente no subconjunio [o, 8] C I (onde f'
existe).

Entdo, f € uma funcgdo conveza definida no intervalo I.
3.10. Um teorema de mudanga de variavel.

TEOREMA 3.32. [SV69] Sejam f : {c,d] = R e g: [a,b] — R, tais
que g tem derivada finita g.s. em [a,b] e f uma fun¢do Lebesgue integrdvel
em [¢,d] > g{[a,b]). Entdo, (foyg)- g’ € Lebesgue integrdvel e verifica-se a
férmula de mudanga de varidveis

(8 8
(141) [9 flrydr = ] Flo(s))g(a)ds, Vo, B € a8,
g o

(@)

se e sé se a fungdo composta F o g € absolutamente continua, sendo F(t) =
£
[, f(r)dr.

COROLARIO 3.2. [SV69] Sejam: g uma fungdo mondtena e absoluta-
mente continua;  uma fungdo Lebesgue integrdvel. Entdo (fog)- g ¢
Lebesgue integrdvel e verifica-se (141).

COROLARIO 3.3. [SV69] Sejam g uma fungdo absolutamente continua ¢
f uma fungdo limitada e mensurdvel. Entdo (fog) g’ € Lebesgue integrdvel
e verifica-se (141).

COROLARIO 3.4. [SV69] Sejam g uma fungdo cbsolutamente continua,
e
(fog)- g fungdes Lebesgue integrdveis. Entdo verifica-se (141).

3.11. O Teorema de Liapunov das medidas vectoriais. Nesta
secgho, A C R™ representa um conjunto mensuravel de medida finita.

TEOREMA 3.33. [Ces83, pag. 453] Sejam f; : A — R", j = 1,...,h
fungdes Lebesgue integrdveis em A, e ;1 A — [0,1] para j = 1,..., h fungdes
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mensurdveis, tais que Z?=1 A; = 1. Entdo, eziste uma partigdo Ey, ..., En,
do conjunto A, de subconjuntos disjuntos e mensurdveis, tal que

h h
3 /;3 ,- fi(t)dt = jA > NifiB

j=1 j=1
3.12. Equagdes diferenciais. Sejem @ um subconjunto aberto de
R x R", e g: ) — IR" uma fungéo.

DEFINIGAO 3.35. [Bress| z(-) diz-se solugdo pare a equagdo diferenciol

z'(t) = g(t, z(4)),
se z(-) é uma fungdo absolutamenie continua que satisfaz a igualdade ante-
rior g.s. em €.

De modo similar, se z(-) é solugdo da equagao diferencial

2'(t) = g(t, 2(1),

entao
h
2(t) = z(a) + [ g(r,a(r)) dr,

quaisquer que sejam a € b pertencentes ao dominio de z(-).

Na teoria clissica das equagbes diferencias ordindries, supbe-se que a
fungao g(-) é contfnua q.s. nas duas varigveis. Neste capiftulo consideramos
que g(-) é diferencidvel em relagio & varidvel z, mas apenas mensurivel em
relagio a t. Supomos ainda que g : Q — IR" satisfaz:

(1) Para todo a fungdo z(-), g(- () definida em Qz = {t: (t,2) € Q}
& mensuravel. Para todo o t a fungdo g(t, ) definida em Q= {z:
(t,z) € 0} é de classe ct.

(2) Para todo o compacto K C 1 existem constantes Ck, Lk tais que
l9(t, ©)| < Cx, lg(t,2) + gt 9)| < Lxlz —yl, V(E,2), (. v) € K.

TEOREMA 3.34. [Bress| Seja g : 2 — IR™ uma fun¢do que satisfoz:

(1) Para todo o z(-), o fungdo g(-,z()) definida em Qg = {t: (t,z) €
1} é mensurdvel. Para todo 0t, a fungdo g(t,+) definida em 4 =
{z: (t,z) € N} é de classe C',

(2) Para todo o compacto K C § existem constantes Cx, Lg tais que
lo(t,2)| < Ck, lg(t, =) + g(t, )| < Lxlz — yh, ¥(t:2), (t,9) € K,

e considera-se o problema
' (t) = g(t, z(t)),
para (a,z(a)) € Q. Entdo,

(1) Egziste § > 0, tal que o problema ' (t) = g(t, =(t)), tem solugdo z(-}
definida em [a — &,b— 4]
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(2) Se g(-) estiver definida em todo IR x IR", e ezislirem constantes
C, L tais que |g(t,z)| < C e [g(t,z) — g(t,y)| < L|z — g, Vi, 2,9,
entdo, qualquer que seja o intervalo [c,d] contendo a o problema
tem solugdo definida em [c,d].

Doravante todos os resultados enunciados para solugoes do Problema de
Cauchy estiio enunciados para b = a.

O Lema seguinte fornece um instrumento muito wtil, porque permite
estimar a distancia entre duas solugdes de uma equagdo diferencial. E um
resultado fundamental na demonstragdo da unicidade de solugio.

LEMA 3.8. (Desigualdade de Gronwall [Bress]) Seja z(-) uma fungdo
absolutamente continua ndo negativa tal que z(a) <7, 2/(t) < at)z(t)+5(t)
g.s. em [a,T), para fungées a, 3 integrdveis e vy ume constante ndo negativa.
Entdo z(-) satisfaz o desigualdade

(142)  #(t) < yexp ( f " alr) d’r) + f ) exp ( fT ta(a)da) dr

OBSERVACAO 3.14. O segundo membro da desigualdade (142) é precisa-
mente a solucdo para o problema linear

wla) =7y,  w'(t)=al)wl)+50)

TEOREMA 3.35. [Bress] Sejam x1(-), zo(-) duas solugées do Problema
de Cauchy, definidas nos intervalos [a,t1] e [a,t2] respectivamente. Se con-
siderarmos T = min{t1,t2}, entdo z1(¢) = z3(t), Vi € [a, T].

O resultado seguinte mostra que, se a solug@o (-) do Problema de Cau-
chy ndo pode ser estendida para 14 de certo tempo T, entéo quando ¢ — T~
ou |z(t)] -~ oo, ou entdo (¢, z(t)) aproxima-se de 9.

TEOREMA 3.36. [Bress] Seja T > a, o supremo dos tempos T 05 quais
o problema z'(t) = g(t, z(t)), tem solugdo z(-) definida em [a,7]. Entdo, ou
T =00, 0u entdo limt_,T_ (|:1:(t)| + W%ﬁ:a—ﬂj) = CO.

3.13. Multifungoes.

DEFINIGAO 3.36. Uma multifuncdo T : R™ =3 IR™ ¢ uma aplica¢do que
a pontos de IR™ associa subconjuntos de IR".

Se Q é um subconjunto de IR™, dizemos que I' é fechada, compacta,
convexa, ou nio vazia em €2, desde que para cada t € §2, a multifungio I'(¢)
tem essa propriedade particular.

DEFINIGAO 3.37. [Cla90, pag. 111} Umae multifuncdo I' : O =3 R"
diz-se mensurdvel, se para todo o conjunto aberto O C IR™, o conjunto

IOy ={teQ: I{H)NO A0} CQ

é mensurdvel, ie, I 0O) € A Em particular, o conjunto
domT = T (IR") é mensurduvel.
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TroREMA 3.37. [Cla90, pag. 111] Qualguer maultifungéo T : & = R"
fechada, mensurdvel e ndo vazia admite sempre uma selecgdo mensurdvel,
i.e., eriste uma fungdo mensurdvel v : domT — IR" tal que y(t) € T'(),
para todo o t € 1.

Seja = [a,b]. Suponhamos que existe uma funcio ¢(t) € L1(Q) tal
que, para todo o t € [a, b], e para todo o ~(t) € T(8), [v(@)] < o(t).

Define-se o integral de I'(-) em [a,b] como sendo o conjunto

b b
f I'(¢)dt = { f q(t)dt : y(-) ¢ uma selecgdo mensurdvel de I‘(t)} .
Ja a

TeEorREMA 3.38. [Cla90, pag. 113) Seja T : §2 =3 IR™ uma multifun¢do
fechada, mensurdvel, néo vazia. Se existe uma fung@o integrdvel ¢(t) tal
que, para todo ot € [a,b], para todo o y(t) € T(®), Y] < ¢(t), entdo

b b
f I(t)dt = j coT(t)dt.
a a
A uma inclusdo do tipo
(143) 2'(t) e T(t,z(t) g¢s., tE€ la, b]

onde I' : R x IR® =% IR"; damos o nome de inclusdo diferencial.
Uma solugiio z(-) para o problema (143) é uma fungéo absolutamente
continua z : [e,b] — R™, tal que ' (t) satisfaz (143).

3.14. Fungdes normais. Seja Q) ¢ R" um conjunto aberto e limitado.
DeFINIGAO 3.38. [ET99, pag. 232] Uma fungdo F:OQxR*— R
denomina-se fungdo normal se
(1) f@,-) € semicontinua inferior em ™ g¢.s. em §;

(2) Eriste uma f : @ x R™ — TR Borel mensurdvel tal que i, ) =
f(t,-) g.5. em €2

Um resultado essencial para o estudo das fungdes normais é:

TEOREMA 3.39. (Teorema de Scorza-Dragoni [ET99, pag. 232]).
Seja B C IR™ um conjunto de Borel. Entdo f: Ax B — 1R é uma fungdo
normal se e 36 se para todo o conjunto compacto K C A e para todo o€ > 0,
eziste wm cunjunto compacto K C K com |K\ K| < &, tal que flx.xB €
semicontinua inferior.

DEFINIGAO 3.39. [ET99, pag. 934] Uma fungdo f : Ax IR" — IR diz-se
de Carathéodory se:
(1) f(t,-) € mensurdvel Vt € A;
(2) f(-,z) é continua VT € R".
Seja. f : A x R* — R tal que f(t,z) = g(z) com g : R" — R
semicontfnua inferior. Entdo f € uma fungio normal.
A fungdo indicatriz éc : A X R* — R (onde C : A= R" é uma
multifuncfo) define-se como:
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0 se zel(t),
dc(t,z) =
+o0 se z ¢ C(t);
e é uma funcio normal se ¢ 86 se C(-) tem valores fechados e é mensurdvel.
Qualquer que seja a fungéo normal fyp: AxIR®" = R, f = fo+d¢

Jo se x € C{t),
flt,z) =
+oo se z ¢ C(t).

é uma fungfio normal e dom f(t) = dom fy(t) N C(¢). Quando a funcdo fy é
de Caratheddory entdo dom f(t) = C(¢).

TEOREMA 3.40. [RW9S8, pag. 671] Seja f : T x R™ — IR é uma fungdo
normal, entdo as suas fungdes polar e bipolar f* e f**, respectivamente,
também sdo fungdes normais.

PROPOSIGAO 3.22. [RW9S, pag. 674] Seja f : T x R™ — IR tal que:
f(t,x) é prépria e semicontinua inferior; f(t,-) convera para todo ot € T.
Entéo, f € umae funcdo normal se e 36 se:

(1) a aplicagdo grof(t,-) é mensurdvel;
(2) eziste uma fungdo mensurdvel z : T' — IR tal que Of (¢, z(t)) # 0,
para todo ot € T.

3.15. Interseccao de epigraficos. Seja 8 : [0, +oco[— RU{+0oc} uma
fungio ndo negativa, crescente, convexa, semicontinua inferior e superlinear,
i.e,

80 _
as4 Jip, St = e

Suponhamos f: 2 x R™ x IR" — IR uma fungio normal tal que

f(t,5,€) 2 8(€]),

com f ndo negativa, f({,-,-) semicontinua inferior g.s. em Q e f(-,s,§)
mensurdvel para todo o (s,£) € R™ x R™.

LEMA 3.9. [ET99, pag. 241] Sejam E um espago métrico, e v : B X
7" — IR uma fungdo semicontinua inferior tal que:

(145) Vec B, (e, &) > 0(I¢])-

Entdo, Ve € E, verifica-se a igualdade:

(146) ﬂ 3] U epiy(e, ) =T epip(E, ).

e>0 |e—€|<e
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CoRCLARIO 3.5. [ET99, pag. 243] Se f € uma fungdo normal definida
em 0 x R™ x IR™ com f(x,8,6) 2 8(I€]), entdo

(147) Nee |J epiflts, ) = epi f(£,3,°), .5 em Q.
>0 |s-3|<e
ProOPOSIGAO 3.23. [ET99, pag. 246] Se f ¢ uma fungdo normal defi-

nida em Q x IR™ x IR™ com flz,s,&) = 0(|E]), entdo f** também € uma
fungdo normal definida em Qx IR™ X IR" que também satisfaz a desigualdade

(=, 8,€) Z 8(I€D)-
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