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Resolucao Numérica de um Problema
de Forma Optima

Resumo: Neste trabalho, considera-se o problema de construgdo de um quebra-mar
para proteger um porto das ondas de grandes amplitudes. O problema de optimizagao
de forma de quebra-mar baseia-se na resolucdo numérica de um problema de valor de
fronteira com a equacdo de Helmholtz pelo método dos elementos finitos.

Palavras chave: equacio de Helmholtz, problema de valor de fronteira, quebra-mar,
método dos elementos finitos, optimizagao.



Numerical Resolution of an Optimal
Shape Problem

Abstract: In this work, we consider the breakwater constrution problem to protect a
harbor from waves of great amplitude. The shape optimization problem of breakwater
consists of the numerical resolution of a boundary value problem with an Helmholtz
equation by the finite element method.

Keywords: Helmholtz equation, boundary value problem, breakwater, finite element
method, optimization.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Problema de construgao de um quebra-mar

O objectivo deste trabalho é procurar a melhor forma de um quebra-mar de modo a
obter um bom porto. Um quebra-mar (breakwater), é uma muralha ou uma parede com
que se amortece o embate das ondas, ou das correntes, contra um porto ou uma zona
costeira. Consideremos alguns exemplos de quebra-mar:

A construcdo do cais de combustiveis e lubrificantes da Praia da Vitéria, para apoio
as actividades das Forcas Armadas Americanas estacionadas nas Lajes, Acores, envolveu
de entre outras infraestruturas, a constru¢ao de um quebra-mar de protec¢ao de secgao
transversal trapezoidal com 650 m (Fig.1.1). Data de construcao: 1962-1963.

Figura 1.1: U.S. Navy- Cais de Combustiveis e Lubrificantes- Terceira Acores

A Fig.1.2 ilustra um quebra-mar destacado em betao simples com 250 metros de
comprimento, para proteccio da entrada e saida de embarcacoes de pesca, no Castelo do
Neiva, Portugal. Data de construgao: 1999-2000.

Nas figuras 1.3 a) e b) podem ver-se quebra-mares no Reino Unido.

O problema de constru¢ao de um quebra-mar foi abordado em varias publicagoes.
Entre os outros podemos indicar os seguintes:
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Figura 1.2: Quebra-mar destacado, Castelo do Neiva, Portugal

(a) Quebra-mar Sennen, Cornwall, (b)  Castletown,  Reino
Reino Unido Unido

Figura 1.3: Exemplos de quebra-mar no Reino Unido

No trabalho de A. G. Abul, A. M. Elkhashad e E. Heikel [1], é apresentada uma
comparacao dos resultados dos modelos fisicos com tedricos para estimar as alturas das
ondas por detras de um quebra-mar destacado. O. Pironneau e B. Mohammadi em (8]
consideraram o problema do design de forma 6ptima de um quebra-mar. No trabalho de
H. Oumeraci e L. Martinelli [9], é proposto um design 6ptimo de um quebra-mar.

O problema formulado considera-se ainda em |2, 4].

1.2 Equacao de Helmholtz

Para a descricao de ondula¢ao do mar é fundamental a equagao de ondas dada por

1 0°U
V2 —
S o2 o (1)

onde a funcao U(z,y,t) desrceve a forma da superficie de mar, z e y sao coordenadas



1.2. Equacao de Helmholtz 3

cartesianas, t a variavel de tempo, ¢ a velocidade de ondas (constante) [7].

Seja _
U(z,y,t) = u(z, y)e"", (1.2)
onde u é uma funcao de z e y, e w a frequéncia angular de onda.

Substituindo (1.2) na equagao (1.1) obtém-se:

15

v2 (ueiwt) =553 (ueiwt)
w2 w? iwt
e“'Vou = —gue

2
g (V2u + w—2u) = 0.
c

Dividindo ambos os membros da equacao por e # 0 temos

2
w

Viu + —u=0,
c

ou

Vu + k*u = 0, (1.3)

onde k = # ¢ o nimero de onda. A equacao (1.3) chama-se a equagao de Helmholtz.

Note-se que nesta equacao u(zr,y) é complexa mas apenas a parte real de v tem um
significado fisico (amplitude de ondas).

O nimero de onda é relacionado com o comprimento de onda da seguinte maneira:

w 1 21 2
k=— =2 == = k==
c’ v T ¥ T Tec A

onde v é a frequéncia, T' o periodo e A o comprimento de onda.
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1.3 Enunciado do problema

Sejam Q C R? o dominio de uma fungao u(z,y) e ' =T'oo USUQ é a fronteira de 2. Na
Fig.1.4 é representada a geometria do dominio. O nosso problema consiste em encontrar

Mar"kﬁl l"m

Y

S Costa

Figura 1.4: Geometria do dominio (2

a melhor forma de um quebra-mar ), de modo que as ondas tenham amplitudes minimas
num porto D [4]:

F(Q) = //quD — min

Viu+ku=0 (1.4)

nos pontos interiores de €2 e as condicoes de fronteira

sujeito a

&(,;nu—o'ﬂ + ia(u — Us) =0 em I, (1.5)
ou
%+aU—Oem SeQ, (1.6)

onde % ¢ a derivada normal & fronteira, u, € solugao de (1.4) sem as condigoes (1.5)

e (1.6) na forma

Ugo = ulh eilReothuy) (1.7)
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em que u2 & constante, d = (kz, ky) o vector que descreve a direcciio da onda que verifica
F2+k =k ea=—{(dn).

A forma de quebra-mar @ procura-se numa classe de fun¢des que serd descrita no
Capitulo 3.



Capitulo 2

Resolucao numérica do problema de
valor de fronteira para a equacao de
Helmholtz pelo método dos elementos
finitos

Seja Q um quebra-mar da forma dada. Neste caso podemos encontrar u(z,y) em Q pela
resolu¢do numérica do problema (1.4)-(1.6) pelo método de Galerkin.

2.1 O método de Galerkin

Vamos procurar u(z,y) na forma

ii(z,y) = Zuz% (,y) (2.1)

i=1

onde u; sio incognitas e ¢; (z,y), 4 = 1,...,n, um sistema de fungdes base definidas em Q
e cujas derivadas parciais existem e pertencem a L*(2). Substituindo @(z,y) na equagao
(1.4) temos o residuo R dado por

R = Vi + k*u.

Como % é diferente da solugio exacta u, o residuo ndo seré nulo em todo o dominio Q.
O nosso objectivo é determinar os coeficientes incognitos u;, i = 1,...,n, que minimizam
o residuo em . De acordo com o método de Galerkin estes encontram-se das condigoes

f / i (5,9) R(@,9)dQ =0, i=1,...m, (2.2)
Q

ou seja
f/ vi (z,y) (Vi + Fu)d=0, i=1,.,n (2.3)
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Vamos transformar (2.3) numa forma mais conveniente para a implementagao numérica
do método.
Para ¢; dada, a equagdo (2.3) é equivalente a

62"' 82'-'
//%3 2d§2—l~//(,0z dQ+k2//goﬂdQ=0, i=1,..,n. (2.4)
Q

Suponhamos que o dominio 2 tem a forma apresentada na Fig. 2.1 quando qualquer
recta horizontal intersecta a fronteira I' de Q apenas em dois pontos. A parte esquerda
de I' do ponto B até o ponto A designa-se por I'; e é descrita por 11(y) e a parte
direita de I' do ponto A até B designa-se por I'; e é descrita por 2(y). Os pontos
(z,y) € Q verificam as restricdes:

ya <y < ys,
¥1(y) £ z < Paly).
B \y )
g —+—< h
ﬁ ! Xr dr n(nx »nY )
NTAAY) Tdy
¥ *’)\_-_, oy dr
I Q 2 dx
Y J“_\ « dy=cospdl
=n,dl
Figura 2.1:

Calculemos o primeiro integral em (2.4):

32~ Ya v2(v) 527
// (p'ba 2 (/ Sola 2dx dy7 (2'5)
Ya 1(

aplicando a integragdo por partes em relagdo a z temos que

/1/)2 @ g2y o

Pa(y) %29 9y, 81
w; Ou

i——dT = Q;— _ il

v oz? T= Vi / o

¥ (v) 0z Oz

(2.6)

P1(y) ¥1(y)
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Substituindo (2.6) em (2.5) obtemos
32~ / /¢z(y) dp; O yB 91
il = — —dz dy+/ (%—)
/ / ya J9i() Oz Oz YA Oz

Da Fig. 2.1 é facil ver que

; /yﬂ ( aﬂ)
y— Pir—
s=a(v) va 0z

dy = cos(6)dI' = ngdl’

onde n; é a coordenada z do vector n unitario normal exterior & fronteira I', portanto

/yB ((p@)
va ‘0z
va ‘Oz

Substituindo (2.8) e (2.9) em (2.7) temos

Op; au ou
// S"’a 2 // oz 950t . Piggmedl (2.10)

onde § designa o integra! huha ao longo da fronteira e calcula-se na direcgdo contraria &
do movimento dos ponteiros do relégio.

dyz/ wigzn,,dl“. (2.8)
z=a(y) T2 z

Analogamente,

o
dy=/ Pi=—ndl. (2.9)
=y1(y) I Oz

Analogamente, o segundo termo na equagéo (2.4) pode ser reescrito como

/ (p,,a de / ay -a—de + - cp;a—ynydl". (211)
Q Q

Substituindo (2.10) e (2.11) em (2.4) temos
Op; Ou  Op; Ou 9 / / - 7{ ou
3 Q P~ = V. . 2
//(3:339: ayay>dQ+k‘ wiudQ + LpandI‘ 0 (2.12)
Q

on _ou__Ou

onde
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Para calcular o integral de linha em (2.12) utilizam-se as condicdes de fronteira na forma

ou -

3n +au =0,

(U — Ueo)
on

+1ia(U — ueo) =0,

(ver 1.5, 1.6 e Fig.1.4).

2.2 Elementos lineares triangulares

Agora vamos concretizar as fungdes ¢; (z,y) em (2.1).
O dominio © C R? ¢ rectangular e dividido em elementos triangulares como &
representado na Fig. 2.2 (os nameros dos elementos sdo circunscritos num circulo). Os nés

A o -
!® @ ll® @ | @ 15} 10
r ® ® S
: O L ®- ’) s
1® © O 3 @ 3
0 LI n n X

Figura 2.2: Malha triangular.

e tridngulos s3o numerados como se mostra na Fig.2.2. Em cada um dos tridngulos vamos
utilizar uma aproximagco linear de u(z,y). Portanto as fungdes base @;(z,y) podem ter
a forma piramidal como se vé na Fig. 2.3. A func8o ¢;(z,y) correspondente ao n6 com
as coordenadas (z;,y;) verifica as condigGes

1 sei=37,

oi(zj,y5) = {0 seitj

E facil ver que em cada um dos triangulos apenas trés (no méaximo) funcGes base ;
podem ser diferentes de 0. Vamos considerar, sem perda de generalidade, o tridngulo
com as coordenadas (z1,31), (T2,%2) e (z3,y3) em que 1(T1,y1) = 1, pa(z2,32) = 1 e
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Figura 2.3: A fungao base ;(z,y) correspondente ao noé i.

@3(z3,y3) = 1 (ver Fig.2.4). Designemos as partes de o1, p2 € g3 correspondentes ao
triangulo por Hy, H, e Hj3 respectivamente. Obviamente H;, H, e Hy s&o lineares e
verificam

Y
(Ig.y3)
U, a
33\
u; /s
’ 2 e (=3, vp)
(xf,y]) w,
x

T Figura 2.4: Exemplo de um elemento triangular linear.

1 sei=y,
Hi(zj,y;) = {0 it (2.13)
e
3
i=1

para qualquer (z,y) do tridngulo.

A fungdo u(z,y) neste tridngulo aproxima-se por

3

U(z,y) = Y Hi(z,y)u (2.15)

=1
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onde u; sao coeficientes em (2.1). E facil ver que

u; = U(Ti, ¥i)- (2.16)

Vamos encontrar a representacio de ii(z, y) no triangulo com vertices em (z31,y1), (%2, 2)
e (z3,y3) na forma explicita. A fungéo @(z,y) é linear, portanto ¢ dada por

i(z,y) = a1 + aT + agy (2.17)
ou seja
ai
i(z,y)=[1 z y]| a2 |, (2.18)
as

onde os coeficientes a;, i = 1,2,3 sdo constantes a determinar. Utilizando as condigoes
(2.16) chegamos ao sistema linear

Uy 1z n ay
up | = |1 2o 7o ay | . (2.19)
Ug 1 z3 ys3 a3

Invertendo a matriz em (2.19) obtemos

a1 1 ToYs — T3Y2 T3Y1 — T1Ys T1Y2 — T2Y1 (31
ay | = -2-2 Y2 — U3 Ys— W Y1— Y2 Ug (2-20)
as T3 — To 1 — I3 To — IT1 Uus
onde
1 1 T Y1
A=—det| 1 z2 Yo
2 1
I3 Y3

O valor de A & igual & area do elemento triangular. O valor de A é positivo se a
enumeragio dos nés em cada triangulo se faz na direcgdo contréria & do movimento dos
ponteiros do relégio, e negativo caso contrario.

Substituindo (2.20) em (2.18) temos

1 Toys — T3Yy2 T3Y1 — T1Ys TiY2 — T2 U1
i(z,y) = 24 1z y] Y2 — Y3 Y3 — N Y1 — Y2 Ug
I3 — T Iy — T3 Ty —T1 Us

e comparando com

iz, y) = Hi(z,y)u1 + Ha(z,y)us + Ha(z,y)us
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(ver (2.15)) podemos concluir que

1
Hy(z,y) = 24 [(z2ys — Taya) + (y2 — y3)z + (23 — T2)y] (2.21)

1
Hy(z,y) = 24 [(z3yr — 21y3) + (y3 — y1)z + (21 — T3)y], (2.22)

1
H3(z,y) = 24 (z1y2 — Tay1) + (¥1 — Y2)T -+ (z2 — xl)y] . (2-23)

onde )

A= ($1y3 + Toy1 + Tays — T1Ya — T2Y3 — T3Y1)- (2.24)

E facil confirmar que Hy, Ho e Hs deduzidas verificam as propriedades (2.13) e (2.14).

2.3 Matrizes dos elementos lineares triangulares

Uma conveniente implementacio do método dos elementos finitos utiliza matrizes dos
elementos calculadas da maneira seguinte.

Vamos calcular owdE  wdi
elem w 'u. Owou
I / / ( T B ay) 4o (2.25)

Qelem

para um elemento triangular com os vertices (z1,%1), (T2,92) e (3,y3) numerados na
direccdo contraria & do movimento dos ponteiros do relogio. Aqui w designa Hy, Hy e
H;. Como sabemos, neste tridngulo

ﬂ(x) y) = ’LL]Hl(.’L', y) + UZHZ('T: y) + U3H3(27, y) (226)
onde H;(z,y) calculam-se pelas férmulas (2.21-2.24).

Substituindo (2.26) em (2.25) temos

[ — oy, // ow 8H1(x Y) + Q'L_uaHl(:v,y)) d0+
dy 9y

Qelem

. / / dw 6H2(:z: y) , dw aHz(x,y)) A0+
dy Oy

Qelem

// (811; O0H3(z,y) N %%UBH;:?(;,y)) o,

Qelem
Substituindo na tltima expressdo w = Hi(z,y) e calculando os integrais duplos chegamos
a

elem
Il = Mm% + M1aUa + M13U3
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onde
my = ——[(xa —29)% + (y2 — ¥3) 7]
M2 = _[(353 — T9) (1 — 23) + (2 — ¥3) (Y3 — ¥1)]
1
my3 = 4A[( 3 — o) (T2 — T1) + (2 — ¥3) (11 — v2)]-
Por analogia, substituindo w = Hs(z,y) encontra-se
I2elem = mM91U1 + Mooty + Miogls
onde
Moy = Mi2
Moy = 4A[($1 - $3) + (ya— y1)2]
1
Moz = H[(-'L'l — z3)(z2 — 1) + (y3 — 11) (41 — ¥2))]
e, finalmente, substituindo w = H3(z,y) encontra-se
Igle‘m = Mg1U1 + M3z2U2 + ma33us
onde
m31 = T3
Mgz == M23
1
mg3 = H[(ivz — )%+ (1 — 2)°)-
Agora podemos escrever na forma matricial
Igem my1 Mz M3 U
Ige™ | = | my myp o Up (2.27)
Igem M3 M3z M33 u3

Vamos chamar a matriz em (2.27) matriz do elemento triangular linear e designar por

[Metem]
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O segundo termo em (2.12) calcula-se de forma analoga. Substituindo (2.26) em

Jf wudQ vem
pelem — U1 //ledQ+U2 //’U)HQdQ-f-’LL;; // wH3dSd.
elemn

Q
Qelem Qelem Q
Substituindo na dltima expressio w = H,(z,y) chegamos & expressao
?
1
Pr™ = pj1uy + p1atz + P13Us

em que

p11=/ H}dQ, P12=/ Hy H,d(2, p11=/ Hy H3d(Q. (2.28)

Qelem Qelem Qelem

Utilizando w = Ha(z,y) e w = Hz(z,y) encontram-se os restantes elementos da matriz

P11 P12 P13
[P elem] = | P21 P22 P23
P31 P32 P33
que permite calcular
Pglem P11 P12 P13 Uy
Pglem | = | py1 paa Pas U
pglem P31 P32 D33 u3

Finalmente, é 6bvio que

]{wg—z-dl‘ = Z/r‘* w@df (2.29)

r

onde I'?®™ & a fronteira do elemento finito e o somatorio se calcula apenas para elementos
finitos tais que I N Tee™ £ @, O valor de % encontra-se da condi¢do de fronteira que
corresponde ao elemento. Como w utilizam-se as fun¢des unidimensionais hy e hy cuja
forma é apresentada na Fig.2.5 (supondo que o integral de linha se calcula na parte de
Telem  entre os vértices (;,3;) e (;,y;)). Por exemplo, quando a fronteira for paralela
20 eixo das abcissas as funcGes h; e hy sdo dadas por

T;—T , T —T;
? ) hg(l‘):

hi(z) =
' T; IL‘J' - T;

pelo que
u= hl(a:) U; + hz(.’L‘) Uj. (230)



2.4. Construcgao do sistema linear 15

h h.
L Z 1w
: A

Figura 2.5: Funcoes hy e ho.

2.4 Construcao do sistema linear

Consideremos um exemplo (sem quebra-mar) apresentado na Fig. 2.2. Sejam {2 C R?
um dominio rectangular com fronteira I', I' = 'y, U S, onde I designa a parte de I’
a esquerda e em cima (mar) e S designa a parte de I' & direita e em baixo (costa).
Procura-se a solugdo de

Viu + k*u =0 (2.31)

neste dominio com as condigbes de fronteira

Oy —ux) .

Lan_l is{t~ o) = 0 em T, (2.32)
Ou
5. tau= Oem S, (2.33)

onde us & solugdo de (2.31) sem as condigdes (2.32) e (2.33) na forma

top = U ik tHhuy)

em que u2 é constante, d = (k;,k,) € o vector que descreve a direc¢do da onda que
verifica k2 + kZ = k*, a = —(d,n) e n o vector unitario normal 2 fronteira.

O dominio Q & dividido pelos 18 elementos triangulares (ver Fig.2.2). Suponhamos
que o passo desta malha é igual a 0.1, k; = V4.5, k, = —V4.5 (0 que implica k = 3.0) e
ud = 0.02.

Vamos encontrar as matrizes dos elementos triangulares e combina-las depois num
sistema linear.
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Do ponto de vista de condigdes de fronteira, os elementos neste exemplo sdo de 7 tipos.

Tipo 1. Elementos internos do dominio discretizado, isto ¢, elementos cuja fronteira
nao pertence a fronteira do dominio (elementos 5, 6, 7, 8, 11, 12, 13 e 14). Vamos
calcular I¢/*™ e P¢™ por exemplo para elemento 8 com os vértices (ze,vs) = (0.1,0.1),
(z7,97) = (0.2,0.1) e (z11,y11) = (0.2,0.2).

Substituindo os vértices em (2.27), temos

05 —0.5 0.0 Ug
Idem = 1 05 1.0 —0.5 Uy
0.0 —05 0.5 U

e de acordo com (2.21)-(2.23) temos
Hi(z,y)=2- 10z

Hy(z,y) = 10z — 10y
H2($ay) =-1+ 10y1

em seguida calculando os integrais do tipo (2.28) encontra-se

Pelem — | 0.0004167 0.0008333 0.0004167 U7

0.0008333 0.0004167 0.0004167 Ug
0.0004167 0.0004167 0.0008333 U1l

ou seja na forma de sistema tem-se

0.5 —05 0.0 [ 0.0008333 0.0004167 0.0004167 Ug 0
—05 1.0 —0.5 | —&* ! 0.0004167 0.0008333 0.0004167 uy | =10
0.0 -05 05 I_ 0.0004167 0.0004167 0.0008333 Ujp 0

Substituindo £ pelo seu valor tem-se

0.4925  —0.5038 —0.0037 Ug 0
—0.5038 0.9925 —0.5038 uz | = 1|0
—0.0037 —0.5038 0.4925 Uy 0

As matrizes em I®*™ e P¢m g3o jdénticas para todos os elementos deste tipo
supondo que sempre os vértices sdo ordenados na direc¢do contraria 4 do movimento dos
ponteiros do relégio e de forma a que o segundo vértice de cada tridngulo corresponde ao
do angulo recto.

Tipo 2. Elementos cuja parte da fronteira pertence a fronteira S e é paralela ao eixo
dos zz (elementos 1 e 2). Consideremos, por exemplo, o elemento 1. Com ordenagio
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dos no6s da seguinte forma [u1, ug, ug], %™ e P*™ sio idénticos aos do elemento 8.

Da condicao de fronteira (2.33) tem-se

e de acordo com (2.30)

_ Iy — T zT—I
U= 1U “+ Uy s
T2 — 1 T2 — I
obtemos

T2 T2 — —
F =/ w(—au)dz = -—a/ w [ul (l‘z x) + ug <$ ad )] dz. (2.34)
T T1 g — 1 T9 — Iy

Substituindo w = hi(z) = 722~ em (2.34) chegamos & expressao

Fy = fuur + fioue

T2 _ 2 o — _—
fi=—a / (223 e 00333, fu=-a / (2= 2) @ = 21) 4 _0.0167a.

1 (2:2 h $1)2

Substituindo w = hy(z) = Z=Z- obtemos

Fy = foruy + foouo

em que

T . _ z2 — 2
for=—a / (2 =2)(@=21) 0167, fu=—a =) 4 — —0.03330.
=2 (z9 — 1) o (T2 —21)

Assim temos,

felem _ _,, 0.0333 0.0167 Uy
U2

0.0167 0.0333
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Na forma de sistema linear, obtemos

0.5 -0.5 0.0 0.0008333 0.0004167 0.0004167
—-0.5 1.0 —0.5 | — k2| 0.0004167 0.0008333 0.0004167 | +
0.0 —-0.5 0.5 0.0004167 0.0004167 0.0008333
0.0333 0.0167 0.0 uy 0
+a | 0.0167 0.0333 0.0 up =101,
0.0 0.0 0.0 Ug 0
substituindo k e a pelos seus valores tem-se
0.5591 —0.4704 -0.0037 Uy 0
-0.4704 1.0591  —0.5038 up | =10
—0.0037 —0.5038 0.4925 Ug 0

Tipo 3. Elementos cuja parte da fronteira pertence a fronteira S e é paralela ao
eixo dos yy (os elementos 9 e 15). Por exemplo, para o elemento 9 temos: I¢e™ e Pee™
sdo idénticos aos do elemento 8 com a seguinte ordem dos nés [ur, us, u12].

Da condigao de fronteira (2.33) tem-se

&u = —au
on ’
e utilizando
ﬂ=u8<y12*y> 4 ul2< Y—Ys )
Yi2 — Y8 Y12 — Ys
tem-se

Y12 Y12 . —
F= / w(—au)dy = —a/ w [us (—yig—y) + us < y— ¥ )] dy.
ys vs Y12 — Us Yi2 — Ys

Agora substituindo w = £2=¥ e w = X2 obtemos
Yy12—yYs Y12—ys

Fy = fniug + frouie

com

Y12 N2 Y12 _ _
fll — _a/ (y12 y) 2dy — -—00333&, f12 —_ _a/ (y12 y) (y 2y8) dy —_ —00167&,
w (Y12 —ys) ve (112 — ys)
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com

V12 (112 — y) (Y — ¥s)
= - d
I ¢ /ya (Y12 — y8)2

Felem =_—q

Na forma de sistemas obtemos

05 —-05 0.0 0.0008333 0.0004167 0.0004167
—0.5 1.0 —0.5 | —k?| 0.0004167 0.0008333 0.0004167
00 -05 05

Fy = forug + faourz

y = —0.0167a, foo = —a/

0.0167 0.0333

0.0004167 0.0004167 0.0008333

0.0 0.0333 0.0167

0.0 0.0 0.0
+a

0.0 0.0167 0.0333

Substituindo & e a pelos seus valores tem-se

0.4925 —0.5038
—0.5038 1.0592 :
—0.0037 —0.4704 0.5591

}

—0.0037
—0.4704

[ 0.0333 0.0167

Ys

[[e]

U7

3

Uiz

Uz
us =
Uiz

w2 (y — yg)?
(y12 - ys)

b}

0
0
0

sdy = —0.0333a.

+

Tipo 4. Elementos cuja primeira parte da fronteira pertence & fronteira S e é paralela
ao eixo dos zz e a segunda parte da fronteira pertence & fronteira S e é paralela ao eixo
dos yy (o elemento 3). Vamos utilizar a ordenagdo dos vértices [u3, us, ug] e I elem  pelem

sao idénticos aos do elemento 8.

Para a fronteira entre os vértices 3 e 4 os calculos das matrizes efectuam-se como
nos elementos do tipo 2 e para a fronteira entre os vértices 4 e 8 efectuam-se como nos
elementos do tipo 3. Assim obtemos

elem __
F7om =

elem __
B =

~ [0.0333
%1 0.0167

_, [ 00333
0.0167

0.0167
0.0333

0.0167
0.0333

]
[l
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Na forma de sistema linear tem-se

05 =05 0.0 0.0008333 0.0004167 0.0004167

—05 1.0 —0.5 | —k®| 0.0004167 0.0008333 0.0004167 | +

00 -0.5 0.5 0.0004167 0.0004167 0.0008333

0.0333 0.0167 0.0 0.0 0.0 0.0 Uz 0
+a 0.0167 0.0333 0.0 | + | 0.0 0.0333 0.0167 ug | =101,

0.0 0.0 00 0.0 0.0167 0.0333 ug 0

Substituindo £ e a pelos seus valores

0.5591 —0.4704 -0.0037 U3 0
—0.4704 1.1258 —0.4704 ug | =10
—0.0037 —0.4704 0.5591 ug 0

Tipo 5. Elementos cuja parte da fronteira pertence & fronteira I's, e & paralela ao
eixo dos zz (os elementos 17 e 18). Consideremos, exemplo, o elemento 17. Vamos
utilizar a ordenacdo dos vértices [ujs, u14, ur0] € [ elem  pelem  g30 idénticos aos do
elemento 8.

De (1.7) tem-se

e da condic@o de fronteira (1.5) tem-se

O Oue

— = —— —1a{l — Ueo
on on ( )
utilizando % na forma
~ T4 — T T —Z15
U=Upy— + Upyg———,
Z14 — T15 T4 — T1s

tem-se - 5
F=/ w(-u;”—ai(ﬁ—uoo)> dz
r1s on

14
. ; . T4 — T T — T15 . .
= w |ikyuf, =R g {ug—"—— 4 U —u etkemth¥) ) | 4
T1s T4 — T15 T14 — T
(2.35)

e como y = 0.3, de (2.35) temos que

i 1. A i(kzz+0.3ky) ; Tig — T T —T15 A i(koz+0.3ky)
F = w |tkyul, e"F T —ad | upsg—— + U — U € dx
T

15 T4 — I15 T14 — T15
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T

“ . T4 — T T—T1s oA i(kaz+0.3ky) | oo A i(kaz+0.3ky)

= wi—ai | us—— + uy———m | + (zkyuoo e +taug, e ) dx
Z15 T14 — T15 Tia — ZT15

(2.36)
Substituindo w = hi(z) = 2= e w = ho(z) = 5 em (2.36) obtemos
respectivamente

Fy = fuu + fioue + 91

Fy = faur + faouz + g2

em que as expressoes para fij, i, j = 1,2, j4 foram determinadas e

T4 — T

T
o :/ 14 (ik:yufo ei(kzz+0.3ky) +ia,'u,f° ei(kzz+0.3lc,,)) dz

Z1s T4 — Z15

T14
. ; . ; T—I15
ga = / (lkyufo ez(k,;:c—i—OBk,,) + zauglo ez(kz:l:+0.3ky)) dz,
z15 Z14 — T15

Fele'm. _

_. | —0.0333 —0.0167 U5 —0 M98 — 0.0021z
—-0.0167 —0.0333 U4 —0.0006 — 0.0021¢ |-

O sistema para o elemento fica

{[0.5 —0.5 0.0 ] [0.0008333 0.0004167 0.0004167]
— K +

-05 1.0 —0.5 0.0004167 0.0008333 0.0004167
0.0 -05 0.5 0.0004167 0.0004167 0.0008333
—-0.0333 —-0.0167 0.0 Uis —0.0008 — 0.00214
+ia | —0.0167 —0.0333 0.0 uy | = | —0.0006 — 0.00212
0.0 0.0 0.0 10 0.0

Substituindo k e a pelos seus valores tem-se
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0.4925 — ¢ 0.0667 —0.5038 —40.0333 —0.0037 Uis —0.0008 — 0.00212
—0.5038 —70.0333 0.9925 — 1 0.0667 —0.5038 U4 —0.0006 — 0.0021:
—0.0037 —0.5038 0.4925 U10 0.0

I

Tipo 6. Elementos cuja parte da fronteira pertence a fronteira I', € & paralela ao
eixo dos yy (os elementos 10 e 4). Consideremos, por exemplo, o elemento 4. Vamos
utilizar a ordenacao dos vértices [ug, us, u1] e I¥™, P¥e™ sio idénticos aos do elemento
8.

De (1.7) tem-se

Uy = ugo e"(kﬂ:z"’kyy)’

e da condicdo de fronteira (1.5) tem-se

i _ Ouce 16(U — Uoo)
dn  On 0
utilizando © na forma
G LY | g YT
Y1—Ys Y1—Ys

tem-se

- / " [—ikxu;‘o pilkeths) _ g (us =Y o, VT ei(kzz+kyy)>] dy
Y5 —Ys N —Ys
(2.37)

e como z = 0.0, de (2.37) temos que

y - -
F = / 1 w [—ikxufo e Ok=thyy) _ gj ('u,5 n-y o Uy y=uv% _ ul ei(Ok:+kyy))} dy
s Y1—Ys Y1—Ys

9 — _ A )
= / w [—ai <u5 n-y + w L ) + (—ikxufo ettky) iaufo e’("”y))] dy (2.38)
ys Y1 —Ys Y1 —Ys

Substituindo w = h((y) = ﬁ ew = ha(y) = ﬁ em (2.38) obtemos respectivamente

Fy = fuur + fioue + @1

Fy = fou; + faous + go
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em que as expressoes para fij, i, j = 1,2, j4 foram determinadas e

n .
9= / (—ikzufo etku¥) 1 jgu? ei("”y)) n-y dy,
Ys U1—UYs

! —
92 = / (-—ikzu"oqo ei(kyy) + iauéo ei(kyy)) L__yé_ dy,
Y5 Y1—Ys

pelem _ _z, { —0.0333 —0.0167 ] [ us ] [ 0.0002 — 0.0022¢ ]

—0.0167 —0.0333 Uy 0.0003 — 0.0022:

O sistema para o elemento fica

{ 05 —05 0.0 ] l0.0008333 0.0004167 0.0004167]
— K +

—-05 1.0 —-0.5 0.0004167 0.0008333 0.0004167
0.0 —-05 05 0.0004167 0.0004167 0.0008333
0.0 0.0 0.0 Ug 0.0
+ia | 0.0 —0.0333 —0.0167 us | = | 0.0002 —0.0022: |,
0.0 -0.0167 —0.0333 Uy 0.0003 — 0.0022:

Substituindo £ e a pelos seus valores tem-se

0.4925  —0.5038 —0.0037 Ug 0.0
—0.5038 0.9925 — 4 0.0667 —0.5038 — 20.0333 us | = | 0.0002 — 0.0022¢ | .
-0.0037 —0.5038 —40.0333 0.4925 — ¢ 0.0667 Uy 0.0003 — 0.0022:

Tipo 7. Elementos cuja parte da fronteira pertence a fronteira I', e & paralela ao
eixo dos zz e parte da fronteira pertence a fronteira 'y, e é paralela ao eixo dos yy (o
elemento 16). Vamos utilizar a ordenacdo dos vértices [uia, u1s, ug] € J#™, Pe™ ggo
idénticos aos do elemento 8.

Para a fronteira entre os vértices 14 e 13 os célculos das matrizes efectuam-se como
nos elementos do tipo 5 e para a fronteira entre os vértices 13 e 9 efectuam-se como nos
elementos do tipo 6. Assim obtemos

Felen _ _jg [ 0.0333 0.0167 ] [ Ug ] [ —0.0011 — 0.00204 } ’

0.0167 0.0333 w3 | —0.0012 — 0.0019:
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Felem — _ig { 0.0333 0.0167] [ u1s ] [ 0.0011 — 0.0020: ] .

0.0167 0.0333 Ug 0.0012 — 0.0019:

Na forma de sistema linear tem-se

0.5 —05 0.0 0.0008333 0.0004167 0.0004167
—0.5 1.0 —0.5 | —k®| 0.0004167 0.0008333 0.0004167 | +
{[0.0 —0.5 0.5 ] [0.0004167 0.0004167 0.0008333]
—0.0333 —0.0167 0.0 0.0 0.0 0.0 Ui
+ai | | —0.0167 —0.0333 0.0 | + | 0.0 —0.0333 —0.0167 ug | =
0.0 0.0 00 0.0 —0.0167 -0.0333 ug

—0.0001 — 0.0039:
0.0012 — 0.00192

[ —0.0011 — 0.0020% ]

Substituindo k£ e a pelos seus valores tem-se

0.4925 — 1 0.0667 —0.5038 —10.0333 —0.0037 Ui4 —0.0011 — 0.0020z
—0.5038 —¢0.0333 0.9925 —¢0.1332  —0.5038 — 7 0.0333 u1z | = | —0.0001 — 0.0039:z
—0.0037 —0.5038 — 7 0.0333 0.4925 Ug 0.0012 — 0.0019:

Combinando as matrizez ¢ vectores obtidos em cada elemento finito numa matriz
e num vector obtemos o sistema,

Au =b,

onde A € C™*", b e C" e u o vector das varidveis u;, j = 1, ...., 16,
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ai bl 0 0 (45} d1
by & b 0 0 dy
0 b b b 0 0
0 0 bl c 0 0
a 0 0 0 d dy
dl dz 0 0 d2 [
0 di d2 0 0 dy
0 0 d1 Cq 0 0
0 0 0 0 ¢ O
0 0 0 0 d dy
0 0 0 0 0 d;
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0O

N

RO OO O O

Q..OOQ..S..OOOO
o
%]
X

oo oo o
o
o O a0
) X
o o

L
=
L
)
o U
N
OO O Qoo

(@]

o

2
=

do
0 0 0 dl C1

0.0003 — 0.0022:
0
0
0
0.0009 — 0.0043:
0
0
0
0.0018 — 0.0040:
0
0
0
—0.0001 — 0.0039+
—0.0018 — 0.00412
—0.0009 — 0.0044:
—0.0002 — 0.0022:

OO OCOOOOO

QA OO OO OO OO

[e]
N

RO OO OO O OO

QO OO
= N =

2]
AR

QO OC OO OoOOoOOOC0O

‘Q'_QOO’_(PH

U1
Uz
Us
Uy
Us
Ug
Uz
Ug
Ug
U1o
un
Ui2
Uz3
U4
Uys
Uie

com os coeficientes a; = 1.0517 —0.13337, b = 2.1108, b; = —0.4704, ¢ = 1.0592 + 0.13334,
¢, = —0.5038 — 0.06674, d = 1.9775 — 0.2667¢, d; = --0.0075. ds = —1.0075, e = 3.9550,

f = 0.9925, g = 0.9850.

A matriz do sistema linear obtida é uma matriz banda, simétrica, de diagonal
dominante e o nimero de condi¢do é 29 (bem condicionada).
Resolvendo o sistema obtém-se a seguinte solucao




2.4. Construcgao do sistema linear 26

[ 0.0135 — 0.0029:
0.0113 — 0.00462
0.0087 — 0.0069:2
0.0052 — 0.0092:
0.0156 — 0.0029:
0.0133 — 0.0051¢
0.0104 — 0.0078z
0.0067 — 0.01062¢
0.0169 — 0.00187
0.0146 — 0.0046:
0.0121 — 0.0080z
0.0084 — 0.01152
0.0164 + 0.00012
0.0150 — 0.0032:
0.0139 — 0.00732
| 0.0110 — 0.01162

cuja a parte real é representada na Fig. 2.6.

Comy A=002, k=3

T
o l TG
e T TR
|
1
1

Figura 2.6: Representagao grafica da parte real da solu¢ao

A parte real da solugao u representa a amplitude das ondas.



Capitulo 3

Problema de optimizacao

3.1 Parametrizacao da forma do quebra-mar

Vamos designar por @ uma curva que determina a forma do quebra-mar no problema
considerado. Sendo @ dado, o método dos elementos finitos permite encontrar a fungao
ii(z,y) em todo o dominio Q e em seguida calcular o integral

F(@ = [[ u(e.vyap
D

que permite avaliar a ondulagio do mar na regido do porto D. O nosso problema principal
formula-se da seguinte maneira: encontrar a curva @ que minimiza F(Q), i.e.

FQ) = / / w(z,)2dD — min . (3.1)

A funcional neste problema pode ser calculada apenas numericamente e este facto nao
permite aplicar os métodos tradicionais do Célculo das Variagoes.

Vamos reformular este problema na forma de um problema de Programagao
Matematica para conseguir aplicar os métodos numéricos de optimizacio. Para fazer
isso vamos parametrizar a curva @ do seguinte modo (ver Fig.3.1).

Trata-se de uma linha continua constituida por n segmentos de recta. O ponto inicial
Py, & fixo e pertence ao eixo dos zz. Cada um dos segmentos caracteriza-se pelos 2
parametros: l; — comprimento do i-ésimo segmento e o; — angulo entre o segmento com
eixo dos yy calculado na direcgio do movimento dos ponteiros do relégio a partir da
posigdo vertical. Os parametros satisfazem as seguintes restrigoes

0<L <L <, i=1,..n (3.2)

Y L<C, (3.3)
i=1
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> 4

0 é k: i 1

Figura 3.1: Curva Q) parametrizada

0<g, <o <@, i=1,.,n, (3.4)

em que [; e l; sao os limites inferior e superior do pardmetro [;;, C o comprimento
méaximo do quebra-mar, ¢; e @; os limites inferior e superior de a;.
Além disso, a posicdo z do ponto extremo P, tem que verificar a condig¢do

Z l;sena; < x, (3.5)
i=1

onde x é uma constante para garantir a existéncia da passagem bastante larga no ponto.
Agora o nosso problema de optimizacdo é reformulado como

Flay, .. Qnyl1y oy ln) = //u(m,y)de — min (3.6)
D

em que o; el;, i =1,2,...,n, satisfazem as restri¢oes (3.2)-(3.3).
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3.2 Meétodo das fungoes de penalizacio

O problema de optimizacdo formulado (3.6,3.2-3.5) é o com restrigdes. As restrigdes
(3.2) e (3.4) sdo faceis de implementar porque existem varias realizagbes dos métodos
de optimizacdo em quais a solugdo procura-se num paralepipedo. Para tomar em
consideragio as restrigoes (3.3) e (3.5) é conveniente aplicar o método das fungoes de
penalizagao [12].

Considera-se o problema

%MMﬁJMM+MUﬁmeﬁ@mﬂHMn (3.7)
onde o = (ay,...,an) , 1 = (lh, ..., I) e

2 li—C, quando Y I; > C
i=1

()= n (3.8)
0, quando » I; < C.
i=1
) > >
i lisena; — x, quando 37, Lisena; > x
+ — i=1 ’ i=1
g2 (o 1) { 0, quando Y 7, Lisenoy; < x. (3.9)

O coeficiente M chama-se coeficiente de penalizagio. Agora, sendo M uma constante,
resolva-se o problema de optimizagdo (3.7) no paralelepipedo

L <L<;,
o <o <q, (3.10)
i=1,..,n. Quando M — oo a solugéo deste problema tende para a solugéo do problema

(3.6,3.2-3.5).

3.3 Meétodos de pesquisa directa

E 6bvio que para a funcdo ®(a,1,M) é dificil e praticamente impossivel calcular derivadas.
Portanto, para resolver (3.7)-(3.10) podem ser aplicados apenas os métodos de pesquisa
directa que ndo usam explicitamente as derivadas.

Considera-se o problema de encontrar o ponto de minimo local de uma funcdo real
f(z). Se f(z) for diferencidvel e Vf(z) pode ser calculado ou bem estimado pelas
diferencas finitas, existe uma grande selecgdo de métodos de optimizagdo. A condicao
necessaria para um ponto de minimo é que o gradiente seja igual a zero, i. e., Vf(z) = 0.
Pode este ponto ser encontrado, sem explicitamente recorrermos as derivadas?

O termo método de pesquisa directa parece ter origem no artigo de Hooke e Jeeves
em 1961 [3]. E bem conhecido também o algoritmo simplex de Nelder-Mead proposto
em 1965, provavelmente o mais citado dos métodos de pesquisa directa. Para ilustrar os
métodos desta classe apresentaremos um exemplo [3].
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Pesquisa bussola

Variacoes desta estratégia algoritmica podem ser encontradas segundo vérios nomes,
incluindo direccgoes alternadas, pesquisa varidvel alternada, relazagao azial, pesquisa
coordenadas e variacio local. Para um problema de minimizacdo com apenas duas
variaveis, o algoritmo pode ser resumido no seguinte: experimentar passos para Este,
Oeste, Norte e Sul. Se um destes passos leva a redugao na fungao, o ponto melhorado passa
a ser o novo ponto de iteragao. E se nenhum destes passos leva a progresso, experimenta-se
outra vez com passos reduzidos a metade.

A Fig. 3.2 ilustra as primeiras cinco iteragoes de pesquisa buissola aplicada ao problema

min f (@@, 2@ =| (3 — 22W)zV — 22@ + 1|3 +| (3 — 22@)z® — 221 + 1 |5 .
xE

(a) Modelo inicial (b) Move em direccao (c) Move em direcgao
Norte Oeste

n N |

(d) Move em direcgao (e) Contragao (f) Move em direc¢ao
Norte Oeste

Figura 3.2: Pesquisa btissola
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As curvas de nivel de f estao apresentadas no fundo usando sombras cinzentas. Em
cada figura, o ponto a cor-de-rosa designa z;. O ponto da actual iteracao é o melhor
ponto, i.e., o ponto no qual foi encontrado o menor valor de f até aqui. Na subfigura
(a), a pesquisa comeca no ponto zo = (—0.9,1.0) e a solu¢ao do problema é indicada
com uma estrela vermelha. Os quatro pontos a azul escuro representam os pontos teste
segundo a considera¢ao naquela iteracao. Inicialmente, o comprimento de cada passo &
0.3. Os pontos teste da iteragao anterior estao representados pela linha a azul claro para
comparagao.

Note que quando x; aproxima-se a solugao, o algoritmo reduz o comprimento dos
passos. Isto revela-se ser central para demonstracao de convergéncia. Tipicamente, na
prética, o algoritmo é terminado quando o comprimento do passo passa a ser inferior a
uma certa tolerancia.

No lado positivo, a pesquisa bussola é facil de descrever e implementar. No lado
negativo, o critério de paragem esté relacionado com o comprimento dos passos. Portanto,
o algoritmo pode rapidamente aproximar-se a um ponto de minimo, mas depois pode
lentamente detectar este facto. Este é o preco de nao explicitamente usar informagao
sobre a derivada. Uma outra limitagao que nao é evidente é que o algoritmo pode ser lento
para convergir lentamente se os conjuntos de nivel de f forem extremamente alongados.
Isto é porque o método ndo usa nenhuma informagao da curvatura (i.e., sobre a segunda
derivada).



Capitulo 4

Experiéncias numéricas

Vamos apresentar um exemplo da resolugao numeérica do problema em questao.
No dominio © introduz-se uma malha uniforme de passo h = 0.1 com 302 = 900 nos.

O conjunto destes nés formam 29? x 2 = 1682 triangulos.

Figura 4.1: Discretizacao de quebra-mar.

O quebra-mar @ nao ¢ fino e é aproximado por um conjunto de tridngulos como &
mostrado na Fig. 4.1. A condicao de fronteira na fronteira tracada a vermelho ¢ a dada

na fronteira S.
Apos aplicagao do método dos elementos finitos para o nosso problema obtém-se um

sistema linear,

Au =b,
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onde u, be CV e A € CV*N ¢ uma matriz banda e esparsa. Na figura 4.2 ¢ ilustrado o
aspecto geral da matriz A esparsa.

-

nz = B0R2

Figura 4.2: Estrutura da matriz do sistema com nz = 6062 coeficientes nao nulos.

Portanto, o sistema linear é resolvido pelo método QMR (Quase-Minimal Residual-
Residuo Quase-Minimo) precondicionado [10, 11]. A solugao foi obtida em 3 iteragoes com
uma tolerancia de € = 107, Os métodos foram implementados utilizando o MATLAB

[6].

4.1 Primeira série

Considera-se o seguinte caso particular. O quebra-mar tem apenas os dois segmentos
(1, 1) e (I2, a2). A posicao do primeiro segmento é fixa - oy = 0,1, = 1.0. O comprimento
do segundo é l; = 1.2 e 0 angulo ay varia entre 0 < ap < 7 .

As constantes sdo: u4 = 0.1, k = 20, A = 0.3141.

Esta experiéncia ¢ ilustrada pelas Fig.4.3-4.5. Os dados correspondentes apresentam-se
na seguinte tabela:



