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Resumo

Nesta tese vai ser apresentada uma classificagio de um conjunto de curvas algébricas
planas reais — as cubicas irredutiveis. Para isso, ¢ feita a caracterizagdo destas curvas, através
da identificagdo de pontos particulares nelas contidos, a que chamamos pontos singulares e
flexdes. Este estudo ¢ feito no plano projectivo real, recorrendo a coordenadas homogéneas,
sendo fundamentado na multiplicidade de intersecgdes entre cubicas e rectas tangentes em
pontos especificos, que nos é dada formalmente pela independéncia de polindémios.

Com a caracterizagdo destas curvas, e recorrendo a resultados que envolvem o determinante
da matriz hessiana de uma cubica, classificamos todas as ciibicas irredutiveis. Com essa
finalidade, necessitamos, no entanto, de alguns teoremas importantes, dos quais destacamos o
Teorema de Bézout.

Juntamente a este estudo, é apresentado um percurso historico da geometria algébrica,
sendo também introduzida uma pequena selecgdo de curvas algébricas que, pelas suas

caracteristicas, ficaram famosas na histdria.

Abstract

Irreducibles Cubics

In this thesis, it is presented a classification of a set of real plane algebraic curves — the
irreducibles cubics. Bearing this aim, the characterization of these curves is made through the
identification of particular points contained in them, that we call singular points and flexes.
This study is made in the real projective plane, using homogeneous coordinates, being based on
the intersection multiplicities between cubics and tangent lines in specific points, that are
formally given by the independence of polynomials.

By means of the characterization of these curves, and also usinga some results that involve
the determinant of the hessian matrix of a cubic, we classify all the irreducibles cubics. For this
purpose, however, we need some important theorems of which we emphasize Bézout's
Theorem.

In addition, we present a brief historical survey of algebraic geometry, and a small selection
of algebraic curves that, because of their properties, have became famous in the history of the
subject.
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Prefacio

O estudo das curvas sempre exerceu um fascinio muito especial sobre os matematicos,
tendo sofrido o seu maior desenvolvimento no século XIX. Desde entdo, tem sido fonte de
interesse e discussdo, devido as propriedades que as curvas possuem e que nos permitem
compreender muitas das lacunas existentes nas diversas areas da ciéncia.

Nesta tese ¢ feita uma classificagdo de um conjunto de curvas especiais que denominamos
de cubicas irredutiveis. Tendo como base a interseccdo destas cibicas com rectas e outras
curvas, definimos pontos particulares, que nos permitem a sua caracterizagio. Com este
objectivo definimos quatro capitulos. No primeiro capitulo, sdo introduzidos os fundamentos
necessarios para a compreensdo do todo este estudo, dos quais destacamos a construgio do
plano projectivo real a partir do espago euclidiano real através da adigdo de pontos no infinito.
Aqui, é também apresentado o conceito de coordenadas homogéneas e definidos os varios tipos
de rectas no plano projectivo real. Sdo também tratados varios exemplos de curvas que ficaram
famosas na historia, devido a propriedades singulares que possuem.

No segundo capitulo é apresentado o percurso historico da geometria algébrica, salientando
os momentos mais notaveis e decisivos na evolugdo desta area. As curvas algébricas sempre
tiveram interligadas com muitas outras areas. Por esse motivo, no final deste capitulo, é dado
especial relevo a importincia da geometria algébrica na teoria dos nimeros, através de um
tema que muita polémica levantou — O Ultimo Teorema de Fermat,

No capitulo III iniciamos o estudo da multiplicidade de intersecgdes entre curvas em pontos
especificos. Em primeiro lugar é feita uma abordagem intuitiva e, posteriormente, é dada uma
defini¢do formal baseada na independéncia de polinémios.

Por fim, o capitulo IV é dedicado as cubicas, nas quais sdo identificados pontos com
caracteristicas proprias. Estes pontos sio definidos com base na intersecgdes destas curvas
com rectas particulares. E através deles que fazemos a-caracterizacgdo-destas curvas, sendo esta
a base da nossa classificagdo. Para isso necessitamos de resultados muito importantes, tais
como o Teorema de Bézout, ao qual dedicamos uma secgio. Por ultimo, e através da matriz
hessiana de uma cubica, podemos chegar a resultados fundamentais que nos permitem concluir
que temos classificadas todas as cubicas irredutiveis.
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Capitulo I | INTRODUCAO

Neste capitulo vamos apresentar os fundamentos necessarios sobre os quais vamos
trabathar nos capitulos seguintes. Assim, vamos, numa primeira sec¢do, definir curva algébrica
e apresentar exemplos de algumas curvas que ficaram famosas pelas suas caracteristicas.
Numa segunda secgdo, construimos o plano projectivo real a partir do espago euclidiano.
Definimos o conjunto de pontos do plano projectivo e consequentemente introduzimos o
conceito de ¢coordenadas homogeéneas. Por fim, definimos os varios tipos de rectas existentes no
plano projectivo real. Antes de terminarmos, apresentamos dois teoremas fundamentais, um
relativo & intersecgdo de duas rectas e um segundo relativo a existéncia e unicidade de rectas,
dados dois pontos.

§1.1 Curvas algébricas

Além da defini¢do explicita usual y = f(x), existem duas formas de se definir uma curva
no plano real R2. A distingdo ¢ muito importante.

e Uma curva pode ser definida parametricamente, na forma x = z(t), y = y(t), onde t é 0
parametro. A parametrizagio da uma imagem dinamica a estrutura, sendo possivel calcular um
vector tangente (z'(t),y/(t)), cujo valor representa a velocidade da curva em fungio do
parametro £.

e Uma curva pode ser definida implicitamente, como o conjunto dos pontos (z, y) no plano
que satisfazem uma equagéo f(x,y) = 0, onde f(z,y) é uma fungdo de z e de y.

De um modo geral, o estudo das curvas parametrizadas esta representado numa grande area
da matematica chamada Geometria Diferencial, enquanto as curvas definidas implicitamente
estdo representadas numa outra area, a Geometria Algébrica. E nesta {ltima que o nosso
estudo vai incidir.



I. Introducio

Uma curva algébrica em R? é definida implicitamente pela equagio da forma flz,y) =0,
em que f(z, y) é um polindmio real a duas varidveis z e ,

f (x1 y) = Zaijziyi>
1,j

sendo esta soma finita e os coeficientes a;; niimeros reais nio todos iguais a zero.

O grau da curva é o grau de f(z,y) que ¢ dado pelo maximo valor de i + j, onde i e j sdo
os indices cyjo coeficiente associado a;; é diferente de zero. Curvas de graus 1, 2, 3, ... sdo
chamadas rectas, conicas, cibicas, ..., sendo estas wltimas objecto do nosso estudo.

Muitas vezes é necessario estender este conceito para situagdes onde os coeficientes aij
pertengam a um corpo mais geral como, por exemplo, o corpo dos complexos C .

Dado um polinémio f(z,y), podemos definir o conjunto dos zeros de f, também
denominado variedade de f, como sendo

Vi ={(z,y) € R*: f(z,y) = 0}.

O conjunto dos zeros (e o seu grau) nio se altera quando multiplicamos f por um escalar
diferente de zero. Dai podermos concluir que “uma curva algébrica é um polinémio f real
diferente de zero, a menos da multiplicagéo por um escalar diferente de zero”.

Desta forma, consideramos uma curva algébrica real como sendo uma classe de
equivaléncia de polindmios para a relagio de equivaléncia ~ definida do seguinte modo:
f r~ g se e 50 se existe um escalar ), diferente de zero, tal que f = Ag. Trivialmente se verifica
que ~ gozadas propriedades inerentes a uma relagio de equivaléncia. E reflexiva (f ~ f),
simétrica(sef~g,ent§og~f)etransitiva(sefwgegwh,entﬁofrvh).

Exemplos Introdutérios de Curvas Algébricas

Vamos apresentar alguns exemplos de curvas algébricas reais, muitos dos quais tiveram
especial importancia na antiguidade.

Comecemos por destacar a Concdide de Nicomedes (225 a.C.). Para se desenhar uma
concdide é pecessario uma curva genérica I, um segmento de recta de comprimento k£ e um
ponto fixo O. Normalmente [ diz-se a curva base e O o polo da curva resultante. Para se obter
a concoide tracam-se rectas passando por O e marcam-se sobre cada uma dessas rectas pontos
@1 e @, que distam K «unidades» da intersecgdo da recta com a curva I, como mostra a Fig.1.
A curva resultante vai ser o lugar geométrico dos pontos Q; e Q.
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1. Introdugdo

Fig. 1 — Concdide de Nicomedes

A concdide mais famosa é a de Nicomedes. Com ela, Nicomedes resolveu o problema da
trissec¢do do dngulo. Na concoide de Nicomedes, [ é uma recta e O ¢ um ponto néo
pertencente a [, como mostra a figura anterior. Podemos observar que a concoide tem um ponto
de intersecgdo O com caracteristicas particulares que denominamos de 0.

A concéide de uma curva varia consoante o ponto fixo escolhido. Algumas escolhas
particulares para o ponto fixo conduziram a resultados especialmente interessantes. Assim, a
concodide de uma circunferéncia em relagio a um ponto fixo que se situa sobre ela € a
conhecida limagon de Pascal Fig. 2. Esta curva foi descoberta por Etienne Pascal e
denominada assim por Roberval em 1650 quando a usou para o seu método de desenhar

tangentes. O nome /imagon vem do latim /imax que significa caracol.

Fig. 2 — Limagon de Pascal

Na limagon de Pascal considera-se um segmento de recta AB de comprimento fixo,
movendo-se de tal modo que a recta que o suporta passe sempre por um ponto fixo situado
sobre uma circunferéncia e o ponto médio do segmento AB se situe sempre sobre ela. Os
extremos do segmento descrevem a /imagon. Se o comprimento do segmento for igual ao dobro

do diametro da circunferéncia, a limagon reduz-se a cardioide.
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Algumas destas curvas podem ser geradas por um ponto fixo a uma circunferéncia, que
roda sem escorregar, circulando em tomo de uma outra com o0 mesmo diametro. Por esse
motivo chamam-se a estas curvas de roulettes. Duas das classe mais estudadas das roulettes
sio as conhecidas hipocicloides e epicicloides. Em ambos os casos temos duas circunferéncias
que designamos por b e c e P ¢ um ponto pertencente a uma delas, no entanto, nas
hipocicloides, a circunferéncia que roda esta no interior da circunferéncia fixa, enquanto nas
epicicloides passa-se precisamente o contrario. Epicicloides e hipocicloides foram usadas
(provavelmente a partir do século XVII) para desenhar o entdo conhecido gerador cicloidal.
Como seria de esperar, a forma destas curvas depende da relagao entre os raios das duas
circunferéncias, a que roda e a que esta fixa. Se a circunferéncia que rola for a exterior, se 0
ponto fixo estiver exactamente sobre a circunferéncia e, ainda, se o raio de b for igual ao raio

de ¢, geramos a cardioide. A carditide é uma epicicloide com forma de coragio cuja equagio é
(z* 4+ % — 2bz)* = 4 (z* + ),

onde b representa o raio da circunferéncia centrada num ponto no eixo das abcissas como

mostra a figura seguinte.

-3

A curva nefréide (forma de rim) ¢ também uma epicicloide em que ¢ = 2b. Como
hipocicléides famosas temos a deltoide, em que 3b = c, e a astroide, em que 4b = c. As suas

equagdes no sistema de coordenadas rectangulares sdo dadas por:

(22 + i — 4b°)° = 108b"y’ — Nefidide
(22 + 17)* — 8bz(a? — 3y?) + 18b* (¢ + ¢°) = 27b* — Deltdide
(22 + 9% — b2)3 + 27b%z%y* = 0. — Astroide.
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Fig. 4 — 1. Cardidide; 2. Nefrdide; 3. Deltoide; 4. Astréide

A figura degenerada de uma epicicldide, que ocorre quando a circunferéncia fixa é
substituida por uma recta, é denominada de cicloide (Fig. 5). Esta curva foi descoberta por
Bemoulli por volta de 1700. E uma curva muito interessante que tem a particularidade de
dados dois pontos no plano vertical, ser a curva que define o menor tempo que uma particula
demora a percorrer quando sujeita a gravidade. E o tio conhecido problema da braquistécrona.
Também, uma particula que percorra uma trajectoria cicloidal, com o eixo da cicléide na
vertical atingira o ponto mais baixo ao fim do mesmo tempo, seja qual for o ponto de partida.
Por outras palavras, além de ser braquistocrona, a cicldide é tautécrona.

Fig. 5 — Cicléide

Outra curva descoberta pelos Gregos é a cisséide de Diocles. Esta curva pode ser
construida a partir de duas outras curvas ¢ e [ e de um ponto fixo O. Uma recta que passa por
O ¢ desenhada intersectando ¢ e [ em dois pontos P, e P,. Determina-se o ponto ¢ de forma a
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que este satisfaga a igualdade |OQ| = |P,P;
indicada. O lugar geométrico dos pontos @) definem a cisséide.

, cujos comprimentos sio medidos pela das letras

Na cissoide de Diocles as curvas ¢ e d sio uma circunferéncia e uma recta tangente,
respectivamente, o ponto O esta situado sobre a circunferéncia diametralmente oposto ao ponto
de tangéncia (Fig. 6). Se passarmos o ponto para a origem e a recta tangente para = = a,
obtemos a cissdide cuja equagdo ¢ definida do seguinte modo

v(z —a) = 2%

Fig. 6 — Cissoide

Ao ponto O denominamos ciispide que consiste num ponto de retorno. Este tipo de pontos,
pontos singulares, vao ser estudados no capitulo IV, sendo a cissoide talvez o mais antigo
exemplo (c. 180 b.C.) de curva com tal singularidade.

Diocles usou a cissdide para resolver o problema da duplicagdo do cubo.

Por volta de 150 b.C., um matematico Grego Perseus, teve a ideia de cortar um toro por um
plano paralelo ao eixo de rotagdo, obtendo curvas muito interessantes. Devido aos Gregos
chamarem o toro de spira, estas curvas ficaram conhecidas pelas secgdes spiric de Perseus.
Delas destacamos as curvas Cassini que definimos do seguinte modo: sio dados dois pontos A
e B que distam 2a;a curva de Cassini associada vai ser o lugar geométrico de todos os pontos
P tais que fPA] X |PB ] = ¢?, sendo c uma constante positiva. Para A e B fixos e valores
diferentes de c, estas curvas assemetham-se as da Fig. 7. Estas curvas foram descobertas pelo
astronomo Giovanmni Domenico Cassini (c. 1650-1700). Ele acreditava que o sol

movimentava-se a volta da terra segundo uma curva convexa deste tipo.
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Fig. 7— Curva Cassini

Quando a = ¢ obtemos a leminiscate de Jacob Bemoulli (1694). Esta foi uma curva que
grande importancia teve no desenvolvimento da teoria das fungdes elipticas.

Nesta altura e na area da Optica, surgem as cdusticas como curvas algébricas reais de
grande interesse, que foram investigadas por Tschimhausen e Huygens, no final do século
XVII. Para se obter uma caustica ¢ necessario uma curva e uma fonte de luz fixa. Os raios de
luz provenientes da fonte e reflectidos (ou refractados) pela curva, envolvem uma nova curva
chamada a caustica da curva de partida. A caustica de uma circunferéncia produzida por
reflexdo, pode ver-se grosseiramente quando uma lampada ilumina o interior de uma taga e os
raios de luz sdo reflectidos sobre a superficie do liquido. A caustica de uma circunferéncia é,
de um modo geral, um /imagon. Ha trés posigdes excepcionais para a fonte de luz. Quando
colocada no infinito, a caustica obtida ¢ uma nefroide, se a fonte de luz estiver sobre a
circunferéncia, ¢ uma cardidide, e se estiver no centro da circunferéncia € o proprio centro da

circunferéncia.

§1.2 Plano projectivo

Nesta segunda secgdo vamos construir o plano projectivo (real) a partir do espago
euclidiano (real), através da adi¢do de pontos no infinito. Vamos definir pontos e rectas no
plano projectivo, sendo para isso necessario introduzir o conceito de coordenadas
homogéneas. Trabalhar no plano projectivo oferece-nos muitas vantagens. O estudo das curvas
algébricas pode ser largamente simplificado se considerarmos o comportamento dessas curvas
no infinito. Uma outra vantagem em trabalharmos neste plano deve-se ao facto de ndo
necessitarmos de efectuar estudos particulares para casos de rectas paralelas, pois estas vao
sempre intersectar-se, mesmo que somente no infinito. Duas rectas paralelas no plano
euclidiano, z = 1, intersectam-se no infinito no plano projectivo. Esta afirmagdo vai ser

apresentada ¢ demonstrada no final desta secgdo sob a forma de um teorema. Vamos também
7



L. Introdugdo

estender para o plano projectivo um outro resultado sobejamente conhecido do plano
euclidiano, que nos diz que, dados dois pontos, existe sempre uma Unica recta que os contém.

Comecemos com o espago euclidiano real, onde temos um sistema de trés eixos
coordenados perpendiculares entre si, cuja intersecgdo € a origem. Todos os pontos que se
situam numa mesma recta do espago euclidiano que passa pela origem vado representar o
mesmo ponto no plano projectivo. Temos, no entanto, que excluir deste conjunto de pontos a
origem, que ndo faz parte do plano projectivo. Assim, ao considerarmos o ponto (a, b, c), onde
que a, b e ¢ ndo sdo simultaneamente iguais a zero, todos os pontos do tipo (ta, tb, tc), para
todo o ¢t € R\ {0}, representam o mesmo ponto no plano projectivo, pois todos eles estdo
situados numa mesma recta do espago euclidiano que passa pela origem. Chamamos
coordenadas homogéneas a esses triplos ordenados de numeros reais.

Quando, nos triplos, a ultima coordenada ¢ diferente de zero, as coordenadas homogéneas
permitem-nos reduzir a dimensdo dos triplos ordenados para pares ordenados. Assim, se
considerarmos os pontos (a, b, ¢) com ¢ # 0 e consideramos ¢ = I, obtemos o ponto (£, 2'1)
do plano projectivo, que pode ser comparado ao ponto (£, IE’) do plano euclidiano. Desta forma,
todos os pontos (a,b,c) que pertencem a rectas que passam pela origem e que nio estdo
contidas no plano z = 0 tém um representante no plano z = 1 que consiste no ponto (¢, %’ 1).
Por sua vez, identificamos as rectas que passam na origem e que estdo contidas no plano
z = 0, como sendo rectas que intersectam o plano z = 1 no infinito e, portanto, a estas rectas
vdo corresponder pontos no infinito. Desta forma, podemos pensar no plano projectivo como
sendo constituido pelo plano euclidiano z = 1 a que juntamos pontos adicionais — 0s ponfos
no infinito.

Algebricamente, se ¢ # 0, entdo % representa o valor de ¢ tal que o triplo (ta, tb, tc) tem
ultima coordenada igual a um. O conjunto destes pontos representam o plano z = 1.
Reciprocamente, a todos os pontos (d, e, 1) do plano z = 1 corresponde um unico ponto no
plano projectivo com coordenadas homogéneas (td, te,t), para todo o t # 0. Neste panorama
faz sentido estabelecer uma correspondéncia entre o plano projectivo cuja ittima coordenada €
diferente de zero com os pontos do plano z = 1.

Até agora temos pensado apenas em pontos cuja ultima coordenada é diferente de zero.
Vejamos agora os pontos cuja ultima coordenada é zero, ou seja, pontos situados no plano
z = 0. Comecemos pelos pontos (a, b, 0) do plano projectivo em que a # 0. Se considerarmos
t =1, temos a forma geral destes triplos (1, %, 0). Se a =0 e b # O [note-se que o ponto
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(0,0,0) ndo pertence ao plano projectivo] e tomarmos ¢ = +, obtemos um tnico ponto de
coordenadas homogéneas (0, 1, 0).

Assim, de forma resumida, no plano projectivo existem dois tipos genéricos de pontos:

e os pontos de coordenadas homogéneas em que a Gltima coordenada ¢ diferente de zero, e
que tém como representantes os pontos do tipo (£, -S, 1), correspondentes aos pontos do plano
euclidiano z = 1; e

e os pontos de coordenadas homogéneas do tipo (1, 20) e do tipo (0,1,0) que
correspondem aos pontos no infinito e que representam as rectas que estdo contidas no plano
z=0.

De forma esquematica e simplista podemos apresentar o plano projectivo como um
quadrado e uma curva como mostra a Fig. 8. O quadrado representa o plano euclidiano z =1
e a curva m representa a recta no infinito que é constituida por todos os pontos no infinito.

Fig. 8

Sem antes passarmos ao estudo das rectas do plano projectivo real, gostariamos de
estabelecer uma generalizagdo deste plano para um outro que por vezes permite-nos grandes
simplificagdes. Estamos obviamente a falar do plano projectivo complexo. O plano projectivo
complexo consiste em todos os triplos (z, ¥, z) de nimeros complexos excepto o (0,0,0), onde
os triplos (kz,ky, kz) para k € C\ {0} representam o mesmo ponto. Se pensarmos nos
triplos dos numeros reais como triplos de nimeros complexos, concluimos que o plano
projectivo real esta contido no plano projectivo complexo.

Também o plano euclidiano real pode ser generalizado para o plano complexo afim, que
consiste em todos os pares ordenados (z,y) de numeros complexos. De forma analoga com o
que ocorre no plano euclidiano real, também no plano complexo afim, identificamos cada ponto
(z,y) com o ponto (z,y,1) do plano projectivo complexo. Reciprocamente, podemos
identificar cada ponto (z,¥, ), em que z # 0, do plano projectivo complexo de forma unica

9



1. Introdugdo

com o ponto (z’, ¢/, 1), do plano complexo, cuja ultima coordenada ¢ diferente de zero. Quando
a ultima coordenada ¢ zero, o ponto ¢ identificado com um ponto no infinito tal como ocorre no
plano projectivo real.

Ainda de uma forma mais abstracta poderiamos generalizar todos estes conceitos para um
plano nem real nem complexo, mas segundo um outro corpo genérico que designariamos por
K.

O nosso estudo incide essencialmente sobre o corpo dos reais. Por esse motivo, quando
nada é dito sobre corpo em estudo é porque estamos a trabalhar sobre o conjunto dos numeros
reais. Assim, nos capitulos III e IV vamos trabalhar sobre os complexos para que possamos
deduzirmos um resultado fundamental conhecido por Teorema de Bézout, que nos possibilitara
a classificagdo das cubicas irredutiveis. Dai a importancia de, ao longo deste trabalho,
definirmos alguns conceitos sobre o plano complexo afim e plano projectivo complexo.

Falemos agora das rectas do plano projectivo real.

Uma recta no plano projectivo é um conjunto de pontos com coordenadas homogéneas

(z,y, z) que satisfazem uma igualdade da forma

pr+qy+rz=20, )

com p, g, r reais ndo todos nulos. Obviamente que se p, g, r forem complexos ndo todos nulos
temos uma recta no plano projectivo complexo.

Ao multiplicarmos a igualdade (1) membro a membro por ¢ obtemos ptx + gty + rtz = 0,
o0 que mostra que os triplos (tz, ty, tz) também satisfazem (1).

Consideremos, primeiramente, o caso ¢ # 0. De (1) obtemos

y= (—g) z+ (———:—)z, ou y = mz+ nz,

com m, n € R. As correspondentes rectas do plano euclidiano, sdo constituidas pelos pontos
(z,y), que satisfazem y = mz + n, ou seja todas as rectas ndo verticais.

Consideremos agora o caso ¢ = 0 e p # 0. Da igualdade (1) obtemos

r
T = (——E)z, ou r = mz,

com m € R. As correspondentes rectas no plano euclidiano consistem no conjunto de pontos
(z,y) que satisfazem z = m, ou seja todas as rectas verticais.

Por fim, se considerarmos o caso p= 0= g e r # O obtemos de (1) a equagdo z = 0.
Neste caso temos a recta no infinito do plano projectivo que ndo tem correspondente no espago

euclidiano.
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Em resumo, temos dois tipos de rectas: as rectas cuja equagdo geral ¢ y=mz+nze
z = mz correspondentes, respectivamente, as rectas ndo verticais e verticais do plano
euclidiano; e a recta no infinito que contém todos os pontos no infinito e cuja equagdo geral é
2z = 0. Cada ponto no infinito pertence a uma familia de rectas do plano euclidiano paralelas
entre si. Assim, a recta no infinito vai conter as direc¢des de todas as familias de rectas
paralelas do plano euclidiano. Podemos verificar esta afirmagdo se pensarmos nos pontos no
infinito de coordenadas (1,s,0) e (0,1,0) para s € R. Um ponto de coordenadas (1, s, 0)
pertence a recta y = mx + nz desde que m = s (note-se que no plano euclidiano esta recta
corresponde a recta y = mx + n), logo, consoante o declive m, temos um ponto no infinito. O
ponto de coordenadas (0, 1, 0) pertence a recta = = mz, qualquer que seja m. Assim, existe
um ponto no infinito que pertence as familias de rectas verticais do plano euclidiano.

As rectas do tipo y=mz+n e x =m do plano euclidiano estendem-se as rectas
y = mx + nz e x = mz do plano projectivo. Mais adiante, vamos confirmar que a recta no
infinito z = 0 ndo é extensdo de nenhuma recta do plano euclidiano pois o polindmio z nio é o
homogeneizado de nenhum polindémio em x e y.

No plano projectivo complexo as rectas tém a mesma caracterizagdo com a diferenga que
os coeficientes passam a ser numeros complexos.

Chegamos ao momento de enunciar dois teoremas fundamentais do plano projectivo. Um
primeiro que se refere ao facto de dadas duas rectas existir sempre um e um sé ponto resultante
da intersecgdo dessas duas rectas, e um segundo referente a existéncia e unicidade de uma recta

dados dois pontos.

Teorema 1.1

Duas rectas do plano projectivo intersectam-se sempre num unico ponto.

Demonstracao

Vamos considerar os trés casos possiveis. No primeiro temos duas rectas que ndo se
intersectam no plano euclidiano (Fig. 9). Neste caso, as duas rectas sdo paralelas, logo
pertencentes a uma familia de rectas paralelas entre si que tém um mesmo ponto em comum, 0

ponto no infinito que pertence a essa direcgao.
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Fig 9

No segundo caso vamos considerar duas rectas que se intersectam num ponto do plano
euclidiano (Fig. 10). Neste caso, também no plano projectivo o ponto de intersec¢do € tnico,

visto elas ndo terem nenhum ponto em comum da recta no infinito.

Fig. 10

Por fim, consideremos duas rectas em que uma é a recta m pertencente ao plano euclidiano
e a outra € a recta no infinito (Fig. 11). Estas rectas intersectam-se num ponto no infinito, a

saber, o ponto correspondente a direcgio da familia de rectas paralelas a recta euclidiana m.

Fig. 11

12



I. Introdugio

Teorema 1.2

Para quaisquer dois pontos do plano projectivo existe uma tinica recta que os contém.

Demonstragao

Vamos considerar trés casos que vdo cobrir todas as possibilidades de pontos do plano
projectivo.

Num primeiro temos dois pontos A e B pertencentes ao plano euclidiano (Fig. 12). Neste
caso, pelo teorema equivalente referente ao plano euclidiano podemos garantir a existéncia de
uma unica recta que os contém. No plano projectivo continua a ser essa recta que os contém.

Obviamente que a recta no infinito ndo contém esses dois pontos.

T

Fig. 12

Numa segunda situagdo temos dois pontos A e B pertencentes a recta no infinito (Fig. 13).
Agora existe apenas uma recta que os contém, a recta no infinito. A unicidade advém do facto

dessa recta ser unica.

Fig. 13
Por ultimo temos um ponto A no plano euclidiano e um ponto B na recta no infinito
(Fig. 14). A recta que os contém vai ser a recta que passa por A e é paralela as rectas que

contém também B.
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Fig 14




SINOPSE HISTORICA
CapituloII | DA

GEOMETRIA ALGEBRICA

A geometria algébrica modema tem sido considerada desde ha muito tempo um ramo muito
complexo da matemitica, surgindo como uma ferramenta indispensivel para construir
conceitos e métodos em todas as demais areas da matematica.

Em conjunto com a teoria dos numeros, a geometria algébrica tem uma das mais longas e
complicadas histérias ‘quando comparada com os outros ramos das ciéncias, tendo sido
presenteada, ao longo das varias geragdes, pelos contributos dos melhores matematicos de
todos os tempos. Estas duas areas sempre tiveram mais problemas em aberto do que
propriamente resolvidos, dai o interesse no seu progresso de forma que possibilite encontrar
resolugdes para problemas que arrastam comsigo um conjunto de novos e interessantes
métodos. Segundo Hilbert, estas duas areas sio as melhores candidatas da teoria matematica
perfeita, consideradas segundo ele o “sangue” da matematica.

A mente humana tem grande dificuldade em chegar a matérias complexas como um todo. O
que em geral faz é dissecar os problemas através da divisio em problemas menores para,
posteriormente, voltar a agrupa-los e entio compreender o todo. Talvez por isso seja util
descrever a histéria da geometria algébrica como uma espécie de modelo multidimensional,
onde existem variadas ramificacdes pertencentes a variados assuntos. Estes assuntos
interligam-se e portanto qualquer divisio no tempo em periodos é muito limitativa, havendo em
geral sobreposigio. Contudo, uma tentativa vai ser feita neste sentido ao longo deste capitulo.
Iremos comegar por introduzir um primeiro grupo de ideias inerentes a este assunto, para que
possamos, posteriormente, iniciar a nossa caminhada ao longo da historia da geometria
algébrica.

Assim, as ideias mais importantes inerentes a esta area vao ser:

o Classificagdo e transformagdo. Estes dois assuntos surgem associados. A classificagdo é
feita através da nogdo de invarifincia. As variedades algébricas, que podem ser deduzidas a
partir de outras através de transformagoes, sdo classificadas aum mesmo grupo. Note-se que
falamos em transformag3es de uma forma geral, no entanto estas serdo definidas no capitulo
118
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® Pontos infinitamente proximos. Desta ideia surge o conceito de singularidades, que
iremos trabathar, bem como 3 muttiplicidade de interseccges:

® Extensdo do corpo de escalares, Para uma melhor simplicidade introduziremos os pontos
complexos e mais tarde og pontos genéricos que sio os percursores de um dos aspectos mais
importantes da geometria algébrica—aideiademudangadebases;

® Extensdo do espago. Aqui destacamos a geometria projectiva e a geometria

histéria da geometria algébrica.

§2.1 «Pré-historiay (circa 400 a.C.~1630 d.C.)

das rectas e das circunferéncias — as conicas,
Tinham métodos geométricos muito sofisticados mas poucos conhecimentos algébricos.
Para eles uma circunferéncia nio era definida pela equacio
(—a)’ +(y—b)? =2,

mas como o lugar geométrico de todos os pontos que tém igual distincia r a um ponto fixo
P = (a,b). Analogamente, a parabola, para os Gregos, era definida como o lugar geométrico
de todos os pontos que tém igual distancia a um ponto P e a uma recta dada I, enquanto a
elipse (hipérbole) era definida como o lugar geométrico de todos 0s pontos cuja soma
(diferenca) das disténcias as dois pontos dados P e Q é um valor fixo,
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Desenvolveram mecanismos complicados para construir parabolas, elipses e hipérboles.
Mas também conheciam construgdes geométricas mais simples que thes permitiam determinar
amizdaequagﬁozz=ab,ondeaebrepresaﬁamcmmrhnenwsdesegmentos.0
desconhecido z era visto como um lado de um quadrado e desta forma trabalhavam a equagiio
escrevendo-a como uma propor¢io 2 = £. Um dos problemas desenvolvidos foi o conhecido
problema de Delic (duplicagdo do cubo) onde se pretendia construir um segmento de
comprimento z dada a equagio z° = a%b (para o problema da duplicagiio do cubo queremos
que b = 2a). Este era transformado, segundo Hipécrates de Quios (420 a.C.), na proporgdo
dupla =2 =¥ em que z ¢ y eram dois comprimentos de segmentos desconhecidos.
Problemas semelhantes a este foram também trabathados muitos deles através do uso de régua
e compasso. Como exemplos podemos referir a trissecgo de um angulo arbitrario ou a
construgio de um poligono regular. Mas falharam. Mais tarde, Galois mostra que estas
construgdes sio impossiveis de se realizarem com régua e compasso.

Com os varios problemas trabalhados pelos Gregos, em particular na teoria das cénicas de
Apolénio, tudo leva a crer que ji faziam uso das coordenadas sem, contudo, chegarem a
abordagem mais tarde alcancada por Decartes e Fermat. O método de resolver equagoes
através de intersecgdes de curvas usado no século V a.C. levou ao aparecimento de varias
curvas algébricas e transcendentes, ndo sendo ainda feita a disting3o entre ambas.

Para além das rectas, circunferéncias, elipses, parabolas e hipérboles, os Gregos conheciam
construgdes para muitas outras curvas, tais como as curvas epicicloides usadas para descrever
os movimentos dos planetas, que mais tarde foram descritas pelas tdo conhecidas leis de
Kepler.

Os Gregos estudaram também superficies de revolugdo, tais como o cone, o cilindro e até
mesmo o toro. Deste assunto destacamos trés nomes: Menecmo, o primeiro a reconhecer que
era possivel obter uma secgio plana do cone de revolugio; Arquitas (século V a.C.) que
resolveu o problema de Delic através da intersecgdo de um cilindro com um toro; Endéxio que
nos deixou um primeiro exemplo da representagio paramétrica de uma curva.

§2.2 Explorando (1630-1795)

Os matematicos Gregos foram esquecidos na Europa Ocidental por muitos séculos apos a
queda do Império Romano, mas na Idade Média e principalmente no Renascimento foram
gradualmente redescobertos através dos contactos com os matematicos Arabes. Durante o
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Renascimento novas curvas algébricas foram descobertas por artistas, nomeadamente,
Leonardo da Vinci.

O final do século XVII esta bem definido pela geometria analitica que surge com Fermat e
Decartes. Este facto marca, certamente, o verdadeiro nascimento da geometria algébrica. E
nesta altura que se da a distingdo entre as curvas algébricas e transcendentes. A concepgdo de
dimenso ¢ ja clara para Fermat, que explicita situagdes onde define uma curva a duas
dimensdes ou uma superficie a trés dimensdes.

O método do célculo diferencial comega a ser gradualmente compreendido e aplicado is
curvas.

A palavra chave deste periodo ¢ a exploragdo. Fermat mostra que todas as curvas de grau
dois sdo comicas. Newton classifica as curvas cibicas planas que se encontram no capitulo
Curves de Lexicon Technicum, escrito por John Harris e publicado em Londres em 1710.
Classifica todas as cubicas em 72 tipos, mostrando que as suas equacdes podem ser
simplificadas (no plano euclidiano) para uma das seguintes formas

Ty’ + ey = qz° + bz + ez +d,
zy = az® + bz + cz +d,
V=02’ + b’ +cz+4d,
y= a.z3+ba:2+ca:+d,

quando escolhido um sistema de eixos apropriado que, na época, ndo necessitava que os eixos
fossem ortogonais.

Esta classificagdo foi bastante criticada por Euler por ser muito geral. Pliicker apresentou,
mais tarde, uma nova classificagio com maior detalhe, compreendendo cerca de 219 tipos de
curvas.

Surge a classificagdo de Euler das quadricas e das primeiras curvas assimétricas obtidas
por intersecgdo de duas superficies. Nesta altura, o conceito de representagio paramétrica de
uma curva passa a ser fundamental.

O problema da intersecgo de duas curvas vai ser tratado com Newton. Ele e Leibniz
chegam a um processo de eliminagdo que permite determinar a multiplicidade de intersecgdes
num ponto pertencente a duas curvas. Este processo consiste no seguinte: dadas duas curvas
f(z,y) = 0e g(z,y) = 0, pretende-se eliminar a maior poténcia de y num dos polinémios f
ou g, através da soma simultinea de miltiplos de £ e g (todo este procedimento pode também
ser feito em relagdo a maior poténcia de z). Seguindo este raciocinio vai-se eliminando todas as
poténcias de y, obtendo-se, no final, um polinémio r(x) com grau minimo, denominado
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resultante def e g, tal que
r(z) = f(=z, y)u(z, y) + 9(z, y)v(z, )

onde u e v sdo polinémios. Se f e g ndo se intersectarem no infinito ou em dois pontos do
plano complexo afim com a mesma abcissa, as raizes de r(z) sdo as abcissas das intersecgdes
de f e g e a multiplicidade dada de cada raiz é a multiplicidade correspondente a intersecgdo.

O processo de eliminacéio foi descoberto no século XII pelos matematicos Chineses. Em
1665, Newton afirma que curvas de graus m e n intersectam-se m X n vezes quando
incluimos as intersecgdes imaginarias. Em 1720, Colin Maclaurin explora esta afirmagdo e
deduz que yma curva irredutivel de grau n tem no maximo L"—'I%("—_z—l pontos singulares. Em
1764, independentemente Etienne Bézout e Lenhard Euler desenvolvem explicitamente o
algoritmo da eliminagfio e concluem que o produto dos graus de dois polinémios de
determinada tipo é o grau dos seus resultantes. A demonstragio completa deste teorema é dada
por Bézout, quando varios resultados sdo combinados com as coordenadas homogéneas. Uma
versdo melhorada deste teorema diz-nos que: dadas duas curvas f (z,y)=0e g(z,y) =0de
graus m e n, respectivamente, e sem factores em comum, entdo f(z,y) =0 e g(x,y) = 0

intersectam-se no plano projectivo complexo m x n vezes contando as multiplicidades.

§2.3 A idade de ouro da geometria projectiva
(1795-1850)

Com este periodo surge uma nova era. Este facto é devido a Monge e a sua escola e,
especialmente, a Poncelet com a introdugdo de pontos imaginarios e de pontos no infinito.
Nesta altura e durante quase 100 anos, a geometria vai ser a geometria no plano projectivo
complexo P;(C) ou no espago 3-dimensional projectivo complexo P;(C).

A ideia fundamental de geometria projectiva real surge com Desargues (século XVII) ao
tentar dar fundamento 3 matemitica com o método da prespectiva usado pelos pintores e
arquitectos do Renascimento. Ele usa a concepgo de pontos no infinito e usa a projecgio
central como meio de chegar a novos teoremas de resultados classicos da geometria euclidiana.
Estas ideias, também inspiradas por Pascal no seu trabalho com as conicas, foram esquecidas,
tendo-se mesmo pensado que estes trabalhos tivessem sido perdidos.
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Outros matematicos do século XVIII, tais como Euler e Stirling, fizeram alusdo a
existéncia de pontos imaginarios de forma a poderem enunciar alguns teoremas sem destacarem
Casos especiais.

Com Mobius e Plicker na Alemanha e Cayley em Franga, surgem as coordenadas
homogéneas. Esta tendéncia da escola projectiva tinha como finalidade minimizar, tanto
quanto possivel, a computacio algébrica para apoiar-se em principios heuristicos, os quais nio
necessitavam de justificar algebricamente.

Augus Ferdinand Mébius foi o primeiro a introduzir as coordenadas homogéneas em 1827.
Quando as massas m;, m, e m3 eram colocadas nos vértices de um tretraedo fixo, Médbius
dava ao centro de gravidade (baricentro) destas massas as coordenadas mi:ma:mg e
mostrava como estas sdo proprias para descrever as propriedades projectivas e afins do plano,
As coordenadas homogeéneas, a partir desta altura, tomaram-se um instrumento fundamental no
tratamento algébrico da geometria projectiva.

Em 1830 Julius Pliicker, no livio Neue Geometrie des Raumes, reconstréi a geometria
analitica aplicando grande profusio de novas ideias. E neste livro que introduz as coordenadas
homogéneas, conhecidas como coordenadas projectivas, baseadas num tetraedro fundamental.

Pliicker vai sustentar o principio fundamental, que a geometria ndo necessita de assentar no
conceito de ponto como elemento basico. Rectas, planos, circunferéncias e esferas podem ser
usados comp elementos sobre os quais a geometria se pode basear. Esta concepgdo deu lugar a
novas formas de dualidade. Plicker derivou formulas que relacionam seis quantidades:
primeira e segunda, o grau e a classe! de uma curva C ; terceira e quarta, o niimero de pontos
singulares de C' dos dois tipos mais basicos; quinta, o niimero de rectas tangentes a C' em dois
pontos diferentes; e a Wltima, o nimero de pontos de inflexdo de C. A dual da primeira
quantidade é segunda enquanto que as duais da terceira e quarta sio a quinta e sexta,
respectivamente. Assim. as seis quantidades do lugar a trés pares de duais.

Um dos sucessos mais notaveis deste periodo foi a ideia de transformagdo geométrica.
Mébius e Plicker consideraram transformagdes no plano projectivo produzidas por
transformagbes lineares invertiveis de coordenadas homogéneas. Estas vdo ser as nossas
transformagdes que irdo ser discutidas no capitulo III. Assim, vai se preparando o caminho
para Klein e o seu famoso Programa Erlangen.

! Seja f(z) = 0 uma curva no plano projectivo, sem componentes miltiplas, e seja ¢ um ponto que
nfo pertence a f. Chamamos classe de f ao niimero maximo de rectas m que passam por g ¢ sdo
tangentes a f num ponto que nfio ¢ um ponto singular nem um flexo.
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A maior parte da geometria algébrica do século XIX era dedicada a teoria dos invariantes,
combinacdes algébricas de coordenadas em espago de n dimensdes que eram preservadas por
transformages lineares invertiveis. Descoberta em 1841 por George Boole, a teoria dos
invariantes foi desenvolvida na segunda metade do século XIX por Arthur Cayley, James
Sylvester, George Salmon e Paul Gondan. Mais tarde, métodos de algebra abstracta vieram
dominar a teoria dos invariantes ao serem introduzidos, no final do século XIX, por David
Hilbert e, no principio do século XX, por Emmy Noether.

Representantes da escola projectiva tais como Chasles, em Franga, e Steiner e von Staudt,
na Alemanha, pensavam que a geometria pura devia estar completamente separada da algebra
e até mesmo do conceito de numero real. Obviamente que tal esforgo foi infrutifero,
dificultando apenas o progresso da algebra linear na geometria classica.

Na teoria geral das curvas (P;(C)) e superficies (P3(C)) algébricas, os principais
problemas estudados antes de Riemann so de caracter enumerativo. Chasles, e mais tarde com
Schubert e Zeuthen, propuseram formulas semi empiricas para resolver estes problemas,
baseadas no conceito intuitivo de multiplicidade de intersec¢des que sé mais tarde serdo
justificados.

§2.4 Geometria de Riemann (1850-1866)

No século XIX, com a adicio de pontos no infinito as curvas algébricas complexas, o
espaco topologico torna-se compacto. Neste espago topologico faz sentido falar em muitos dos
conceitos da teoria da analise complexa tais como de fingdes holomorfas e meromorfas, e
consequentemente, da teoria das superficies de Riemann, assuntos que irdo ser tratados neste
periodo.

Uma das duas maiores contribui¢des deixadas por Riemann na histéria da geometria é a
introducdo do corpo das fungdes racionais de uma curva?. A outra contribuicio é o
desenvolvimento que este matematico faz do estudo dos infegrais abelianos3. A origem destes
integrais deye-se ao estudo dos integrais do tipo

2 A uma curva irredutivel f(z,y) = 0, est4 associado um importante conceito conhecido como corpo
das fungdes racionais da curva. Este corpo ¢ definido por K (£,7), onde K é um corpo, £ € um
elemento transcendente sobre K ¢ 7 ¢ um elemento algébrico sobre K (£) satisfazendo a equagio
irredutivel f(£,4) = 0.

3 Integral Abeliano é um integral da forma [’ 7%(5 onde R(t) é um polinémio de grau maior que 4.
Sdo também chamados integrais hiperelipticos.
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R(t)

VP(t)

onde P(t) ¢ um polinémio e R(t) é uma fungio racional. Quando P(t) tem grau 3 ou 4 este
integral tem o nome de integral eliptico, quando P(t) tem grau superior ou igual a 5 estamos
na presenca de um integral hipereliptico. O nome eliptico deveu-se ao facto deste integral
expressar o comprimento de um arco de uma elipse. Com efeito, dada a equagio da elipse
§+§;=l,ocomprimentodoarcoeompreendidoentreopontodeabcissaceopontode
abcissa d é dado por

dt,

1 /d at + (B — a?)z? is
o). V@-D@TB- DD
Algumas cubicas sido actualmente chamadas de curvas elipticas devido & sua ligagio com
os integrais elipticos. Esta relagdo, foi inicialmente apresentada por Gauss, Niels, Abel e Carl
Jacobi nos anos vinte do século XIX, sendo, posteriormente, desenvolvida e clarificada por
Riemann.
Na primeira metade do século XVIII, Fagnano e Euler procurando uma alternativa para a

formula clissica que define a soma de dois arcos de uma circunferéncia, quando a
circunferéncia da lugar a uma elipse, verificaram que a soma

/az\/—-ll;.v—)dt-f /:\/—%—_@dt

podia ser escrita como

S |
L ﬁdt + Viz,y),

onde 2 é um a fungdo algébrica de z e y, e V uma fungdo racional ou logaritmica de z e .

Abel mostra que as relagdes de Fagnano-Euler sdo casos especiais de um teorema mais
geral. Ele trabalha exclusivamente no dominio da Analise nio estando familiarizado com a
geometria projectiva. Esta lacuna fez com que néo tivesse presente o conceito de integragiio no
plano complexo. O conceito de integral de primeira espécie e a definigio genus? de uma curva
também falharam.

4 Genus de uma curva, ¢ uma propriedade topolégica invariante de uma curva ou superficie. Genus de
uma superficie ¢ o numero méaxjmo de linhas fechadas simples disjuntas duas a duas sobre a
superficie, sem a separar em duas ou mgjs componentes ‘conexas.
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Em 1851 surge um trabalho que marcou, de certa forma, todo este panorama em que se
vivia, estamos a falar da tese de doutoramento de Riemann sobre a teoria das fungGes
complexas u + v = f(z + iy). Sob a influéncia de consideragdes de hidrodindmica, aplicou o
plano zy conformemente sobre o plano uv e estabeleceu a existéncia de uma fungdo capaz de
transformar qualquer regifo simplesmente conexa de um plano, numa outra regido
simplesmente conexa de outro plano. Esta ideia conduziu a concepgdo da superficie de
Riemann® que introduziu consideragdes topolégicas na anilise. Riemann demonstra a
importincia central da topologia para a teoria das fungGes complexas. Esta tese também
clarifica a defini¢do de Riemann de uma fungéo complexa — holomorfa,

Em 1854 introduz o espago como uma variedade topoldgica de um numero arbitrario de
dimens3es, na qual é definida uma métrica através de uma forma diferencial quadratica.
Estamos a referir-nos ao conceito de superficie de Riemann. ‘

Riemann atacou o problema dos integrais abelianos classificando os integrais de todas as
fungdes meromorfas? da superficie.

A escolha das fungBes meromorfas leva Riemann concepgao geral de transformaéﬁo
birracional entre duas curvas algébricas irredutiveis, correspondendo a uma transformagdo
biholomorfa das suas superficies de Riemann. Uma transformagdo birracional é uma
transformagdo f:V — W, onde V e W sio variedades e onde f € uma fungio racional
invertivel. Com o aparecimento das transformagdes birracionais foi possivel estabelecer uma
ligacdo entre a geometria algébrica e a algebra abstracta. Ao trabalharmos com as
transformagdes birracionais podemos estudar corpos de fungdes algébricas. Desta forma,
possibilita-nos uma maior liberdade e uma analise mais simples de muitas das propriedades
que estas curvas possuem e que sdo preservadas pelas transformagdes, tais como o genus de

uma curva.

5 V. Frances Kirwan, Complex Algebraic Curves, LondonMathematical Society Student Texts 23,

Cambridge 1992 pp111-138.
6 Seja W um subconjunto aberto do plano complexo C. Uma fungiio holomorfa em W ¢ uma funcgio

diferenciévelemtodosospomosdcW,istoé,umafuncﬁof:Wthalque,paratodoaeW,
existe a derivada f'(a) = im/@=L@) . 3. Sebastido e Silva, Andiise Superior, Parte L2 da obra
Textos Diddcticos, vol. II, Fundagio Calouste Gulbenkian, 1999).

7 Uma fungfio meromorfa é uma fungdo f: W — CU {co} onde W ¢ subconjunto aberto no plano
complexo ¢ f:W\f!{co} — C é uma fungdo holomorfa que estd definida na vizinhanga de um ponto
a do seguinte modo f(z)=(79_(—fl)%para m >0, onde g ¢ holomorfa numa vizinhanca de a ¢
g(a) # 0. (v. Phillip A. Griffiths, Introduction to Algebraic Curves, Translation of mathematical
Monographs, Volume 76, American Mathematical Society,1980, pp.11-19)
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O contributo de Riemann permitiu o nascimento da topologia algébrica, possibilitando aos
Seus sucessores a evolugdo da teoria das curvas e superficies algébricas.

§2.5 Desenvolvimento até aos dias de hoje
(1866-...)

A extraordinaria riqueza de novas ideias e métodos introduzidos por Riemann, deu origem a
um desenvolvimento estavel da geometria algébrica por cerca de mais de oitenta anos. Durante
este periodo vdo-se destacar duas ou trés escolas de geometria algébrica, com concepgdes e
métodos diferentes. A primeira tarefa de cada uma é a sistematizagio da teoria birracional das
curvas planas algébricas, incorporando os resultados de Riemann em conformidade com os
seus principios.

Neste primeiro periodo iniciado por volta de 1882 efectuou-se uma abordagem algébrica,
onde se destacam duas correntes, uma defendida por Kronecker e outra por Dedekind e Weber.
Tal permitiu o nascimento dos conceitos modemos, em particular a relagdo entre as variedades
algébricas ¢ a teoria das variedades analiticas complexas. De uma forma resumida definimos
variedade algébrica como o conjunto de solugdes para um niimero finito de equagdes
polinomiais com um nimero finito de varidveis sobre um corpo K, e uma variedade complexa,
manifold, é um espago topolégico separado (2 Hausdorff) com dimensio complexa n, que é
localmente euclidiana, isto é, localmente isomorfa e biholomorfa a um espago complexo C» 8

Dedekind e Weber observaram a grande proximidade entre a geometria algébrica e a
embrionaria teoria dos niimeros algébricos. A concepgio de geometria algébrica é actualmente
simples e clara devido a nossa familiaridade com a algebra abstracta, mas foi precisamente
essa «abstracgio» a caracteristica que fez deste tema o menos popular possivel e 0 menos
perceptivel do seu tempo.

O estudo profundo de Kronecker sobre a teoria das quantidades algébricas teve grande
impacto sobre os algebristas e especialistas em teoria dos nimeros. Os seus trabalhos foram
seguidos por Lasker e Macaulay, nas primeiras duas décadas do século XX. Consistiam,
essencialmente, no uso de um método de eliminagio bem mais flexivel e poderoso que os
anteriores. Com este avango foi, pela primeira vez, possivel dar um significado preciso aos
conceitos de dimensdo e de variedade irredutivel © mostrar que cada variedade (definida por

8 V. Encyclopedic Dictionary of Mathematics, vol. 1, Second edition, MIT Press, 1993, pp. 269-278.
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um sistema arbitririo de equagdes algébricas) mo espago projectivo n-dimensional
decompde-se, de uma tinica forma, na unifio de variedades irredutiveis (em geral de diferentes
dimensdes).

O objectivo de Dedekind e Weber era diferente mas mais limitado que o de Kronecker. Eles
timham métodos puramente algébricos para obter os mesmos resultados algébricos
anteriormente obtidos por Riemann que usou a analise complexa ¢ a topologia. Estes dois
matematicos mostram que a maior parte da teoria das curvas algébricas mantém-se valida,
quando o corpo dos complexos é substituido por um outro corpo K (preferencialmente
algebricamente fechado). Desta forma, em vez de estudarmos uma curva C definida por um
polinémio irredutivel P(z, i), estudamos o corpo de fungdes racionais em C.

Este tratamento puramente algébrico abriu um novo caminho para a geometria

Em geral, ¢ util estudar curvas definidas sobre outros corpos, que ndo o corpo dos reais ou
dos complexos. Por exemplo: para quem trabalha em teoria dos nimeros interessa saber as
solugdes inteiras de uma equagdo diofantina P{z,y) =0, onde P(z,y) representa um
polinémio com coeficientes inteiros. Esta equagdo pode ser analisada como uma congruéncia
modulo p, sendo p um niimero primo. Por sua vez, tal congruéncia pode ser pensada como
definindo uma curva algébrica sobre o corpo finito F, = Z/pZ, que consiste nos inteiros
modulo p, ou sobre o seu fecho algébrico.

No final do século XIX os matematicos comegaram a fazer progressos no estudo de
solugdes de sistemas de mais de uma equagio polinomial a mais de duas varidveis. Durante o
século XX muitas mais ideias e técnicas foram desenvolvidas nesta area da matematica.
Curvas e superficies algébricas sio actualmente bem conhecidas, mas a teoria das variedades
de dimens3o superior a dois é ainda uma area que permanece com muitas lacunas.

As primeiras décadas do século XX presenciaram uma grande divisdo. Por um lado, a
tradigdo geomeétrica do estudo de curvas e superficies dirigida pela escola italiana originando
um desenvolvimento da topologia e geometria diferencial. Por outro, a forca da algebra
comutativa que criava fundamentos € providenciava técnicas de demonstraggo.

Com o aparecimento da algebra abstracta, seguida por Hilbert ¢ Emmy Noether, o rigor e
os fundamentos da geometria algébrica aumentaram nos anos vinte e trinta, devido a van der
Waerden, Zariski e Weil. Um dos interesses centrais era trabalhar a geometria algébrica sobre
um corpo arbitrario.
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Os conceitos fundamentais de geometria abstracta, topologia e espagos vectoriais, foram
estabelecidos entre 1920 e 1940, mas os vinte anos que se seguiram viram uma verdadeira
evolugdo nos métodos de topologia algébrica. O resultado foi o aparecimento de uma nova
disciplina chamada digebra homoldgica. A algebra homolégica é um ramo da algebra
abstracta que trata de resultados validos para muitas espécies diferentes de espagos.

Mais tarde, em 1945, num artigo de Eilenberg & MacLane intitulado “General Theory of
natural Equivalences™ surgem as nogdes de categoria® e functorl® .

A era Grothendieck. Entre 1955 a 1970, a geometria algébrica foi dominada pelos
matematicos de Paris, primeiro Serre e depois Grothendieck e a sua escola. Grothendieck
iniciou um programa gigante no qual defendia a generalizagdo da geometria algébria,
absorvendo desenvolvimentos anteriores apoiados na teoria das categorias. E importante nio
subestimar a influéncia da abordagem de Grothendieck. Gragas ao uso sistematico da nogio de
scheme (nogdo mais geral de variedade), este foi um periodo onde grandes avangos conceptuais
e técnicos foram feitos. A geometria algébrica teve uma participagdo importante nos avangos
observados na topologia, algebra homolégica, teoria de numeros, etc.

O «culto da personalidade» de Grothendieck teve, no entanto, alguns efeitos negativos. A
maioria das pessoas que passaram as suas vidas a ensinar os fundamentos de Weil sofreram
rejeigio e humilhagdo. Foram poucos os que se adaptaram a esta nova linguagem.

Muitos dos matematicos franceses desse tempo sofreram terrorismo intelectual. A parte de
um pequeno numero dos estudantes de Grothendieck, que foram capazes de passar por todo
este ambiente e sobreviver, as pessoas que mais beneficios tiraram das ideias deste homem,
foram as que as propagaram, mas & distincia, na escola de Harvard, na escola de Moscovo e
eventualmente na escola Japonesa de algebristas comutativos.

9 Uma Categoria C pode ser descrita como uma colecglio Ob, de objectos de C, que satisfazem as
seguintes condigdes: e Para cada par a, b de objectos, existe uma colecgio M. or(a,b), chamada de
morfismos de a para b em C (quando f ¢ um morfismo de a para b escrevemos f:a — b);
oParatodotriploa,becdeobjectos,e:dsteumaoperagioenueparesdemorﬁsmosem
Mor(a,b) x Mor(b, c) para morfismos em Mor(a,c), chamada composiclio de morfismos em C
(quando f:a — beg:b— c,entdo(go f):a — ¢)

o Para cada objecto a, existe um morfismo id, em Mor(a, a), chamado identidade em a.

Os morfismos tém ainda que satisfazer dois axiomas:
Sef:a—bg:b—oceh:c—d,entloho(go f) = (hog)o f — Associatividade

Se f:a—bentdoido f = fe foid = f— Identidade. (v.Orlando Neto Equacdes diferenciais em
Superficies de Riemann, Universidade de Lisboa, Faculdade de Ciéncias, 1994, ppP-5-9).

10 Um functor ¢ uma funcio definida entre categorias que transforma objectos em objectos e
morfismos em morfismos.
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Durante os anos setenta algumas escolas tinham os seus interesses particulares. A escola de
Mumford, com a compactificagdo de espagos modulares, Griffith com a teoria de Hodge e de
curvas algébricas, Delic e a cohomologia de variedades, Shafarevich e as superficies K3,
litaka e a classificagdo de variedades de grande dimensdo, etc. Parece que todas estavam a
estudar o mesmo objecto, a geometria algébrica, sendo esta vista como um bloco monolitico.

Por volta dos anos oitenta todo este ambiente sofre alteragdes. A geometria algébrica parece
entdo separar-se em cerca de doze ou mais escolas sem grandes interacgles, das quais
destacamos: curvas e variedades abelianas, superficies algébricas e teoria de Donaldson,
K-teoria e ciclos algebricos, teoria da interacgdo e geometria enumerativa, teoria de Hodge,
geometria algébrica aritmética, aplicagdes a algebra computacional etc.

Como se sabe, o estudo das curvas algébricas complexas esta intimamente relacionado com
muitas areas da matematica. No entanto, gostariamos de apresentar de uma forma resumida, no
final deste percurso historico, uma importante relagdo existente entre as curvas algébricas
complexas e a teoria dos numeros. Trata-se de um tema que muita polémica levantou — o
ultimo teorema de Fermat.

Desde os tempos de Diofanto de Alexandria que os estudiosos da teoria dos numeros
estiveram interessados nas solugdes inteiras de equagdes polinomiais (Analise Diofantina) e,
em particular, em equagdes do tipo z" + ¢y = 2".

Uma pergunta que se colocava era saber se existiam solugdes inteiras para além da nula
quando nn > 2. Esta questdo leva-nos a uma outra analoga, que consiste em saber se existem
solugGes racionais diferentes de zero s = 2 e t = ¥ para a equagdo

s"+tt=1.

Esta ultima equagao define uma curva algébrica fechada a que Fermat chamou curva de
grau n. Este matematico francés disse ter provado que tal equac¢do ndo tinha solugdes nio
triviais quando n > 2. O que é certo é que nunca ninguém viu tal demonstragio e sé cerca de
trezentos e cinquenta anos depois, em 1995, foi apresentada por Andrew Wiles.

Em 1983, Gerd Faltings, um matematico alemdo provou que esta curva algébrica complexa
de genus nn > 2 tem apenas um numero finito de pontos com coeficientes racionais (conjectura
de Mordell). A curva de Fermat de grau n tem genus 1(n —1)(n —2), e, quando n > 4,
existe um teorema que nos permite concluir a existéncia de apenas um numero finito de
solugdes racionais para tal equagdo. Se esse numero finito era, alguma vez, diferente de zero
foi uma questdo que ficou em aberto. Posteriormente, dois matemiticos, Granville e
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Heath-Brown, usaram o resultado de Faltings para mostrarem que o niimero de solugdes da
equagdo de Fermat, se existissem, desceria 4 medida que o expoente n aumentasse.

Mais alguns avangos foram necessarios para que finalmente fosse possivel chegar a
demonstragio deste tdo “misterioso” teorema. Talvez um dos maiores avangos tenha sido a
conjectura de Shimura-Taniyama. Esta conjectura consistia no seguinte: todas as curvas
elipticas!! sio modulares. Em 1995, Andrew Wiles prova esta conjectura, permitindo-lhe
consequentemente chegar a demonstragio do tltimo teorema de Fermat.

Muitos contributos foram necessarios para se chegar & solugdo final: De forma resumida
podemos afirmar que sem o trabalho de Emst Kummer ndo havia a teoria dos ideais e sem os
ideais o trabalho de Barry Mazur niio teria existido. Por sua vez sem Mazur nio teria surgido a
conjectura de Frey e sem a sua sintetizagdo feita por Serre nio haveria a demonstragio de
Ribert, segundo a qual a conjectura de Shimura-Taniyama12 iria estabelecer o ultimo teorema
de Fermat. Parece portanto que nenhuma demonstragio do tultimo teorema de Fermat seria
possivel sem a conjectura apresentada por Yutaka Taniayama em Toquio-Nikko em 1955 e
depois aperfeigoada e precisada por Goro Shimura.

Obviamente que Fermat ndo poderia ter feito tal demonstragdo, até porque a maior parte
dos resultados necessarios para a mesma s6 foram apresentados depois da sua morte. No
entanto, talvez Fermat tivesse pensado numa outra demonstragio para este teorema. Este sera
um mistério que permanecera para sempre.

1'Uma curva eliptica £ uma ciibica nfio singular da forma y? = z° + ax? + bz + ¢, ondea,bec
Tepresentam nAmeros racionais.

12'V. Amir D. Aczel, O Ultimo Teorema de Fermat, Gradiva, 1996.
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Uma curva algébrica pode ser definida, como ja referimos, por uma equagio polinomial a
duas variaveis f(z,y) = 0 no plano euclidiano. O termo “curva algébrica” vai ser abreviado
para “curva”, visto que, no presente trabalho, apenas consideramos curvas que sdo algébricas.
Referimo-nos indistintamente a curva f(z,y) = 0, ou a curva f(z,y), ou ainda a curva f.

Uma forma de estudar uma curva ¢ através da analise da sua intersec¢io com outras curvas
em pontos particulares. Dai a grande importancia do estudo da intersecgdo das curvas.

Inicialmente, vamos apresentar de forma intuitiva, o conceito de intersecgio de duas curvas
na origem. Segue-se um conjunto de propriedades a que chamamos propriedades de
intersecgdo e, por fim, alguns teoremas que delas se deduzem. Posteriormente, alargamos o
concerto de intersecgdo de duas curvas a outros pontos que ndo a origem. Na secgdo 3.3,
depois de definirmos formalmente a intersecgdo entre duas curvas num ponto através da
independéncia de polinémios, vamos poder demonstrar todas as propriedades apresentadas nas
secgdes 3.1 e 3.2. Necessitamos, porém, de apresentar um outro conceito, o de geradores de
intersecgoes.

§3.1 Intersecc¢do entre duas curvas na origem
Comecemos com a ideia de que uma curva pode intersectar-se mais do que uma vez num

determinado ponto. Esta ideia esta presente quando pensamos na curva representada na Fig.15.
Neste caso, parece-nos intuitivo que a curva passa pela origem duas vezes.

Fig. 15
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Também se tivermos duas circunferéncias secantes em dois pontos P e () e se as
afastarmos de forma a que apenas fiquem tangentes, entdo os dois pontos parecem colapsar
num Unico ponto, como se pode ver na Fig. 16. De acordo com este raciocinio, parece natural

pensarmos que as duas circunferéncias se intersectam duas vezes nesse ponto de tangéncia.

| | .O

Fig 16
Consideremos ainda outro exemplo em que temos a curva definida pela equagio y=z3 e
uma recta de declive positivo que passa pela origem. Esta recta vai intersectar a curva em trés
pontos, como se observa na Fig. 17. Com a rotagdo desta recta em torno da origem, podemos
verificar que dois destes trés pontos vdo se aproximando-se cada vez mais da origem,
coincidindo com esta quando a recta se sobrepde ao eixo das abcissas. Concluimos assim que a

curva y = z° intersecta a origem trés vezes.

Fig 17
Depois de dados estes exemplos, e seguindo este tipo de raciocinio, chegamos ao momento

de introduzir o conceito de intersec¢io entre duas curvas na origem.

A intersec¢do entre duas curvas f e g na origem, que designaremos por Io(f,g),
representa a multiplicidade de intersecgdo das curvas f e g na origem, que designaremos por
O. Quando nos referimos a este valor pensamos no niimero de vezes que as curvas f(z,y) = 0

e g(z,y) = O se intersectam na origem. Vejamos algumas propriedades deste valor.

Propriedade 3.1

1o(f, g) é um mimero inteiro ndo negativo ou co.
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Observagio:

Mais adiante (teorema 3.6) iremos verificar que a intersecgio entre duas curvas € 0o
quando uma das curva é multipla da outra e ambas contém a origem.

Propriedade 3.2
IO(fv g) = IO(gv f)

O valor de Io(f, g) ndo depende da ordem de f e g.

Propriedade 3.3
Io(f, g) é maior ou igual a 1 se ambas as curvas f e g contiverem a origem.

Observacdo

Consideremos « e y, os eixos das abcissas e ordenadas, respectivamente. Como estes eixos
se intersectam na origem apenas uma vez, entdo Io(z,y) = 1. Apesar desta afirmagio ser
intuitiva, necessita de uma demonstrag3o, que ira ser apresentada na secgdo 3.3.

Propriedade 3.4
Sejam f, g e h trés polinémios com duas variaveis. Entdo Io(f, g) = Io(f, g+ fh).

Esta propriedade é verificada porque as equagdes f(a,b)=0 e g(a,b) =0 sdo
equivalentes as equagdes f(a, b) = O e g(a,b) + f(a,b)h(a,b) = 0, logo f e g intersectam-se
em (a,b) se e s6 se f e g+ fh também se intersectarem nesse ponto. Se generalizarmos este
resultado para intersecgdes muiltiplas na origem entfio temos que as equagdes f(a,b)=0e
g(a,b) =0, ou f(a,b)=0 e h(a,b) =0 sdo equivalentes as equacdes f(a,b)=0 e
g(a, b)h(a, b) = 0. As intersecgSes na origem de f e gh sGoasde feg,easde feh.

Propriedade 3.5
IO(fa gh) = IO(fvg) + IO(f’ h)

Mediante estas cinco propriedades podemos determinar, de uma forma simples, intersecgSes
entre duas curvas na origem, que a priori seriam um pouco dificeis de determinar. Vejamos um

exemplo. Queremos determinar Io(f,g), em que as curvas f e g sdo definidas do seguinte
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modo: f(z,y) = 2% e g(z,y) = . Assim,
Io(f,g9) = Io(d* %)

= 10(32: y) + 10(232, y) + 10(132, y) (prop 35)
= 3Io(z? y)

= 3lo(y,z%) (prop. 3.2)
= 3(lo(y,z) + Io(y, x)) (prop. 3.5)
= 3- ZIO(y’ w)

= 3.2 (prop. 3.2 e obs. precedente 4 prop. 3.4)
= 8.

Vamos agora deduzir alguns teoremas fundamentais para o estudo presente.

Teorema 3.6
Se f e g sdo polindmios tais que f ¢é factor de g e a curva f(z,y) = 0 contém a origem,
entdo Io(f,g) = oo.

Demonstragdo
Vamos considerar dois casos:

1°Caso — g(z,y) = 0.
Pela propriedade 3.3 sabemos que In(f,g) > 1.
Para n inteiro positivo temos n - Io(f, g) > n. Pela propriedade 3.5 temos

n-Io(f,9) = Io(f,9") = Io(f,g) (pois g" = 0" = 0).

Logo Vn € N* Io(f,g) > n, portanto Io(f,g) = oo.
2°Caso — g(z,y) # 0.
Como f ¢ factor de g, tem-se g = f - h para algum polinémio k. Assim, temos

Io(f,9) = Io(f,fh)
Io(f,fh—fh)  (prop.3.4)
IO(fa 0)

= oo (1.° caso) .0

Teorema 3.7

Se f, g e h sdo curvas tais que g ndo contém a origem, entdo Io(f,gh) = Io(f, h).
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Demonstracio

Pela propriedade 3.5 temos que Io(f, gh) = Io(f,g) + Io(f,h). Como g ndo contém a
origem, temos Io(f, g) = 0, donde se obtem a igualdade pretendida.0]

Para mostrarmos a aplicabilidade deste teorema, vamos considerar o seguinte exemplo:
Queremos  determinar o mnumero de vezes que as curvas f(z, Y=y—z* e
9(z,y) = ¥ + 2%y + 22® + 7 se intersectam na origem, ou seja o valor de Io(f, g).

Efectuando o algoritmo da divisfo!3 obtemos:

v +2'y+22° + 2= (y - 2?)o + 2Py + 2t + 2) + (=5 + 2t + 227 +z),
donde concluimos, pela propriedade 3.4,

Ily— 2, @ + 2%y + 222 +2) = Io(y— 2%, 2% + =t + 222 + z)
=Io(y— 2% (z° + * + 2z + 1)z).

Como z° + z° + 2z + 1 = 0 ndo contém a origem, entdo pelo teorema 3.7 e recorrendo
novamente 3 propriedade 3.4 obtemos:

Io(y— 2% + 2%y + 22° + 2) = Io(y — 2%, 7) = Io(y, 2)
Pela propriedade 3.2 e observagdo que precede a propriedade 3.3 concluimos finalmente
ly-a% vy +22y+ 20 +2) =1

O teorema que se segue da-nos um resultado relativo a divisilidade entre polinémios.

13

v +z%y 222+ z Iy—a:2
—y  +z¥ ¥ + 2Py + 2t + 22
+ 2%y’
— oy +z'y
(z® + zt)y
— (@ +z')y 2+t
B4zt +22 42
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Teorema 3.8

Sejam p(z) e g(z, y) polinémios.

@) Se dividirmos g(x,y) por y — p(z), obtemos como resto o polinémio g(z, p(x)), quer
dizer, existe um polindmio h(z,y) tal que

9(z,v) = (y ~ p())h(z,y) + g(z, p(2)); )

(@) Em particular, y — p(z) é factor de g(z, y) se e 56 se g(z, p(x)) é o polinémio zero.

Demonstragdo

() Seja h(z,y) o quociente e r(z,y) o resto resultante da divisio de g(z,y) por y — p(x),
ou seja:

9(z,y) = (y — p(z)) h(z,y) + r(z, y). (93

Ao substituirmos p(x) por y em g(z,y) obtemos v—p(z) = p(z) — p(z) = 0, e de (2)
resulta g(z, p(z)) = r(z, p(z)), onde nio ocorre y. Desta 1iltima igualdade e de (2) temos (1).

() Se y—p(z) é um factor de g(z, y), entdo existe um polinémio k(z,y) tal que
9(2,y) = (v — p(2))k(=, y) e, portanto, g(z, p(x)) & o polinémio zero.

Reciprocamente, se g(z, p(z)) é o polinémio zero, por (1) concluimos que y — p(x) é um
factor de g(z,y) e podemos escrever g(z,y) = (v — p(z))k(z,y) para um determinado
polinémio k(z, y).00

Como caso particular do teorema 3.8, temos o teorema seguinte, em que g é fungdo apenas
de y e em que p(z) = b, sendo b um nimero real.

Teorema 3.9

Seja g(y) um polinémio em y, e seja b um nimero real.

() Com a divisdo de g(y) por y — b obtemos o resto 9(b), logo existe um polinémio h(y)
tal que g(y) = (y — b)h(y) + g(b).

(i) Em particular, y — b é um factor de g(y) se e s6 se g(b) =o0.

Chegamos a0 momento de determinar a multiplicidade de intersec¢dio na origem entre duas

curvas, em que uma ¢ do tipo y = p(z). Esta multiplicidade vai ser dada pelo resultado que se
segue.
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Teorema 3.10
Sejam g(z,y) = 0 e y = p(x) duas curvas tais que y = p(x) contém a origem e ndo é
factor de g(z,y) =0. O nimero de vezes que y = p(x) e g(z,y) = 0 se intersectam na

origem é o menor grau de todos os termos diferentes de zero de g(z, p(z)).

Demonstracdo

Por hipétese y — p(z) ndo ¢ factor de g(z,y) = 0 logo, pelo teorema 3.8 (ii), g(x, p(z)) é
diferente de zero. Seja s o menor grau de todos os termos diferentes de zero de g(z, p(x)).
Queremos mostrar que Io(y — p(z), g(z,y)) = s.

Como z* é comum a todos os termos, podemos escrever

9(z, p(x)) = z°q(z).

Note-se que o termo independente do polinémio g(z) é diferente de zero e, portanto,
g(z) = 0 ndo contém a origem. Assim, de (1) obtemos

9(z,y) = (y — p(z))h(z, v) + z°q(z)).

Logo,
Io(y — p(z), 9(z,v)) = Io(y— p(z), (v — p(a))h(z,y) + z°q(z))
= Io(y — p(x),z°q(x)) (prop. 3.4)
Como g(z) = 0 ndo contém a origem e aplicando o teorema 3.7 obtemos
Io(y — p(z) 9(zy)) = Io(y— p(z),2°)

= slo(y—p(z),z) (prop.3.5)

Como, por hipétese, y = p(z) contém a origem, entio p(0) =0 e, portanto, o termo
independente de p(x) é zero. Desta forma, podemos escrever p(z) = zt(x) para algum
polinémio t, e assim ‘

Io(y — p(z),9(z,y)) = slo(y—=t(z), )
= slo(z,y) (prop. 3.2e3.4)
= s (obs. que precede a prop. 3.4).

Concluimos entdo que Io(y — p(z), g(z,y)) = .00

Neste momento ¢ recorrendo ao teorema 3.10, podemos, de forma simples, determinar o
nimero de vezes que duas curvas se intersectam na origem quando, na equagio de uma delas, é

possivel expressar y como um polinémio em z. Podemos, assim, voltar a estudar o exemplo
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anteriormente  trabalhado  em que tinhamos as curvas f @y)=y—2% e
9z, y) =y 422y + 222+ z, e determinar (£, ), agora recorrendo a este teorema.

Considerando y = p(z) = 22, temos 9(z, p(z)) = (z*)* + 2222 + 222 ¢ 1.

Como g(z, p(z)) é diferente de zero, pelo teorema 3.8 (ii), y— 22 ndo & factor de
¥ + 2% + 222 + 2. Também sabemos que y = 72 contém a origem, logo podemos aplicar o
teorema 3.10 econcluirqueonﬁmerodevezesquey::c"eg(:c,y) =P +2%+222 4 zse
intersectam na origem ¢é defenido pelo menor grau de todos os termos diferentes de zero do
polinémio g(z, p(x)), ou seja 1.

Tomemos agora para p(z) um polinémio diferente de zero sem termo constante. Porque
p(z) é diferente de zero, g — p(z) ndo é factor de y. Aplicando o teorema 3.10 e considerando
9(z,y) o polinémio y — p(z), concluimos que o numero de intersecgdes na origem que
¥ = p(z) faz com o eixo das abcissas ¥ = 0 corresponde a0 menor grau da poténcia de z de
p(z). Com este resultado podemos, de forma muito rapida, determinar o nimero de
interseccdes na origem que algumas curvas fazem com o eixo das abcissas. Consideremos a
titulo de exemplo a curva y = 227 — 946 4 4,2 Comoomenorgmudapoténciadezédois,
este é também o niimero de intersecgdes pretendido.

Com o teorema 3.10 podemos determinar o niimero de vezes que duas curvas se intersectam
na origem quando uma das curvas ¢ susceptivel de ser escrita na forma y = f(z). No entanto,
com um pouco mais de trabalho, podemos generalizar este resultado para duas curvas
quaisquer. O processo de determinagdo deste mimero consiste na eliminagio da maior poténcia
de y que aparece nas duas equagdes. Para tal, recorremos as propriedades 3.1-3.5 e aos
teoremas 3.6-3.7. Esta eliminagdo é feita varias vezes de modo a fazer desaparecer por
completo com o “y” de uma das duas equagGes. Obviamente que todo este processo pode ser
realizado de modo a eliminar as poténcias de z e ndo as de ¥. Depois de estabelecida esta
técnica, estamos aptos a determinar a multiplicidade de interseccBes existentes nessas duas
curvas na origem.

Para methor compreendermos este Procedimento vejamos o seguinte exemplo.

Sejam f(z,y) = 1® — 224 e g(z, ¥) =z + 2y — 22 duas curvas, Queremos determinar
Io(y - 22*, 23 + 2y — 2?).

Pela propriedade 3.5 temos

Io(z, xy? + 2y — 2?) + Io(y® — 224 zy? + 2y~ 2°) = In(z(y® - 2z%), oy® + 2y — z?),
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ou seja,
Io(y® — 22%, zy® + 2y — z?) = In(zy® — 21°, Ty’ + 2y — z%) — Io(z, 2y + 2y — z?).

Ora,

Io(f,9) = Io(zy’ — 22°, 2 + 2y — 2°) — Io(z, 2(s? — z) + 2y)
= Io(zy® - 22° 2P + 2y — 2%) — Io(z,2y) (prop. 3.4)
= Io(zy’ — 22°,z¢” + 2y — 2%)) — Io(z,y) (teorema 3.7)

Io(zy® — 22°, 257 + 2y —2%) — 1 (obs. que precede a prop. 3.4).

Vejamos agora a quantidade Io(zy® — 2z°, zy® + 2y — z2).
Apoténciamaisa]tadeyexistmtenasduascurvaséy"‘. Desta forma, e com a finalidade de
eliminar o termo z3°, vamos recorrer a propriedade 3.4 e multiplicar a segunda equagdio por

—Y para posteriormente somar & primeira;

Io(f,9) = Io(zy® —22° — y(z® + 2y — 2°), o3P + 2y — z?) -1
Io(—2y° —z%y — 22°, 22 + 2y — ) - 1.

Procedendo & técnica de eliminagdio anterior, vamos agora eliminar o termo de v’ da
segunda equacdo. A forma mais simples de o fazer ¢ através da propriedade 3.4, onde
multiplicamos a primeira equagio por — 22 € somamos i segunda:

Io(f,9) = Io(-2" -2y — 22", 2 + 2y —2? - %z(—zzf — 2’y —22%)) — 1

= Io(-2¢ — 2%y —22°, (2 + -;-:cs)y-t- 2°— 2% —1.
Vamos aplicar o teorema 3.7 ¢ multiplicar a primeira equagfio por 1 + 12°. Note-se que a
curva 1+ 1z® = 0 néio contém a origem:
1 , 1
Io(f,9) = Io{(1+ Zx3)(_2y2 -2’y —22°), (2 + §x3)y+ 2 — %) -1
= Io(—(2+ %:&r;‘”)y2 + (—z? - 41:c5)y —2z° — %xs, 2+ %:c3)y+ -z -1
Voltando a recorrer a técnica de eliminagio anterior e somando 3 primeira equagéo o produto

de y pela segunda equagio obtemos, depois de feitas as devidas simplificac3es, a seguinte
expressao:

Io(f,9) = Io((—22® - %xs + %)y — 22° — %xs, @2+ %:r:‘)y +2%~ 2%) -1

= Io(z*((-2 — %x:’ +z)y —22° — %zs), 2+ %:c3)y+ - %) -1
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I(f,9) = Io@@ (24 lz3)y+z6— x2)+
Io((-2- —a:'3 + 2ty — 2% —z 2+ —Zs)y+z6_ -1 (rop.3.5)
= Io(z?, (2-1-—1:3)31-1-(1: —1)1:2)+
lo((~2~ g+ 25 - 3@ I as )y
= D@ 2+ —13)y)+

Io((-2- st +at)y— 243 - %z‘*, 2+ %f)y +2°— 2%~ 1 (prop. 3.4).(3)

Efectuando os calculos em separado de cada uma das duas intersecgdes que estiio
envolvidas no calculo da intersecgdo Io(f, g) obtemos:

P, @+ 32 W) = Tole, 24 1) + 1t

= 0+2Io(z,y) (acurva 2 + éa: = Onaocontemaongemeprop 35)
= 2. (obs. que precede a prop. 3.4).

Na segunda intersecgio Jo((—2 — i+ 2y — 255 325 2+ 123y + 25 — z?)
vamos aplicar a propriedade 3.4 somando a segunda equago 3 primeira de forma a obtermos

Io((-2 - 41:63 +azf)y—27° - %zs +(2+ %zs)y-i- -2, (2+ §z3)y+ z° — z7),
Depois de simplificada a exress3o anterior, obtemos

Ip ((%x3 +zt)y — 343 + %xs, 2+ %xs)y +a° — 27),
Ora,

Io((32° + zt)y — 323 + 128 (243 3)y+z - )=
= Io(z3 (( +z)y— 3+ xg),(2+—:z:3)y+as - z7)

= Io(z® (2+ —:c3)y+z ~ z°) [teorema 3.7, a curva
(Z+x)y—3+§1-x3=0n§ocontémaorigem]

= 3lo(z, (24 %zs)y +25~ 27) (prop. 3.5)
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= 3lo(z,(2+ %x3)y+ (° - z)z)
= 3o, 2+ 55°)) (prop. 3.4)

= 3lo(z,y) (teorema 3.7, a curva2 + -;—:::3 = 0 nélo contém a origem)
= 3

Retomando a igualdade em (3) e ja efectuadas as operacBes ai definidas obtemos
Io(f,9) =2+ 3 —1,logo Io(s* — 22 ,2y® + 2y — 2%) = 4.

§3.2 Intersec¢iio em coordenadas homogéneas

Em coordenadas homogéneas uma curva algébrica, ou simplesmente uma curva, é uma
equagdo do tipo F(z,y,2) =0, em que F(z,y,z2) representa um polindmio homogéneo.
Comecemos por estender as curvas algébricas do plano euclidiano ao plano projectivo.
Todavia, é necessario termos cuidado pois uma equagio polinomial F(z,y,2) =0 a trés
varidveis njo define necessariamente uma curva no plano projectivo. De facto F' tem que
verificar a seguinte propriedade:

F(a,b,c) = 0seesése F(ta,th,tc) = 0, parat # Oe (a, b, c) # (0,0,0).

Um polinémio homogéneo F(z, y, z), que iremos representar por uma letra maiuscula, de
grau d e variaveis z, y, z é uma expressio do tipo:

F(z,y,2) =) ez’ y 22779, €))

onde os e;; € R ndo sio todos iguais a zero e i , j € Z7 com i+j+(d—i—j)=d. Da
igualdade anterior, ao substituirmos (z, y, 2) por (tz, ty, tz), obtemos

Fltz,ty,tz) =) ey(t)(ty)(tz)*

= t’fZegj z' ' P

= tdF(z, ¥, 2),

donde se conclui que F(ta,tb,tc) = 0 <= F(a,b,c) = 0 para todo o ¢ # 0 e todo o ponto
(a,b,c).

Por analogia & defini¢do anterior, um polinémio homogéneo de grau d sobre o corpo dos
complexos é um polinémio F'(z,y, z), que tem uma equagdo do tipo (3), onde os coeficientes
sdo numeros complexos ndo todos iguais a zero.
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Um ponto (z,y) do plano euclidiano pertence ao grafico f(zx,y) =0 se e s6 se o ponto
correspondente (x,y,1) do plano projectivo pertencer ao grafico F(z,y,z) = 0. Assim,
ambos os graficos representam curvas que contém o mesmo ponto do plano euclidiano.
Chamamos f a restricdo de F ao plano euclidiano. Reciprocamente, se f(z,y) é um
polinémio diferente de zero de grau d de duas variaveis, podemos estender a curva f(z,y) = 0
do plano euclidiano para o plano projectivo através da homogeneizagio F(x,y, 2) de f. Esta
homogeneizagdo é obtida multiplicando cada termo de f pela poténcia de z necessaria para que
o termo fique com grau d. Desta forma, se f(z,y) = Y e;; ' 3/, temos

F(z,y,2) =Y _eyz'ys 7,

de modo que F é o polinémio homogéneo do mesmo grau (d) que f . Quando z = 1 temos
f(z,y) = F (z,y,1). Neste caso dizemos que F é uma extensdo de f ao plano projectivo.
Obtemos o grafico de F" a partir do grafico de f adicionando pontos no infinito.

Para exemplificar esta ideia consideremos a hipérbole zy = 1 do plano euclidiano. O
polinémio zy — 1 tem, como sabemos, grau 2. Para se obter a homogeneiza¢io deste
polinémio, multiplicamos cada termo pela poténcia de z necessaria de forma a manter o grau 2
em todos os termos. Assim, obtemos a curva zy = 22. Esta ndo é mais do que aextensaoda
curva zy = 1 ao plano projectivo. Os pontos (z,y,1) de zy = 22 sio exactamente os pontos
(z,y) de zy =1, no entanto a primeira curva contém mais alguns pontos, os pontos no
infinito. Analisemos primeiramente os pontos no infinito do tipo (1, s,0) e posteriormente o
ponto (0, 1,0). Os primeiros pontos vio ser caracterizados por terem s = 0, logo o ponto que
pertence a esta curva é o ponto de coordenadas homogeéneas (1, 0, 0). Por sua vez, o ponto no
infinito (0, 1,0) também pertence a curva. Desta forma, concluimos que os pontos no infinito
que a curva contém sio o ponto (1,0,0), que pertence a uma recta horizontal, e o ponto
(0,1,0), que pertence a uma recta vertical. Podemos associar as duas “extremidades” da
hipérbole que se aproximam do eixo das ordenadas o ponto (0,1,0), e as duas “extremidades”
da hipérbole do plano euclidiano que se aproximam do eixo das abcissas o ponto (1,0, 0).
Desta forma, a hipérbole no plano projectivo pode ser vista como uma curva fechada.

O numero de vezes que duas curvas se intersectam na origem ndo é alterado quando
passamos do plano euclidiano para o plano projectivo e passamos das coordenadas usuais
(z,y) para as coordenadas homogéneas. Formalizamos esta ideia através da seguinte
propriedade que ira ser demonstrada na secgiio seguinte.
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Propriedade 3.11
Sejam F(z,vy,z), G(z,y,z) polinomios homogéneos e O a origem e consideremos,
ainda, as seguintes igualdades: f(z,y) = F(z,y,1) e g(x,y) = G(z,v,1). Entdo temos
Io(F(zyy, 2), G(z, ¥, 2)) = Io(f(z,¥), 9(z, ¥))-

Chegamos ao momento de introduzir uma generaliza¢do da ideia inicial de intersec¢@o entre
duas curvas na origem. Estamos a falar na multiplicidade de intersecgdo entre duas curvas do
plano projectivo num ponto P que ndo a origem, ou seja, o inteiro associado a todo o par de
polinémios homogéneos F(z,y, 2) e G(z,y, z) e a todo o ponto P do plano projectivo. Este
inteiro definido por Ip(F,G) representa o nimero de vezes que ambas as curvas se
intersectam no ponto P. Segue-se a definigao de transformagio linear associada a mudangas de
variaveis em coordenadas homogéneas.

Definicfio 3.12

Sejam f(z,y) e g(z,y) polinomios diferentes de zero, F(z,y,z2) e G(z,y,2) as suas
homogeneizagdes e (a,b) um ponto no plano euclidiano. Definimos multiplicidade de
intersec¢do das curvas f(z,y) =0 e g(z,y) =0 no ponto (a,b) do plano euclidiano,
Iop)(f,g), como sendo a multiplicidade de interseccio Iiop1)(F,G) das curvas
F(z,y,z) = 0e G(z,y, z) = 0 no ponto (a, b, 1) do plano projectivo.

As transformagdes lineares em coordenadas homogéneas vao-nos possibilitar tirar partido
da simetria do espago euclidiano. Usamos estas transformagdes lineares de duas formas. Uma,
com vista a determinar a multiplicidade de intersecgdo entre duas curvas num qualquer ponto
do plano projectivo. Neste caso transportamos esse ponto para a origem e usando as técnicas
anteriores para determinar a multiplicidade de intersecgdo. Outra, com a finalidade de
simplificar as equagdes das curvas.

Definicdio 3.13
Uma transformagio é uma aplicagdo do plano projectivo real nele préprio, que transforma
qualquer ponto (z, y, 2) no ponto (', /, 2’) determinado pelas seguintes equagdes:
' =az+by+ez

¥y =dztey+fz @
Z=gr+hy+iz
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onde a, ..., ¢ sio nimeros reais, em que nem todos z, y, 2 sdo iguais a zero, de tal modo que as
equagSes em (4) sdo equivalentes as equagdes da forma:
z=Az + By +C?

y=Dz' + By + Fz
2=Gd +HyY + 1/

em que expressa z, y, e z em termos de 2/, i/, 2/ onde A, ..., I sdo niimeros reais.

As transformagdes do plano projectivo real consistem em transformagdes lineares
invertiveis em coordenadas homogéneas.

Observagdes

() Se substituirmos z, y, z na definigio por tz, ty, tz (com t # 0), respectivamente, os
correspondentes valores 7, 3/, 2’ aparecem também multiplicados por ¢.

(i) Estas transformagdes preservam as rectas: pontos colineares sio transformados em
pontos colineares.

(iii) Como nem todos , y, z sdo iguais a zero, logo nem todos Z', i, 2’ sdo iguais a zero.

(iv) Quando trabalhamos sobre o corpo dos complexos as transformagdes sio do mesmo
tipo (4), sendo a, ..., i nimeros complexos, gozando também da invertibilidade.

Como exemplos destes tipos de transformagdes temos:

1. A translagdo do plano euclidiano de h «unidades» horizontais e de k «unidades»
verticais, isto ¢, uma aplicagio que transforma o ponto (z,y) no ponto (z+ h,y+ k). A
correspondente transformacio do plano projectivo envia o ponto (z,y,z) para o ponto
(«,¢,7)ondes’ =z +hz, Yy =y+kzes = z;

2. Uma transformagio que consiste na troca de duas ou mais coordenadas. Como um
exemplo deste tipo de transformagio temos a aplicagio que alterna a primeira com a terceira
coordenada definida por 2’ = z, Y/ = y e 2/ = z. Neste exemplo, a recta no infinito z = 0 é
transformada na recta z = 0. Usamos frequentemente estas transformagdes para enviar pontos
no infinito para pontos do plano euclidiano.

3. A transformagdo em que se multiplicam as coordenadas por constantes diferentes de
zero. Esta transformagdo ¢é definida da seguinte forma =’ = rz, Y=syez =tzonder,set
sdo mumeros reais diferentes de zero. Neste caso os pontos (z,y,2) sdo enviados para os
pontos (rz, sy, tz).

42



I1I. Intersecgdes

Obviamente que destes trés tipos de transformagdes que foram apresentados, podem sempre
obter-se novas transformacdes que resultam da composigdo destas iniciais.

O teorema que Se segue permite-nos garantir a existéncia, em determinadas condigdes, de
uma transformacdo que transforma quatro pontos noutros quatro do plano projectivo.

Teorema 3.14

Consideremos no plano projectivo quatro pontos diferentes A, B, C e D, dos quais
nenhuns trés sdo colineares, e sejam A', B, C' e D' quatro pontos com as mesmas
caracteristicas. Entdo existe uma transformagdo que aplica A, B,Ce Dem A', B', C'e I,

respectivamente.

Demonstracdo

Vamos demonstrar que existe uma aplicagio T' que transforma os pontos A, B, C e D nos
pontos (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e (1,1,1), respectivamente. Logo,existe uma outra
transformagdo G que envia os pontos A’, B, C' e D’ para (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e
(1,1, 1), respectivamente. Como as transformagSes aqui definidas admitem inversa, fazendo a
composta G~ o T obtemos a transformagéo pretendida.

Comecemos por arranjar uma transformagio que envia o pomto A para o ponto de
coordenadas (1,0,0). Como A tem pelo menos uma coordenada diferente de zero entdo
podemos assumir que esta é a ultima. Caso esta coordenada fosse a primeira, ou a segunda
podiamos sempre aplicar uma transformagdo que altemasse a ultima coordenada com uma
outra, de forma a garantir que esta ultima fosse diferente de zero. A tem coordenadas
homogéneas, logo consideramos A = (r,s,1). Aplicando a transformacdo r=z-rz,
Y =y—sz e ¥ =2 o ponto A é enviado para (0,0,1). Aplicando novamente a
transformagdo que alterna a primeira coordenada com a terceira, obtemos o ponto pretendido
(1,0,0).

Consideremos B’ a imagem de B resultante das transformagdes até aqui aplicadas. Como
as nossas transformagdes s3o invertiveis e portanto injectivas e A # B, logo o ponto
B' # (1,0,0). Desta forma, este ponto vai ter a terceira ou a segunda coordenada diferente de
zero. Fixando o ponto (1,0,0) e eventualmente altemando a segunda com a terceira
coordenada podemos assumir que a Gltima coordenada de B’ ¢ diferente de zero. Seguindo o
raciocinio anterior temos B’ = (t,u, 1). Aplicando a transformagdo ' =z —tz, 9 =y —uz

e 7=z, 0 ponto B’ é transformado em (0,0,1) e (1,0,0) mantém-se fixo. Aplicando
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novamente a transformacgdo que altema as duas ltimas coordenadas concluimos que o ponto
B é transformado em (0, 1, 0).

Consideremos C’ a imagem de C' resultante de todas estas transformagdes. Seguindo um
raciocinio semelhante ao anterior podemos afirmar que C' tem coordenadas homogéneas
(v,w,1). A transformaglio ' =z —vz, Y =y—wz e 7 =z vai fixar os pontos de
coordenadas (1,0, 0) e (0, 1,0) e enviar o C’ para (0, 0, 1).

Nesta altura os pontos A, B e C foram transformados, respectivamente, nos pontos
A" =(1,0,0), B" = (0,1,0) e C" = (0,0, 1).

Seja D' a imagem de D mediante todas estas transformagdes até aqui apresentadas. D’ nio
pertence as rectas A"B” (z=10), B'C" (z=0) e A"C" (y= 0), pois as transformagdes
preservam a colineariedade. Assim, D’ tem as trés coordenadas diferentes de zero (h K, 0).
Aplicando a transformagdo =’ = £, 3/ = ¥ e 2’ = £, o ponto I’ é enviado para (1,1,1)eo0s
outros trés pontos mantém-se fixos.

Fazendo a composta de todas estas transformagdes pela ordem indicada, concluimos que
existe uma transformagdo que transforma os pontos A, B, C e D nos pontos (1,0, 0),
(0,1,0), (0,0,1) e (1, 1, 1) como pretendiamos. ]

As transformagdes no plano projectivo correspondem a transformagdes lineares invertiveis
em R®. Como sabemos, estas transformagdes lineares em R® sdo determinadas pela imagem de
trés vectores linearmente independentes. Parece-nos que este Gltimo teorema entra em
desacordo com esta ultima afirmagdo. Este wltimo teorema leva-nos a pensar que existem
quatro graus de liberdade e ndo trés. De facto, o quarto grau de liberdade esta relacionado com
a homogeneidade das coordenadas do plano projectivo.

O resultado que se segue permite-nos concluir que as transformagdes preservam o grau de
uma curva, bem como a multiplicidade de interseccdes entre curvas. A demonstragio desta
propriedade sera apresentada na secgdo seguinte.

Propriedade 3.15

Consideremos a transformagdo do plano projectivo que transforma o ponto (z,y, z) no
ponto (z',y',2'). Sejam P um ponto do plano projectivo e P’ a sua imagem quando
transformado. Sejam F(z,y,2)=0 e G(z,y,z2)=0 curvas e F'(z',y, 2)=0 e
G'(z', v, #) = 0 as suas imagens pela transformagdo. Entdo temos:

Ip(F (2,4, 2), G(z,9,2)) = Ip(F'(z,1/, /), G'(z', ¢/, 7).
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Podemos, neste momento, estabelecer as propriedades de intersecgéo entre duas curvas para
um ponto P, que nio seja necessariamente a origem. Vamos portanto, generalizar as

propriedades anteriores referentes a intersecgdo, mas agora, em qualquer ponto.

Teorema 3.16

Sejam dadas as curvas de equagdes F(z,y,z) =0, G(z,y,2) =0 e H(z,y,2) =0 no
plano projectivo e um ponto P. Entdo:

() Ip(F, G) representa um niimero inteiro ndo negativo ou infinito;

@) Ir(F,G) = Ip(G, F);

(ii)) Ip(F,G) = 1 se e 56 se F e G contém P;

(iv) Ip(F,G) = Ip(F,G + FH) se G + FH é homogéneo;

™) Ip(F,GH) = Ip(F,G) + Ip(F, H);

(i) Ip(F,G) = oo se F é factor de G e contém P.

Demonstragdo

Pelo teorema 3.14, sabemos que existe uma transformagdo que envia o ponto P para a
origem. Como as transformagdes preservam a multiplicidade de intersecg3es entre duas curvas,
logo pelas propriedades 3.1 a 3.5 e teorema 3.6, fica demonstrado o presente teorema.[]

Observacio
Sendo K uma constante diferente de zero e F' ¢ H polinémios homogéneos, entdo

Ip(F,KH)=Ip(F,K)+ Ip(F,H) = Ip(F, H).

Os polinémios K H e H representam a mesma curva, pois um ¢ miltiplo escalar do outro.
Ambas as curvas tém as mesmas solu¢des no plano projectivo. Identificamos numa mesma
recta, todas as rectas que diferem entre si por produtos de escalares diferentes de zero.

Tal como referimos anteriormente, segue-se um resultado que nos permite afirmar que as
translagdes preservam a multiplicidade de intersecgdes.
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Teorema 3.17

Sejam a e b niimeros reais.

@) Sejam F(z,y,2) e G(z,y, z) polinémios homogeneos, e sejam f(z,y) e g(z,y) as
suas restrigdes ao plano euclidiano, respectivamente, logo F(z,y,1) = f(z,y) e
G(z,y,1) = g(z, ). Entdo

Tab)(F(2,9,2), G(z, 9, 2)) = Loo)(f(z + a,y + b, gz + a, y + b));
() Sejam f(z,y) e g(z,y) polinémios diferentes de zero. Entéo

Tan)(f(2,9), 9(2,0)) = Ioo)(f(z + 0,y + b), oz + 0,y + B));

(i) Sejam F e G polindmios homogéneos, e consideremos F(z,y,1) = f(z,y) e
G(z,y,1) = g(x,y). Entdo

I(a,b,l)(F(xi Y, z)’ G(.’E, Y, z)) = I{a,b)(f(xﬂ y)ﬂ g($1 y))

Demonstrag"o

Consideremos a transformacdo definida porr’'=z—az, Yy =y—bce=1zo0u seja
z=z'+ay, y=yY +b27 e 2= 7. Esta transformagdo vai transformar o ponto (a,b,1) no
ponto (0,0, 1). De acordo com a propridade 3.15 temos

Too)(F(z' + a2,/ + b2, "), Gz’ + a2, o/ + b2',2')) = Iy 1y(F(z, 4, 2), Gz, y, 2)).
Tomando 2’ = 1 da igualdade anterior obtemos:
To0)(F(z"+a,4/ +b,1),G(z’ + 0,y + b, 1)) = Iup 3y (F(z, 4, 2), Gz, , 2)).  (6)
Pela propriedade 3.11 temos

Too(F('+ 0,4/ + b,1),G(z’' + a,5/ + b, 1)) =
Too)(f(z' +a,9/ +b), g(z' +a,4/ +b)). (D

De (6) e (7) obtemos a igualdade pretendida.
(i) Sejam F(z,y, 2) e G(z,y, z) as homogeneizadas de f(z,v) e g(z,y). Pela defini¢io
3.12 temos:

I(a.,b) (f(%‘, y)v g(xv y)) = I(a,b,l) (F(J.', v, z)ﬂ G(z1 Y, Z))
Por (i) concluimos

I(a,b) (f(zv y)v g(.’L‘, y)) = I(O,O)(f(m +a,y+ b)o g(z +a,y+ b)
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(1ii) De (i) e (ii) obtemos a igualdade pretendida.d

Com o teorema 3.17 (ii) facilmente determinamos a multiplicidade de intersecgdo entre duas
curvas num ponto especifico. Vejamos um exemplo.

Consideremos as curvas y = -2z e y=2z2+ 2z e consideremos o ponto (—4,8),
queremos determinar Ji_,g)(y + 22,y — 2 — 2z).

Pelo teorema 3.17 (ii) temos

Iag(y+20,y—2°—22) = Tooy(y+8+2(x—4),y+8 —(z -4 —2(z~ 4))
= Ioo)(y+ 2z, y — z? + 6z).

Pelo teorema 3.8 (i) sabemos que y + 2z ndio ¢ factor de g(z,y) = y — 22 + 2z. Como
y = —2r contém a origem podemos aplicar o teorema 3.10, em que a multiplicidade de
intersecgdo vai ser dada pelo menor grau de qualquer termo diferente de zero quando
substituimos —2z por y na expressio y-—x?+6z. Assim, a expressio ¢
(—2x) — 2® + 62 = —2” + 4z e o valor pretendido é 1.

Até agora trabalhdmos com intersec¢des entre duas curvas em pontos do plano euclidiano.
Sabemos no entanto que existem pontos no infinito. Sera que podemos determinar as
intersecgdes em pontos no infinito? A resposta é afirmativa. Para isso basta aplicarmos uma
transformag&o que alterna as coordenadas de forma a transportar esses pontos no infinito para
o plano euclidiano e posteriormente aplicar o teorema 3.17.

Antes de terminarmos esta secgdo gostariamos de dizer que todas estas propriedades da
multiplicidade de intersecgdo do plano euclidiano real sio ainda validas no plano complexo
afim. Para isso assumimos que O = (0, 0) é a origem do plano complexo afim. Denominamos
Io(f,g) como a multiplicidade de intersecgiio de f e g em O, em que f(z,y) e g(z,y) sdo
polinémios sobre os complexos de forma a estendermos as propriedades 3.1-3.5 para o plano
complexo afim. Assumimos que a multiplicidade de intersecgdo Ip(F,G) de F e G em P é
determinada para todos os polindmios homogéneos F(z,y, z) e G(z,y, 2z) com coeficientes
complexos e todos os pontos P do plano projectivo complexo de forma que as propriedades
3.11 e 3.15 sejam ainda verificadas. Os restantes teoremas 3.6-3.10, 3.14, 3.16 e 3.17
seguem-se directamente das propriedades de intersecgio juntamente com a definigdo 3.12
referente 4 multiplicidade de intersecgdo I, 5)(f, g), que podem ser estendidos, sem qualquer
alteragdo, ag plano complexo.
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§3.3 Independéncia e geradores

Na seccdo 3.1 e 3.2 trabalhdmos com intersecedes entre curvas sem nunca definirmos
formalmente estas quantidades. S6 agora o vamos fazer, tal como demonstrar as varias
propriedades referentes a este tema que foram introduzidas anteriormente. Estamos a
referir-nos as propriedades 3.1-3.5, 3.11 e 3.15. A base desta defini¢do é a independéncia de
polindmios em relagdo a duas curvas [ e g na origem. Este vai ser o fundamento para a
determinagdo do valor de Io(f, g).

Vamos comegar por demonstrar as 5 primeiras propriedades relativas 3 intersecgdo entre
duas curvas na origem. As primeiras 4 propriedades sdo de demonstragiio quase imediata. A
propriedade 3.5, que consiste na igualdade Io(f, gh) = Io(f,9) + Io(f, h), ird ser
demonstrada através de duas desigualdades. Para a demonstragdo de uma das desigualdades ¢
necessario recorrer a forma fraca do teorema de Bézout. Para a demonstragio da outra, vamos
necessitar de introduzir uma nova definico referente ao conceito de geradores de intersecges.
Iremos ver que para determinarmos a intersecgdo entre duas curvas num ponto P, que ndo a
origem, em coordenadas homogéneas, necessitamos de uma recta (que ndo contém P) que nos
permite a homogeneizagio dos polinémios. No entanto, verificaremos que o valor da
interseccdo pdo é influenciado por essa recta. Por fim, demonstramos as propriedades 3.11 e
3.15.

Nesta secgdo vamos trabalhar sobre os nimeros complexos, sendo por isso necessario
rever, de uma forma breve, algumas propriedades que estes numeros possuem. Comecemos
com algumas consideragdes relativamente as diferengas existentes entre as curvas reais e as
complexas. Se tivermos uma curva real de grau positivo (por exemplo: 2% + 1 = 0), esta
podera nio ter pontos ou ter apenas um niimero finito de pontos no plano projectivo real. Este
facto nunca ¢ observado quando trabalhamos com curvas complexas de grau positivo, pois
estas t8m sempre infinitos pontos. Numa primeira abordagem esta afirmagdo parece ser pouco
evidente necessitando, por isso, de ser justificada. Para isso, vamos recorrer ao Teorema
Fundamental da A'lgebra (TFA) que nos diz que todo o polindmio de grau n 2> 1 sobre os
niimeros complexos se decompée em n, factores ndo necessariamente diferentes.

Consideremos a curva complexa de grau positivo H(z,y,z) =0. Aplicando uma
transformagdo que alterne as variaveis de forma a garantirmos que H tem um termo diferente
de zero de grau positivo ¢ em y, e posteriormente substituirmos z por 1, obtemos a curva
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h(z,y) = 0 em que

hey) =Y, @

de grau t em y, onde p,(x) é diferente de zero. Assumindo que o polinémio p,(x) tem grau k,
pode, pelo TFA, decompor-se do seguinte modo:

pe(z) = r(z — w1) (& — wi),

onde 7, wy, ..., Wi S0 numeros complexos ndo necessariamente diferentes e r # 0. Se
considerarmos um nimero complexo a diferente de todos os ws, ..., Wk, entdo p(a) #0 e,
consequentemente, h(a,y) é um polinémio de grau positivo em y, logo, pelo TFA, h(a,y) tem
pelo menos uma raiz b € C. A medida que a vai variando, vamos tendo infinitos pontos (a,b)
que pertencem a h e estdo no plano complexo afim. Estes correspondem a infinitos pontos
(a, b, 1) pertencentes ao plano projectivo complexo.

Depois de justificada a afirmagdo anterior, seguem-se dois resultados relativos a polinémios
sobre os complexos que facilmente se verificam. A saber:

Sejam F', G e H polinémios homogéneos. Ent&o:

(i) O grau do polinémio F'G ¢ a soma dos graus de FeG;

(i) Se FG = FH,entdo G = H (Lei do Corte).

Este resultado é valido quando trabalhamos com polinémios F, G e H com coeficientes
pertencentes a um dominio de integridade. No entanto, na lei do corte, temos que garantir que 0
polinémio F ¢ diferente de zero.

Depois de introduzidas estas nogdes essenciais para a compreensio de algumas das
demonstragdes dos teoremas aqui apresentados, vamos entdio definir em que circunstancias um
conjunto de polindmios é dependente ou independente em relagio a duas curvas f e g na

origem.

Definicfio 3.18
Sejam n um inteiro positivo e q (z,9), .--» gn(z,y) polindmios com coeficientes
complexos. Dizemos que ¢, ..., Gn dependem de f e g na origem se e sO se existem polindmios

r(z,), s(z,v), t(z, y), e numeros complexos by, ..., by tais que

r(bygr + -+ + bugn) = sf + 19, ®)

onde r é diferente de zero na origem, € by, ..., by ndo sdo todos iguais a zero.

49



HI. Intersecobes

Dizemos que qi, ..., ¢, s30 independentes em relagdo a f e g na origem se nio forem
dependentes.

Por convencdo, o conjunto vazio de polindmios é independente em relagdo a f e g na
origem.

A independéncia de polinémios relativamente a duas curvas num ponto permite-nos
introduzir a seguinte definicio, referente 4 multiplicidade de intersecgdo.

Definicdo 3.19
Definimos Io(f, g), multiplicidade de intersecgdo de f e g na origem do seguinte modo:

00 se,paratodom’unerointeiropositivoc,existempelomenosc
Io(f,9) = polinomios indopendentes em relagdo a f ¢ 2 g na origem;
e ondeeeonmornumeromteuodepolmommsmdependentes
em relacdo a f e a g na origem.

Pela definigho 3.19, verificamos que Io(f, g) é um inteiro nio negativo, que representa o
maior numero de polindmios independentes em relagdo a f € g na origem. Se um conjunto de
polinémios g1, ..., gn € dependente em relagio a f e g na origem, entdo facilmente se verifica
que um outro conjunto finito de polinémios que o contenha também & dependente. Suponhamos
que existe um inteiro positivo v tal que todo o conjunto de v polinémios é dependente em
relagdo a f e g na origem. Omesmoseveriﬁcaparatodoocmjtmtooommaisdev
polinémios, pois este conjunto contém um subconjunto de v polinémios. Neste caso,
Io(f,g) <wv.

Vejamos novamente as propriedades de intersecgdio 3.1-3.5 a fim de as demonstrar, tendo
presente esta definigdo.

Existem sempre n polinémios independentes em relacdo a f e g na origem para n = 0, isto
porque, tal como referimos acima, o conjunto vazio de polinémios é independente. De acordo
com a definicdo 3.19, Io(f, g) é um nimero inteiro nio negativo ou co (propriedade 3.1).

Obviamente que o nimero de polinémios independentes em relagdo a f e g na origem é o
mesmo que o numero de polindmios independentes em relagio a g e f na origem, ou seja é

valida a propriedade 3.2.
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Na propriedade 3.3 pretendemos mostrar que Io(f, g) € zero se um dos polinémios, f ou
g, ndo contém a origem. Suponhamos, sem perda de generalidade, que f(0,0) 3 0. Assim,
existe um polinémio g tal que fq = gf + Og, onde 0 é o polinémio zero. A igualdade (8) da
definicdo 3.18 ¢é satisfeita: bastaque r = f,n =1, b = 1 e t = 0. Como £(0, 0) # 0, todo o
polinémio g ¢ dependente em relagdo a f e g na origem. Entio também todo o conjunto com
mais de um polinémio ¢ dependente e, portanto, Io(f, g) = 0. Consideremos agora que f e g
sdo iguais a zero na origem. Podemos escrever (b x 1) = sf + tg, onde 1 representa o
polinémio constante igual a um, r, s, t sdo polinémios € b um nimero complexo. Como o
segundo membro da equagio é zero na origem, entfio 7(b.1) = 0, ou seja, r = 0 na origem ou
b = 0. De acordo com a definigdio 3.19, a constante 1 é independente de f e g na origem e,
portanto, Io(f, g) é, pelo menos, igual a 1. O polinémio r(x, ) esta associado a igualdade (8)
para garantir que Io(f,g) =0, se f ou g ndo conterem a origem. O facto de se ter
Io(f,g) > 1, garante-nos que f e g contém a origem.

Antes de passarmos a demonstragfio da propriedade 3.4, vamos estudar o exemplo referido
na sec¢do 3.1, que consiste na determinagdo de Io(z, y). Para isso, tomemos dois polinémios
q1€ g2 em T e y em que os termos independentes sdo c;e c;, respectivamente. Consideremos a
diferenga

C2<11($, y) - 01Q2($, y).

Esta diferenga consiste num polindmio sem termo independente que é igual a
s(z,y)z + t(z,y)y, onde s(z,y) e t(z,y) sdo polinémios. Tomando r(z,y) =1, pela
defini¢do 3.18, temos que g; e g, sdo dependentes em relagio a z e y na origem. Este raciocinio
ainda ¢ valido mesmo quando um dos polinémios gq; ou g ndo tem termo independente: neste
caso consideramos c; = 0 ou c; = 0. Assim, concluimos que dois quaisquer polinémios sdo
dependentes em relacdo a z e y na origem e, portanto, Io(z,y) < 1. Por outro lado, sabemos
que z e y contém a origem, logo Io(z,y) > 1, donde se conchii que Io(z,y) = 1.

Recordemos a propriedade 3.4 que nos diz que dados trés polinémios f, g e h, temos a
igualdade

Io(f,9) = Io(f,9+ fh).

Para demonstrarmos esta igualdade vamos primeiramente mostrar a desigualdade
Io(f,9) = Io(f, g+ fh) e posteriormente a desigualdade Io(f, g) < Io(f,g+ fh).

Se Io(f,g) = co a primeira desigualdade ¢ imediata. Vamos assumir que Io(f,g) é um
numero finito m. Seja m < n e consideremos ¢, ..., g, polindmios em z e y. Pela definigdo
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3.19 estes n polindmios sio dependentes em relagdo a f e g, logo existem polinémios s(z, ¥),

t(z,y) e r(z,y), e complexos by, ..., by ndo todos iguais a zero tais que

r(bIQI + e bnq'n) =sf+tg= (8 _th‘)f+ t(g+ fh)’

onde 7(0, 0) # 0. Donde se conclui que todos os polinémios que sdo dependentes em relacdo a
f e g, sdo dependentes em relagio a f e g+ fh na origem e, portanto,
Io(f,9) = Io(f,g + fh). Tendo presente esta desigualdade e subtituindo g por g+ fh e h
por —h, obtemos

IO(fsg+ fh) 2 IO(fa (g+ fh) + f(_h)) = IO(f’g)-

Obtidas as duas desigualdades fica demonstrada a propriedade 3.4.
Chegamos ao momento de mostrarmos a propriedade 3.5 que consiste na igualdade

Io(figh) = IO(f,g) + IO(fv h):

onde f, g e h sio polinémios. Tal como na propriedade 3.4, a demonstrago desta igualdade é
feita através de duas desigualdades, sendo no entanto mais trabalhosa que as demonstragdes
das propriedades anteriores. Com vista a0 nosso objectivo, comecemos por demonstrar a
desigualdade

IO(.f’gh) 2 IO(f’ g) + IO(f, h)

Para isso, vamos introduzir alguns teoremas dos quais destacamos dois: um relativo a
intersecgdo de duas curvas complexas sem factores comuns de grau positivo (forma fraca do
teorema de Bézout); e um segundo em que as duas curvas complexas tém factores comuns que
contém a origem (teorema 3.23).

Antes porém, vamos enunciar um teorema que consiste num caso particular da forma fraca

do teorema de Bézout em que uma das curvas é uma recta.

Teorema 3.20

Sejam L = 0 uma recta e G = 0 uma curva no plano projectivo complexo. Se L = 0 ndo é

factor de G =0, entdo L =0 intersecta G = 0 apenas num numero finito de pontos

diferentes do plano projectivo complexo.

Demonstracéo _
Pelo teorema 3.14, existe uma transformago T que envia a recta L para o eixo das

abcissas ¢ G para G'. Como as transformagdes preservam a factorizagdo, podemos assumir
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que L é a recta y = 0 e que G’ nfio tem y como factor. Juntando os termos de G’ onde y ndo
aparece, de forma a obter um novo polinomio homogéneo que denominaremos por H(z, z), e
factorizando y nos outros termos, obtemos um novo polinémio Q(z,y, 2). Assim, temos a
igualdade

G'(z,y, 2) = yQ(z,y, 2) + H(z, 2). ©)

Quando z=1 em H(z,z) temos, pelo Teorema Fundamental da Algebra, uma
factorizagdo do polinémio
H(z,1) =r(z — a1)® - (z — ax)™, 10)

para certos niumeros complexos 7 # 0 e ay, ..., aj e inteiros positivos sy, ..., sx. Da equagio
(10) concluimos, que os pontos do plano complexo afim que pertencemay=0ea G’ =0,
sdo os pontps do tipo (b,0,1), tais que b é um dos ay, ..., a;. Assim, y=0e G'=0
intersectam-se apenas num namero finito de pontos diferentes do plano complexo afim.

No infinito, quando z = 0, o unico ponto pertencente a G'=0e a y=0 é (1,0,0),
mantendo-se ainda finito, o nimero de pontos diferentes resultantes da intersecgio. Concluimos
assim que L = 0 e G = 0 intersectam-se apenas num numero finito de pontos diferentes do
plano projectivo complexo.[]

Para que possamos generalizar o teorema anterior para o caso em que L e G sdo duas
curvas nio necessariamente rectas, necessitamos de recorrer a uma técnica que nos permite
reduzir o grau de uma dessas curvas. Para isso, temos que garantir que a diminui¢do do grau
ndo altera o numero de intersecgdes. Essa garantia é-nos dada pelo teorema que se segue.

Antes de enunciarmos o teorema seguinte, necessitamos de ter presente o conceito de grau
de uma variavel de um polinémio homogéneo. Definimos grau em y de um polindmio
homogéneo F, como sendo o maior expoente de y que aparece em todos os termos diferentes
de zero do polinémio.

Teorema 3.21

Sejam F =0 e G = 0 duas curvas complexas de graus s e t em y, respectivamente.
Consideremos s 2t >0 e F e G sem factores comuns de grau positivo. Entdo existem
curvas complexas Fy = 0 e Gy = 0 tais que:

() F1 e Gy ndo tém factores comuns de graus positivos;

(ii) o grau de Fy em y é menor que s e o graude G, em y é t;
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(ii) F e G intersectam-se apenas num numero finito de pontos diferentes se e s6 se o

mesmo suceder com F e G;.

Demonstracido

Seja G um polinémio homogéneo de grau ¢ em y. Definimos um novo polinémio que
designamos por G e que é constituido apenas pelos factores de G que contém y; é claro que
G tem grau t em y. Com os restantes factores de G, construimos um novo polinémio H, que
ndo contém y, verificando-se a igualdade G = G, H.

Como, por hipétese, F' ndo tem factores de grau positivo em comum com G, entdo ndo os
tem com H nem com G;.

Consideremos, ainda, P(z, z) o coeficiente de y* em F, e Q(x, z) o coeficiente de 3* de
G, onde P e Q sdo polinémios homogéneos em z € z e ndo contém y.

Sejam os polinémios homogéneos QF e Py’ ~'G;, ambos do mesmo grau s em y, e com o
mesmo coeficiente de ° (PQ). Chamamos F; a diferenga

Fl = QF—Pya—tGh

e é claro que Fj tem grau em y menor que s e ndo tem factores de grau positivo em comum
com GG;.

Da equagio QF — Py’ ‘G, = F; concluimos que os pontos que resultam da intersecgdo
entre QF e (37 sdo 0s mesmos que resultam da interseccdo entre F; e G;.

Sabemos que H nio contém nenhum factor de grau positivo em comum com F e que nio
contém y, logo, ou é o polindmio constante diferente de zero, ou entido pode ser factorizado
como produto de factores lineares. Se H for um polinémio constante diferente de zero entdo os
polinémios G1H e G representam a mesma curva. Se H for susceptivel de factorizar como
produto de factores lineares e aplicando o teorema 3.20, H intersecta F' num numero finito de
pontos diferentes no plano projectivo complexo.

Assim, F' e G intersectam-se num numero finito de pontos diferentes do plano projectivo
complexo se e so se F' e G; também se intersectarem. Ora, isso s6 ocorre se e s6 se QF e G
também se intersectarem num nimero finito de vezes. O teorema segue-se porque QF e G4
intersectam ps mesmos pontos que F; e G1.00

Teorema 3.22 (Forma fraca do teorema de Bézout)
Duas curvas que ndo tém factores em comum de grau positivo, intersectam-se num

numero finito de pontos no plano projectivo complexo.
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Demonstragao

Sejam F = 0 ¢ G = 0 duas curvas complexas. Se ambas tiverem graus positivos em y,
pelo teorema 3.21 podemos reduzir o grau de uma delas repetidas vezes, de forma a que este
seja zero. Pelos teoremas 3.20 e 3.21, concluimos que as curvas intersectam-se num numero
finito de pontos no plano projectivo complexo.[1

Dizemos que um polinémio € irredutivel, sobre um corpo, quando ndo é possivel

factoriza-lo como produto de dois polinomios de menores graus sobre o mesmo corpo.

Teorema 3.23
Se f e g sdo curvas complexas que t2m um factor em comum que contém a origem. Entdo
IO(f ' ) =100

Demonstragio

Seja w(z, y) um factor comum a f e g que contém a origem. Se w é zero entio podemos
dizer que w contém um termo irredutivel como, por exemplo, = (z X 0 = 0). Se w ¢ difcrente
de zero, entdo, por conter a origem, ndo é um polinémio constante, sendo, por isso, um
polinémio de grau maior ou igual a 1. Neste ultimo caso, pelo TFA podemos garantir que
existe um termo linear irredutivel que contém a origem. Em suma, w(z, y) é um factor comum
a f e g que contém um termo irredutivel p(z, y) de grau 1 que contém a origem.

Se necessario, podemos aplicar uma transformagio que alteme y com o z de forma a
garantirmos que z esteja no polinémio p{z, y).

Vamos verificar que os n polinémios y, #°, ..., y™ sdo independentes em relagio a f e gna
origem para todo o inteiro positivo n. Para isso, consideremos os polindmios r, s, temz e y e
os numeros complexos b, ..., b, de forma a satisfazer a equacio

r(bry + boy® + -+ + bay™) = sf + tg.

Se os niimeros by, ..., bn ndo forem todos iguais a zero, obrigatoriamente r tera que ser
zero na origem, donde concluimos que, para todo o n, existem y, 77, ..., 3", polinémios
independentes em relagdo a f e g na origem e consequentemente Io(f, g) = co. Assim, temos
um factor p irredutivel, comum a f e a g, logo um factor de sf + tg. Pela igualdade anterior,
este é também um factor de r(byy + by 1 + -+ + b, ¥*). Se nem todos os by, ..., b, forem
iguais a zero, by + by ¥° +---+ b, y" ndo tem factores em comum com p, e portanto p é
factor de r. Como p contém a origem também 7 a vai conter, ¢ portanto r é zero na origem.
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Assim, concluimos que para todo o n existem ¥ ¥, .., y" polinémios independentes em
relagioa fea gna origem e, consequentemente, Io(f, g) = 0o.0d

Neste momento podemos provar a primeira desigualdade da propriedade 3.5.

Teorema 3.24

Sejam f, g, h polinémios em z e Y, e seja O a origem. Entdo temos
IO(fv gh) 2, IO(fv g) + IO(fa h)
Demonstracéio

Se f e g contdm um factor comum que contenha a origem entdo também gh contém esse
mesmo factor. Nestas circunsténcias, pelo teorema 3.23, sabemos que

Io(f,9h) = Io(f, g) = oo,

sendo verdadeira a desigualdade. Assim, se f ndo contiver a origem, entdo pelas propriedades

3.1 e 3.3 concluimos que Io(f,gh) = Io(f,9) = In(y, h) = 0, e neste caso também é valida
a desigualdade.

Sejam p,, ..., p, polinémios em z e em y independentes em relagioa fe gna origeme ¢,
+++> gn polinémios em z e em y independentes em relacdo a f e h na origem. Vamos mostrar
qQue p1, ..., Pm, 19, ..., gng sdo independentes em relagdo a f e gh na origem. Para isso,
consideremos os polinémios r(z,y), s(z,y), t(z,y) e os niimeros complexos ay, ..., ay,, by,
..., by, tais que

™@1P1 + -+ G + bygrg + -+ + bugng) = sf + tgh, 11

onde (0, 0) # 0.
Ora,

rap1+ -+ pnpm) = sf + (th—b1g1 ~ - — bugn)g. 12)

De (12) e sabendo que D1, ..., pm sdo independentes em relagioa f e gna origem [como
r(0,0) # 0], entdo a,, -+> G $80 todos iguais a zero, ou seja de (11) obtemos

r(b1g1 + -+ + buga)g = sf + tgh. (13)
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Com o objectivo de eliminar g da igualdade anterior, vamos considerar o polindmio d
definido como sendo o produto de todos os factores comuns existentes em f e g (no casode f e
g ndo terem factores comuns temos d = 1). Assim, existem polinémios f'(z,y) e ¢'(z,y) tais
que f = f'd e g = g'd. Substituindo estes valores na igualdade (13), temos

T(bIQI + et bn‘]ﬂ)g’d = Sf‘d+ tfdh
Pela lei do corte e porque d # 0, obtemos
r(bIQI +et ann)g/ = sf’ + tg,h 14)

Como ¢’ é factor do primeiro membro e de tg’h, entdo é necessariamente factor de sf’. Mas
como ndo existem factores em comum a ¢’ e f’, logo ¢ é factor de s. Assim, existe um
polinémio w(x, y) tal que g'w = s. Considerando esta igualdade, aplicando novamente a lei do
corte (¢’ # 0) e multiplicando (14) por d obtemos

T(b1g1 + -+ + bngn)d = wf'd + thd.
Como f'd = f entdo

rd(bigy + -+- + bagn) = wf + thd.

Como ¢j, ..., gn sdo polinémios em = e em y independentes em relagdo a f e h na origem,
e rd é diferente de zero na origem, entdo by, ..., b, sdo todos iguais a zero. Assim ay, ..., Gy, ©
b1, ..., b, séo todos iguais a zero e, pela igualdade (11), concluimos que os m + n polinémios
D1y -5 Pm> @19, ---» Gng S80 independentes em relacéo a f e a gh na origem.

Resumindo: se tivermos n polindmios independentes em relagdo a f e g na origem e m
polinémios independentes em relagiio a f e h na origem, entdo temos n + m polinémios
independentes em relagdo a f e gh na origem. Segue-se a desigualdade pretendida.[]

Depois de demonstrada a desigualdade Io(f, gk) > Io(f,g) + Io(f,h), vamos continuar
o0 nosso estydo de forma a demonstrar a desigualdade Io(f, g) + Io(f, h) = Io(f, gh) para
que possamos obter a igualdade. Para atingirmos esse objectivo necessitamos de introduzir o
conceito de geradores que nos € dado pela definicdo 3.26. Antes, porém, vamos apresentar um
resultado relativo a um algoritmo entre polindmios necessario para a demonstragio da
desigualdade pretendida.
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Teorema 3.25:

Sejam Io(f,g) um nimero finito e r(z,y) um polinémio diferente de zero na origem.

Entao existem polindmios c, d, s e t em x e y tais que
e(rd—1) = sf +tg,

onde c e d sdo diferentes de zero na origem.

Demonstragdo
Seja Io(f,9) = e, onde e é um nimero inteiro ndo negativo. Sejam 1, z, ..., 2%, e+1
polinémios dependentes em relagdo a f e g na origem. Assim, existem polindmios u, v, w em
e y e nimeros complexos by, ..., b, nio todos iguais a zero tais que:
u(bo + b1z + -+ + bex®) = vf + wy,
onde u(0,0) # 0.
Seja m o menor inteiro tal que b,, # 0. Podemos factorizar ™ de forma a obtermos
z™p = vf + wg, (15)
onde p(0,0) # 0. Analogamente, mostramos que existem polinémios ¢/, v/, w’ em = e y e um
inteiro ndo negativo n tais que
y'p =vf+uy, (16)
onde p/(0,0) # 0.
Visto que 7(0,0) # 0, vamos designar por a o seu termo constante diferente de zero.

Podemos escrever a™'r = 1 + ¢, onde g(z, y) é um polinémio sem termo constante.
Seja o polingmio d(z, y) definido por:

d=a" (1-g+g — -+ (-1)™"g™m).

Como g(z, y) ndo tem termo constante entdo d(0,0) = a~! £ 0.
Ora,

rd-1 = Ta—l(l—q+q2—...+(_1)m+nqm+n)_1
= (1+q)(1-g+¢— - +(-1)™"g™") -1
— ( _l)m-l—n qm+n+l .
Observe-se que ¢ ndo tem termo constante. Todos os seus termos tém z ou y como factor.

Assim, todos os termos de g™ viio ter ™ ou ™ como factor. De (15) e (16) segue-se que

58



111. InterseccOes

pp/g™™*1 é a soma de multiplos de f e g. Desta forma, e tomando ¢ = pp (diferente de zero
na origem), obtemos a igualdade pretendida.[]

Tal como referimos, estamos, neste momento, preparados para introduzir o conceito de
geradores, mais precisamente de polinomios gerarem intersecgdes, para isso, vamos assumir
que f, g, e h s3o polinomios em z e y e O a origem.

Definiciio 3.26

Seja n um inteiro ndo negativo e sejam qi, --., gn polinémios em z e y. Dizemos que ¢,
..., g» geram a intersecgdo de f e g na origem, se para todo o polinémio e(z,y) existem
polinémios r(z, y), s(z, y), t(z, y), e nimeros complexos by, ..., bn tais que

rle+big1+ -+ bngn) = sf +1tg an

para r(0,0) # 0.

Os geradores permitem-nos reconhecer conjuntos maximais de polinémios independentes
em relago a duas curvas na origem. Se tivermos um conjunto de polinémios independentes que
ndo gera a intersecgdo de duas curvas na drigem, entdo este conjunto é um subconjunto de um
outro que a gera. Ou seja, um conjunto maximal de polindmios independentes gera a
intersecgdo. Este resultado ¢ apresentado pelo teorema seguinte.

Teorema 3.27

Seja m um inteiro ndo negativo. Se a intersecgdo de f e g na origem ¢ gerada por m
polinomios, entdo qualquer conjunto de polinémios independentes em relagdo a f e g na

origem contém, no mdximo, m polindmios.

Demonstracéo

Queremos mostrar que qualquer conjunto com mais de mn polinémios é dependente. Seja n
um nimero inteiro maior que m. Consideremos n polinémios em x e y, que designaremos por
g1, --., Gn. Por hipdtese, existem m polinémios em x e y, p1, ..., Pm quUe gerama intersecgdo de
fegna origem. Porque estes polinémios geram esta intersecgéo, entdo para cada polinémio
g;, existem polinémios T, s, t; em & e y e nameros complexos byj, ..., bmj, que satisfazem a

equagio
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(@7 + bipr + -+ + bmiPm) = 55f + 149,

onde r,-(O, 0) # 0.
Multipliquemos a equago anterior membro a membro POr 71 TjTj_1** Ty, de forma a

obtermos r no primeiro membro:
r(gi+ byp + -+ b iPm) = u;f + V5, (18)

para os polindmios uj, v; em z e y, onde r=r;---r,ndo depende de 7, r(0,0) # 0,
Uj = T1°"T§Tj=1"""TnSj € Uj = T1**TjTj_1'-Trt;. Multiplicando novamente (18) membro a

membro por um complexo c;j que ird ser determinado mais tarde, obtemos

r(cigi+ bijcipr + -+ + b jCipm) = ciu;f + cqv5g. 19

Consoante o valor de j=1, ..., n, temos n equagdes do tipo (19). Somando todas elas
membro a membro, obtemos:

rl(cigi + -+ + ngn) + (bricr + -+ + binen)pr + - +
+ (bmlcl + re- bmncn)pm] = uf + vg (20)

parau =ciu1 + -+ Chtin €V = C1¥1 + **- + Cr¥p.
Determinemos, agora, os valores de ¢y, ..., ¢, de forma a garantirmos que os coeficientes
de pi, ..., Pm, Na equagdo (20), sejam todos iguais a zero. Para isso, consideremos o sistema

homogéneo de equagdes lineares nos c;’s:

buier + +++ + bipcn, =0,

k bmlcl+"'+bmncn=0.

Neste sistema temos m equagdes e n varidveis, ou seja, maior niimero de variaveis do que
de equagdes. Um resultado sobejamente conhecido da algebra linear diz-nos que, um sistema de
equagbes lineares homogéneas com mais varidveis que equagdes tem sempre solugdo, para
além da solugdo trivial. Consideremos cy, ..., ¢, uma solugdo ndo trivial deste sistema.

Substituindo os valores byjc; + -+ + bipcn = 0, ..., bnici + -+ + bmncn = O, na equacdo
(20), obtemos

r(cigr + -+ + cugn) = uf + vg,

onde r(0,0) # 0 e ¢y, ..., ¢, 550 niimeros complexos nio todos iguais a zero, logo ¢, ..., g

sdo dependentes. Concluimos, assim, que qualquer conjunto de mais de m polinémios em z e ]
¢ linearmente independente em relagdo a f e g na origem.[J
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Chegamos ao momento de completar a demonstragdo da propriedade 3.5.

Teorema 3.28

Sejam f, g, h polinomios em z e y, e seja O a origem. Entdo temos

IO(f’ gh) S IO(f’ g) + IO(fv h)

Demonstracéio
Se Io(f,g) ou Io(f,h) forem iguais a co entiio a demonstragdo € imediata. Vamos, por

isso, assumir que ambas as quantidades sdo diferentes de co. Desta forma, existem inteiros nio
negativos m e n, tais que Io(f,g) = m e Io(f, k) = n. Pela defini¢do 3.19 e teorema 3.27,
existem no maximo m polinémios independentes D1, ..., pm em relagdo a f e g na origem, e
existem no maximo m polinémios independentes 41, --., gn emrelagio a f e h na origem.

O nosso objectivo é mostrar que os m + n polinémios py, ..., Pm, q19, .-., g»g geram a
intersecgdo de f e gh na origem. Se o fizermos, pelo teorema 3.27, todo o conjunto de
polinémios independentes em relagdo a f e gh na origem tem, no maximo, m + n polindmios,
e, portanto, Io(f, gh) < m+n = Io(f,g) + Io(f,h).

Vamos entdo provar que os m + n polinémios apresentados geram Io(f, gh).

Seja e(z,y) um polinémio. Como py, ..., p,, geram Ip(f, g), entdo existem polinémios
r(z,y), s(z,y) e t(z, y) e nimeros complexos a,, ..., a,, tais que

rle+aipy+ -+ ampn) = sf + tg, Q@D

onde r(0, 0) # 0.

Passando o termo tg para o primeiro membro e sabendo que Io(f,h) é finito e
7(0,0) # 0, concluimos, pelo teorema 3.25, que existem polinémios c, d, k e | em z e y tais
que c(rd—1)=kf+1h, onde ¢ e d sio diferentes de zero na origem. Aplicando a
propriedade distributiva temos crd — ¢ = kf + Ih. Multiplicando ambos os membros da
equagdo por —tg, esta vem:

—crdtg + ctg = —tkgf — tigh. 22)

Multiplicando ambos os membros de (21) por ¢ e adicionando (22) membro a membro,

obtemos

crie+aipr+ -+ + G — dtg) = (cs — tkg) f — tigh. (23)
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Como ¢y, ..., g, geram In(f, h), entdo existem polinémios u, ¥, w e nimeros complexos
by, ..., by tais que para u(0, 0) # 0, temos

‘U,(dt + b]ql + -4 bnq,,) = 'Uf + wh. (24)

Multiplicando ambos os membros de (23) por u e os de (24) por crg e adicionando
membro a membro as duas equagdes resultantes, obtemos

crufe+aipy + -+ + nbn + bigig + - + bugug) = (csu ~ tkgu + verg) f + (wer — tu)gh.

O produto cru é diferente de zero na origem, pois é o produto de factores diferentes de
zero nesse ponto. Assim, para todo a polinémio e(z, y) existem m + n polinémios que geram a
mntersecgdo de f e gh na origem, donde segue o resultado pretendido.J

Demonstradas as propriedades 3.1-3.5, vamos passar a demonstragio das restantes
propriedades (3.11 e 3.15) referentes & multiplicidade da intersecgio num ponto qualquer do
plano projectivo complexo, que ndo a origem.

Comecemos por definir, para coordenadas homogéneas, dependéncia de polinémios em
relagdo a duas curvas num ponto.

Definiciio 3.29
Sejam F, G, Q, ..., @, polindmios homogéneos em z, y e z e n é um inteiro positivo.
Seja P um ponto do plano projectivo complexo e L = 0 uma recta que ndo contém P. Sejam
ki, ..., kn inteiros que Tepresentam os graus de @, ..., Q,, respectivamente, onde k é o maior
de todos os graus. Dizemos que @1, ..., @, sdo dependentes em relagioa Fe G em P
através de L, se existirem polinémios homogéneos ou polinémios iguais a zero R, S e T em z,
Y e z e numeros complexos b;, ..., b, que satisfazem a equacio

R® L™ Qs+ -+ b, LF*Q,) = SF + TG,

onde R toma valor diferente de zero no ponto P e by, ..., b, ndo sio todos iguais a zero.

Quando @1, ..., @, nio sio dependentes em relagioa F e G em P através de L, dizemos
que sdo independentes. Tal como na defini¢do 3.18, por convengdo o conjunto vazio de
polinémios ¢ independente.

Com o factor L da equagio da definicdo 3.29, temos a garantia de que todos os termos
diferentes de zero, que estio dentro do parénteses, tém o mesmo grau k. Assim, 0 membro
esquerdo desta equagdo é representado por um polinémio homogéneo ou pelo polinémio zero.

Podemos também generalizar a definicdo 3.19 para coordenadas homogéneas.
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Definiciio 3.30
Sejam F e G polinémios homogéneos em z, y e 2. Seja P um ponto pertencente ao plano

projectivo complexo e L = 0 uma recta que nio contém P. Definimos multiplicidade de
intersecgio de F' e G em P através de L, que representamos por I5(F, G), do seguinte modo:

e I5(F,G) = oo se, para todo niimero inteiro positivo ¢, existem pelo menos ¢ polindmios
independentes em relagdo a F' e G em P através de L.

e I5(F,G) = e, onde e é o maior niimero inteiro de polinémios independentes em relagdo
aFeGemP através de L.

O resultado seguinte estabelece a equivaléncia entre as definicdes 3.19 e 3.30, onde P é a
origem e L = 0 a recta no infinito.

Teorema 3.31
Sejam F e G polinémios homogéneos em z, y e z f(x,y)=F(z,y,1) e

9(z,y) = G(=z,y, 1). Seja O a origem e z = 0 a recta no infinito. Entdo temos

Demonstracéo
Para chegarmos a igualdade vamos demonstrar as duas desigualdades:

O Ix(F,G) < Io(f,9);

@) 13(F, G) 2 Io(f. g).

(i) Como a desigualdade ¢ trivialmente verdadeira quando Io(f, g) = 0o, vamos assumir
que existe um m inteiro ndo negativo tal que Io(f, g) = m. Seja n um inteiro maior que m.
Consideremos n polindmios homogéneos em z, y e 2, @1, ..., @, €m que os graus sio
respectivamente k1, ..., k,. Representamos por k o maior de todos os graus. Quando z = 1 os
polinémios Q;, ..., @, ddo origem aos polindmios ¢, ..., gn, respectivamente. Porque
Io(f,g) =m e n>m, entdo qi, ..., ¢, sdo dependentes em relagdo a f e g na origem
(definicdo 3.19). Assim, existem polindmios 7, s, t em z e y e numeros complexos by, ..., by
tais que

r(big, + -+ + bngn) = sf + tg, (25)

para r(0,0) # 0 e by, ..., b, ndo todos iguais a zero. Multiplicamos a equagdo (25) por
poténcias de z apropriadas, de modo a obtermos R, S, T' como polinémios homogéneos em z,

¥ e 2 ou como polinémios zero tais que
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R(b12"MQ, + -+ +b,25Q,) = SF + TG, {26)

para R(0,0,1) # 0. Pela definigdo 3.29, @, ..., Q, sio dependentes em relagio a F e G na
origem através da recta z = 0. Seguindo-se a desigualdade pretendida.

(ii) Como a desigualdade é trivialmente verdadeira quando I3(F, G) = 0o, vamos assumir
que existe um m inteiro ndo negativo tal que I%(F, G) = m. Seja n um inteiro maior que m.
Consideremos n polinémios em z, y g, ..., g,. Vamos inicialmente assumir que g, ..., gn, 580
todos diferentes de zero. Sejam @y, ..., Q, os seus homogeneizados, e ky, ..., k, os
respectivos graus, sendo k o maior de todos eles. Porque I3(F,G) = m e n > m, entio Q,
... Qn sdo dependentes em relagdo a F' e G na origem através de z = 0 (definigdo 3.30).
Assim, existem polinémios homogéneos ou polinémios zero R, S, T em z, y e z e niimeros

complexos by, ..., b, tais que
R(b12FMQ, + .-+ b,2FQ,) = SF+ TG, @7

para R(0,0,1) # 0 e by, ..., b, ndo todos iguais a zero. Considerando z=1em R, S, T
obtemos polinémios 7, s, ¢t em z e y. Tomando z=1 em (27), obtemos (25) e de
R(0,0, 1) # 0 passamos para r(0, 0) # 0. Desta forma, by, ..., b, ndo sio todos iguais a zero
€ g1, ..., gos30 dependentes em relagdo Io(f,g) (defini¢do 3.18). Suponhamos agora que
existe um g,, tal que g, = 0, neste caso considerarmos b,, = 1, bj=0para j#w, r=1,
s =0 et =0. Em resumo, dados n polinomios g1, ..., g, em x e y, estes sdo dependentes em
relacio a f e g na origem para todo o inteiro n maior que I%(F,@), verificando-se a
desigualdade pretendida.[]

Como as transformagdes preservam as relagdes entre os polinémios, ¢ de prever-se que as
transformagdes preservem também as quantidades I5(F, G). Este resultado é nos dado pelo
teorema seguinte.

Teorema 3.32

Sejam F' e G dois polindmios homogéneos em z, y e z. Sejam P um ponto pertencente ao
plano projectivo complexo e L = 0 uma recta que ndo contém P. Dada uma transformagdo
T, em que F', G', P', L' sdo as imagens de F, G, P, L, respectivamente, temos a seguinte
igualdade

IL(F,G) = IE(F',@").
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Demonstragio

Inicialmente vamos demonstrar a desigualdade IE(F,G) < IE(F',G'). Como para
IE(F',G") = oo a designaldade é imediata, vamos assumir que esta quantidade & igual a um
niimero inteiro nfo negativo. Seja 7 um nimero inteiro maior que I5(F’, G') € consideremos
n polindmios homogéneos em z, y e z que representamos por @1, ..., @, cujos graus sio k;,
..., kn respectivamente. Seja k o maior de todos os graus. Consideremos, ainda, a
transformagdo T que envia o ponto (z, y, z) para o ponto (z’, ¢/, ') como na definigdo 3.13, e
sejam P’ a imagem de P, L' a imagemde L, ¢ @, ..., @, as imagens dos polinémios @1, ...,
Q@n, Tespectivamente. Por hipétese sabemos que a recta L ndo contém P, logo a relagio entre
as respectivas imagens quando transformadas mantém-se, e portanto a recta L’ ndo vai conter
P'. Como n ¢é maior que I5(F',Q"), ento @), ..., Q. sio, pela definiclio 3.29, dependentes
em relagio a F' ¢ G’ em P’ através de L. Assim, existem polinémios homogéneos ou
polinémios zero R’, S', T em z', / e 2’ e numeros complexos b, ..., b, que satisfazem a
equagio

RGL*™BQ 4+ L@, )= SF+TGq, 28

onde R’ ndo contém P’ e by, ..., b, ndo sdo todos iguais a zero.

Tal como referimos, a transformacgdo T é dada pelas pelas expressdes de 2/, i/ e z’ como
fungdes de z, y e z, como em (4) da definigdo 3.13. Fazendo essa substitui¢io em (28), os
polinémios R', S', T' em ', i/, 2’ ddo lugar aos polinémios R, S, T em z, y, 2 € a equagdo

vem
RB:iLEMQ 4+ 4 b L *Q,) = SF + TG,

onde R ndo contém P. Desta forma os polinémios Q1, ..., @, sio dependentes em relagdo a F'
e G em P através de L. Como a igualdade ¢ satisfeita para quaisquer n polinémios, entdo n é
maior que IZ(F, G).
Para demonstrarmos a outra desigualdade, vamos trabalhar com a inversa da transformagdo
T. Aplicamos a inversa da transformagdo T, que envia o ponto (z’,y/,2’) para o ponto
(z,, 2), e seguindo um raciocinio semelhante, concluimos que IZ(F',G’) < IL(F,G).
Obtidas as duas desigualdades, temos a igualdade pretendida.J
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Teorema 3.33

Sejam F e G polindmios homogéneos em x, y e z e seja P um ponto do plano projectivo

complexo. Sejam L = 0, M = 0 duas rectas que ndo contém P. Entdo temos a igualdade

IKF,G) = I¥(F,q).

Demonstracfio

Inicialmente vamos demonstrar a desigualdade IL(F, Q) < I™(F,R). Sejam D ¢ E dois
pontos da recta M e sejam D’ e E’ dois pontos da recta no infinito z = 0. P ndo é colinear a
D e E (pois P ndo pertence a M) e a origem ndo é colinear a D’ e E’ (pois a origem nio
pertence a recta no infinito). Existe uma transformagdo que envia P para a origem, D para D’
e E para F' e portanto envia a recta M para a recta no infinito. Queremos mostrar
I5(F,G) < I5(F,G), ou seja, pelo teorema 3.31,

I3(F,G) < Ip(f,9),

onde f(z,y) = F(z,y,1) e g(z,y) = G(z,y,1). Como esta desigualdade é imediata quando
Io(f,9) = po, vamos assumir que esta quantidade é igual a um niimero inteiro no negativo.
Seja n um niimero inteiro maior que I5(f, g) e consideremos n polinémios homogéneos em z,
¥ e z que representamos por Q1, ..., @n, cujos graus sdo ky, ..., k,, respectivamente. Seja k o
maior de todos estes graus. Queremos provar que estes n polinémios sio dependentes em
relagido a F' ¢ G na origem através de L.

Sejam I, q1, ..., g, polindmios em ze y obtidos de L, Q1, ..., @, quando z =1,
respectivamente. Porque n € maior que I,(f, g), entdio os polinémios I¥*1q, ..., IF-*ng, s3o
dependentes em relagdo a f e g na origem. Assim, existem polindmios r, setemz e y e
numeros complexos by, ..., by, que satisfazem a equagio

r(bllk—kjrq] + - +‘b]lk_k"‘qn) = Sf + t‘gs (29)

onde (0, 0) # Oe by, ..., b, ndo sdo todos iguais a zero.
Multipligando (29) por poténcias de z de forma a R, S e T serem polinémios homogéneos
em z, y € z ou polindmios zero, obtemos

R L¥™Q, 4 -+ 5, L**Q,) = SF + TG,

para R ¢ diferente de zero na origem. Como by, ..., b, ndo sdo todos iguais a zero, entdo Q;,
...» Qn sd0 dependentes em relagio a F' e G na origem através de L. Seguindo-se a
desigualdade I5(F, G) < Io(f, g).
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Seguindo um raciocinio analogo ao anterior, mas agora tomando dois pontos na recta L,

chegamos & putra desigualdade.C]

O tltimo teorema permitem-nos provar que o valor de JE(F, ) niio depende da recta L.
Assim, vamos definir novamente, de uma forma mais genérica, multiplicidade de intersecgdo
entre duas cprvas F' e G num ponto P.

Definicéio 3.34

Sejam F' e G polinémios homogéneos em z, y e z e seja P um ponto no plano projectivo
complexo. A multiplicidade de intersecgdo entre F' ¢ G em P, representada por Ip(F,G ), é0
valor comum da quantidade I%(F, G) para toda a recta L = 0 que nfio contém P.

Neste momento, recorrendo a esta definigio, podemos demonstrar de forma quase imediata
as propriedade 3.11 e 3.15. A propriedade 3.11 refere-se 4 igualdade Io(F,G) = Io(f,9),
onde F(z,y, z) e G(z,y, 2) sdo polinémios homogéneos em z, y e 2, f(z,y) = F(z,y,1) e
g(z,v) = G(z,y,1). Pela defini¢io 3.34 temos a igualdade Io(F,G) = I}(F,G), e ainda,
pelo teorema 3.31, I3(F, G) = Io(f, g), ou seja, a definigio 3.34 e a defini¢do 3.19 dio-nos
o mesmo valor da multiplicidade da intersecgio para a origem, ficando assim verificada a
propriedade 3.11.

A propriedade 3.15 refere-se a igualdade Ip(F,G) = Ip(F’, G"), na qual é definida uma
transformaggio do plano projectivo que envia o ponto (z, y, z) para o ponto (z, 3/, z'), sendo P
um ponto do plano projectivo e P’ a sua imagem, e as curvas Fl(',y/,Z)=0 e
G'(«',y/,7') = 0 as imagens das curvas F(z,y,z) = 0 e G(z,y,z) = 0, respectivamente,
quando sujeitas a essa mesma transformagio. Para demonstrar esta propriedade consideremos
a recta L que ndo contém P e L’ a transformada de L. Pelo teorema 3.32, sabemos que
IL(F,G) = IL(F',G') e, pela definicdio 3.34, temos Ip(F,G) = Ip(F', G").
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Capitulo IV | CUBICAS

As cibicas sdo curvas muito complicadas de serem analisadas directamente. Assim, para
as classificar, vamos usar mudangas de variaveis de forma a transformar as suas equagdes
noutras mais simples.

Neste capitulo vamos classificar todas as cubicas irredutiveis. De inicio apenas
trabalhamos com ciibicas que tém pontos notaveis, flexdes ou pontos singulares. O facto das
curvas terem estes pontos, permite-nos obter informagio acerca da sua equagdo de forma a
podermos simplificé-la algebricamente. As ciibicas sdo curvas dadas por polinémios de grau 3
que, por serem irredutiveis, ndo sdo susceptiveis de se decomporem em factores lineares ou de

grau 2.
O nosso objectivo é provar que toda a ciibica irredutivel pode ser escrita na forma

y=2+ax’+bz+c,

onde a, b e ¢ sdo numeros reais.

Na primeira secgio vamos introduzir alguns conceitos intimamente ligados a estas curvas e
necessarios para atingirmos o nosso objectivo, a saber: pontos singulares, tangentes e flexdes.

Na secgiio 4.2 mostraremos que toda a citbica C' irredutivel que tem uma flexdo ou um
ponto singular pode ser escrita na forma anterior. S6 na sec¢do 4.4 com 0 estudo das hessianas,
matrizes que envolvem as derivadas de segunda ordem do polinémio associado a cubica,
iremos perceber que toda a cibica irredutivel e ndo singular tem uma flexdo. Desta forma,
concluimos que toda a cibica irredutivel ou tem uma flexdo ou um ponto singular. Assim,
juntamente com os resultados obtidos no final da seccdo 4.2, compreendemos que temos
classificadas todas as cibicas irredutiveis. Necessitamos, no entanto, de alguns teoremas
importantes dos quais destacamos o Teorema de Bézout que ira ser tratado na secgdo 4.3.
Nas duas primeiras secgdes vamos trabalhar com curvas sobre o plano projectivo real. Na
terceira secgdo estendemos o nosso estudo para curvas sobre o plano projectivo complexo, para
na quarta secgdo, voltarmos a trabalhar com curvas sobre os reais. Consoante as nossas
necessidades, vamos apresentando ao longo deste capitulo, alguns resultados relativos aos

numeros complexos.
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§4.1 Tangentes, Pontos Singulares e Flexoes

Uma recta [ intersecta uma curva C de grau n que ndo a contenha, no miximo, n vezes,
contando as multiplicidades. Quando o valor de Ip(l,C) é superior a um, dizemos que [ é
tangente em relagdo a C no ponto P.

O nosso objectivo é determinar o niimero de vezes, contando as multiplicidades, que uma
Tecta intersecta uma curva algébrica no plano projectivo. S6 assim saberemos se estamos na
presenga de uma recta que ¢ tangente ou njo. Vamos definir os conceitos de tangente e
singularidade de uma curva em termos de multiplicidade de intersecgdes, sendo, para isso,
necessario estudarmos uma série de teoremas que nos vdo permitir chegar a tais defini¢des. Por
fim, definimos flexdo de uma curva, como sendo uma generalizagio de um ponto de inflexdo.

Vamos iniciar esta seccdo comegando por voltar a enunciar 0 teorema 1.1 mas, agora,
tendo presente o conceito de multiplicidade de intersecgio.

Teorema 4.1
Quaisquer duas rectas do plano projectivo intersectam-se, com multiplicidade 1, no seu
ponto de intersecgdo.

Demonstracio
Consideremos [ e m duas rectas e P o ponto de intersecgdo (teorema 1.1). Consideremos

ainda Q e R, dois pontos distintos de P, pertencentes a recta [ e m, respectivamente.

Pelo teorema 3.14, existe uma transformagdo que envia o ponto P para a origem, o ponto
Q para o eixo das abcissas (y = 0) e R para o eixo das ordenadas (x = 0). Assim, a recta [ é
transformada na recta y = 0, e a recta m na recta z = 0. Pela propriedade 3.11 e o teorema
3.15, temos Ip(l,m) = Ip(z,y) = 1.0

Com o teorema 3.10 determinamos o niimero de vezes que uma curva y = f(z) intersecta
uma outra ¢urva g(z,y) = 0 na origem, quando a segunda nio contém a primeira. Agora, o
que pretendemos € determinar, no plano euclidiano, o niimero de vezes que estas duas curvas se
intersectam num ponto (a, f (a)), onde y= f(z). Para isso, vamos transladar o ponto
(a, f(a)) para a origem e aplicar o teorema 3.10.
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Teorema 4.2

Sejam y = f(z) e g(z,y) = 0 duas curvase a € R. Se
9(z, f{z)) = (z - a)’h(z), M

para algum inteiro s > 0 e algum polindmio h(x) tal que h(a) # 0, entdo s representa o

nimero de vezes que y = f(z) e g(z,y) = 0 se intersectam no ponto (a, f(a)).

Observacao
Chamamos ao factor (z — a)® um factor repetido quando s é um inteiro maior que 1.

Demonstracio
Pelo teorema 3.17 (i) sabemos que

I 10y (y — f(2), 9z, ) = Io0)(y + fa) — Flz + a), glz + a,y + f{a))).

Como y+ f(a)— flz+a)=y—[f(z+a)— f(a)], vamos substituir y por
f(z+a) — f(a) na segunda curva de forma a obtemos g(z + a, f(z + a)). Este é um
polinomio diferente do polinémio zero, pois resulta do polinémio g(z, f(z)) quando
substituimos z—a por z, e como h(a) # 0 por (1), temos g(z, f(x)) # 0. Assim, pelo teorema
3.8 (i), y+ f(a) — f(z + a) ndo é factor de g(z + a,y + f(a)). Sabemos também que a
curva y+ f(a)— f(x+a)=0 contém a origem. Estdo, assim, reunidas as condi¢des
necessarias de aplicabilidade do teorema 3.10, donde concluimos que

Too)(y+ f(a) — f(z + a),9(z + a,y + f(a))
¢ igual ao menor grau de todos os termos diferente de zero de g(z + a, f(z + a)). Como

goz+a,f(x+a))=x°k(z), onde k(z)=h(r+a) é um polindmio tal que
k(0) = h(a) # O, entdo y = f(z) e g(z, y) = O intersectam-se s vezes no ponto (a, f(a)).00

O teorema seguinte da-nos uma generalizagdo do teorema anterior para os varios pontos

(as, f(a;)) sendo a; um numero real.

Teorema 4.3

Sejam y = f(x) e g(z,y) = 0 curvas do plano euclidiano. Se y — f(x) ndo é factor de
g(z,y), podemos escrever

9(z, f(z)) = (z — a1)"..(z — au) ™7 (),
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onde a; ER em que q; # a; para 1#£ 5 s; é um niimero inteiro, e r(z) representa um
polindmio sem raizes reais. Entdo y = f(z) e 9(z,y) = 0 intersectam-se s; vezes no ponto
(ai, f(a;)) para i=1, .., v, sendo estes os unicos pontos de intersecgdo do plano
euclidiano.

Demonstracfio

Como y — f(z) ndo é factor de g(z, y), pelo teorema 3.8 (ii), 9(z, f(z)) ndo é o polinémio
zero. Factorizado este polinémio, sabemos que o numero de factores, contando as
multiplicidades, ¢ igual a0 grau do polinémio 9(z, f(x)) menos o grau do polinémio r(z)
[note-se que r(z) nido tem factores lineares, pois ndo tem raizes reais]. Consideremos entio
9(z, f(x)) = (= ~ a1)"... (z — a,)r(z).

Ora, pressupondo que a; # a; para i # j, entdo 9(z, f(z)) = (z — a;)*h(z), onde
h(a:) # 0. Pelo teorema anterior concluimos que s; é o nimero de vezes que y = f(z) e
9(z, ) = 0 se intersectam no ponto (a;, f(a;)).

Se tivermos um outro nimero real a diferente de todos os ai, entdo g(a, f(a)) # 0, logo a
curva g(z,y) = 0 nio contém o ponto (a, f (a)), ou seja, ndo intersecta y = f (z) nesse ponto.
Assim, a intersec¢do nesse ponto é vazia.[]

Quando temos uma curva do tipo y = f(x) e uma outra g(z,y) = 0 que ndo contenha a
primeira, o teorema 4.3 permite-nos obter todas as multiplicidades de intersecg3es de todos os
pontos do plano euclidiano.

No plano euclidiano ou no plano projectivo, se d é a soma das multiplas intersecgdes de
duas curvas em todos os pontos, dizemos que as duas curvas intersectam-se d vezes, contando
as multiplicidades.

Consideremos agora uma curva 9(z,y) =0 de grau n e uma recta nio vertical
y=mz+b que ndo esteja contida na curva. Entio o grau de g(z,mz+b) =0 & no
maximo, n. Pelo teorema 4.3 sabemos que esta recta intersecta a curva no maximo n vezes,
contando a multiplicidade, no plano euclidiano. Com o teorema 4.5 estendemos este resultado
para o plano projectivo. Vamos estudar inicialmente o caso particular em que a recta é o eixo
das abcissas, Este result‘a\‘q?é:@gg ld%(‘lo pelo teorema 4.4,
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Teorema 4.4

Seja G(x,y, z) um polindmio homogéneo de grau n que ndo tem y como factor. Se
tomarmos g(z,y) = Gz, y, 1), pedemos escrever

9(z,0) = {z — a1)"o..{z — a,)"r{z), Vi)

para numeros reais a; distintos, inteiros positivos s;, € um polinomio r(x) que ndo tem
raizes reais. Entdo o ntimero de vezes, contando as multiplicidades, que a curva G =0
intersecta o eixo das abcissas, y = 0, no plano projectivo é igual a diferenga entre o grau n
de G e o grau de r{x).

Demonstragio
Seja G é um polindomio homogéneo de grau n, entio escrevemos

G(z,y,2) = Ze,-jx"*y"z"‘i"i.

Os termos que ndo tém y, ou seja, com j = 0 sdo da forma e;z*2"* ¢, pelo menos, um

dos coeficientes €; ¢ diferente de zero pois y ndo é factor de G. O termo correspondente ;0 em
o(z,v) = Glz,9,1) = Y _eisz'y! €)]

¢ diferente de zero, e portanto y ndo ¢ factor de g(z,y). Pelo teorema 4.3 podemos decompor
9(z,0) como em (2), e o nimero de vezes, contando a multiplicidade das interseccdes de
g(z,y) com o eixo das abcissas no plano euclidiano é s;+ ---+ s,. Sendo este também o
nmamero de vezes, contando as multiplicidades, que G(z,y, z) = O intersecta ¥ = 0 no plano
euclidiano, pelo teorema 3.17 (iii). A equagio (2) mostra que s; + --- + s, € ignal A diferenca
entre o grau de g(, 0) € o grau de r{z). Tomando y = 0 em (3), temos

9(z,0) = > exnd’,

que consiste na soma dos termos em (3) que niio contém y. Assim, o grau de g(z, 0) é o maior
inteiro d tal que ego # 0. Tal inteiro existe, porque nem todos 0s ego sdo iguais a zero. Desta
forma, o numero de vezes, contando as multiplicidades, que G = 0 ¢ ¥ = 0 se intersectam no
plano euclidiano, € igual 2 diferenca entre o grau de g(z,0) e o grau de r(xz).

Surge entde a questio: quantas vezes G = 0 ¢ y= 0 se intersectam no infinito? Pelo
teorema 3.16 (iii) e pelo facto de o unico ponto no infinito da recta y = 0 ser o ponto (1,0,0),
este vai ser o unico candidato natural a ponto de intersecgdo. Alternando as coordenadas z € z
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concluimos que o nimero de vezes que G(z,y, z)=0 e y=0 se intersectam no ponto
(1,0,0) é igual ao nimero de vezes que G(z,9,z) =0 e y =0 se intersectam no ponto
(0,0,1), pelo teorema 3.15. Tomando z = 1 determinamos, através da propriedade 3.11, o
numero de vezes que as curvas G(1,y,z) =0 e ¥ = 0 se intersectam na origem, no plano
euclidiano. Ora, substituindo z por 1 e z por z, obtemos

G(,y,z) = Zeijfrﬂ_i*jyi-

Como pelo menos um dos termos e;,z"™~* tem coeficiente diferente de zero, y ndo é factor de
G(1,y,x). Assim, pelo teorema 3.10, o nimero de vezes que G(1,y,z) =0e y=0 se
intersectam na origem é o menor grau dos termos diferentes de zero de G(1,0,z) = Z}e.ez""

Este é n —d, porque n — i decresce 4 medida que i cresce e d é o maior inteiro tal que
€do 75 0.

Resumindo, G(z,y,2)=0 e y=0 intersectam-se n —d vezes, contando as
multiplicidades, no infinito.

Somando o mimero de intersec¢des no plano euclidiano e no infinito, temos o nimero total
de intersecgdes, contando as multiplicidades, no plano projectivo de G = 0 e y = 0. Assim, o
numero de intersecgdes no plano euclidiano, é igual a diferenca entre d e o grau de (z). No
infinito, este nimero, é n — d. Deste modo, a soma de ambas as quantidades, é igual a
diferenca entre n e o grau de r(z).00

Obs: Os teoremas 4.3 e 4.4, quando estendidos aos niimeros complexos apresentam, pelo
TFA (Teorema Fundamental da Algebra), r(z) igual a uma constante. Como r(z) tem grau
zero, o teorema 4.4 estendido aos numeros complexos enuncia-se da seguinte forma "Um
polinémio homogéneo G(z,y, z) de grau n que ndo tem y como Jactor, intersecta o eixo das
abcissas, y =0, exactamente n vezes contando as multiplicidades, no plano projectivo
complexo. "

Vamos agora supor que temos uma transformagdo que aplica o ponto (z, y, ) no ponto
(z',4/, 2') e os polinémios homogéneos F(z, y, z) e G(z,y, z) nos polinémios F'(z’,y/, 7') e
G'(z',y, 2'), respectivamente. Entdo F(x,y, z) é factor de G(z,y,2) seesdse F'(z',y/, 2')
é factor de G'(z/,¢/, 2'). Esta afirmagdio é verdadeira porque toda a transformagio admite
inversa. Se partirmos da hipétese de que F” é factor de G7, ou seja,

Gy, ?)=F(d v, 2)H' (v, ),
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e aplicarmos a transformagio inversa, obtemos a seguinte igualdade
G(z,y,2) = Flz,y,2)H (2,9, 2),

ou seja, também F ¢ factor de G. As transformacdes preservam assim a irredutibilidade.

Teorema 45

Sejam L = 0 uma recta ¢ G = 0 uma curva de grau n. Se L ndo ¢ factor de G, entdo L
e G intersectam-se no maximo n vezes, contando as multiplicidades, no plano projectivo.

Demonstracée

Pelo teorema 3.14, existe uma transformagio que envia a recta L para o eixo das abcissas.
Esta transforma a recta G na recta G'. Pela explicagio que antecede este teorema, y nio é
factor de G'. Pelo teorema 44 y =0 intersecta G’ = 0 no maxime n vezes no plano
projectivo, contando as multiplicidades. Como as transformacBes preservam a multiplicidade
de intersecgéo, temos o resuitado pretendido.[3

Assim, uma recta intersecta uma curva de grau n no maximo n vezes, contando as
multiplicidades, no plano projectivo. E necessario, para isso, que a recta nio seja um factor da
curva, pois, caso fosse, elas intersectar-se-iam infinitas vezes.

E chegado o momento de analisarmos com mais pormenor o namero de vezes que uma

recta e uma curva se intersectam num ponto. Comecemos pela origem.

Teorema 46

Consideremos no plano euclidiano uma recta | que contém a origem e uma curva
g(z,y) = 0 que passa na origem mas nio contém I. Como g(x,y) = 0 passa na origem,
entdo g(x,y) pode ser definido

9(z,y) = sz +1y+ h(z,y),

onde h(z,y) é um polinémio em que todos os termos tém grau maior ou igual a dois. Entéo |
e g intersectam-se na origem pelo menos duas vezes se e sO se ocorrer uma das duas
situagdes seguintes:

(D) s =t = 0O: neste caso toda a recta que passa na origem intersecta g pelo menos duas

vezes na origem,
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() s e t ndo sdo ambos iguais a zero: neste caso st +1ty =0 é a dnica recta que
intersecta g mais do que uma vez na origem. Todas as outras rectas que passam na origem

intersectam g nesse ponto exactamente uma vez.

Demonstragio

Comecemos por demonstrar este resultado para rectas do tipo y = mxz e, posteriormente,
paraarectar = 0.

Consideremos uma curva g(z, y) = 0 que contém a origem, onde

9(z,y) = sz + ty + h(z,y),

sendo h(z,y) um polinémio de grau maior ou igual a dois. Esta curva nio tem termo
constante, pois contém a origem. Consideremos também a recta y = mz. Como g(z, mz) é
diferente de zero, a multiplicidade das intersecgdes vai ser dada pelo menor grau de todos os
termos diferentes de zero de g(z, mz) (teorema 3.10), onde

9(z, mz) = sz + tmz + h(z, mz).

Se g(z, mz) = 0, a multiplicidade é infinita e y = mx é factor de g(z,y) = O [teoremas
3.6 e 3.8(ii)].

Ora, a multiplicidade é pelo menos dois se e s6 se s+ mt = 0. Para isso temos duas
hipdteses a considerar:

Ds=t=0

@@t#0ous#0.

Estudemos estes dois casos.

(1) Quando s =t =0, independentemente da recta do tipo y = mx a considerar, esta
intersecta g na origem pelo menos duas vezes.

(1)) Quando ¢ # O e tendo y = mz e st + ty = 0 obtemos s = — tm. Assim,

st+iy=0 & —tmz+iy=0y—mr=0& y=maz.

Logo, para t # 0, as recta sz + ty = Oey=mz sd0 a mesma, e esta é a tnica que interseta
9(x, ) na origem mais do que uma vez.

Analogamente se mostra, para s # 0, que s = —i{m, permitindo-nos tirar as mesmas
conclusdes.

Caso s+mt # 0, ou seja todas as outras rectas que passam na origem, intersectam
g(z, y) na origem apenas uma vez.
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Vejamos agora o caso em que a recta [ ¢ z = 0. Neste caso aplicamos a transformagio
que troca as coordenadas z e y, em que arecta z = 0 é transformada na recta y = 0, que é do
tipo anterior y = mz (com m = 0). Como as transformacdes preservam a multiplicidade das
intersecgdes, temos o resultado pretendido.[]

O teorema 4.6 pode ser generalizado para um ponto P qualquer que ndo a origem no plano
projectivo, isto porque, existe uma transformacdo que envia o ponto P para a origem
preservando a multiplicidade de intersecgdes. Assim, seja P definido por (a, b), um ponto que

pertence a curva g(z, y) = 0 no plano euclidiano em que
g(z,y) = s(z —a) + tly—b)+ Zez’y‘(w - a)i(‘y - b)j,

onde i + j > 2 para todo o termo da soma, onde s e t ndo sdo ambos iguais a zero. Entdo se a
recta

s(x—a)+tly—b)=0,

for a Unica que intersecta g mais do que uma vez no ponto (a, b), dizemos que € fangente a g
no ponto (a, b) conforme iremos ver na defini¢io seguinte.

Definiciio 4.7

Seja P um ponto de uma curva G(z, y, z) = 0 do plano projectivo.

A curva G diz-se singular em P se toda a recta que passa por P intersecta G pelo menos
duas vezes.

A curva G diz-se ndo singular se existe uma tnica recta que intersecta G mais do que uma
vez em P, a que denominamos de fangente a P. Todas as outras rectas que passam por P
intersectam G exactamente uma vez nesse ponto.

Pela definigio 4.7 uma curva nfio tem tangente num ponto singular. Este ¢ um ponto onde
a curva tem uma estrutura complicada. Se considerarmos a curva

x4+2x2y2+y4—z2+'y2 =0,
esta tem um ponto singular na origem porque ndo existem termos de grau menor a 2. Outro
exemplo de um ponto singular é a origem da curva z° = y* (Fig. 18 A). A este tipo de

singularidade denominamos ctispide. Temos outros exemplos de pontos singulares tais como a
origem das curvas z° + 22 = 3 (Fig. 19 B) e z° — 2* = 3* (Fig. 18 C), encontrando-se nesta
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ultima isolado. Ao ponto singular, apresentado Fig. 18 B, denominamos #n6. Nestes pontos é
possivel definimos uma infinidade de rectas distintas cuja multiplicidade de intersecgio é
superior 2 um. Visto o estudo das singularidades!4 sair do 4mbito do presente trabalho, ficam
apenas alguns registos deste assunto.

Como exemplo de um ponto nio singular temos a origem da curva ¥ = 2, que tem ai uma
fecta tangente (y = 0), enquanto que todas as outras rectas do tipo y =mz (m #0),
intersectam a curva neste ponto uma tnica vez. Neste caso, a curva diz-se nio singular e a
rectay = 0 ¢ a tangente no ponto (0, 0).

A

©
Fig. 18 Curva (A): o = z°; Curva (B): 4% = 3 + z2;
Curva (C): 1 = 23 — 22,

Como ja referimos as transformages preservam a multiplicidade de intersecgdes. Assim,
quando temos uma tangente a uma curva C num ponto P, e se os transformarmos na curva C’
e no ponto P', a condigdo de tangéncia mantém-se. A transformagdo envia a tangente a C no
ponto P para a tangente a C’ no ponto P’. Também C é nio singular em P se e s6 se C' for

ndo singular em P’.

14 V. Eduardo Casas-Alvero, Singularities of Plane Curves, London Mathematical Society Lecture
Notes Series 276, Cambridge University Press, 2000, pp. 1213,
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Até agora vimos que a tangente a uma curva C num ponto P é a Unica recta | que
intersecta a curva nesse pento pelo menos duas vezes. Se, no entanto, essa intersecgdo for
superior a dois dizemos que o ponto P tem uma flexdo. Se estivermos a trabalhar no plano
euclidiano uma flexdo nio ¢ mais do que um ponto de inflexdo. No entanto, este conceito vai
ser generalizado para o plano projectivo e, consequentemente, para pontos no infinito — é a
esta generalizag3o-de um ponto de inflexdo que chamamos flexao.

Uma flexdo de uma curva C' é um ponto P de C, em que C € nio singular em P,e C
intersecta a tangente [ em P pelo menos trés vezes, estando incluidos os casos em que
Ip(C,1) = oo. Desta forma, se C tem uma flexao em P, entdo tem uma tangente nesse ponto.

Vejamos o seguinte exemplo. Consideremos as curvas y = z° e y = z°, ambas com
tangentes y = 0, na. origem. No entanto, o eixo das abcissas intersecta duas vezes a curva
y = z° e trés vezes a curva ¥ = z° na origem, portanto temos, respectivamente, uma tangente
e uma flex3o nesse ponto.

Como as transformagdes preservam as tangentes e a multiplicidade de intersecgdes, entdo
preservam-as flexoes.

§4.2 Cibicas irredutiveis

Formalmente, uma cibica é uma curva que consiste num polinémio de grau 3, que no
plano projectivo real e em coordenadas homoggéneas, é definida pela seguinte equagdo
az® + b’y + cxyf + dy’ + ex’z + fryz + gtz + ha + iy + 22 =0, 6))

onde a, ..., j representam nimmeros reais nem todos iguais a zero. A restrigio da cubica ao
plano euclidiano ¢ dada pela equacdo

az® + bz*y+ ezt +dy’ +ex? + fry+gf +hr+iy+ =0,

de grau trés.

Uma cubica ¢ irredutivel quando nio pode ser definida como produto de polindmios de
graus menores a trés. Caso seja possivel tal factorizagdo, a cubica diz-se redutivel Uma
ciibica em coordenadas homogéneas que é irredutivel, ndo tem 2z como factor, logo pelo menos
um dos coeficientes a, ..., d é diferente de zero, sendo a sua restri¢io ao plano euclidiano ainda
de grau trés.

O nosse estudo vai incidir nas cubicas irredutiveis. Quanto as redutiveis, dependendo da

factorizagdo, vio reduzir-se ou a rectas e/ou a conicas (uma recta e uma conica ou trés rectas).
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Como cubicas irredutiveis podemos definir @ priori trés categorias. Uma referente a cibicas
ndo singulares e duas referentes a cfibicas singulares. Nestas duas fltimas categorias temos
pontos singular que designamos ou por #6-ou por ponfo cuspide.

Com o estudo das intersecgdes em pontos especificos destas curvas, podemos obter
informagao titit que nos podera ajndar na classificacdo das citbicas.

Desta forma, e recorrendo ao teorema 4.6 e definicdo 4.7, sabemos que uma cibica no
plano euclidiano tem uma tangente y = 0 na origem se e 56 se tiver equagio

ay +bz® + cxy + dif = ex® + frly + gy + by,

para as constantes q, ..., h, com a # 0, estando no primeiro membro os termos de ordem 1 e
2, e no segundo os termos de ordem trés. Assumindo que a = 1, mesmo que para isso seja
necessario dividir a equagio anterior por a, obtemos assim uma nova equagio para novos
valoresde b, ¢, d, ¢, f,geh,

y+ba® +eay+ dif = ex® + f2ly + goy? + hy®. Q)

Vamoshﬁciarestasecgiocomoesmdodetangmteseﬂexé&sempmtosminﬁnﬂo.
Segue-se o estudo das condigdes de singularidade das ciibicas do tipo 3# = g(z), onde q(z) é
um polinémio de grau trés. Por fim, fazemos a caracterizacdo de todas as cibicas irredutiveis
que tém uma flex3o ou um ponto singular.

Antes, porém, gostariamos de fazer uma breve referéncia a este tipo de curvas de equagio
¥’ = q(z), em que q(z) = az® + ba® + cz+ d. Estas ciibicas foram classificadas em 1710
por Newton, sendo conhecidas pela familia das “Pardbolas Divergentes”. Newton classificou
esta familia, de acordo com as raizes do polinémio ciibico g(z), em cinco grupos. Assim,
definiu dois grupos de cibicas ndo singulares, em que ¢(z) ndo tem raizes repetidas, e trés
grupos de cubicas singulares onde ¢(z) tem raizes repetidas. Por sua vez, dentro do grupo das
citbicas ndo singulares, o polinémio g(z) pode ter trés raizes reais diferentes (Fig. 19 B) ou
uma raiz real e duas complexas (Fig. 19 A). Relativamente ao grupo das cubicas singulares,
q(z) pode ter duas raizes iguais ou ter as trés raizes iguais. No primeiro caso ou temos um
ponto isolado (Fig. 18 C) ou temos um ponto duplo ordindrio — né (Fig. 18 B). A cubica
cujo polindmio g¢(z) apresenta trés raizes iguais é também denominada de pardbola
semicubical e apresenta um ponto cuspide (Fig. 18 A).

Comecemos por caracterizar uma cibica irredutivel com uma flexdo no infinito pertencente
a uma recta vertical, cuja recta tangente nesse ponto ¢ a recta no infinito.
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Teorema 4.8
(i) Uma cubica cuja tangente a um ponto no infinito pertencente a uma recta vertical, é a

recta no infinito, tem uma flexo nesse ponto e é irredutivel se e s6 se tiver equagdo
¥’ + cay+dy = ex® + fa? + gz + 3

para niimeros reais c, ..., hcom e # 0.

(i) Uma cubica C ¢ irredutivel e tem uma flexdo num ponto P se e so se existe uma

transformagdo que a transforme em
=23+ f¥+ gz +h, “)

onde f, g e h sdo nimeros reais, e que envia P para o infinito, para uma recta vertical.

Demonstracéo

(1) Primeiramente, vamos demonstrar este resultado para uma cibica tangente ao eixo das
abeissas na prigem. Posteriormente, aplicamos uma transformagdo que altemna y com z, para
que possamos transpor estas ideias do plano euclidiano para o infinito.

Seja C uma cubica com equagdo (2) em que a tangente na origem é o eixo das abcissas,
y = 0. Suponhamos C irredutivel e estudemos, mais tarde, tal hipétese. Assim, supondo tal
hipétese, y ndo é factor de C, e consequentemente b e e ndo poderdo ser ambos iguais a zero.
Pelo teorema 3.10 o mimero de vezes que a ciibica intersecta a recta y = 0, na origem, vai ser
igual ao expoente da menor poténcia de = quando substituimos y = 0 em (2). Este expoente é
igual a dois se b # 0, ou igual a trés se b = 0 e e # 0. Desta forma, uma ciibica irredutivel é
tangente a recta y = O na origem e tem uma flexdo nesse ponto, se tiver equagio

¥+ czy+ dif = ez’ + faly + gzt + ke,

come # 0.
Em coordenadas homogéneas, uma ciibica irredutivel é tangente a y = 0 no ponto (0,0, 1)
e tem ai uma flexdo, se a sua equagéo for

¥ + czyz + di’z = ez® + foly + g + by,

para e # 0.

Para trabalharmos estas mesmas ideias mas para pontos no infinito, onde a recta tangente
coincide com a recta no infinito, vamos aplicar uma transformagio que alterna y com z. Esta
transformagdo envia a recta tangente y = O para z = 0 (recta no infinito) e o ponto (0,0, 1)
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para o ponto (0, 1,0) do infinito pertencente a uma recta vertical. Como as transformagdes
preservam a irredutibilidade e a multiplicidade de intersecgdes, verificamos que uma cubica
irredutivel é tangente a z = 0 no ponto (0, 1,0) e tem ai uma flexio, se a sua equagdo for do
tipo

2 + cayz + Ay = ex® + fzlz + gzf + h2P,
com ¢ # 0. Esta é a equacgdo (3) quando 2z = 1.

Falta-nos demonstrar que a ciibica de equagdo (2) com b= 0, é irredutivel. Para isso
comecemos por mostrar que existe uma transformacdo que transforma (3) em (4), quando
e#0.

Assim, ao completarmos o quadrado em y do membro esquerdo de (3), temos

cx+d
2

)2=ex3+fx2+gz+h+(

y2+(cx+d)y+( c:c;d)2’

ou seja,
(5 8) = (s o e (4 ).

Aplicando a transformagio 2’ =z, 3y =y+ Sz + Sz, 2/ =2z, obtemos para novos
valores de f, g, e h a equagdo

V¥ =er’+ fz* + gz +h.

Aplicando, novamente, uma outra transformagio z’ = /ex, ¥’ =y, 2/ =z (e ndo foi
alterado, logo temos a certeza de que e # 0) obtemos, para novos valores de f, g, ¢ h, a
equagdo (4), O polinémio correspondente vai ser

¥ -z — fx* — gz — h.

Este polindmio é irredutivel, pois, caso contrario, teria uma factorizagdo do tipo
(v — g(z)) X (y+ g(z)), onde o quadrado do polinémio g(z) teria grau trés, o que ndo é
possivel. Como as transformagdes preservam a irredutibilidade (justificagdo que antecede o
teorema 4.5), logo (3) é irredutivel e consequentemente a cubica de equagdo (2) com b= 0 ¢é
irredutivel.

(ii) Seja C uma cubica irredutivel com uma flexdo em P, cuja recta tangente nesse ponto
representaremos por l. Existe uma transformagdo T', que envia [ para a recta no infinito de
modo a P pertencer a uma recta vertical. Consideremos um segundo ponto pertencente
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tangente /. A transformagdo T também vai enviar esse ponto para o infinito. Por (i) C é
transformada na curva de equagdo (3) com e # 0, que como vimos, pode ser transformada na
equacio (4).

Reciprocamente, toda a curva que pode ser transformada na curva de equacdo (4) é
irredutivel e tem uma flexdo (propriedades que sdo preservadas pelas transformagdes), sendo
(4) um caso especial de 3)emquec =d =0ee=1.00

Vamos agora estabelecer a relagdo existente entre os factores repetidos de uma cibica de
equacdo (4) e as condigdes de singularidade dessa curva.

Teorema 4.9

Seja C uma cibica y? — q(z) = 0 com q(z) = z° + fa2 + gz + h.

() C ¢é ndo singular em todos os pontos do plano euclidiano que ndo pertencem ao eixo
das abcissas e a tangente a C, em cada um desses pontos, ¢ ndo vertical.

(ii) Um ponto (r,0) do plano euclidiano pertence a C se e s6 se £ —r é um Jactor de
q(x). Se x — 1 é um factor nio repetido de q(x), entdo C é ndo singular em (r,0) e tem uma
tangente vertical nesse ponto. Se x — r é um factor repetido de q(z), entdo C é singular em
(r,0).

(ii) Se um ponto de C do infinito pertence a uma recta vertical, entdo C é ndo singular
nesse ponto e a tangente a C nesse mesmo ponto é a recta no infinito.

Demonstracio
(i) Seja (a, b) um ponto do plano euclidiano pertencente a C' que ndo pertence ao eixo das
abcissas (b # 0). Substiindo z = =’ + a e y =  + b em 3® — g(z) temos
(¥ +5)® - g(«’ +a). 5)
Sejam s e 2b os coeficientes de z' e i/, respectivamente. A ciibica C' é nio singular em

(a,b) se s e 2b ndo sdo ambos iguais a zero, logo, pela justificagdo que antecede a defini¢do
4.7, a tangente em (a, b) é definida por

s(z—a)+2b(y—d)=0.
Como b £ 0 entdo C' ¢é ndo singular em (a,b). A tangente a esse ponto vai ser y=>b,

quando s =0, ou y=mz +c, onde m = —Fec= %-f-b, quando s # 0, ou seja a
tangente é ndo vertical.
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(ii) Seja (r, 0) um ponto do plano euclidiano. Este ponto pertence a C se e s6 se g(r) = 0.
Pelo teorema 3.9 (ii), ¢(r) = 0 se  — r & um factor de g(z) e neste caso escrevemos, para um
polinémio h(z), ¢(z) = (z — r)h(z) .

Se tomarmos a = 7 e b = 0 em (5) obtemos

3/2 - q(xl'*' T) ’
ou seja,
y? — 2Rz + 7).

Depois de simplificada a expressdo anterior obtemos — h(r) e 0 como coeficientes de z’ e
Y, respectivamente. Assim, se i(r) 3 0 entdo C & nio singular e tem uma tangente vertical em
(r,0). Se h(r) = 0, C é singular em (r, 0).

Pelo teorema 3.9 (ii), h(r) = 0 se e s6 se z — r é um factor de A(z), ou seja se e s6 se
z — r é um factor repetido de g(z).

(iii) A curva C' em coordenadas homogéneas é definida por
Ye=1°+ fz*2 +9z2% + h2°.

Tomando z = 0 na equagio anterior concluimos que z = 0, logo (0, 1,0) é o \nico ponto
no infinito que pertence a C.

Pelo teorema 4.8 (i) concluimos que C' tem uma tangente, z = 0, no ponto (0, 1,0), sendo
este um ponto nio singular.[]

Se associarmos os resultados obtidos pelos teoremas 4.8 e 4.9, conseguimos uma
caracterizagdo das cubicas irredutiveis nio singulares e singulares. Esta caracterizaco é dada
pelos teoremas 4.10 e 4.11.

Antes, porém, necessitamos de rever algumas ideias relativamente ao namero de raizes que
um polinémio de grau impar, mais concretamente de grau trés, tem. Consideremos o polinémio
g(z)=az*+bz* +cz+d, com a>0. Este pode ser escrito na forma
a(@) = az®(1+ Z + ;5 + &). Assim temos 0 _lim g(z) = +00 e 0 _lim g(z) = —co
[note-se que este limite é igual a —co porque o grau do polindmio é impar e consideramos
a > 0]. Como y = ¢(z) é uma fungiio continua, logo ndo pade passar de um valor positivo
para um valor negativo sem passar pelo zero, concluimos que este polinémio tem pelo menos

uma raiz. Obviamente que para valores de a <0 temos o lll_’l_l g{z)=—00 e o
T—++00
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lim g(z) = +o0 e, pelo mesmo motivo, concluimos que o polinémio tem pelo menos uma raiz.

r——00

Este resultado é necessario para a demonstracgdo do teorema seguinte.

Teorema 4.10
Uma cubica é ndo singular e irredutivel e tem uma flexdo se e s6 se puder ser

transformada em
vV =z(z® +kz+1) (6)

ou

¥ = 2(z - e - ) @

paraw>le —2<k <2

A Fig. 19 permite-nos tirar algumas ilagGes relativamente as cubicas (6) e (7), das quais
destacamos apenas as mais importantes. A cubica (6) tem uma raiz (z = 0), enquanto a cubica
(7) tem trés raizes (x =0, £ =1 e z = w). Estes pontos de intersec¢do com o eixo das

abcissas s3o pontos nao singulares, onde as cubicas tém tangentes verticais (teorema 4.9).

Ty
Fig. 19 A. Curva (6): v* = z(2° + kz + 1);
B. Curva (7): > = z(z — 1)(z — w).

Demonstracio
Seja C' uma cubica nio singular e irredutivel com uma flexdo. Pelo teorema 4.8, a cubica
C pode ser escrita na forma

Y=+ fr* +gz+h.

Como o segundo membro é um polinémio de grau trés em z, tem uma raiz real que

designamos por r. Assim, podemos escrever a curva como sendo
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v =(z-r)(@®+bz+c), @®)

comb, c € R.
Dois casos podem ocorrer: (i) z°+ bz + ¢ é irredutivel e ndo tem raizes reais; (ii)

@2 + bz + ¢ é redutivel e tem duas raizes reais que designaremos por s e t.

(i) Seja 22 + bz + c irredutivel.
Neste caso, vamos aplicar a transformagio o' =z —rz, f = ye 2=z de forma a

obtermos a equacio (6)
V¥ =z(z* +dz+e),
para valores de d e e € R. Como z2 + dz + e é irredutivel é necessario que d2 — 4e seja

negativo e portanto que e seja positivo. Desta forma, podemos fazer a subtituicdo z = \/Ex’ ,
y= Vel e z = 2’ e obtemos

\/;”-yz = Jex(ex? + dv/ex +e).

Dividindo a equagio membro a membro por \/e_3, obtemos y* = z(z? + kz + 1).

(i) Sejam s e ¢ as raizes de z° + bz + c.
Neste caso a equagdo (8) vem

¥=(z—r)(z—s)(z— t).
Como C ¢é nido singular, pelo teorema 4.9, nenhum destes factores & repetido.

Consideremos, sem perda de generalidade, que r < s < t¢. Aplicando a transformacdo

T=z—-rz,yY =yez =z temos
v =2z —u)(z —v),
comu=s—rev=t—r,onde0 < u < v
Substituindo z = uz’, y = \/t?y’ e z = 2/, obtemos
vy’ = uz(uz — u)(uz — v),
ou seja,

V' =z(z ~1)(z —w),

comw=2>1.
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Reciprocamente, consideremos as equagdes (6) e (7). Como nenhuma delas tem factores
repetidos, entdo, pelo teorema 4.9 e porque as transformacdes preservam os pontos singulares,
estas curvas ndo sdo singulares. Pelo teorema 4.8 (ii), concluimos que as curvas sdo
irredutiveis e tém uma flexio.[1

Depois de caracterizadas tedas as cibicas irredutiveis ndo singulares que tém uma flexdo,
é chegado o momento de caracterizarmos todas as ciibicas irredutiveis e singulares.

Teorema 4.11 -

Uma ciibica irredutivel ¢ singular se e s6 puder ser transformada numa das seguintes
Jormas

y =, ©®
¥ =a*(z+1), 19
¥ =2z —1). an

As curvas (9), (10) e (11) neste ultimo teorema estio representadas na Fig. 18,
correspondendo as curvas A, B e C, respectivamente. Analisemos algumas caracteristicas
interessantes que estas trés cubicas possuem. Como todas t8m z como factor repetido, todas
sdo singulares na origem [teorema 4.9 (ii)]. As curvas (10) e (11) cujos gréficos intersectam o
eixo das abcissas noutros pontos que ndo a origem, t3m ai uma tangente vertical (teorema 4.9).
No caso da cubica (11) observamos um ponto isolado na origem.

Demonstracdo

Consideremos as. cibicas de equagdes (9), (10) e (11), todas com um ponto singular e
portanto singulares. Estes trés tipos de cibicas sdo irredutiveis, pois, caso contrario, teriam
uma factorizagdo do tipo (y — ¢(z)) x (¥ + ¢(z)), onde o quadrado do polinémio g{(x) teria
grau trés, o que nio é possivel.

Assim, qualquer cibica que possa ser transformada numa destas trés equagdes ¢ singular e
irredutivel.
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Reciprocamente, seja C' singular e irredutivel. Pelo teorema 3.14, podemos enviar o ponto
singular para a origem. Pelo teorema 4.6 e definigéio 4.7, C pode ser representada pela equagdo
az® + bzy + cif = dz® + ex’y + frif + g3, 12)

no plano euglidiano.

Vamos demonstrar, primeiramente, que a equagio (12) pode ser transformada numa outra
comc=1,b=0ea=0,-1,1. Posteriormente, demonstraremos que, dependendo do valor
de a, temos: para a = 0 a equacdo (9), para a = —1 a equagdo (10) e para a = 1 a equagio
(11).

Como as trés demonstragdes, paraa =0,a= —lea = 1, sdo analogas e muito longas,
cuja técnica consiste na manipulagio de transformagdes de forma a eliminar termos ou
coeficientes indesejaveis, apenas faremos de forma exaustiva a primeira demonstragdo (a = 0),
que nos permite chegar a equagéo (9).

Para isso, vamos definir varios casos e estudar cada um deles, de forma a garantir que uma
citbica singular e irredutivel representada pela equagio (12), tem o coeficiente de ° diferente
de zero (c # 0).

() Consideremos a = b = ¢ = 0 na equagdo (12). Porque C' irredutivel, ndo tem y como
factor, logo d # 0. Assim, o polinémio dz® + ez® + fz + g tem pelo menos nma raiz real que
denominaremos por r. Desta forma, pelo teorema 3.9 (ii), (z — r) é um factor do polinémio. e
portanto (z — ry) é um factor de C, o que é um absurdo pois C ¢ irredutivel.

Assim, concluimos que a, b e ¢ ndo sio simultaneamente iguais a zero.

(1) Sejam ¢ =0, a # 0 e b # 0 em (12). Aplicando uma transformagdo que alterne o «
com o y podemos garantir ¢ # 0.

(i) Se tomarmos a = c =0 na equagio (12) ¢ b # 0. Aplicando a transformagdo
z=z'+y, y=y e z=2, chegamos a uma outra equagio do mesmo tipo, onde o
coeficiente do termo 3/° é diferente de zero, on seja

bz +y)y=d(z+y)° +elz+ v’y + flz+ 1) + o’
Logo
by’ + cay + ax? = da® + exy + fzif + g3,
para novos valores de a-g onde b # 0.

Assim, em qualquer dos casos, (ii) ou (iii), podemos garantir que ¢ # 0 na equagdo (12).

¢ # 0. Posteriormente, dividimos a equacdo anterior membro a membro por ¢, e obtemos, para
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novos valores de a, b, d, e, f e g-a equagio
1 + bry + az? =dz® + ez®y + fzi* + g1°.
Completando-o-quadrado em g, temos
1 1
(y+ Sba)+ (a— 367)e” = da® + ey + far? + oo
Pretendemos ter b =0 ¢ ¢ =1 em (12). Para isso, vamos considerar a transformacio
' =z,y¥ = y+ bz e 2" = 2, de forma a obtermos
¥ +az?=ds® + ex’y + fzi’ + gy {13)
paranovos valoresdea, d, e, feg.
Temos entdo-duas hipéteses a considerar parao valorde a: oue = Oou a # 0.
Tommemos a = 0. Como a equagio (13) nio tem y como factor entdo d # 0. Assim,
aplicando a transformacdio 2’ = Vdz, v = ye 7 = z, obtemos
¥’ =’ + e’y + foif + o, a9
para novos valores de e, f e g. Tendo como finalidade eliminar o termo ez?y de (14), vamos
aplicar a transformacdo
z=w’—§y’,y=1/ez= Z.
Desta forma, o coeficiente de =2y da expressdo (z — £y)® vai ser —e, ou seja, o simétrico do

coeficiente de z’y da expressio (x — £y)?y. Assim, como resultado desta transformacio,
temos a equacdo

V=2 + forl + o7,

para novos valores de f e g.
A equagio homogeénea correspondente é

v'z=2"+ foy’ + gy,
que pode ser escrita da forma
v(z— fz —gy) =2°.

Por ultimo, aplicando a transformagio =’ =z, Y =y e 2/ = z — fr — gy, obtemos a
curva de equagao (9).
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L

Assumindo a # 0 em (13) e aplicando a transformagdo o’ = |a|’z, ¥ =y e 2= 2,
concluimos que a = 1ou a = —1. Quando a = —1, e através de uma demonstragdo analoga a
anterior, obtemos a equagdo (10). Tomando a = 1 obtemos a equacio (1 Do

Como as ciibicas de equagdes (9), (10) e (11) sdo casos especiais da equagdo @) do
teorema 4.8 (ii), concluimos que estas ciibicas tém uma flexo no ponto (0,1, 0) pertencente a
uma recta vertical. Assim, ao considerarmos a homogeneizada da cibica (9), que
representamos por 4%z = 23, e aplicarmos a transformagdo que alterna as coordenadas z e y,
obtemos a cibica yz2 = z° onde o ponto de coordenadas (0, 1,0) ¢ transformado no ponto de
coordenadas (0,0,1). No plano euclidiano, a curva y =z’ (Fig. 17) tem uma flexdo na
origem tal como referimos no final da seccéio 4.1. Desta forma, este ponto de inflexdo na
origem mostfa que as duas "extremidades” da curva (9) formam uma flexéo no infinito.

§4.3 Teorema de Bézout

Nesta sec¢io vamos apresentar os fundamentos necessarios para atingirmos o objectivo a
que nos propusemos de inicio, ou seja, mostrar que toda a cubica irredutivel e ndo singular tem
uma flexdo. Para isso necessitamos de alguns resultados que irdo sendo demonstrados, dos
quais destagamos o teorema de Bézout. Este teorema, que relaciona a multiplicidade de
interseccdes entre duas curvas, com o produto dos seus graus, ira ser enunciado primeiramente
para curvas complexas e posteriormente para curvas no plano projectivo real. Contudo, para
que possamos estabelecer estes desenvolvimentos, necessitamos de trabathar sobre os numeros
complexos, sendo por isso necessario rever alguns conceitos, nomeadamente o conceito de
conjugado relativamente a um polinémio.

n
Seja F = Y a;z; um polinémio sobre os complexos na indeterminada z. O polinomio
i=0

conjugado F ¢ definido do seguinte modo: F = 3 @;, onde &; representa o conjugado de a;.

Por sua vez, o conjugado de um numero complexo Z = c + di define-se como sendo
Z =c—di.

15 V. Robert Bix, Conic and Cubics, A concrete Introduction to Algebraic Curves, Springer, New
York, 1998, pp. 140-144.
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Exemplo: seja F* um polinémio homogéneo sobre os complexos
F(xv Y, Z) = (4 - 1‘)1-7}2 — dizyz + 2%3

Definimos o conjugado deste polinomio, que designaremos por F, como sendo o polinémio
F(z,y,z) = {4+ d)xy? + 3izyz+ 22°.

O conjugado veriﬁcaalgm:aspropriedadeSquefacihnmtesedemons&am,dasquais
destacamos as _seguintes:

» O conjugadodo produto ¢ igual a0 produto dos-conjugados, ou seja F G = FG.

¢ O conjugado da soma é igual 4 soma dos conjugados, ousgja F+ G = F + G.

* O conjugado de um polindémio com coeficientes reais é ignal ao proprio polinémio.

e Se w e z sdo dois niimeros complexos, entiow = 7 see SO Se W = 2.

¢ Seja F um polindmio sobre os complexos e F o seu conjugado entdo FF = H, onde
H é um polinémio de coeficientes reais.

Iniciamos esta secgdo com a-demonstracio de um resultado da algebra dos polinémios.

Teorema 4.12
Sejam F, G e H polinomios homogéneos sobre o corpo dos complexos tais que H ndo
contém y e ndo contém factores de grau positivo em comum com G. Entdo todo o Jactor de

grau positive comum a HF e G é também factor de F.

Demonstracdo

Consideremos R um factor de grau positivo comum a HF e G. Assim, existe um
polinémio hemogéneo S tal que HF = RS. Dependendo do grau de H temos trés situages a
considerar:

() H é um polindmio de grau zero, representado por uma constante ¢ diferente de zero.
Neste caso-escrevemos F = ¢~ RS ¢, assim sendo, R € também factor de F.

(i) H € um polindmio de grau um, ou seja, H =0 representa uma recta. Como as
transformacdes preservam a factorizagio, podemos aplicar uma transformagio de modo a
termos H = z.

Por hipétese, H ndo tem nenhum factor de grau positivo em comum com G, logo z ndo ¢
factor de R. Contudo, para que seja vilida a ignaldade HF = RS é necessério que x seja

91



IV. Cibicas

factor de S. Deste modo, existe um polindmio homogéneo T tal que zT = S. Temos entdo
zF = zRT, ou seja F = RT (lei do corte). Assim, R é factor de F.

(iii) H é um polindmio de grau m superior a um. Como H é um polinémio homogéneo que
ndo contém y, pode ser visto como um polindémio de duas varidveis H(z, z). Pelo Teorema
Fundamental da Algebra, podemos escrever

H(z,z) = r(x — w12)" - (x — we2)™ 2",

para certo inteiro ¢ > 0. Sabemos que H tem grau positivo sobre os nimeros complexos, logo
podemos associar 7 a um dos factores e escrevé-lo como produto de factores lineares, ou seja
H = Ly---Lm, onde L; representa uma recta para ¢ = 1, ..., m, ndo sendo necessario que estas
recta sejam distintas. Desta forma, e pela explicagdo anterior, consideremos H = L, H’, onde
Ly é uma recta ¢ H' um polindmio homogéneo de grau m — 1. Como H néio tem factores de
grau positivo em comum com G, também L, e H' nio tém. Assim, R é um factor comum a
HF =L,H'F ¢ G e é, por (i), um factor comum a H'F e G. Considerando
H'F = L;H'F e procedendo a0 mesmo tipo de raciocinio, vamos reduzindo o grau de H até
que este desaparega, obtendo-se R como factor de F'.00

Definimos I(F’, G) como sendo o mimero total de vezes, contando as multiplicidades, que
duas curvas complexas F e G se intersectam em todos os pontos do plano projectivo
complexo. Tendo presente esta defini¢io e somando todas as intersecgdes de todos os pontos,
podemos generalizar o Teorema 3.16 (iv) e (v) do capitulo 3 para todos os pontos P do plano
projectivo complexo. Assim temos:

I(F,G) = I(F,G + FH) (15)

I(F,GH) = I(F,G) + I(F, H), (16)

onde G + F H ¢ ainda um polinémio homogéneo.

Neste momento, podemos demonstrar o Teorema de Bézout para curvas que verifiquem
certas condi¢des. Pelo Teorema 4.5 e pela observagio que o precede, podemos concluir que
dada uma recta L e uma curva G de grau n, em que L néo é factor de G, L e G intersectam-se
n vezes no plano projectivo complexo, contando as multiplicidades.

Se no plano projectivo complexo tivermos uma curva F' de grau m que ndo contém y e ndo

tenha factores de grau positivo em comum com a curva G de grau n, podemos escrever
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F(z,z) = L1---Ln . Neste caso temos:

I(F,G) =I(L1Lm,G)
=I(L,G) + -+ I(Lm,G) [por (16)]

= mn,

verificando-ge o Teorema de Bézout.

Resumidamente, concluimos que dadas duas curvas F=0e G=0de graus men,
respectivamente, em que F* = 0 ndo contém y e ndo tem factores comuns de grau positivo com
G =0, elas intersectam-se mn Vezes, contando as multiplicidades,no plano projectivo
complexo.

Até agora temos trabalhado com curvas em que uma delas nio contém y. Surge entio uma
questdo. Se guisermos maior generalizagdo e considerarmos uma curva que contém 7, COMO s
demonstrara o Teorema de Bézout?

Suponhamos que o grau em y num polinémio homogéneo F* ¢ superior a zero. Neste caso
provamos o Teorema de Bézout através da redugio sucessiva do grau de y, recorrendo a uma
técnica semelhante 3 utilizada no exemplo que fecha a sec¢do 3.1, onde se pretende determinar
a multiplicidade de intersecgdes entre duas curvas. O Teorema 3.21 formaliza este
procedimento, onde o grau de uma das curvas complexas F' ou G vai diminuindo. Apesar desta
redugéodograu,oteoremadeBézoutveﬁﬁca-separaascurvas F e G se e so se for
verificado para as curvas que vio resultar da técnica referida no teorema 3.21.

Estamos agora nas condigdes de enunciar e demonstrar o Teorema de Bézout.

Teorema 4.13 (Teorema de Bézout)

Sejam F = 0 e G = 0 duas curvas complexas de graus m e n tais que F e G ndo tém

factores comuns de grau positivo. Entdo F =0 e G = 0 intersectam-se exactamente mn

vezes, contando as multiplicidades, no plano projectivo complexo.

Demonstracio

Sejam F = 0 e G = 0 duas curvas de grau positivo em y. Aplicamos o teorema 321, de
forma a redyzir o grau de y de uma delas. Repetindo este procedimento até uma das curvas ter
grau zero em y, € mediante a explicagio que antecede este teorema, concluimos o resultado
pretendido. [
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Pelo Teorema de Bézout, dadas duas curvas F' ¢ G de graus positivos e sem factores
comuns, elas intersectam-se finitas vezes no plano projectivo complexo. Caso estas curvas
tenham factores comuns ent3o intersectar-se-do infinitas vezes, sendo por isso I(F, G) = oo.

Chegamgs ao momento de mostrar que um dado factor sobre os nimeros complexos de um
polinémio homogéneo com coeficientes reais, pode dar origem a um factor sobre o corpo dos
reais. Este resultado é apresentado no teorema seguinte.

Teorema 4.14

Sejam F um polinomio homogéneo sobre os reais e G um polinomio homogéneo e
irredutivel sobre os complexos. G é factor de F sobre os complexos. Entdo, ou existe um
niimero complexo k, diferente de zero, tal que kG tem coeficientes reais, ou GG ¢ um
polindmio homogéneo sobre os reais que é factor de F sobre os numeros reais.

~

Demonstracdo

Seja G um polinomio homogéneo de coeficientes complexos irredutivel e a um coeficiente
de um termo diferente de zero de G. Construimos o polinémio G; com a finalidade de
garantirmos que este tem, pelo menos, um termo com coeficiente igual a um. Assim, definimos
G'; como sendo:

Gi=a"'G. a”n

Se G, tiver todos os coeficientes reais temos o teorema demonstrado, basta, para isso,
considerarmos k = a~}. Caso contrario, existe pelo menos um coeficiente em G; que nio €
real.

Suponhamos essa segunda hipétese e que G é factor de F. Entdo G, ¢ factor de F' e

escrevemos

F =GiS,

para um polinémio homogéneo .S com coeficientes complexos.

Aplicando o conjugado e tendo em conta que o conjugado de um polinomio com coeficientes
reais é o proprio polindmio, obtemos

F=0GiS. (18)

Assim, I(G.’r‘rF) = I‘(G}r m)= I(G},CT})+ I(G},_S.)~
Como G, é factor de F, entdo I(G1, F) = oo.
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Por sua vez G nio tem todos os coeficientes reais dai concluirmos que G # G—i.Log)Gl
e G ndo sio multiplos escalares e I(G1, G;) < 0o. Assim, I(G1, F) = 00 e I(G1, Gy) < 00
donde se conclui que I(G4,S) = co. Logo, pelo Tearema de Bézout, G; e S t4m factores de
grau positivo comuns.
Temos G; irredutivel e factor de S. Assim, existe um polindmio T sobre os complexos tal
que S = G, T. Donde, por (18), temos
F =GGiT.
Conjugando (17) obtemos Gy = a-1G ¢, assim, definimos a seguinte igualdade
F = GIE]U’

onde U é um polinémio sobre os complexos. Mas GG e F sdo polindmios de coeficientes
reais, consequentemente, U tem também coeficientes reais. Assim, G1G; é factor de F sobre
os reais.[J

Pde-se agora uma questdo. Sera que, dadas duas curvas no plano projectivo real que contém
um factor de grau positivo comum sobre os complexos tém, ainda, em comum um factor de
grau positivo sobre os nimeros reais? A resposta é afirmativa e é nos dada pelo teorema
seguinte.

Teorema 4.15

Sejam F e G polinémios homogéneos sobre os reais. Se F e G tém um factor comum de
grau positiyo sobre os complexos, entdo tém um factor comum de grau positivo sobre os

reais.

Demonstragao

Denominemos H o factor comum a F ¢ G de grau positivo e irredutivel sobre os
complexos. Se existir um niimero complexo k tal que kH tenha coeficientes reais, entdo kH é
factor de F' e G sobre os numeros complexos, sendo também um factor de F e G sobre os
numeros reais. Se tal nimero nio existir, entio pelo teorema 4.14, HH é um polinémio

homogéneo de coeficientes reais que é factor de F' e G sobre os nimeros reais.[

Por fim, o teorema seguinte di-nos uma restrigdo do Teorema de Bézout para curvas no
plano projectivo real.
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Teorema 4.16
Sejam F = 0 e G = 0 duas curvas com coeficientes reais de graus m e n, sem factores
comuns de grau positivo sobre os reais. Entdo F = 0 e G = 0 intersectam-se no mdximo

mn vezes, contando as multiplicidades, no plano projectivo real.

Demonstragg"o

Como F e G ndo tém factores comuns de grau positivo sobre os niimeros reais, logo pelo
Teorema 4.15 também ndo tém sobre os niimeros complexos. Pelo teorema de Bézout, F = O e
G = 0 intersectam-se mn vezes, contando as multiplicidades, no plano projectivo complexo.
Como podem existir pontos, onde estas duas curvas se intersectam, pertencentes ao plano
projectivo complexo que ndo pertencem ao plano projectivo real, logo I(F, G) é no maximo

igual mn.0O0

Resumidamente, dadas duas curvas F = 0 e G = 0 com coeficientes reais de graus m e n
sem factores comuns, em que um dos pontos de intersecgdo é um nimero complexo, elas
intersectam-se no plano projectivo real num numero de vezes inferior a mn, contando as
multiplicidades. No entanto, se todos os pontos de intersecgio forem numeros reais,
intersectam-se nm vezes. Os teoremas 4.4 e 4.5, referem-se a este resultado, tendo presente o
facto de que uma das curvas ser uma recta.

§4.4 Hessiana

Tal como referimos anteriormente, nesta secgdo vamos completar a classificagio das
cubicas irredutiveis, demonstrando que toda a cubica irredutivel ndo singular tem uma flexdo.
Para isso, vamos definir hessiana H de uma curva C, que consiste na matriz definida pelas
segundas derivadas parciais do polindmio associado a C. As flexes e os pontos singulares de
uma curva C' no plano euclidiano, vdo ser os pontos pertencentes a C' que satisfazem a
igualdade detH = 0, em que detH representa o determinante da matriz H associada ao
polinémio homogéneo de C. Se C' é uma cubica irredutivel e ndo singular, provamos que o
determinante da sua hessiana é também uma cabica diferente de C e os pontos que pertencem a
C e que verificam a igualdade det H = 0, vdo ser apenas as flexdes de C.

O Teorema de Bézout, demonstrado na secgo anterior, ird possibilitar a prova de que C e
detH = 0 intersectam exactamente nove vezes, contando as multiplicidades, sobre os numeros
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complexos e, portanto, pelo menos uma vez sobre os nimeros reais. Os pontos de intersecgo
existem aos pares de conjugados e nove ¢ um nimero impar, dai a obrigatoridade de pelo
menos um ponto ser real. Desta forma, concluimos que toda a cibica C irredutivel e ndo
singular, tem uma flexdo no plano projectivo real.

Nesta secgdo, caso ndo seja explicitada nenhuma outra situagdo, vamos considerar
polinomios ¢ curvas com coeficientes reais .

Comecemos por definir hessiana de uma curva C cujo polinémio homogéneo associado
iremos repregentar por F'.

Definicfio 4.17

Seja F'(z,y,z) = 0 a homogeneizada de f(z,y) = 0 em que F(z,y, z) é um polinémio
homogéneo de grau d. Chamamos matriz hessiana de f a matriz 2 X 2 simétrica definida
pelas segundas derivadas parciais de f:

foz
55 &)

Obs: f;; representa a segunda derivada parcial de f; em relagdo a 7, ou seja fi = (f3);

Estamos a trabalhar com polinémios, logo com fungdes diferencidveis. Pelo Teorema de
Schwarz, sabemos que “se f é um campo escalar, tal que as suas derivadas f; e f, existem
num conjunto aberto S, e se (a,b) é um ponto de S em que ambas as derivadas fzy e fyx
existem e sdo continuas, tem-se fu,(a,b) = fy-(a,b)”. Assim as segundas derivadas parciais
cruzadas sio iguais.

Naturalmente que, se trabalharmos com um polinémio homogéneo de grau d sobre os reais,
F(z,y,2) = S_eijz'y’z*, onde i+ j+k = d, a matriz hessiana de F' é uma matriz 3 X3

simétrica definida pelas segundas derivadas parciais de F:
Fre Fry Fip'
F 2z F 2y F 2z
Neste caso, definimos as primeiras derivadas parciais do seguinte modo:
Fo= ieya st Fy =Y jeaiy b e F, =) keya'y2" .
Cada derivada parcial ou é zero, ou um polindmio homogéneo de grau d — 1, enquanto que
as segundas, vdo ser zero ou um polinmio homogéneo de grau d — 2. Exemplificando alguns
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casos de segundas derivadas parciais temos
Foy= Zijeijzi”lyj‘lzk oufy,, = ijeijxiyi'rzk'r.

Tal como anteriormente, pelo Teorema de Schwarz, as derivadas parciais cruzadas sjo
iguais, ou sgja F, = Fyz, Fru = F,; Foy=F, e, consequentemente, a matriz hessiana é
simétrica.

Algumas consideragdes e dedugdes importantes devem ser feitas antes de prosseguirmos, a
saber:

¢ Definimos as derivadas parciais do polinémio zero, como sendo iguais a Zero;

e Num polinémio homogéneo F' com coeficientes reais e de grau d ¢ valida a igualdade

zF; + yFy + 2F, = dF; 19)

® O determinante da matriz hessiana de grau 3 ¢ dado por:
detH = Fp,Fy,F,, + 2F3y F,, F,, — FeFy, — FyFZ — F,,F2,

Devido & simetria da matriz hessiana, o seu determinante mantém-se inalterado quando
alternamos q z com 0 z ou como y;

* Existe uma relagdo entre as derivadas parciais de f(z,y) e da homogeneizada F(z, y, 1).
Assim, temos as seguintes igualdades: Fo=fo Fy=f,; Foy = foy; Fyo = fyz. Vamos
demonstrar apenas as igualdades F, = f, e Fzy = fuy no ponto (a,b,1). A demonstragio dos
Testantes cagos é analoga a estes dois. Para isso consideremos

Fz(x, Y, Z) = Z’;eijxi_lyizd_i_j’
Fy(z, v,1) = Zieijxi—tyj
= fz(z, )
Derivando novamente F.(x, y, z), mas agora em ordem a y, obtemos
o) = Dty
Foy(z, y, 1) = Zijeijxi—lyi‘l
= f W'(m’ y)'

E possivel, através da segunda derivada parcial, identificarmos pantos singulares e flexdes
de uma curva no plano euclidiano. Para isso, necessitamos de encontrar a equagio da tangente
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a uma curva no ponto (a, b), mas agora envolvendo as primeiras derivadas parciais. Na secgdo
4.1, vimos que no plano euclidiano uma curva f(z,y) = 0 nfio singular no ponto (a, b) pode
ser escrita na forma:

f@y)=s(z —a)+ Hy —b) + Y _ei(z —a){y—b), (20)
onde i+ j > 2 para todos os termos do somatério, ndo sendo s e ¢ simultaneamente iguais a
zero. Neste gaso a equagdo da tangente no ponto (a, b) é dada por
s(z—a)+tly—b)=0.

Quando determinamos f, obtemos
fa=s+ iefz—a) {y—bY,para(i—1)+j> 1,

em que pelo menos um dos expoentes i — 1 ou j é positivo. No ponto (a, b) o somatério vai ser
igual a zerq e consequentemente f;(a,b) = s. Analogamente, verificamos que fy(a,b) =t.
Assim, pelo teorema 4.6 e pela explicagio que antecede a definigio 4.7, f é uma curva singular
em (a,b) se e s6 se f.(a,b) e f,(a,b) ndo sdo ambas iguais a zero. No caso de ser ndo
singular, a tangente a f no ponto (a, b) é dada pela recta

fo(a,b)(z — a) + f,(a,b)(y ~b) = 0.

Definidas as segundas derivadas parciais num determinado ponto, podemos identificar esse
ponto com sendo singular ou uma flex3o. Para isso segue-se o teorema 4.18.

Teorema 4.18
Sejam f(z,y) uma curva no plano euclidiano e (a, b) um ponto pertencente a essa curva.

Entdo (a,b) é uma flexdo ou um ponto singular se e sé se no ponto (a,b) temos a igualdade

fza:fj + fy‘y,f:c2 '—2fzyf:fy =0 21)

Demonstragéo
Seja (a,b) um ponto singular de f. As derivadas fz e f, sdo ambas iguais a zero e

consequentemente a equagdo (21) é satisfeita no ponto(a, b). Assim, podemos assumir que f é
ndo singular em (a, b) e mostrar que (a, b) é uma flexdo se e s6 se é vélida a igualdade (21)
para o pontp (a, b).

Consideremos (a, b) uma flexdo de f. Pela igualdade (20) podemos escrever
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f@p) = slz—a)+tly—b)+ulz—a) + oy — b+ w(z —a)(y — b) +
+ D ez — a)(y - by,

onde i+ j > 3 para todos os termos do somatério e em que s e ¢ ndo sdo simultaneamente
iguais a zero. A equagdo da tangente no ponto (a,b) é dada por s(z — a) + tly—b)=0.

Como (2]) é simétrica em relagdo a z e y, podemos, se necessario, alternar x com y de
forma a garantirmos ¢ # 0. Resolvendo a equagdo da tangente no ponto (a, b) em ordem a v,
obtemos y(x) = b — £(z — a). Subtituindo a expressdo encontrada para y na igualdade (22)
obtemos

22)

e o (L D ) { MR TR

onde i+ j > 3 para todos os termos do somatério. Pondo em evidéncia em (23) o factor
(z — a)?, concluimos

f(z,y(z)) = (z ~ a)*h(z),

para h(a) = u ”t—‘f — ** [todos -os termos do somatério tim o factor (z — a) com -expoente
superior a dois]. Se h(a) # 0 entdo, pelo teorema 4.2, f(z) intersecta a recta tangente no
ponto (a,b) duas vezes, logo ndo tem uma flexdo nesse mesmo ponto. Se h(a) =0 e o
polindmio (23) ¢ diferente de zero, entdo a maior poténcia de (z — a), que podemos factorizar,
tem pelo menos expoente trés e f intersecta a sua tangente no ponto (a,b) pelo menos trés
vezes. Por fim, se o polinémio (23) é igual a zero, pelo teorema 3.8 (i1), a tangente no ponto
(a,b) é um factor de f. Neste caso f intersecta a sua tangente nesse ponto, infinitas vezes.
Assim, f intersecta a sua tangente pelo menos trés vezes no ponto (a, b) se e s6 se h(a) = 0.

Vamos agora considerar h(a) = 0 ou seja u + ';—?7’ — % = 0. Multiplicando h(a) por 2
obtemos t*h(a) = ut? + vs® — wst = 0. Derivando (22) em ordem a z obtemos

fo(2:9) = 6+ 2u(z —a) + wly —b) + Y ez —a)~(y — b

Assim, concluimos f;(a,b) = 5. Seguindo um raciocinio analogo, obtemos f,(a,b) = t.
Derivando novamente f,(z,y) emordema z e a y, temos

fzz(xs y)=2u+ Z@(% - 1)6,‘_,‘(3: —-a)"“2(y— b)] e
Fa(@0) = w+ ) ijesi(z — a) Yy — by,
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Como nas igualdades anteriores i+ j > 3 deduzimos que pelo menos um dos factores
(z—a)ou(y— b) tem expoente positivo. Substituindo = = a e y = b nestas igualdade, temos
fus(a, b) = 2u e fry(a,b) = w. Através de um procedimento analogo ¢ alternando o x com 0
y em (22), obtemos fi,(a, b) = 2v.

Substituindo novamente estas quantidades na equagdo ut® + vs® — wst = 0 temos, para 0
ponto (a, b), a seguinte equacéo

';‘fz:cfg + ‘;‘fwfg - fzyfzfy =0

Multiplicando por 2 a equacdo anterior obtemos (21).
Assim, (a,b) é uma flexio ou um ponto singular em f se e sb6 se nesse ponto
.fz:cfy2 + fwfg _2fa:yfzfy‘= 0.00

Vamos agora mostrar que a equacio detl = 0, em coordenadas homogéneas, é equivalente
4 equagdo (21) do teorema 4.18.

Teorema 4,19

Seja P um ponto pertencente a curva F = 0 de grau superior a 1 no plano projectivo
real. Entdo P é uma flexdo ou um ponto singular de F' se e s6 se P satisfaz a equagdo
detH = 0, onde H é a hessiana de F'.

Demonstragdo

Seja P um ponto pertencente a curva F. Assumimos que P tem a ultima coordenada, z,
diferente de zero, nem que para isso seja necessario aplicar uma transformagéo que alteme esta
com a coordenada z ou y. Esta transformacdo, para além de preservar as flexdes e os pontos
singulares, ndo altera o valor do determinante de H . Assim, dividindo as coordenadas do ponto
P por 7, obtemos o ponto de coordenadas (a,b,1).

Vamos agora provar que o ponto (a,b,1) é uma flexdo ou um ponto singular se e s se
(a, b, 1) satisfaz a equacdo detH = 0.

Assim, temos:

vz Foy Fr
detH(a,b,l) = vz T Fyl
2z F. zy F 22]
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F, Tz F, Ty F;z
detH(a,b,l) = F F Fyz
o F,, + bF,,,z +Fr aFg+ bF +Fy aF, +bF, +F,;
Fe Foy Fe, [por (19).e Fy,, = F,,,
= | Fy Fyy £y F., = e Fpy = F,}
(d-1)F, (d- 1)F, d-1DF| "= S A o
Fa Fay 0F0+ by + F,
= F,, Ty afy; + bF + £,
(d-1)F, {d- 1)F, (d-1)aF, +bF + F,

= Fyp Fp  {d—1)F,
(d-1)F, (d-1F, (d—1)d

Fz;c Fﬂ-‘y (J—I)Fj

Fry Fyy (d—1)F,
= F, Fyy {d - l)F;’ {(a,b, 1) pertence a F7.
d-1DF, (d- 1)F,

Concluimos que detHi,y ) = (d — 1)2(2F, FryFuFy — FpoF? — F F2). Nesta expressio
ndo esta envolvida a diferencibilidade em relagio a z podendo, por esse motivo, ser
interpretadg como o determinante da hessiana relativamente a0 plano euclidiano. Considerando
f(a,b) = F(a,b,1), as derivadas F, Fy, Fppy Fyy © Fyy véo ser iguais as derivadas Tosfys
Jozs foy © fyy, respectivamente. Assnn,

2Py FoFy = FooF) = FyF2 = — (faof2 + fgf2 — 2fufofy) = 0,

donde, pelo teorema 4.18, concluimos que detH(, 1) = O se e 56 se o ponto (a,b,1) é nma
flexdo ou um ponto singular. ]

Veremos, de seguida, que o detH de uma ciibica C irredutivel e ndo singular, nio é um
multiplo escalar de C' sobre 0s niimeros reais. Posteriormente, pelo teorema de Bézout e
teorema 4.15, concluimos que C e detH intersectam-se nove vezes no plano projectivo
complexo.
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Teorema 4.20

Sobre os numeros reais, se C =0 ¢é uma cubica irredutivel ndo singular entdo o
determinante da sua hessiana é um polinémio homogéneo de grau 3 que ndo é multiplo
escalar de C.

Demonstragéo

Seja C uma cibica irredutivel e ndo singular. Como o grau d da curva C ¢é trés, cada
entrada da matriz é zero ou (d — 2). Assim, o detH é o polinomio zero ou um polinémio
homogénee de grau 3(d — 2) = 3. Pela explicagdo anterior ¢ para que o detH nio seja
multiplo escalar de C, vamos demonstrar que detH # 0.

Pelo teorema 4.19 sabemos que, a existir um ponto P pertencente a C, ndo sendo ele uma
flexdo nem um ponto singular, o detH # 0. Por hipotese C ¢ ndo singular, basta-nos portanto
verificar que esse ponto nio ¢ uma flexio.

Primeiramente, mostraremos a existéncia de um ponto no plano projectivo real pertencente
a C para que, posteriormente, possamos verificar que esse ponto ndo ¢ uma flexdo.

Sendo C uma ciibica ndo singular e irredutivel tem equagao do tipo

az® + brly + cxi? + dif + ex’z + fayz + gz + ha’ + iyt + j2° = 0.

Se C contém o ponto (1, 0,0), temos o primeiro objectivo atingido. Caso contrario, z° tem
em C coeficiente diferente de zero. Tomando por exemplo y € z iguais a 1, temos um
polinémio C(z,1,1) de grau 3 em z. Este polinémio tem pelo menos uma raiz r real. Deste
modo a curva € contém um ponto pertencente ao plano projectivo real.

O segundo objectivo é provar que existe um ponto que ndo ¢ uma flexio.

Vamos supor que C tem uma flexio de forma a chegarmos a um absurdo.

Através doteorema 4.10, C pode ser transformada na equagdo

P=ot i 4o

onde f e g sdo nameros reais e g # 0. Pelo teorema 4.8 (i), o eixo das ordenadas, x = 0, é
tangente a C na origem e contém o ponto no infinito (0, 1,0). No entanto, o ponto (0,1,0)
também pertence a C. Segue-se, pelo teorema 4.5 ¢ definicio 4.7, que C intersecta a tangente
z = 0 na origem no maximo duas vezes, e portanto a origem ndo é uma flexao.

Temos um ponto pertencente a C que nio é uma flexfio nem um ponto singular (C' ¢é néio
singular) Jogo, pelo teorema 4.19, concluimos que detH # 0. Assim, o detH e C s3o
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polinémios homogéneos de grau 3 e C é irredutivel. Como o detH e C sio dois polindémios
homogéneos diferentes, de grau trés, concluimos que detH nio é multiplo escalar de C.00

Se aplicarmos o conjugado 4 equagdio Fi(a,b,c) = 0, obtemos a equagda F(a,b,2) = 0.
Estas duas equagBes sdo equivalentes. Assim, P pertence a F" se e s6 se P pertencer a F. Esta
¢ a ideia base da propriedade seguinte, que nos permite afirmar que o conjugado preserva a
multiplicidade de intersecgdes.

Propriedade 4.21

Sejam F' e G duas curvas com coeficientes complexos e P um ponto pertencente ao plano
projectivo complexo. Temos Ip(F; G) = Is(F,G).

Demonstracéo

Para demonstrarmos esta propriedade, vamos recorrer a alguns teoremas e definigdes
apresentadog na secgdo 3.3, bem como a algumas das propriedades do conjugado que foram
apresentadas no inicio da secgio 4.3. A demonstragdo desta igualdade é feita através de duas
desigualdadg;s. Comecemos pela desigualdade

Ip(F,G) < In(F, G). (29)

Para Ip(F', G) = co a desigualdade é imediata. Vamos portanto assumir que Ip(F,G) éum
inteiro néo negativo. Seja n um inteiro maior que Jp(F, Q). Consideremos n polinémios
homogéneos em z, y e z que representamos por Q;, ..., Q,, cujos graus sdo ky, ..., kn,
respectivamente. Seja k o maior de todos os graus. Seja I = 0 uma recta que ndo contém P,
Entio L =0 é uma recta que nio contém P. Om, n & maior que Ip(F,G), portanto o
polinémios @, ..., @n sdo dependentes em relagio a F e G no ponto P através de L
(definigdo 3.30 e 3.34). Assim, pela defini¢io 3.29, existem R, S, T, polinémios homogéneos
em z, y e z ou polinémios zero e niimeros complexos by, ..., b, tais que a equacgdo

—=k~k

RGITVQ, + -+ b, ™Q,) = SF + TG,

¢ verificada, onde R nio contém P e by, ..., by, néio s3o todos iguais a zero. Conjugando ambos
os membros da equagio anterior, obtemos

R LF%Qy+ -+ B, L*%Q,)=SF + TG.
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Pela exphcagioqueantecedeesteteommaepmqueRniocmtém?e,amda,porque b1,
..., by, nio sfe todos. iguais 3 zero, entdo R ndo contém P e b, ..., by, niio sio todos iguais 2
zero. Donde os polinomios Q1, ..., @n sﬁodependerﬁesmrelaqﬁaneGemPatravésde
L. Como estai.gualdadeévé]jdapamquaisquernpoljnénﬁos homogéneos Q, ..., @n, €1 €
maior que Ip{F, G), segue-se a desigualdade Ip(F,G) < I(F,G).

Se substitwirmos F, G, P por F, G, P na desigualdade 24) obtemos
I5(F,G) < I5(F,G) logo 2 desigualdade Ip(F,G) < Ip(F,G). Demonstradas as duas
desigualdades, temos a ignaldade pretendida [l

Chegémosaomomentodedemonstraxquetodaacﬁbica irredutivel nio singular tem uma
flexdo no plano projectivo real. Através do teorema de Bézout concluimos que C e det H
intersectam-se Bove vezes no plano projectivo complexo. Como nove € um RUMEro impar,
entio intersectam-se pelo menos-uma vez no plano projectivo real.

Teorema 4.22

Toda a ciibica irredutivel ndo singular tem uma flexdo ro plano projectivo real.

Demonstra¢io

Sejam C uma cibica irredutivel ndo singular com coeficientes reais em que detH
representa o determinante da sua hessiana. Como C ¢ uma ciibica irredutivel e ndo singular,
pelo teorema 4.20, o detH ndo ¢ muktiplo escalar de C. Assim, €' e det H ndo tém factores
comuns de grau positivo sobre os reais. Pelo teorema 4.15, conchuimos que ndo tém factores de
grau positivo em comum sobre 05 complexos.

O grau de C e do detH é trés. Pelo teorema de Bézout sabemos que estas duas curvas
intersectam-se Bove vezes, contando as multiplicidades, no plano projectivo complexo. Pela
propriedade 4.21 e sabendo que C e detH tém coeficientes reais concluimos que
Ip(C;detH) = Ip(C;detH). Assim, se P pertence 3 intersecgdo de C e detH = 0, entdo 0
seu conjugado também pertence. Porque 0 ¢ um numero impar, existe pelo menos um ponto
com coordenadas reais que pertence a esta intersecgdo. Chamemos R a esse ponto. Como as
coordenadas de R nio sdo todas zero, podemos pensar nele como tendo a tiltima coordenada
diferente de zero, nem que para isso seja necessario alternar z com T ou 3. Muitiplicando as

coordenadas de R por ¢! obtemos R = (a, b, 1) para a e b reais. Sendo assim, R pertence a0
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plano projectivo real e pertence a C ¢ a detH = 0. Como por hipétese C nio tem pontos
singulares entdo, pelo teorema 4. 19, R é uma flexio de C.00

Com este ltimo resultado ficam classificadas todas as cibicas irredutiveis no plano
projectivo real. Pelo teorema 4.10, concluimos que uma ciibica é irredutivel e ndo singular se e

s6 se puder ser transformada numa das duas equacdes (6) e (7). O teorema 4.11 caracteriza
todas as ciibicas irredutiveis singulares.
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